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Resumo

Este trabalho tem como objetivo provar a existéneia de graficos minimos em dominios
do plano

Sera garantido através do Método de Perron a existéncia de um grafico minimo num
dommio limitado do plano. Sera tambem estudado o comportamento dessa solu¢do na

fronteira do seu dominio atraves do conceito de fungdo barreira

Serdo provados trés teoremas que garantem a existéncia de solugdes do problema de
Dirichlet para as minimas em dominios ndo convexos ¢ ndo compactos do plano com
condigOes especiais de fronteira, sendo estes discutidos no trabalho de J. Ripoll and F. Tomi

(RT]



Abstract

This work has as objective to prove some existence theorems for minimal graphs over

planar domains

It will be guaranteed employ the Perron method one existence of one minimal’s graph
in arbitrary bounded domain. 1t will be too studied this solution at the boundary through the

concept ol barrier function

We obtain three existence theorems to Dirichlet’s problem for non convex and non
compacts domains having special boundary data being that results are contained in the

J. Ripoll’s and F. Tomi’s works [RT].



Introducao:

Seja um dominio €2 R" ¢ u Q >»Ruma fungdo de classe C°( u & C°(£2)). Sabemos
que o subconjunto S = {{,\'I,,r: B AN | S e Q} de R™ ¢ uma superficie minima se u

saustizer a equagao

; o) ' . -
UG jBxax, — U, Uy Uy L+ Uy Uy 0 (L 1)

Dada uma fungdo f ¢ € - R, o problema de Dirichlet para a equagdo das superficies
minimas consiste em determinar a existéncia ¢ a unicidade das solugoes do seguinte problema de
valor de contorno

L0 (

!
1
I+ 0% (U 2u_u. .u + 11 1y Wu = e
L X; JUxyx, x e Mg, T Wy JUEX em €

L=

u/' @ =f (1.2)

Quando €2 coincide com o plano X ¢ x, S. Bernstein, em 1916, provou que a solugdo

u=u(Xx,; X;)do problema (1 2) deve ser linear afim, ou seja, o grafico da fung¢@o u € um plano
No caso em que £ e limitado ¢ convexo e f € continua Tibor Radd assegurou, em uma
publica¢@o que se tornou classica, a existéncia e unicidade para o problema (1.2) [R1]. Johannes
Nitshe generalizou este resultado quando f ¢ descontinua em um conjunto de medida nula,
necessitando supor, entretanto, que a fungdo f fosse limitada [ N; | H. Jenkins e J Serrin
trataram o problema (1 2) quando f assume valores infinitos em alguma parte de ¢ 2. como
acontece, por exemplo. na solugio encontrada por H IF Sherk em 1834, dada pela fungao
log cos x; — log cos x, | x| <=m/2, | X3 <n/2.
Para dominios mais gerais, 0 problema de Dirichlet para a equagdo das minimas ainda

permanece em aberto. Em alguns dominios especificos, como o setor, a faixa, o semi-plano e
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certos conjuntos convexos nao-limitados do plano com dados limitados na fronteira o problema
(1.2) foi resolvido por R Earp e H. Rosenberg [ER], (veja também [L]).

E conveniente ressaltar que para dominios arbitrarios nio é possivel obter-se resultados gerais
no sentido de que, podemos provar que em todo dominio ndo convexo limitado existem dados
continuos na fronteira para os quais (12) nao tem solugdo. Como ilustragdo deste fato
apresentamos na se¢do 1.3 do capitulo 1 o contra-exemplo do tetraedro de Rado.

No capitulo 1. vamos apresentar o metodo de Perron para superficies minimas o qual,
com exce¢dao da parte relativa a constru¢do de barreiras, € o mesmo utilizado na obtengdo de
fun¢des harmonicas em dominios planos (veja [GT]). Provamos também o teorema da
Compacidade.

No capitulo 2. capitule principal da dissertagdo. sera estudado o problema (1.2) para
alguns dominios especiais do plano. discutidos no trabalho |[RT]. Serdo provados trés teoremas
que garantem a existéncia de solugdes para o problema (1 2) em dominios ndo convexos € nao

compactos do plano com condigdes especiais de fronteira
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Notacio Basica
R* Espago euclidiano de dimensdao 2, com pontos X = (X, X»). X; €¢R (numeros reais),

I = (Ze2)" g g = (2) "

i1 > X
¢ S © Fronteira do conjunto S, § =fechode S =S U S
S8 S S e dist (S, ¢ S) >0, § esta estritamente contido em S.
S-§ ={xe §S/xg§}
Q  Suhconjunto aberto de R* ; €2 é dominio se © também for conexo
B.(y) ' Bola aberta em R’ com centro yeraior >0

CUL) ( C‘”(Q)) Conjunto das fungdes continuas sobre Q(£2)

f ’ i
- - PERT 2v v / + v -
Mo(v) (i F Vi )V-‘",,-r, AV, Wi, Mgrge 3 (l + Vi ) \ XX
- - 1 hl i -

andev Q- R SRétalquev e C(Q)



Capitulo 0

Preliminares

O proposito desse capitulo ¢ apresentar alguns resultados que serdo utilizados no

presente trabalho.

Definigio 1: Sejam Qc R? e ueCX(Q)~ C"(Q). Dizemos que u é solugio de uma

equacao diferencial parcial linear eliptica (E.D.P.L.E) se u satisfaz a seguinte equagio:

1 ~2 ~2 x ~
cu o u cu cu u
By s b2y —F s 4 5 —— + B~ P AU =0
i} 75 12 o 3 . | 2 A
ex; axx; ax; x, X,

onde ay, aj2, ax, by, by, d sdo tungdes definidas em Q. ¢ tais que a matriz

ayy 12 ; ' - s Gt
L i¢' positiva definida

Teorema 2: (Principio do maximo forte para ED.P.L.E). Seja (2) uQ < R*— R,
solug@ao de uma equagdo diferencial parcial linear eliptica. Se existe yeQ t. g

u(y)=sup u(irg[' u) entdo u é constante em Q.
Ll ol

Proposic¢iio 3: Sejam u e v solugdes da equagdo (1.1) em Q < R’ Entdo u - v satisfaz
uma certa equagdo diferencial parcial linear eliptica em Q.

Do Teorema | e da Proposigao 2 podemos concluir que vale o seguinte.

Teorema 4: Sejam u e v solugdes da equagdo (1.1) em  © R*, seexistey € R t. g

(u=v)y)=sup(u-v)(inf(u-v)) entdou - v é constante em €.
Q &
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Teorema 5: (Principio do maximo fraco para uma EDPLE) Sea
uweCH(Q)NC(Q) solucdo de uma equacdo diferencial parcial linear eliptica em Q < R’
limitado. Entdo

Sup u=Supu e infu=infu
Q 4l

0 40

Teorema 6: Sejam u e v solugdes da equagdo (1 1) em Q < R’ limitado. Se
u/cQ>v/oQ entdou = vem L)
Demonstracio: Imediata do teorema 4 e do teorema 3, observando que:

(u-v)/Qz=0, logo iII'lJf{l.l -yv)= i_gf(u -v)=20

donde segue o resultado

Teorema 7: A seguir enunciaremos o teorema de existéncia e unicidade para o

problema (1.2). provando por Tibor Rado.

Teorema 8: Sejam 2 < R’ um dominio convexo e limitado. Seja {: ¢Q-»R uma
fungdo continua. Entdo existe uma Unica solugdo u - Q—>R do problema de Dirichlet para a
equacdo das superficies minimas em € tal que u/¢Q2 = f, onde u : Q>R ¢é grafico de uma

funcdo diferenciavel.

Teorema 9: Sejam Q < R’ limitadoe u eC*(Q)nC(Q) tal que Ma(u) = (<) 0 em
2. Entao

Supu = Supu(infu=inf'u)
Q M2 (2 M)



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo estudaremos uma possivel solugdo ao problema (1.2) em dominios
limitados arbitrarios de R” ; com esse objetivo, sera desenvolvido o Método de Perron de
Subsolugdes de Superficies Minimas, cuja prova apresentada € similar a prova feita em [GT] pgs.
23-25 para fungdes sub-harmonicas.

Iniciaremos o capitulo demonstrando o teorema da compacidade. necessario na
obtengado do método de Perron e fundamental para provar a existéncia de superficies minimas em

alguns dominios do plano apresentadas no capitulo 2.

Defini¢lio 1: Seja Q@ < R® . Uma exaustdo de € por compactos ¢ uma seqiiéncia de

compactos K; < O tais que Q = UKi e KicIntKi,, paratodoieN.

1=1

Lema 2: Seja Q — R* . Entdo existe uma exaustio de Q.

Demonstracgiie: Definimos o seguinte conjunto.
Kn={x & Q By(n) / dist (x, & ~ Bym)) = - 1,
onden & N e 0 ¢ origem de R”.

Observamos da definicio que K; ¢ compacto e K; ¢ intK;.; ¥V i € N. Evidentemente
U K;cQ
i=1

Por outro lado, dado x = Q podemos tomar n; € N tal que dist (x, (Q ~ Bo(ny))) =

Bi'—. Concluimos assim que X € Ku] e portanto ) < U K,.

1=1

o
Logo Q = U K. 1sto €. {K,} € uma exaustao de € por compactos.
1=1
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Definiciio 3: Seja 2 — R’ Um conjunto E de aplicagdes f. € — R ¢ equicontinuo em
x. < € quando, dado € > 0 existe § = 0 tal que B, (x,) © € e para todo x € Bs(x,), dist

(fix), f(x,) <&, vV fe E Um conjunto L de aplicagdes £ € —» R € equicontinuo quando E ¢

equicontinuo em todos os pontos de £2.
LLembramos que o teorema de Arzela-Ascoli garante que toda seqiiéncia de fungdes

t, K—= R . onde {t,} ¢ equicentinuo e uniformemente limitado em K compacto de R” ., possui
uma subsequéncia uniformemente convergente

Teorema 4: (Teorema da Compacidade) : Scja lu, } uma seqiéncia uniformemente
limitada de solugdes da equagdo (1.1) em €2 « R’ Entdo existe uma subseqiéncia de {u, | que

converge para uma solugao da cquacdo (1. 1). a convergéncia sendo uniforme em cada sub-

conjunto compacto de Q
Demonstracio: Vamos considerar [K; | uma exaustdo de € A seguir tomamos o

onjunie E = ap.. o un | @ vamos provar que E ¢ equicontinuo em cada K,
¢ unmtormemente hmitada existe M > 0 tal que Tu, | = M Vv n Pela

Como ! u, |

estimativa de cerpvadas para solugoes da equacio (1 1) vale em K, a desicualdade

. =/ At /M
4 M M,
[Yu,(P)< e’ A 4 g e [

onde Pe Int (K;) e d = dist(P, ¢ K,).

(A prova dessa desigualdade pode ser encontrada em [S]).

< L, 1=1,2;logodado x, € K, e 8 >0 com

Consequentemente temos que !u -
1

| X - xo|| <8, 0ndex=(x,x2)ex,= (x{’..r';) obtemos:

u, (%, 6,) - u (e, a7) -

lu, (x) = u,(x,)

UFRGS
CAS
SISTEMAS DE BIBLIOTE
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1.1 Método de Perron

Nesta se¢do sera obtido o Método de Perron para superficies minimas, este método
. - i . - . 2
determina uma solugdo u da equacdo (1.1) sobre um dominio limitado arbitrario de R".
A seguir serdo apresentadas definigoes e demonstrados alguns resultados necessarios na

obten¢do do método de Perron

Defini¢do S: Sejam () R? e ueC°(Q). u é supersolugdo (subsolugio) de (1.1) em Q
se para toda bola B << Q e toda fungdo h satisfazendo a equagdo (1.1) em B com u = (<)h em

¢B, temos também u > (<)h em B.

A seguir enunciaremos o principio do maximo fraco para supersolugdes e subsolugdes,

cuja prova € analoga a feita para as fun¢des harmonicas.

Teorema 6: Sejam Q R’ limitado e ue C“(fl) subsolugao (supersolugdo) em Q

entdo  Supu(infu)=Supu(infu) .
Q b X2 &2

Lema 7: Sejam Q © R* eu e C? (Q) uma fungio que satisfaz Mq(u) < ()0 entdo u é
supersolugdo (subsolugao) em €2,

Demonstraciio: Seja B << Q e h fungdo que satisfaz (1 1) em B com u = (<)h em ¢B.
Entdo pelo teorema 5 (capitulo 0) temos u = (<)h em B, logo u ¢ supersolug@o (subsolugdo) em
Q.

Lema 8. Sejam QcR’ limitado ¢ sejam ueC"(ﬁ) ¢ veC"(ﬁ) subsolugao e
supersolugio, respectivamente, em € tal que v = u sobre @#Q. Entdov>uem Q ou v =uem Q.

Demonstraciio: Vamos supor que existe x,€() tal que

(u-Vv)( %)= sup(u - v) =M >0
L2

Podemos assumir que existe uma bola B = B(x,) =< tal que u - v £ M sobre 0B.
De fato vamos supor o contrario, isto ¢, V B(x,) cc Q, u-v =M em 0B(x,).

Seja R = dist (x,, 0€2) Temosu-v=Mem Byx, )V p tq 0< p<R,epor

continuidadeu-v =M em By (x,) .
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Como By(x,) m Q= D, existe y, € ¢Q tal que (u - v)( ¥0) = M > 0 que ¢

contradi¢do

Pelo teorema 6 (capitulo 0) existem uev solugdes da equagdo (1.1) com u/éB=u e

viftB=v
Temos que:

M = sup (u - v) > sup (u - v) = sup (u = :)
E_.: o 1

Como u € subsolugio e u=u em OB concluimos que
u<u emB (1)
De forma analoga concluimos que

v>vemB (2)
De (1) e (2) obtemos que u-v < u - vemB. Logo

M 'sup('t;- \_'] '(il - V](-‘iu) '(u \-]l\",) M. e portanto ({1 - ;)(x“] M
o

Assim pelo teorema 2 (capitulo 0) u-v=MemBUCB.

Comou=u ev=v emB, temos u-v =M sobre B que contraria a escolha de B

provando o lema.

Corolirio 9: Sejam Q — R limitado ¢ ©: Q>R uma fungdo limitada. Sejam
ueve (“’(fi) subsolugao e supersolugdo, respectivamente, tais que. u/ cQ < e v/dQ = ¢@.
Entdo.ouu<vemQouu=vem 2

Demonstraciio: Imediata do Lema anterior, observando que u/cQQ <@ < v/ €.

Lema 10: Sejam Q R* e uy....u,; Q-R, entdo:

i) Se uy,..u, sdo supersolucdes em € a fungdo u(x) = minfu(x),. .. u(x)} €
supersolugdo em Q.

i1) Se uy......u, sdo subsolucdes em Q a fungdo v(x) = max { ui(x).....u(x)} € subsolugao
em Q.

Demonstracio: i) Seja BccQ e h satisfazendo a equagido (1.1) em B com u > h sobre

cB. Temos que uy....u, =2 u=>h em (B, logo uy,.....u, = hem B, pois uy,...u, sdo
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supersolu¢des em Q. Portanto u = min{u(x),...,u.(x)} = hem B, provando que u ¢ supersolugio
em €.

A prova do item ii) ¢ feita de maneira analoga.

Lema 11: Sejam u subsolugdo em Q < R* ¢ B cc Q. Seja u solugdo da equagdo (1.1)

em B com u /7B = u Entdo a funcao:

U(x) = ﬁ(x)ﬁ se xeB
u(x), se xeQ-B

¢ subsolugdo em 2.

Demonstragiio: Sejam B'cc Q e h satisfazendo a equagao (1.1) em B’ com U< h em
OB’ Comou=u em &Btemosu<u em B, pois u e subsolugdo em €, logou < Uem B'.

Temos também que U =u em A&(B'- B), U= u em éB’~B e como u < u em B
concluimos que u < U em 6B’~ B e portanto u < U em B’

Mas U< hem ¢B’. daiu<h em @B’ e como u € subsolugdo, u< hem B’. Logo
U<h emB'-B (1)

Por outro lado, U € solugdo da equagdo (1.I)emBe U/ B =u.

Como U<h em @B . u=uemBAndB eu=1UemdadB ~n B, temos
u/é (B’ B) <h/¢é (B~ B). Pelo teorema 4 (capitulo 0)
u<hemB'"B. (2)

De (1) e (2) segue U < hem B’, provando que U ¢ subsolugdo em Q.

Teorema 12: (Método de Perron): Sejam Qc R’ limitado e ¢ :3Q — R uma funcdo
limitada. Seja S, = {u € C°(,§) /u ¢€subsoluggoem Q e u/ Q< o }. Entdo a fungdo u(x) =

sup v(x) € solugdo da equagio (1.1) em Q .
veSqg

Demonstragio: Temos que ¢ € limitada, logo existe K>0 € R tal que [o(x)| <« KV x €
Q). Seja ve S, , entdo v/ ¢Q < ¢/ Q < K. Pelo teorema 6 (capitulo 1) v < K em € e portanto
u esta bem definida

Seja vy um ponto fixado arbitrariamente sobre €. Pela definigio de u existe uma

seqliéncia {Bn} < S, tal que B, (y) = u(y).

Consideremos agora a sequiéncia v, = max {Bn, inl-‘(p}, temos que v, € limitada; pelo
lema 10 v,e S, e evidentemente v, (y) —> u(y).
GS 3
SISTEMAS OF BIBLIOTECAS
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Seja R > 0 tal que B = Br(y) o Q e definimos

,'_\;.1{,&). se xeB

V.(x) = com v, v, em B

an(.\’_}. se xeQ-B '
onde vu(x)esolugido de(1.1)
Temos pelo lema 11 que Vi(x) € subsolugio em Q e como V, / c¢Q = v, [/ ¢Q)
concluimos que V= Sy
Alem disso v, / B = Gl,_ logo v, < v, em B. pois v, ¢ subsolugdo em € portanto
valy) = v (V) = Valy) = uly) e. como vi(y) — uly), temos que V.(y) = uly).
Pelo teorema da compacidade a sequéncia V, contém uma subsequéncia Vng

convergindo uniformemente em qualquer B, (v) com 0 < p <R para uma fungdo v que satisfaz a

equacdo (1.1) em B. Pelo teorema 6 (capitulo 1) vale

Vny < Sup Vng =SupVny <Sup V,, =Sup v, =Supv,<Supv, <ulogo v<u emB
B B B B ‘B B Q

alem disso pela unicidade do limite v{v) = u(y).
Vamos provar que v = uem B
Para isso, suponhamos que v #u em B, isto ¢, que exista algum zeB tal que v(z) < u(z).
Evidenteiente z = y
Neste caso existe uma fungao u & S tal que v(z) < u(z)
Definindo
Wi — max {u, VnkI e

;1.(.‘(). se xeB

W, =
w,(x), se xQ-B

S

Obtemos como anteriormente uma subseqiiéncia de Wy, convergindo para uma fungdo w
que satisfaz (1.1)comv<=w<u em B (1) e v(y)=w(y)=u(y)

logov-w<0 em B e (v-w)y) =0, portanto Sup (v—w) = 0. Assim pelo teorema 2
B

(capitulo ) v-w=0 em B, isto ¢, v=wem B.
Mas wy, = max {ﬂ, Vn]\} de modo que u<w=v emB que contraria o fato de v(z) <
5(2), logovzu em B (2).

De (1) e (2) concluimos que v=u em B e portanto u satistaz a equagdo (1.1) em Q

provando o teorema.



1.2 O Contra-Exemplo do Tetraedro

No Método de Perron, apresentamos uma solugdo u(x) = sup v(x) de (1.1), onde S,
veSm

esta definido no Teorema 11. Nao podemos garantir, no entanto, que u/¢Q = ¢. De fato isto €
falso se ndo impusermos condigOes a ({2, como mostra o seguinte exemplo, apresentado por

Tibor Rado ([R2], pag. 37) como uma aplicagio de seu teorema de unicidade, enunciado a

Seguir.
Teorema 13: Seja €2 um dominio simplesmente conexo contido no plano xjex> tal que

¢ : 0Q >R seja uma fungdo continua. Se¢ z; e 2, sao solugoes de (1.2), as quais coincidem com ¢

em Q2. entao z; (x1, X)) = 25 (X, x2) em Q

Observemos que se ' ¢ a curva de Jordan em R™ determinada pela equagdo z = ¢ (P)
onde P € 20 o teorema 13 assegura que I' ndo pode limitar mais de uma superficie minima que
tenha a propriedade de possuir uma projegio ortogonal injetiva sobre o plano xjex,.

A seguir vamos apresentar um exemplo onde o probiema (1.2) nao tem solugdo Com

esse objetive consideremos uma tetraedro regular de vertices A, B, C, D cujo tridngulo A. B, D
esta contido no plano xex,  Consideremos a curva continua T' formada pelas arestas
AB,BC.CD. e DA deste tetraedro e seja C7 a projecao ortogonal do ponto C sobre o plano
xi2x;. A sepuir consideremos Q o poligono contido no plano xjex; cujos vértices sio A B C°D.

(Conforme a figura 1 1)

Figura 1.1



Agora definimos a fungdo ¢:CQ2-»R da seguinte maneira:

0 em ABU AD

fung @ linear com ¢(B)=0 e (") = C em BC

{
|
‘!f) = \I

fung  linear com (C')= C e (D) =0 em C'D

Temos que ¢ e continua e evidentemente a curva I ¢ determinada pela fun¢ao ¢

Assim, pelo Teorema 13, se existir uma fungao = Q>R que satisfaz a equagio (1.1) em
Q e tal que z/ ¢Q = ¢, ela € tnica.

Suponhamos que exista tal fungdo z e seja S = {(x, xo, 2(x. ¥2)) (v ¥2) e Q } o
grafico da fungdo z.

Sejam M, e M, os pontos medios das arestas BD ¢ AC. respectivamente e P o ponto de
intersecedo da reta determmada pelos pontos My e M, com a superficie S. 1sto ¢

P=SnMM,
Chamaremos de O o centro do tetraedro. que ¢ também o ponto médio de MM,

(conforme a figura 1.2)

xy

Figura 1.2
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Afirmacio: O ponto P = (xy 22 %2, ,Z,) coincide com o ponto O = (x;_,X5 .2,).

Demonstragio: Suponhamos, por absurdo, que a distancia de P ao ponto M, € menor
que distancia de P ao ponto My, isto €, o ponto P esta acima de O, ou seja, z, < z, (conforme
figura 1 3(a)). A seguir consideremos R, e R, os pontos medios de AB e (—:_[5, respectivamente e
vamos fazer na superficie S uma notagdo espacial de 180° em torno do eixo r determinado por R,
e Ro. Com esta rotagdo o vértice A vai parar no vértice B e o vértice B vai parar no vértice A, o
vértice C vai parar no vértice D e vértice D vai parar no vértice C. Mas o ponto P fica agora

abaixo do ponto O, isto ¢, z, > z, (Conforme figura 1.3(b)).

g3 L

"y
Figura |.3(a) Figura 1.3(b)

Observamos. porém, que a curva I fica invariante por esta rotag¢do, ou seja, a fungdo ¢

e o dominio Q permanecem inalterados. Logo, pela unicidade da superficie que I determina,
teriamos também a invanancia de S, que contradiz a suposigdo feita sobre o ponto P. Se
supormos que a distancia de P ao ponto M, € maior que a distincia de P ao ponto M,, por um
raciocinio analogo, chegariamos a uma contradigdo

Logo o ponto P coincide com o ponto O, provando a afirmagao.

Temos pela afirmagdo anterior que o ponto O € S. Logo, existem dois pontos de S, a
saber., C e O, que possuem a mesma projecao ortogonal C’ sobre o plano xyex; . Com isso

concluimos que ndo pode existir uma fung¢do z(x;. x>) que resolva o problema de Dirichlet (1.2)

com dominio no quadrilatero contido no plano xex; de vértices A, B, C’ e D,



1.3 As barreiras ¢ o Método de Perron

O exemplo do tetraedro mostra que a solugdo apresentada no Método de Perron, pode
ndo coincidir com @ em Q) (onde ¢ e €2 sa0 como no teorema 11).

No caso do problema classico de Dirichlet (para fungdes harmonicas) a solugdo obtida
pelo método de Perron ira satisfazer a condigao de fronteira em um dado ponto do bordo se esse
ponto for regular, ou seja. admitir uma barreira local. O mesmo acontece no caso do problema de
Dirichlet para as minimas. Entretanto o significado de regularidade difere substancialmente de um
predra outro

No caso classico um ponto na tronteira de £ admite uma barreira, ou seja, € regular se €
0 ponto extremo (final) de um segmento de reta contido no exterior de €. Assim o problema
classico de Dirichlet tem sempre solugdo para dados continuos no bordo de dominios limitados
cujes pontos da fronteira sdo acessiveis pelo exterior atraves de segmentos de reta.

No caso das superficies minimas a situagdo ¢ bem diferente. Vamos mostrar que um
ponto P da fronteira de Q ¢ regular . ou seja. admite uma barreira iocal se P ¢ convexo, isto e,
¢ Otal que B, (P) m Q ¢ um conjunto convexo. Como consequéncia no problema (1.2) com
dados de fronteira continuos a solu¢@o u(x) dada pelo método de Perron ira satisfazer a condi¢io

de fronteira se £ for convexo. Até o final do capitulo, € sera um dominio limitado de R*

Definicdo 14: Sejam Qc R* ¢ PedQ. Uma fungdo W e C°(QQ) é chamada uma
barreira em P relativa a Q se:
(1) W ¢ supersolugdo em Q
({HW>0 emQ-p
(1) W(P)=0
W € uma barreira local em P=cQ se existe uma vizinhanga N de P tal que W satisfaz a

definicdo 14 em QN

Defini¢do 15: Seja Qc RY Um ponto Pe Q) ¢ dito regular se existe uma barreira

local em P,



Lema 16: Seja PecQ regular. Entdo existe uma barreira em P relativa a Q.
Demonstragio: Como P € regular existe uma barreira local em P, isto é. existe uma
vizinhan¢a N de P ¢ W uma barreira em Q\N. Uma barreira em P relativa a Q pode ser definida

por

imin(m,W(x)).se xeQr B
W(x] —1]

| m,sex eQ-B

onde B ¢ uma bola, BCcN com PeBe m = LnE W >0

De fato W ¢ continua em Q e pelo lema 10 (capitulo 1) W é supersolugao em £,

Alem disso W>0em Q -Pe W (P)=0, pois W (P) = min (m, W(P)) = W(P) =0

O proximo teorema estabelece a conexdo entre fungao barreira e o comportamento da

solugao de (1.1) dada pelo Método de Perron, na fronteira de seu dominio.

Teorema 17: Sejam Qc R’ . PedQd regular e © : (€2 — R limitada e continua em P.
Seja u: 2 — R solugdo de (1.1) definida pelo Método de Perron. Entao u(x) —» ¢(P) se
x —P.

Demonstra¢io: Sejame >0 e M = Sup | ¢ | Como P ¢ regular existe uma barreira W
em P. Do fato de ¢ ser continua em P existem constantes 6 ¢ k positivas tal que | o(x) - ¢(P) | <
ese xeB;(P)mcdQ e kW(x)=2M se x ¢ B; (P). comx € ¢Q.

As fungdes H(x) =@(P) +&e +kW e L(x) = ¢(P) - € - kW sdo ,respectivamente,
supersolugdo e subsolugdo em QQ com @(P) +& + kW = ¢ emQ e ¢o(P)-g-kW <o em éQ.

De fato dada BccQ e h solugdo de (1.1) em B com H > h em ¢B, temos que
o(P) +e+k W(x) > h em CB e consequentemente k W(x) = h - ¢(P) - &€ em ¢B.

Como k W(x) é supersolugdo em Q e h - ¢o(P) - € é solugdo de (1.1), k W(x) > h - ¢(P)
- ¢ em B e portanto ¢(P) + & + k W(x) > h em B provando que H(x) € supersolugio em Q.

Para provar que H / 8Q > ¢ observamos inicialmente que - M < ¢o(x) < M ¥V x € ),
pois
|@|<Suplo|=M.

Se x ¢ B; (P), k W(x) = 2M logo
H(x) = oP)+te+kw(x) =2 o(P)+e+2M = ¢(P) + 2M = M= ¢.

i)

.
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Se x € Bs (P) entdo o(x) < o(P) + &, logo H(x) = @(P) + &€ ~ kw(x) > o(P) + € > p(x),
com isso concluimos que H / ¢Q > ¢.
A prova de que L(x) ¢ subsolugao com L. / cQ) < ¢ e feita de maneira analoga.

Assim do fato de u(x) = Sup v(x). onde S, e o conjunto definido no Teorema 12 e do

Ve ‘\"(p

Corolario 9, temos que @(P) - € - kW < u(x) = o(P) + &€ + kW em €. ou equivalentemente
L u(x) - o(P) | <&+ kW(x). Visto que W(x) > 0 se x — P obtemos que u(x) = ¢(P) se

x > P provando o teorema

A seguir definiremos ponto de fronteira convexo e estabeleceremos sua relagao com

ponto de fronteira regular

Defini¢io 18: Seja Qo R’ . PefQ ¢ convexo se existe r > 0 tal que B (P) n Q é

convexo
Teorema 19: Seja (2 R convexo. Se Pe.7Q entdo P ¢ regular.

Demonstracio: Dado P=cQ) temos que determinar uma barreira local em P Como Q ¢
convexo existe uma reta (t) passando por P tal que Q « m, « [P} onde m; € um dos semi-

planos determinados por (t) conforme a figura 1 5

()

Figura 1.5
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Agora tragamos uma perpendicular (s) a (t) passando por P ¢ consideremos o ponto O sobre (s)
de modo que O € wm, e dist(O, P) < ©/2, a seguir tragamos uma reta (r) passando por O ¢

paralela a (1). Considerando as retas (r) e (s). respectivamente, 0s €iXos cartesianos X, e X

temos graticamente: o
\\ . 2~
| Y
2 y N AN
” "

Figura 1.6

Seja N o tridngulo de vertices nos pontos O, A, B contorme figura 1.6, vamos provar

que existe uma barreira em P relativaa N » Q).

Dado M > 0 a superficie de Scherk W(x, x,) =M + log cos x| - log cos X, intercepta
o eixo dos x; pois W(0,0)=M >0 e W(n/2, 0) -+~ ». Logo escolhemos M de forma que

W(P) = 0. Para essa escolha de M o ponto P possui coordenadas (arc cos e, 0)

Como W ¢ supersolu¢ao em N m Q. nos resta verificar que W > 0 em (N~€Q) — P.

Para 1350, vamos provar que W > 0 em ¢ AOAB - P

De fato nos lados OA e OB do triangulo OAB temos. respectivamente Y, = + X

Logo W(x,. x;)=M>0

Para o restante da prova observemos que o lado AB - P do triangulo OAB esta contido

no comunto S = {(X,, X;) / X, = arc cos ™ ¢ O< )| x| <m2 }eems S

W(x 1, x2)=M +loge™ - log cos x, = - log cos X, > 0 de modo que W >0 em AB - P.
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Como W é solucdo da equagdo (1.1), pelo teorema 2 (capitulo 0) W > 0 no tridngulo

OAB - P e consequentemente W > 0 em (NNQ) -~ P. Logo W ¢é barreira local em P e o

teorema esta demonstrado

Corolario 20: Sejam Qc R?e PedQ convexo. Entdo P ¢ regular,

Demonstragiio: PecQ ¢ convexo, logo existe r > 0 tal que B, (P)nQ ¢ convexo.

Portanto pelo teorema anterior P € regular

O teorema seguinte ¢ semelhante ao teorema 17 | sera destacado aqui pois € de grande

utilidade no proximo capitulo desse trabalho.

Teorema 21: Sejam Q- R* ¢ ¢ : 7Q —» R limitada e continua em P, onde PedQ é
convexo Seja u(x) solugdo de (1.1) em Q definida pelo Metodo de Perron. Entao u(x)

> @(P)sex -+ P

Demonstrac¢iio: Pelo Corolario 20, P ¢ regular ¢ como ¢ € continua em P o resultado

segue do Teorema 17
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Capitulo 2

Trés Teoremas de Existéncia de Graficos Minimos
em Dominios Nio Convexos do Plano

Neste capitulo vamos provar a existéncia de solugdo do problema de Dirichlet para a equagdo
das superficies minimas em trés dominios particulares ndo convexos do plano, satisfazendo certas
condigoes de fronteira. Para os trés exemplos utilizaremos a mesma técnica de demonstragdo. a
saber. a construgao de uma supersolugdo adequada no dominio especifico, o uso do método de
Perron e do Teorema da Compacidade provados, respectivamente, nos teoremas (4) e (11) do
capitulo 1.

Teorema 1: Sejam C;.. .C, curvas C' convexas e fechadas em R’ tal que as regides
mteriores B, de G sdo duas a duas disjuntas, ¢ seja k o maximo do modulo da curvatura de C,

Entdo, para cada A ¢

[— :\ ]l\ . existe uma solugao de (1.1) definida em Qc R*, Q = R* / UB, que
¢ continua em €. satisfazendo a condigio de fronteira u/cQ =0 ¢ a condigiio assintotica
wx)=Aln|x| + O(l)onde | x| »+ = (1)
Demonstracio: Se A = 0 uma solugdo satisfazendo as condigdes do teorema € u = 0
Supondo que A > 0 vamos inicialmente construir uma supersolu¢ao adequada para o problema.
Consideremos uma das curvas C; e sejam d, (x) = dist(x. C}) ¢ v, (x) = o(d, (x)), onde
x € R*\ B, e ¢ uma fungdo a ser determinada.

Seja y o ponto mais proximo de x sobre C, conforme a figura 2.1



o
2

Figura 2.1

Fazendo uma rotacgdo de coordenadas podemos considerar os eixos x; e x; na diregdo de t(y)
¢ n(y), respeciivamente, onde t(y) e n(y) sdo os vetores tangente e normal em y. Desse modo
obtemos um sistema de coordenadas principal associado a x. logo:

—ki(y)
di . () =10 d; ., (x)=1; @ (Xt
IRTRY 2 joxa \o b 5 VY g 3
' . I=Ki(y)d(x)

di..\'l.rz (‘() = di..t2,1'| (\:) =d (K)= 0

1.¥3X9
onde k; € a curvatura de C;.
A demonstragao desses resultado pode ser encontrada em [GT].
Temos que:

V. (x) =9 (d(x)). d; (x)=0

i ,l“

Vix, ®) = (X)) . iy (%)= 0'(d)

_ki(.‘/)

vi_xi_‘_'(x) = @ (di(x). dj . (X) T, (x). @"(di(x)). diy, (x) = @'(di(x)) 1=kl kly)d.(0

V0= @A), d g (%) di g, (XD 07 (X)) d g (%) = 0" (d(x))
2

fowgs L2
Z

Vi o (%)= 0'(dilx). di o, (X) + di 4 (x). 9" (di(x)). dj ., (x) = ¢"(di(x))

12



Pelo lema 7 (capitulo 1) a condigdo para v, ser supersolucao em £ se reduz a

>
ki(y) ‘ +¢'(d,)<0 (2)

- 1
(l o' (d )) ¢@'(d, )!l L,

Como C, é convexa, temos que k(y) < 0, logo (2) ¢ satisfeita por
d N
o(d) = A cosh ' (l—.t ol
pla) SRy

De fato temos que:

W SN R . ) W
22d + d2 J2d v & (@2 + @)
logo
' ] ' AN+ - 1
(1 =02 (@) o'(d)| KY) 1 ordy = e MAT) | —ki(yr-1 |
L=y )di d +d? (2ad+dYH LT~ ’\UldJ
Mas 0 < A :‘:—]k— e 0<-ki(y)=k portanto -ki(y) A= I\'L(Yl <le l-k(yd>0
consequentemente 7 —{II “}ii\m};i* < 0 veriticando (2)

Pelo lema 10 (capitulo 1) segue-se que para essa escolha de ¢ uma supersolugdo em € ¢

v(x) = mm v, (x)
=150

Consideremos agora um disco By contendo todos os C; em seu interior (conforme a figura
2.2) e vamos determinar uma solugdo ug da equagao (1.1) em By \ UB, satisfazendo a condigdo de
fronteira

uRfCi-_*D i UR/’(?BR == Vf(q'BR

UFRGS

OTECAS
SISTEMAS DE BIBL!
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Figura 2.2

Para isso consideremos a fungdo vy :0 (Bg \ UB,-_) — R*> R definida por
0, se xeC,
W(x) = .
v(x), se xecB,
Como v € supersolugdo em €, v é continua em 0By logo s € limitada.

Seja o conjunto

Sy = {we C"(I%R \ B, )/ 0 < w < v, w subsolugdo em By \ ui_‘s_i comw <y em &(Bg\ uﬁ—i)}

Pelo método de Perron existe uma solugdo da equagdo (1.1) em By \UB_I- dada por

ug(x) = Sup P(x)
ﬁef\"p.

Temos evidentemente

O<ug=<v (3)
Masv/Ci=0,poissex € C, vix)=o (d) =0 (0)=0, logo por (3), ug/C;=0.
Por outro lado, como ¢Bg ¢é convexo e v € continua em ¢Bgr concluimos pelo teorema 21

(capitulo 1) que ug / @By = v que prova o que haviamos afirmado.



Pelo teorema 4 (capitulo 0) uRI{.\') > uy, (x) se Ry < Ry, portanto pelo teorema da

Compacidade concluimos que para R — +7 as fungdes ug possuem uma subsequiéncia que converge
para uma solugdo u de (1.1) em €, a convergéncia sendo unmiforme sobre cada subconjunto
compacto de €2

De (3) temos que O < u = v em £ portanto u/C, = 0 e u ¢ continua em 0

Para provar a condigao assintotica, vamos comparar g . para R = R, com um catenoide
apropnado

Vistu quc para umia certa constante Cy didx) = x [ - Cy, 1= 1,....n: temos

IX-C, ) (181} _

v(x) z min X cosh ' | I+ "—"| >} cosh '
\ v LA

G para | x | = Ry e uma

constante apropriada C;.

£
; 8 1X] : 5 i 5
Como z(x) = A cosh ' L—)J - C) € a equagdo de um catenoide, segue do principio do

maximo que

(1%
ug (x) > A cosh ' I—'J - €y paramax {Ry, A< | x| < R poisug/¢Bg = v/ By, logo:

| X
u(x) = A cosh ' (;TJ - paramax |Ry, A< |x|<R,

I 3
d,
| J para qualquer d;, como o(d) é

Por outro lado u(x) < v(x) < v(x) = A cosh ' \' +3

(liixl

crescente temos para d, < ! x | que: u(x) < A cosh ' | I} logo:
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que prova a condigao assintotica (1).
Antes de provar o proximo teorema, vamos introduzir algumas definigoes.

Comegamos descrevendo o dominio Q< R onde sera determinada a existéncia de solugdo do
problema de Dirichlet para a equag¢do das superficies minimas com condi¢des de fronteiras

adequadas.

Vamos requerer que

o= (X, ¥3) e R/ x {2

X | < flxi)} (4)

onde-r<a<0e feC’ []a . f[) ¢ uma fungio positiva que satisfaz a inequacio diferencial

L (5)
I+ (") f
e a condi¢ao de crescimento f{x1))2C e se |xi >a (6)
para algumas constantes positivas C, A. a,.
No caso em que a = - = vamos supor, além disso, que f{x;)->0 se x,—>a (7)

A seguir ilustraremos graficamente o dominio ) com as condigdes impostas acima.
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O proximo lema tem por objetivo, verificar que as condigdes (5) e (6) sdo admissiveis.



Lema 2: Dada g [by, +¢) >R tal que J. g(x,)dx, < +x (8)
b

6]

Se f (ap, +) > R étal que 0< (9)
com f(x;) = +oo se x; —>» +o0 entdo f satisfaz f(x;) > C e para x; = a, , onde C, A, a, sdo

constantes positivas.

"

Demonstraciio: De fato. como f{x;) > +x sex; > +x ef (x)=>0 se x; =ay,entdo

f'>0 parax;>a, = ap.

Multiplicando (9) por f' temos

"

f* £ i
0< — — g(f).f'< - < — 0
<f o(f) {l+(t")3{i‘ )
Integrando (9) de a, até x; concluimos que
f(x;) ) (14t
). f S 0] (1)
— (t{ D) 8(F()) Fx)de < nLi+-F(a )2 J < M fa))
Mas f{x|) = x» . Diferenciando temos f ’(x;)d x; = d x; e portanto
(£x)) IUN (140(x)? ) £(x;)
0<l .I-' o y ')dX-)_l A ]l’(.x'] 11
r{f(a,)) (ay) b(x._) 2 = 2 r{l_'_f‘t(a §= J I(al) ( )

De (8) e (11) obtemos que:

1+ £°(x)” 2y flx;)% comx, =2, e ¥> 0 ou equivalentemente fazendo a = ,f;

£> yJ(af)’ -1 (12)
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Consideremos agora a  fungdo GY(f) = === Integrando  obtemos

i | e e
G(f) = L1 [\j(an“ {4 ar].
Derivando G(f) em funcio de x; temos:

[GEE)] = GUEERN(x) = e P'(x,)

Logo de (12)

L]
[(i(t'{ % })] = | e integrando em fungdo de x; obtemos

G(i(xy)) = x| isto €, -El; In [\[{ af(x))° -1 + af(x, )] > x; de onde se conclui evidentemente

que

V@f(n )™ =1 + af(x) = e

ay
i

E claro que \[(al‘(:c,})3 =1 £ J(af'(.v,)}l = af(x;). Logo 2alix,) = e ', isto é.
.'I\'I'

o i 8
fixy) 2 Ta de onde segue (6) provando o lema

-

. So) ars 4 , f :
Para v ~asn extremo na inequagdo (3) . 1sto €, —— —— = — temos necessariamente que
L+ (f')y f
v Yo (3 3
(x) 3, o8 hiAx, - u) (13)
para algum *. 0 ¢ .1 e R Obviamente esta f também satistaz  (6).

Naturalmente Q correspondendo a (13) e um caso tnvial do proximo teorema, visto que

uma solug@o para o problema de Dirichlet, neste caso, € o semi-catenoide

ulx,.x5) = V}L{ cosh 7~.x,)2 248



Teorema 3: Seja QQ um dominio definido como em (4), onde (35), (6) e (7) sdo satisfeitas.

Ent@o existe uma solugdo para a equagdo (1.1) em Q satisfazendo a condigdo de fronteirau / Q2 =0

e a condi¢do assintotica.

1
lim [inf‘ exp (~1[x,[). sup u(x,,.r:)E > 0 (14)
L5 e L s |

Demonstraciio: Para a prova desse teorema usaremos a mesma técnica do teorema 1.

Nesse caso uma supersolucao € v(xy, x3) = \!t(\l )“ 2 , pois:
_ )P ~ f(x, ).fl{xl) - X3 i'(.\',).F"(xi) 2 E " )
V.r - s ? V,r.t, - A2
b IRy =] i (F(x,)? - x3)
_r,____ L Ve = —i(r) s

~ Gy - () - <)

dar.
M,(v)=

_ =0 Yt + £ lx )x) = f(x, ) f'(.vr,)2 + LFL"‘I)t"(ﬂl]i+ f(x,) i‘"(.r,) - f(x, )y 1'"(.\*,).\'33
(f‘(.\‘1 ) - .\‘5’)3 ’

t‘(‘x, Y £(x,) + f(x,). r"(_x, )

~f(x,)* + x; f(x,) [r + £'(x, ) = f(x, )t (r )
: (f(.r, ¥ o= \')

Masem Q x5 < f(x,)" e . i‘—}- < ——l ~
L) f(x)

logo M, (v) < —f(x,)" + £(x,)' +£(x)' ' (%) = £(x,)' F (%) - £(x,) £'(x,) + f(x;)° f‘"(.\';)zo

I P , N
¢ pelo lema 7 (capitulo 1) temos que v(xy, x3) = /ttr, )< - ,\'32 ¢ supersolugdao em Q.
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Consideremos o dominio

Q.= {(x.x2) € Q / |x|< n}

As figuras seguintes ilustram o dominio ), quandoa >- = ¢ quandoa ~ - =

A% F 0
/
v
/ ’
’ h /
1 T 2
A/,;] h Y P "l
';[z ,-’.‘. l(“;h‘ P ?|
e © T({'é nj'll X ://f{//;’ ,/..-/nh | -
g ¥ -> R i T S = /' /‘ in _‘rx'.f-
Q -\“{,// /!/”\ 1 nl ‘f / / l
AN T L B -ﬁ//1
wi] 1 L - - "‘f‘l
~ =
\ i -
\\ ,f .\\
\
)
Figura25  a>-= Figura 2.6 a=-=x%

Vamos determinar uma solugao u, da equagao (1.1) em €, satisfazendo a condi¢io de
fronteira
U, (¥1,%2) =0 paraxa =2 [(x)), | xi|<n

3

Uy, (X1,x0) = vi'{ Xy )2 - .rz‘ paraxi==xn, |x3|<fxy)

Para isso, consideremos a fungdo v : ¢ (€2,) > R definida por:
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) (0, se x,=+f(x,)e|x,|<n
Ui —. ] “r, —
Y(x) = y(x,,x, lv, s x,=+n e | x| < F(x))

Do fato de v ser supersolugdo em € . v ¢ continua em X = (x;, x;) tais que Xx; = #n

e | x> | < f{x;), consequentemente \/ € limitada.
Seja o conjunto
Sy = {w < ('°(§;} /0< w<v, wsubsolugdb em Q. comw <\ em (’(Qn)}.
Pelo Método de Perron

u, = Sup B(x) € solucdo da equagdo (1.1) em €2,
[$.‘-'-_S.l,

Temos que
O=upsv (15)
Se x,=+*f(x))e |x)| <n temos evidentemente que v(x;, x;) = 0 logo de (15)

Un(X1, X2) =0 para x, =+ f(x;) e|x;| <n.

Seja Q:, o subconjunto do pontos de & (€, ) que satisfazem a condi¢do

N=tn ¢ |nl<cting)

Temos que Q'“ € convexo e como v € continua em Qi‘ concluimos pelo teorema 21

* t 1 - = f .I Er
fcapituio 1) gue un /G2, = V.



s
Pl

Pelo teorema 4 (capitulo 0) u, satisfaz up, (1. X2) = uy, (¥, x2) se 0y = m. logo pelo

teorema da compacidade u, possui uma subsequiéncia que converge para uma solugido u de (1.1) em

€. a convergéncia sendo uniforme sobre cada subconjunto compacto de €2

De (15) temos que u se extende continuamente sobre Q ¢ u = 0 sobre ¢Q

Para concluir a prova nos resta verificar que u % 0 em Q ¢ tem crescimento exponencial. com

esse proposito vamos comparar u com uma parte de um catenoide

Dado um dominio ©Q com f satisfazendo (6) podemos escolher by > a, tal que para
Xy = hr}
}.l Ay h“ )

fx) =€ 6 5 -
o

Como x; 2 by temos que (™) > (e""*)" . Portanto e""1 2 ¢ " ¢*™ consequentemente

}_\] :'._\'|

{2
(49

A T
2.X] c_/_h.. :

< o i

=Dy ) o e?.t ap=by)

e . . b e
Dividindo a ultima desigualdade por ¢""* temos 2e +e 17" donde

Ay -1 —klxy—=bs)
e__(_[ by ) = ez rp~hy,) + e Alxy—by) ) COSh(?L(.\] _bn})

7] = 2L - X

Assim temos que f{x;) =

cosh(A(x; ~b,)) (16)
A

Segue que o dominio

cosh(A(x; — b ; ;
G = J (x1.22) 131 > by, x| < soshihln =Bl | esta contido em Q.
l

oy |2 l :



Consideremos em G a seguinte fungao

[[cosha(x b))

\1 I!\_ A )

1 b
it

Wix,x3) =

que € solucdo da equagdo (1 1) pois seu grafico ¢ parte de um catenoide.
Temos que
W <0 sobre G e W < vsobre G . (17)

Agora, para todo n suficientemente grande. podemos aplicar o teorema 4 (capitulo 0) para as

fungoes u, ¢ W sobre o dommno G €2,
Segue entdo de (17) que W < u, sobre ¢ (G M ). logo W < u, sobre G m Q,

Assim W < u sobre G e consequentemente W < u sobre Q.

Aafxs=hig) Ay byl
I L

¢ +e |

Como SypW=——ov-—o— —-

v A A

rx, =b.) -
i [ Al p=by) -
temos que Sup W > —6—7——--— = -?IC logo I 72" Supu > L - —;(}TT ¢ portanto
‘,: - ‘_2 kc bt o l (1

g g b
lim inf e (1~ Po

'Supu > % >0 provando a condigdao assintotica (14) e concluindo a
X| =

.\.’:!_

prova do teorema.



Lema 4: Seja [ solugdo da inequagdo diferencial £ < 14 (£')° (i8), com flx,) — +x se

x;—>+ a, onde a > w/2.

- + +
Suponhamos que existem pontos a;, com -a + ®/2 < a, < a, < a- n/2

f'<0 sobre [-a,a,], f'(a,)=0
f'>0 sobre [a ,a], f'(aj)=0

Entao

1) A fungdo f satisfaz:

0 £ f'(y) < J;;p(Z(i‘(x,) - f(a, })) - sobre [a_ , a)
e
0 2 f'(x;) 2 —\/:3—;]3_(2(!'(.&']) } fa, ))_)_.-_l sobre (-a, a, ]

i1) A fungdo h(x;) = arc cos [ C exp (-f{x;)) ] com InC <minf satisfaz;

h(x;) > g— + x, —a sobre [a - % a]
e
h(x;) = % - X, —a sobre ’~a- -a+ f]

(19)

(21)

(22)



Demonstracio:

i) Consideremos o caso em que f'> 0. Escrevendo (18) na forma (—]—f-—__,-j <1 e
L

Sy

multiplicando por ', temos ( < 1. Integrando obtemos

1+ f'z)
In(1+ £'(x))) < 2 (fx)) - f(a))) sex; [a,,a)deonde resulta (20).
O caso f <0 ¢ provado de maneira analoga e nos conduz a (21)
i) Como In C < min £, temos que In C = {(a ) ¢ portanto
i +
Cle*o tg (22)

Por (1) temos que em [a, . a) vale

h'(x) = == = < [~
(x,) | - Cle 2

1‘/l_‘ _ e_i'ﬁ}-l_a

Chl(nye @ JC?;E;;T; Ty

Por (22) concluimos que h'(x)) < 1 em [a,. a) De forma analoga pode-se provar que

h'(x))=-1 sobre (-a, a, ]

hid

Consideremos agora a fungao g(x;) = h(xy) -x; - 5 +a em [a- X a). Obtemos por

2=

derivagdo que g'(x;) = h'(x)) - 1 logo de (i) concluimos que g'(x;) < 0 portanto g € ndo crescente

em [a,.a). Usando a condigdo h(x,) — :,E* se x; — +a temos que g(x;) >0 sex; — +a. Logo



n ) _
a] Isto claramente prova que h(xy) = 5 + xj-a sobre[a- 5, al. A prova de

g(x)) = O sex; € |a,

()

_ T Wis 3 g . .
que h(x,) =3 -x,-a sobre [-a, -a+ 5| ¢ feita de forma analoga

Feorema 5: Seja o dominio € = {(vy. v2) /-a < x; < a, [ x2 | < cos” ( C exp ( - flx1)))},
onde a = % In C < minf com f satisfazendo as condigoes do lema anterior. Entdo existe uma solugao

da equacdo (1.1) definida e continua sobre € que satisfaz a seguinte condigao de fronteira.

<

s

wxy, xp)=+=x parajx=a,

19 =t

¢

utxi, x2) =0 sobre’ EQ\( {+alX|~75,

j.

2|
fesrhe]

l)

Demonstracas: Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido nos teoremas (1) e (3) deste

capitulo, temos nesse caso. que uma supersolugido sobre € pode ser

v(x), x2) = fl{x;) + In cos x> - In C. pois

V.r|: f'(xl); v"‘l"‘l = f (‘rl)'! v -

v By ? X,

3 -
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logo Mg(v) = (l + f'(.r,)z) [C():;lx ] + (1 ip: %_\‘}J f"(xl)_ Mas f (x) < 1+ f'(x)°

-2ty T

portanto: M, (v) < -
cCos" X,  COS X,

=0 e pelo Lema 7 (capitulo 1), v(xy, x;) € supersolugdo

em (2.

Convém observar que se considerarmos a =

2 A

temos: Q = {(x1, ) /| x1 | < % elx|< _725_};

fx;)=-Incosx; e C =1 nesse caso v(xy, x2) torna-se a classica superficie de Scherk

v(xy, x2) = In cos x; - In cos x;

Consideremos o dominio:

I I
Q.={(xnx)l-a+ —<x <a-—;|x,
n n -

- cos '(Cexp(—f(x,))}.

Pelo método de Perron existe uma solugiao u, da equagao (1 1) sobre €, satisfazendo a

condicdo 0 <u,<v sobre Q.

Pelo teorema da compacidade a sequéncia u, possui uma subsequéncia que converge para

uma solucdo u de (1 1) em € satisfazendo O<u<v sobre Q. (23)
Consideremos o conjunto de pontos.

0 = {(ri,xl) e Q/-a<x,<ae|x,|=cos ' Cexp(-f(x, ))}

Em Q'_i temos que x; = cos' (C exp (-flxy)) ). logo



vix, ) =fx)) +InC e Wi C= )+ nC-flx)-InC=0 portanto de (23) u =10
sobre Q_;

Para provar a restante condi¢do de fronteira, isto €, o valor da fungao u sobre o conjunto de

(
pontos Q; = {(x;, x,) € fQ/ [x)|=ae|x,|<

4

-

» vamos comparar u com uma parte adequada da

|

£ |

superficie de Scherk.

Pelo item (ii) do Lema 4 (capitulo 2) temos que o dominio €2 contem os triangulos At e A

s : s 7T i , R Ty, o K P
com vertices (a - 2 0). (a. 5 Y. {4, -—2-) e (ra+ 3,0) (A 2—)~ (-a. —i,z) respectivamente. A

-

figura 3 7ilustra A' e A

ATy
IS % 4
hY ’
| 4 s !
‘ ;
' ]
l . -
1 -4 Qb I ] L
i 2, I
* :
i 7 N
b’ -L N

4

Figura 37
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Agora vamos comparar a sequéncia u, sobre €, 7 ((e, 0) + A ") e Qo {E 0T A )
onde ((g, 0) + A7) e ((-&, 0) + A ) estdo representados na figura 3.7, respectivamente com partes
+

)i

|
\’uf da superficie de Scherk definida sobre ((+ &, 0) + A onde 0<eg< — para n
n

suficientemente grande,

Naturalmente tomamos as partes da superficie de Scherk que sao positivas sobre

((= &, 0) + A* ), assumem valor de fronteira +x sobre a parte vertical de ¢((£ €, 0) + A*) e sdo

identicamente nulas sobre a restante parte da fronteira.

" . . =
Visto que vix;, x2) — +x uniformemente sobre Q m ((£¢,0) + A™ ) se x;—> +a segue que

para n > n,(g) temosu, > W, sobre A(Q, m((+&.0) + A')) Logo pelo teorema 4 (capitulo 0)
Up = Wr;: sobre Qn N (e, 0)+ AT ).

+s s s o =
Fazendo n— + % e conseqiientemente £ — 0, temos u > W™ sobre Q@ m A® onde W™ sdo

. ~ 3 2
as correspondentes partes da superficiec de Scherk definida sobre A" Assimu = + £ em Q3

concluindo a prova do teorema.
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