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RESUMO 

No presente trabalho estudam-se diferentes técnicas explícitas, em diferenças 

finitas, no emprego de algoritmos do tipo velocidade-pressão para simulação de escoamentos 

incompressíveis. O método de resolução da pressão de maneira direta e explícita, introduzido 

por Bravo e Claeyssen [BRA 97a], é analisado. Faz-se uma aproximação para o erro causado 

por esta técnica, e verifica-se como isto afeta a equação da continuidade. 

As simulações são realizadas na cavidade quadrada, comparando-se os diferen

tes métodos e validando as aproximações realizadas no estudo do método de resolução da 

pressão. Além disso, simula-se o escoamento em cavidades profundas e rasas, observando

se a formação de vórtices e distribuição de energia cinética. Simulações do escoamento na 

cavidade cúbica também são apresentadas. 
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ABSTRACT 

In this work different explicit technics in finite defferences in the application of 

velocity-pressure algorithm to simulate incompressible flows have been studied. The direct 

and explicit method of pressure resolution, introduced by Bravo anel Claeyssen [BRA 97a] 

is analyzed. An approximation to the error caused by this method is made, anel how this 

affects the continuity equation is verified. 

The simulations are maele in a square cavity, comparing the differents methoels 

anel valielating the approximations maele in the study of the pressure resolution method. 

Besieles this , flow in eleep and shallow cavities is simulateel, observing the formation of 

vortices and kinetic energy distribution. Simulations of the flow in the cubical cavity are 

also considered. 
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1 INTRODUÇAO 

Problemas em dinâmica dos fluidos vêm sendo estudados faz um longo tempo. 

Há pelo menos três decadas atrás, resultados de simulações computacionais de escoamentos 

já podiam ser encontrados. Em 1967, por exemplo, Chorin [CHO 67] simula o escoamen

to incompressível em um canal, utilizando variáveis primitivas. Em 1978, Tuann e Olson 

[TU A 78] fazem uma revisão dos métodos computacionais em escoamentos recirculantes, 

comparando esquemas de diferenças finitas e elementos fini tos .. 1esta época já foi observado 

o grande número de técnicas numéricas existentes para tal fim. Dezenove anos depois, estas 

técnicas estão muito mais diversificadas. 

Os métodos do t ipo velocidade-pressão em diferenças finitas, contudo, em geral 

são de natureza iterativa ( [HIR 90] e [ROA 82] ) e sem condições iniciais para a pressão. 

Recentemente, têm-se testado a conveniência de incluir uma condição do tipo Neumann 

para a pressão [ABD 87] acoplada a um campo de pressão inicializado [BRA 97a], onde foi 

desenvolvido um algoritmo explícito e direto para a pressão. Contudo, em tal obra utilizou-se 

o método Euler explícito no tempo e diferenças centradas no espaço para a integração das 

equações de momentum, o que é fortemente restritivo quanto às condições de estabilidade, 

e mesmo assim bons resultados foram obtidos. 

Com o objetivo de ampliar esse estudo, neste trabalho incorpora-se os métodos 

de Adams-Bashforth e Euler-Lagrange para o cálculo das equações de movimento. Estes 

esquemas são explícitos e com menos restrições para a estabilidade numérica. Além disso, 

o método de Adams-Bashforth a ser apresentado é de ordem de aproximação superior ao 

desenvolvido no trabalho mencionado. Também, estende-se o esquema de passo único para 

a pressão para domínios tridimensionais. 

A abordagem para a obtenção da pressão apresentada em [BRA 97a] é rápida 

e de fácil implementação, contudo, esta técnica introduz um erro. Faz-se uma aproximação 

para este erro e estuda-se como ele pode afetar a equação da continuidade. 

Os resultados numéricos são gerados para o problema da cavidade. Cavidades 

quadradas têm sido usadas frequentemente para testar e avaliar métodos numéricos em 

1 



1 Introdução 2 

dinâmica dos flu idos. Além disso, fenômenos físicos importantes são observados em tal 

domínio, tal como a bifurcação de Hopf [SHE 91). Alguns trabalhos têm generalizado este 

estudo para cavidades retangulares [GOO 90). E aplicações práticas importantes existem 

para este tipo de escoamento, tal corno a simulação de ventos em vales ou entre edifícios 

[MES 95] e serve ainda como modelo para a produção de diversos aparelhos [POL 95). 

Nesta obra, primeiramente compara-se as diferentes técnicas de aproximação 

para as equações de quantidade de movimento, tomando-se como referência os resultados de 

[GHI 82]. Posteriormente, verifica-se como os resultados podem sofrer pequenas modificações 

com a compressibilidade numérica introduzida por erros no cálculo da pressão. Além disso 

simula-se escoamentos em cavidades rasas e profundas, observando-se como a variação do 

domínio influencia o escoamento, isto é, na distribuição de vórtices e energia cinética. Os 

resultados são gerados para números de Reynolds ( Re ) entre 100 e 10000 sem modelos para 

a turbulência. Simulações do escoamento na cavidade cúbica também são apresentados. 

Assim, o trabalho está dividido em sete partes, sendo que a primeira e a última 

são a introdução e os comentários finais. A segunda parte trata da apresentação das equações 

do contínuo para escoamentos incompressíveis, onde deriva-se a equação para a pressão, 

seguindo [GRE 87] . Em seguida são feitas as discretizações das equações de quant idade de 

movimento com diferentes métodos e grades. Na quarta parte, as equação discretas para a 

pressão são desenvolvidas, um estudo de como os erros numéricos podem afetar a perda da 

incompressibilidade e como a equação de Poisson da pressão pode ser resolvida de maneira 

direta são mostrados. Posteriormente estende-se os resultados para dominios tridimensionais. 

Por fim, na quinta parte, os resultados numéricos para cavidades quadradas , rasas, profundas 

e cúbicas são exibidos, estudando-se aspectos físi cos e numéricos dos dados. 



2 EQUAÇÕES BÁSICAS 

As equações de Navier- Stokes, transientes, incompressíveis, para u (x, t) e p(x, t) 

(velocidade e pressão cinemática, isto é, pressão dividida pela densidade) , munidas de con

dições iniciais e de contorno para a velocidade, conformam o seguinte sistema diferencial: 

au 2 8t + u.V'u + \i'p = v\7 u , t >O (2.1) 

\i'.u =O (2.2) 

u (x ,O) = uo(x)) X em n = n El7 r (2.3) 

u = w (x, t) em r= an. (2.4) 

Aqui n é uma região limitada, r sua fronteira, e o campo de velocidades inicial Uo é 

solenoidal em n 

\7. Uo = Ü em n . (2.5) 

Do sistema formulado, tem-se a velocidade normal inicial 

Uo.n = w (x, O).n em r. (2 .6) 

2.1 Equação de Poisson para a Pressão 

P ara obtenção de uma equação para. a pressão bem como suas condições de 

contorno (próxima seção), será seguido o procedimento apresentado em [GRE 87]. 

3 



2 Equações Básicas 4 

Assumindo diferenciabilidade apropriada, a Equação de Poisson para a Pressão 

é obtida aplicando primeiro o operador divergência à equação (2.1), 

(
Ôli ) 2 2 \1. Ft + u.\lu +v p = vv.(v u) . (2.7) 

Logo, assumindo que div e ;t podem ser comutados, e usando a identidade 

e o fato que div rot de um campo vetorial é zero, obtemos 

(2.8) 

onde e= V.li é a divergência da velocidade. 

Mas, por (2.4) e (2.6), tem-se que (2.2) aplica-se "em todo lugar e em todo 

tempo", isto é, 

v. li = o em n para t 2: o . (2.9) 

Assim substitui ndo (2.9) em (2.8) obtém-se a equação de Poisson para a Pressão (EPP) 

\12 p = -v.(u.\lu) em n para t 2: o. (2.10) 

Embora (2.1) e (2.9) implicam (2.10), porém, nem sempre (2 .1) e (2.10) impli

cam (2.9). Isto pode ser visto como segue: Subtraíndo (2.10) de (2.7) obtem-se 

(
âu 2 ) \1. fit- v\1 li = O em n ) 

a qual é, depois de comutar os operadores, a equação de Fourier para e, isto é, 

UFRGS 
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2 Equações Básicas 5 

Desde que e é inicialmente zero em n, por (2.5) , este permanecerá zero se, e 

somente se e ( ou ~~ ) é mantido zero em r. 

Por outro lado considere-se a seguinte EPP equivalente. 

(2.11 ) 

Uma análise similar nos permite obter 

a 
8t ( \7. u ) = o em n l (2.12) 

desconsiderando assim o valor de e em r. Integrando (2.12) no tempo obtem-se V'.u = g(x) 

; isto é, V'.u é independente de t. Mas por (2.5) tem-se que Y'. uo = O, e como Y'. u = g(x ) 

para todo t, teremos então que g(x) =O. De modo que, (2.1) e (2.11) implicam (2.9), sendo 

assim um problema bem posto. 

2.2 Condições de Contorno para a Pressão 

Focalizando um domínio bi- dimensional suficientemente regular, assume-se que 

um sistema de coordenadas cartesianas com u = ( ux, uy) = (-u: v) será utilizado e que um 

sistema cartesiano local pode ser erigido em cada ponto em r tal que a normal local em 

r coincida com um de seus eixos. Uma análise similar pode ser fe it a para um domínio 

tridimensional suficientemente regular. 



2 Equações Básicas 6 

T n 

r 

Figura 2.1 Sistema cartesiano local em P 

Denotando por n o vetor normal unitário que aponta para fora e por r o vetor 

tangente unitário em r como mostra a Fig. 2.1, temos as seguintes ident idades em r: 

(2.13) 

e 

éJ éJ ô éJ 
u. \7 = u~ +v~= Un~ + Ur~, 

ux uy un ur 
(2.14) 

onde as derivadas com respeito à n são unilaterais. 

Agora para completar a especificação do problema para a pressão, devemos co

locar condições de contorno em r. Como (2.10) e (2.11) são equações derivadas, as condições 

de contorno devem também ser derivadas. Uma maneira óbvia de fazer isto é simplesmente 

aplicando (2.1) na própria fronteira. Mas como (2.1) é uma equação vetorial e uma con

dição de contorno escalar é requerida, deve-se fazer uma escolha para fornecer uma condição 

de contorno para (2.10) e (2.11): ou a normal ou a projeção tangencial de (2.1 ) sobre r. 
Escolhendo a primeira opção obtemos 

Ôp 2 (ÔUn ) n.V'p = ôn = v\7 Un- Tt + u.V'un em r para t ::::: o (2.15) 



2 Equações Básicas 7 

de modo que as equações (2.10)- (2.11 ) e (2.15) formam um problema de Neumann para 

a pressão. 

2.3 Condição de Compatibilidade 

A solução da equação de Poisson para a Pressão (2.10) com condições de con

torno de Neumann (2.15) existe se a ident idade de Green é satisfeita [JOH 78], isto é: 

j 1 \12p dfl = i Pn df (2.16) 

onde f = 8D. é o contorno da fronteira da área do domínio de solução D. , Pn = n. \lp , c n 

é o vetor normal à fronteira r . 

É importante salientar que para uma boa convergência da equação de Poisson 

na forma discretizada, a condição (2.16) deve ser satisfeita exatamente [ABD 87], isto é, 

(2.17) 



- -
3 DISCRETIZAÇAO DAS EQUAÇOES DE 

QUANTIDADE DE MOVIMENTO 

As equações de Navier-Stokes adimensionais para o escoamento de um fluido 

viscoso, incompressível , bidimensional em suas variáveis primitivas são dadas por 

au au au 
-+u-+v-
8t ax av 

av av av 
- +u- +v
at ax ay 

au av 
-+--o 
ax ay 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

onde u(x, y, t) e v(x, y, t) são as componentes da velocidade nas direções x e y respectivamen

te, p(x, y, t) é a pressão cinemática e Re é o número de Reynolds, o qual é suposto constante 

não negativo. 

As equações (3.1) e (3.2) podem ser resolvidas numericamente de diversas for

mas, porém este trabalho trata de métodos explícitos em diferenças finitas. Neste capítulo, 

apresenta-se duas formas diferentes para a discretização de (3 .1 ) e (3.2) : a aprox1maçao 

Euleriana e a aproximação Semi-Lagrangeana. A diferença ent re as duas abordagens ocorre 

na derivada temporal e nos termos convectivos de (3.1) e (3.2). 

8 
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3 Discretização das Equações de Quantidade de Movimento 

3.1 Observações sobre a Grade 

tL .. 
t,] 

(a) 

~ 

Pi,i 
o 

Vi,j 
v ·. 
u'··~ 1,] 

(b) 

Pi,i 
o 

Figura 3.1 (a) Grade Alternada (b) Grade Mista 

9 

Um fator fundamental na discretizaçâo das equações de Navier-S tokes é a es

colha da grade. Varias discussões sobre este assunto podem ser encontradas na literatura 

[MAL 95), (PAT 80] e [FER 96]. Os principais tipos de grade são a alternada, onde os valores 

de u , v e p são calculados em pontos diferentes, como pode ser observado na figura 3.1 (a), 

e a grade co-localizada (não-alternada), onde estes valores são calculados em um ponto em 

comum. Algumas dificuldades com uso de grade não-alternada podem ser encontradas em 

[PAT 80], como a conservação da massa global. Porém, em [MAL 95] é mostrado que grades 

co-localizadas são viáveis, principalmente em domínios complexos. Além disso pode-se fazer 

variações com u e v no mesmo ponto e p separado [HIR 74] , [WET 97] (fig. 3.1 (b)). Esta 

abordagem é muito útil no método Euler-Lagrange, onde é necessário uma integração em 

cada ponto contendo u e v para a obtenção de t rajetórias. Neste trabalho implementa-se al

goritmos utilizando malhas alternadas e mistas, para tanto, adota-se as seguintes convenções: 

1. Grade alternada 

tLi,i = tt(i~x, (j + 1/2)~y) 

Vi,j =v(( i + 1/2)~x,j~y) 

Pi,j = p((i + 1/2)~x, (j + l/2)~y) 

2. Grade mista 

tLi,i = u(i~x,j~y) 
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Vi ,i == v(iD.x,jD.y) 

Pi,j == p((i + 1/2)D.x, (j + 1/2)6.y) 

3.2 Discretização Espacial 

Esta seção, bem corno a próxima, tratam da abordagem Euleriana das equações 

de quantidade de movimento. Primeiramente apresenta-se as aproximações das derivadas 

espaciais de (3.1) e (3.2) e posteriormente, mostra-se corno a in tegração temporal é executada. 

Seguindo as idéias de Casulli [CAS 88] e Bravo [BRA 97a], as discretizações es

paciais implementadas aqui são diferenças cent radas de segunda ordem e up-wind de pri meira 

ordem. Assim, considere a representação de (3.1) e (3.2) como 

(3.4 ) 

(3.5) 

respectivamente. Assim, discretizando os termos das derivadas espacias de F 1 e F2 com 

diferenças centrais obtém-se: 

F ( v)_ - u· . Ui+l ,i - Ui- ! ,j _ I Ui,j+ l - Ui.j-l 
1 u, - z,J 26.x V u ,,J 2D.y + 

_1_ ( Ui+ !. j- 2u ;,j + Ui- !,j + Ui,j+! - 2u;,j + Ui.J- 1 ) 

Re D.x2 D._y2 (3.6) 

F ( ) - - I V i+ ! ,j - Vi-l ,j - .. Vi,j+ l - V i ,j- 1 
2 u, V - U v,,1 26.:1; V ,,J 26..y + 

_1_ ( Vi+l,j- 2 Vi,j + Vi- ! ,j + Vi,j+l - 2v;,j + 'U i.j- 1 ) 

Re D..x2 D._y2 
(3.7) 

Observa-se que quando ut iliza-se a grade alternada, viu,,, e ulv .. , devem ser interpolados, 

neste caso, utiliza-se interpolação bilinear. 
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Para o caso da aproximação up-wind, as diferenças na discretização de F1 e F2 

dar-se-á nos termos coiwectivos, isto é, 

ôu Ui,j- 1Li-l,j u· ·>O (3.8) 
ôx b.x 

se 1,]-

ôu Ui+l,j - Ui,j u· ·< O (3.9) se 
ôx Llx t,J 

ôu Ui,j- Ui,j-l 
vi-u.,,, 2: O (3.10) 

ôy 
-

Lly 
se 

ôu Ui,j+l - Ui,j viu;,, < O (3.11) Ôy = b.y 
se 

ôv Vi, j - Vi-l, j 
ulv,,1 2: O (3.12) -= se 

ôx b.x 
Ôv Vi+l, j - Vi,j 

ulv,,1 < O (3. 13) -- se 
ôx Llx 
ôv Vi ,j - Vi,j-1 v·· > O (3.14) 
Ôy Lly 

se t,J-

ôv Vi,j+l - Vi,j 
Vi,j < 0 (3.15) - = se 

ôy Lly 

A aproximação para G1 e G2 é sempre fe ita com diferenças centrais. Assim, no caso da grade 

alternada 

G ( ) _ Pi,.i - Pi-t,.i 
1 p -

Llx 
G

2
(p) = Pi,i - Pi,i-1 

Lly 

No caso da grade mista a aproximação ut ilizada é 

G.(p) = Pi,i- Pi- 1,i ~~·~-! - Pi-l,.i -1 

- X 
G

2
(p) = Pi,.i- Pi,j-1 ~~-1.1- Pi-t,j-1 

- y 

3.3 Discret ização Temporal 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

Os métodos de discretização temporal além de afetarem a ordem de aproximação 

do algoritmo, são de fundamental importância na obtenção da estabilidade numérica. Em 

geral, para a obtenção de esquemas incondicionalmente estáveis algoritmos implícitos devem 
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ser implementados. Es ta aproximação, contudo, requer a solução de sistemas não-lineares . 

Uma técnica utilizada para melhorar a estabilidade e ordem de aproximação, sem resolver tais 

sistemas, seriam os métodos preditor-corretor, por exemplo, o método de Adams-Bashforth 

associado ao método de Adams-Moulton [GUS 95]. 

Apesar dos problemas com as restrições das condições de estabilidade numérica 

mencionados, neste trabalho estuda-se os métodos de Adams-Bashforth, que pertencem à 

classe dos métodos explícitos de passos múltip los. Com esta técn ica as equações (3.4) e (3.5) 

podem ser escritas como: 

np-1 

uk+J = uk + ~t L a1[F1(u,v)- G1(p)] 
1= 0 

np - 1 

vk+l = vk + ~t L at[F2(u , v)- G2(p)] 
1= 0 

(3.20) 

(3.21) 

onde k = tf ~t representa os passos no tempo e nP e a1 definem um método específico. 

Tabela 3.1 Valores dos coeficientes do método de Adams-Bashforth. 

np coeficientes ordem de 
Ú'J aproximação 

1 cr0 = 1 O(~t) 

2 ao= 3/2, a 1 = -1/2 O(~t2) 

3 a0 = 23/12, al = - 4/3, a2 = 5/12 O(~t3) 

O método utilizado por [BRA 95] é um caso particular de (3.20) e (3.21 ). Em 

tal obra, implementou-se o método de Euler avançado, onde as equações de momentum são 

escritas como 

onde t = k~t. 

uk+ l = uk + ~t(F,(uk,vk) - G1(pk)) 

vk+ 1 = vk + ~t(F2(uk, vk)- G2(pk)) 

UfRGS 

(3.22) 

(3.23) 

SISTEMAS OE BIBLIOTECAS 
RIR' I\Hi':":í'. SETORIAL OE MATEMAnr...a 
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A tabela 3.3 apresenta os valores dos coeficientes, a 1• e números de passos, np, 

dos esquemas de integração que serão abordados na presente monografia, bem como suas 

ordens de aproximação. 

3 .4 Método de Euler-Lagrange ou Semi-Lagrangeano 

Com o objetivo de melhorar ainda mais a estabilidade numérica, mas traba

lhando ainda com algoritmos explícitos, implementou-se o método de Euler-Lagrange. Esta 

técnica utiliza aproximações lagrangeanas em um sistema de malha Euleriana fixa para dis

cretizar os termos convectivos e viscosos. Colocando as equações (3.1) e (3.2) na forma. 

lagrangeana tem-se 

dv 1 â2v â2v âp 
---(- + -)-
dt - Re âx2 ây2 ây 

onde djdt é a derivada substantiva ou material. 

(3.24) 

(3.25) 

Esta técnica difere-se das anteriores tanto nas aproximações da derivada tem

poral quanto nas das derivadas espaciais dos termos convectivos. 

Uma discretização explícita das equações (3.24) e (3.25) é 

b.t 
(3.26) 

t-a,J-b+l t-a,J-b t-a,J-b- 1 G ( k) u~ . - 2uk . + u~ . ) 
+ (.6.y)2 - q p 

k+l k 
vi,j - vi- a,j-b 

b.t 
(3.27) 
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onde a e b são tais que um elemento de fluido que estará no ponto (i,j) da malha no tempo 

t + t:.t, encontra-se no ponto (i- a,j- b) no tempo t . As discretizações de G1(pk) e G2(pk) 

são dadas por (3.16) e (3.17), para malhas alternadas, ou (3 .18) e (3.19) , para malhas mistas. 

Assim o método de Euler-Lagrange pode ser escrito na seguinte forma: 

k+l - k A (F ( k k ) G ( k)) 'I.Li,j - ui-a,j- b + w.t 1 ui,j' vi,j - 1 P 

k+l - k "t( D ( k k ) G ( k)) vi,j - vi-a,j - b + w. r2 ui,i' v i,i - 2 p 

onde F1 e F2 são dados por 

D ( k k ) 
r 2 ui,i' vi,j 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31 ) 

Em geral a e b não são inteiros (ver Fig. 3.2L e portanto (i - a,j- b) não é 

um ponto da grade. Por esta razão uma fórmula de interpolação deve ser usada para definir 

uLa,j-b , vf-a,j-b e seus vizinhos nas equações (3.26) e (3.27). Nesta dissertação optou-se pela 

interpolação bi-quadrática, pois segundo Casulli (CAS 88], esta aproximação possui menor 

viscosidade numérica que a interpolação bi-linear. 



3 Discretização das Equações de Quantidade de Movimento 15 

: - l , j i. j 

b6. y i - TI , j- m J ·,i - 1 

l - a,j- b ---v - lr Jetoria 

a6.x 

Figura 3.2 Grade Euleriana- Lagrangeana 

A determinação de a e b requer a resolução das equações ~~ = u e ~ = v, nas 

quais os termos à direita u e v são conhecidos únicamente no nível de tempo tk. Portanto 

assumir-se-á que u e v não variam sobre um passo de tempo. Desta forma, em cada ponto 

da grade (i, j) estas equações podem ser integradas numericamente retrocedendo no tempo, 

de tk+ l a tk , usando, por exemplo, o método de Euler. Assim , o passo de tempo 6.t é 

dividido em N partes iguais de comprimentos r = ~t e as equações são discretizadas na 

forma descenden te como 

X N - x · - ., 

y s-1 N 
Y = Yi, (3.32) 

s = N,N -1,N- 2, . . . , 2, 1 

a= 
6.x 

No presente trabalho r é tomado como r= min(L:lt , h) . garantindo que a inte

gração de t rajetória não resultará em um ponto fora da cavidade [CAS 88] . 

UFRGS 
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3.5 Estabilidade Linear dos Métodos para a Equação 
da Convecção-Difusão 

Considere a seguinte equação da convecção-difusão para um campo escalar c em 

um domínio bidimensional n. 

8c 2 at = UCx + VCy + 1/\J C, (3.33) 

onde v é o coeficiente de difusão. Para simplificar os cálculos, considera-se u e v constantes 

não-negativas. 

Para o caso em que a aproximação temporal de (3.33) é do tipo Adams-Bashforth, 

tem-se que 

np-1 

n+l n + "t ~ F( k-1) C· · =C·· u 0:1 C·· t,J 1 0J I,J l (3.34) 
1=0 

onde np é o número de passos utilizados na integração, 0:1 dependem da ordem de aproxi

mação, F(ck) é a discretização dos termos difusivos e convectivos de (3.33) e k é tal que 

t = k6.t. 

Considere, primeiramente, o caso em que F é discretizado com o esquema de 

diferenças centrais de segunda ordem, 

k+l C·. 
t,J 

onde h= 6.x = 6.y. 

np-1 k- 1 k- 1 k-1 k-1 
= ~ . + "t "' [ ci+t,.i - ci-t,i + ci,i+l - ci,i-t + 

c,,3 u ~ a1 u 2h v 212 
1=0 

k-1 1 k-1 4 k - 1 k-1 k-1 
ci+t ,i T ci,i+I - ci,i + ci-t,i + ci,j-1] 

l/ h2 ' (3.35) 

Examinando-se a estabilidade numérica de (3.35) pelo método de von Neumann 

obtém-se o seguinte polinômio de amplificação: 

np-1 

<I>(z) = znP- znrl- ~ ai(Ç + 'if;i)znp-1-!' 

1=0 

(3.36) 
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onde 

b.tv 
~ - h2(2cos(01) + 2cos(02) - 4), 

b.t 
'1/J - h(usen(01) + vsen(02 )), 

t = v'=I, fJ 1 e 02 com -7T ~ 01 , 82 ::; 7T, são os ãngulos de fase de x e y respectivamente. 

Observa-se que -8 ~;~~ ::; Ç::; O e -(u + v)~1 ::; '1/1::; (u + v) ~1 • 

Para determinar-se a estabi lidade do esquema numérico (3.35) deve-se encontrar 

as raizes do polinômio (3.36) . Segundo [STR 89}, o método (3.35) será estável se as raízes 

de ~(z) , r 11 , satisfizerem: 

a. lrvl ::; 1 e 

b. se lrvl = 1, então 1'v deve ser simples. 

Felizmente existe uma teoria bem desenvolvida para obtenção das condições 

necessárias para que as raízes destes polinômios satisfaçam as propriedades mencionadas. 

As definições e o teorema que serão apresentados a seguir foram retirados de [STR 89]. 

onde ad =/:O. 

Seja t.p um polinômio de grau d, 

d 

t.p(z) = adzd + ... +ao= L arz1, 
1=0 

(3.37) 

Definição 1 O polinômio t.p é um polinômio de Schm· se todas as suas raízes, r11 , satisfazem 

D efinição 2 O polinômio <p é um polinômio de von Neumann se todas suas raízes, r 11 , 

satisfazem 

D efinição 3 O polinômio t.p é um polinômio de von Neumann simples se t.p é um polinômio 

de von Neumann e suas raízes no circulo unitá1·io sâo simples. 
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Para qualquer polinômio <p define-se o polinômio <.p"' por 

d 

<p'" (z) = L ad-1z1, 
1=0 

onde a barra nos coeficiêntes de <p denota o complexo conjugado. 

Finalmente, para um polinômio <.po( z) define-se recursivamente o polinômio 

Teorema 1 'Pi é um polinômio de von Neumann simples se e somente se I'Pi(O) I < I'Pj(O)I 

e 'Pi+l é um polinômio de von Neumann simples ou 'Pi+l é ident.icamente zero e cpj é um 

polinômio de Schur. 

Iniciar-se-á o estudo da estabilidade de (3.35) para o caso da aproximação tem

poral Euler explícito. Neste caso, np = 1 e a 0 = 1, o polinômio (3.36) torna-se: 

4? ( z) = z - 1 - ( ç + 1/Ji) . 

Para que a raiz de 4? ( z) satisfaça a condição de estabilidade deve-se ter 

11 + ç + 1/Jil < 1 ou 

2ç + e + 1/J2 < o 

(3.38) 

No caso da aproximação de Adams-Bashforth de segunda ordem para (3.35) 

obtém-se o seguinte polinômio de amplificação (veja tabela 3.3): 

4? (z) = z2
- (1 + ~(Ç + 1/Ji))z + ~(Ç + 1/Ji). 

Para o estudo da estabilidade deste esquema, fazer-se-á repetido uso do teore

ma 1. Seja <po(z) = 4?(z) , então 

'Pô(z) = ~(Ç - 1/Ji)z2- (1 + ~(Ç + 1/Ji))z + l. 
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Portanto, o método será estável quando cp0(z) for um polinômio de von Neumann 

simples. Assim, a primeira condição de estabilidade é: 

lcp~(O)I = 1 > I~(Ç + '1/Ji) l = lcpo(O)I , ou seJa, 

4 > e + '1/;2 (3.39) 

Além disso , tem-se que 

Para que cp 1 seja um polinômio simples de von Neumann, Ç e '1/J devem satisfazer 

(3.40) 

Observa-se que a desigualdade (3.39) é automaticamente satisfeita por (3.40). 

Assim, sob estas condições, cp0 (z) é um polinômio simples de von Neumann e o esquema de 

Adams-Bashforth de segunda ordem associado ao método de diferenças centrais é estável. 

Observa-se que f, depende somente da parte difusiva de (3.33) e '1/J somente da 

parte convectiva. Assim, quando restringe-se o valor de '1/;, tratam-se de restrições devido à 

convecção. 

Para o estudo das regiões de estabilidade em relação a Ç e '1/;, os gráficos da :figu

ra 3.3 foram gerados. Na figura 3.3 (a), pode-se notar que para escoamentos de difusividade 

baixa, 1 >> v, a região de estabilidade do método de Euler explícito e diferenças centrais 

é fortemente restritiva. No caso do método de Adams-Bashforth (veja :figura 3.3 (b)), a 

restrição para escoamentos convectivos diminui, contudo, para o caso de difusividade alta, o 

método de Euler explícito mostra-se menos restritivo. 
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(a) (b) 

(c) 

Figura 3.3 Áreas de estabilidade para dif. centrais e (a) Euler explícito; (b) Adams-Bash. 
de 2a ordem; (c) Adams-Bash. de 3a ordem. 

A figura 3.3 (c) apresenta a região de estabilidade para o método de Adams

Bashforth de terceira ordem e diferenças centrais, os cálculos foram feitos com o auxílio 

do software Maple seguindo os procedimentos adotados para o caso do método de segunda 

ordem. Note que este método apresenta uma região de estabilidade bem pequena e seu em

prego seria conveniente para escoamentos com viscosidade muito baixa, que não é o propósito 

deste trabalho. Portanto, resultados de similações com esta técnica não são apresentados. 

Agora, estudar-se-á rapidamente o caso em que F é discretizada com o método 

de upwind de primeira ordem. Neste caso, com o pré-suposto que u e v são não-negativos, 

reescreve-se (3.34) como 

(3.41) 
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(a) (b) 

.... 

Figura 3.4 Áreas de estabilidade para (a) Upwind e Euler explícito; (b) Euler-Lagrange. 

O polinômio de amplificação de (3.41) pode ser escrito como 

onde 

np- l 
q?(z) = znP- znrl - L ai([+ '1/Ji)znp-1- l' 

1=0 

Ç Ç-'Y e 
~t 

"f h [u(l - cos(81 )) + v(l - cos(82 ))] ;::: O. 

(3.42) 

Observa-se que para o caso de u ou v serem negativos, o polinômio de amplificação é o 

mesmo, pois a diferença realizada nos termos convectivos muda de sinal. 

Note que as restrições que se tinha para Ç e '1/J são as mesmas, agora para [ e 
'1/J. As áreas de estabilidade obtidas na figura 3.3 são transladadas por 'Y· Por exemplo, veja 

a figura 3.4 (a) como o esquema de Euler explíto quando associado ao método de upwind, 

mostra-se mais estável para o escoamento de difusividade baixa, ou seja, Ç próximo de zero. 

No caso do método de Euler-Lagrange, segundo os estudos apresentados em 

[CAS 88] [BRA 90), a condição de estabilidade desta técnica é: 

11 + Çl :5 1, ou seJa, - 1 :5 Ç::; O 

UFRGS 
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Note que este método é o que apresenta as menores restrições para escoamentos de convecção 

dominante (veja figura 3.4 (b)) e para o caso em que v = O, torna-se incondicionalmente 

estável, apesar de ser explícito. 



- -4 DISCRETIZAÇAO E RESOLU ÇAO DA - -
EQUAÇAO DE POISSON DA PRESSAO 

No Capítulo 2 derivou-se uma equação para a pressão, tal que se V .u0 = O, 

então o sistema dado por (2.1) e (2.2) pode ser substituído por 

onde as condições de contorno para p são dadas por 

8p 1 2 (ÔUn ) 
n.Vp = an = Re v Un - Tt + u .V'Un em r para t 2: o 

( 4.1) 

(4.2) 

( 4.3) 

A discretização da equação de Poisson da pressão, contudo, requer atenção especial para que 

os erros numéricos acumulados não modifiquem a equação da continuidade. 

Considere, por exemplo, a discretização da derivada temporal de ( 4.1) através 

do método de Euler explícito 

(4.4) 

onde a expressão entre colchetes é calculada no passo de tempo k . Aplicando a divergência 

em (4.4) tem-se 

(4.5) 

Agora, considere que as aproximações no cálculo da equação da pressão são tais que 

onde p é a pressão aproximada e é o erro de aproximação. 

23 
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Assim, 

(4.6) 

Substituindo (4.6) em (4.5) resulta 

(4.7) 

Observa-se que a cada iteração um erro é acumulado, modificando totalmente a equação da 

continuidade, mesmo que o campo de velocidades inicial seja solenoidal. 

4 .1 Métodos de Correção da Pressão 

O acúmulo dos erros mostrados em ( 4. 7) podem ser catastróficos para a simu

lação, tanto em erros na equação da continuidade, quanto na perda da estabilidade. Assim, 

precisamos acrescentar termos à ( 4.2) para que o acúmulo de erros seja eliminado. Os esque

mas que utilizam esta técnica são chamados de métodos de correção da pressão [HIR 90] .No 

caso do esquema de Euler explícito para a derivada temporal tem-se que o termo corretivo 

é vó.~n, que é chamado por alguns autores Dt [AME 92]. Assim, a equação ( 4.2) com este 

termo corretivo torna-se 

2 1 2 V'.un 
\7 p = \7.( Re \7 u - u.V'u ) + t:;l e 

2- 1 2 V'. un 
\7 p = \7.( R e \7 u - u .V'u ) + t:;l + t 

Agora, substituindo ( 4.9) em ( 4.5) resulta 

(4.8) 

( 4.9) 

( 4.10) 

Portanto, o erro t não é cumulativo e depende unicamente da boa resolução de ( 4.8). Con

tudo, fazendo-se uma análise similar , observa-se que a equação (4.8) nã.o é adequada para 

o método de Euler-Lagrange nem Adams-Bashforth. A seguir, será dada uma abordagem 

mais geral para a obtenção da equação de Poisson da pressão corretora. 

UFRGS 
SiSTEMt1.S DE Br8UOT€CAS 
C::!SLIO! ê:CJ\ SETORIAL OE MATEMAnc. 



4 Discretiz~ão e Resolução da Equação de Poisson da Pressão 25 

Considere as equações de quantidade de movimento discretizadas corno 

np- 1 

k+l E( k ) "t L [F( k-1) >7 k-11 U · · = U · · + D a1 U · · - vp· · I,J t,.1 t,J 1,) (4.11) 
1=0 

onde. na abordagem euleriana, nv e 0:1 são dados na tabela 3.3 e dependem da ordem do 

método de Adams-Bashforth, F( u k) é a discretização dos termos difusivos e convectivos e 

E (u7.;) = u 7,j · No caso do método Semi-Lagrangeano, nv = 1, a 0 = 1, F (u k) é o vetor com 

componentes dadas por (3.30) e (3.31) e E(uf.j) = u7-a,j-b · A obtenção de a e b é dada 

através de (3.32) . 

Esta forma abrange todos os métodos apresentados neste t rabalho. 

Aplicando a divergência em (4.11) tem-se 

np-l 

-o k+l _ -o E( k ) "t ~ [-o F( k-t) -n2 k - 1] v .u i,j - v . u i,j + u ~ o:1 v. u ;,j - v Pi,j ( 4.12) 
1= 0 

Deste modo, a condição de incompressibilidade no passo k + 1 , \7.uk+ 1 = O, é caracterizada 

por 

-o E( k ) np-l 
2 k k v · u i,i 1 ~ k-1 2 k- 1 

\1 Pi,i = \l.F(u;.i ) + a ~t + ;- ~ at[\l.F(u;,i ) - \1 Pi,j ). 
o o 1=1 

Observa-se que para o caso de Euler explícito (np = 1 e a 0 = 1) obtém-se (4.8). 

4.2 Discretização das Condições de Contorno da 
Pressão e a Condição de Compatibilidade 

( 4.13) 

A condição de compatibilidade: corno foi comentada anteriormete. é indispensável 

para a boa convergência do sistema gerado pela equação de Poisson da pressão [ABD 87]. 

Neste t rabalho, o laplaceano é discretizado por diferenças finitas centrais de segunda ordem , 
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isto é, 

\72 . . ,......, Pi-t ,i + Pi,i-t - 4pi,i + Pi+t,i + Pi,;+ l 
Pt,;,......, h2 (4.14) 

onde h = .ó.x = .ó.y. 

Assim sendo, deve-se encontrar uma discretização para a condição de contorno 

de Neumann (2.15) de maneira que a identidade de Green seja sat isfeita completamente. 

Considere a equação ( 4.13) na seguinte forma 

(4 .15) 

onde ( 4.16) 

Primeiramente, considerar-se-á o caso da grade alternada. 

A. Grade Alternada 

Tomando-se a equação ( 4.15) discretizada com diferenças centrais de segunda 

ordem em uma grade alternada resul ta 

( 4 .17) 

onde H1;,i e H2;,
1 

são as componentes nas direções x e y, respectiYamente, de H (u ) aplicada 

nos pontos (i .ó.x , (j + 1/2).6.y) para a primeira componente e ((i + l/2).6.x,j.6.y) para a 

segunda. 

Então, somando ( 4 .17) em todos pontos do domínio 

n-1 m-1 n -1 m - 1 

L L Pi-l,j + Pi,j-1 - 4pi,j + Pi+l,j + Pi,j+l = h L L Hl i+ l ,] - Hl; ,, + H2i,J+l - H2,,] 
i=l j = l i=l j =l 

(4.18) 
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Executando as devidas simplificações, obtém-se 

m -1 n-1 

L)Po,j- Pl,j- Pn-l ,j + Pn,j ) + L)Pi,O - Pi,l- Pi,m- 1 + Pi,m) = 
j;l j;1 

m-1 n-1 

h 'I~)Hln,; - Hll ,J) + h 'L,(J-J2, ,m - fl2 i,l) ( 4.19) 
j;J i= I 

Assim, a condição de contorno de Neumann, na forma discreta, que satisfa.z a 

condição (2.17) em uma grade alternada é 

Pn,i = Pn - l,i + hH1,,1 

Pi,o = Pi,1 - hH2,,1 

Pi,m = Pi,m-1 + hH2,,m 

B . Grade Mista 

( 4.20) 

(4.21) 

(4.22) 

{4 .23) 

Para a grade mista ou semi-alternada o raciocínio é o mesmo, porém é usada a 

seguinte aproximação para ( 4.15) 

Pi-l,i + Pi,j -1 - 4pi,i + Pi+1,j + Pi,i+l 
h 
2 (HI ,+l.;+l - H!, ,;+l + H!,+l .) - HI, ,; 

+H2,+ 1•1+1 - H2,+1•1 + H2, ,1+1 - H2,J (4.24) 

neste caso, H1;,
1 

e H2,,
1 

são as componentes nas direções x e y. respectivamente, de H(u) 

aplicadas no ponto ( i!::lx, j !::ly). 
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Seguindo o procedimento anterior, obtém-se que a condição de contorno de 

Neumann que satisfaz (2.17) em uma grade semi-alternada é 

h 
Po, j = Pt .i - 2(Ht ,,1 + f/1, ,1+1 ) 

h 
Pn.j = Pn-l, j + 2(fltn.J + fll n,;+l) 

h 
Pi,o = Pi,l - 2,(H2,, 1 + H2,+ 1, 1 ) 

h 
Pi,m = Pi,m-1 + 2,(H2,,m + H2i+l,m) 

( 4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

( 4.28) 

Observa-se que estas condições de contorno são discretizações de (4.3) acrescidas 

dos termos corretores de ( 4 .13). 

4.3 A Resolução da Equação de Poisson da Pressão 
de Maneira Direta e Explícita 

A discretização do laplaceano na forma ( 4.14) associada a discretização das 

condições de contorno de Neumann, como as feitas na seção anterior, resulta no sistema 

matricial 

Ap =b ( 4.29) 

onde A á uma matriz singular da forma 

A= 

(mxn)x(mxn) 

com 



4 Discretização e Resolução da Equação de Poisson da Pressão 29 

-2 1 -3 1 

1 - 3 1 1 -4 1 

St= 52 = e 

1 -3 1 1 - 4 1 

1 -2 1 -3 
nxn nxn 

1 

1 

f= 

1 

1 
nxn 

A matriz A contém m submatrizes bloco de ordem n . O vetor p contém todas 

as variáveis associadas com a pressão nos pontos interiores no passo de tempo k + 1, isto é, 

_ [ k+l k+l k+t k+t k+l k+1 k+1 k+1 k+l ]T 
P - Pt,t P2.1 · · · Pn,t Pt,2 P2,2 · · · Pn,2 · · · Pt ,m P2 ,m · · · Pn,m · 

O vetor b contém todos os valores de u, v do lado direi to da equação de Poisson 

da Pressão. 

Claeyssen e Bravo introduzem em [BRA 97a), uma teoria que, com p 0 iniciali

zado (este pode ser inicializado de maneira iterativa ou com subrotinas do software Lapack 

[DAT 95]), são viáveis simulações onde pk+I é atualizado em um único passo, isto é, 

~t t = ~[p~+t . ~tt k . ~ . ] - h2 v H(u~ ·) P, ,3 4 •- t ,3 + P. ,1- t + P.+t .1 + P. ,3+t 4 · t ,3 
( 4.30) 

Observa-se que este método é rápido e de fácil implementação. No entanto, a 

resolução de um sistema de equações em um único passo de maneira explícita e direta leva 

a um erro de trucamento. 
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4.4 Estudo do Erro do Cálculo da Pressão na 
Equação da Continuidade 

30 

Uma aproximação do erro local causado por esta abordagem pode ser obtida 

expandindo-se os termos ( 4.30) em série de Taylor em torno de P7,jl , isto é, supondo que 

k k k+l k+ l c 1 lad 
Pi+t ,j' Pi,i+l, Pi-l,j e Pi,j- l 10ram ca cu os exatamente, tem-se 

k+l 
Pi-t,i 

k+l 
Pi,j-t 

k 
Pi+t,j 

k 
Pi,i+t 

(4.31) 

( 4.32) 

(4.33) 

( 4.34) 

onde p = p7,'j1 e h = .6.x = .6.y. Substituindo (4.31) - (4.34) em (4.30) e executando as 

devidas simpli ficações resulta 

h2 p4:z; .6.ipt .Ó.i2Ptt .Ó.iPtx .6.i2Pttx .6.tpt:~;x +12+ ... -};2 + 2h2 + ... --h-+ 2h + ... - 2 + ... 
h2 p4y .6.tpt .6.t2ptt .6.ipty .6.t2Ptty .6.iptyy 

+12 + ... - /;2 + 2h2 + ... - - h-+ 2h + ... - 2 + ... 
= 'V.H(uk) (4.35) 

equivalentemente, 

2 .6.t 2 )) ( k) \1 p + O(h}Pt) + O(h (P4x + P4y =H u ( 4.36) 

Observa-se que o erro local é da ordem de ( .6.t f h 2 ), porém este se dá na derivada temporal , 

que em muitos casos, assintoticamente é zero. Portanto, para o caso estacionário o erro local 
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Para observar como o erro encontrado no cálculo da pressão afeta a equação da 

continuidade, substitui-se ( 4.35) em ( 4.12) obtendo-se 

k+t O( f::1t2 ) ( 2( ) ) V.u = h_2Pt + 0 !::1th P4x + P4y ( 4.38) 

Assim, tem-se uma fonte de massa numérica de 0(~;2 ~~), independente da discretização 

espacial utilizada nas equações da quantidade de movimento. 



5 DOMíNIOS TRIDIMENSIONAIS 

Neste capítulo apresenta-se a extensão das discretizações e da resolução da 

pressão para domínios tridimensionais. 

5.1 Equações Básicas 

Considere as equações de Navier-Stokes, conforme apresentadas no capítulo 3, 

ou 1 2 
ot + u. vu + v p = Re v u , t > o (5.1 ) 

V.u= O (5.2) 

u (x , O) = uo(x) , X em n = n EB r (5.3) 

u = w (x, t) em r= an (5.4) 

onde 51 é uma região em R 3 limitada. 

Focalizando um domínio suficientemente retangular, assume-se um sistema de 

coordenadas cartesianas com u = (u , v, w). 

A derivação da equação de Poisson da pressão e suas condições de contorno é 

análoga à apresentada an teriormente, ou seja, 

(5.5) 

32 
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8p 1 2 (8un ) n.Vp= an = Re \7 Un- 7ft+ u.\?un em r para t 2: o. (5.6) 

5.2 Discretização das Equações 

As discretizações seguem os procedimentos realizados anteriormente. Para tan

to, adotou-se as seguintes convenções para a geração das grades em R3 : 

1. Grade alternada 

Pi,,iy,i: = p((ix + l /2)!:lx, (iy + l/2)!:ly, (i:+ l/2)!:lz) 

2. Grade mista 

Pir,iy,i: = p((ix + l/2)f:lx, (iy + l/2)f:ly , (i : + l/2)f:lz) 

Estendendo-se os métodos numéricos para as equações de quantidade de movi

mento apresentados anteriormente, obtém-se a seguinte equação geral para as formas discre-

tas de (5.1): 

(5.7) 

onde os operadores apresentados são semelhantes aos da equação ( 4.11), porém aplicados 

em R 3 . 
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5.3 Discretização e R esolução da Equação da Pressão 

Aplicando-se a divergência em (5.7) tem-se 

(5.8) 

Deste modo, a condição de incompressibilidade no passo k + 1 , V. uk+ 1 =O, é caracterizada 

por 

(5.9) 

Discretizando-se o laplaceano por diferenças finitas centrais de segunda ordem, 

encontra-se a aproximação da condição de contorno de Neumann (5.6) de maneira qua a 

condição de compatibilidade seja satisfeita completamente. Este procedimento é semelhante 

ao realizado na seção 4.2, sendo suprimido. 

Seguindo a metodologia adotada na resolução de (4.30), a pressão pode ser 

atualizada em um único passo da seguinte forma: 

(5.10) 

Observa-se que a pressão calculada desta forma apresenta a mesma ordem de 

erro local obtida anteriormenta em R 2
, ou seja, 

(5.11) 
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Portanto, tem-se uma fonte de massa numérica de O( t:.. t
2 

!?.e ) da mesma forma que em h2 ô t ' 

dimínios bidimensionais. 



-6 SIMULAÇOES COM O PROBLEMA DA 
CAVIDADE 

y,;,v 

Fluxo Principal 

UT = U = 1 V= 0 

u=O 

CAVIDADE v= O 

(0,0) x,t,u 

Figura 6.1 Problema da Cavidade 

O problema da cavidade é frequentemente utilizado para avaliar técnicas numéricas 

como procedimento de solução para as equações de Navier-Stokes [CAS 88], [DEG 96], 

[GUP 91), [HOU 95]. Neste trabalho considera-se o escoamento de um fluido viscoso, in

compressível e isotérmico dentro de uma cavidade retangular (fig 6.1) . Deseja-se determinar 

o escoamento induzido pelo movimento de cizalhamento da parede superior, que movimenta

se com velocidade horizontal uniforme ur = 1. As demais parades permanecem fixas. Assim, 

as condições de contorno da velocidade tangencial são 

u(x, O, t) = v(O, y, t) = v( X, y, t) =O , u(x, Y,t) = uT = 1 

enquanto que as condições de contorno da velocidade normal são 

u(O, y, t) = u(X, y, t) = v(x, O, t) = v(x, Y, t) =O 

onde w e h são a largura e a altura da cavidade respectivamente. 

36 
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Além disso, assume-se que, no tempo inicial t0 = O, as velocidades iniciais do 

fluido são 

Uo (X, Y) = V o (X, y) = 0. 

Supõe-se ainda, que o fluido na fronteira tem velocidade igual a própria fronteira. 

Além disso, as equações foram adimensionalizadas como segue: 

X 

x= X 

- tur 
t = X 

- y 
y= X 

- p 
p=-

pu} 

u u = -
uy 

R 
urX 

e= - 
v 

v v = 
uT 

6.1 Comparação Numérica dos Métodos 

No capítulo 3 foram apresentadas diferentes aproximações para as equações do 

movimento. Para estudar como estes métodos se comportam com o esquema de resolução 

da pressão de passo único, gerou-se resultados para escoamentos com número de Reynolds 

(Re) 400, 1000 e 5000, na cavidade quadrada. 

Na li teratura pode-se encontrar bons resultados para este t ipo de escoamento. 

No caso estacionário, os dados de Ghia et al. [GHI 82] são frequentemente utilizados como 

base de comparação [DEG 96], [HOU 95]. Neste trabalho este procedimento também é 

adotado, isto é, toma-se os valores aprasentados em (GHI 82) como referência. O escoamento 

permanente é obtido através da integração temporal com o seguinte cretério de parada: a 

diferença das velocidades entre dois passos de tempo deve ser menor que 10-s. 

Os resultados mencionados foram gerados com um algoritmo do tipo função 

de corrente e vorticidade com malhas 129 x 129. Nesta dissertação, contudo, os dados são 

obtidos em malhas 100 x 100, tendo em vista esta é a "malha base'. das simulações que serão 

apresentadas nas próximas seções. 

Primeiramente graficou-se os perfis das componentes horizontal e vertical da 

velocidade ao longo das linhas y=0.5 e x=0.5, respectivamente, utilizando-se os métodos 
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mencionados. Nestes gráficos observou-se que os resultados obtidos com mesmo método de 

discretização espacial são muito parecidos. Assim, as figuras 6.2 - 6.4 mostram os perfis de 

velocidade levando-se em conta somente a discretização espacial. 

As figuras 6.2 (a) e (b) mostram os resultados obtidos para Re = 400. Em 

tais gráficos, os métodos implementados com a técnica upwind apresentam uma curva mais 

afastada do dados de Ghia et ai. do que os implementados com os métodos de diferença 

central e Euler-Lagrange. De fato, não é possível definir com clareza as diferenças entre os 

dois ultimos métodos em tal figura. 

(a) 

• Gl-raetal 
o.a - - Oot ........ c.n •• 

- · Uponl 
- EUor-Ugtango 

0.6 

..0.2 

-o.• o 0.1 o z o.J o.• o.s o.6 o.7 o.e o.9 
y 

(b) 

03 

o] :'-
0.1 ' 

~ . 
;..o.1 

..02 • Gtu•• 
- - Ooi-Cenni 

~-3 · - ·· Upw;rd 

--~ 

-o.~ o o, 0.2 o.J o • o~ o.& o.> . 
Figura 6.2 Comparação do métodos para Re = 400: (a) componente horizontal da veloci

dade ao longo de x = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de 
y = 0.5. 

Tabela 6.1 Valores da componente horizontal da velocidade em :r = 0.5 para Re = 400. 
y Ghia et ai. Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. e Euler-Lagrange 

Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 
0.9609 0.6176 0.6542 0.6430 0.6530 0.6427 0.6569 
0.8516 0.2909 0.2904 0.2428 0.2909 0.2446 0.2919 
0.5000 -0.1148 -0.1168 -0.1402 -0.1157 -0.1388 -0.1176 
0.1719 -0.2430 -0.2310 -0.1700 -0.2328 -0.1714 -0.2315 
0.0703 -0.1034 -0.0936 -0.0712 -0.094 4 -0.071 2 -0.0937 

Para um estudo mais refinado dos dados obtidos com os diferentes esquemas de 

discretização, gerou-se tabelas com valores deu e v ao longo das mesmas linhas mencionadas. 

Dos pontos disponíveis na tabela de Guia et al., foram tornados cinco valores para cada 

componente, dentre os quais um está no centro da cavidade. Os resultados das componentes 

u e v nos pontos mencionados mostraram comportamentos semelhantes, portanto. optou-
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se por mostrar somente os resultados da componente horizontal da velocidade. Assim, é 

possível observar-se as pequenas diferenças dadas pelos métodos, inclusive levando-se em 

consideração o esquema de discretização temporal. 

Na tabela 6.1 é possível notar que o método de diferenças centradas leva vanta

gem em relação ao esquema de Euler-Lagrange. Além disso, comparando-se os esquemas de 

integração temporal , observa-se que os valores obtidos com método de Euler explícito estão 

ligeiramente mais próximos, dos resultados de referência, que os obtidos com o esquema de 

Adams-Bashforth. Faz-se a ressalva que o esquema de Euler explícito é de primeira ordem 

e o outro é de segunda, contudo, analisa-se resultados estacionários e os termos de correção 

da pressão modificam os erros numéricos causados nas aproximações. 
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Figura 6.3 Comparação do métodos para Re = 1000: (a) componente horizontal da velo

cidade ao longo de x = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de 
y = 0.5. 

Tabela 6.2 Valores da componente horizontal da velocidade em x = 0.5 para R e = 1000. 
y Ghia et ai. Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. e Euler-Lagrange 

Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 
0.9609 0.5112 0.5349 0.5070 0.5335 0.5054 0.5455 
0.8516 0.3330 0.3286 0.2460 0.3288 0.2458 0.3301 
0.5000 -0.0608 -0.0619 -0.0687 -0.0615 -0.0683 -0.0639 
0.1719 -0.3829 -0.3714 -0.2494 -0.3720 -0.2500 -0.3722 
0.0703 -0.2222 -0.1965 -0.1172 -0.1978 -0.1178 -0 .1922 

Para R e = 1000, o método de diferenças centradas ainda apresenta vantagem 

em relação ao método de Euler-Lagrange (veja a tabela 6.2). O método semi-lagrangeoano 

é recomendado para escoamentos de convecção dominante [CAS 88] , mesmo assim, pode 
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ser observado que seus resultados são competitivos em escoamentos viscosos. Nas figu

ras 6.3 (a) e (b) nota-se que o esquema upwind permanece em desvantagem em relação aos 

outros métodos, porém é importante salientar que apesar da grande diferença apresenta

da nos perfis de velocidade, neste caso, o campo de velocidades é semelhante (será visto a 

seguir). 

(a) 
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Figura 6.4 Comparação do métodos para Re = 5000: (a) componente horizontal da velo
cidade ao longo de x = 0.5; (b) componente vertical da velocidade ao longo de 
y = 0.5. 

a e a a ores Tbl 63 Vl d a componen e onzon a t h . t I d ave oct a e em :r= 'd d .o para R e = 5000 
y Ghia et a!. Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. e Euler-Lagrange 

Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 
0.9609 0.4599 0.3923 0.2643 0.3917 0.2631 0.4359 
0.8516 0.3356 0.2968 0.1827 0.2960 0.1822 0.3212 
0.5000 -0.0304 -0.0279 -0.0272 -0.0278 -0.0271 -0.0329 
0.1719 -0.3305 -0.2890 -0.2171 -0.2881 -0.2163 -0.3179 
0.0703 -0.4364 -0.3553 -0.1605 -0.3554 -0.1604 -0.3684 

No caso de Re = 5000, o método de Euler-Lagrange já apresenta uma signi

ficativa vantagem sobre os outros esquemas. A melhora deste método pode ser observada 

nos gráficos dos perfis de velocidade (figs. 6.4 (a) e (b) ). Além disso , o esquema de Adams

Bashforth, apesar de apresentar resultados próximos do esquema de Euler explícito (tabela 

6.3) , apresentou-se com menor restrição quanto a estabilidade. 

P ara a geração das tabelas e dos gráficos dos perfis de velocidade, todos os 

métodos foram aplicados com o mesmo passo de tempo, ou seja, flt = 0.003. Isto foi 

feito para que os métodos estivessem sob as mesma condição para comparação. contudo 1 
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para Re = 5000 o esquema de Adams-Bashforth, associado com o esquema de diferenças 

centradas para as derivadas espaciais, poderia ser utilizado com ~t = 0.009. Já o esquema 

de Euler explícito, com o mesmo esquema espacial , exigiria ~t = 0.003 para que a simulação 

permanecesse numericamente estável, e essa diferença aumenta com número de Reynolds 

maiores. 

Com o objetivo de verificar a influência da malha nas simulações, gerou-se dados 

em malhas 129 x 129. As tabelas 6.4 e 6.5 foram obtidas com Re = 400 e apresentam o 

valor absoluto da diferença da componente horizontal da velocidade obtida entre os métodos 

implementados e os resultados de [GHI 82]. O mesmo procedimento foi adotado para o 

escoamento de Re = 5000 (tabelas 6.6 e 6. 7). Nestas tabelas, pode-se observar que com a 

malha mais refinada os resultados apresentam-se mais próximos dos dados da referência. 

Tabela 6.4 Diferença dos métodos em relação aos resultados de Ghia et al. para malha 
100 x 100 (Re = 400). 

y Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. e Euler-Lagrange 
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 

0.9609 0.0098 0.0322 0.0090 0.0322 0.0097 
0.8516 0.0120 0.0730 0.0102 0.0716 0.0115 
0.5000 0.0020 0.0254 0.0009 0.0240 0.0028 
0.1719 0.0005 0.0481 0.0003 0.0463 0.0010 
0.0703 0.0366 0.0254 0.0353 0.0251 0.0393 

Tabela 6.5 Diferença dos métodos em relação aos resultados de Ghia et al. para malha 
129 x 129 (Re = 400). 

y Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. c Euler-Lagrange 
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 

0.9609 0.0069 0.0266 0.0065 0.0265 0.0079 
0.8516 0.0085 0.0591 0.0073 0.0590 0.0097 
0.5000 0.0018 0.0185 0.0008 0.0185 0.0020 
0.1719 0.0010 0.0368 0.0003 0.0387 0.0004 
0.0703 0.0261 0.0166 0.0254 0.0164 0.0278 

Para observar como as diferenças dadas nos perfis de velocidade são refletidas 

nos campos de velocidade, os gráficos da figura 6.5 foram gerados com os mesmos dados 

utilizados para a comparação dos algoritmos. Nota-se que o método de upwind para número 

de Reynolds alto apresenta uma viscosidade numérica que modifica o campo de vetores 

de velocidade qualitativamente, perde-se o vórtice secundário superior esquerdo e o vórtice 

terciário inferior direito praticamente desaparece. No caso de Re = 400 e Re = 1000 todos 

os campos de velocidades são semelhantes. 
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Tabela 6.6 Diferença dos métodos em relação aos resultados de Ghia et al. para malha 
100 x 100 (Re = 5000). 

y Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. c Euler-Lagrangc 
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 

0.9609 0.0811 0.2759 0.0810 0.2760 0.0680 
0.8516 0.0415 0.1134 0.0424 0.1142 0.0126 
0.5000 0.0025 0.0032 0.0025 0.0033 0.0025 
0.1719 0.0388 0.1529 0.0395 0.1534 0.0144 
0.0703 0.0676 0.1956 0.0682 0.1968 0.0240 

Tabela 6.7 Diferença dos métodos em relação aos resultados de Ghia et ai. para malha 
129 x 129 (Re = 5000). 

y Adams-Bash. e Adams-Bash. e Euler Expl. e Euler Expl. e Euler- Lagrange 
Dif. Central Upwind Dif. Central Upwind 

0.9609 0.0512 0.2398 0.0520 0.2411 0.0365 
0.8516 0.0375 0.0985 0.0365 0.0992 0.0112 
0.5000 0.0030 0.0042 0.0056 0.0040 0.0003 
0.1719 0.0338 0.1334 0.0340 0.1345 0.0119 
0.0703 0.0476 0.1853 0.0481 0.1906 0.0131 

Faz-se a ressalva de que o método de interpolação, exigido pelo esquema semi

lagrangeano, foi tomado de forma bi-quadrática para melhor aproximação. Isto torna as 

simulações com este esquema significativamente mais lento que os outros métodos mencio

nados. Para uma simulação com malha 100 x 100 e l::::.t = 0.01 , por exemplo, o esquema 

de Adams-Bashfoth com diferenças centradas gera resultados para t = 100 em aproximada

mente 9 minutos , utilizando-se uma DEC Alfa 3000. J á o método de Euler-Lagrange requer 

um tempo de aproximadamente 20 minutos. Esta diferença pode não ser muito significativa 

neste caso, porém agrava-se com o aumento da malha e as similações podem tornar-se extre

mamente custosas. De fato, o esquema de Euler-Lagrange é recomendado para a utilização 

de grandes passos de tempo [CAS 88], contudo grandes passos de tempo aumentam a com

pressibilidade numérica quando é utilizado o esquema de passo único para a pressão, como 

será visto a seguir. Uma forma de dimuir o tempo de CPU necessário para a utilização do 

método de Euler-Lagrange é a implementação deste com grades mistas , conforme foi comen

tado anteriormente. A figura 6.6 (a) foi gerada desta forma, e o tempo de computação foi 

reduzido para aproximadamente 14 minutos, contudo, os resultados perdem em qualidade. 

pois o vórtice terciário (canto inferior direito) teve seu tamanho reduzido, compare com a 

solução obtida com grade alternada (fig. 6.6 (b)). 
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Upwind Dif. Central 

Figura 6.5 Campos de velocidades normalizados relativos aos perfis de velocidade. 
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(a) (b) 

Figura 6.6 Campo de velocidades normalizado do estado estacionário do escoamento de 
Re = 5000 obtido com o método de Euler-Lagrange: (a) com grade mista; (b) 
com grade alternada. 
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6.2 Erros no Cálculo da Pressão 

O método de passo único para a resolução da equação de Poisson da pressão 

é rápido e de fácil implementação, porém esta aproximação requer alguns cuidados, tanto 

quando trabalha-se com escoamentos de Reynolds baixo quanto alto. No primeiro caso, a 

cautela deve ser tornada nos primeiros instantes de tempo. Veja a fig. 6.7 como a derivada 

temporal da pressão decai rapidamente para Re = 400, isto faz com que compressibilidade 

numérica introduzida (veja eq. (4.37)), também decaia rapidamente. Esta curva foi obtida 

através da implementação do esquema de Gauss-Seidel , que é um método iterativo, para o 

cálculo do sistema gerado pela equação de Poisson da pressão. As equações de momentum 

foram discretizadas com Adams-Bashforth e diferenças centrais. Além disso , tomou-se a 

seguinte aproximação: 
Ôp pk - pk- 1 
-~ ----

ât 6.t 

Observa-se que a resolução da pressão com passo único gera oscilações em torno 

dos resultados obtidos com o esquema iterativo, a figura 6. 7 (b) ilustra este fato. Para tanto, 

foi monitorada a pressão no ponto central da cavidade com ambos métodos de resolução da 

pressão. Note que para t = 15 as pressões, calculadas de forma diferente, já apresentam 

aproximadamente o mesmo resultado. 

(a) (b) 
00 
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00 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 o.• 0.45 0.5 - -

Figura 6.7 Re = 400: (a) Monitoramento de max l ~ l , onde a pressão foi calculada de 
maneira iterativa. (b) Monitoramento da pressão no ponto central da cavidade. 
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Figura 6.8 Monitoramento do módulo da velocidade no centro da cavidade para diferentes 

passos de tempo (Re = 10000). 

No caso do número de Reynolds elevado, o cuidado deve ser tomado em re

lação a possíveis oscilações assintóticas. Na literatura existem resutados que inferem que o 

escoamento na cavidade torna-se assintót icamente periódico para alto número de Reynolds 

[POL 95], [SHE 91] e [GOO 90]. Além disso, segundo estes autores, o número de Reynolds 

que define esta mudança de comportamento caracteriza a bifurcação de Hopf. Poliashenko 

[POL 95] investiga este fenômeno através de um método direto para o cálculo de bifurcações 

simples e segundo esta obra a bifurcação de Hopf ocorre com Re ~ 7763. Porém, integrando 

as equações de Navier-Stokes não-estacionárias com condições de contorno regularizadas (ve

locidade horizontal na parede superior da cavidade é dada por 16x2(1- x)2), em [SHE 91] 

encontrou-se soluções estacionárias para Reynolds acima de 10000. Já para Re=l0500, o 

escoamento tornou-se periódico após um longo tempo, o que indica que a Bifurcação de 

Hopf ocorre em um Recr1tico em (10000, 10500] para a cavidade regularizada. Já Goodrich 

[GOO 90] obtém soluções periódicas para a cavidade de razão de aspecto 2 com Re = 5000. 
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O objetivo do presente trabalho não é estudar este fenômeno, senão analisar possíveis osci

lações espúrias causadas pela compressibilidade numérica nas proximidades da bifurcação. 

O comportamento assintótico dos algoritmos apresentados nesta monografia fo

ram observados para diferentes números de Reynolds, obtendo-se em geral bons resultados. 

Porém, no caso de Re = 10000, um fenômeno interessante foi observado: a figura 6.8 apre

senta o monjtoramento do módulo da velocidade no ponto central da cavidade quadrada, 

para o escoamento com este número de Raynolds simulado em uma malha 100 x 100, com o 

método de Adams-Bashforth e diferenças centradas e diferentes passos de tempo. Observa

se que para 6.t = 0.01 o escomento apresentado é assintóticamente oscilatório, com período 

T::::::: 3. Contudo, quando passos de tempo menores foram utilizados o escoamento mostrou 

solução final estacionária. 

- pu:soc:t.t~ - 001 ... - passo de t.,-npo • 0,005 
- passo de le-mpo- 0.001 

0.5 

1000 '""' -
A B 

---
J.: -.. 
- . -

Figura 6.9 Monitoramento de maxl %71 para diferentes passos de tempo (Re = 10000). 

Nota-se que as oscilações da simulação com 6.t = 0.01 apresentam um decai

mento aié aproximadamente t = 400, contudo, possívelmente as oscilações entraram em 

ressonância e amplificaram-se. As oscilações que foram geradas de uma compressibilidade 

numérica, opós amplificadas, fazem com que a equação da continuidade não seja mais sa-
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tisfei ta. A figura 6.9 mostra os valores de maxl%71 no decorrer do tempo, para ~t = 0.001 

e ~t = 0.005 estes valores são assintoticamente nulos, para o caso de ~t = 0.01, contudo, 

ficam oscilando nas proximidades de 0.02. Como a geração do campo solenoidal, com esta 

aproximação, requer %7 =O segundo a equação (4.37), o erro permanecerá, a menos que um 

passo de tempo menor seja aplicado . 

..• ,---~---;::==========:::;---, 
1.2 

- poSIIOdo.......,·O.OI 
- ~.,..MO de 1c:.~ .. o.ros 
- P,l,.,Odclt.'fi'IJX) •O.OOI 

r· 
~O.G 

1000 1500 
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f' ~~ 
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Figura 6.10 Monitoramento de maxi'V.ul para diferentes passos de tempo (Re = 10000). 

Observa-se na figura 6.10 que a divergência máxima da velocidade apresenta um 

decaimento quadrático em relação ao passo de tempo utilizado, validando as aproximações 

feitas para a derivação da equação (4.37), isto é: para ~t = 0.01 obteve-se maxi'V.ul ~ 1.23; 

para ~t = 0.005 obteve-se maxi 'V.ul ~ 0.35 e para ~t = 0.001 obteve-se max i'V.ul ~ 0.016. 

Para o cálculo de \7. u foi tomada a seguinte aproximação: 

u· 1 · - u· · +v· '+1 -v·· "r7 t+ ,j t,) t,j l,j 
v.U ~ h . 

Além disso, a equação ( 4.35) infere que o erro do cálculo da pressão tem um 

decaimento linear com ~t, o que pode ser observado na figura 6.11. Ressalta-se que estes 

resultados só podem ser obtidos considerando-se a malha constante. 
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Figura 6.11 Monitoramento da pressão no centro da cavidade para diferentes passos de 
tempo (Re = 10000). 

As figuras 6.12 (a) e 6.13 (a) mostram como o campo de velocidades gerado 

com ~t = 0.01 em t = 100, poderia ser considerado satisfatório, porém assintóticamente 

(fig. 6.12 (b)) o resultado está significativamente diferente do obtido com t:lt = 0.005 (fig. 

6.13 (b)). Note que os vórtices inferiores esquerdos ficam totalmente degenerados. 

(a) (b) 

0.2 o.• 0.6 0.8 0.2 0.4 o. e 0.8 

Figura 6.12 Campo de velocidades normalizado para ~t = 0.01 e Re = 10000 nos instantes 
de tempo (a) t = 100 e (b) l = 1000. 
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(a) (b) 

02 o• 06 08 02 o• 06 08 

Figura 6.13 Campo de velocidades normalizado para b.t = 0.005 e Re = 10000 nos instantes 
de tempo (a) t = 100 e (b) t = 1000. 

6.3 Cavidades Profundas 

Bons resultados foram obtidos no estudo de cavidades quadradas, validando e 

qualificando os métodos implementados neste trabalho. Com o objetivo de enriquecer o 

estudo de cavidades profundas e rasas simulações foram geradas com diferentes Razões de 

Aspecto A = profundidade . Cavidades profundas e rasas são aquelas que apresentam A > 1 c 
largura 

A < 1, respectivamente. 

Todos os testes que serão vistos nesta seção foram obtidos com o método de 

Adams-Bashforth para as derivadas temporais associado ao esquema de diferenças centrais 

de segunda ordem para as aproximações espaciais. Este esquema foi escolhido por ser mais 

rápido que o método de Euler-Lagrange, apresentar menor restrições quanto a estabilidade 

numérica do que os esquemas de integração com Euler explícito e a aproximação upwind de 

primeira ordem apresenta uma viscosidade numérica muito alta. Além disso, optou-se por 

simular escoamentos de Re = 4000, para evitar possíveis oscilações espúrias. Sendo assim , 

para este escoamento, o método semi-lagrangeano não apresentaria resultados significativa

mente melhores que o esquema numérico escolhido. 
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Alguns resultados numéricos em cavidades profundas e rasas podem ser encon

trados em [GOO 90], [GUS 87], [GUS 86] e [POL 95] com diferentes esquemas numéricos e 

número de Reynolds não maiores que 10000. Como foi comentado anteriormente, Goodrich 

[GOO 90] encontra soluções periódicas para o estado final do escomanto de Re = 5000 para 

a cavidade de razão de aspecto 2. Além disso , nos resultados de Poliashenko, em [PO L 95], 

obteve-se que para A = 1.5 a bifurcação de Hopf ocorre com Recritico ~ 4650. Já para 

A = 0.8, esta obra apresenta Recritico ~ 5225. Para Re = 4000, em nossos testes, todas as 

soluções finais dos escoamentos simulados apresentaram-se estacionárias . 

Figura 6.14 Campo de velocidades normalizado, A 
t = 50; ( d) t = 500. 

(d) 

1.25 - (a) t = 10; (b) t - 25; (c) 

O primeiro caso a ser estudado é a cavidade de razão de aspecto A = 1.25. A 

simulação foi desenvolvida em uma malha 100 x 125 e com t:lt = 0.005. A figura 6.14 (a) 

apresenta o campo de velocidades normalizado para t = 10, onde observa-se que o vórtice 
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primário está em formação. Além desse vórtice, pode-se notar um pequeno vórtice secundário 

na lateral direita, que em t = 25 não é mais encontrado. Na figura 6.14 (b) o vórtice 

primário já encontra-se bem formado e o fundo da cavidade é tomada por um único vórtice. 

Em t =50, alguns vórtices terciários já podem ser encontrados (figura 6.14 (c)). A figura 

6.14 ( d) apresenta a solução final obtida em t = 500, quando o escoamento mostrou-se 

estacionário. 
(a) (b) 

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8 

(c) (d) 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Figura 6.15 Campo de velocidades normalizado, A= 1.5- (a) t = 10; (b) i = 30; (c) t = 60; 
(d) t = 1000. 

O caso seguinte é a cavidade de A = 1.5. A figura 6.15 apresenta alguns estágios 

do desenvlvimento do escoamento, desde o estado de repouso, até a convergência de uma 

configuração praticamente estacionária. 
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(a) (b) 
2 2 

1.8 

1.6 1.6 

1.4 1.4 

1.2 

0.5 0.5 

(c) (d) 
2 2 

1.8 1.8 

1.6 1.6 

1.4 1.4 

1.2 1.2 

Figura 6.16 Campo de velocidades normalizado, A = 2- (a) t = 10; (b) t = 35; (c) t = 70; 
(d) t = 2500. 
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Para A = 2, é interessante observar-se a obtenção de dois grandes vórtices. A 

figura 6.16 ilustra o escoamento, neste domínio , em suas etapas transitórias, até sua configu

ração final, onde podem ser encontrados dois vórtices de diâmetro aproximadamente 1. De 

fato, o escoamento tende a desenvolver rotações rígidas e o maior vórtice tende a formar-se 

com diâmetros do tamanho do menor lado da cavidade, no caso de cavidades profundas, a 

largura. 

(a) 

(c) 

(b) 

0.5 

0.2 0.4 0.6 

Figura 6.17 Campo de velocidades não-normalizado da configuração final na cavidade de 
(a) A= 1.25; (b) A = 1.5; (c) A = 2. 
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Outro aspecto interessante de ser observado é a distribuição de energia cinética 

para este tipo de cavidade. A figura 6.17 apresenta os campos de velocidade não-normalizados 

para as configurações finais das cavidades de A = 1.25, 1.5 e 2. Em tal figura pode ser consta

tado que a energia está concentrada no vórtice primário e que os vórtices terciários possuem 

uma energia muito baixa. 

6 .4 Cavidades Rasas 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 6.18 Campo de velocidades normalizado, A= 0.8- (a) t = 5; (b) t = 10; (c) t = 15; 
(d)t=200. 

Em cavidades rasas , a superfície da parede superior (fluxo principal) é maior que 

as superfícies laterais. Por este motivo, cavidades rasas, quando comparadas com profundas 

de mesma área, são mais energéticas. Assim, escoamentos mais complexos ser formados em 

tais domínios e mesmo diminuindo-se o domínio, é necessário o uso de grades com tantos 

pontos quanto as utilizadas em cavidades profundas, pois a medida que diminui-se a altura. 
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diminui-se também as escalas dos fenômenos que ocorrem na cavidade, o vórtice primário, 

por exemplo, varia seu diâmetro conforme varia-se a altura, desde que esta seja menor que 

a largura. 

A figura 6.18 apresenta os resultados para o escoamento na cavidade de A= 0.8, 

obtidos da simulação em uma malha 125 x 100 e tlt = 0.005. Em t = 5 o vórtice primário 

está em formação (figura 6.18 (a)). Nos tempos t = 10 e t = 15, os vórtices secundários 

estão em desenvolvimento (figuras 6.18 (b) e (c) ). A configuração final do escoamentofoi 

assumida em t = 200 (figura 6.18 (d)). Obesrva-se que este tempo é bem inferior ao tempo 

de obtenção das soluções estacionárias em cavidades profundas. 

(a) (b) 

o. t 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 o. t 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

(c) (d) 

Figura 6.19 Campo de velocidades normalizado, A = 0.666 . .. - (a) t = 4; (b) t = 8; (c) 
t = 12; ( d) t = 160. 

Para ilustrar o escoamento na cavidade de A = 0.666 ... a figura 6.19 é apre

sentada, mostrando as etapas da fase transitória e o estado final (figura 6.19 (d )). Nas 
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figuras 6.19 (a) e (b) podem ser observados, no canto inferior esquerdo da cavidade, vetores 

"saindo" da fronteira, e no canto inferior direito (figura 6.19 (a)), é possível visualizar vetores 

"entrando" na fronteira. Estes são indícios da uma fonte de massa numérica introduzida. De 

fato, isto também poderia ser observado nos gráficos anteriores, porém, neste caso, o proble

ma mostrou-se um pouco mais acentuado. Este acontecimento deve-se ao fato do escoamento 

estar executando transformações mais rápidas que nos casos anteriores. 

(a) 

(b) 

o 0.1 0.2 0 .3 

(c) 

Figura 6.20 Campo de velocidades normalizado, A= 0.5 - (a) t = 4; (b) t = 8; (c) t = 12; 
(d)t=120. 



6 Simulações com o Problema da Cavidade 58 

Para a cavidade de A = 0.5, a fonte de massa artificial também pode ser en

contrada (figuras 6.20 (a) e (b)). A figura 6.20 (c) mostra o escoamento em sua fase final, 

dois grandes vórtices podem ser encontrados. O vórtice é um pouco menor que o direito, 

por girar em sentido oposto ao fluxo principal. Note que por este motivo, este vórtice nunca 

atingirá o topo da cavidade. 

(a) (b) 

o., 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

(c) 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 0.9 

Figura 6.21 Campo de velocidades não-normalizado da configuração final na cavidade de 
(a) A= 0.8; (b) A= 0.666 ... ; (c) A= 0.5. 

A distribiução da energia cinética é mostrada, para o caso das configurações 

finais dos escoamentos nas cavidades de A = 0.8, 0.666. . . e 0.5, através dos gráficos dos 

campos de velocidades não-normalizados. Nos casos testados pode-se constatar que a energia 

está, quase em sua totalidade, concentrada nos vórtices principais. É necessário, contudo, 

fazer-se a ressalva de que para cavidades mais rasas do que as apresentadas podem surgir 
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outros vórtices tão energéticos quanto o primário, desde que estes vórtices girem no mesmo 

sentido do fluxo principal. Além disso, para escoamentos mais viscosos, o número de vórtices 

tende a diminuir [PLA 97]. Observa-se ainda, que o vórtice principal posiciona-se no lado 

direito da cavidade, devido ao sentido do fluxo principal. 

6.5 A Cavidade Tridimensional 

Para testar o algoritmo de passo único para a pressão em domínios tridimensio

nais , simulou-se o escoamento na cavidade cúbica. A configuração de interesse está ilustrada 

na figura 6.22, onde desja-se determinar o escoamento induzido pelo movimento de cizalha

mento da parede superior, que movimenta-se com velocidade horizontal uniforme UT = 1, as 

demais paredes permanecem fixas. Este problema apresenta uma geometria simples, porém o 

comportamento do escoamento é complexo, sendo ideal para testes de código computacionais 

[WAN 97]. 

Figura 6.22 Cavidade Cubica. 

A figura 6.23 apresenta o escoamento simulado na cavidade cúbica para Re = 

400 utilizando uma malha 60 x 60 x 60. O esquema numérico escolhido para a simulação 

foi o método de euler-explícito para a atualização temporal e difrenças centrais para as deri-
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vadas espaciais. Pode-se observar nas vistas superior e frontal do gráfico que o escoamento 

apresenta simetria, conforme era esperado devido as condicções de contorno. Alguns autores 

[WU 95] utilizam esta simetria para reduzir o tempo de computação, neste trabalho, no 

entanto, não fez-se uso da simetria, pois desejava-se observar se ela realmente seria obtida 

diretamente com o esquema de passo único para a pressão, pois este método não atualiza a 

pressão de maneira simétrica. 

(a) (b) 

(c) (d) 

Figura 6.23 Escoamento na Cavidade Cúbica com Re = 400 a) Perspectiva; b) Vista Late
ral; c) Vista Superior e d) Vista Frontal. 
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A figura 6.24 apresenta o campo de velocidades normalizado, esta ilustração 

apresenta maior detalhamento do escoamento nos pontos onde a velocidade é próxima de 

zero. Estes gráficos foram gerados com os mesmos dados da figura anterior. 

(a) (b) 

(c) (d) 

0.1 

Figura 6.24 Campo de Velocidades Normalizado, a) Planos de Corte; b) Vista Lateral; c) 
Vista Superior e d) Vista Frontal. 



, 
7 COMENTARIOS FINAIS 

Neste trabalho apresentou-se algumas técnicas em diferenças explícitas para a 

aproximação das equações de Navier-Stokes em variáveis primitivas. Para a pressão, foi 

utilizada uma técnica direta e explícita, rápida e de fácil implementação. Foi dada uma 

aproximação para os erros causados por este método e estudou-se como eles afetam uma 

possível perda de incompressibilidade, dependendo da malha e do passo de tempo utilizados. 

Estudou-se como os algoritmos apresentados comportam-se com o método de 

passo único para a pressão. Os resultados foram comparados com os dados de Ghia et al. 

[GHI 82] e obteve-se as seguintes conclusões: 

1. As principais diferenças dos resultados de simulações do escoamento estacionário 

na cavidade quadrada dependem das aproximações espaciais; 

2. O método de upwin de primeira ordem apresentou resultados poucos satis-

fatórios; 

3. O método de Adams-Bashforth de segunda ordem mostrou-se significativamente 

mais estável, para escoamentos convectivos, que o esquema de Euler explícito, 

conforme previsto no capít ulo 3; 

4. O método de Euler-Lagrange, implementado com interpolação bi-quadrática 

teve seus resultados mais próximos de Ghia te al., para Re = 5000, do que os 

outros esquemas. Porém, esta técnica é significativamente mais lenta do que as 

outras, mesmo utilizando-se a grade mista, que diminui o tempo de computação. 

Além disso, constatou-se os possíveis erros inferidos pelas equações (4.35) e 

( 4.37) através de simulações. Observou-se que a técnica de passo único, para Re baixo. 

gera oscilações iniciais que tendem a desaparecer rapidamente. Já para escoamentos pouco 

viscosos , o cuidado deve ser tomado com possíveis oscilações espúrias no estado assintótico 

do escoamento, como as que ocorreram na cavidade quadrada para Re = 10000. Pode-se 

inferir que este problema ocorre nas proximidades da bifurcação de Hopf. Apesar de que 

62 
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na literatura [POL 95) encontra-se a bifurcação para Re menor que 10000, as oscilações 

encontradas são espúrias, pois modificando-se o passo de tempo elas desaparecem. 

As simulações em cavidades profundas e rasas para Re = 4000 ilustram o bom 

uso do esquema de passo único para a pressão, associado ao método de Adams-Bashforth 

para a integração temporal e diferenças centrais para as aproximações espaciais, ambos de 

segunda ordem. Gráficos ilustram as distribuições de vórtices e energia cinética, tanto para 

o caso transiente quanto para o caso estacionários. Além disso, o método de passo único 

quando aplicado no problema da cavidade tridimensional apresentou bons resultados. 

Por fim, para os problemas expostos com o cálculo da pressão, sugere-se a 

utilização de passo de tempo adaptativo, dependendo do valor de ~~. Outra possibilidade 

seria o emprego misto do esquema de passo único associado a um método iterativo, isto é, 

quando deseja-se o resultado mais exato, calcula-se a pressão iterativamente, caso contrário 

avança-se rapidamente com o esquema direto. 
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