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Resumo

Numa colisao hadronica em altas energias, a densidade de quarks e glions dentro do
hadron cresce rapidamente, o que leva também ao crescimento das secoes de choque. Esse
comportamento, previsto pela Cromodinamica Quantica (QCD), foi revelado experimen-
talmente pela primeira vez através das medidas do espalhamento profundamente inelastico
(DIS) elétron-proton, o processo mais simples que descreve as propriedades da QCD no
regime de altas energias.

No formalismo de dipolos, as se¢oes de choque do DIS podem ser expressas em termos
da amplitude de espalhamento dipolo-préton, cuja evolucao com a energia é descrita pela
QCD perturbativa por meio de equagoes de evolugao nao-lineares. A mais simples dessas
equagoes é a equacao de Balitsky-Kovchegov (BK), que consiste em uma aproximacao de
campo médio das equagoes de Balitsky-JIMWLK e cujas principais propriedades sao extrai-
das no espaco de momentum. A partir dessas propriedades, desenvolvemos o modelo AGBS
para a amplitude de espalhamento dipolo-préton no espago de momentum. Esse modelo fe-
nomenologico é utilizado para descrever medidas do espalhamento profundamente inelastico
(DIS) da fungao de estrutura do proton Fy. A descrigao dos dados mais recentes do DIS é
realizada através do procedimento de ajuste e inclui a contribuicao de quarks pesados. Uma
analise similar, usando o mesmo modelo e 0 mesmo conjunto de dados de F3, inclui o efeito
das flutuagoes no niimero de glions, cuja importancia foi descoberta apenas recentemente.

Devido a complexidade das equagoes da QCD para as amplitudes, alguns modelos sim-
ples de particulas tém sido desenvolvidos com o objetivo de compreender melhor a evolugao
e o espalhamento na QCD em altas energias. Na segunda parte da tese, desenvolvemos
um desses modelos, um modelo estocastico (1+41)-dimensional, que reproduz a evolugao e
espalhamento na QCD em altas energias, no caso com parametro de impaco fixo. Uma das
dimensoes corresponde a rapidez, enquanto a outra corresponde ao logaritmo do inverso do
tamanho transversal de um dipolo. O modelo exibe um mecanismo de saturagao similar a
saturacao gluoénica na QCD, assim como todas as caracteristicas qualitativas esperadas na
QCD, tanto em relagao aos aspectos de campo médio como aos efeitos de flutuagoes com
parametro de acoplamento fixo. O modelo se encontra na classe de universalidade do pro-
cesso de reacgao-difusao, como também esperado para a QCD. As equacoes de evolucao para
as amplitudes geradas por este modelo aparecem como uma extensao natural das equacoes

Balitsky-JIMWLK da QCD, nas quais o alvo e o projétil sao tratados simetricamente.



Abstract

In a high energy hadron collision the density of quarks and gluons inside the hadron
grows fast , which leads to the growth of the cross sections. This behaviour, predicted by
Quantum Chromodynamics (QCD), was experimentally revealed for the first time through
the measurements of electron-proton deep inelastic scattering (DIS), the simplest process
which describes the properties of QCD in the high energy regime.

Within the dipole picture, the DIS cross sections can be expressed in terms of the dipole-
proton scattering amplitude, whose evolution with energy is described by perturbative QCD
through nonlinear evolution equations. The simplest of them is the Balitsky-Kovchegov
(BK) equation, which consists in a mean field approximation of the Balitsky-JIMWLK equa-
tions and whose main properties are extracted in momentum space. From these properties,
we develop the AGBS model for the dipole-proton scattering amplitude in momentum space.
This phenomenological model is used to describe measurements of deep inelastic scattering
(DIS) of the F, proton structure function. The description of the most recent DIS data
is done by the fitting procedure and includes heavy quark contribution. A similar analy-
sis, using the same model and the same data set, includes the effect of the gluon number
fluctuations, whose importance has been only recently discovered.

Because of the complexity of the QCD equations for the amplitudes, some simple particle
models have been developed aiming to better understand the evolution and scattering in
QCD at high energies. In the second part of the thesis, we develop one of these models, a
(1+41)-dimensional stochastic model, which reproduces the QCD evolution and scattering
at high energies at fixed impact parameter. One of the dimensions corresponds to rapidity,
while the another corresponds to the logarithm of the inverse of the size of a dipole. The
model exhibits a saturation mechanism similar to the gluon saturation in QCD, as well as
all the qualitative features expected in QCD, concerning both mean field aspects and the
effects of fluctuations at fixed coupling. The model appears to be in the universality class
of the reaction-diffusion process, as also expected for QCD. The evolution equations for
the amplitudes generated by the model appear a natural extension of the QCD Balitsky-
JIMWLK equations, in which the target and the projectile are symmetrically treated.
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Capitulo 1

Introducao

A Cromodindmica Quéantica (QCD) é uma teoria de gauge nao Abeliana que descreve as
interagoes fortes em termos de particulas de spin 1/2 chamadas quarks e de particulas de
spin 1 chamadas glions; tanto os quarks como os gliions sao também chamados de partons
e portam um nimero quantico adicional, a chamada carga de cor. Essa consiste em uma
das principais diferengas da QCD em relagao a Eletrodinamica Quantica (QED), na qual
a particula mediadora da interagao eletromagnética, o féton, nao possui carga elétrica. O
grupo de gauge da QCD é o SU(N,), onde N, = 3. Os quarks possuem N, valores distintos
para sua carga de cor enquanto os gltions possuem N? — 1 valores. Essa teoria possui duas
propriedades fundamentais: a liberdade assintotica e o confinamento: quando investigamos
os fendmenos descritos pela QCD em distancias cada vez menores (ou transferéncias de
momentum cada vez maiores), menor é o parametro de acoplamento a,. Por outro lado,
quando a investigacao é realizada em grandes distancias, a, torna-se grande e as observacgoes
mostram que os estados ligados da teoria sao os hadrons (prétons, néutrons, mésons, etc.).
Em pequenas distancias, as interagoes sao descritas em termos dos estados proprios da teoria
livre, ou seja, os partons.

A investigacao da estrutura dos hadrons é realizada experimentalmente através de coli-
soes e, naturalmente, quanto maior a energia de uma colisao hadronica, maior a possibilidade
de investigacao dessa estrutura. No regime no qual o acoplamento é forte, caracterizado
por uma escala de energia Agcp >~ 200 MeV, a capacidade de realizar calculos ¢ limitada; a
fisica neste regime é chamada de nao perturbativa. Algumas colisoes, no entanto, envolvem
transferéncias de momentum muito grandes em relacao a Agcp. Em tal regime, dito pertur-
bativo, as colisoes podem ser descritas através de colisoes microscopicas entre partons e as
secoes de choque podem ser calculadas a partir do Lagrangeano da QCD. Como nesse caso
o acoplamento é fraco, a, < 1, tais calculos sao realizados usando a teoria de perturbagoes
com respeito a ay.

No entanto, a partir de calculos na QCD, verifica-se que as se¢oes de choque hadrénicas
crescem com o aumento da energia. Mais especificamente, elas crescem com uma poténcia

de s, o quadrado da energia de centro de massa do processo, o que corresponde a uma
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violagao do limite de Froissart, que determina que as secoes de choque totais, em altas
energias, devem crescer como In? s. Esse comportamento é comprovado experimentalmente,
por exemplo, nas medidas do espalhamento profundamente inelastico (DIS) elétron-proton
[1-3]. A partir destas, observa-se que a densidade partonica, especialmente de glions,
cresce com o aumento da energia. Assim, no limite de altas energias, a QCD envolve altas
densidades partonicas.

Naturalmente, as secoes de choque hadrdénicas nao podem crescer indefinidamente e em
algum ponto é necessério lidar com a recombinacao gluonica e espalhamentos miltiplos para
que a unitariedade seja restaurada.

O processo mais simples que apresenta as principais caracteristicas da QCD no limite de
altas energias é o DIS. O DIS elétron-préton é descrito pela reagao ep — e X, ou seja, um
elétron e um proton interagem, tendo como resultado o elétron e um estado hadronico X.
Tal interagao é mediada por um f6ton virtual 4* com momentum (momentum transferido)
q". Esse processo depende de duas variaveis cinematicas: a virtualidade do féton Q? = —¢?,
que mede a resolugao com a qual o féton sonda o proton, e o chamado = de Bjorken, que
est4 relacionado a energia do centro de massa s = Q?/z, significando que o limite de altas
energias corresponde ao limite de pequeno x. Usualmente introduz-se a variavel chamada
rapidez definida por Y = log(1/z).

Na figura 1.1 é possivel visualizar de forma esquematica a configuragao tipica do pro-
ton em diferentes regioes do espago de fase. Consideremos inicialmente o préton no caso
quando tanto a virtualidade Q% quanto a energia (e portanto Y') sao pequenas. O préton é
representado por trés partons (quarks). Se a energia for mantida fixa e a virtualidade Q?
for aumentada, aumentaré também a resolucao com a qual o féton investiga a estrutura do
préton, o nimero de partons cresce, mas a area ocupada por eles diminui. Particularmente,
o niamero de partons cresce logaritmicamente enquanto seus tamanhos tipicos diminuem
com 1/Q?, de modo que o proton torna-se cada vez mais diluido. Este tipo de evolugao ¢é
descrita na QCD pelas equagoes de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi, chamadas
equagoes DGLAP [4-6].

Consideremos agora outro tipo de evolugao, que consiste em manter Q? fixo e aumentar
a energia (ou Y), ou seja, uma evolugao na dire¢ao de pequeno = de Bjorken. Neste caso,
observa-se um crescimento rapido da distribuicao de péartons, mais especificamente gltions,
porém estes ocupam aproximadamente a mesma area. Esta evolugao é descrita pela equa-
¢ao linear de Balitsky-Kuraev-Fadin-Lipatov, chamada equagao BFKL [7-9]|. As equagoes
DGLAP e BFKL prevéem, contudo, um crescimento indefinido das distribuigoes partonicas
a medida que a energia aumenta, ou seja no regime de pequeno x. Em particular, a solugao
da equagao BFKL leva a segoes de choque que crescem como uma poténcia da energia, o que

indica que hé informacoes fisicas importantes que nao estao presentes na equagao BFKL.
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Fig. 1.1: Representacio esquemdtica do proton no espaco de fase definido pelas varidveis
do DIS, Q* e Y =log(1/x)

A compreensao do regime de grande densidade gludnica nos espalhamentos em altas
energias tem sido um dos maiores desafios da QCD perturbativa. Devido ao tamanho finito
do préton, o crescimento das distribuicoes partonicas, e conseqiientemente, as se¢oes de
choque, nao podem crescer indefinidamente. Espera-se, entao que os partons comecem a
se sobrepor e efeitos de recombinacao e de espalhamentos multiplos tornem-se importantes
no regime de pequeno x. A fisica que descreve a interacao entre partons que se sobrepoem
¢ chamada fisica da satura¢do parténica [10-15] e a escala que separa os regimes diluido e
saturado, é chamada de escala de saturagao, Qs(x), que é uma funcado crescente da energia.

A fisica da saturagao foi introduzida por Gribov, Levin e Ryskin [10], que consideraram
o mecanismo de recombinagao partonica (gluénica) na evolu¢ao na QCD em altas energias,
resultando em uma equagao de evolugao com termos nao lineares, a equacao GLR. Outro
formalismo, desenvolvido por Ayala Filho, Gay Ducati e Levin [13-15], estende o tratamento
da QCD perturbativa até o inicio do regime de altas densidades parténicas através do célculo
da distribuicao gluénica que ¢é solugao de uma equagao nao linear, a equagao AGL. Esta inclui
multiplos espalhamentos da particula virtual que prova o ntcleo ou niicleon, na chamada
aproximagao de duplo logaritmo dominante (DLLA), levando & unitarizacdo da distribuicao
gludnica no regime de pequeno .

Mais recentemente, foi desenvolvido o formalismo denominado Color Glass Condensate

(CGC) [16-23]. O resultado central desse formalismo é uma equagao de evolugao funcional,
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a equagao de Jalilian-Marian-Iancu-McLerran-Weiger-Leodinov-Kovner (JIMWLK) [16-24],
que é equivalente a uma hierarquia infinita de equagoes para as fungoes de correlacao dos
campos classicos de cor. Quando aplicada a amplitude de espalhamento entre um projétil
simples e um CGC, a evolucao JIMWLK reproduz as equagoes de Balitsky para as am-
plitudes de espalhamento [25-27|, e por esse motivo estas sdo usualmente referidas como
equacoes de Balitsky-JIMWLK. No limite de grande nimero de cores N, e efetuando uma
aproximacao de campo médio, chega-se a uma tnica equagao nao linear deterministica, ori-
ginalmente derivada por Kovchegov [28,29], referida como equagao de Balitsky-Kovchegov
(BK). A BK é a equagao mais simples que descreve a QCD no limite de altas energias, e
corresponde a equacgao (linear) BFKL, mas com um termo adicional nao linear, responsavel
pela diminui¢ao do crescimento da densidade de gltons, incluindo, assim como o formalismo
AGL, corregoes de unitariedade através de efeitos (nao lineares) de multiplos espalhamentos.

Foi mostrado recentemente [30-32| que a equagdo BK se encontra na classe de equiva-
léncia da equagao diferencial parcial nao linear de Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov
(FKPP) [33], a qual admite as chamadas solugdes de ondas progressivas. Em termos de
variaveis da QCD, este fato traduz-se no chamado escalamento geométrico [34]. O esca-
lamento geométrico foi observado no colisor ep HERA, nas medidas do espalhamento v*p
inclusivo [35]. Esta caracteristica fenomenologica do espalhamento profundamente inelas-
tico (DIS) é expressa como uma propriedade de escalamento da se¢do de choque foton

virtual-préton

oTP(QEY)=0o"" (in;)) , (1.0.1)

onde Q% = 1/2* e A ~ 0,3. Ou seja, a se¢ao de choque depende da variavel de escalamento
7= Q*/Q*Y) ao invés de Q% e Q*(Y) separadamente (ver Figura 1.2). Como veremos, o
escalamento geométrico é equivalente a formacao de solugoes de ondas progressivas para a
equagao BK.

Grande parte do progresso recente no campo da QQCD em altas energias tem aparecido
da gradual compreensao das analogias entre a evolugao gluénica na QCD em altas energias
e um processo estocastico, similar ao processo de reagao-difusao A = AA [36,37|. Estas
analogias levam a conclusao que as propriedades das amplitudes de espalhamento da QCD
em muito altas energias, inclusive na vizinhanga do limite de unitariedade, sao fortemente
influenciadas pelas flutuagoes no nimero de glhions no regime diluido, e portanto nao podem
ser calculadas corretamente a partir de aproximacgoes de campo médio como a equagao BK.

Foi verificado [38] que as flutuagoes relevantes nao sao levadas em conta pelas equagoes
de Balitsky JIMWLK] e entao novas equagoes foram propostas [38-41], levando a uma ge-
neralizagao da hierarquia de Balitsky-JIMWLK que abrange tanto saturagao quanto efeitos

de flutuagoes, no limite de grande N.. Estas novas equagoes sao chamadas de equacoes de
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Fig. 1.2: Dados de HERA para a secao de choque para o DIS ~v*p na regigo x < 0,01 e
Q* < 450 GeV? wversus a varidvel de escalamento Q*/Q?(x) [35].

lagos de pomerons. Estas, no entanto, sao equagoes muito complexas, e tendo em vista esta
complexidade, muitos autores tém investigado modelos mais simples com um ntimero de
dimensoes transversais menor que na QCD real [42-47]. Esses modelos permitem estudos
mais diretos da saturacgao e unitarizacao com o crescimento da energia.

Esta tese é organizada da seguinte maneira:

O Capitulo 2 é devotado a descrigao do DIS elétron-proton. Descrevemos a cineméatica
do processo e introduzimos a fungao de estrutura do proton Fy(z, @?), relacionada com as
funcoes de distribuicao de quarks e antiquarks dentro do préton, e diretamente proporcional
a secao de choque ¢”'P. Descrevemos o referencial de momentum infinito, no qual fica
explicito que o experimento do DIS fornece informacao especifica sobre distribui¢ao de
quarks no proton, e discutiremos o comportamento das fungoes de distribuicao partonicas
no limite de altas energias.

No Capitulo 3 apresentamos uma revisao das equagoes de evolugao nao lineares da QCD
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para as amplitudes de espalhamento. Apos a descrigdo de uma colis@o entre particulas ha-
dronicas genéricas, consideramos a colisao entre um projétil simples, um dipolo, e um alvo
suficientemente energético. Vemos de forma breve como esse alvo é descrito pelo CGC e
apresentamos a equagao JIMWLEK. Como aplicacao da equacao JIMWLK, apresentamos a
equacao de evolugao para a amplitude de espalhamento dipolo-hédron, resultando na hie-
rarquia de Balitsky-JIMWLK, no formalismo de dipolos. Na aproximagao de espalhamento
fraco (alvo diluido), obtém-se a equacao BFKL e realizando a aproximagcao de campo médio
tem-se como resultado a equacao BK. A equagao é apresentada e as propriedades assintoti-
cas de suas solugoes sao revisadas. O capitulo é finalizado com uma revisao dos efeitos das
flutuagoes no nimero de glions, que nao sao incluidos na hierarquia de Balitsky-JIMWLK
e completamente desprezados pela equacao BK.

No Capitulo 4 tratamos da aplicagdo do formalismo de dipolos a fenomenologia do DIS
através de modelos para a secao de choque de dipolos. Com estes, é possivel reproduzir
as medidas do DIS para F5. Descrevemos dois dos principais modelos no espago de coor-
denadas presentes na literatura e desenvolvemos o modelo AGBS, um novo e mais recente
modelo que exprime a secao de choque de dipolos em termos da amplitude de espalhamento
dipolo-préton no espago de momentum, o primeiro da literatura. Duas abordagens distin-
tas sao realizadas: a primeira dentro do formalismo de campo médio, através das solugoes
assintoticas da equacao BK e a segunda com a inclusao das flutuagoes. Os resultados ex-
perimentais sao reproduzidos com sucesso e verificamos que nao ha evidéncia de efeitos das
flutuagoes no DIS em HERA, dentro do formalismo de tal modelo.

No Capitulo 5 desenvolvemos um modelo unidimensional para a QCD em altas energias.
Nesse modelo estocéstico de particulas, a rapidez Y corresponde a dimensao temporal e
a dimensao espacial é a posicao de uma particula em um eixo unidimensional infinito, e
esta associada com o tamanho de um dipolo na QCD. O modelo reproduz as caracteristicas
da evolugao da QCD em altas energias e generaliza as equacoes de Balitsky-JIMWLK da
QCD para as amplitudes de espalhamento, incluindo naturalmente as flutuagoes. Todas as
propriedades esperadas através das equacgoes resultantes sao confirmadas pelos resultados
numéricos, o que torna o modelo interessante para a investigacao de novas estruturas na
propria QCD. Este modelo foi completamente idealizado e desenvolvido durante o periodo
no qual eu realizei um doutorado sanduiche, financiado pela CAPES, no Institut de Physique

Théorique, Saclay, Franca, entre Junho e Outubro de 2006.



Capitulo 2

A Cromodinamica Quantica no limite de

altas energias

Neste Capitulo, ap6és uma breve introdugao a Cromodinamica Quéantica, apresentamos o
espalhamento profundamente inelastico, o experimento que revelou pela primeira vez a
estrutura hadronica no limite de altas energias. Introduzimos, nesse contexto, a funcao
de estrutura F, do proton, grandeza mensuravel experimentalmente e cuja fenomenologia
tem sido intensamente investigada. Discutimos o comportamento de F5, bem como da

distribuicao de glions, no limite de interesse, o de altas energias.

2.1 Propriedades da QCD

O Lagrangeano da QCD, que descreve a interacao de quarks e gltions ¢ (como usual, indices

repetidos sdo somados)

1 ey
E = —ZF/?VF’LW’G + Z ’l/}i(Z’}/'LLD’u — m)ww] (211)

sabores

Antes de descrevermos os componentes desse Lagrangeano, é importante explicarmos algu-
mas notagoes:

(i) Indices do alfabeto grego (o, 3,...,u,v,...) sdo indices de Lorentz.

(ii) 4, j, k,1 sdo indices de cor dos quarks (i, 7, k,l = 1,2, 3).

(iii) a,b, ¢, d, e sao indices de cor dos glions (a,b,c,d,e =1,...8).

(iv) N,, como dito na Introdugao, é o nimero de cores.

No Lagrangeano, ¢ corresponde ao campo de quarks e Fyj, ¢ o tensor associado com o

campo de glions A}, e ¢ construido a partir destes como

Fi, = 0,A5 — 0,A% — g, [ A} As, (2.1.2)
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onde g, é a constante de acoplamento forte, expressa em termos de o, por meio da equacgao

2
s

s = ==, 2.1.3

“ T ( )

e f% sdo as constantes de estrutura do grupo de cor SU(N,), que sdao antissimétricas sob

a troca de quaisquer de dois indices e satisfazem a identidade de Jacobi
Javefeca + feve facd + Fave face =0 (2.1.4)
A derivada covariante D" possui a forma
(Dp)ij = 0u0ij + 1gs(t* A (2.1.5)
quando atua nos campos de quarks e
(Dp)ab = Opbab + igs(T° Ay, ) ab (2.1.6)

quando atua nos campos de glions. t* e T sao os geradores de SU(N,) nas representagoes

fundamental e adjunta, respectivamente. Seus comutadores sao

[t t%] = i fobete, (2.1.7)
[T T = ifTe, (T")p = —if™". (2.1.8)

Os geradores t* sao normalizados como

1
Tr(tt") = 55“’ (2.1.9)
e obedecem as relacoes
w.a 1 1
tijtkl - 5 52-1(5jk - Féijdkl 5 (2110)
a 4a ch —1
Gth=Cr, Cr= ON, (2.1.11)

para os geradores T, temos

Tr(T*T?) = fod fod = C 40", Ca = N.. (2.1.12)
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(c)

Fig. 2.1: Regras de Feynman para os vértices da QCD.
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O anticomutador dos geradores t* é

1
{t*,t"} = F(saﬂ + d**te, (2.1.13)

onde d®* sdo antissimétricos sob a troca de quaisquer de dois indices e satisfazem as relacoes

N2 —4
dabb — 07 dacddbcd == CNC R (2114)
fabedecd + fcbedaed + fdbedace =0. (2115)

Como descrito na Introdugao, a QCD possui a propriedade chamada liberdade assinto-
tica, o que significa que para processos que envolvem grandes transferéncias de momentum,
o parametro de acoplamento «; torna-se muito pequeno e a teoria de perturbacoes é apli-
cavel. Levando em conta correcoes de um lago no propagador do glion, tem-se a seguinte

expressao para o acoplamento variavel

127
(33 — 2ny)log(Q?/A30p)’

s (Q%) = (2.1.16)
onde ny ¢ o nimero de sabores. As regras de Feynman para os vértices da QCD sao

resumidas na Figura 2.1.

2.2 O espalhamento profundamente inelastico

O espalhamento profundamente inelastico (DIS) é o espalhamento de um lépton—carregado
ou neutro—com um nucleon com grande transferéncia de momentum. Este processo pode

Ser expresso por

I(k) + N(P) — I'(K') + X (Px) (2.2.17)

e é representado na figura 2.2. Se considerarmos o caso de corrente neutra, o 1épton, que
inicialmente possui quadri-momentum k* interage com o nicleon, cujo quadri-momentum
¢ P*, através da troca de um boson de gauge (v*, Z%). No estado final, tem-se o lépton
com quadri-momentum k* e um estado hadronico X. Aqui, consideramos o DIS inclusivo,
caracterizado pela detecgao, no estado final, apenas do lépton. No caso de corrente neutra,
onde o lépton pode ser um elétron ou um muon, o DIS é dominado pela troca de um féton.

A reagao representada em (2.2.17) é descrita por trés variaveis cineméaticas. Uma delas,
fixada pelas condigbes experimentais, é a energia FE do lépton incidente, ou, alternativa-
mente, o quadrado da energia do centro de massa W = (k + P)?. As outras duas variaveis

independentes sao escolhidas entre os seguintes invariantes:
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(1)

(i1)

(iii)

(iv)

(v)

y
k

q
A E="

Fig. 2.2: Espalhamento profundamente ineldstico

O quadrado do momentum transferido
¢ =-0Q*=(k—Fk) (2.2.18)

onde Q? > 0 é a chamada de virtualidade do boéson de gauge.

O quadrado da energia do centro de massa do sistema féton-nicleon
s=(P+q)% (2.2.19)

que é a massa invariante do estado hadroénico X.

A variavel
P-q s+Q@Q*—m%
UV = g
my 2mN

: (2.2.20)

onde my é a massa do nucleon, que, no referencial de repouso do alvo, é igual a v =

E—FE' onde E e E’' s@o as energias do elétron no estado inicial e final, respectivamente.

A variavel chamada x de Bjorken, definida por

Q? Q?
z = - . (2.2.21)
2P-q  Q*+s—my

A variavel chamada de inelasticidade

y:P~q:s+Q2—m?\,
Pk W —m3

(2.2.22)
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que no referencial de repouso do ntcleon é a fracao de energia do 1épton no estado

inicial, carregada pelo foton y = v/E.

Como s > m3;, = possui valores no intervalo entre 0 e 1. O limite de altas energias no
qual estamos interessados corresponde a valores de s > Q% o que, da Eq.(2.2.21) implica
em x — 0. Assim, o regime de altas energias corresponde a um regime de pequeno x de

Bjorken,
2

s — o0, r~— —0 (2.2.23)
S

Como ¢é de nosso interesse, consideremos o DIS elétron-préton, ou seja, o caso especial no
qual o lépton é um elétron e o ntcleon é um préton de massa my = M. Assim, estamos
interessados no processo inclusivo ep — eX e a estrutura do préton em pequenas distancias
é sondada por um foéton virtual.
No referencial de repouso do proton, a secao de choque diferencial para o processo é
dada por )
/
do__ Oem B ;v (2.2.24)
dE'dQ  2MQ* E

onde a,, é a constante de acoplamento da interacao eletromagnética, Q = (6, ¢) é o angulo

solido que caracteriza a direcao do elétron no estado final,
17 1 v v 17
L' = ﬁ[lﬂ’“k + Kk — (k- K)g™] (2.2.25)
¢ o tensor leptonico e W, é o tensor hadroénico, que pode ser parametrizado como
1 Audv 1 P-q P-q
g = (0w + 500 5 (B Tt ) (B Tt ) a2

(2.2.26)

Na equagao acima, Wi e W5 sao as chamadas funcoes de estrutura e, em termos destas, a

secao de choque para o DIS é dada pela expressao

do 40 E” . 50 5 0
TE0 L [2W1 sin” o + W; cos 51 : (2.2.27)
Introduz-se as fungoes de estrutura adimensionais [48]
Fi(5,Q%) = MWi(v,Q?) (2.2.28)

Fy(r,Q%) = vWi(r,Q%) (2.2.29)
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Em termos destas e das variaveis x e y, obtém-se

do  4dmwal, W
dedy Q4

xyM?
W

[xyZFl(x, Q%) + (1 —y— ) Fy(x, Q2)] . (2.2.30)

E possivel relacionar as funcoes de estrutura as secoes de choque totais de foto absorcao

virtual, tendo como resultado

* 4 2 em

o7 = %(F2 — 2zFY) (2.2.31)
* 4 2 em

oL = on; 20 F) (2.2.32)

.
onde o) 7 s@o as segoes de choque de foto absorcao longitudinal e transversal, respectiva-

mente. Definindo as fungoes de estrutura longitudinal e transversal como

Frp = F,—2zFk (2.2.33)
tem-se i
* T Qlem
olr = TFL,T<5U7 Q%) (2.2.35)

Como F, = F; + Fp, a secdo de choque de foto absorcao virtual ¢”? é proporcional a F

Fy(z, Q). (2.2.36)

Se o proton fosse uma particula carregada pontual, assim como o elétron, a secao de choque

de foto-absorcao seria simplesmente

2
o A7 e,
=

onde a funcao delta corresponde a conservacao de momentum. De fato, como as particulas

5(z —1), (2.2.37)

incidentes encontram-se na camada de massa, tem-se exatamente que z =1. Isso mostra
que a funcao de estrutura Fy(z, Q%) é uma medida da estrutura do préton relativa a de um

elétron pontual.
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2.3 A funcao de estrutura F;

2.3.1 O modelo de partons

Antes do advento da QCD, Bjorken [49,50] e Feynman [51] formularam o chamado modelo
de partons, que é baseado na suposicao de que o féton virtual espalha com os constituintes
do préton, que sao tratados como particulas livres. A Figura 2.3 representa o DIS descrito
pelo modelo de partons. O foton virtual espalha com um dos partons (os quarks de valéncia)
que compoem o proton, que depois da colisao contribui para a formagcao do estado hadrénico
X no estado final.

Y

(Al

Fig. 2.3: O modelo de pdartons.

Dentro deste modelo, no qual um préton é tratado como constituido por particulas
puntuais, obtém-se que as fungoes de estrutura F; e F, dependem apenas da varidvel x, e

nao de = e Q? separadamente. Mais especificamente, essas funcoes sao relacionadas,

Fy(z) = 20Fy(x) = Y elx fy(x), (2.3.38)

q

onde a soma é realizada sobre os sabores dos quarks e f,(z) sdo as func¢oes de distribuigao
dos quarks. A relagdo acima é chamada de relagao de Callan-Gross [52].

O escalamento em z acima, que é uma conseqiiéncia do modelo de partons, foi previsto
por Bjorken; ele sugeriu que, em energias muito altas, a dependéncia das funcoes de estrutura
em ? desaparece, e elas se tornam funcoes de x apenas. Mais precisamente, isso ocorre no

limite 9

~ 2Mvy
que é o chamado escalamento de Bjorken, que foi de fato identificado no DIS elétron-préton
no SLAC [53].

V,Q2—>OO, T

fixo, (2.3.39)
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2.3.2 F; na QCD: o referencial de momentum infinito

O modelo de partons é apenas a aproximacgao de mais baixa ordem & realidade, pois os
constituintes partonicos dos hadrons nao sao objetos livres. Eles sao descritos pela QCD,
a teoria da interacao de quarks e glions. De acordo com essa teoria, novos subprocessos
podem contribuir para a secao de choque do DIS elétron-proton.

O diagrama que representa o modelo de partons, Figura 2.3, corresponde a contribui¢ao
para a se¢ao choque de ordem O(q.,,). No entanto, o quark de valéncia pode emitir um
gliion, antes ou depois de interagir com o foéton, o que leva aos processos representados
pelos diagramas da Figura 2.4. HA também as contribuigoes gludnicas, representadas pelos
diagramas da Figura 2.5, nos quais um glion, emitido, por exemplo, pelo quark de valéncia,
flutua em um par quark-antiquark (quarks de mar), e um deles interage com o féton virtual.

Todos os diagramas descritos acima contribuem para a se¢ao de choque com termos de ordem

O(emas).
q -
+
000> 9
q
q

Fig. 2.4: Contribuigdes adicionais (de ordem O(qemas)) para o processo ep — eX.

Na QCD os quarks e glions podem irradiar quanta virtuais (quarks ou glions) e in-
teragir uns com os outros através da troca desses quanta. Surge entao a questao sobre a
possibilidade de existir, na QCD, uma descri¢ao partonica para processos hadronicos.

As excitagoes virtuais dentro dos hadrons podem ter energias e momenta arbitrariamente
grandes, e assim as interagoes associadas podem ter escalas de tempo arbitrariamente peque-
nas. Torna-se complicado, entao, separar as interacoes que ocorrem dentro do alvo daquelas
com o projétil (o foton virtual no DIS). Devido a liberdade assintotica, flutuagoes com mo-
menta muito grandes ocorrem com baixa probabilidade, o que permite célculos em teoria

de perturbacgoes. Assim, torna-se possivel desenvolver uma representacao partonica para os
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v v

Fig. 2.5: Contribui¢oes adicionais (de ordem O(aemais)) para o processo ep — eX.

processos em pequenos tempos, ou com grandes momenta transferidos. O tratamento de
tal representacao, no entanto, depende da escolha do referencial no qual os processos sao
vistos.

Um referencial especial é o chamado referencial de momentum infinito (IMF), que fornece
uma maneira de separar as flutuacoes hadronicas das flutuagoes de vacuo que possuem
mesmo tempo de vida e mesmos momenta. O IMF consiste em realizar uma transformagao
de Lorentz para um referencial no qual o hadron (de massa M) possui um momentum
longitudinal muito grande, P, > M. O quadri-momentum do hadron é P* = (P,0,0, P),
onde definimos P, = P.

Consideremos uma flutuacao de um quark dentro do hadron, e assumamos, por sim-
plicidade, que esse quark possua momentum longitudinal P. Todos os quanta envolvidos
nessa flutuacao possuem momenta longitudinais grandes e é possivel calcular o tempo de
vida da flutuagao gluénica com momentum longitudinal k* = (ko, k1, ko, k.), onde k, = (P
com0<(<lek, = \/m < (P. O tempo de vida pode ser estimado pelo principio
de incerteza .

At ~ N (2.3.40)
onde AFE é a diferenga de energia entre os estados final e inicial no vértice de emissao
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gludnica(as massas dos partons sao desprezadas):

AE = \J@P2 4R +,/(1-02P2 412 — P

2 2

= §P<1+ = )1/2+(1—g)P(1+k—l)1/2—P
P2 (1 —¢)*P?

k2 K2
_ K kKt
N 2CP+2(1—§)P
_ KO -¢+9)
2(¢-¢)P
. M
~ 5P (2.3.41)

Assim, tem-se que At ~ 2(P/k? e essa estimativa deve ser comparada com o tempo de vida
para uma flutuagao de vacuo, Aty,. ~ 1/k,. Como k; < (P,

2P 1
At~ 220 s Aty ~ — 2.3.42
B % (23.42)

o que diz que, no IMF, as flutuacoes hadronicas tipicas sao bem separadas das flutuagoes
de vacuo, e portanto a representacao partonica faz sentido.

Veremos que o tempo de vida do quark da flutuagao é muito maior que o tempo de colisao.
Assim, esse quark estd praticamente na camada de massa antes e depois do espalhamento.
Se k* ~ (CP,0,0,(P) denota seu quadri-momentum original, a conservagao de energia
implica em

O~ (k+q)?=—-Q*+20P-q=—22P-q+2(P-q=2@ (P -q=(~uxz, (2.3.43)

ou seja, o espalhamento seleciona um quark com fracao do momentum longitudinal ¢ igual
ao x de Bjorken. Isso confirma que no DIS em altas energias, sondamos os constituintes do
proton que possuem ( < 1.

Para obtermos o tempo de colisao, consideremos um IMF especifico, o chamado referen-
cial de Breit, no qual o féton virtual possui momentum longitudinal zero, ¢* = (qo, ¢1, 2, 0).
Como P — o0, P

g
W=7 = 0 (2.3.44)
e pode-se deduzir que, nesse referencial, o momentum do féton virtual é principalmente
transversal: gy < ¢ e Q* ~ ¢2. Assim, variando experimentalmente a virtualidade @Q?

controla-se a resolugao do féton virtual no plano transversal. O tempo de colisao pode ser
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estimado por

1 P 2P
Atcol ~ — = °

@ P-qg @

Para que uma flutuacao de um quark seja capaz de absorver o féton virtual, seu tempo de

(2.3.45)

vida deve ser maior que o tempo de colisao. Essa condi¢ao, juntamente com as equagoes
(2.3.42) e (2.3.45), implicam em que os partons que participam no DIS possuem momentum
transversal k? < Q2. Pelo principio da incerteza, esses partons estao localizados em uma
drea ~ 1/Q? no plano transversal.

A partir do que foi discutido na se¢ao anterior, pode-se concluir que o DIS é um experi-
mento que analisa a distribuicao de quarks no préton. O féton virtual contabiliza o nimero
de quarks e antiquarks que possuem uma fracao de momentum longitudinal x e que ocupam
uma area transversal da ordem de 1/Q?. Isso motiva escrever a seguinte formula para a

funcao de estrutura Fs:

Fy(2,Q%) =) eqalfylz, Q) + falw, Q7). (2.3.40)
f
fq(x) e fz(x) s@o as fungbes de distribuig¢do dos quarks e dos antiquarks, respectivamente.

2.3.3 O regime de altas energias

A Eq.(2.3.46) apresenta, para F», uma dependéncia em ambos z e Q?, ao contrario do que é
previsto pelo modelo de partons. Essa violagao do escalamento de Bjorken é um exemplo de
evolucao quantica na QCD: as funcoes de estrutura variam com Q? e x, e tal variacao ¢é in-
duzida através de processos radiativos na propria teoria quantica de campos. O escalamento
de Bjorken, confirmado no primeiro experimento do DIS no SLAC, aparece apenas como
uma propriedade aproximada dos dados, e em um regime cineméatico limitado. A partir
da discussao anterior, espera-se que o numero de partons (quarks e glions) intervenientes
cresca com o aumento de QQ?, pois o espaco de fase para a radiacao ¢ aumentado, o que pode
ser traduzido como um crescimento de F, com Q? para z fixo.

Na Figura 2.6, onde sao mostrados os resultados para F; com os dados mais recentes
obtidos em HERA [1-3]. O crescimento citado acima ¢ claramente visivel para valores pe-
quenos de x (essencialmente, I} cresce como uma poténcia de 1/x). Fisicamente, aumentar
Q? é como aperfeicoar a resolucao de um microscopio: com seu aumento, é possivel discri-
minar partons que estao cada vez mais localizados no espaco transversal e cujo tempo de
vida é cada vez menor. Essa é a base para as equagoes DGLAP [4-6|, que descrevem a
evolucao das funcoes de estrutura com o aumento de (2.

Estamos, no entanto, especialmente interessados na evolucao para o regime de altas

energias, que ¢é responsavel pelo crescimento rapido de Fy quando x decresce. Embora nao
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Fig. 2.6: A funcao de estrutura Fy medida pelo experimento ZEUS, como uma func¢ao de
Q? para diferentes valores de x [3].

seja diretamente medida pelo DIS, é o rapido crescimento da densidade de glions que domina
a evolugao em pequeno x. Para que esse fato seja melhor compreendido, consideremos um
parton na camada de massa que emite um gliion suave que carrega uma pequena fragao do
seu momentum longitudinal, x < 1 e um momentum transversal pequeno. A probabilidade

diferencial para que isso ocorra é:

OéSCR koL d_ZL’

2 12
™ ki «x

APyrem ™ (2.3.47)
onde Cr = CF se o parton original é um quark, e Cr = Cy4 se o parton é um glion (ver Se¢ao
2.1). O aumento logaritmico nos momenta transversais em (2.3.47) ocorre tanto para quarks
ou glions emitidos. No entanto, o aumento logaritmico em pequeno x esté relacionado ao
fato de que a particula suave emitida é um glion (a probabilidade de emissao de um quark

suave nao é singular em  — 0). A radiagdo gludnica é, portanto, ampliada se comparada
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com a radiacao de quarks na evolug¢ao quantica com a diminuicao de x. Assim, no regime
de pequeno x do DIS, o quark sondado pelo féton virtual é tipicamente produzido pela
dissociacao de um gldon.

Na ordem mais baixa da teoria de perturbacgoes, tem-se
aFQ(x7 Q2) Qg 2 2
oMo =~ ;eq zG(x,Q%), (2.3.48)

onde zG(x,Q?) é a fungao de distribuigao de glions. Usando a equacgao acima, ¢ possivel
extrair a distribuigao de glions a partir da fungao de estrutura F, medida em HERA e
alguns resultados sao mostrados na Figura 2.7, a distribuicao de glions é comparada com a
distribuicao de quarks de valéncia e de mar em um préton. Nesse grafico, G é multiplicada

por 0,05, o que confirma o fato de que, em pequeno x, a evolugao gluonica é dominante.

ZEUS
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L@ Q%10 Gev?
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—— ZEUSNLO QCDfit
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[ tot.error
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05F
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Fig. 2.7: As distribui¢oes de quarks (vu,,xd,), glions (¢G) e quarks de mar (xS) em um
proton como medidas em HERA. A distribuicao de glions € multiplicada por
0,05 [54].

Nesta tese, nao trataremos diretamente com a func¢ao de distribui¢des de gltons, mas
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com amplitudes de espalhamento e sua evolucao na direcao do regime de altas energias.
Como veremos, a compreensao da evolucao das amplitudes tem conseqiiéncias importantes

no estudo dos processos em altas energias, incluindo a fenomenologia do DIS elétron préton.



Capitulo 3

Evolucao das amplitudes de

espalhamento na QCD

Neste Capitulo, apresentaremos a cinematica de uma colisao entre dois hadrons em termos
das chamadas coordenadas de cone de luz. A variavel rapidez, diretamente relacionada com
a energia da colisao, e escolhida como o parametro da evolugao na QCD em altas energias, é
introduzida. Consideramos o espalhamento de um projétil simples, um dipolo, e um hadron
energético. As equagoes de evolucao para as amplitudes de espalhamento sao apresentadas,

bem como as principais propriedades das suas solugoes.

3.1 Colisao entre dois hadrons em altas energias

3.1.1 Cinematica da colisao

Para descrever a cinematica de uma colisao em altas energias, é conveniente utilizar as

chamadas variaveis de cone de luz. Para um quadri-vetor arbitrario v* = (v° v!,v?,v3),
onde v® = v,, essas variaveis sao definidas como
e + - + 1 0 3 — 1,2
v =T oeT), vt = —=0"+v), v=(v,v?), (3.1.1)
V2
o que implica na seguinte forma para o produto escalar de dois quadri-vetores:
w0, 1, 2 1 3,/
v, = VU +UTU U0, Uy
1 + — I+ /— 1 + — I+ /= /
= 5(2} +o7 )"+ )—§(v —v )T =v"T)—v-w
= v o T —wv-v. (3.1.2)

A fim de verificarmos a utilidade destas defini¢cGes, consideremos uma particula que se

move com velocidade proxima a da luz no eixo z, no sentido de z positivo. Sua trajetoria
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encontra-se ao longo do cone de luz positivo (z =~ t) e a particula estd em =~ ~ 0 enquanto
nos referimos a z+ ~ /2t como o tempo do cone de luz. Naturalmente, para uma particula
que se move rapidamente no sentido de z negativo (z ~ —t), os papéis de =% e 2~ se
invertem: z~ ~ /2t faz o papel de tempo e zt ~ 0 é a coordenada longitudinal. De
agora em diante, usaremos a terminologia associada com a particula (mais especificamente,
o hadron) que se move para a direita (z positivo), ou seja, nos referiremos a x* como o
tempo e a £~ como a coordenada longitudinal.

Consideremos a colisao entre duas particulas hadronicas e escolhamos o eixo longitudinal
de colisao de modo que ele coincida com o eixo z. Chamaremos de projétil a particula que
se move no sentido de z negativo, denotaremos seu momentum longitudinal por Q3 = —Q,
e sua massa por Mp, e chamaremos de alvo a particula que se move no sentido de z positivo,
denotando seu momentum longitudinal por P? = P, e sua massa por M 4.

Os quadri-momenta do projétil e do alvo, sao dados, respectivamente, por

p(rrogit) o= (sRoa) (3.1.3)

2P+ 20~
Para particulas que se movem com velocidades proximas & da luz, de modo que P, > M4
e Q. > Mp, temos Pt ~ 2P, P~ ~ 0, Q- ~ v/2Q., QT ~ 0, e a energia da colisdo é
s=(PF+Q")(P,+ Q) ~2PTQ.
Uma colisao em altas energias produz muitas particulas no estado final. Sejam m; e k:}‘

a massa e o quadri-momentum de uma dessas particulas, respectivamente. Definimos uma

varidvel bastante conveniente para caracterizar as particulas emitidas, a chamada rapidez

y: .
_ 1k

Usando a Eq.(3.1.2), temos que Qk;{k:; = k; + mfc, e portanto

2k 1) 2%t \/ K +m3
y = 1ln (%) =In L =In d N (3.1.5)
ki +mj

2 \/ kF A+ m73 V2k;
Diante da defini¢ao de rapidez (3.1.4), é possivel identificar trés situagoes:

(i) Uma particula é emitida perpendicularmente ao eixo de colisao. Neste caso, k;”c =0e
k}L =k; ey=0.

(i1) Uma particula é emitida na regiao de z positivo. Neste caso, k;’c >0e k;{ >k ea

particula possui rapidez positiva y > 0.
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Tl -
S

Fig. 3.1: Colisao entre o projétil P e o alvo A. Os pdrtons de valéncia sao acompanhados
por conjuntos coerentes de pdrtons virtuais.

(iii) Uma particula é emitida na regiao de z negativo. Neste caso, k;’c <0ek; > k;{ ea

particula possui rapidez positiva y < 0.

Seja 6 o angulo de emissao da particula em relacao ao eixo dos z positivos e consideremos
o caso no qual a massa da particula é nula. O resultado obtido é que a rapidez é igual a
pseudo-rapidez 7, que é uma grandeza facilmente medida experimentalmente. Fazendo

my =0 em (3.1.4), temos

kY + k3
n= %ln < ! f) = 1ln (1+—C089) = —Intan(6/2). (3.1.6)

k‘?—k‘fc 2 1 —cosf

3.1.2 Descricao da colisao

A colisao em altas energias entre um projétil P e um alvo A hadronicos é representada na
Figura 3.1.2. Assintoticamente antes da colisdo, esses hadrons sao constituidos apenas por
seus partons de valéncia. A medida que projétil e alvo evoluem até o instante da colisdo,
os partons de valéncia sao acompanhados por um conjunto coerente de partons virtuais.
Formalmente, isso corresponde a decompor os estados iniciais em superposicoes de estados
de Fock de quarks e glions. Por exemplo, se um dos hadrons envolvidos for um proéton,

tem-se

]pr()ton) = |QvQDQU> + |QUQqug> +-t IQUQUQUQ T ggqqgg> (317)

A colisao ocorre, portanto, entre as particulas vestidas e os partons liberados pela colisao

formam as particulas do estado final.
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A populagao de partons virtuais que vestem os partons de valéncia é composta principal-
mente de glions. Como veremos a seguir, a probabilidade de que o um dos participantes da
colisao esteja vestido de um glion é inversamente proporcional ao momentum longitudinal
do glion kT, o que, para pequenos momenta longitudinais, leva a divergéncias logaritmi-
cas apos a integracao sobre k7. No entanto, como estes glions virtuais possuem momenta
longitudinais muito pequenos, eles nao podem ser transformados em particulas reais, ou
seja, nao realizam nenhum papel na colisao. Assim, pode-se considerar que o momentum
longitudinal dos gltions que vestem o alvo (ou o projétil) é limitado inferiormente. Este li-
mite é determinado pela cinematica da colisao e no regime de altas energias torna-se muito
pequeno.

Seja z4 P o limite inferior dos momenta longitudinais relativos ao alvo e zpQ~ o limite
correspondente para o projétil (z4, zp < 1). Na colisdo projétil-alvo, as particulas liberadas
vém das colisdes elementares entre os partons virtuais. As tnicas colisoes possiveis sao
aquelas que implicam em particulas com suficiente momenta longitudinais para poder dar

lugar a uma massa invariante positiva,

Zazps = ki, (3.1.8)

onde ko ¢ o momentum transversal tipico das particulas no estado final, k7 + m3} ~ k.

Notemos que o tratamento perturbativo so se justifica quando
k(] > AQCD = Oés<k'0) < 1, (319)

onde Agep € uma escala caracteristica do regime nao perturbativo da QCD e vale aproxi-
madamente 200 MeV. E possivel ver que, no limite de altas energias (s grande) os valores

de z4 ou de zp, ou mesmo dos dois, sao muito pequenos.

3.1.3 Intervalo de rapidez

Analisemos agora algumas propriedades importantes das particulas virtuais que vestem o
projétil e o alvo e que sao liberadas na colisao entre eles, mais especificamente no que diz
respeito a variavel rapidez, a qual, como vimos tem uma grande importancia no estudo de
colisoes em altas energias:

(1) A rapidez maxima em uma colisdo ¢ Ymee = In(v2PT/kg) e corresponde a uma
particula que vestia o alvo com um momentum longitudinal méximo P*. A menor rapidez
possivel para uma particula proveniente do alvo é In(v/224P7 /ko) e o intervalo de rapidez
no qual as particulas do alvo s@o emitidas é Y4 = In(1/z4).

(ii) A rapidez minima é ymm = — In(v/2Q~ /ky) e corresponde a uma particula que
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vestia o projétil com um momentum longitudinal maximo ()~. A maior rapidez possivel
para uma particula que provém do projétil ¢ —In(v/22pQ~ /kg) e o intervalo de rapidez no
qual as particulas do projétil sao emitidas é entdao Yp = In(1/zp).

As particulas emitidas ocupam, portanto, um intervalo total de rapidez

Ymaz — Ymin = ln(\/§P+/k:0) + ln(\/EQ_/kO)
= I(2PTQ /k3) =In(s/k3) =Y. (3.1.10)

Assim, tem-se que Y = In(1/z42p) = Y4 + Yp. Por abuso de linguagem, chamamos Y de
rapidez total da colisdo. Seja y’ a rapidez que define o limite entre os intervalos Y4 e Yp,

ou seja, a rapidez definida por

Y' = Ymaz — Y4 = Ymin + Yp. (3.1.11)

Com esta defini¢ao, tem-se que as particulas finais com rapidez y > ¢’ provém do alvo e
aquelas com y < 3 provém do projétil. O valor de zp pode ser escolhido arbitrariamente
entre k2/s e 1, o que impde o valor de z4, e vice-versa. Em termos da rapidez, isso consiste
em escolher uma maneira de dividir a rapidez total Y em duas partes, escolhendo Yp e
conseqiientemente Y. Tal liberdade pode ser considerada como uma escolha de referen-
cial para descrever a colisao. A partir de agora e nos proximos capitulos, trataremos de

referenciais tais que Yp ~ 0 e portanto Y4 ~ Y.

3.2 Espalhamento dipolo-hadron

Definida a cinematica e descrita a colisao entre dois hadrons genéricos, podemos partir para
o estudo do espalhamento e da evolucao na QCD em altas energias, tendo como principal
objetivo apresentar as equagdes de evolu¢ao (em termos da rapidez Y') para a amplitude de
espalhamento de um projétil com um hadron energético.

Consideremos inicialmente um quark—por exemplo, um quark de valéncia da funcao de
onda de um hadron—que se move rapidamente com momentum longitudinal p*. Existe uma
probabilidade dP deste quark emitir um gltion macio (com pequeno x) com momentum
longitudinal no intervalo de k* a k* + dk*, com kT = zp™ < p™, tal que

dP x g (Zf—: (3.2.12)
Esta emissao esta representada de forma diagramatica na Figura 3.2(a). Se x ¢é suficien-
temente pequeno e devido ao acoplamento de trés glions da QCD, o gliion com fracao do

momentum x pode ser gerado pela emissao intermedidria de um ou mais glions que possuem
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seus momenta longitudinais fortemente ordenados o que implica em
T, KK K1 (3.2.13)

A Figura 3.2(b) mostra o diagrama que leva em conta corregoes radiativas de mais baixa
ordem e que descreve a emissao de um glion adicional, com momentum longitudinal k™ <

pi < p'. A contribuicio relativa para este processo pode ser estimada como

Ne [Phdpf N p* 1
a Pl — G- (3.2.14)
T Jir P} T k+ x
p*
p* P
1
pi 5
kT < pt

(a) (b) (c)

Fig. 3.2: (a) Emissao de um glion com pequeno x por um pdrton rdpido; (b) a corre¢ao
radiativa de mais baiza ordem; (c) uma cascata de glhions.

No caso de emissoes intermediarias de n glions, tem-se formada uma cascata gluonica,

representada pelo diagrama na Figura 3.2(c). A ordem relativa para a contribui¢ao de tal

cascata é
1 d ﬁn—ld
n 1 1\"
ar [ =L / T = (asln—> , (3.2.15)
1 T n! x

onde o termo fatorial surge do ordenamento em p*. Se x é muito pequeno, a;In(1/z) ~ 1,
ou seja, em altas energias, a rapidez Y, definida como In(1/z), pode compensar o pequeno
valor do acoplamento @ . Assim, torna-se necesséario realizar uma ressoma de todos esses
termos aumentados de (@,Y)" e esta leva ao surgimento do chamado pomeron BFKL.
Imaginemos agora que desejamos medir a distribuicao de gltions de um hédron ener-
gético genérico. Uma forma de fazer isso é sondar o hadron com um pequeno dipolo de

cor, constituido por um quark, cuja coordenada transversal é , e por um antiquark, cuja
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Fig. 3.3: Pomeron BFKL.

coordenada transversal é y. Se r = | — y| é o tamanho deste dipolo, ele sondara os com-
ponentes gludnicos do hadron com momenta tais que k ~ 1/r > Agep. Como veremos no
Capitulo 4, essa descricao de uma colisao em termos de dipolos pode ser bem compreendida
no DIS elétron-proton: em um referencial especial, o féton virtual possui energia suficiente
para se dividir em um par quark-antiquark, o qual interage com o préton.

Assume-se que o hadron (o alvo, que se move para a direita) é energético o suficiente,
de modo que uma descrigao partonica de sua fun¢ao de onda seja possivel, e que o dipolo (o
projétil, que se move para a esquerda) é lento o suficiente, de modo que sua decomposi¢ao
em estados de Fock possua apenas uma componente, um par ¢q em um estado singleto de
cor. A interacdo entre o dipolo e o hadron é ilustrada na Figura 3.3. A esquerda temos o
diagrama de mais baixa ordem, no qual a interagao ocorre por meio da troca de dois gltons.
A direita, é mostrada a situacdo na qual o gliion com pequeno = que interage com o dipolo
é gerado por uma cascata gludnica. A soma sobre a cascata representa o chamado pomeron
BFKL ou, equivalentemente, os componentes com pequeno z da fungao de onda hadrénica.
E importante notar que a figura corresponde ao quadrado de um diagrama em teoria de
perturbagoes, ja que o interesse principal é a determinagao da probabilidade de encontrar
um dado modo na fun¢ao de onda do hadron.

3.3 O formalismo de dipolos e a equacao BFKL

Em vez de realizar a ressoma de diagramas, pode-se equivalentemente estudar a evolugao

da fun¢@o de onda do alvo ou da amplitude de espalhamento apés um acréscimo AY em
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rapidez. Mais ainda, pode-se ver o tltimo glion suave como sendo emitido pelo dipolo,
que é um objeto simples e portanto possui uma evolucao que pode ser facilmente estudada.
Nesta tese, trabalharemos num limite bastante especial, que é o limite de grande ntimero
de cores, ou seja, de grande N.. Neste limite, um glion de coordenada transversal z
pode ser considerado como um par quark-antiquark no ponto z. Assim, o estado final é
composto de dois dipolos (x, z) e (z,y), ou seja, ao invés de considerarmos uma fungao
de onda composta por quarks, antiquarks e glions, é suficiente considerar um onium, que
é um sistema de dipolos ¢G brancos (sem cor). Este é o chamado formalismo de dipolos
introduzido por Mueller [55-57|. Na Figura 3.4 temos a representagao da evolugao de um
dipolo & medida que a rapidez (energia) aumenta. Emissoes sucessivas de glions suaves
podem ser consideradas como independentes. No formalismo de dipolos, os gliions emitidos

sao substituidos por dipolos, ou seja, a emissao gluonica é equivalente & divisao de dipolos.

Fig. 3.4: Passos consecutivos da evolucao de um dipolo no limite de grande N..

A probabilidade diferencial de um dipolo (x, y) se dividir em dois dipolos (x, z) e (2z,y)

2

apP == e _(2)2 (Z)_ Lz = - Moy d*zdY (3.3.16)
Denotemos por (1,,) a amplitude de espalhamento para um dipolo composto por um quark
de coordenada transversal e um antiquark de coordenada transversal y. A notacao (-)
denota a média sobre todas as realizagoes do campo de cor do alvo, e pode ser entendida
como o valor médio para o operador da matriz 7" sobre a funcao de onda do alvo. Se uma
transformagao de Lorentz (boost) é realizada no dipolo, aumentando sua rapidez de Y para

Y 4 6Y, esse dipolo pode se dividir em dois dipolos (x, z) e (z,vy), e cada um desses dipolos
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pode interagir com o alvo, o que leva a seguinte equagcao linear:

8 0_55 2
a_Y <T:vy>y = — d ZMmyz [<Twz>y + <sz>Y - <Ta:y>y] '

2T
= 5 [ Maye [(Tachy + (Tl = Ty (3317

Esta é a versdo, na linguagem de dipolos, da equagao BFKL [7-9]. O ultimo termo do
integrando de (3.3.17) ¢ a contribuigao virtual (o dipolo original interage antes de se dividir).

Na linguagem diagramética, a evolugao BFKL é representada na Figura 3.5.

y Yy

E—— —Y
— Z aﬁ Z =7
X X X e ¢ X

Fig. 3.5: Fvolugao BFKL.

O fato desta equacao ser linear leva a expectativa de que sua solugao cresca exponenci-
almente. De fato, se considerarmos independéncia do parametro de impacto, ou seja, uma
solucdo homogénea do tipo (T'(r = | — y|)),, obtemos, realizando uma transformada de
Mellin,

Ty = [ Tl rojesnrbatise), (3318
o 2m
onde x(7) corresponde aos auto-valores do nicleo BFKL no espago de Mellin, mostrados na

Figura 3.6,
X(v) =2¢(1) = (y) =¥(1 =), ¥(y) =dnl(y)/dy, (3.3.19)

To(y; 7o) descreve transformada de Mellin da condi¢ao inicial em Y = 0,

To(vimo) = /OOO r (T—g>7To(r), (3.3.20)

e ro € uma escala de referéncia arbitraria introduzida por razoes dimensionais. Independen-
temente da forma da condicao inicial Ty(r), ela deve satisfazer a condigao de transparéncia
de cor, se anula com 7? quando r — 0, e satura em um valor constante quando r ~ 1/Q,
com (g sendo o corte infravermelho nas condigoes iniciais.

A integral na Eq.(3.3.20) é absolutamente convergente para 0 < Re < 1. Assim, o
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Fig. 3.6: Os autovalores do nicleo BFKL.

contorno para a integragdo complexa na Eq.(3.3.18) pode ser escolhida como
C={y=m+1iy; -0 <y <},

com 0 <y < 1.
Para um tamanho de dipolo fixo, é possivel obter o comportamento em altas energias

através da expansao em torno do ponto de sela v = 1/2; e o resultado é

(T(r))y ~ Lexp wpY — M

3.3.21
To 2x"(1/2)asY ( )

onde wp = 4a,mIn 2. Esta expressao possui dois problemas principais:

(1) O crescimento exponencial da amplitude com a rapidez Y, que leva a um crescimento
da secao de choque com uma poténcia da energia, o que viola a unitariedade da amplitude
de espalhamento, T' < 1 e, conseqiientemente, o limite de Froissart, que afirma que o
crescimento das secoes de choque totais com a energia, em valores assintoticos de energia,

é limitado por

const
o <

In2s (3.3.22)

™

(i1) Difusao para uma regiao nao perturbativa: a medida que a rapidez aumenta, mesmo
que uma condicao inicial seja centrada em torno de um pequeno valor de r, a amplitude pode
sofrer difusao para grandes tamanhos de dipolos, ou seja, para a regiao nao perturbativa.
Nesta, os momenta transversais de alguns dipolos tornam-se da ordem de Agcp, levando
a uma constante de acoplamento as(A) ~ 1 e, portanto, invalidando a aplicagao da QCD

perturbativa, ou seja, a propria evolugao BFKL.
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Devido a tais problemas, vé-se que a equacao BFKL nao é ideal para a descricao da
evolucao em altas energias, e neste regime efeitos nao lineares tornam-se importantes. Como
veremos a seguir, tais efeitos surgem quando, por exemplo no caso do espalhamento de um
tnico dipolo com um hadron, é considerada a situagao na qual os dois dipolos resultantes
da separacao do dipolo original interagem com o hadron simultaneamente, resultando em
um diagrama adicional, que descreve a fusao de glions, ou fusao de pomerons, ou ainda,
na linguagem de dipolos, a fusao de dipolos. Nas proximas se¢oes, veremos como essas nao

linearidades se refletem nas equagoes de evolucao das amplitudes de espalhamento.

3.4 A equacao JIMWLK

O método que descreve a fusdo de pomerons ¢ o Condensado de Vidros de Cor (CGC),
cuja evolugao é dada pela chamada equacao JIMWLK [16-24|. O CGC ¢é uma teoria efetiva
na QCD e cujo nome corresponde a algumas de suas caracteristicas basicas: Condensado
representa a grande densidade de glions que pode atingir valores da ordem O(1/«y), Vidros
diz respeito a uma separacao clara de escalas de tempo entre os graus de liberdade suaves
e rapidos na funcao de onda e Cor representa a carga de cor portada pelos glions.

A motivagao essencial para a formulacao do CGC é a separacgao de escalas nos momenta
longitudinais entre os partons rapidos e os glions suaves emitidos. Denotando por p* e k*
os correspondentes quadri-momenta no cone de luz, tem-se que kT < p*, o que por sua
vez leva a uma separagao aniloga no que diz respeito as energias, pois k= = k?/2k* > pT.
Tem-se, como conseqiiéncia, uma separacao também na escala de tempo: o tempo de vida
Axt ~ 1/k~ dos glions suaves ¢ muito menor se comparado & escala de tempo tipica
~ 1/p~ para a dinAmica dos partons rapidos. Assim, embora estes partons rapidos sejam na
realidade flutuagoes virtuais, eles aparecem para os gliions macios como uma fonte estatica
(independente de ) randomica, a qual esta associada a densidade de carga de cor p, (™, x).
Esta esté localizada proxima ao cone de luz x~ ~ 0 e a corrente correspondente possui apenas
uma componente +, que pode ser representada por J¥(x~, x) = T p, (27, x).

Os gliions macios correspondem aos campos de cor determinados pela equacao de Yang-

Mills na presenca dessa corrente, ou seja,
(D, F"")(z) = " pa(x~, ). (3.4.23)

Em certos gauges, pode-se resolver esta equagao classica e obter o campo de gauge A[p] como
uma funcao de uma dada fonte. Os observaveis de interesse na QQCD em altas energias, por
exemplo o niimero de ocupacao de glions ou a amplitude de um dipolo externo com o hadron,

podem ser expressos como operadores construidos com as componentes AT do campo de
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Wy av(p]

Y +AY

Fig. 3.7: Evolucao da distribui¢ao de probabilidade de cargas de cor.

gauge no alvo. Para qualquer operador O[a] que representa o observavel, seu valor médio é

dado pela integral funcional

(©lphy = [ DaOlIWyls] (3.4.24

onde Wy [p] serve como um peso e fornece a densidade de probabilidade de haver uma
distribuicao p em uma dada rapidez Y. Tal interpretagao probabilistica esta baseada no
fato da fonte ser randdémica, pois corresponde & carga de cor vista pelos glions suaves no
periodo curto de suas flutuagoes virtuais; isto ocorre em um tempo arbitrario e é instantaneo
comparado ao tempo de vida da propria fonte. Nas duas equagoes acima, nao hé nada
relacionado com a dindmica da QCD em pequeno z, a qual deve estar incluida na distribuigao
Wy [pl, j& que esta é a tnica quantidade da Eq.(3.4.24) que depende da rapidez Y. Vejamos,
entao, como se procede a evolucao dessa distribuicao.

Lembremos que Y = In(1/x) = In(P*/kT), onde P é o momentum longitudinal total
do hadron. Esta claro que, em qualquer valor de rapidez, todos os modos com momenta
longitudinais muito maiores do que kt devem ser incluidos na fonte. Se a rapidez do
hadron for aumentada de Y para Y + AY, alguns modos que anteriormente eram suaves
necessariamente tornam-se réapidos e, portanto, devem ser integrados para serem incluidos
na fonte, o que levara a uma modificacao na distribuicao de probabilidade. A teoria nesta
nova escala Y +AY é novamente definida pelas Eqs.(3.4.23) e (3.4.24) simplesmente fazendo
Y — Y + AY. A Figura 3.7 mostra uma interpretacao simples da evolucao em rapidez.
Nesta, o glion com rapidez Y’ é representativo dos modos semi-rapidos que sao integrados,
ouseja, Y <Y <Y +AY.

A derivagao da equagao de evolugao para Wy [p] nao sera apresentada aqui, porém pode
ser encontrada nos artigos originais [16,17,20-22, 24|, bem como em [19,58]. O resultado
mais importante para nos é que esta equacao pode ser escrita em uma formulagdo Hamil-
toniana em uma forma mais compacta, nao em termos de p, mas em termos do campo de

cor ay(z7,x) = AT (xz7,x). O resultado é a equacao JIMWLK (Jalilian-Marian, Iancu,
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McLerran, Weigert, Leodinov, Kovner) na forma Hamiltoniana

0 1/ ) b )
—Wyla| =—HWyla| = = ——x(x,y) ——— Wy ], 3.4.25
S Wrla) ol =5 | @ )y (3425
com
(e )—l/dQch (L4 VIV, — ViV, — Vi) (3.4.26)
X 7y_7r (27_(_)2 rTYyz 'Y xVz zVy)- S
Na equacao acima, ’ o '
_ (.TZ _ zz)(yz _ ZZ)
Kay= = (@—2)2(z —y)? (3.4.27)
e
Ve =V(x) =Pexp <ig/dx_oza(x_, m)T“) (3.4.28)

corresponde a uma linha de Wilson expressa na representacao adjunta.
Naturalmente, nesta representacao-«, o valor médio do operador O é obtido através da
integral

(Ola]), = / DaOla]Wyal. (3.4.29)

Para que se obtenha a evolucao do observével, efetua-se a derivagao da expressao acima
com respeito a Y. Como a tnica quantidade do integrando que depende da rapidez é a

distribuigao de probabilidade Wy [a], usa-se a Eq.(3.4.25) e o resultado é

9 1 5o 5
% (O)y =—(HO)y = <§/my Sat (@) " b(m,y)m0>y~ (3.4.30)

3.5 Hierarquia de Balitsky

Consideremos um projétil que consiste em um par quark-antiquark, um dipolo que se pro-
paga no campo de cor do alvo hadrénico. A matriz S correspondente é obtida como a média
em cor do produto das matrizes S individuais para o quark (com coordenada transversal x)

e o antiquark (com coordenada transversal y):
1
S(x,y; AT) = Ftr(ViVy). (3.5.31)
Aqui,
VI=Pexp (ig/dx_A:(x_,m)t“) (3.5.32)

onde o simbolo P denota o ordenamento em 2~ das matrizes de cor A} (2™, )t* no expoente,

da direita para a esquerda na ordem crescente dos seus argumentos xr—. A Eq.(3.5.32) é
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uma linha de Wilson (na representacao fundamental), ordenada na trajetoria, representada
pela trajetoria do dipolo.
A matriz S para o espalhamento dipolo-hadron é obtida efetuando a média sobre todos

os campos de cor no alvo, o que fornece

1
(Say) = (S(@9))y = 1 (0(VIVy)).- (3.5.33)
Para obtermos sua evolugao com a energia, substituimos O = S, na Eq.(3.4.30) e o resul-
tado ¢ P
8Y Y 27T/Ma:yz - :By>y + <S:1:zSzy>y} ; (3534)
onde )
May: = @ —y) (3.5.35)

(- 2)*(y — 2)°
e a; = ayN,. /7. Esta equacdo ndo é uma equacao fechada, mas a primeira equagao de uma
hierarquia infinita, a chamada hierarquia de Balitsky, pois a evolucao da funcao de dois
pontos das linhas de Wilson esta acoplada & evolucao da funcao de quatro pontos, que por
sua vez esta acoplada a de seis pontos e assim por diante. Tomemos, por exemplo, a segunda
equagao desta hierarquia, satisfeita pela fun¢do de 4 pontos no lado direito da Eq.(3.5.34).
Ela tem a forma

oy (SesSaly = g [ Mo (= (Sl + SS) Sy
5 | M (S (= (S + SewSun))y
+ %g‘—ﬂ /w Mays — Masw — Maya] (Quzuy + Qowsy)y {3.5.36)
onde .
Quzuy = 77 [tr(VIVAVEV)VIVA)) = tr(ViVy))] (3.5.37)

¢é o operador de quadrupolo, que ja torna a segunda equagao da hierarquia bastante com-
plicada. Contudo, como vemos, este termo possui um fator 1/N2, e portanto é suprimido
no limite de grande N.. Assim, neste limite, esta equacao é reduzida aos termos das duas
primeiras linhas da Eq.(3.5.36).

E importante notar que a hierarquia descrita acima foi obtida considerando a evolucao
do alvo (o CGC), mas também pode ser interpretada em termos da evoluc¢ao do projétil, o
que foi feito originalmente por Balitsky [25-27,59]. A evolugao é implementada realizando
uma transformagao de Lorentz (boost) no projétil, que evolui através da radiagao de gltons

(com pequeno x). No limite de grande N, no qual o projétil é uma colegao de N dipolos, sua
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evolucao consiste na separacao destes dipolos em dois novos dipolos, seguida pela interagao
do sistema final de N + 1 dipolos com o alvo.

(e) (f)

Fig. 3.8: Diagramas para o espalhamento de um tnico dipolo: (a) contribui¢ao de arvore;
(b,c,d) um passo na evolugao do projétil; (e,f) um passo na evolugao do alvo.

Nesta tese, estamos particularmente interessados na evolugao da amplitude de espalha-
mento, ao invés da matriz S. Assim, usando 7T, = 1 — Sz, a primeira equacao de Balitsky
para a amplitude de espalhamento tem a forma:

57 (Touly = 52 [ Moe [= Ty + Ty + Ty — (BT ] (3539

Na Figura 3.8, sao mostrados diagramas de Feynman que ilustram os processos contidos na
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Eq.(3.5.38) na perspectiva da evolugao do projétil. O processo de espalhamento é tomado na
ordem mais baixa da teoria de perturbacoes. O espalhamento entre o dipolo e o alvo comeca
com a troca de dois glions, como mostrado na Figura 3.8(a). Os diagramas 3.8(b) e (c)
representam as contribuigoes presentes na evolu¢ao BFKL (o termo virtual e o espalhamento
de um dos dipolos com o alvo, respectivamente) e o diagrama 3.8(d) descreve o espalhamento
simultaneo dos dois dipolos com o alvo, representado pelo termo quadratico na eq.(3.5.38).
Os diagramas 3.8(e) e (f) ilustram o espalhamento do ponto de vista da evoluc¢ao do alvo,
ou seja do CGC, e correspondem aos diagramas 3.8(c) e (d), respectivamente.

Observemos que o termo de espalhamento miltiplo é da ordem dos outros quando 7T ~
T, ou seja, quando T ~ 1. Assim, este termo é uma contribuicao obrigatoria proximo ao
limite de unitariedade e deve, portanto, ser levado em conta. No regime no qual as energias
sao relativamente baixas, o alvo consiste em um sistema diluido e temos o caso no qual o
espalhamento é fraco. Isto que implica em T' < 1 e, portanto, (T'T) < (T) < 1. Neste caso,
o termo que corresponde ao miultiplo espalhamento da Eq.(3.5.38) torna-se desprezivel e a

equagao para a amplitude de espalhamento dipolo-hadron reduz-se a equacao linear BFKL.

3.6 A equacao BK

A equagao de Balitsky (3.5.38) n@o é uma equacdo fechada para (Ty,), mas a primeira
equagao de uma hierarquia infinita. Para que seja obtida uma equacao fechada para a
amplitude de espalhamento de um dipolo, pode-se considerar que o alvo é suficientemente
grande e homogéneo. Neste caso, considera-se a aproximacao de campo médio (Tp.1sy), =
(Trz)y (Tay)y na Eq.(3.5.38). Chamando Ny (x,y) = (Tny)y, tem-se como resultado a

equagao abaixo:

O Ny (@) = 5 [ 2 Maye [Ny(2,2) + Nr(2,) — V(@) ~ Nr(@.2)Vr(2.9)
(3.6.39)
Esta expressao é a equacao de Balitsky-Kovchegov (equacgao BK) [25-29], que é a equacao
mais simples que pode ser obtida na QCD perturbativa que inclui tanto as contribuicoes
BFKL em altas energias como as corre¢oes de unitariedade.
Consideremos o caso no qual a amplitude Ny (x,y) independe do pardmetro de impacto
b = (x + y)/2 e depende apenas do tamanho do dipolo r = | — y|. Apds a integragao da
parte angular, e apods ser realizada a transformada de Fourier
Py e~k

Ny (k) = Ny (r)

o 2
* dr

_ / L Jolhkr) N (r), (3.6.40)
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obtém-se a equagao BK no espaco de momentum para a amplitude Ny (k = |k|)

Dy Ny () = %/uj_—’;y [ S p— (’Z B —aARE. (36

Esta equagao pode ser reescrita de maneira compacta [29]
N = ax(—0)N — aN?, (3.6.42)

onde y ¢ dado pela Eq.(3.3.19) e L = In(k?/k?), ko sendo uma escala fixa. O nucleo (3.3.19)

é um operador integro-diferencial que pode ser definido por meio da expansao em série

X(=0r) = x()1+ X (70)(—=9L — 1) + %x”(%)(—& — Y1)
1

+6X(3) (7o) (=0 —y01)* +. .. (3.6.43)

para um 7y, entre 0 e 1.

Recentemente Munier e Peschanski [30-32] mostraram que a equagao BK encontra-
se na classe de universalidade da equagao de Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (F-
KPP) [33]. Esta é uma equacdo conhecida na fisica estatistica de ndo equilibrio e sua
dindmica é utilizada para descrever muitos sistemas de reagao-difusao na aproximacao de
campo médio, e tem sido bastante estudada ha mais de 60 anos.

Esta reducao da equacao BK foi obtida ao se aplicar uma aproximacgao de ponto de sela
(conhecida também como aproximagao difusiva) ao niicleo (3.3.19), ou seja, ao considerar a
expansao (3.6.43) até a segunda ordem na derivada Jr, em torno de vy = %, apos a qual a
equacao BK fica

N = ax(—0,)N — aN?, (3.6.44)

X(=01) = x (%) + %x” (%) (—aL + %)2 : (3.6.45)

A mudanga de variaveis

com

t=xY, x~L, u(xt)o Ny(k), (3.6.46)
resulta na equacao FKPP para u(t,z) (ver Apéndice A):
ou(t,z) = O%u(t, z) + u(t,r) — u?(t, ). (3.6.47)

Sabe-se que esta equacao admite ondas progressivas como solugoes assintoticas, ou seja,
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a solugao u(x,t) para a equagao (3.6.47) adquire a forma u(x — v.t) de uma frente viajante
para grandes valores de t a uma velocidade critica v., sem deformagao (ver figura 3.9). A
seguir, faremos uma breve revisdo dos principais resultados provenientes da Eq.(3.6.47) e

em seguida abordaremos os aspectos relevantes relativos a equac¢ao BK (3.6.42).

u(z,t)

1 \
T

0 X(t3) "

X(ty) X(ts)

T

Fig. 3.9: Comportamento de ondas progressivas de u(t,x), solu¢ao de (3.6.47)

A solugao da Eq.(3.6.47) corresponde a uma superposigao linear de ondas [30-32]:

dy

u(t,z) = / L () exp {1 {ago + vt) + w()1}, (3.6.48)
c

onde w(v) é a transformada de Mellin do nicleo da equagdo, ou seja, 9% + 1, e define a

relacao de dispersao da equagao linearizada, x;, = * — vt é a posicao relativa da frente de

onda. Cada onda parcial cujo niimero de onda é v possui uma velocidade de fase

ve(7) = () (3.6.49)

fy
obtida pela imposigao de que o fator exponencial na Eq.(3.6.48) seja independente do tempo.

A velocidade de grupo é definida pelo ponto de sela 7. do fator de fase exponencial:

dw
v = e = ,. (3.6.50)
o

c

Basicamente, a verdadeira velocidade da frente depende da competicao entre as singularida-

des de ug(7) (a transformada de Mellin da condigao inicial u(t = 0,2)) e o ponto de sela do

fator de fase. Supoe-se que u(t = 0, x) seja uma fungdo monotonica que conecta de forma su-
Tr— 00

ave 1 e 0 quando z vai de —oo até 0o, com comportamento assintotico u(t = 0,x) “~" e 7.

No caso onde vy > 7., tem-se que a solugao ¢é levada ao comportamento critico corres-
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pondente a ondas progressivas para tempos grandes,

t—o00

u(t,x) ~ e et (3.6.51)

e o expoente critico 4. corresponde a uma onda que possui uma velocidade de fase minima

igual a velocidade de grupo

w(ye) _ dw
e o dy

Ve =

(3.6.52)

Ye

Esta discussao pode ser traduzida em termos da QCD através da equagdao BK. Aqui,
assim como em todos os capitulos seguintes, nos concentraremos apenas no caso no qual
a constante de acoplamento forte a, é fixa. Como vimos anteriormente na discussao da

equagao BFKL, a solugao da parte linear da Eq.(3.6.42) é dada por

d _

Ny (k) = / DY (y)eritanty. (3.6.53)
c 2

onde L faz o papel da variavel espacial x. Para a determinagao da quantidade analoga a

velocidade de grupo v,, pode-se comparar a Eq.(3.6.53) com (3.6.48) e vé-se que a relacdo

de dispersao é dada por
w(y) = asx(7)- (3.6.54)

A velocidade de fase possui um minimo em .. A partir das Eqgs.(3.6.50) e (3.6.52), 7. ¢ a
solucao da equagao implicita
7eX (e) = X(%e), (3.6.55)

o que implica em v, = 0,6275.... Neste ponto, deve-se analisar a condic¢ao inicial Ny(7),
que deve ser tal que N (Y = 0,k) ~ k? para grandes valores de L, ou seja, deve satisfazer
a propriedade de transparéncia de cor. Isso corresponde a 79 = 1. Assim, tem-se que
Y. < Y €, portanto, uma situagao similar a discutida anteriormente para o comportamento

assintotico de u(t, ) da equagdo FKPP. A velocidade critica da frente de onda é

Ve = Qg ) (3.6.56)

o que corresponde a selecao da onda mais lenta possivel. Para o ntcleo de ordem dominante
(3.3.19), obtém-se v, = 4.88a,. Usando-se a aproximacao difusiva para o nicleo BFKL,
descrita anteriormente, é possivel chegar a uma expressao para a solugao assintoética para

a equagao BK independente do parametro de impacto. Em particular, para a cauda da
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amplitude, obtém-se

S () vl on [P,

Na expressao acima, Qs(Y') € a escala de saturacgao, a qual mede a posigao da frente de onda.
Mais precisamente, ¢ Ly(Y) = log(Q?/k2) = v.Y que mede a posigao da frente. Um calculo
mais detalhado permite a extragao de duas corre¢oes subdominantes adicionais, resultando

na escala de saturagao [30-32]

3 3 27 1
QYY) =kiexp | v.Y — log(Y)— = —————= ] - 3.6.58
)=k 2 ) " e v (36.58)

10

0.1

&~ 0.01

0.001

le-04

le-05

15 20 25
log(k?)

Fig. 3.10: Comportamento de onda viajante da equacdao BK através de uma simulagao
numérica [60] para valores de rapidez Y = 0,5, 10,15, 20, 25.

E importante saber que, na realidade, a utilizacdo da aproximacio difusiva é apenas
uma maneira mais direta de verificar essas propriedades da equagao BK [60], pois é possivel
provar a existéncia de ondas progressivas mesmo para equacoes mais complicadas que a
FKPP, com ntcleos mais complicados que 9% + 1. Na figura 3.10 é apresentado o resultado
de uma simulac¢do numérica da evolugao em rapidez da equagdo BK [60]. Pode-se ver que
a amplitude de espalhamento apresenta um comportamento assintético similar ao represen-
tado na Figura 3.9 para u(z,t): para valores assintoticos da rapidez ela viaja para valores
cada vez maiores de L, mantendo a sua forma.

Consideremos agora o limite de nosso interesse, ou seja, o de altas energias, que corres-
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ponde a valores muito grandes da rapidez Y. Neste limite, o expoente em (3.6.57) tende a

zero e portanto a exponencial tende a 1, levando a uma amplitude

N (6 Y) V22N (Q;(QY)) E20: (Q g’“:y))% log ( Q;(QY)) | (3.6.59)

a expressao acima mostra que, para valores assintoticos da rapidez, a amplitude N (k,Y)
deixa de depender separadamente de k e Y e apresenta uma dependéncia apenas na variavel
de escalamento k?/Q*(Y).

A equagao (3.6.59) possui uma propriedade interessante. Ela mostra que a amplitude,
em altas energias, nao depende separadamente das variaveis k e ()5, mas apenas da razao
entre elas, ou seja, apresenta o escalamento geométrico. Essa propriedade expressa o fato
de que quando se move ao longo da linha de saturacao, o comportamento das amplitudes
de espalhamento permanece invariavel.

A saturacao introduz naturalmente a escala (05 que fornece um corte infravermelho que
resolve o problema de instabilidade no infravermelho da equacao BFKL. As corregoes subdo-
minantes em (3.6.57) também possuem um papel importante. O tltimo termo introduz uma
dependéncia explicita da rapidez Y e, portanto, viola o escalamento geométrico. Contudo,

este termo pode ser desprezado quando

log” (k2 /Q(Y))

<1
2ax"(7e)Y

Isto significa que o escalamento geométrico é obtido para

log (K*/Q%(Y)) S V2X"(7e)aY,

ou seja, em uma janela que estende-se Y acima da escala de saturacao. Assim, em altas
energias, as conseqiiéncias da saturacao podem ser observadas arbitrariamente longe, na

cauda diluida, onde Ny (k) é muito menor que 1.

3.7 Para além das equacgoes de Balitsky-JIMWLK: as

flutuacoes

3.7.1 As equagoes de lagos de pomeron

Vimos nas secoes anteriores que as equagoes da hierarquia de Balitsky, também chamadas
de equagoes de Balitsky-JIMWLK, para as amplitudes de espalhamento sao obtidas quando

¢ considerado o espalhamento entre um dipolo e um alvo denso, cuja fun¢ao de onda é
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descrita pelo formalismo do CGC. Como foi observado, essas equagoes (ver por exemplo,
Eq.(3.5.38)) possuem uma ampla regiao de validade, desde o regime diluido, no qual 7" <
1, onde temos o dominio da evolugao BFKL, até o regime de altas densidades, no qual
T ~ 1 e os efeitos nao lineares (efeitos de saturagao ou corregoes de unitariedade) tornam-
se importantes. Entretanto, as equagoes de Balitsky-JIMWLK nao incluem as chamadas
flutuagoes no nimero de glions, cuja importancia foi apenas recentemente descoberta |38,
61-63]. Basicamente, a equa¢ao JIMWLK, em sua esséncia, nao leva em conta as divisoes de
pomerons (apenas fusdo), importantes no limite de densidade pequena, ou seja, no regime
diluido.

Diante da constatacao da importancia das flutuagoes na evolucao para o regime de altas
energias, concluiu-se que as equacoes de Balitsky-JIMWLK estao incompletas. As novas
equagoes, obtidas por lancu e Triantafyllopoulos [38], incluem tanto fusdo como a divisao
de pomerons, e por isso sao chamadas de Equacoes de Lacos de pomeron.

Para entendermos essas novas equagoes, consideremos o espalhamento entre um alvo
denso e um projétil composto por 2 dipolos. Alguns diagramas relativos a esse espalha-
mento sao mostrados na Figura 3.11. A partir da Eq.(3.5.36), é facil ver que a evolugao
de <T(2)> envolvera termos de mesma ordem e termos nao lineares, ou seja, amplitudes de
espalhamento para 3 dipolos <T(3)>. Tais termos sao representados, respectivamente, pe-
los diagramas 3.11(b) e (c) (evolugao do projétil) ou 3.11(d) e (e) (evolugao do alvo). O
diagrama 3.11(a) corresponde & contribuigao do tipo arvore.

Nas Figuras 3.11(f) e (g) sao mostrados dois diagramas de mesma ordem em oy que
os diagramas para evolucao linear (Figuras 3.11(b) e (d)). O diagrama 3.11(f) é correta-
mente incluido na versao completa das equacoes de Balitsky-JIMWLK, porém, no limite de
grande N, torna-se uma contribui¢do subdominante. O diagrama de flutuagao 3.11(g), que
corresponde a uma divisao de pomeron, ou fusao de pomeron, dependendo da perspectiva
na qual enxergamos a evolugao, nao esta presente no formalismo de Balitsky-JIMWLK. Na
linguagem de dipolos, esse diagrama pode ser obtido a partir da divisao de dipolos dentro
do alvo (diluido), como mostrado na Figura 3.12. Naturalmente, essas flutuac¢oes no alvo
sao completamente ignoradas quando ¢é realizada uma aproximacao de campo médio, ou
seja, quando consideramos a equacao BK, vélida quando o ntimero de particulas no alvo é
muito grande.

Na aproximagao de grande N, e no nivel de troca de dois glions, o novo termo, re-
presentado pelo diagrama acima, foi calculado por Iancu e Triantafyllopoulos [38] e aqui
apresentaremos alguns dos principais passos [60]. E importante frisar que espera-se que as
flutuagoes sejam importantes quando o alvo é ainda diluido, o que é sempre o caso para
dipolos com tamanhos suficientemente pequenos. Nesse caso, o alvo pode ser considerado

como uma superposicao de dipolos e o gliion no canal s no diagrama de flutuacao pode ser
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Fig. 3.11: Diagramas para o espalhamento de um par de dipolos: (a) contribui¢ao de
arvore; (b, ¢) um passo na evolugao do projétil; (d, e) um passo na evolugao do
alvo; (f) um diagrama suprimido para grande N.; (g) o diagrama que falta, de
ordem dominante tanto em «, como em N,.

considerado como emitido através de uma divisao de dipolo no alvo, como representado na

Figura 3.12. Como é considerada a aproximacao de troca de dois glions, a amplitude de
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Fig. 3.12: Para um alvo diluido, o diagrama de flutuagao pode ser obtido a partir da divisao
de um dipolo no alvo.

espalhamento esta relacionada com a densidade de dipolos através da férmula

<Twy> = ag AO(my|u’v) <nu'v> . (3760)

uv

onde Ag é a amplitude de dipolo-dipolo no nivel de troca de dois glions

Lo [(@—u)?(y —v)?
A = - In® : 3.7.61
olavien) = g [ £t (370D
Essa relagao pode ser invertida e obtém-se
(May) = 04;2 ViVZ (Teey) -
a nova contribuicao para a evolugao de <Ta(§)yl;m2y2> é, portanto,
1as ras\2
2 . s s

aY <T€E=1)yl;m2y2>‘ﬂut o 5% (%) (3762)

Moz Ao(T1y1|[uz) Ao (22| 20) V2 V3 (Tuw) + (1 < 2),
wvz

que se torna da mesma ordem que a contribuigago BFKL quando 7% ~ 2T, ou T' ~ a?,
ou seja, no regime diluido. Embora isso pareca irrelevante para a fisica de saturagao, é
importante lembrar que, devido a transparéncia de cor, a amplitude se torna arbitrariamente
pequena para tamanhos pequenos de dipolos. Assim, mesmo para alvos densos, ha sempre
uma regiao do espago de fase na qual o sistema é diluido e sua evolugao governada por
efeitos de flutuacoes.

Nossa discussao tem sido até agora centrada na equacao de evolucao para <T(2)>, mas,
como tem-se uma hierarquia infinita de equagoes, é importante generalizar um pouco e con-
siderar a evolugao de <T(j )>, que é a amplitude de espalhamento de um projétil que contém

7 dipolos. Essa evolugao contém trés contribuigoes: um termo linear BFKL proporcional a
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<T(j)>, um termo negativo de saturagao proporcional a <T(j“)> e um termo de contribui-
¢ao das flutuacoes, proporcional a <T (j_1)>. De uma maneira mais simples, sua estrutura

(suprimindo as coordenadas transversais) tem a forma

o(TW))
Y

| | o |
= ja, (TVY) — ja, (TU) 4+ % g o (TU-D), (3.7.63)

O ponto crucial nessa discussao é que é possivel mostrar [38, 60, 64| que essa hierarquia

infinita para as amplitudes médias pode ser reescrita como uma tnica equacao de Langevin:

1 0Ty 1
— Ton, A rYz T:r:z Tz _Ta: _Tszz
20— o [ Mo [T 4 Ty = Ty~ TusT)
as |1 |lu — v
— = ———— \/V2V2T 0 Vauvzy, 3.7.64
S5 [Aevluz) =l VAT vy (3760
onde Vyqzy € um ruido branco Gaussiano, que satisfaz
<V'u.vz;Y> =0 (3765)
<V’u,1'l}121;YVu2’Uzz2;Y’> - 5u1025v1u25z1226(d/sy — dsyl) (3766)

e todas as outras correlagoes se anulam.

A nova hierarquia gerada pela inclusao do termo de flutuacao possui uma dependén-
cia do plano transversal muito mais complicada que a hierarquia de Balitsky-JIMWLK. E
possivel simplificar o problema realizando uma aproximagao local na amplitude do espalha-
mento dipolo-dipolo Ay. Assume-se que dois dipolos interagem apenas se tiverem o mesmo
tamanho e se seus centros de massa sao suficientemente préoximos de modo a permitir uma

sobreposicao dos dois dipolos, tem-se
(Tay) = ko |@ — y|4 (Nay)

onde k é um fator de ordem 1. Uma segunda aproximagao possivel se refere a dependéncia
no parametro de impacto [38]. Apo6s uma transformada de Fourier do tamanho do dipolo
r = | — y| para 0 momentum k e considerando independéncia no parametro de impacto, a

hierarquia toma uma forma simplificada. Para as duas primeiras equagoes, tem-se

O (1) = ao(=9,) (i) — . (T3)

Oy <T1§12)k2> = asx(—0,) <Tk(12)k2> — Qg <Tk(i)k1,kz2> + (1 2)
+ a,ked K{O(kY — k) (Th,)
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onde p; = log(k?/k2). Essa forma simplificada da hierarquia de equagoes para as amplitudes

de espalhamento também pode ser reescrita na forma de uma equagao de Langevin

O T(p) = a |X(=0,)T(p) = T(p) + v/kaZT(pIn(p,Y)| (3.7.67)

onde 17 é um termo de ruido que satisfaz

(n(p,Y)) = 0,
A (3.7.68)
(n(p1, Y1)n(p2, Y2)) = 55(P1 — p2)d(Y1 — Y3).

Esse termo, sendo local, é mais simples do que aquele para o caso geral, (3.7.64). A equagao
acima ¢ estocastica e descreve um formalismo evento-por-evento. Cada realizagao do termo
de ruido corresponde a uma evolucao particular do alvo e pode-se mostrar que, apos a média
sobre todas elas ser efetuada, a hierarquia para a evolugao de <Tk > é recuperada.

E importante observarmos que, formalmente, a Eq.(3.7.67) ¢ a equacio BK com um
termo de ruido adicional. Se, da mesma maneira que para a equacao BK pura, for realizada
a aproximagao difusiva descrita na Se¢ao anterior, e uma mudanga de variaveis (ver Apéndice
A), chega-se a equacao FKPP estocastica (sFKPP) [37,65], que consiste em adicionar um

termo de ruido a equagao FKPP, que surge quando deve-se considerar efeitos de discreteza:

2
Ou(z,t) = O2u(x,t) + u(w,t) — u?(x,t) + N u(z, t)n(z,t).
Quando o numero de particulas N torna-se muito grande (o que na QCD corresponde a
a? — 0), a aproximagao de campo médio ¢ justificada e a equacaio FKPP (néo estocéstica)

é valida.

3.7.2 Resultados a partir da sFKPP e conseqiiéncias para a QCD

A equacao sFKPP tem sido bastante estudada no que diz respeito a problemas em fisica
estatistica, tanto por métodos numéricos como analiticos, com resultados que descreveremos
de forma breve e adaptaremos ao nosso problema relacionado com a QCD.

Um dos resultados mostrados pelas simulagoes numéricas é que, para um nimero N
de particulas grande (e finito), a frente gerada se propaga com uma velocidade assintotica
vy que € menor do que a velocidade correspondente vy para a equacao FKPP. Além disso,
quando N cresce, a convergéncia de vy para vy é extremamente lenta: vy — vy ~ 1/ In? N

quando N > 1. Para o problema correspondente da QCD isso implica na seguinte depen-
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déncia em Y da escala de saturacao:

dps(Y) ¢
~ T 2(1)a2)

quando «; < 1, (3.7.69)

Assim, quando «y diminui, o ezponente de saturacao vi converge apenas lentamente para
seu respectivo valor de campo médio (3.6.56).

Devido as flutuagoes inerentes no termo de ruido, realizagoes diferentes da mesma evolu-
¢ao levam a um conjunto de frentes que possuem a mesma forma, mas sao deslocadas umas
das outras ao longo do eixo p. Isso quer dizer que a posigao p, = In(Q?/k3) da frente ¢ uma
variavel aleatoria, caracterizada por um valor médio (ps(Y)), o qual, para Y grande, cresce
de acordo com a Eq. (3.7.69) (j& que esse é o comportamento assintdtico comum a todas as
frentes do conjunto), e também por uma dispersao o = (p?) — (ps)?, a qual espera-se que
cresca linearmente com Y : 0%(Y) ~ a,DY. A partir de simulagoes numéricas, mostrou-se
que o coeficiente de difusdo D escala como 1/In* N quando N > 1. Para a QCD, isso

implica em:

D
~ In’(1/a2)

que se anula, como esperado, quando ay — 0, mas apenas muito lentamente.

Dy, quando «, < 1, (3.7.70)

Os resultados da equagao SFKPP sao consistentes com estudos dos modelos estocésticos
de particulas cuja aproximacao de campo médio ¢ a equacao FKPP. Nesse contexto, Brunet
e Derrida [66] explicaram o escalamento 1/In* N da correcio da velocidade da frente vy — vy

para grande IV, permitindo o célculo do coeficiente C. Traduzindo para a QCD, tem-se:

\ 9" (Ve)

vE o~ v, — T2 (1/a2)’ quando a, < 1. (3.7.71)

c

Na QCD, o coeficiente C = 72v5X"(70)/2 ¢ numericamente grande, C ~ 150.

3.7.3 O escalamento difusivo

Vimos anteriormente que, devido as flutuagoes, diferentes realizacoes do alvo levam a fren-
tes com posicoes p, distintas. E importante frisar que essas frentes, mesmo na presenca
de flutuagoes, apresentam padrao de ondas progressivas, ou seja, apresentam escalamento
geométrico, assim como as solugoes da equagao BK. Veremos, no entanto, que quando efetu-
amos uma meédia sobre todas as realizagoes, o que agora significa uma média sobre todas as
posicoes das frentes de onda, o comportamento assintotico da amplitude de espalhamento
(T'(p)) torna-se completamente diferente.

Consideremos a amplitude de um tnico evento, T" e trabalhemos numa notacao no espaco

de coordenadas, de modo que p = In(1/r?k?). Essa amplitude, para uma dada realizacao,
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possui um momentum de saturacao ps(Y) e satura ao valor ' = 1 na regido atras da frente
formada. Além disso, a partir de resultados provenientes da equagao FKPP [67], a amplitude
toma a forma de escalamento T(p,Y) ~ €7(P=P<) em um intervalo finito em p — p, adiante
da frente, ou seja, a frente é compacta, diferentemente da solugao da frente da equacao BK,
que estende-se até distancias p — ps ~ VY (janela de escalamento geométrico), e portanto,
sua espessura cresce com a rapidez.

Para o que vira adiante, é suficiente descrever o comportamento de T" através da seguinte
interpolagao:

1 para p < ps
T(p.ps) = (3.7.72)

exp [—e(p — ps)]  para p > p;.

Recentemente, Marquet, Soyez e Xiao [68] mostraram que os valores de p, sao distribuidos,

com uma boa aproximacao, de acordo com uma densidade de probabilidade Gaussiana

\/% ox [_([)S_UM] , (3.7.73)

onde (p,) ~ v}Y e 0% ~ Da,Y, como visto anteriormente. A amplitude média (T") &, entao,

PY(IOS) =

determinada através da férmula

o

(T(p, {p)) = / dps P(p) T(p ). (3.7.74)

—0o0

Usando as Eqgs.(3.7.72) e a Eq.(3.7.73) pode-se mostrar que

(T) = %Erfc (g) - %exp <7§402 — yoz) [2 — Erfc (g — 7;0)} : (3.7.75)

onde z = p — (ps) e Erfc(x) é a fungao erro complementar:

( 2
2— % para r < —1
Erfe(z) = (1 para = =0 (3.7.76)
2
\ eXIi/(%; ) para x > 1.

O primeiro termo do lado direito da Eq.(3.7.75) vem da parte de saturacao da Eq.(3.7.72)
enquanto o segundo termo vem da parte descrita pelo decaimento exponencial da mesma.
Consideremos duas situacoes interessantes:

(i) Baixas energias, ou 0 < 1/7.. Neste caso, a amplitude mantém o perfil de um tnico
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evento, exceto no pequeno intervalo |z| < o, onde ela é mais suave:

(T(2)) = 1 para z < —0 (3.7.77)

e **  para z> 0.

Nesse regime, o escalamento geométrico se manifesta no nivel das amplitudes médias, si-
tuagao similar a aproximacao de campo médio, exceto pelos fatos de que a frente agora é
compacta e possui uma velocidade menor.

(ii) Altas energias, ou seja, o > 1/7.. Neste caso, o primeiro termo da Eq.(3.7.75)
domina em todas as regioes, exceto a distancias extremamente grandes adiante da frente,
tais que z 2 .02, Por exemplo, no intervalo o < z < 7,02, no qual a amplitude média é

pequena, obtém-se

(T(2)) =~ — 0{1+ 2 }622/"2. (3.7.78)

N V02
Por outro lado, para valores muito grandes de p, tais que z > ¢2, a contribuicdo dominante

para a amplitude média vem da segunda parte da Eq.(3.7.72), ou seja, da cauda exponencial

em (3.7.75). Tem-se, assim,

(T'(2)) =~ exp(—7.z) exp (%:2> : (3.7.79)

A expressao para a amplitude média toma, em altas energias, a seguinte forma:

7)) = %Erfc(z/a) para —00 < 2 <K .02 (3.7.80)
~e para v.0° < z.

Nessa tltima expressao, consideramos um perfil mais realistico, de modo que a cauda ex-
ponencial, para muito grandes valores de z, seja determinada pela parte de transparéncia
de cor. A partir da expressao acima, tem-se que, quando z < 7.02, o perfil da amplitude
média nao possui nenhum vestigio de 7. e muito menos do escalamento geométrico. Em
vez disso, ela obedece um novo tipo de escalamento: escala como uma fungao de z/o, o
chamado escalamento difusivo.

Neste Capitulo foram revisadas algumas das principais propriedades da evolucao das
amplitudes de espalhamento no formalismo de dipolos. Nos préximos capitulos essas propri-
edades serao utilizadas em aplica¢oes fenomenologicas, mais especificamente ao DIS elétron-
proton, e abordadas novamente em um outra perspectiva, a de um modelo unidimensional

para o espalhamento na QCD em altas energias.



Capitulo 4

Fenomenologia aplicada ao DIS:

formalismo de dipolos

Neste capitulo abordaremos algumas aplicagoes fenomenologicas ao DIS, mas especifica-
mente ao DIS no referencial de dipolo, o qual permite que o processo seja escrito de forma
fatorizada. Dentro deste formalismo, faremos uma breve revisao de alguns modelos para
a secao de choque de dipolo e desenvolveremos o modelo fenomenologico AGBS, o mais
recente proposto na literatura, que permite escrever a se¢ao de choque de dipolo através
de uma anélise no espago de momentum. Compararemos nossos resultados com os obtidos

pelos outros modelos, todos desenvolvidos no espaco de coordenadas.

4.1 DIS no referencial de dipolo

Consideremos a colisao entre um féton virtual e um proéton em altas energias, ou seja pequeno
x. Vimos que, em pequeno z, o foéton virtual sonda um quark que é tipicamente um quark
de mar que é emitido pelos glions com pequeno x no préton. E conveniente separar essa
emissao de quarks da funcao de onda do préton através de uma mudanca de referencial
no qual vemos o processo. Este novo referencial-chamado de referencial de dipolo— pode
ser obtido realizando uma transformagao de Lorentz (boost), de modo que a maior parte
da energia ainda é carregada pelo proton, mas o féton possui energia suficiente para se
dissociar, bem antes do espalhamento, em um par quark-antiquark ¢g, um dipolo de cor, o
qual entao interage com o préton. Este processo é representado na Figura 4.1.

Mais especificamente, esse referencial é descrito, usando as coordenadas do cone de luz,
por
QQ

PM:(\/§P7070)7 qll:<_2_’
q

0,q7) (4.1.1)

onde ¢, > @, mas com «a,1n(qg/Q) < 1. Pode-se mostrar que o tempo de vida do par ¢qG é
muito maior que o tempo de colisao, de modo que suas coordenadas transversais permanecem

‘congeladas’ durante a interagao com o préton.
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: / |
VWY

Fig. 4.1: llustragao da transformacgao de Lorentz levando do referencial de Breit para o
referencial de dipolo.

Chamando de & e k' 0s quadri-momenta do quark e do antiquark do par, respectivamente,

tem-se

2
Kt = (2R_,n,zq_), (4.1.2)
zq

K = (ﬁ,—n,(l—z)q_), (4.1.3)

onde z e (1 — z) sdo as fragoes de momentum do foton carregadas pelo quark e antiquark,
respectivamente. Para calcular o tempo de formagao do dipolo At e, deve-se calcular a

diferenca de energia entre o par ¢g e o féton virtual. A energia do par é

(k+ )T+ (k+K)™ 1 _ K2
Eqq = NG = E (q + m) ; (4.1.4)

e a energia do féton virtual é obtida analogamente,

v 2
E,. = % - % (q— _ %) . (4.1.5)

Assim,

AE = Epyr — B =

1 K,2 Q2
NACEIE e 2q_> 10
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Para k* < 2(1 — 2)Q? (48],

AE ~ @’ : (4.1.7)
V2q~
Usando 0 Pog V3P
T=oa VE L ST (4.1.8)
tem-se que
AE ~ Q—2 = PQ” = 2Px. (4.1.9)
V2g- My
Finalmente, o tempo de formacao do par é estimado através da formula
At form ~ & ~ ﬁ. (4.1.10)

Como z < 1, temos que o tempo de formacao do par é muito maior que o tempo da colisao,

1
Atfo,«m > Ateor ~ F (4111)

Equivalentemente, pode-se dizer que o dipolo viaja uma longa distancia [ ~ 1/2Px antes
do espalhamento com o alvo.

Esta representacao fisica é expressa numa féormula fatorizada para as segoes de cho-
que a}’*f (e portanto, para a secao de choque total o7'?). Estas sio dadas pela seguinte

convolugao:

1
a}f(@z,Y) = /d2r/0 dz !@T,L(r,z;Qz)fadip(r,Y), (4.1.12)

onde [Ur. 1 (r, z; Q2| sdo as funcdes de onda do foton (transversal e longitudinal) que forne-
cem as densidades de probabilidade para um féton se separar em um dipolo com tamanho
transversal r. Estas podem ser calculadas na Eletrodindmica Quéantica (QED) perturba-
tiva [69, 70| e suas formas explicitas sao

WU, 2 QY = 2N Qe Zeg {[z2+ (1 = 2)?] Q2K (Qqr) + mIKG(Qqr)§4.1.13)

472
242 2Ncotem 2 2.2 27-2( A
Wr(r,z; Q)" = erq [4Q%2*(1 — 2)?K2(Qqr)} (4.1.14)
q
onde Q, = z(1 — 2)Q? + mg, mg ¢ a massa do quark com sabor ¢ e Ky ; sao as funcoes de

McDonald de ordem zero e um, respectivamente.

A fungao o4, ¢ a secao de choque total da interacao dipolo-préton, e é dada, através do
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Fig. 4.2: Representacao do DIS no referencial de dipolos em termos das varidveis envolvi-
das: o tamanho do dipolo r, o pardmetro de impacto b e as fragoes de momentum
carregadas pelos constituintes do dipolo.

teorema Optico, por

Gain(r, V) = 2/d2b (T(r,B), | (4.1.15)

onde (T'(r,b)), ¢ a amplitude de espalhamento para um dipolo cujo tamanho transversal
¢ dado pelo vetor r = * — y, em um dado parametro de impacto b = wTer A Figura 4.2

ilustra a interacao do dipolo com o préton, apresentando as variaveis envolvidas no processo.

4.2 Secao de choque oy, : fenomenologia

Como as formas explicitas das fungoes de onda do féton virtual sao conhecidas, resta-nos ter
uma expressao para a secao de choque dipolo-préton. Diferentes modelos tém se mostrado
muito eficientes na descricao dos dados do DIS.

Aqui, faremos uma breve revisao de dois destes modelos, o chamado modelo GBW
[71,72], e sua extensao a analise DGLAP, resultando no modelo de saturagdo BGBK [73,74],
e o modelo IIM [75] (ou ajuste CGC). Em seguida descreveremos em detalhes o modelo
AGBS [76], o foco deste capitulo. Outros modelos que também descrevem com sucesso os
dados do DIS podem ser encontrados na literatura. Estes incluem o modelo de Forshaw e
Shaw [77-79|, baseado nas idéias da teoria de Regge combinadas com a idéia de saturagao,
o modelo de McDermott, Frankfurt, Guzey e Strikman [80], bastante proximo ao modelo
BGK, e a anélise feita por Kowalski, Motyka e Watt [81], que leva em conta o problema da
dependéncia no parametro de impacto da amplitude de espalhamento.

Os modelos GBW e IIM consideram que a amplitude de espalhamento nao depende do
parametro de impacto b, o que é uma suposicao razoavel em altas energias. Neste caso, o

proton ¢ tratado como um disco homogéneo de raio R, e a se¢ao de choque dipolo-préton em
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(4.1.12) torna-se proporcional & amplitude de espalhamento através da relagao (r = | —y|)
oy (rY) =21 R2 (T(r))y . (4.2.16)

Vimos na Sec¢ao anterior que a fungao de estrutura do préton Fy pode ser escrita em termos

da segao de choque v*p através da formula

|

4200,

Fy(x, Q%) = o7 (2, Q) + 0] (2, Q%)
Assim, através das equagoes (4.1.12), (4.1.13), (4.1.14) e (4.2.16), é possivel expressar Fy

em termos da amplitude de espalhamento (T'(1)),:

Q2R2

27TOéem

By(z,Q%) = /d2 / dz {|Ur(z,7) + [V (z,7) P} (T (4.2.17)
E importante observar que a amplitude de espalhamento depende do tamanho 7 do dipolo,
ou seja, é expressa no espaco de coordenadas. Esta é uma caracteristica comum aos modelos
GBW e IIM, descritos a seguir.

4.2.1 O modelo GBW

O modelo de saturagao desenvolvido por Golec-Biernat e Wiisthoff, ou modelo GBW [71,72],
¢ um modelo fenomenologico que incorpora de uma maneira simples elementos basicos da
fisica de saturacao. Este modelo esta contido na seguinte parametrizacao para a secao de

choque de dipolo:
Oaip(z,7) = 00 (T(1))y = 09 (1 -~ e—”@?@)/“) : (4.2.18)

onde Q,(x) = Q3(zo/x)*, Qo = 1 GeV e 0y, 79 e \ sdo parametros livres, extraidos a partir
do ajuste aos dados de HERA para F; em pequeno .

A Eq.(4.2.18) interpola entre o regime de transparéncia de cor (o4, o< %) para pequenos
tamanhos de dipolos e limite de disco negro (o4, =~ 0¢) para grandes tamanhos de dipolos,
com a transi¢do entre estes regimes ocorrendo em uma escala 7 ~ 1/Q,(x). Contudo, o
modelo ignora algumas propriedades da evolugao na QCD tanto no regime diluido, onde
ele falha em descrever a violacao do escalamento de Bjorken, como na transi¢ao para a
saturacao, onde a transparéncia de cor é modificada pela evolugao BFKL ja para pequenos
dipolos r < 1/Qs(z).

O modelo GBW fornece um ajuste muito bom aos primeiros dados de HERA para
o7’? para x < 0.01 e para valores pequenos e intermediarios de Q? (até em torno de 100

GeV?). Os valores dos parametros obtidos a partir do ajuste original sao oy = 23 milibarns,
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A= 0288 ¢ xg = 3.04 x 107* [71,72]. Tanto para a fungao de estrutura F, como para a
fungao de estrutura difrativa FP este modelo reproduziu os dados de HERA com bastante
SuCesso.

Com o advento de dados de HERA mais precisos, este modelo precisou ser aperfeigcoado
para fornecer uma descricio melhor de F, em valores de virtualidade do foton Q% > 20
GeV?2. Isto foi feito por Bartels, Golec-Biernat e Kowalski [73,74], incorporando ao modelo
de saturagao uma densidade de glions que evolui de acordo com as equagoes de evolugao

DGLAP, o que aperfeicoa a parte de pequeno r da se¢ao de choque de dipolo. Esta é dada

Gdip = 00 {1 —exp (—”2720‘5(“2)939(‘%’ ”2)) } , (4.2.19)

300

por

o que recupera o resultado conhecido na QCD perturbativa que para dipolos com tamanhos
pequenos a secao de choque de dipolo é proporcional a distribuicao de gltions com a escala
u? ~ 1/r%. A distribuicio de gltions evolui com a escala de acordo com as equacgoes DGLAP
em ordem dominante. O comportamento da segao de choque (4.2.19) em grande r nao é
modificada em relagao ao modelo GBW.

O modelo BGBK foi utilizado para a descricao dos dados de HERA para a funcao de
estrutura Fy, bem como para fazer predi¢oes para as contribuigoes de quarks pesados F5¢ e
FZZ’B. Foram obtidas boas descri¢goes para os dados, bem como apresentadas predigoes para

a funcao de estrutura longitudinal F7, e funcao de estrutura difrativa.

4.2.2 O modelo ITM

O modelo proposto por Iancu, Itakura e Munier [75|, também chamado de modelo IIM ou
ajuste CGC, foi originalmente utilizado para reproduzir os dados de F; no regime cinemaético
x < 0.01 e Q% < 50 GeV2. Os parametros livres neste modelo sdo exatamente os mesmos
do modelo GBW, ou seja, 09 = 27 R2, z9 € \.

A amplitude de espalhamento dipolo-préton, que entra na Eq.(4.2.16), é expressa da

seguinte maneira,

In(2/rQs)
T (%)Q[WF ] para Qs <2

(4.2.20)
1 — e—aln*(rQs) para 1@, > 2.

(T'(r))y =

A primeira expressao de (4.2.20) é obtida a partir da analise da equagao BFKL com
uma condi¢ao de contorno na linha de saturagao, enquanto a segunda expressao é obtida a
partir da equacdo BK [82-84] ou mesmo a partir do formalismo do Condensado de Vidros
de Cor (CGC) [23]. Os parametros a e b sao fixos de modo a garantir que a amplitude e

sua derivada sejam continuas em r@Q; = 2 e, no artigo original, 7. e K = X" (7.)x(7.) foram
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fixados nos seus valores obtidos a partir do nticleo BFKL em ordem dominante, 7, = 0.6275
e k = 9.9. A amplitude T} foi variada entre os valores 0.5 e 0.9, o valor 0.7 fornecendo
bons resultados do ajuste. Na analise original, o ajuste aos dados de HERA nao incluem
contribuigbes dos quarks pesados. Apenas recentemente [85] o modelo IIM foi aperfeigoado
com a inclusao dos quarks pesados (charm e bottom).

A parametrizacao do modelo IIM para a amplitude de espalhamento, e conseqiientemente
para a secao de choque de dipolo, também foi usada para outras aplicagoes fenomenologicas,
tanto para a fisica de HERA como de RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider).

4.3 O modelo AGBS

Tanto o modelo GBW como o IIM incorporam comportamentos esperados para a se¢ao
de choque de dipolos. Em particular, o modelo IIM fornece uma parametrizacao para a
amplitude de espalhamento completamente baseada na QCD perturbativa, reproduzindo o
seu comportamento nos regimes diluido e saturado.

Como vimos no Capitulo 3, o comportamento assintético das solugoes da equagao BK é
naturalmente expresso no espaco de momentum, especialmente no regime diluido, obtido a
partir das solucoes de ondas progressivas da equagao BK. Isto nos motivou para desenvolver-
mos um modelo de dipolos para expressar a secio de choque ¢7? em termos da amplitude
neste espaco, a qual designaremos por T (k,Y)'. Chamamos este modelo de AGBS [76],
como referéncia aos nomes dos autores (Amaral-Gay Ducati-Betemps-Soyez). Este modelo
é o primeiro da literatura desenvolvido em espaco de momentum no formalismo de dipolos.

Para compreendermos este modelo, iniciamos observando que, realizando a transformada

de Fourier
A2k
T(rY) = e* T (kY
rY) = 7 [ SR T y)
= r2/ dk kJo(kr)T (k,Y) (4.3.21)
0

para a amplitude de espalhamento, podemos reescrever a funcao de estrutura F, em termos
de T'(k,Y). Apos algumas manipulaces algébricas (ver Apéndice B), podemos reescrever

a expressao (4.2.17) e chegamos a seguinte expressao para Fj:

2R2N dk’
Fy(x, Q%) Q47T2 / / dz |U (K, 2 Q¥ T (k,Y), (4.3.22)

LA partir de agora, omitiremos a notagao (-).



Capitulo 4. Fenomenologia aplicada ao DIS: formalismo de dipolos 58

onde a funcao de onda do féton é agora expressa no espago de momentum,

) 12\’
W(k%, 2,Q°))* = Z(WZQ?) el

q
A(k* + Q2)
k2 (k2 + 4Q2)
A2 (1 —2)? +m? | K2+ Q2 4Q1 +2Q%k* + k* ( k )
— arcsinh | —
q

o A @ e a2

O modelo AGBS consiste em propor uma parametrizagao para T(k‘, Y'), a primeira no es-

X

(4.3.23)

k )+k2—2Qg

(2% 4+ (1 — 2)?] arcsinh (2Qq 207

pago de momentum da literatura, e tal proposta nao consiste em usar diretamente solugoes
numéricas da equagao BK como entrada, mas sim utilizar nossos conhecimentos das pro-
priedades de suas solugoes a fim de apresentar uma expressao analitica para T(k:, Y). Esta
parametrizacdo para a amplitude serd entao inserida em (4.3.22) com o objetivo de repro-
duzir medidas experimentais recentes obtidas para F5. Como veremos, a reproducao de tais

medidas é realizada com sucesso.

4.3.1 A parametrizacao para T

A expressao (3.6.57) da apenas a descricao da chamada ’cauda’ diluida da frente de onda
T(k,Y) <1 (k> Q,). Para descrever a frente de maneira completa, precisamos também
das expressdes para T na vizinhanca da escala de saturacio e na propria regido de saturagio.
Na regiao de infravermelho, pode-se mostrar, por exemplo, calculando a transformada de

Fourier da fungao Heaviside T'(r) = ©(rQs — 1), que a amplitude comporta-se como

T (ﬁﬂ PR L log ( ij)) (4.3.24)

onde ¢ é uma constante que nao possui um valor fixo.

As parametrizagoes (3.6.57) e (4.3.24) descrevem completamente o comportamento as-
sintotico da amplitude. Falta obter a transicao entre estes dois regimes, ou seja, sermos
capazes de descrever o comportamento da amplitude em torno da escala de saturacao. Em
principio, a maneira mais simples de fazé-lo seria usar (3.6.57) para k > Qs e (4.3.24)
para k < ()5 e determinar a constante ¢ assumindo uma distribui¢ao continua. Contudo,
tal definigdo por partes pode introduzir oscilagoes em T'(r,Y’) no espago de coordenadas
levando mesmo a amplitudes negativas. Portanto, a melhor maneira de obter a descri¢ao da

transicao para a saturagao € realizar um procedimento de ajuste através de uma interpolagao
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analitica entre os dois comportamentos assintoticos.

A fim de obter tal modelo de interpolagao que descreve a transicao do regime diluido
para o de saturacao, construimos o ultimo a partir do primeiro. Inicialmente, deixemos de
lado o termo logaritmico em ambas (3.6.57) e (4.3.24), ja que a interpolagao entre eles é
uma tarefa mais simples. Partimos entao de uma fun¢ao monotonicamente decrescente de
L que reproduz (a menos do fator logaritmico) a expressao para a cauda da frente de onda,
Eq.(3.6.57). Chamaremos esta fungao de T

- k2 L£? —log*(2)
Tan = Aexp {—% log (Qi(Y)) — 25&5X"(%)Y] , (4.3.25)
onde
L = log {1 + Q;(QY)} . (4.3.26)

e a escala de saturacao
Q2(Y) = ki exp (v.Y),  ve = asxX'(7c) (4.3.27)

A amplitude é unitarizada por meio de uma eikonal, ou seja, Ty = 1 — exp(—Tuy), € a
expressao final para T (k) é obtida apos reinserirmos os comportamentos logaritmicos nos
dominios infravermelho e ultravioleta. A expressdo precisa para realizar a unitarizacao
consiste puramente em um artificio matematico e nao em uma escolha fisicamente moti-
vada. Vale ressaltar que testamos outras escolhas, por exemplo, Ty /(1 + Tgi1), e obtivemos
resultados similares. Optamos pela forma eikonal por causa de sua simplicidade.

Entre alguns fatores logaritmicos testados, uma escolha que nos forneceu bons resultados

foi

T(k) = llog <Qﬁ + %) + 1} (1 — e~ Tan) (4.3.28)

As equagoes (4.3.25)—(4.3.28) compoem o modelo AGBS para a amplitude de espalhamento

e sera utilizada para descrever, a fungao de estrutura F, dada por (4.3.22).

4.4 Descricao dos dados para y*p

4.4.1 Conjunto de dados

O procedimento de ajuste foi realizado utilizando as ultimas medidas de HERA, de H1
[1] e ZEUS |2, 3], da fungdo de estrutura do préton Fp. Como nosso método pretende

descrever o comportamento a pequeno x, mas considerando valores nao tao grandes de (2
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Massas k2 (1072 GeV?) Ve X/ R, (GeV 1)
mg = 50 MeV, m, = 50 MeV 3.7824+0.293 | 0.213 £0.004 | 4.691 4+ 0.221 | 2.770 4+ 0.045
mg = 50 MeV, m, = 1.3 GeV 7.1554+0.624 | 0.193 £0.003 | 2.196 + 0.161 | 3.215 +£ 0.065
mg = 140 MeV, m, = 1.3 GeV || 3.917£0.577 | 0.161 +0.005 | 2.960 £+ 0.279 | 4.142 4+ 0.167

Tab. 4.1: Resultados do ajuste aos dados de Fy. Os valores dos pardmetros com seus

respectivos erros sao indicados.

Massas x?%/nop
mq = 50 MeV, m. = 50 MeV 0.960
mg = 50 MeV, m, = 1.3 GeV 0.988
mg = 140 MeV, m, = 1.3 GeV || 1.071

Tab. 4.2: Valores de x? por ponto para distintos valores para as massas dos quarks.

(o que significaria incluir corregbes DGLAP), nossa analise ¢ aplicavel ao seguinte regime
cinematico:
x < 0.01,

(4.4.29)
0.045 < Q2 < 150 GeV2.

Isto nos da um total de 279 pontos. Os dados de H1 devem ser reescalados por um fator
1,05 que se encontra na incerteza de normalizagao.

No que diz respeito aos parametros, mantemos 7, = 0.6275 and a = 0.2 fixos e, para a
convolucao com a funcao de onda do foéton, assumimos situagoes diferentes para as massas
dos quarks: o valor da massa para os quarks leves m, foi escolhido como sendo 50 ou 140
MeV enquanto usamos m, = my ou m, = 1.3 GeV para a massa do charm. Assim, nossos

parametros livres sao v, X7, ki e R,.

4.4.2 Resultados

Os parametros obtidos a partir do ajuste sdo mostrados juntamente com o x? por ntimero de
pontos nas Tabelas 4.1 e 4.2. Plotamos também a comparagao com os resultados experimen-
tais para F} na Figura 4.3, bem como predigoes para a fungao de estrutura de charm F§ na
Figura 4.4. Para ambos os casos, as curvas correspondem a m, = 50 MeV e m, = 1.3 GeV.
Verifica-se uma boa concordancia com as medidas para FY devido ao pequeno valor de x>
fornecido pelo ajuste. Além disso, a Fy prevista pela parametrizagao estd em concordancia
razoavel com os resultados experimentais, o que mostra a robustez do modelo AGBS.

No nosso método, a escala de saturacao (), corresponde a escala na qual a amplitude de
espalhamento de dipolo ¢ T'(k = Qs(Y),Y) = [1+log(2)](1—1/e) ~ 1.07. Vale observar que,
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o¥P / (2)

I 1 I I 1 I 2 10-3 I 1 I I 1
100 1 10t 10 10° 1 10
Q2

Fig. 4.3: Resultados para o ajuste da secdo de choque foton virtual-proton. Os pontos e
o ajuste sao mostrados como uma funcio de Q* para valores diferentes de x. O
sinal de mais corresponde aos pontos de ZEUS e a cruz aos de H1 [1-3].
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Fig. 4.4: Predicoes para as medidas de H1 [86,87] e ZEUS [88] da fun¢io de estrutura do
charm. Para cada sub grdfico, o valor de Q* € dado em GeV?.
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Parametrizagao Massas dos quarks nop | x*/nop
GBW [71] mg = 140 MeV, m. = 1.5 GeV | 372 1.5
IIM [75] my = 140 MeV, sem charm | 156 | 0.81
BGBK [74] my =0 MeV, m, = 1.3 GeV | 288 | 1.06
AGBS mg = 50 MeV, m, = 1.3 GeV | 279 | 0.988

Tab. 4.3: Comparagdao entre os resultados das parametrizagoes em [71, 74, 75] e resultados
obtidos através do modelo AGBS.

quando trabalha-se no espago de momentum, o comportamento logaritmico da amplitude no
infravermelho permite que esta tome valores maiores que um, o que nao é uma contradi¢ao
com a unitariedade.

Para o ajuste correspondente a m, = 50 MeV e m. = 1.3 GeV, obtemos )5 = 0.206
GeV para z = 107% e Q, = 0.257 GeV para z = 107°. Embora estes valores parecam
muito pequenos, devemos enfatizar que estes correspondem a valores maiores de T'. Se, no
entanto, extrairmos a escala de saturacao a partir da condi¢do 7" = 1/2 quando k = Q,
obtemos Q, = 0.296 (resp. Q, = 0.375) GeV para x = 10 (resp. x = 107%). Estes tltimos
valores sao ainda um tanto menores que as escalas de saturacao observada em estudos
anteriores (Q, ~ 1 GeV para z =~ 107°) e, portanto, confirmam a tendéncia da escala de
saturacao decrescer quando efeitos de quarks pesados sao levados em conta. Assim, a janela
de escalamento geométrico é deslocada para menores valores de %, o que significa que as
correcoes de saturagao possuem menos importancia do que esperado a partir da anélise sem
efeitos de quarks pesados, especialmente na vizinhanca da escala de saturacao. Observemos,
no entanto, que para Q? < Q* a amplitude é completamente saturada em ambos os casos
e, portanto, a predigao para F, permanece a mesma.

Neste ponto, é interessante comparar nossos resultados com os obtidos em métodos ante-
riores na literatura. Na tltima década alguns modelos de dipolo do DIS a pequeno-x foram
propostos e foram bem sucedidos na descricao dos dados experimentais. Entre estes, nossas
comparagoes serao focadas particularmente nos modelos GBW e IIM e desenvolvimentos
recentes em relagao ao modelo BGBK, que como vimos consiste no modelo GBW aprimo-
rado com a inclusao de uma densidade de gliions que evolui de acordo com a equagao de
evolucao DGLAP. Alguns resultados destes modelos sao mostrados na Tabela 4.3.

Primeiramente, deve-se lembrar que os modelos citados acima foram desenvolvidos no
espago de coordenadas e nao no espago de momentum. Nossa escolha de trabalhar neste
ultimo esta diretamente motivada pela anilise da equacao BK no espago de momentum
levando a resultados assintoticos universais nos quais nos baseamos. Embora a maioria dos
outros métodos consiga reproduzir F, com um bom x?, nosso modelo pode ser diferenciado

dos anteriores em dois aspectos principais. Por um lado, nossa analise baseia-se na equagao
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BK para considerar efeitos de unitariedade. Assim, espera-se que nosso método seja mais
preciso que o usado em [71,72] e [74], especialmente no dominio de pequeno-x e baixo Q*
sob investigagao. Por outro lado, ao incluirmos o charm massivo nés aprimoramos o modelo
[IM, embora, numa anélise um pouco distinta da apresentada aqui [85], este tenha sido
aperfeigoado com a inclusao de quarks pesados. Além disso, em ambos modelos GBW e
IIM, algumas dificuldades sao encontradas apos realizar-se suas respectivas transformadas
de Fourier. Estes aspectos foram analisados em detalhe em [89]. No caso do modelo GBW,
a transformada de Fourier da secao de choque de dipolo apresenta um comportamento
perturbativo nao realistico, enquanto no modelo IIM ela apresenta valores nao positivos.
Estas dificuldades inexistem em nosso modelo, ja que a transformada de Fourier (amplitude
de espalhamento no espago de coordenadas) permanece entre 0 e 1. Além disso, a segao de
choque resultante apresenta a propriedade de transparéncia de cor, i.e. o4y, ~ r° quando
r — 0 e a propriedade de saturagao, i.e. og; ~ 0o para grande 7.

Estas caracteristicas associadas com a boa descricdo dos dados e x? pequeno mostram
que a amplitude de espalhamento proposta neste capitulo pode ser uma boa parametrizagao
para investigar as propriedades dos observaveis em energias de RHIC e LHC, considerando o
modelo de dipolos. No que diz respeito & arbitrariedade do modelo AGBS, embora os resul-
tados nao dependam significativamente da escolha feita para a unitarizagao da amplitude,
¢é interessante para estudos futuros verificar se é possivel obter mais informagoes analiticas

diretamente a partir da equagao BK.

4.5 O efeito das flutuacoes

Os modelos GBW e IIM foram recentemente utilizados para investigar se as flutuagoes
estao presentes nas medidas do DIS em HERA. Kozlov, Shoshi e Xiang [90] usam as duas
parametriza¢oes GBW e IIM e consideram as expressoes correspondentes para 7'(r,Y’) como
amplitudes de espalhamento para um tnico evento. Assim, a inclusao formal das flutuagoes
consiste em efetuar a média sobre todas as posi¢oes das frentes de onda individuais, dada
pela Eq.(3.7.74). A amplitude média é, entao, inserida na expressao para a funcao de
estrutura F; e o procedimento de ajuste aos dados é realizado.

Em [90] os autores fazem o ajuste aos dados de HERA para F, usando os ultimos dados
da colaboragao H1 [1], num regime cinemético mais restrito, com = < 0.01 e Q% = 50
GeV2. O parametro livre adicional é o coeficiente de difusdo D e os resultados dos ajustes
sao mostrados nas tabelas abaixo, que apresentam os parametros extraidos e o valor do
x2/n.d.p. para os casos com e sem flutuagoes.

A partir destas tabelas, temos que, para os dois modelos, os ajustes sao melhorados

quando as flutuagoes sao incluidas, especialmente para o caso do modelo GBW. Os valores
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x> H x%/d.o.f ‘ T (x107%) ‘ Ve ‘ R(fm) ‘ D
266.22 1.74 4.11 0.285 0.594 0
173.39 1.14 0.0546 0.225 0.712 0.397

Tab. 4.4: modelo GBW: Os pardmetros da amplitude evento por evento (sequnda linha) e
da amplitude média (terceira linha) [90)].

x> H x%/d.o.f ‘ T (x107%) ‘ Ve ‘ R(fm) ‘ D
150.45 0.983 0.5379 0.252 0.709 0
122.62 0.807 0.0095 0.198 0.812 0.325

Tab. 4.5: modelo IIM: Os parametros da amplitude evento por evento (sequnda linha) e da
amplitude média (terceira linha) [90].

obtidos para o expoente de saturagao v. também sao consistentes com as predigoes da QCD
perturbativa, e os valores obtidos para o coeficiente de difusao sao similares aos valores
obtidos na literatura. Os resultados, contudo, sao inconclusivos: o melhoramento no ajuste
no caso do modelo IIM nao é tao expressivo quando para o caso do modelo GBW, e isso
pode ser devido ao fato deste nao incluir, na sua parametrizacao para a amplitude de
espalhamento, termos de violagao do escalamento geométrico, originalmente presentes no
modelo IIM. Assim, por meio dessa analise, nao é possivel afirmar se as flutuacoes existem
ou nao em HERA.

Realizamos, entao, uma analise similar & descrita acima, mas no espago de momentum,

através do modelo AGBS. Em termos de unidades logaritmicas, o modelo pode ser reescrito

como
TABS(p,Y) = Lp (1 — e Tan) (4.5.30)
onde ) >(9)
L5 —log"(2
Ty = exp | =76 (p — py) — =—28 )| 4.5.31
L=1n1+ePr] com Q*(Y) = kZe™", (4.5.32)
e
Lr=1+ [e%@*%) + e*%@%)] . (4.5.33)

Como foi dito, para incluir as flutuacgoes, consideramos a parametrizagao acima como a

expressao para a amplitude para um tnico evento, e a amplitude média é obtida através da
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integracao abaixo:

(12%5(.00) = [ o Prip) T (o). (1534
Esta é a expressao que deve ser inserida em (4.3.22) para reproduzir os dados do DIS

para a funcao de estrutura F5> com as flutuacoes corretamente incluidas.

4.5.1 Conjunto de dados e resultados

Nesta analise, assim como a realizada no trabalho original do modelo AGBS, todos os
tltimos dados das medidas de HERA de F; das Colaboragoes H1 e ZEUS [1-3] sdo ajustados,
considerando o regime cinematico (4.4.29), o que também corresponde a 279 pontos.

No que diz respeito aos parametros, mantemos fixos @ = 0.2, e 7. = 0.6275, cujo valor
corresponde ao obtido a partir do nticleo BFKL em ordem dominante. Os outros parametros
da amplitude, v,, k3 e X" (7.), sao deixados livres, assim como o raio do préton R,, que fixa
a normalizacao da secao de choque dipolo-préton em relagao a amplitude de espalhamento,
e o coeficiente de difusao D, que é o tnico novo parametro em relacao a analise de campo
médio. Consideramos apenas quarks leves e os valores para suas massas sao My qs = 50 e

140 MeV.

x?/n.d.p H k2 (x1073) ‘ Ve ‘ R(GeVT) ‘ X' (7e) ‘ D (x1072) ‘
0.949 3.79+£0.30 | 0.213£0.003 | 3.576 £0.059 | 4.69 £0.23 0
0.949 3.794+0.30 | 0.213£0.003 | 3.576 £0.059 | 4.69 £ 0.23 0.0+1.1

Tab. 4.6: Pardmetros extraidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS para Fy no caso onde
Muyds = D0 MeV, tanto da amplitude de evento por evento (sequnda linha) e da
amplitude média (terceira linha,).

x2/n.d.p H k2 (x1073) ‘ Ve ‘ R(GeV™1) ‘ X' (7e) ‘ D (x1073) ‘
0.942 1.694+0.16 | 0.176 =0.004 | 4.83 £0.12 | 6.43 +£0.29 0
0.942 1.694+0.16 | 0.176 =0.004 | 4.83 £0.12 | 6.43 £0.29 0.0£9.6

Tab. 4.7: Pardimetros extraidos do ajuste aos dados de H1 e ZEUS para Fy no caso onde
Muas = 140 MeV, tanto da amplitude de evento por evento (sequnda linha) e da
amplitude média (terceira linha).

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram a fungao de estrutura F» como uma fungao de = para
valores pequenos e moderados de Q?, respectivamente. As Tabelas 4.6 e 4.7 apresentam os
valores dos parametros obtidos do ajuste nos casos sem flutuagoes (primeira linha) e com
flutuagoes (segunda linha). O primeiro caso corresponde ao valor D = 0 para o coeficiente

de difusao.
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E possivel verificar, a partir das tabelas com os parametros e das figuras com os graficos,
que os dados de F5 sao reproduzidos com sucesso tanto no caso com flutuagoes, como no caso
sem flutuagoes. Isto é mostrado pelos bons valores do x?/n.o.p. e pelas curvas nas Figuras
4.5 e 4.6. Se compararmos os resultados para ambos os casos (ver Tabelas 4.6 e 4.7), vemos
que o valor do x?/n.d.p. nao ¢ sensivel & inclusiao das flutuagoes, e portanto nao varia em
relagao ao caso sem flutuacoes, e o mesmo pode ser dito para os parametros. Especialmente
para o coeficiente de difusao D, seu valor obtido na presenca de flutuagoes é muito pequeno,
mais especificamente muito proximo do seu valor de campo médio, D = 0. Assim, no
formalismo do modelo AGBS, nao ha nenhuma evidéncia da presenga das flutuagoes no DIS
nas energias de HERA. Isto indica que o tratamento de campo médio, com parametro de
acoplamento fixo (&s fixo), é suficiente para investigar a fenomenologia da QCD em altas

energias, pelo menos para as energias de HERA.

0.1 F

[
/ |

Q*=0.045 Q*=0.065 Q?=0.085
0 H—— —t—t —t—t —

0.3 |
02

/
/

[ 02=0.11 1 @*=0.1 [ 02=0.2
0H L L T } }

/

Q*-0.3 Q0.4 Q0.5

Q%=0.65

10— 10—3106 10=3106 10—310-6 103
xr

Fig. 4.5: Predicoes para os dados de H1 e ZEUS para a funcao de estrutura Fy versus x
para pequenos valores de Q?, dados em GeV?. O ajuste foi realizado com massas
dos quarks leves my 4, = 140 MeV.

E importante compararmos nossos resultados com os obtidos na Ref. [90]. Como foi
dito no inicio desta Secao, embora esta andlise resulte em uma boa descri¢ao dos dados de
HERA, ela nao é conclusiva em relagao a presenca de flutuagdes. Em particular, o valor de
D extraido do ajuste esta de acordo com os valores previstos na literatura [47,91], ou seja,

um nimero de ordem O(1), o que indica que as flutuagoes poderiam estar presentes em
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Fig. 4.6: Predigcoes para os dados de H1 e ZEUS para a funcao de estrutura Fy versus x
para valores moderados de Q?, dados em GeV?. O ajuste foi realizado com massas
dos quarks leves my 4, = 140 MeV.

HERA. No entanto, deve-se observar novamente que em [90] o ajuste ¢é realizado utilizando
apenas os dados de ZEUS, ou seja, nao inclui os dados de H1, e em um regime cinematico
mais restrito.

Na realidade, se repetirmos a analise feita em [90]-mesmo conjunto de dados (apenas

ZEUS) e mesmo regime cineméatico-usando o modelo AGBS, os resultados obtidos sao bas-
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x?/n.d.p H k2 (x1073) ‘ Ve ‘ R(GeVT) ‘ X' (7e) ‘ D

0.788 4.26 £0.43 | 0.214 +£0.005 | 3.497 +0.068 | 4.34 +0.28 0

0.782 4.02+0.56 | 0.190 £ 0.030 3.64 +0.21 3.84+0.21 |0.92+1.16
Tab. 4.8: Parametros extraidos do ajuste aos dados de ZEUS para F,, no caso onde

Myds = 00 MeV.

x%/n.0.p H k2 (x1073) ‘ Ve ‘ R(GeVT) ‘ X" (Ve) ‘ D

0.778 1.97+0.22 | 0.177 + 0.006 4.68 £0.14 5.95+0.94 0

0.768 1.38 +0.12 | 0.120 £ 0.010 | 5.459 £ 0.043 | 5.46+0.55 | 1.78 £0.38
Tab. 4.9: Parametros extraidos do ajuste aos dados de ZEUS para F,, no caso onde

My qs = 140 MeV.

tante similares, como pode ser visto na Tabela 4.9, com valores do x?/n.d.p. melhores.
Nossa anélise é, portanto, mais completa, pois inclui todos os tltimos dados de HERA para
o DIS e considera um regime cinemético mais amplo.

Nossos resultados e nossas principais conclusoes parecem esclarecer alguns dos principais
aspectos da investigacao dos efeitos das flutuagoes em HERA e confirmar a robustez do
modelo AGBS na descri¢ao de processos nos quais o formalismo de dipolos pode ser aplicado.
Para valores de energia muito maiores que as de HERA, sera possivel verificar se as flutuagoes
estao presentes em um futuro nao muito distante, nos experimentos realizados no LHC. Mais
especificamente, verificaremos se estas realmente afetam fortemente a evolu¢ao na QCD ou
se sao suprimidas pela variagao do acoplamento forte a,, como foi recentemente sugerido por
desenvolvimentos recentes realizados no contexto do modelo unidimensional que reproduz
com bastante sucesso as principais caracteristicas do espalhamento e da evolu¢ao na QCD

em altas energias [47,92|, que seré descrito no proximo Capitulo.



Capitulo 5

Um modelo unidimensional para a QCD

a altas energias

Como vimos nos capitulos anteriores, as equagoes de lacos de pomerons sao as principais
candidatas para descrever a evolucao das amplitudes de espalhamento em dire¢ao ao limite
de altas energias. Contudo, estas equagoes possuem uma estrutura muito complicada, o
que torna dificil uma analise detalhada do espalhamento na QCD em altas energias, prin-
cipalmente no que diz respeito as solugbes dessas equagoes. ApoOs certas aproximacgoes
para simplificar a estrutura nao local das equagoes de lagos de pomeron, vimos que estas
reduzem-se a uma equacao de Langevin, confirmando as recentes descobertas associadas
com a correspondéncia entre a QCD em altas energias e os processos de reagao-difusao
da fisica estatistica. Diante desta correspondéncia, nos tultimos anos alguns autores tém
se voltado para o desenvolvimento de modelos estocésticos de particulas que apresentam
caracteristicas do espalhamento e da evolugao na QCD em altas energias. Neste capitulo,

apresentamos em detalhes um desses modelos.

5.1 Construcao do modelo

Nesta secao, formularemos o modelo estocéstico de particulas para evolucao em altas ener-
gias e espalhamento na QCD. Como explicado na Introdugao, este € um modelo (1+41)-
dimensional onde uma das dimensoes refere-se a rapidez Y (o logaritmo da energia), que
realiza o papel de tempo para a evolucao em altas energias, enfuando a outra é uma di-
mensao espacial-a posi¢ao da particula ao longo de um eixo unidimensional infinito. Em
analogia com a QCD, deve-se ter em mente que essa dimensao espacial corresponde a um
tamanho, mais precisamente o logaritmo do inverso do tamanho transversal de um dipolo.

Primeiramente, descreveremos a versao discreta do modelo, na qual a dimensao espacial
é associada a uma rede unidimensional cujos pontos sao identificados por i. Obviamente,

essa versao é a mais adequada para implementacao numérica que sera discutida em secoes
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posteriores.

Um sistema de particulas é caracterizado pelo ntiimero de particulas n; (ou ntumeros de
ocupagao) em todos os sitios da rede (alguns destes podem estar vazios). A composi¢ao
do sistema varia de forma randomica a medida que a rapidez aumenta, e esta variacao é
realizada através da dissociagao de particulas (uma particula se divide em duas) de acordo
com uma lei a ser especificada nos préoximos paragrafos. A distribuicao de particulas é,
portanto, estocastica, e o estado do sistema na rapidez Y é descrito pela probabilidade
P({n},Y) de encontrar uma dada configuracao {n} = {...,n;,n;y1,...} de particulas.

A fim de tratar do problema de espalhamento, a primeira suposicao é a de que o elemento

de matriz—S médio para o espalhamento elastico é dada pela seguinte forma fatorizada:

(S)yy = > Pal{n},Y = Yp) PL({m},Yo) S({n}, {m}), (5.1.1)
{n}.{m}

onde Y é a separagao total em rapidez entre os dois sistemas de particulas, de tipos direita,
de indice R, e esquerda, de indice L. Estes indices referem-se ao fato de que, em um
espalhamento real, os dois sistemas que colidem propagam-se em dire¢oes opostas ao longo
do eixo de colisdo. A rapidez total é dividida entre o alvo (R), que possui rapidez Y — Yp,
e o projétil (L), que possui rapidez —Y; (com Yy > 0), e as respectivas distribuigoes de
probabilidades Pr({n},Y —Yp) e PL({m}, Yy) descrevem os respectivos sistemas no momento
do espalhamento. A quantidade S({n},{m}) ¢ a matriz—S para o espalhamento eléstico
entre duas dadas configuragoes {n} e {m} do alvo e, respectivamente, do projétil. A soma
na equagao (5.1.1) é realizada sobre todas as configuragoes possiveis dos dois sistemas.

A matriz—S deve ser independente da rapidez divisora Yj, ou seja, independente da
escolha de um referencial de Lorentz, o que implica em

0= dd@ = Y (AR -v) 8%}2@ . 0PR(§/%— Yo) PL(¥))S({n}. (m)). (5.12)

{n},{m}

Esta condicao, que relaciona propriedades do espalhamento com as da evolucao com Y,
representa um vinculo ainda maior na ultima, e pode ser usado para fixar a estrutura da
lei de evolucao sob suposicoes adicionais. Enumeraremos aqui as principais suposi¢oes nas

quais nos basearemos no que diz respeito a evolucao:

(i) Espalhamentos mailtiplos na aprorimacao etkonal. Denotemos por o;; = 1 — 755 a
matriz—S que descreve o espalhamento entre duas particulas elementares com posigoes
iej,eT; ¢amatriz—1 correspondente, a qual assumimos que seja real. Cada particula
do alvo pode interagir com todas as particulas do projétil e diferentes particulas do

alvo interagem independentemente umas das outras. Assim, a matriz—S para dadas
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configuragoes do alvo e do projétil é dada por

S({n},Am}) = [J ™. (5.1.3)

Zhj

(i1) Uma emissao de particula por passo na evolugcao. Assumiremos que, quando a rapidez
cresce em um passo (Y — Y + dY), a evolugdo consiste na emissdo de uma unica
particula adicional, com uma probabilidade que em geral depende de todos os niimeros

de ocupagao no sistema.

Essas duas suposicoes sao naturais sob a perspectiva da QCD perturbativa em altas
energias: a aproximacao eikonal é o método padrao para ressomar espalhamentos multiplos
na QCD em altas energias, tanto para glions [16-22,25-27| quanto para dipolos [55, 56,
93,94]. Além disso, a evolugdo na QCD em altas energias na aproximagao de logaritmo
dominante consiste na emissao de um glion no canal s em cada passo da evolugao. Ao
contrario de outros modelos na literatura [42-45], nosso modelo nao inclui um mecanismo
para recombinagao de particulas, o que concorda com o fato de que nao ha recombinagao de
glions ou dipolos no canal s na aproximacao de logaritmo dominante. Ainda, como veremos
a seguir, a saturagao ocorre através de efeitos de altas densidades na taxa de emissao, similar

ao que acontece com a saturacao gluonica no formalismo da evolugao JIMWLK [23].

(1ii) Apds um passo na evolugao, a configuracao do sistema € modificada apenas pela adi¢ao
de uma nova particula em um sitio arbitrdrio. Assim, a configuracao permanece igual
a anterior a evolugao, exceto pela presenca da particula adicional. Esta suposicao é
um vinculo ainda mais forte que a suposigao (ii), a qual permitiria qualquer estado

final com uma particula adicional.

A partir dessas condigoes, é possivel obter a equacao de evolugao para as distribuicoes

de probabilidade na forma genérica

% = Z [fl(,nz —1,..)P(..,n;—1,...)Y) — fi({n})P({n},Y)}, (5.1.4)
onde f;({n}), que é a taxa de deposito — a probabilidade por unidade de rapidez de encontrar
uma particula extra no sitio ¢ apdés um passo na evolugao, partindo de uma configuragao
original {n}. O termo positivo no lado direito da Eq.(5.1.4) mostra que para atingir uma
configuragao final {n} apés um passo na evolugdo, ¢ preciso iniciar com uma configuracao
com uma particula a menos no sitio ¢, onde i é arbitrario. O termo negativo é necessario

para a conservacao da probabilidade.
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A fim de completar a construgao do modelo, é preciso deduzir uma forma explicita para
a taxa de deposito f;({n}), o que é obtido explorando a condigao de invariancia de Lorentz,

ou seja, inserindo a equagao (5.1.4) em (5.1.2). Obtemos

> b ti({m}) = filt{m}) t:({n})] = 0, (5.1.5)

%

onde definimos

ti({n}) =1-]] o7, (5.1.6)

J
que formalmente é igual & amplitude para o espalhamento de uma particula do projétil no
sitio ¢ com um alvo com uma configuracdo {n}. A solu¢do mais geral para a Eq.(5.1.5)

possui a forma

fil{n}) = Z ciiti({n}) com ¢y = Cji, (5.1.7)

onde ¢;; independe dos niimeros de ocupacao. Convém escolher ¢;; o< d;;, j& que tal escolha
leva a um modelo intuitivo e relativamente simples que possui ainda uma estrutura rica,

como veremos mais adiante. Em particular, fixaremos este modelo escolhendo
Cij = ? 6ij s (518)

onde 7 = 7;; e A é 0 espacamento da rede ao longo do eixo espacial discretizado. O fato
de ¢;; ser proporcional a A é natural, pois a densidade f;/A serd bem definida no limite
continuo A — 0. Escolher ¢;; proporcional a 1/7 também ¢ natural, pois no limite de baixa
densidade f; deve ser da ordem O(1) quando medida em unidades de 7. De fato, quando
os m;’s sao relativamente pequenos, tais que n;7;; < 1, a amplitude de espalhamento ¢; na
equagao (5.1.6) é reduzida a t; ~ Zj 7;;n; € portanto a dependéncia paramétrica de ¢;; em
T exibida acima é claramente necessaria para que essa condi¢ao seja satisfeita.

A forma explicita para a taxa de deposito é, portanto, dada pela expressao

A T T o
que, a menos de um fator de normalizacao, é simplesmente a amplitude para o espalhamento

entre a nova particula produzida no sitio 7 e as particulas pré-existentes no sistema, a partir
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das quais a nova particula foi emitida.

Para compreendermos melhor o contetdo fisico da férmula acima, é necesséario conhecer
um pouco mais sobre a amplitude de espalhamento elementar 7;;. Nas proximas segoes,
apresentaremos um modelo explicito para essa quantidade, também baseado na analogia com
a QCD. Por enquanto, mencionaremos apenas que 7;; depende da separagdo |i—j| e decresce
rapidamente quando esta separagao aumenta. Em particular, 7 = 7;; ¢ independente de i e é
considerada pequena: 7 < 1 (a quantidade anéloga na QCD ¢ de O(a?)). Temos, portanto,
7,5 < 1 para qualquer par (ij).

Consideremos agora alguns casos-limite da Eq.(5.1.9), que ja apresentam a similaridade
entre este modelo e a QCD no limite de altas energias:

(i) Quando os nimeros de ocupacao sao relativamente pequenos, de modo que n; <
1/7;j, € possivel expandir ogj ~ 1 —n;7;. Neste caso, a densidade da taxa de deposito para

um sitio ¢ se torna proporcional aos niimeros de ocupagao em todos os sitios:

fz({An}) ~ Z:ﬂnj quando n; < 1/7;; para qualquer j, (5.1.10)
j

o que descreve uma situacao na qual a particula extra em ¢ é emitida incoerentemente por
qualquer particula pré-existente no sistema. Quando a aproximagao (5.1.10) é valida para
qualquer sitio %, fala-se em um regime diluido ou linear. Como 7;; ¢ uma funcao decrescente
da separagao |i — j|, o regime diluido é realizado quando todos os nimeros de ocupagao
obedecem a condigao n; < 1/7. O formalismo de dipolos em QCD [55,56] é o meio correto
de comparacao para nosso modelo nesse regime; de fato, se o analogo da taxa de deposito é
calculado neste formalismo, o resultado encontrado é que este comporta-se linearmente com
a densidade de dipolos [94].

(ii) Quando pelo menos um dos nimeros de ocupagao n; torna-se tao grande que
0, < 1 (isto exige n; < 1/7;), a taxa de depésito em i satura em seu valor méximo de
Oo(1/7) :
fi{n})

A

Em particular, uma condicao suficiente para ter saturagao em um dado sitio ¢ é que o

1
~ — quando n; 2 1/7;; para algum j. (5.1.11)
T

namero de ocupagao respectivo n; satisfaca n; & 1/7. Isto também é similar a situagdo na
QCD, onde a taxa de emissao de glions na equagao JIMWLK satura quando os niimeros
de ocupagao sao suficientemente grandes.

Antes de prosseguirmos, ¢é interessante realizarmos uma discussao fisica da evolugao
descrita pela Eq.(5.1.4). Para isto, imaginemos um mecanismo microscopico especifico que
leva a esta evolucdo. E natural assumir que o processo que leva a producdo da particula

extra em um passo da evolucao é a divisao de uma particula em duas particulas novas.
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Para que tal mecanismo seja consistente com a Eq.(5.1.4), uma suposigao adicional é no
entanto necessaria: pelo menos uma das duas particulas produzidas apoés tal divisao deve
permanecer no mesmo sitio da rede que a particula que a originou. Introduzindo a taxa de
emissdo ¢;_;i({n}) parra uma particula no sitio j se dividir em duas particulas em j e 1,
respectivamente, com ¢ arbitrario, chegamos a seguinte equagao

%Y}’Y) => [gj=iC-omi= 1, )P on;—1,....Y) — gimu({n}) P({n},Y)],

ij

(5.1.12)

que leva & Eq. (5.1.4) ap6s a identificacao fi({n}) = >_; gj—ji({n}). O processo na Eq.(5.1.12)
¢é bastante peculiar no sentido que a particula que se divide nao desaparece no estado final,

mas é substituida por uma nova particula no mesmo sitio (incidentalmente, esta discussao
também mostra que uma generalizagao natural deste modelo seria permitir a divisao mais
geral i — jk com i, j, e k genéricos, e com uma taxa g;—;jx({n})). Na analogia com a QCD
— na qual as posi¢oes das particulas correspondem a tamanhos de dipolos — isto corres-
ponderia a um processo no qual um dipolo de tamanho j se divide em dois dipolos, um com
o mesmo tamanho j e o outro com um tamanho arbitréario i. Isto é bastante diferente da re-
presentacao (BFKL) da divisao de dipolos na QCD para N, grande [55,56], onde os dipolos
resultantes possuem tamanhos genéricos, que sao tipicamente comparéveis ao tamanho do
dipolo original. Contudo, apesar dessa dissimilaridade explicita no nivel de interpretagao
fisica, a evolugao gerada pelas Eqs.(5.1.4) e (5.1.9) possui muitas caracteristicas em comum
com a evoluc¢ao na QCD em altas energias, como se tornaré claro nas segoes subseqiientes.

Observemos que podemos expressar o modelo na forma Hamiltoniana

P 1) Ay ll ~exp (_a%)} {1 ~exp (Zj:n] lnaij>}P({n},Y)

= H P({n},Y), (5.1.13)

onde o operador diferencial exp (—0/9n;) é o operador de translacdo que reduz o numero
de ocupagao no sitio ¢ por um: exp (—=9/0n;) F(...,n;,...) = F(...,n; —1,...) para uma
fungao genérica F'({n}). Isto torna explicito o fato de que o Hamiltoniano que determina
a evolucao do modelo é ‘auto—dual’, ou seja, é invariante sob a transformacgao de auto—

dualidade [95] que neste modelo consiste em efetuar a troca

0
8ni

— =Y njlnoy, (5.1.14)
J

e entao reverter a ordem dos operadores. Esta auto—dualidade é a expressao da restricao
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de invariancia de transformagoes de Lorentz (boosts) na estrutura do Hamiltoniano da
evolugao [95,96]. Assim, esta condi¢do é automaticamente satisfeita neste modelo, no qual
a invariancia de Lorentz ja estd presente em sua construcao. Além disso, a presenca de
dois tipos de exponenciais — uma envolvendo nimero de ocupacao de particulas e a outra
envolvendo a derivada com respeito a ele — na Eq.(5.1.13) é remanescente dos dois tipos de
linhas de Wilson que aparecem no Hamiltoniano da QCD proposto nas Referéncias [97,98].
Nesse caso, i n;|Ino;;| é substituido pelo campo de cor produzido pelos gltions no canal-s
e 0/0n; pela derivada funcional com respeito a densidade de carga de cor destes glions.

E também interessante considerar a versdo aproximada da equacdo acima, que formal-

mente ¢ obtida através da expansao do operador exp (—9d/0n;) em ordem linear na derivada:

M Za [F(fn}) P({n}. 7). (5.1.15)

Menos formalmente, este é simplesmente o limite no qual a diferenca entre os dois termos no
lado direito da Eq.(5.1.4) é assimilada com uma derivada em relagao a n;, o que faz sentido
quando n; > 1 para qualquer i. Este é o limite de grandes nimeros de ocupagao, no qual
as flutuacoes associadas com a discreteza do niimero de particulas torna-se desprezivel.

Neste limite, obviamente a auto—dualidade da evolugao é perdida, ja que a propriedade
do sistema ser denso depende do referencial. Além disso, deve ser intuitivamente claro que,
qualquer que seja o sistema que escolhamos, o sistema nao pode ser denso em todos os sitios.
De fato, sendo o eixo espacial infinito, havera sempre um ntmero infinito de sitios nos quais
os numeros de ocupagao sao zero ou pequenos, de ordem (1), e isto para qualquer Y.
Assim, a Eq.(5.1.15) é meramente uma aproximagao formal, que para uma dada rapidez
Y tem, no méximo, um intervalo de validade em x limitado — ela se refere a evolugao do
conjunto das particulas em uma regiao com grande ocupacgao.

Esta discussao ¢ remanescente da equagao JIMWLK na QCD, que foi estabelecida [16—
22| para sistemas com uma densidade de glions relativamente alta e que ignora as flutuagoes
nos numeros de glions [38]. E de fato pode-se reconhecer a equagao (5.1.15) como uma
versao da equagao JIMWLK neste modelo.

Esta analogia ja foi discutida no contexto do modelo em zero dimensoes na Referén-
cia [46]. Para resumir, este modelo unidimensional que nés introduzimos reduz-se a versoes
unidimensionais do formalismo de dipolos no regime diluido e, respectivamente, ao for-
malismo JIMWLK no regime de grande ocupagao, e em geral fornece uma interpolagao

auto—dual entre os dois formalismos, como é necessario para invariancia de Lorentz.
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5.2 Equacgoes de evolucao para os observaveis

Consideremos um observavel genérico O. Por observavel designaremos uma quantidade cujo
valor evento-por-evento O{n} depende da configuracao {n} das particulas no sistema. Seu

valor médio na rapidez Y, que ¢ uma quantidade mensuravel, ¢ dado por

(O)y =) P({n},Y) O({n}). (5.2.16)
{n}

Se diferenciarmos em relacao a Y e realizarmos a mudanca n; — 1 — n; nas contribuicoes
que surgem a partir do termo de ganho (sinal positivo) na Eq.(5.1.4), é facil obter a equagao
de evolucao para (O),- (ver Apéndice C):

’ QY => (f{np) [OC..,ni+1,...) = O({n})]),- (5.2.17)

7

Com esta equacao para um observavel genérico, obteremos as equacoes de evolucao para
dois tipos de observaveis nos quais estaremos interessados, as densidades de particulas e
as amplitudes de espalhamento para projéteis que contém um dado nimero de particulas.
Demonstraremos que o limite continuo destas equagoes é bem definido e as compararemos

com as equagoes correspondentes na QCD.

5.2.1 Densidades de ntimero de particulas

Entre os observaveis a serem estudados, o mais simples é o nimero de ocupacao médio em

um dado sitio 4, (n;),. Usando a Eq.(5.2.17) e substituindo O = n;, obtemos

0(ni)y [AQ-TLof)\
oy < 7 >Y = (fil{n}))y, (5.2.18)

que possui uma interpretacao fisica bastante natural: a taxa de variacao no numero de
médio de particulas em um sitio ¢ dado ¢é igual ao valor médio da taxa de depoésito nesse
sitio. Ha dois casos-limite da Eq.(5.2.18) que sao particularmente interessantes, os quais
correspondem aos dois casos-limite de f; discutidos na se¢ao anterior, sao eles:

(1) Se o sistema é relativamente diluido em torno do sitio i—significando que, para as
configuracoes tipicas, temos n; < 1/7 e também n; < 1/7 para todos os sitios j que néo

estao tao distantes de i—podemos linearizar (f;),, com respeito aos nimeros (médios) de
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ocupacao e portanto obter:

ang ~ % S mg gy - (5.2.19)
J

Neste regime, a ocupagao de particulas no sitio ¢ e nos sitios vizinhos passa por uma evolugao
linear, levando a um crescimento rapido (exponencial em Y') nos respectivos nimeros médios
de ocupacao. Este crescimento réapido é analogo ao crescimento BFKL na distribuicao de
glions (ou dipolos) na QCD no regime diluido [7-9].

(ii) Se, por outro lado, o sistema é denso em i, significando que a taxa de depoésito
(fi)y satura em seu valor maximo, o crescimento do nimero (médio) de ocupagao em i é

consideravelmente reduzido:

0 <”z>y ~
)4

il

(5.2.20)

Esta equac¢ao mostra que, quando o nimero de ocupagao em i torna-se de O(1), seu cres-
cimento subseqiiente com Y é muito lento, linear em Y. Este é o mecanismo de saturagao
neste modelo, e é similar & saturacao gluénica na QCD, onde os niimeros de ocupagao para
os modos saturados também crescem linearmente com Y 23,99, 100|

Deve-se notar que a Eq.(5.2.18) ndo é uma equacao fechada para (n;),, mas a primeira
de uma hierarquia: se expandirmos agj = exp{n;lno;;} em poténcias de n;, geramos
correlagoes dos nimeros de ocupagao com qualquer £ > 1. Isto nos leva a considerar as
equacoes de evolucao satisfeitas pelos nimeros de ocupacao gerais, ordenados de forma
normal, definidos como

(k)

T i

O ordenamento normal se refere & subtracao de fungdes-6, que sao necessarias para garan-

k)

tir que, ao construirmos n®), contamos apenas conjuntos de k particulas que sdo todas

diferentes umas das outras. A equacao de evolugao correspondente é

(k)
Py S i), 6229

J=1

onde a notagao 4 significa que a variavel i; deve ser omitida.
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5.3 O limite para o continuo

Nesta secao, discutiremos o limite continuo deste modelo. Claramente, este limite é obtido
pela substituicao i — x; = iA e entao fazer A — 0, de modo que z; — x, com x sendo a

varidvel espacial continua. Portanto, uma soma em i é convertida em uma integracao em x:
AN F — /dx F(z), (5.3.23)
i

enquanto uma soma sobre todas as configuragoes possiveis da fun¢ao de onda do onium

(colegao de dipolos) torna-se uma integral de trajetoria, ou seja,

S - / (Dn(z)]. (5.3.24)

{n}
As densidades de ocupagao de k corpos (ordenadas de forma normal) sdo obtidas a partir
dos ntimeros de ocupacao correspondentes ap6s dividirmos por A¥ e depois fazermos A — 0.
Por exemplo, a densidade de 2 corpos é dada por

W) = i (57 - 2% ) e - e - puta), (5329

enquanto a taxa de deposito pode ser imediatamente obtida a partir da Eq. (5.1.9):

fax) = EL% fz({An}) _ l1—exp[f dzf(z) Ino(z|z)] _ t(;v) (5.3.26)

E possivel, entao, expressar as equacoes de evolucao para as densidades de particulas no

limite continuo. Por exemplo, a densidade de 1 e 2 corpos sao dadas, respectivamente, por

a<n($)>y _

8—Y = <f($)>Y (5'3'27)
2 {n?(z,
< a<y Dy _ (F@)n(y) + Fwn(z))y (5.3.28)

E importante observar que a Eq.(1.3.24) ndo possui singularidades quando y = x, gracas a

subtragao da fungao—d na definigao (5.3.25) da densidade de 2 corpos.

5.3.1 Amplitudes de espalhamento

Consideremos agora o problema de espalhamento assumindo que o projétil consiste em

uma Unica particula localizada em i. Em QCD isso corresponderia a um projétil com um
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tnico dipolo de tamanho r; o« exp(—x;/2). Isto, por sua vez, implicitamente significa que
trabalhamos em um referencial no qual quase toda a rapidez Y é carregada pelo projétil,
cuja fungao de onda evolui de acordo com a Eq.(5.1.4), enquanto a rapidez do projétil é tao
baixa que sua evolugao pode ser desprezada. Substituindo m; — J;; em (5.1.3) obtém-se

se({n}) =11, o};. Usando Eq. (5.2.17), obtém-se a seguinte equacao

O(si)y _ Z A(l ; Tij) (8:57 — 8}y (5.3.29)

que nao ¢ uma equagao fechada—o elemento de matriz S médio para um projétil de uma
particula esta relacionado ao elemento para um projétil composto por duas particulas—mas
apenas a primeira equagao de uma hierarquia infinita. A equacao geral desta hierarquia pode
ser obtida estudando o espalhamento de um projétil composto por m particulas, em dadas
posigoes 11, is, . . . i,,. Para uma dada configuracdo {n} do alvo, a matriz S correspondente
é

Haf;;l e =11 s 00)™ (5.3.30)

Jm j

e entdo a Eq.(5.2.17) implica em

9 si é'}}simh = Z Al = Ui: - Tin) (Siy oo SipSj — Siy -+ Siny)y - (5.3.31)
J
Embora obtida aqui pela evolucao do alvo, estas equagoes podem ser facilmente reinter-
pretadas como descrevendo a evolucao no projétil. Para isso, é importante observar que o
nucleo na equagao acima, ou seja, a quantidade a frente do valor médio no lado direito é
precisamente f;({m}), a taxa de deposito no sitio j calculada para uma dada configuracao
{m} do projétil. Assim, a equacdo acima pode ser interpretada da seguinte maneira: uma
separacao ocorre no projétil, levando a um sistema com m + 1 particulas. em seguida este
novo sistema espalha com o alvo, surgindo assim o primeiro termo da equagcao, enquanto o
segundo termo (com sinal negativo) corresponde & possibilidade de que nenhuma particula
extra foi criada.
O conteudo fisico dessa hierarquia pode ser discutido na sua versao continua,

a<8m1-a Son)y /fz {m}) (Say -+ Su,Sz — Sy -+ Sap)y s (5.3.32)

Neste ponto ¢ instrutivo comparar essas equagoes com as equagoes de Balitsky-JIMWLK e

também com as equagoes mais completas, as equagoes de lagos de pomeron apresentadas
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no Capitulo 3..

Lembremos que a hierarquia de Balitsky em QCD foi obtida realizando evolugoes dife-
rentes no projétil e no alvo: assume-se que o projétil é diluido e que evolui de acordo com o
formalismo de dipolos (nos restringimos a versao com grande N, da hierarquia de Balitsky,
mais apropriado para comparagao com o presente modelo), enquanto o alvo é denso e evolui
de acordo com a equacao JIMWLK. Diante destas suposicoes, as equacoes de Balitsky sao
formalmente invariantes sob transformagoes de Lorentz (boosts), mas o todo o esquema
parece incompleto, pois um projétil que evolui eventualmente torna-se denso e, mesmo um
alvo que parece denso em uma escala de resolugao (para momenta relativamente pequenos)
necessariamente possui uma cauda diluida em momenta transversais grandes, que dirige a
sua evolugao [63]

Este problema ¢é superado, por construcao, no presente modelo, no qual o alvo e o
projétil sao tratados simetricamente, e é interessante ver como isto se reflete na estrutura

das equagoes de evolugao. A primeira equagao da hierarquia (5.3.32),

a;y :/% (5285 — 52) (5.3.33)
z

é formalmente similar & equacao de Balitsky correspondente, da qual ela difere apenas pela
substituigao do nucleo de dipolo (a taxa para a separacao de dipolos em QCD) pela ampli-
tude de espalhamento reduzida 7,z/7, que realiza o papel da taxa de separagao elementar
no modelo. Observemos que a separacao é mais restrita no modelo do que na QCD, ja que
um dos dipolos resultantes = e z esté restrito a ter o mesmo tamanho = do dipolo original.

Parece, portanto, natural identificar a separagao elementar z — zz, com taxa 7,z/T
neste modelo, com a separacao de dipolos em QCD. Com esta identificagao, as diferencgas
entre a hierarquia gerada neste modelo e as equagoes de Balitsky tornam-se visiveis nas

equacoes de ordens mais altas. Consideremos a segunda equacao:

(9 <3x5y> _ / Taz + sz - Ta:szy
ay T

(S25ySz — SzSy) - (5.3.34)

z

A respectiva equacao de Balitsky envolveria apenas os dois termos positivos, 7,, € T, no
numerador do ntcleo, que descrevem as separacoes independentes das particulas em x e em
y, respectivamente. O termo adicional negativo, —7,.7.,, corresponde a efeitos de saturacao
na evolucao do projétil, refletindo o fato de que as duas separacoes nao sao realmente
independentes. Este termo é formalmente suprimido por uma poténcia de 7 com respeito
aos termos anteriores, mas como veremos a seguir, ele realiza um papel essencial na evolugao.

Esta discussao pode ser facilmente generalizada para as equagoes de mais altas ordens
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na hierarquia: as anélogas as equacoes de Balitsky podem ser obtidas a partir das equagoes

gerais (5.3.32) substituindo o nucleo f.({m}) por sua versao linearizada

f.({m}) — 7(@il2) , (5.3.35)

- T
=1

que descreve a separacao independente x; — x;2 de qualquer das m particulas do projétil.
Isto é claramente similar a QCD, ja que isto corresponde a dizer que o projétil evolui de
acordo com a aproximagao diluida (5.1.10) para a equagao mestre (5.1.4). Também como
na QCD, pode-se checar que o mesmo conjunto de equagoes seria obtido evoluindo o alvo
de acordo com a versao da equagdo JIMWLK dentro deste modelo, Eq.(5.1.15)

Portanto, claramente a hierarquia do modelo vai além das equacoes de Balitsky-JIMWLK
incluindo efeitos de saturagao na evolugao do projétil, ou, equivalentemente, flutuagdes no
ntmero de particulas na evolucdo do alvo. E interessante, entdo, entender melhor o papel fi-
sico do termo adicional, como por exemplo o termo negativo do nucleo na Eq.(5.3.34). Para
isto e para facilitar a comparacao com as equagoes de lacos de pomerons da QCD, é conve-
niente reescrever as equacoes acima em termos das amplitudes de espalhamento t, = 1 — s,.

As duas primeiras equagoes sao

O(ts) _ /1 (ts — tot.) (5.3.36)

% p
ag;m _ / 22 (s = tato)ty) + 25 (1 = o)) + 2 (L (- L) (1= 1)), (5.337)

z

Observemos que t,t, = (1 — s,)(1 — s,) é a amplitude para o espalhamento simultineo
de duas particulas no projétil. A hierarquia também admite o ponto fixo ¢ = 1, o que
sugere que as solugdes correspondentes saturam no limite de disco negro (que corresponde a
absorcao total) em altas energias: (¢,t,t,---) — 1 as Y — oo. Este comportamento limite
serd visto nas simulagoes numéricas nas proximas secoes.

Podemos facilmente reconhecer, neste modelo unidimensional, as analogas das equa-
¢oes BFKL e BK: a primeira é obtida desprezando o termo nao linear no lado direito da
Eq.(5.3.36); a segunda corresponde a tratar este termo em uma aproximagao de campo mé-
dio que assume a fatorizagao (t,t,) ~ (t,) (t.). Esta fatorizagao é, contudo, inconsistente
com as equagoes de ordens mais altas na hierarquia, comecando pela Eq.(5.3.37). Essa que-
bra da aproximagao de campo médio esta associada com a presenca de termos de flutuagao,

como o ultimo termo o 7,.7,. Esse termos sao importantes, pois geram as correlagoes no
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regime diluido.

Consideremos o regime no qual o alvo é tao diluido que a amplitude de espalhamento
média é muito fraca: (t) S 7. Isto corresponde a cauda diluida da distribuigao do alvo para
grandes valores de x, onde o numero médio de ocupagao é (n) < 1. Neste regime, o tltimo
termo no lado direito da Eq.(5.3.37) pode ser aproximado como (7,,7,./7), que é comparavel
ou mesmo maior que os termos BFKL, como (7,./7) (t.t,). Isto mostra que, neste regime
diluido, a amplitude de duas particulas (tt) é ainda muito pequena, mas é obtida a partir
da amplitude de uma particula (t), através do altimo termo na Eq.(5.3.37). Vale notar que

no regime diluido pode-se escrever

7-1’2'7-yz Ta:zTyz a <n2>
= - tz = - 2w w) = rzlyz T v, «J.
o / . (t.) / . /7’ (M) /7’ Ty: (5.3.38)

z z

0 (tsty)
oY

De acordo com esta equacgao, a variagao na amplitude de duas particulas em um passo da
evolucao pode ser interpretada como a seguinte evolugao no alvo: primeiro, uma particula
nova ¢ criada em z, através do processo de separagao w — wz, para qualquer w; entao, a
nova particula do alvo espalha simultaneamente com as duas particulas do projétil em x e
Y.

Vemos entao que a correlagao de duas particulas (t,t,) — (t.) (t,) € obtida a partir de
flutuagoes do alvo através de espalhamento maltiplo, mecanismo que é bastante similar ao
identificado no contexto da QCD [38], e que inspirou a extensdo da hierarquia de lagos de
pomeron. Sua estrutura geral é realmente similar aquela para as amplitudes de espalhamento
no modelo, no sentido de incluirem termos BFKL, termos nao lineares responséveis por

unitarizagao e termos de flutuagoes que geram correlagoes no regime diluido.

5.4 Resultados analiticos

Para realizar um estudo analitico da evolugao descrita por este modelo, é necessario especifi-
car a forma da amplitude elementar de espalhamento particula-particula 7(x|z). Inspirados
pela analogia com a QCD, na qual esta quantidade corresponde & amplitude para o espa-

lhamento dipolo-dipolo, escolhemos
7(x|2) = Texp(—|z — z|). (5.4.39)

A origem, na QCD, para esta formula pode ser reconhecida da seguinte maneira: apos
traduzirmos para as notagoes da QCD, ou seja, * = In(rZ/r?) com r sendo o tamanho
do dipolo atual e 1y uma escala arbitraria de referéncia, Eq.(5.4.39) torna-se equivalente a

7(r1lre) = 72 /r2, onde r— = min(ry,r2) e r~ = max(ry,72) [63]. Com a identificagao adi-



Capitulo 5. Um modelo unidimensional para a QCD a altas energias 84

cional 7 = @2, temos uma boa aproximagcao para a amplitude que descreve o espalhamento
central entre dois dipolos elementares na QCD. Por central queremos dizer uma colisao que
ocorre em parametro de impacto relativo igual a zero. Esta subentendido também que é

tomada a média sobre as orientagoes dos vetores bidimensionais r; e 5.

5.4.1 Evolugcao BFKL do modelo

Iniciaremos com a versao linearizada da Eq.(5.3.36), que aqui faz o papel da equagao BFKL.

Com a forma especifica de 7(z|z) dada acima, temos

ot,
Iy = /dz exp(—|x — z|) t. (5.4.40)
onde assumimos que as médias estao implicitas. Definindo a transformada de Mellin com

respeito a exp(—x)

[e.9]

t(v,Y) = /dx exp(yx) t(x,Y), (5.4.41)

—00

obtemos (7, Y) = #(v,Y = 0)exp [x(7)Y], onde a fungdo caracteristica é a transformada
de Mellin do nucleo na Eq.(5.4.40) e tem a forma

=—+ —. 5.4.42
) = = (5.4.42)
Assim, a solugdo geral da Eq.(5.4.40) é
dvy -

C

onde o contorno de integragao C é paralelo ao eixo imaginario e com parte real tal que
IRe(v)| < 1. Da Eq.(5.4.41), vemos que £(7,0) ¢ a transformada de Mellin da amplitude de
espalhamento em Y = 0. Por defini¢ao, assumiremos que o alvo ¢é inicialmente composto de
um tnico dipolo de tamanho ry = exp(—0/2), e neste caso temos (7, 0) = 7x(7) exp(y20).

Analisemos agora alguns limites especiais da equacao acima, & qual nos referiremos
usando uma terminologia inspirada na QCD:

(i) O limite de altas energias Y — oo para x fixo. No plano cinematico (Y, ), isto
corresponde a evolugao ao longo de um eixo vertical. Neste limite, a integral é dominada

pela regiao em torno do ponto vp que satisfaz x’(yp) = 0. Facilmente encontramos vp = 0
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e x(7p) = 2, e realizando a integragdo Gaussiana em torno deste ponto de sela, obtemos

tz,Y) = exp {ZY - M} . (5.4.44)

-
VerY 8Y

A dependéncia em Y da amplitude é similar ao que ocorre na QCD, ji que em ambos os
casos ela cresce exponencialmente com Y. No entanto, a analogia nao é completa, pois
a amplitude acima é independente do tamanho r do dipolo do projétil. Em contraste, a
amplitude respectiva na QCD ¢é proporcional a r, o que no entanto é uma dependéncia
relativamente fraca comparada com o resultado correspondente em ordem fixa na teoria
de perturbagoes, t(r) ~ r? (transparéncia de cor). Observemos também a dependéncia
Gaussiana da Eq.(5.4.44) em x — xg, o que descreve difusdo com um raio oc Y'/2. Isto &
novamente similar & conhecida difusio BFKL na variavel logaritmica In(1/7?).

(ii1) Aprozimagao de duplo logaritmo (DLA): Esta é a evolugado ao longo de uma dire-
¢ao no plano (Y, x) tal que a diferenga = — z( entre os tamanhos dos dipolos cresce mais
rapidamente que a rapidez Y. Quando x — x¢ > Y, a integral é dominada por um valor de
v que & perto de 1. O ponto de sela ocorre em ypra = 1 — [Y/(z — 20)]*/? e chegamos em

W, Y) = —— [(x — 20)Y] Y exp | — (2 — 20) + /4(z — xO)Y] . (5.4.45)

.
NG
Este é exatamente correspondente ao resultado na QCD, o que nao deveria ser uma surpresa:
no limite de duplo logaritmo da QCD, um dos dipolos que surgem tem um tamanho igual
ao do dipolo original, uma carateristica que estd na construcao do nosso modelo. Em
particular, o resultado acima mostra transparéncia de cor, ou seja, t(r) o< exp|—(x — x¢)],
numa completa analogia com o comportamento, na QCD, #(r) ~ r? para valores muito

pequenos de r

5.4.2 Correcoes de unitariedade na aproximacao de campo médio

Como ficou explicito na analise anterior, a evolu¢ao em altas energias descrita pela Eq.(5.4.40)
leva a uma amplitude de espalhamento que cresce rapidamente com Y, e portanto eventual-
mente viola o limite de unitariedade ¢ < 1. Assim, para estudar o comportamento em altas
energias, é necessario incluir os termos nao lineares responsaveis pelas correcoes de unitari-
edade. Faremos isto primeiramente na aproximacao de campo médio (t,t,) ~ (t,) (t,), na

qual Eq.(5.3.36) é reduzida a apenas uma equagao nao linear

Oty
oy = /dz exp(—|x — z|) (t, — tut.) (5.4.46)
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que ¢é a versao do modelo analoga & equacao BK. Tal analogia nao é apenas formal, mas cobre
muitos aspectos essenciais: (a) Assim como a equacao BK, Eq.(5.4.46) é consistente com
unitariedade e, além disso, sua solugao se aproxima ao limite de unitariedade em grande Y
(t =1 & um ponto fixo); (b) No limite de espalhamento fraco ¢t < 1, Eq.(5.3.36) é reduzida
a uma equacao linear que descreve um crescimento exponencial com Y e difusao em z.
Juntas, essas propriedades implicam na Eq.(5.4.46) estar na classe de universalidade da
equagao FKPP, assim como a equacao BK, o que também implica na evolugao em direcao
a saturacao ser dirigida pela dindmica linear no regime diluido—a forma precisa dos termos
nao lineares nao é importante desde que fornecam saturagao. Portanto, é facil adaptar a
analise da equagao BK das referéncias [23,30-32,101] para a Eq.(5.4.46) com os resultados
descritos abaixo.

Para valores suficientemente grandes de Y (para que se perca a memoria da condigao
inicial e o comportamento universal seja alcan¢ado), a solugao ¢(x,Y’) é uma onda viajante,
ou seja, uma frente que interpola entre ¢ = 1 para valores negativos grandes de z e t — 0
para valores positivos grandes e que se propaga na direcao de valores maiores de x a medida
que Y cresce. A posigao z5(Y') desta frente define a linha de saturagao, a dire¢ao de evolugao
no plano (Y, z) ao longo da qual a amplitude de espalhamento é constante e de O(1). Como
mencionado antes, a localizacao dessa linha pode ser inferida a partir da solucao da equagao
linearizada (BFKL) (5.4.40). Retornamos entao a esta solugao, Eq.(5.4.43) e consideramos
uma terceira dire¢do no plano (Y, ), correspondente a linha de saturagao.

(ii) A linha de saturagao: Quando a rapidez cresce ao longo desta linha, a posicao x
(o inverso do tamanho do dipolo) deve também crescer para que a amplitude permaneca
constante. Para Y grande o suficiente, pode-se usar a aproximagao de ponto de sela na
Eq.(5.4.43). A condigao de ponto de sela

X' (7)Y =z, =0, (5.4.47)

juntamente com a condi¢ao de que o expoente se anula (para que a amplitude seja rigoro-

samente constante) ao longo da linha de saturagao

determinam unicamente o valor do ponto de sela de saturac¢ao s e a linha z4(Y) (a menos

de uma constante aditiva), que nesta aproximagao é simplesmente uma linha reta: z4(Y) ~

AsY . Obtemos

X (7s) = @ = Vs = % e A= X(JS) =3V3. (5.4.49)
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E possivel ainda melhorar a estimativa para A, levando em conta mais apropriadamente os

efeitos nao lineares. Obtém-se, assim [101]

dz,(Y)  x(s) 3 3v3
As = ~ — = - 4.
dY Vs 27sY 33 2Y (5.4.50)

que concorda com os resultados a partir da equagao FKPP [37]. A amplitude na vizinhanga
da linha de saturacao pode ser obtida através de uma expansao em torno do ponto de sela

de saturacao, o que implica em

(x — x,)?

Y (5.4.51)

tz,Y)=c17(r — x5 + c2) exp | —7s(x — x5)
Isto é valido estritamente para 1 < = — xs < 2x"(7)Y, que corresponde uma larga ja-
nela para grande Y. Na Eq.(5.4.51), ¢; e ¢p s@o constantes desconhecidas de ordem O(1),
X"(7s) = 27.

Observemos que na regiao r — x5 < 1/2x"(7s)Y, onde o termo de difusdo no expoente
pode ser desprezado, a amplitude exibe escalamento geométrico, ou seja, depende de = e
Y apenas através da combinagao  — z4(Y"). Isto é o que significa uma onda progressiva:
uma frente que, quando Y cresce, é simplesmente deslocada para valores maiores de z, sem
distorcao na sua forma.

Também é instrutivo traduzir o cenario descrito acima para um nimero médio de par-
ticulas no alvo, n(z,Y). Na cauda da frente em = > z,Y), na qual ¢ < 1, temos
t(z,Y) = [dz7(z]|z)n(z,Y), onde a integracio em z tem um pico em z = x. Assim,
um dipolo pequeno (com grande z), espalha com dipolos do alvo com tamanho similar
(z ~ x), e o fato de a interagao ser fraca corresponde ao fato de que o alvo parece di-
luido nessa escala de resolucao: n(z,Y) < 1/7. Quando Y cresce neste regime diluido, n
cresce muito rapidamente, exponencialmente com Y, assim como ¢. Em torno da posi¢ao
da frente (z ~ z4(Y)), temos t ~ O(1) e portanto n ~ O(1/7): nesta escala de resolucao,
o alvo é denso. Finalmente, atrias da frente, onde ¢ satura em 1, o nimero de ocupacao
nao satura, mas permanece crescendo com Y, embora apenas lentamente (ver Eq.(5.2.20)):
n(x,Y) ~ (Y —Y,)/7, onde Y, ~ In(1/7) é a rapidez critica para que a saturacao seja al-
cangada na taxa de deposito em x: f(x) = 1/7 para Y > Y.. O valor preciso de Y, depende

de x e das condigoes iniciais em Y = 0.

5.4.3 Flutuagoes no niimero de particulas

Como discutido em sec¢oes anteriores, as equagoes de evolugao envolvem termos de flutua-

¢oes, que refletem o aspecto discreto do ntimero de particulas e sao inconsistentes com a
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aproximacao de campo médio. Como os nimeros de ocupacao sao grandes na saturacao,
pode-se esperar que os efeitos de tais flutuacoes sejam relativamente pequenos e possam ser
tratados em teoria de perturbagoes em torno dos resultados de campo médio. No entanto,
como foi recentemente entendido na QCD [38,61-63], a evolugao em altas energias é de fato
dramaticamente sensivel a flutuagoes, e a razao fisica para isso esta implicita na discussao
da secao anterior: a evolucao é dirigida pelo crescimento e pela difusao BFKL na cauda
diluida da frente, onde os nimeros de ocupagao sao pequenos (da ordem de um) e portanto
os efeitos de flutuagdes no niimero de particulas sao realmente importantes.

A analise das aproximacoes linear e de campo médio sugere que o modelo em considera-
¢ao encontra-se na classe de universalidade do processo de reacao-difusao, e esta conclusao
serd reforcada pela andlise numérica na proxima secao. Portanto, é possivel fiar-se na
correspondéncia com a fisica estatistica a fim de caracterizar os aspectos universais da
dindmica na presenca de flutuacoes. Estes sao em sua maioria qualitativos e referem-se ao
comportamento em tempo grande (aqui, grande Y') em acoplamento fraco (aqui 7 < 1).
Abaixo sao enumerados os principais aspectos qualitativos da dindmica na presenca das

flutuacoes:

(1) Para uma dada condigao inicial em Y = 0, a evolucao estocéstica até Y gera um
conjunto estatistico de frentes (ao invés de uma tnica frente para a dinAmica determi-
nistica na aproximacao de campo médio), com as distintas frentes no conjunto dife-
rindo por suas respectivas posigoes de frente. Portanto, z,(Y) (a linha de saturagdo)

torna-se agora uma varidvel aleatoria.

(i1) Em uma boa aproximacao, a distribuicao de z; em Y é uma Gaussiana, com um valor

2

2 .
2y — (z5)” que crescem linearmente com Y

médio (z,) e uma dispersio o(Y) = (z
(xs) = \Y e 0c2(Y) = D;Y.

(1ii) O valor assintotico da velocidade média A\ é significativamente menor que sua predigao

na aproximagao de campo médio

) X(7s) 1
5) = Sy =—=, € A= =3V3. 5.4.52
() Vs V3 Vs ( )
onde
()= —— 4L (5.4.53)
x(y =Tt 4.

O respectivo desvio é conhecido analiticamente no limite formal de acoplamento fraco

[66], com um resultado que, quando adaptado a este modelo fica

2 " 2
X(s) _ T (06) g 5 9V3T

Vs 21n’ 7 2In%7 "’

As (5.4.54)
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valido quando In?7 > 1. No mesmo limite, o coeficiente de difusio da frente Dy
comporta-se como D ~ 1/In*(1/7) [102], e entdo se anula, como esperado, quando
7 — 0. Deve-se notar, contudo, a convergéncia lenta, logaritmica em 7, destes resul-
tados para seus respectivos limites de campo médio, o que reflete a forte sensibilidade

da evolucao as flutuagoes.

(iv) Quando Y cresce, o valor assintotico de A4 é rapidamente alcangado (ezponencialmente

em Y'), ao contrario da lenta convergéncia prevista pelo resultado de campo médio

(5.4.50).

(v) As frentes individuais no conjunto exibem escalamento geométrico, mas apenas em
uma regiao compacta: para cada frente, ha apenas uma distancia finita v — z, < Ax,,
com Azy, ~ (1/75)In(1/7), além da frente, onde a amplitude escala como t(x) o
e @) com = 1/ V3. Em contraste, na amplitude de campo médio a janela de
escalamento x — x, o< VY cresce com Y, e portanto pode tornar-se arbitrariamente

grande.

(vi) Observaveis fisicos, como a amplitude de dipolo média (t(z))y, sdo obtidos realizando
a média sobre o conjunto. Nesta média, a propriedade de escalamento geométrico
desaparece por causa da dispersao nas posigoes das frentes [62,63], e é eventualmente
substituida, em valores de Y suficientemente grandes, por um novo tipo de escala-
mento [38,63|, conhecido como escalamento difusivo [103|. Especificamente, (t(z)) €

estimada como

(t(z))y ~ %Erfc {x;—\/lg_f;} , (5.4.55)

Essa aproximagao de escalamento difusivo é valida quando D¢Y > 1 e em uma grande
regido em torno da linha de saturagdo meédia (), tal que |z — (@) | < VDY
Ela também interpola suavemente na dire¢cdo do limite de disco negro (t(z)) = 1
quanto x — —oo. Para distancias maiores = — (x5) 2 vsDfY, o comportamento de
transparéncia de cor é recuperado, (t(z)) o exp[—(z — (z4))], com um pré-fator que é
sensivel as flutuagoes (ver Refs. [38,103| para detalhes).

5.5 Resultados numéricos

Nesta secao, apresentamos alguns resultados da investigacao numérica do modelo unidimen-
sional descrito neste capitulo.
Consideremos primeiramente a evolugao de um tinico evento, Figura 5.1. A formacao do

padrao de onda viajante ocorre por meio de dois mecanismos distintos:
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Fig. 5.1: Evolugao evento-por-evento da amplitude de espalhamento: (a) Evolugdo em ra-
pidez da amplitude para um unico evento. (b) Amplitude para 10 eventos (linhas
tracejadas) e amplitude média (linha sdlida) para Y =5, 12.5, e 20.

e particulas sao produzidas em sitios ja ocupados. Esta evolugao é basicamente gover-

nada pela dindmica de campo médio e resulta na formacao de uma frente de onda;

e as vezes uma flutuacao rara surge bem adiante da extremidade da frente, na regiao
que era anteriormente desocupada. A evolugao subseqiiente €, portanto, uma compe-
ticao entre o crescimento BFKL, local, daquela flutuacao particular e o crescimento e
progressao da frente de onda de campo médio. Quando um conjunto de eventos, tais
flutuagoes levam a uma dispersao crescente na posigao das frentes (ver grafico direito
da Figura 5.1).

Efetuando a média sobre um grande nimero de eventos (N, = 10°), obtém-se as distri-
buicdes médias mostradas na Figura 5.2. A esquerda sdo observadas grandes flutuacdes no
ntimero médio de particulas por sitio quando (n) ~ 107° = 1/N,,. Essas correspondem a
flutuagoes raras (apenas poucos eventos possuem nimero de ocupag¢ao nao nulos nos res-
pectivos sitios) na cauda diluida da frente. No que diz respeito a amplitude média, embora
seja possivel notar um padrao de onda viajante no grafico a direita na Figura 5.2, a forma
da frente média na realidade varia com Y — sua inclinagao diminui com Y — o que reflete a
violagao do escalamento geométrico por meio das flutuagoes.

Para estudar a violagao do escalamento geométrico mais detalhadamente, é necessario
primeiro estudar a estatistica da posicao da frente (a escala de saturagdo xs) como uma
fungao da rapidez. Para um dado evento ¢(z,Y’), a posigao da frente é determinada por

t(x =z4Y),Y) = ty, com ty sendo um nimero constante que escolhemos ¢y = 0.1. Espera-
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Fig. 5.2: Evolucio das quantidades médias obtidas apds 10° eventos. Os resultados sao
apresentados como uma func¢ao de x para, da esquerda para a direita, ¥ =
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se que tanto o valor médio de x4(Y’) quanto a dispersao associada cresgam linearmente com
Y. Para o valor médio isto é verificado no grafico a esquerda na Figura 5.3, que exibe
os resultados numéricos para dy (xs(Y)). Este grafico mostra que o valor assintético em
grande Y da velocidade é atingido muito rapidamente e, além disso, este ¢é significativamente

menor que a correspondente predicao da aproximacio de campo médio, A\, = 3v/3. Para

2 2

. < 2 - . © e :
a dispersdo, 0 = (x7) — (xs)”, os resultados sdo mostrados no grafico a direita na Figura

5.3. Esta é bem fitada por um crescimento linear, o2 ~ D;Y’, com um coeficiente de difusao
da frente Dy = 1.224. Assim, a estatistica da escala de saturacao segue realmente o padrao

esperado para um processo de reagao-difusao.
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Fig. 5.4: A amplitude média representada como uma funcao da varidvel de escalamento
difusivo. Quando a rapidez cresce, o resultado assintdtico (5.4.55) (indicado na
figura por limit) é de fato obtido.

Consideremos novamente a analise da forma da amplitude média a fim de verificar outra
predi¢ao importante do problema de reacao-difusao: o surgimento do escalamento difusivo
em grande Y (ver Eq. (5.4.55)). Para isso, a amplitude média foi plotada, a partir das
simulagoes numéricas, como uma fung¢ao da variavel de escalamento esperada, (z — (z4)) /0o,
com (x,) e o2 obtida da analise anterior (Figura 5.3) para vérios valores da rapidez Y. Como
manifestado na Figura 5.4, a amplitude média realmente converge para a curva assintotica
esperada, Eq. (5.4.55), quando Y cresce. Assim, a propriedade de escalamento difusivo é

completamente satisfeita pelo nosso modelo.
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Conclusoes

Nesta tese, foram abordados alguns dos principais aspectos da evolucao e do espalhamento
na QCD no regime de altas energias. A partir das propriedades do DIS, é possivel com-
preender como ocorre a evolugao na direcao do limite de altas energias e a importancia dos
efeitos nao lineares que levam a uma provével saturagao partonica. Esses efeitos levam ao
surgimento de equacoes de evolugao nao lineares para as amplitudes de espalhamento. Em
particular, para o espalhamento dipolo-hédron, as amplitudes de espalhamento podem ter
sua evolugao descrita pelas equagoes de lagos de pomeron, que basicamente consistem nas
equagoes de Balitsky-JIMWLK levando em conta, nao apenas a fusao de pomerons, mas a
divisdo de pomerons, ou seja, levando em conta as flutuagoes do niimero de glions (ou dipo-
los). No regime no qual as energias nao sdo muito altas, a equagao linear BFKL é recuperada
e, considerando uma aproximacao de campo médio, obtém-se a chamada equacao BK, que é
a mais simples equagao de evolucao para a amplitude de espalhamento dipolo-héddron. Por
ser mais simples, é também a equagdo mais estudada e as propriedades (assintéticas) de
suas solugoes sao bem conhecidas.

Usando essas propriedades da equacao BK, realizamos uma analise de suas implicagoes
fenomenologicas no espalhamento profundamente inelastico (DIS) [76]. Propusemos uma
expressao para a amplitude de espalhamento no espaco de momentum, o modelo AGBS, que
interpola entre o comportamento da amplitude dipolo-préton no regime de saturacao e as
amplitudes de ondas progressivas, previstas pela QCD perturbativa no regime ultravioleta a
partir da equacao BK. Esta expressao foi usada para calcular a fun¢ao de estrutura do préton
F, (no formalismo de dipolos) e testada através de ajustes aos resultados experimentais
de HERA. Obtivemos bons ajustes com massas de quarks leves m, 45 = 50,140 MeV e
massa do charm m. = 1.3 GeV. Embora haja outros modelos na literatura que conseguem
reproduzir F» com um bom Y2, nosso modelo pode ser diferenciado principalmente nos

seguintes aspectos:

(1) A analise baseia-se na equagao BK para considerar efeitos de unitariedade. Assim,

espera-se que nosso método seja mais preciso que os modelos no espago de coordenadas
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na literatura, em particular GBW e IIM, especialmente no dominio de pequeno-x e

baixo )? sob investigacao;

(ii) Em ambos modelos GBW e IIM, algumas dificuldades sao encontradas apos realizar-se
suas respectivas transformadas de Fourier. No primeiro, a transformada de Fourier da
secao de choque de dipolo apresenta um comportamento perturbativo nao realistico,
enquanto no segundo ela apresenta valores negativos. Estas dificuldades inexistem
em nosso modelo, ja que a transformada de Fourier (amplitude de espalhamento no

espago de coordenadas) permanece entre 0 e 1.

Essas caracteristicas associadas com a boa descricao dos dados e x? pequeno mostram
que a amplitude de espalhamento proposta neste capitulo é uma boa parametrizacao para
investigar as propriedades dos observaveis em energias de RHIC e LHC que podem ser
descritos dentro do formalismo de dipolos.

Neste sentido, realizamos uma nova aplicagao do modelo AGBS [104], a fim de investigar
os efeitos das flutuagoes no DIS nas energias de HERA. Tal analise foi feita no espaco de
coordenadas utilizando os modelos GBW e AGBS e os resultados foram inconclusivos no que
diz respeito a presenga de flutuagoes em HERA. A analise apresentada nesta tese, através
do modelo AGBS, mostra que nao ha evidéncia da presenca de flutuacoes nas medidas da
funcao de estrutura do proton Fy, o que é representado pelo valor muito pequeno, proximo
a zero, do coeficiente de difusao D. Foi possivel chegar a essa conclusao realizando o ajuste
a todos os dados de HERA (H1 e ZEUS) para as medidas do DIS, ao contrario do que foi
feito no outro estudo envolvendo os modelos GBW e IIM, que utilizou apenas dados de H1.
O estudo apresentado aqui, portanto, é mais completo.

O Capitulo 5 desta tese foi dedicado a apresentar um trabalho de natureza puramente
tedrica, mas que certamente possui conseqiiéncias profundas no que diz respeito a feno-
menologia da QCD em altas energias. Este foi realizado durante o doutorado sanduiche
que realizei no SPhT, Saclay, Franca, financiado pelo Programa de Estégio de Doutorando
no Exterior da CAPES. Esse estagio foi realizado sob a responsabilidade do Dr. Edmond
Iancu e teve uma duracao de cinco meses, tendo como resultado outra publicagao cientifica
Referéncia [47].

O trabalho consiste na construgao de um modelo estocéstico de particulas (1+1)-dimensional
que reproduz a evolucao e o espalhamento em altas energias na QCD em parametro de im-

pacto fixo. O modelo mostra-se interessante em varios aspectos:

(1) Sua estrutura é consistente com principios fisicos gerais que sao validos na QCD:
invariancia de Lorentz, espalhamentos miltiplos e evolugao através da emissao de

uma particula adicional por unidade de rapidez;
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(i1) O modelo exibe um mecanismo de saturacao similar & saturacao gluénica: as novas
particulas criadas pela evolucao sao emitidas coerentemente a partir das particulas
pré-existentes, com uma taxa de emissao que satura em alta densidade devido aos

espalhamentos multiplos entre a particula adicional e as que a originaram.

(iii) O modelo encontra-se na classe de universalidade do processo de reagao-difusao, como
também esperado em QCD, e exibe todas as caracteristicas qualitativas esperadas na
QCD em parametro de impacto fixo, no que diz respeito tanto aos aspectos de campo
médio (crescimento BFKL no regime diluido, a formagao de uma frente de saturacao
com escalamento geométrico) como os efeitos das flutuagoes (dispersao nas posigoes
das frentes, quebra do escalamento geométrico na descricao estatistica, convergéncia

para escalamento difusivo em altas energias).
(v) O modelo é suficientemente simples para permitir investigagoes numeéricas detalhadas.

(vi) Os aspectos estruturais do modelo sao particularmente interessantes, ja que estes po-
dem inspirar buscas por estruturas correspondentes na QCD. Em particular, as equa-
¢oes de evolucao para as amplitudes de espalhamento neste modelo aparecem como
uma generaliza¢ao natural (dentro dos limites do modelo) das equagoes de Balitsky—
JIMWLK, com o projétil e o alvo tratados simetricamente: para cada um desses
dois sistemas, as equacoes incluem flutuagoes e multiplos espalhamentos tanto com as
particulas internas ao sistema (efeitos de saturagao) quanto com as do outro sistema

(corregoes de unitariedade).

Diante dessas caracteristicas, é natural que esse modelo unidimensional inspire buscas
por novas estruturas na QCD. Na realidade, um importante passo nesse sentido j& foi rea-
lizado na Referéncia [92], onde o modelo foi considerado no caso no qual o parametro 7 (o
anélogo de a5 da QCD) nao é fixo, e sim variavel, com uma dependéncia explicita da variavel
espacial z (na QCD o logaritmo do inverso do tamanho transversal do dipolo). O principal
resultado desse estudo é que o efeito das flutuagoes no nimero de gltons é suprimido pelo
efeito da variagao do parametro de acoplamento. Isso implica, para as energias de interesse
da fenomenologia da QQCD (mesmo nas energias do LHC), o tratamento de campo médio
(equagao BK), com acoplamento variavel, ser suficiente para descrever o espalhamento e a
evolugao.

Diante desse resultado, surgem boas perspectivas da continuidade do trabalho desenvol-
vido até entao. Evidentemente, é interessante realizar aplicagoes do modelo unidimensional
para o estudo de observaveis fisicos. O primeiro passo neste sentido é a descricao de pro-
cessos difrativos dentro do formalismo do modelo em questao. Tal descricao foi realizada

no formalismo da QCD em [103], onde nos limites da aproximagao de grande N,, os autores
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estabeleceram o comportamento em altas energias das se¢oes de choque difrativa e inclusiva
para o DIS em parametro de impacto e parametro de acoplamento «; fixos. Esse estudo
entrard num projeto para a realizacao de um pos-doc e os primeiros rascunhos ja foram

iniciados.



Apéndice A

Equivaléncia entre as equacoes BK e

FKPP

Neste Apéndice, explicitaremos os céalculos que levam ao resultado importante obtido por

Munier e Peschanski [30], a equivaléncia entre as equagoes BK e FKPP.
Apos a aproximacao difusiva realizada no nicleo BFKL, a equagao BK toma a forma

NN = ax(—0p)N —

- wx(z)

)
e
o)

()
|
(

Deve-se primeiramente introduzir a notacao

e definir

asN?
//<;/2) (aL + 1/2)2N . C_YSNQ
Fat ;/2) (00 +1/2 — a.N?
G, % 1/ )(3% + 0, + 1/ON — aN?
1/2) PN + ”(1/2)a I (1/2)N A
(A.0.1)
w=X (%) ., D=X"(1/2) (A.0.2)
T=1- %\/ 1+8=. (A.0.3)
(1=, (1-7%) <L+ a;DY>
2 2t T t
D(1— :Y)zN (a D(1— )27 1—7 - (1- 7)2) ) (A.0.4)
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é possivel chegar a equacdo FKPP para a fungao u(t, x).
Primeiramente, temos, na nova notacao,
asD
8

_S _SD
a O‘Q N +

D
5 OIN +

Oy N = a,x (%) N+ N — a,N? (A.0.5)

Consideremos termo a termo da equagao acima. A derivada no lado esquerdo pode ser

escrita como:
ot ox
N = (8tN)6_Y + (@cj\/)a—y

= 2P0 (2 u0) S0 -+ o (20

2 2 2
SOy N = aswatu(t,x) + asw@cu(t, ) (A.0.6)
O primeiro termo do segundo membro:
G = w2 - ) ult, z) (A.0.7)
O segundo termo:
“Don = “Poan)
- 220 [0 5]
= 220, 1(0.N)(1 - )]
= &2, 0.0
_ 20 - ) e
= @sDQ(lT_WI OZu(t, r) (A.0.8)
O terceiro termo do segundo membro:
@;D ON = %M@N
= aSM dpult, x) (A.0.9)

O quarto termo:

u(t, x) (A.0.10)
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Por fim, o quinto termo:

D*(1—#)*
4

—aN? = —a, u?(t, x)

Reunindo todos os termos

A

D1 —7)*
4

D*(1—7)°

Ou(t, x) + o 1

Oyu(t,z) =

. . ~ . 4
Multiplicando a equagao acima por DR

2w

1

1 1
——dult, ) + s
e x)+4(1—7)2

SOt x) = OPu(t, x) — uP(t,x) +

241
cow(t,x) = OPult, o) — uP(t,x) + 2 il

SOt x) = Pu(t, x) — uP(t, o) + ult, z)

atu(ta JI) = 8§u(ta I) + u(tv I)(l - u(tv I)),

que é a equagdo FKPP para u(t, z).

5 u(t, ) + O*u(t, )

u(t, r) — u?(t, r)

8w+ D (
—
AD(1—A)

M=y

(A.0.11)

(A.0.13)



Apéndice B

A funcao de estrutura F5 no espaco de

momentum

Neste Apéndice, explicitamos os célculos que levam a expressao (4.3.22) para a funcao de

estrutura Fy do proton, ou seja,

2R2N
By(z,Q%) Q472 / dk/ dz|U(K?, 2, Q*)|*T(k,Y)

onde
_ 2 _
- 40Q? 4(k* + Q2 k
W, QP = > (%) e2Q [2+ (1 - 2%) ( Qq)_ asinh (_>
- 4Q7 + k k2 (k2 + 4Q2) Qq
k2 —72622 N 40Q%2%(1 - 2)24+m? | k? + Q2
203 Qg a
k4 2k2Q% + 4Q)} siul <i)
A A 2
Q2 /K2 (k2 + 4Q2) @
e
A2 2 2
Q, = 2(1—2)Q° +mj. (B.0.1)
Revisando as formulas necessarias, temos primeiramente que a funcao de estrutura Fy é
dada por
F(x,Q%) = 2 Oéem[ oyt +o} "] (B.0.2)

onde o7, (x Q?) (o} (x Q%)) sdo as segoes de choque para o espalhamento de um foton

virtual transversal (longitudinal) e o proton, dadas por

/d2 / dz ‘\I/TL (r, z; Q* | ngpp r,Y), (B.0.3)
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onde ajhp” (r,Y) é a segdo de choque dipolo-proton, que, considerando independéncia do
parametro de impacto, é proporcional a amplitude de espalhamento T'(r,Y’) através da
relagao

O’dzp P(r,Y) =2rR2T(r,Y),

onde Rf, ¢ o raio do proton. Ur p(z,7) s@o as fungoes de onda que descrevem o foton virtual

que se divide em um par qg, cujas formas explicitas sao

2N e,

Ur(r, Q%) = 12 e[+ (1 - 2] QKT (Qqr) + mi K3 (Qqr)}
(B.0.4)
UL(r, 2 QY = 212‘;3@”2 {4Q%2*(1 — 2)?KZ(Qqr)} - (B.0.5)

Aqui, m, denota as massas dos quarks e Ky e K sao funcoes de McDonald de ordem zero e
um, respectivamente. Usando as expressoes acima, a funcao de estrutura é dada, no espaco

de coordenadas, por

Q2R2

27r046m

Fy(r,Q?) = /d2 /dz{|\Iszr|2+|\Iszr|}TTY (B.0.6)

A fim de simplificar a notagao, escrevemos o termo que contém as fungoes de onda como

D(r, z) = Pp(r, z) + Pr(r, 2), (B.0.7)
onde
D p(r,2) = [V (r, 2)]*. (B.0.8)
Assim, podemos escrever
By(z,Q%) = Q2 By /d2 / dz®(r,2)T(r,Y). (B.0.9)
27TOéem

Agora, realizamos a transformada de Fourier

&Pk . -
T(rY) = rz/z—e’k""T(k,Y))
T

= 72 /Oo dk kJo(kr)T(k,Y). (B.0.10)
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A transformacao inversa é
d*r —ikr
T(k,Y) = /We T(T, Y))
d
- / %Jo(krr) (r,Y). (B.0.11)
0
O mesmo pode ser feito para ®(r, z). Escrevemos
1
) / Phe (), 2) (B.0.12)
r
e sua inversa ¢ facilmente obtida:
d(k, z) —/ & R T2 (r, 2) (B.0.13)
2= | e L 2). 0.
Usando (B.0.10) e (B.0.12) em (B.0.9), obtemos
2 2 1 1 2K .., -
Fy(r, Q%) = 237;/(127"/ dz—z/d2 e TH(k, z) x / 5 eF T, Y))
2R2 2 / ) ,
_ Q / /d2 /d k‘l Y))/d2re—z(k—k )r
2T Qe
Q2R2 2 / 2
= ,Y ) (2 — K
Sh— d-k k: ))(2m)°6(k — k')
2R2
:Q /dz/d2k<1>kz (k,Y)
aem
2R2
_ 9 dz d*k e* T2 (r, )T (k,Y)
aem
Q2R2 2 2 ik-r
= 47204@7;1/ dz/d /d rr2e®Td(r, )T (k,Y)
ZR? N ,
= @k / dz/koT(k:,Y)/d2rr261k’r<b(r,z)
A2 J
22 1 ~ oo o
_ 95 / dz/koT(k:,Y)/ drr3/ dfe’™ o0 (r, 2)
QQRZ 1 5 o9
= L / dz/koT(k,Y)/ dr r® Jo(kr)®(r, 2) (B.0.14)
2MQem Jo 0

e portanto

Fy(z,Q%) = A 2/ dz/ dkkz{/ drrgjo(k:r)@(r,z)} T(k,Y) (B.0.15)

aem
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Usando (B.0.7), (B.0.8) e as formas explicitas para as fun¢oes de onda, temos

Q2R2 2Ncaem 1 o)
Fy(x, Q%) = aem”- yo Zeg/o dz/o dk k
q

X {/000 dr 3 Jo(kr) {[22 +(1—- 2)2]Q§K12(qu> + mﬁKS(QqT)}

b QP RHQNI T Y)
— Q2§ZNZ /dz/ dk k

X {[22+(1—z)2](2§ /0 drr® Jo(kr) K3 (Q,r)

+ [4Q*ZA(1 - 2)? —I—m]/ drr® Jo(kr) K3 (Qqr )} T(kY)

2 P2
- Q;;NZ /dz/ dk k {[z* + (1 — 2)*]Q2
+ QP (1 -2+ mW} T(k,Y). (B.0.16)
Aqui, .
Q, = / dr 3 Jo (k) K2 (Q,r) (B.0.17)
0
€ o0
Qy :E/ dr r® Jo(kr) K3 (Q,r) (B.0.18)
0

Obviamente, para obtermos as formas explicitas para €2y e {29, devemos realizar as integra-

¢oes em r. Estas podem ser feitas usando Mathematica e os resultados sao

2 5 k?
O =—-M123 - — B.0.1
1 3@32 1(73727 4@(3) ( 0 9)

Q= — 5Q2,F 22-9—]‘;—2 —ok?,F (3,3 L K (B.0.20)
2_15Q_2 q2+1 ) 727 4@2 2471 ) a2a 4@2 .U.
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onde 5 F; é uma fungao hipergeométrica. A fungao de estrutura toma a forma
Q2R2Nc 1 00
)3 2y — p 2/ d / dk k
2(1‘,@ ) 271'2 ;eq 0 Z 0
(22 4+ (1 — 2)?] 2 k(252
z —2)—=s P=——==
3Qg 2471 ’ a2a 4@2
~ 5  k?
5Q5 21 (2,2; —;———)
1 20 4Q2

}T(k,Y) (B.0.21)

X

+ [4Q%2*(1 - 2)* + m{]

15Q9

7 k2
— 2k2,F (3,3 - ——
2 1(7 72a 4@2)

As fungoes hipergeométricas podem ser simplificadas através das seguintes equagoes [105]:

d 3 1-2
o Fy (2,2; —;w) = — [1 — —warcsin(\/ﬁ)] : (B.0.22)

) 1 —4w
Fil23;=; = — |14+ 20— ——— i B.0.23
2 1( ; ,2,w) T6w(l —w) + 2w w(l_w)arcsm(\/@)] . )
7 15 3 — 8w + Sw?
Fi|3,3;=; = in(yw) —3(1 —2 .
2 1( ) ,2,11)) 64w2<1_w)2 [ w(l—w) arcsm( UJ) ( w)]

(B.0.24)

Aplicaremos essas simplificagoes para obtermos Eq.(4.3.22). Primeiro, chamamos a? = Qi

para simplificar a notagao. Assim,

QQRQNC 1 o0 92 5 k2
Fy(2,Q%) = 53 Zeg/o dz/o dkk{[z2+(1—z)2]@2}71 (2,3;5;_@)
q
1

5 k?
2.2 2 2 2 .
+ [4@ z (1—2) —i—mq]ﬁ |:5a 2F1 (2,2,57—@>
) Tk -

Calcularemos termo a termo da expressao acima. Para isso, a relagao arcsin(ix) = iarcsinh(x)
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seré util. Iniciaremos com a fungao hipergeométrica do primeiro termo:

5 k2
oI (2,3, X _4_a2) =

“SCE 1”(4’%)/_“‘@) )(ﬁ)

“ia) U ae (=) (L4 i
-3 k2 1+ 5 N
=0 Y 1-— 202 - = = arcsin (22—>
o (14 42) a (14 £) a/ |
— —3a k_Q LT Z_z arcsinh ﬁ
4k (M)z 2a? k2 2 Al
1a? 1 (14 222) |
3a* k? + a? ) k k2
=0 ) - - arcsinh %)~ 14 222
toa7 (K? +4a2)" | g2 201+ E) a a
= 48a° _ E+a arcsinh (ﬁ) + —k2 — 27
k2 (k? 4 402)* | 2 /k? (k2 + 4a?) 2a 24
48a’ [ 4(k* + a?) , k k* — 2a*
= o2 — = arcsinh | — | + ———
4k2 (k% 4 4a?) VK2 (K2 + 4a?) 2a 2a

2 5 k2 16a* 4(k* + a?) , k k* — 2a*
= -52F (2,3 5—— | = 5 arcsinh | — | + ———
3a 2" da 2k? (k? + 4a?) k2 (k2 + 4a?) 2a 2a

(B.0.26)
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A primeira fung@o hipergeométrica do segundo termo pode ser escrita como

5 k2
Fi12,2,———— | =
2 1( ) 72a 4a2>

1-2 () | ;
TeTlie JeE B (ﬁ)

4a2 4a2
—3a? 1+ £ k
— Z—GkQ 1— : 24 - i arcsinh <2—)
K (1+ 1) i/ (14 £) a
12 [ k24242 (RN,
= arcsin — —
k? (k2 +4a?) | 22 /K2 (k2 + 4a?) 2a
12¢4 [ 2(k? + 242 [k
= arcsinh | — | — 1
k2 (k%2 + 4a?) | /L2 (k2 + 4a?) 2a

., 5 k? 4 2(k% + 2a?) , k
Fi (2,2, 55— | = h{—)—-1
= 15a8 baz by ( Y 4a2> k2 (k2 + 4a?) [ k2 (k2 + 4a?) aresmi o

4a* 2(k? + 2a*)(k* + 4a?)

arcsinh (;) — (k* + 4a?)

a*k? (k% + 4a2)2 k2 (k% + 4a?) a
da’ 1 (2% +2a®) (K2 +4a®) . (k\ K+ 4a®
= 5= arcsinh | — | — —
k2 (k? +4a?)” a” | a?\/k* (k* + 4a?) 2a a
8al 1[4+ 2a) (k2 +4a®) (kY K+ 4a?
= 5~ arcsinh | — | — —
k2 (k2 + 4a2)? a2 | a2 /k2 (R + 4a?) 2a 2a?
Sa’ 1 [k 1 6a2k2+8a* [ k\ K2+da?
= 5~ arcsinh [ — | — ———
k2 (k2 + 4a2)? a2 | a2\/k? (k? + 4a?) 2a 2a?
8a* 1 | 2k* + 12a2k? + 16a* . k k% + 4a?
= 55 arcsinh [ — | — —
2k2 (k? + 4a?)" a a’\/k? (k? + 4a?) 2a a

(B.0.27)
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A segunda funcao hipergeométrica do segundo termo é dada por:

7 k?
oI (373, 5 —@) =

15 343(‘5) + 8160 k k2
= - =3 arcsinh (2—> -3 [1 -2 (—E)}
64350 (1+ 122) oz (14 52) “ “
154" 3+ 2%+ b k k2 |
= ¢ | o 2a°_ aresinh (—) -3 (1 + —2>
A (1+ ) |2V k? (k% + 4a?) 2a 2a |
150* 1262+ 8K2+ 20 /) K2\ |
— 2 — - arcsinh %)~ 31+ 22
Toa1 (K2 + 4a?) k2 (k2 + 4a?) a a*/ |
150 126 +8k2 + 28/ k k? 4 2a°
= — 5 arcsinh ( — ) =3 ( —5—
E (k2 + 4a?) k2 (k% + 4a?) 2a 2a
2k? TR 842 12a® + 8k? + 2 k
= oF1 (3,3 —— | = ¢ 5 ? > arcsinh | —
15a® 2" 4a? k2 (k2 + 4a?) k2 (k2 + 4a?) 2a
k% 4 2a?
3=
(5]
8a? (120> + 8K+ 28 kN 3k +6a?
= 5 arcsinh ( — ) — ——5—
k2 (k? +4a?)” | /K? (K2 + 4a?) 2a 2a
8a2 120 + 8a?k? + 2k ( k ) 3k2 + 6a?
= 5 arcsinh | —— | — ————
k2 (k2 4 4a2) | a2\/k? (k2 + 4a?) 2a 2a
8a’ 1 |12a* + 8a’k* +2k* k 3k% + 6a?
= arcsinh ( — ) — ———5—
k2 (k2 + 4a2)* a® | a2\/k? (k% + 4a?) 2a 2a
8a* 1 |24a* + 1602k + 4k* _ k 3k% + 6a?
= 5 5 arcsinh | — | — ———
2k2 (k% + 4a2)" a a’\/k? (k? + 4a?) 2a a

(B.0.28)
Subtraindo (B.0.28) de (B.0.27), obtemos

8a* 1

2k% +2a®>  8a* + 4a*k* + 2k*
2k2 (k2 + 4a2)? a? -

ey e (5;)
5 arcsinh | —
a a2/k2 (k2 + 4a?) 2,
k% + a? B 4a* + 2a2k® + k4

. k
5 arcsinh (—) ].
a a2+ /2 (k2 + 4a?) %2,

16a* 1
2k2 (k2 + 4a?)* a?
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A funcao de estrutura toma a forma

Q2R2Nc 16&4 1 e
Fy(z,Q?) = b e /dz/ dk k<[22 + (1 — 2)?
(7, Q) 272 ; T2K2 (k2 + 4a2)* Jo 0 | ( a

4(k? + a?) . ( k ) k* — 2a?
X arcsinh | — | + ———
k2 (k? + 4a?) 2a 2a?

+4Q222(1 —2)? 4+ m?

k2 +a?  4a* + 2a%k% + K4 ) ( k )
- arcsinh | —

}T(k;,Y)

a2 a2 a2 /12 (k* + 4a?)
(B.0.30)
ou ainda
Q’R2N, 402\ [ > dk

2N _ 2 2 2
P, Q) = =% Z EE /d/ TR+ (- 2)7

AR + o) arcsinh L +—k2 20°

k2 (k2 4 4a?) 2a 2a?

+4@222(1 —2)? 4+ m?
a2

k2 +a?  4a* + 2a%k% + K4 ) ( k )
— arcsinh [ —

a? a?/k? (k% + 4a?)

}T(k,y)
(B.0.31)

Na notagao original, obtemos finalmente
~ 2
Q2R2Nc 4@2 1  Jk
12 2y _ P 2: 2 q_ / d / ARz 41— )2
2(1.7Q ) 477'2 - eq k_2 +4Q(21 0 z 0 k [’Z +( Z) ]

A(k* + Q2)
k2 (k2 +4Q2)

k2 -9 2
arcsinh( K ) + Qq

2Q, 2Q2

. 4Q2*(1—z)2 +m? | k* 4+ Q2 B 4Q% + 2Q2%k + k*

@ QG Q2 ke (k2 +1Q2)

arcsinh (%) T(k,Y)
(B.0.32)

que ¢ exatamente a Eq.(4.3.22).



Apéndice C

Evolucao de observaveis no modelo

unidimensional para a QCD

Aqui, explicitaremos os calculos necessérios para a obtencao da evolucao de observéveis no
formalismo do modelo unidimensional para a QCD em altas energias, descrito no Capi-
tulo 5, mais especificamente a evolucao das densidades de particulas e das amplitudes de
espalhamento.

Primeiramente, obteremos a equagao de evolugao (5.2.17), para o valor médio de um

observéavel O arbitrario. Para isso, partimos da Eq.(5.2.16),

=Y P({n}.Y)O({n}). (C.0.1)

{n}
Derivando-a em relagao a Y, temos
00)y _ oP({n},Y)
5y % 5y odn})
= ZZ[fz( g =1, )P(- i = 1,2 Y) = fi{n}) P({n},Y)] O({n}),
{n}

(C.0.2)

onde usamos a equagao (5.1.4). Fazendo n; — n;+ 1 para o primeiro termos entre colchetes,

obtemos

ag?y = > > f{nh) PUnEY) O+ ni+ 1) — O({n})]
{n} i

= Y3 PUE (D [OC -+ ni+1,-+0) — O({n})]
i {n}
= Z (fi({n) [O(...,ni +1,...) = O({n})]),- (C.0.3)
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C.1 Densidades de particulas

Para obtermos a evolu¢ao das densidades de particulas, podemos usar Eq.(5.2.17) direta-
mente, mas aqui efetuaremos um calculo mais detalhado e claro, para fins de aprendizado.
Primeiramente, consideremos o nimero médio de ocupagao no sitio ¢. Substituindo O = n;
em (5.2.16), temos

(ni)y =>_ P({n},Y)n; (C.1.4)

{n}
A evolucao em Y:
d(n)y _ =OP(n}Y)
v T oy ™
= > D Uity = 1L )Py =1, Y) = f({nh) P({n}, V)] n,
{n} J

(C.1.5)

Fazemos, na soma sobre todas as configuragoes, ny — ni + 1 para todo k. Para todos os
termos da soma em j, as contribuigoes dos termos de ganho e perda se cancelam, exceto

para o caso quando j = i. Assim, temos

8 <nz>y _
5y = % P({n}, ) f;({n))(ni + 1 — n,)
= Y P{nLY)fi({n})
{n}

= (fil{nH))y, (C.1.6)

que ¢ exatamente Eq.(5.2.18).
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Para o niimero médio de ocupacao de 2 corpos:

(2
M _ an-(n-—&‘)
oY wo

— ZZW'“ g —1,--)P(- np—1,---,Y)
{n} k
— fi{n})P({n}, Y)] ni(n; — ;)

= Y P({n}.Y) [fi({n})(ni + 1)(n; = 6;5) — fil{n})ni(n; — 5
{n}
+fi({nP)ni(n; +1—6;;) — f({nH)ni(n; — 6;;)] (C.1.7)

= " PUnE A [ums — 65 + iy — i + 3
{n}

+fi({n}) [ning +ni — nidiy — ning + 1y }

- Z P({n},Y) [fz({”})”a + f]({n})m]
{n}

= (fil{n})n; + f;({n})na)y (C.1.8)
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De maneira analoga, obtemos, finalmente, para o nimero médio de ocupagao de k corpos:

9 ngfz)zzk
J%W;&::XE:Mﬂww—hﬁﬂmmrﬁwwﬂ—ﬁwwﬂﬂl)
{n} J

X Ty (niz - 5i1i2)(ni3 - 5i113 - 5i2i3) e X (nlk - 52'1% e T 5ik—1ik>

= > PR fa (D) sy = Biia) -+ (i, = Dty — - = G y,)

{n}
+fio (InP)niy (Mig — Givig — Giig) ==+ (M, — Siyiyy — - — iy _yiy)
+fk({n})nl1 (niz - 5i1i2) e X (nikfl - 52‘1%71 e T 5ik72ik71)

(k)
a<nz1az;'lk>y — zk:<fzJ {TL} 11121/3 >Y7 (019)
=1

que ¢ exatamente Eq.(5.2.22)

C.2 Amplitudes de Espalhamento

Como vimos, a matriz S que descreve o espalhamento no qual o projétil consiste em uma

tnica particula no sitio i é

si({n}) = Han’&“ = H (H 07,5) = Ha?ij (C.2.10)

e o seu valor médio é

(si{n})y =D _ P({n},Y) Ha . (C.2.11)

{n}
Sua equacao de evolugao:
0(si)y _ OP({n},Y) 11
. % gy 1%
= > D Uty =1 )P( oy = 1Y) = f({n}) P({n},Y)]
{n} J

us
e
k
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= ZP{n}Y Zf] {n})[oi; — Ha
{n}
= —ZP {n},Y) Z ll—Ha ] Uzj—l]HUZf
{n} k
= —ZP (1Y) s — 11— o0y] si
{n} J
B (1 — O'ij)A
= ZP {n},Y) Zf(sisj — 5;)
{n} J
0 (s;) A(1 — oyj)
o Zg: = (s — sy (C.2.12)
Para um projétil composto por m particulas, a matriz S é
SiySip " Hazul " X Halmj - H Oiyj X oo+ X Uimj)nj (0'2'13)
J
e seu valor médio
(55, -+ i)y = _P({n},Y) H(% X 0,0 (C.2.14)

{n}
Derivando em relagao a Y, obtemos

8<Si18¢3-}/--8im>y — ZZ[fk(7nk_1’)P(’nk_1”Y)
{n} &

~ RPN ] @y o )
= Y P({n}Y) Z Fo(fn)) [oup X -~ X 055 — 1]

{n}

X H (Uilj NI Uimj)n'j
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= Y (1 ‘Hazs> Ok X+ X 01— 1]

{n} u
x [ (i x -+ x 03,,)"
j

A
— P 201 -4 .
Z ({n}’Y) Z - (1 Oik X X O’ka)
{n} k
X [8iy8iy =+ SipSk = iy Siy " " Siy ]

A

= Z; (1= 0ig X -+ X Oik) (SirSip ** Si Sk = SitSip " ** i)y
k
A m
= Z T <1 - H%a‘) (Si1Sia ** Sipy Sk — SitSig ** Siyn)y
7 k=1
8(81- S; "'Sim>
Sop = A (s st )y (€2.15)

que ¢ exatamente a Eq.(5.3.31).
Tomando o limite continuo, as equagoes de evolucao para projéteis compostos por uma

e duas particulas tomam as formas dadas pelas Eqgs.(5.3.33) e (5.3.34), respectivamente:

0(s2) [ Tez
5y - / — (848, — Sz, (C.2.16)

z

a <8x8y> o / Tmz + sz - T:pszy

oY - <Sm3y3z - sty> . (CQI?)

4
Desejamos obter essas equagoes em termos das amplitudes de espalhamento, ou seja, as
Eqgs.(5.3.36) e (5.3.37). Para isso, tomemos a primeira equagao acima. Substituindo s =

1 —t, obtemos

W _ /k<(1_tz)(1—t2)—<1—tm)>,

T
z

atl‘ Tz
LAV /T—<1—tz—tx+txtz—1+tx>,
.

z

O(ta) _ /%@_tmt» (C.2.18)

z
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Para obtermos a equagao para (tt), procedemos de maneira similar:

O((1—1t,)(1—t,)) / Toz + Toy — TuzTey
)4 T

z

X <(1 - tx)(l - ty)(l - tz) - (1 - tx)<1 - ty)>

a <twty> a <ta€> + 8 <ty> / Txz + sz - T:cszy
Y Y oY T

z

X AL+ tyty —ty — t,) (1 —t.) — 1+ 1, +t, — t,t,)

7—$Z

Tyz
- / [7 (t, — tit,) + % (t, —tyt.)

z
Txz + sz - T:cszy

-
+tpt, —t, +tyt, — 1+t +t, — tmty)}

(1 =t 4 toty — totyt, —t,

T.'L'Z Ty z
_ / [7 (L= tats) + 5 (L — 1)

z
Trz + sz - Tzszy

(~t: = tabyls + Lt + 4t} | (C219)

-
Reagrupando os termos, obtemos
0 (tity) Tz Tys
= — (lyt, — Ty, —= (t l, — ttyt,
= [ - )+ ot - )
T.’,UZT z
— (b, 4 byt — b, — tatyts) (C.2.20)

O terceiro termo do integrando pode ser reescrito:

ST byt — ety t) = (1t — 1 tty)
T
_ _T;cz:yz (t[t(1—t,) — (1 —1t,)])
_ _TgczTTyz <tz(ta: — 1)(1 — ty)>
_ +Ta;z7'yz <t2(1 — tx)(l ty)> (C.2.21)
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Assim, obtemos finalmente

’ g;ty) - / [% <ty(tz —t,t.)) + % (te(t, — tytz»
T (L= 1) (1 - 1) (C.2.22)

T
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