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Resumo

O objetivo desta dissertacao é estudar o problema de autovalor de Dirichlet
para variedades riemannianas completas.

Mais precisamente, pretendemos estudar uma cota por baixo para o k-ésimo
autovalor de um dominio limitado em uma variedade riemanniana completa. Tal
cota é obtida fazendo-se uso de uma férmula de recorréncia de Cheng e Yang e um
teorema de Nash. Ademais, pretendemos estudar uma desigualdade universal para
os autovalores no espaco hiperbdlico.

Palavras-chaves: problema de Dirichlet. problema do autovalor. desigualdade de
Yang.



Abstract

The goal of this dissertation is to study the Dirichlet eigenvalue problem for
a complete riemannian manifold.

More accurately, we intend to investigate a lower-bound for the k-th eigen-
value on a bounded domain in a complete riemannian manifold. Such a bound is
obtained by making use of a recursion formula of Cheng and Yang and Nash’s The-
orem. Furthermore, we study a universal inequality for eigenvalues of the Dirichlet
eigenvalue problem on a bounded domain in a hyperbolic space H"(—1).

Key-words: Dirichlet problem. eigenvalue problem. Yang-type inequality.



Introducao

Seja M uma variedade riemanniana completa n-dimensional. Para um dominio
) C M limitado, consideramos o problema do autovalor com condi¢cao de Dirichlet -

doravante problema da membrana vibrante.

Problema da Membrana Vibrante Dada uma variedade riemanniana M com-

pacta, encontrar todos os nimeros reais \ para os quais o sistema

—Au = MAu, em {
u = 0, em 0N.

admite solugdo nao-trivial u € C*(M).

Em particular, quando M = R", em um artigo classico entitulado “On the eigen-
values of wvibrating membranes” [1], G. Pélya provou que sob certas hip6teses impostas

em {2 C R", vale que:

2
A > Lg 2
(wnl2])"

e conjecturou que o mesmo valeria retirando-se a parte “sob certas hipéteses”. Explicita-

mente:

Conjectura de Polya. Se () CR™ é um dominio limitado, entao o autovalor \j,

do problema da membrana vibrante satisfaz

r?
e > ———kn
(wn|2)

Li e Yau atacaram a conjectura de Pdlya e conseguiram provar [2], em 1983, a seguinte

desigualdade

n 472

1
7. AZZ 2]{35-
e RN

i=1

Como A\, > \; para i < k, a equagao acima nos da que:
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n 47 I
n+2 (|0

2
n

A 2

_n_

3, nos da a conjectura de Pdlya.

que, a menos do fator

O nosso objetivo é estudar um analogo da desigualdade de Li e Yau para o problema
do autovalor de Dirichlet em um dominio limitado de uma variedade riemanniana completa
obtido por Cheng e Yang [3]. Isso é feito no capitulo 2. No capitulo anterior, fazemos um
apanhado de idéias e conceitos que julgamos necessarios para uma compreensao decente

do que é feito na seqiiéncia.

Ainda, estudamos estimativas para autovalores do problema da membrana vibrante

quando M é o espago hiperbdlico H"(—1) de curvatura seccional constante —1.

Quando M = R", varios matematicos contruibuiram para o tema, principalmente
Payne, Pélya e Weinberger, Hile e Protter e Yang. Em particular, Yang, em 1991 [4],

provou que
k

> e — A)? <

i=1 i=1

)=

Ai(Akr1 — o).

S

Essa desigualdade ficou conhecida na literatura como “Desigualdade de Yang”.

Quando este problema é olhado na esfera, ou seja, quando M = S"(1), vale a

seguinte “Desigualdade de Yang” provada por Cheng e Yang:

k 4 nQ

k
DMkt = A2 < =D (i ) (kg = A
i—1 ni4 4

O nosso outro propésito é estudar uma Desigualdade de Yang para o espaco hiperbdlico

H™(—1). Isso é feito no capitulo 3 seguindo [3].
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1 Contextualizacao

1.1 Introducao

Antes de introduzir as no¢oes necessarias, é preciso dizer que, nessa primeira parte,
nao é minha intengao definir/enunciar de uma maneira regrada como em um teztbook, mas
sim fazer uma excursdo (pretensiosamente) prazerosa e sucinta sobre nogoes de geome-
tria riemanniana e teoria espectral. Nesse sentido, serao permitidas paradas e conversoes
possivelmente bruscas. Um alerta: a palavra conveniente, as vezes, serd usada para evitar

entrar em pormenores. Detalhes podem ser encontrados em [5] e [6].

1.2 Nocdes Preliminares

Durante todo este trabalho, denotaremos por M uma variedade riemanniana n-
dimensional, C'°, conexa e com métrica riemanniana (.,.) e ndo lembraremos mais esse

fato. Caso necessario, outras hipéteses sobre M serdao impostas.

Para cada p € M, faz sentido falar no espaco tangente a M em p que denotaremos

por M,. Como nao poderia deixar de ser, T'M = GUM M, representa o fibrado tangente.
p

Dada uma func¢ao f definida numa vizinhanga do nosso ponto p € M, para cada
vetor £ € M, faz sentido falar na derivada direcional da funcio f no ponto p na direcio

do vetor £ definida, em simbolos matematicos, como segue:

§ = dfy(§) = (fow)(0),
com w: I C R — M um caminho em M tal que

w(0) = p,
Ww'(0) = &

Note que, para &, € M, e para w caminho satisfazendo as condi¢oes w(0) = p,
W'(0) =n+&, vale

dfp(n +&) = dfp(n) + dfp(§)~

Em palavras, o mapa acima definido é linear em cada M,. Ademais, vale ressaltar que
a derivada direcional de fungoes definidas em variedades tem o comportamento esperado

em relacao a soma e ao produto, isto é,
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d(f + h)p(n) = dfy(n) + dhy(n),

d(fh)p(n) =/ dhp(n) +h- dfp(n)-

A nocao de derivada direcional de um funcao f na direcdo de um vetor £ e sua lineari-
dade nos permitem definir um campo de vetores em M, denotado por V f e denominado

gradiente de f, da seguinte maneira: ele é o campo de vetores, que para £ € T'M, satisfaz

<Vf, £>p = dfp(g)

e, para fungoes f, h definidas em M, temos
V(f+h)=Vf+Vh,

V(fh) = fVh + hV .

O gradiente é a generalizacdo natural que tem-se para diferenciar fungoes em
variedades M com dimensao n > 1 e o que foi dito acima é que a estrutura riemanniana

de M determina essa diferenciacao de fun¢oes de maneira boa.

Agora gostariamos de poder diferenciar campos de vetores e, para tal, dado um

campo de vetores X em M e { € M,, podemos definir a seguinte regra:
(divX)(p) = tr(€&— VeX).

A regra acima é genuinamente uma fungao e é chamada de “a divergéncia do campo X”
ou, resumidamente, “o divergente de X”. Bem entendido, o simbolo VX representa a

derivada covariante de X em &.

Talvez possamos comentar um pouco mais sobre isso: uma conerdo ¢ uma regra

como segue:
(p,&,X) = VX e M,

que para cada p € M, £ € M, e X campo de vetores definido num aberto em torno do

ponto p, associa um vetor V¢ X € M, satisfazendo as seguintes propriedades:

Ve(X+Y) = VeX+VeY e Ve(fX) = f(p)VeX +df, (X (p)
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Nesse sentido, o simbolo VX ¢é chamado a derivada covariante do campo X com respeito

ao vetor &.

Pelo Teorema de Levi-Civita, sabemos que existe uma tinica conexao simétrica e
compativel com a métrica riemanniana de M e, por esse motivo, ela é dita a conezxao de

Levi-Civita da variedade.

Grosso modo, enquanto diferenciar fun¢des definidas em variedades é uma atitude
determinada naturalmente pela estrutura diferencidvel de M, diferenciar campos nao o é,

mas depende da escolha de uma conexao simétrica.

Com o que foi visto até este ponto, podemos introduzir uma nocao que tera papel

central neste trabalho.

Definicao 1. Dada uma funcio f € C*(M),k > 2, definimos o seu laplaciano por
Af = div(Vf)

Para uso no capitulo 3, lembramos a férmula do laplaciano em coordenadas locais.
Para tal, fixemos a seguinte notacao. Seja U um aberto de M e z: U — R™ uma carta,
c’est-a-dire um difeomorfismo de U em R™. Associados a essa carta, temos n campos de
vetores coordenados, escritos classicamente por %, mas aqui denotados - por uma questao
de simplicidade - 9;. Dado p € U e uma funcao diferenciavel definida numa vizinhanca de

tal ponto, temos

@7 = 22 (o)

. Além disso, os vetores

{01,...,0,}

geram o espaco tangente M, associado. Para a métrica riemanniana (., .), definimos

gik = <aj78k>-

Ainda
G = (gjk), g =detG, G = (g%).

Nessas notagoes, o laplaciano de f escreve-se em coordenadas locais como

1 .
Af=—=30;(¢"%\/g0f).
/ \/5% (9" \/90k )

A nocao de conexao nos permite falar também no operador curvatura. Para tal,

representaremos com o simbolo £(M) o conjunto de campos de vetores diferencidveis em M.
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Dai, a curvatura de uma variedade riemanniana M - que denotaremos por R - é definida
da seguinte maneira: dados X,Y € ¥(M), considera o mapa R(X,Y") : ¥(M) — ¥(M) por

R(X, Y)(Z) =VyVxZ —-VxVyZ + V[X’Y]Z

Quando M = R"™ com a métrica usual, temos que R(X,Y)(Z) = 0 para qualquer
trinca nos argumentos de R e, nesse sentido, a curvatura de uma variedade riemanniana

M pode ser entendida como o quanto M deixa de ser euclideana.

Na verdade, toda variedade riemanniana pode ser isometricamente imersa em al-

gum espaco euclideano como veremos adiante.

A existéncia de uma imersao isométrica entre duas variedades riemannianas per-
mite relacionar a geometria delas da maneira que passamos a expor. Seja pois [ : M" —
w7 ntm . ~ . . ~ . .
M uma imersao entre variedades de dimensoes n e n + m respectivamente. Assim,

para cada p € M, temos a seguinte decomposicao
M, =M, ® M,

bem entendido, o simbolo ]\410L representa o complemento ortogonal de M, em M),

Para X,Y € %;,.(M), denotaremos por X,Y suas extensoes locais a M. A conexao

V de M nos permite definir uma conexao
VxY = (VYV)T

que é a conexao de M pelo teorema de Levi-Civita. Como mencionamos, nosso objetivo
momentaneo é entender a relacio entre as geometrias de M e M segundo a imersio f.
Essa relacao é dada pela aclamada sequnda forma fundamental que passamos a definir.
Dados X,Y € ¥,,.(M), a aplicacdo B : ¥10e(M) X %150(M) — %1.(M)* dada por

B(X,Y)=VxY — VyY.

Nao ¢ dificil concluir que o mapa acima definido é bilinear e simétrico uma vez que a
conexao o é. Assim, parap € M ev € MpL, faz sentido falar na funcao H, : M, x M, =+ R

dada por
Hv(p“7 V) = <B(M> V)7 U)

que pelo paragrafo imediatamente anterior é bilinear e simétrica. Isso nos permite definir

uma forma quadratica que tem papel central no estudo da Geometria Diferencial.
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Definicao 2. A forma quadrdtica 33, : M, — R definida por

33.(§) = Hu(&,€)

¢ chamada de a sequnda forma fundamental da imersao f em p sequndo o vetor v.

Como sabemos da Algebra Linear, a toda forma quadrética em M, fica associado

um operador auto-adjunto em M, que denotaremos por .S,

(Su(p),v) = Hy(p,v)

cujas entradas da matriz associada sao os pontos extremos da forma quadratica na esfera

unitaria.

As idéias acima introduzidas permitem falar na nocao de curvatura média da imer-
sdo f. Para tal, é conveniente introduzir a seguinte notagao. Dado p € M, como haviamos

comentado, faz sentido falar na decomposicao
M, =M, ® M,

e, numa vizinhanga conveniente de p, podemos tomar um referencial ortonormal {vy, ..., v}

em ¥,,.(M)* e escrever portanto

O vetor | m
H == (trS,)v;
i=1

nao depende do referencial e isso permite chamé-lo de o vetor curvatura média da imersao

£,

Agora, lembre-se que o nosso objetivo final ¢ demonstrar uma cota inferior para o
k-ésimo autovalor para o problema da membrana vibrante. Para isso, vamos fazer alguns

comentarios a respeito disso e fixar notacao.

Como deveria ser, Z*( M) representard o espaco das fun¢des mensuraveis definidas

em M para as quais a integral do quadrado é finita, em simbolos,
I*(M) = {f : M — R mensuravel : / |f?dV < +o0}.
M

Se munirmos Z*(M) com o produto interno

(f.9) = | fgdv.
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entao ele serd um Espaco de Hilbert. O nosso primeiro objetivo é comentar alguns fatos

sobre o problema da membrana vibrante. Lembre!

Problema da Membrana Vibrante. Dada uma variedade riemanniana M compacta,

encontrar todos os numeros reais A para 0s quais o sistema
—Au = MAu, em
u = 0, em 0f.

admite solugao nao-trivial u € C*(M).

Os ntmeros desejados sao chamados autovalores do Laplaciano. Além disso, para
cada autovalor dado, o espago vetorial formado pelas solugdes do problema acima é cha-

mado de autoespago e cujos elementos nao-nulos recebem o nome de autofuncoes.
Proposicao 1. O conjunto de autovalores do operador —A é uma sequéncia
0< A< X<...T+4+

e cada autoespago associado tem dimensao finita. Além disso, autoespacos associados a
autovalores distintos sio ortogonais sequndo o produto interno de I*(M) que, por sua vez,
¢ a soma direta de todos os autoespacos. Por fim, todas as autofuncoes sao elementos de
C>(M).

Observe que se uma autofuncio u pertence a C?(M) N C*(M), entao o respectivo

autovalor ¢é positivo. Para tal, lembremos alguns resultados classicos.

Teorema da Divergéncia. Seja X um campo de vetores C' com suporte compacto
em M. Entao
/ (div X) dV = 0.
M

Tomando X = v(Vu) no Teorema da Divergéncia e lembrando que
divo(Vu) = vAu + (Vu, Vu),
temos a famosa

Primeira Identidade de Green. Sejam v € C'(M) e u € C*(M) fungoes tais que

v(Vu) tem suporte compacto. Entao
/ vAu+ (Vov, Vu) dV = 0.
M

Como a Primeira Identidade de Green é simétrica nas fungoes do integrando, temos mais

uma equagao que merece destaque:
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Segunda Identidade de Green. Se u,v € C*(M) tém suporte compacto, entdo

/ vAu — ulAv dV = 0.
M

Agora podemos provar o que tinhamos observado anteriormente: o autovalor de uma
autofuncao do problema da membrana vibrante é positivo. Com efeito, se u € C?(M) é
uma tal autofungdo com A respectivo autovalor, segue da Primeira Identidade de Green
que:
—)\/ u? dV:/ uAu dV:—/ (Vu, Vi) dV,
M M M

e dai, para u # 0,

Sy | Vu? av

A= > 0.

[y u?dv —
Se A = 0, a equacao acima nos da que u é constante e, como u = 0 em 0f2, temos u = 0.

Isso prova o afirmado.

Um olhar atento as Identidades de Green nos da nao apenas a positividade do
primeiro autovalor, mas também a ortogonalidade de autoespagos distintos. Com efeito,
sejam u, v autofunc¢des com autovelores i, v respectivamente. Segue da Segunda Identidade

de Green que
O:/ vAu — ulAv dV:(l/—u)/ uv dV.
M M

Diremos multiplicidade do autovalor para nos referir a dimensao de cada autoespacgo.

Nesse sentido, escrevemos a lista de autovalores

com cada autovalor repetido de acordo com a sua multiplicidade. O proximo resultado é

famoso e tem papel fundamental nesse trabalho (cf. [6], pg. 9 e [7]).

Foérmula Assintotica de Weyl. Seja N(A\) o nimero de autovalores do problema da
membrana vibrante, contados com multiplicidade, < X. Entdo
wWa| QA

N~ =

Nesse ponto, seguindo a citacdo de E. Ghys no comeco deste trabalho, nos permi-
tiremos fazer um relato histérico que pode ser encontrado num lindo artigo de Kac [§].
Imaginemos por ora que M é uma membrana homogénea vibrante de R? com sua fronteira

I' mantida fixa. Assim, seu deslocamento transversal

v(z,y;t) = v(p,t)
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satisfaz a célebre equacao da onda

82
gy _ A Av

ot?

na qual ¢ é uma constante que depende das propriedades fisicas da membrana e da tensao
imposta sob ela. De especial interesse (tanto para musicos, quanto para matematicos),

sao as solugoes da forma
— _ iwt
U(pv t) - U(me
pois, sendo harmonicas no tempo, elas representam as freqiiéncias naturais que uma mem-

brana é capaz de produzir. Essas solucoes especiais sao também chamadas de modos

normazis.

Para encontrar os modos normais, substituimos U(p)e™! na equacio da onda e
b b

tomando ¢ = 3, temos que

1

§V2U + W2U = O,
com a condicao U = 0 em I" correspondendo ao fato da membrana estar fixada na fron-
teira. Mostrar que uma mebrana é capaz de produzir um espectro discreto de frequiéncias

naturais, i.e., uma sequéncia de w’s w; < wy < ... para os quais existem solucoes nao-

triviais da equacao acima foi um dos grandes problemas em Fisica-Matematica no século

19. Poincaré e alguns outros matematicos quebraram suas cabecas com ele.

Agora, a situagdo que motiva o nome do problema é a seguinte: imaginemos que
M e M, sao duas regioes limitadas, respectivamente, pelas curvas I'y e I'; e consideremos

os problemas

1 1
5v2U + AU =0, em M, 5V2U + AU =0, em M,

U:O, em [y U:07 em [’

Suponhamos que, para cada n, o autovalor A\, da membrana M; é igual ao autovalor u,

da membrana M.

Questao. As regioes sao euclideanamente congruentes?

Ou, nas palavras de Lipman Bers, if you had perfect pitch, could you find the shape

of a drum?.
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O primeiro resultado pertinente é que podemos “escutar” a area da membrana M.

Este é um resultado antigo com uma historia que merece breve relato.

Ao final de outubro de 1910, o fisico H. A. Lorentz!' foi convidado a Gottingen
onde deu cinco aulas entituladas Old and New Problems of Physics®>. Ao final da quarta,

aula, ele falou como segue (em tradugao livre do original para o inglés):

“In conclusion there is a mathematical problem which perhaps will arouse
the interest of mathematicians who are present. It originates in the radiation theory of
Jeans®. In an enclosure with a perfectly reflecting surface there can form standing electro-
magnetic waves analogous to tones of an organ pipe. (...) It is here that there arise the
mathematical problem: to prove that the number of sufficiently high overtones which lies
between v and v + dv is independent of the shape of the enclosure and is simply proporti-
onal to its volume. For many simple shapes for which calculations can be carried out, this
theorem has been verified (... ). There is no doubt that it holds in general even for multi-
ply connected regions. Similar theorems for other vibrating structures like membranes, air

masses, etc. should also hold”

Expressando essa conjectura de Lorentz em termos da nossa membrana, temos:

M
Ny ~ My
27
Existe um relato apécrifo que Hilbert teria entdo previsto que o teorema nao seria
provado em seu tempo de vida. Acontece que, menos de dois anos apds a passagem de
Lorentz por Gottingen, Hermann Weyl - que estava presente nas aulas de Lorentz - provou

o resultado.

Hendrik Antoon Lorentz, Prémio Nobel em Fisica (1902)
Alte und neue Fragen der Physik

3 Sir James Hopwood Jeans
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2 Conjectura de Pdlya para Variedades Rie-

mannianas Completas

2.1 Introducao

Nesta parte, demonstramos o seguinte resultado devido a Cheng e Yang [3]:

Teorema. Seja Q2 um dominio limitado em uma variedade riemanniana completa n-
dimensional M. Entdo existe uma constante HE - que depende apenas de M e de Q - tal

que os autovalores \; do problema da membrana vibrante satisfazem

k 2 2 2
A\ + - HZ > n dn”_kw, Yk > 1.
Z; 4 - \/(n+2)(n+4) (wnlm)% -

x|

Para tal, é fundamental destacarmos alguns resultados. Por fim, chegamos a uma extensao

para variedades riemannianas completas enunciada por Cheng e Yang em [3].

2.2 Cotas Inferiores para Autovalores

Comecamos esta secao apresentando uma férmula de recorréncia para nimeros

reais positivos provada por Cheng e Yang [9].

Formula de Recorréncia de Cheng-Yang. Sejam 0 < py < po < -+ < fgs1

numeros reais tais que

k k
4
Z(Mkﬂ — ;)" < o Zuz (Hkt1 — i) (2.1)
=1 =1
Defina
1 k 1 k 2 2 2
Entao

Fk+1 S C’(n, k‘) () ' Fk, (22)
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para todo n > 0, e
4 2 4
Cln k) =1 — & (k) i)

Demonstracgao. Escrevendo

9 1
p— — 1 JR—
Prir = Gt < + 1+k>G

e notando que

2 1
temos
2\ 2 k 2 k
Frg=(1+= - (1+32)GE - ——\2 F
s (+n> Gt k+1(+n>G’“ k:+1 e
2 2 1 2 k
=(14- 1+-——— —— (14 2) G-
(+t> p’“+1+(+t1+k>G} k+1<+t>G’“
—(k+1) +(1+2>1G]2+ " F
Pl k+1 " ThEe1F
Como conseqiiéncia, obtemos
2 214—* 21+ 4 (14 2) k
Fropo=—(k—=)pi, +2- +— 2+ Fy. (24
FH ( )p’““_F nk+1 S n? (k+1 )G prile 24

Da condicao sob a qual os A;’s estao submetidos, temos

2 2 2\ 2 4
pmd—(1+>04 §(1+)(ﬁ—(l+>n.
n n n

Substituindo a equagao (2.1) na desigualdade acima e perseverando, obtemos

2 1 2 2\ 2 4
Gk+1—(1+>Gk] §<1+n> GZ_<1+n)Tk~

kE+1)?
(k+1) nk+1

Logo, como pyy1 = G — (1 + 2 1+k)Gk e Frp, = (1 %)G% — T}, segue que
2 2

0< —(k+1)%*p? —(1)
< —(k+1)"pisa - + -

B(1+2)
(k+1)3

Multiplicando a equacao acima por [szl + ((k 7+ )] e usando o valor de Fy

encontrado em (2.2), concluimos que

1 2 (1+2%) 28601+ 2)(1+12)
Fooo<[1+-— += n/ 4 7 n nl ) F—
kH_( +nk—|—1 nk+1)% n (k+1)3 g
2(1+2)p 21+ 2 46 (14 2)% ,
—|2k+14+ ———01 2= _ A n/
( L) Py + nh1PnlE T s (k:+1)3Gk

L Bk e
nk+1 nk+1)%2 n (k+1)3 n? (k+1)3
(1+ 2)2

2 (1+3) G>2
2 (k+1)2(2k + 1) nk+1)Q2k+1) *) -

<< 41 20+ 2ﬁﬂ+ﬁu+®> 48 (1 + 2)?
4

Gp — (2k+1) (pk+1 -
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1
Fazendo f =k 4+ — + 1, temos

2k
401 2 (144 2(1+Z)(1+i)>F
nk+1 nk+12 nk+120Qk+1)) "

Uma vez que

4 4
k+1 "_(1_ 1 )w
k N E+1

—1+é 1 +14(1+ 2 140+ 140+ + DB+ )
T nk+1 (k+) 6n (k+1)3 24n (k+ 1)
Sy 4l +14(1+ D) 140 +0+2) 140+ +2)
- nk+1 2n(k+1)% 3n (k+1)3 4n  (k+1)* 7
temos
oo (kD %_ F-1 200+ 00 +5) 10+0)0+0)]
FH k 32k+1)n  (k+1)3 n (k+1)* g
<con (1) A
com

S

Ol k) = [1_ 1k (HZ)(Hi)] o

vy (k+1)3
e isso encerra, em linhas gerais, a demonstracao da Formula de Recorréncia de Cheng-

Yanyg.

O seguinte resultado - obtido por Cheng e Yang [10] - tem papel importante nao

sO nesse capitulo, mas também no préximo.

Teorema CY. Se considerarmos o problema da membrana vibrante em uma varie-
dade riemanniana compacta n-dimensional Q = Q U 09, entdo, para qualquer funcdo
g € C*Q)NC(ON), vale que
k k
Ot = A2Vl 2 < 3Ot — A2V 9. Vs + g2 (2.5)
i=1

i=1
Prova do Teorema CY. Seja u; autofungio relativa ao i-ésimo autovalor \;. Logo
—Au; = Nu;, em €
u; = 0, em Of)
Jar wiv; = 045,
Para i,j € {1,...,k}, defina as funcoes a;;, ¢; e b;; como abaixo

aij = o guiny,
k

©; = gui_zlaijuj:
]:

bij = [yu; (Vui -Vg+ %uiAg.)

+...
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E claro que

a;j = Qj;

e
Portanto [ Vil
Akt < W

Da definicao de a;; e de aplicar duas vezes integracao por partes, segue

N = [ g = [ gy = [ (gu) (-
Qi i [, 94t Mgu( ) M(Eﬂ‘)( u;)
= /M(—QujVui - Vg — Aguuj — gu;Aw;)

= —2b” —I— )\ia'ij~
Por simetria em 17, 7, temos
Qbij = —2bji = ()\z — )\j)aij.

Além disso,

Ayp; = div(Vy;) = div

k
V(gu; — Y az’juj)]
j=1

(i)

k

Jj=1

= div[V(gu;)] — div

Integrando por partes e usando a igualdade obtida agora para Ay;, temos

J Vel == [ eae)=x [ ¢~ [ o2V Vot ung).

Das equagoes (2.6) e (2.8), segue
>\k+1/ i — Az’/ i < —/ ©i(2Vg - Vu; + u;Ag).
M M M
Em simbolos equivalentes,
et — A)llil[2 < — /M £i(2Vg - Vi + 1A g) = w;.

Por (2.7), pela definigao de ¢; e pela definicao de a;;, temos

k k
w; = — /M(gui — Z a;u;)(2Vg - Vu; + w;Ag) = ||u;Vg||* + Z(AZ — )\j)a?j.
7=1

— j=1

(2.6)

(2.8)

(2.10)
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Por outro lado, lembrando que [;; p;u; = 0 e pela definicao de w;, segue

= —/ ; (2Vg Vu; +u;Ag — 2wau]) .

7=1

Ainda, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

k
(Aest = M)wf < (N = Xl @il Pl12Vg - Vg +uidg — 23 bijuy[. (2.11)

J=1

De (2.9) e (2.11) e da definigao de b;;, segue

k
(>\k+1 - Ai)wf < Wz'(||2v£l - Vu; + uiAQHQ - 42 bz?j)
i=1

Logo,
k
(M1 = AJwi < |2V - Vg + wAg||? — 402 (2.12)
j=1
Multiplicando a desigualdade acima por (Ar41 — A;) e somando para i € {1,...,k}, temos
k k
> (N1 = M) °wi <=4 > (M1 — )\i)b?j
i=1 ij=1
+ Z Mer1 — Ai)|12Vg - Vg +u;Agl]?.
i+1

Como 2b;; = (\; — Aj)aij, a desigualdade acima escreve-se como

k k
D (k1 — Ni)wi < (A — M2V - Vg +wAgl
=1 =1
k
— > e = ) (i = Ay)%as;.
ij—1

Ainda, por (2.10) e lembrando que a;; = aj;, temos

k k
S (Mt — M) ’wi = Y (Akgr — M) Vgl
=1 =1
+ Z [(Megr = A)? = O = A)° 1O = Xy)ai;
INES 1
k k
= > (M1 = A7 |[wiVall? = D Ak = M) (N = Aj)?af;.
=1 ig—=1

k
Essa tltima igualdade obtida para > (Apy1 — \i)%w;, junto com a desigualdade obtida
i=1

imediatamente antes, nos permite concluir

k k
>k = X[ Vgl * < 3 (A = M)I12Vg - Vs + wirg] . (2.13)
i=1

=1
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Como (2.5) = (2.13), o teorema fica provado.

Agora gostarfamos de introduzir um belo resultado [11] devido a J. F. Nash que é
central na prova do teorema prometido. Ele versa sobre imersoes de variedades riemanni-

anas em espacos euclideanos.

O conceito abstrato de variedade riemanniana foi o resultado de uma evolucao do
pensamento matemaético iniciada por C.F. Gauss e continuada por B. Riemann. Antes
deles, pensava-se mais concretamente em superficies em um espaco 3-dimensional ou em
uma variedade algébrica, por exemplo. A medida que a visio mais abstrata de variedade
foi sendo aceita, a seguinte pergunta surgiu: até que ponto as variedades riemannianas

sao uma familia mais geral que subvariedades do espaco euclideano?

Em 1873 [12], Schlaefli' conjecturou que uma vizinhanca de uma variedade n-
dimensional exigiria genericamente um espago de dimensao (n/2)(n + 1) para ser imersa.
Hilbert, S.S. Chern e outros obtiveram alguns resultados negativos. Um n-toro flat nao
é realizdvel em dimensdo menor que 2n, por exemplo. Em 1956, Nash? provou essen-
cialmente que toda variedade riemanniana compacta de dimensao n pode ser realizada
como uma subvariedade do espago euclideano de dimensdo (n/2)(3n + 11). Variedades
nao-compactas sao tratadas por Nash no mesmo artigo [11]. Nesse caso, ele as realiza em
dimensao (n/2)(n + 1)(3n + 11).

Teorema da Imersao de Nash. Toda variedade riemanniana pode ser isometrica-

mente imersa em algum espago euclideano.

Usando os resultados acima, Chen e Cheng [13] obtiveram o seguinte:

Teorema CC. Seja 2 um dominio limitado de uma variedade riemanniana completa
de dimensdo n isometricamente imersa em RY. Se considerarmos o problema da mem-

brana vibrante
—Au = MAu, em {
u = 0, em 0N
entao
k 4 k
Z(Mk—H - ﬂ’z > — Z k1 — i) fis

=1

3

com p; = A + nZQHHW-

Ludwig Schlaefli
2 John Forbes Nash Jr., Nobel Memorial Prize in Economic Sciences (1994), Leroy P. Steele Prize
(1999) e Abel Prize (2015).
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Bem entendido, no teorema acima, \; representa o i-ésimo autovalor e H a curvatura
média da imersao. Para provar tal resultado, fixemos a seguinte convencao de indices e

notacgao:

Sejam 2 C M"™ um dominio limitado de uma variedade riemanniana completa
isometricamente imersa em RY e p € Q t 1 Aind id i

P um ponto qualquer. Ainda, considere um sistema

de coordenadas (2!, ..., 2") em uma vizinhanca U de tal ponto. Seja y - com compenentes

y* dado por

Yy :ya(xly.”’l,n)’ ]-SCXSNa

o vetor posicao de p em RY. Como M™ estd isometricamente imersa em RY, entdo

N
= (0:,9y),, <Zay 3 Q,Z > Zaya iy
No ponto p, nés temos

N N n n
Y AVYES VY = >0 > 0097 = > g7 g = n. (2.14)
a=11i,j=1

a=1 ij=1

O 1ltimo fato que precisamos admitir para provar o Teorema CC é um leminha

cuja demonstragao pode ser encontrada em [13]. A saber

Leminha. Seja u € C*°(M). Entdo

Y (Vy*, Vu),)? = |[Vul’,

a=1

N
(A = n?H?,
a=1

N

Z Ayavya _

a=1
Provaremos a primeira das equaces acima. Sejam V' a conexdo de RY e JJ a segunda
forma fundamental de M™. Escolhendo um outro sistema de coordenadas § = (3!, -+ ,7")

dado por
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tal que o conjunto de vetores {(;@(1) R (@%) } gera o espaco tangente a M" em
p p

p€ M"e A= (af) € O(n) é uma matriz ortogonal. Entao

Aplicando a férmula de Gauss a equacao acima, temos

o o\ ot
Ori’ Oxi ) Oridxi’

334 = 39° <

Bem entendido, 3}3!{; ¢ a componente da segunda forma fundamental JJ de M. Final-

mente, sejam u € C*°(M) e p € M um ponto qualquer.Entao

r 2

N N N
> (VY Vu),)? => <V (y“(p) + Zaggﬁ) ,Vu>
a=1 a=1 i B8 P
N [/ N 2
= Z < aggjﬁ,Vu>]
a=1 B=1
N E L 0y? ou
= a%—=
> (S5 )
n (X ou Ou
N i=1 (za: ) dy* 9y

como queriamos demonstrar.

Prova do Teorema CC. Seja u; a autofuncao correspondente ao autovalor \; e tal
que {u;} é uma base ortonormal de Z*(€). Escreva f* = y*, 1 < a < N. Como M™"
é completa e Q é um dominio limitado, sabemos que 2 é uma variedade riemanniana

compacta. Assim, aplicando o Teorema CY, temos
k k
Z(/\k-l—l - ) |uZVfa||2 Z )‘k-l—l - |2vfa Vu; + uzAfaHQ

=1

Dai, somando em «, temos

=2
=

k k
Z )‘k-f—l — Z |u,;Vfa||2 S Z()\k_H — )\z> Z ||2Vf°“Vuz + UiAfaHQ.
i=1 i=1
Dai, aplicando (2.3) e o Leminha, segue
k

N k k
Y ks = X2 D NV P =D (Mg — / Z [Vy P = Z Ak1 —
a=1 =1 i=1

=1
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€
N k k
S5 s — A2V Vs + w Ay |2 = 3 sr — / Zyw Vi
a =1 i=1
N
+ui Y (Ay*)? +2 Z(Ay“Vy"‘).VU?] <

1 a=1

1 = X0) [ 19+ w2 H]? 2 Nt = i) =

Q
Il

p?w

@
I
—

=4

-

s
Il
—

(A1 = M)A +n? [ HI|? Z()‘k-H — i)

i=1
Assim sendo, temos

k k
nY (A = A Z Mer1 = Ai)As + 0| H|? Z Akt — Ai)

=1 =1

e isso era o que queriamos demonstrar.

Agora podemos demonstrar o resultado anunciado na introdugao.

Teorema. Seja 2 um dominio limitado em uma variedade riemanniana completa n-
dimensional M. Entdo existe uma constante HS - que depende apenas de M e de Q - tal

que os autovalores \;’s do problema da membrana vibrante satisfazem

Bl

k 2 2 2

s £
SN+ THE> L kn, Yk > 1.
S0 AT = ) () (waloh
Prova do Teorema. Uma vez que M é uma variedade riemanniana completa, o Teorema
da Imersao de Nash nos garante a existéncia de uma imersao isométrica de M em algum
RY em simbolos,

©: M — RN,

Seja H a curvatura média de ¢. Portanto M pode ser vista como uma subvariedade

completa de RY. Pelo Teorema CC, temos

> (et = A £ 5 3t = M)+ [[H]P) (2.15)

i=1 =1

S|
>

Uma vez que autovalores sao invariantes por isometrias, a desigualdade acima vale
para qualquer imersao isométrica de M em algum espaco euclideano. Agora considera o

conjunto
® = {p:p éuma imersdo isométrica de M em um espago euclideano}.

Escrevendo
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Hi = inf sup |H>

$ed Q
a equagao (2.5) nos da que:
k ) 4 k 4 )
D (A1 = Ai)* < - D (e = X)) (N + ). (2.16)
i=1 i=1

7 2 . 7/ A .
Dai, se escrevermos p; = \; + %Hg, podemos aplicar a Formula de Recorréncia

de Cheng-Yang e concluir que

k+1)7 k+1)7

k k
Logo
Fri < Fi
(k+1)7  — kW
Dai, VI, k temos
F F
k< 2R (2.17)
(k+Dn — kn
Ainda, da Formula Assintotica de Weyl, temos
A 472
lim & = " (2.18)

2z
)’VL

oo 7 (w|Q

Escrevendo

Ais by =1, paral=1,2,3,...
1

a; =

o~

l

]

Vamos estudar o limite

Como (b;) ¢é estritamente monétona e divergente, vamos calcular o limite dos quocientes
e aplicar o Teorema de Stolz-Cesaro [14], [15]. Com efeito,
Al A 12/n

. s Y
fim (I + 1)iF2/n — i+2/n i a7 A (I + 1)i+2/n — [1+2/n

= lim A lim !
oo 2/ iseo (14 1)(1 4 1/1)2/m — 1

i Al I 1
Iy e )
)\l n

_lggoﬁn—l—?
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Como o limite (2.8) existe, segue que

~l
]~

Ai

) = n 4rr?
lim s = =.
Beo 12 n+2(w,|Q)E
Um raciocinio analogo nos da
1 zl: 22
=T n 1674
lim — = T
l—co  m n+4(wn|Q|)E
Lembrando que:
Fi= (1+2/t)G} T, pi = Ai+ || HP
Temos:
Fk:-i—l 2n 1671'4

llggo (k+ 1) N (n+2)(n+4) (wn|Q|)%

De acordo com a equagao (2.3), para todo inteiro positivo k

Q S 2n 1674
kv~ (n+2)(n+4) (|

Uma vez que

2 2
Fr = <1 + n> Gy — Ty = ﬁGi - E;(ﬂz - Gy)? < =Gj,
segue
°G2 R o 167
—— =3 = I-
nkn kv (n+2)(n+4) (w,|Q])n

Ou seja, da definicdo de p;, nés provamos que

1 & n? n A’
=3 N+ —H; < 2
k; 4707 it 2)(n + 4) (@l

que era o prometido.

Como corolario, temos:

Corolario 1. Seja Q2 um dominio da esfera unitiria S™. Entdo os autovalores do problema
da membrana vibrante satisfazem
2

A+ 2> n An’_fw, Yk > 1.
; 1= /n42) (n+4) (walQ) 7 -

x|

Coroldrio 2. Seja Q um dominio de uma subvariedade minima completa M em RY.

Entdo os autovalores do problema da membrana vibrante satisfazem
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k
1 47?2 2
O > o T kn, Vk>1.
5N 2 e el -

Baseados nesses resultados, Cheng e Yang propuseram uma generalizagao natural da Con-

jectura de Pdlya para variedades riemannianas completas conforme [3]. E ela:

A Conjectura de Polya Generalizada. Seja ) um dominio limitado em uma varie-
dade riemanniana completa M. Entdo existe uma constante c(M, <)) tal que os autovalores

Ai’s do problema da membrana vibrante satisfazem

k
PN o(M,Q) 2 A g
=1

= 2 ()
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3 Estimativas para autovalores no Espaco Hi-

perbdlico

3.1 Introducao

Pretendemos estudar os autovalores do problema

—Au = MAu, em {
u = 0, em 0f.

para um dominio limitado de H"(—1). Quando n = 2, a semelhanga entre o laplaciano
em H?(—1) e em R" permite obter varios resultados concernindo os autovalores. Quando

n > 2, essa semelhanca é deturpada! e dificulta a analise usando as mesmas ferramentas.

O nosso propoésito nessa secao é driblar esse impedimento e, como conseqiiéncia,
encontrar uma Desigualdade de Yang para esse caso seguindo os passos de Cheng e Yang

[3]. Mais precisamente, pretendemos provar o seguinte resultado

Teorema. Desigualdade de Yang. Se Q2 C H"(—1) é um dominio limi-
tado, entdo os autovalores do problema da membrana vibrante em € satisfazem

(n—1)2

k
- 4

(Mt = Xi)* <437 (Ai — ) (Mt — A

1=1

Com esse teorema em maos, Cheng e Yang extraem um corolario interessante [3] acerca do
estudo dos autovalores em um dominio limitado € C H"(—1) a medida que © — H"(—1).
Bem entendido, o simbolo

Q — H"(—1)
significa

2 contém uma bola de raio 7 e r — 0.

3.2 O Espaco Hiperbdlico em 1 pagina
Consideramos o conjunto H" C R"
H" = {(z1,...,2, € R" : z, > 0}

com a métrica riemanniana
2 _ (d(L’l)Q “+ ... (dl’n)Q 5ij

(zn)? (zn)?

Faremos mais comentéarios na préxima secgao.

(ds)

1
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Nessas condi¢oes, H"™ é um espago com curvatura seccional constante igual a —1 e é
completo. A notagao para tal espago é H"(—1). Valendo-nos da férmula para o laplaciano
em coordenadas locais comentada no capitulo 1, temos o seguinte
0 f of
Af = (x,) .

J=1 ]

+(2—n)z, (3.1)

Observe que, para n = 2, a equacao acima nos da

Af = nyxx + nyyy

que, a menos de um peso, ¢ o laplaciano em R2. Isso explica os comentarios feitos na

introducao deste capitulo.

3.3 Prova da Desigualdade de Yang para H"(—1).

Seja u; a autofuncao correspondente ao autovalor \; e tal que {u;} é base ortonor-
mal de Z*(€2). Escreva f = logz,. Uma vez que H"(—1) é completa e 2 ¢ um dominio
limitado, segue que  é uma variedade riemanniana compacta com bordo. Assim, pelo

Teorema CY, temos

k k
Y Mg = AV I < D (s = M2V £V + wA S]]

i=1 i=1

Como Af =1—ne|Vf]>=1, temos

|u V f]|* =1
€
12V £.Vu; + wAf|? = 4/9(Vf.Vu,-)2 +4/QVf.Vui(uiAf) +/Q(u,Af)2
— 4/9(Vf.Vui)2 4401 —n)/ﬂuin.Vui 4 (n—1)2
Uma vez que
/Quin.Vu,- — —/Quin.Vui —/Q(ui)QAf,
temos

n—1

Q
Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue
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Logo
k (n _ 1)2

k
Z()\k+1 Z: >\k+l i - T)

i=1

A férmula acima é a Desigualdade de Yang para um dominio limitado de H"(—1)

prometida.

Esse teorema permite estudar o comportamento dos autovalores A\ (2), para k fixo, a
medida que Q — H"(—1). Em 1970 [16], McKean provou que para 2 o disco de dimenséao
n e raio r em H"(—1), o primeiro autovalor do problema da membrana vibrante, A;(r),

satisfaz

limr_>oo )\1 (’l“)

Como os autovalores sao mondtonos em relagdo aos dominios de definicio do problema

da membrana vibrante, temos para um dominio 2 em H"(—1)

Assim, para k > 1, temos

() > M (Q) > =12

4

Nesse sentido, Cheng e Yang [3], como corolario do teorema anterior, obtiveram o seguinte
resultado
Coroldrio. Seja ) dominio limitado de H"(—1). Entdo o autovalor \i(2) do problema

da membrana vibrante satisfaz

) B (n—1)?
ol =25

Prova. Escrevendo p; = \; — ) , temos pela Desigualdade de Yang

k

> (ks — )? Zi: (s <m (71741)2> :

i=1
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Ou seja, estamos nas hipéteses da Formula de Recorréncia de Cheng-Yang precisamente

para n =1 (eq. (2.1)). Assim, a férmula de recursao (2.2) nos permite concluir que

i1 < 5K

Fixando k, tomando o limite 2 — H"(—1) na expressao acima e lembrando que p; — 0,

temos
li =
NI 0,
ou seja,
n— 1)
lm A = 2

Q—H?(—1) 4
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