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CAPÍTULO O 

0.1 INTRODUÇÃO AO ESTUDO DA MATEMÁTICA NUMf:RICA 

Com a evolução dos computadores nas úlli mas décadas. 

cada vez mais obtém-se uma sensivel melhora na exatidão e no 

t-empo de execução das instruções. Porém algumas propriedades 

básicas da arit-mética real não valem mais quando executadas em um 

computador. 

o est-udo da mat-emática sob o ponto de vista 

computacional constitui a Matemática Computacional . A Mat-emática 

Numérica é um dos ramos da Mat-emá~ica Computacional. 

MA TEMA TI CA COMPUTACIONAL 

MATEMATICA 
GRAFICA 

A MATEMÁTICA NUMf:RI CA consi sle no desenvolvi ment-a de 

mé~odos operacionais que envolvem apenas operações aritmét-icas 

utilizadas em um número :finito de vezes. para a resolução de 

problemas que possam ser representados em :forma ma~emática. 

A MATEMÁTICA SIMBúLICA trata com modelos de :forma 

lit-eral e busca uma solução anali~ica exala para os problemas 

malemálicos. 

A MATEMÁTICA GRÁFICA trabalha com dados de :forma 

grá:fica e busca represent-ar a solução dos seus problemas também 

na :forma grá:fica. 

A MATEMÁTICA INTERVALAR lrabal ha com dados na :forma de 

intervalos numéricos buscando con~rolar os limi~es de erro dos 

processos da Malemálica Numérica . 

A MA TEMA TI CA NUMÊRI CA ~em por objetivo esludar 

processos numéricos Calgori lmos) para a solução de problemas 

usando a máxima economia e con:fiabilidade em lermos dos :falares 

envolvidos que podem ser: tempo de execução. memória utilizada. e 

erros de arredondament-o. 

Processo Numérico ou Algoritmo Numérico é uma sequência 

de instruções ordenadas de maneira a dar em seu decurso a solução 

1 
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para um problema especi~ico . A solução de um processo numérico é 

represen~ado por um ou mais números resul~an~es da execução das 

operações ari~mé~icas nele con~idas. 

Um algori~mo numérico possui como carac~eris~ica básica 

a de poder ser execu~ado em ~empo ~ini~o e a de envolver 

a execução de apenas um número ~ini~o de operações elemen~ares. 

is~o é. de operações bem de~inidas e ~ambém de execução em ~empo 

f'ini~o. 

Algori~mos numéricos serão u~ilizados para resolver por 

exemplo:- equações numéricas Cnão lineares. f'uncionais. lineares) 

cálculo de in~egrais 

cálculo de valores de f'unções. e~c. 

Um algoritmo nt.IJ11érico de boa qualidade deve ~er as 

seguin~es características: 

1. Inexistência de Erro Lógico 

Deve haver uma previsão comple~a de ~udo que poderá 

ocorrer duran~e o procedimen~o. 

Exemplo. ref'erência [1) página 19 

Procura-se a solução * x da equação ax = b 

Um algori~mo com erro lógico seria: ler a. b 

• x = b /a 

O corre~o ~ica: 

se a = O e se b = O • enCão imprima: IDENTIDADE. 

caso con~rário. imprima: CONTRADIÇÃO 

caso con~rário : • x = b /a 

2.Inexistência de Erro Operacional 

Não deve ocorrer problemas de "OVERFLOW" ou "UNDERFLOW". 

Exemplo: re~erência [1) página 19 

Séja T o conjun~o de números possiveis 

por uma máquina e que valha: 

de serem represen~ados 

a ) V x E T. -x E T 

b) ~~= in~{ x I x E T A x > O } 

se ~i ver mos valores y ~ais 

ocorrerá um erro operacional. 

e 

que 

~ =sup { x 1 x E T A x > O } 
z 

lrl < ~~ ou > 

seja z = x + iy E 4::: x e y E IR 

deseja-se calcular z I 
y 

se num algori~mo implemen~amos dir·e~amen'le a f'órmula acima. 

2 



conforme forem os valores de x e y poderemos ler overflow em 

2 
X e y

2 
• embora valha / x

2 zl 
+ y < l 

2 

islo não ocorrerá se o algoritmo for o seguinte: 

se x = y = O então X = 0 

caso c o ntrário: se enlão 

caso contrário z = 

3. Quan~idade fini~a de cálculos 

z = 
zl 

+ c y/ :x) 

zl 
+ c x/ y) 

O algoritmo deve terminar após um número finit-o de 
passos. 

4. Exis~ência de um cri~ério de exa~idão 

Devido as limi~ações de precisão da máquina e da 

exa~idão desla e do mélodo. "Lodo result-ado oblido deverá 

enquadrar - se em um crit-ério de exat-idão fornecido previament-e de 

forma que um result-ado aceitável seja escrito na forma: 

RESULTADO ~ VALOR APROXIMADO ~ LIMITE DE ERRO 

5. Independência da Máquina 

O programa deve ser elaborado de forma que possa ser 

execut-ado em diferent-es máquinas. 

6. Com Precisão Iruini ~a os limi ~es de erro devem convergir a 

zero 

Est-abelece a dependência en"Lre a solução exa-La em ~ e a 

solução de máquina. 

7. Eficiência 

~ a qualidade em produzir uma respost-a corre-La para o 

problema dado. no menor lempo possivel. Eficácia é a qualidade em 

produzir a resposta correta. 

Exemplo: Resolução de Sist-emas de Equações Lineares A ~ = ~ 
Ut-ilizando o computador CRAY - 1 

lemos: 

7 
que execut-a 10 operações/segundo 

Tamanho 
de sela 

5 X 5 
10 X 10 
15 X 15 

lempo gaslo pelo 
algorit-mo de C R AME R 

10- 5 
segundos 

5 segundos 
45 dias 

3 
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0.2 NUMERO DE PONTO FLUTUANTE NORMAL! ZAOO 

Um número Real. X E !R é dit-o um número de pont-o 

f'lut-uant-e normalizado se valerem: 

1) X = m * 
bQ 

2) + 
O. d d d ... d !N m = - n E 

i 2 3 n 

3) 1 :=::: d::S: b -1 • o :=::: d~ b -1 • i = 2 (1> n 
i i. 

4) e :=::: e :=::: e sendo e ~ o • e ;?: 1 e e e E ~ 
i 2 i 2 i 2 

onde b é chamado base. b ;?: 2 

e é chamado expoent-e. e é o menor e e é o maior expoent-e 
i 2 

m é a mant-issa 

n é o número máximo de digit-os usados na represent-ação do 

número 

di. • i = 1 '1 > n são os di gi t-os da mant.,i ssa. 

Usualment-e represent-a-se um sist-ema de pont-o f'lut-uant.,e 

por F = FCb. n. e • e ) onde b é a base • n é a precisão. e é 
i 2 i 

o menor expoent-e e e é o maior expoent-e que pode ser armazenado 
2 

int-ernament-e na máquina.Exemplos de sist-ema de pont-o f'lut-uant-e: 

HP 25 : FC10. 9. -98 . 100) HP 41c:FC10. 10. -98 . 100). 

5) Para qualquer mant-issa m m < 1 Os números 

de pont-o f'lut-uant.,e não são unif'ormement-e dist-ribuidos em !R Cver 

ref'erência [1) páginas 29 e 30). 

0.3 PRECISÃO E EXATIDÃO DAS MÁQUINAS DIGITAIS 

A precisão de uma máquina digit-al é de! i ni da como o 

número de digit.,os da mant-issa dessa máquina. 

Exat-idão é a medida de perf'eiç.ão de um result-ado. A 

exat-idão depende dos !at-ores máquina e algorit-mo enquant-o a 

precisão só depende da máquina ut-ilizada. 

Exemplo: Seja o número irracional ~ = 1.414213562 .. 

(1) 1.4142 é mais preciso e mais exat-o que 1.41 

(2) 1 . 4149 é mais preciso e menos exat-o que 1.414 

0.4 NUMERO DE MÁQUINA 

Um número que pode ser represent-ado com exat-idão em um 

comput-ador é denominado um NúMERO DE MAQUINA. 

Exemplo: Seja uma máquina cuja precisão é de 8 digit-os 

binários. 

C a) n = O . 111 0011 O x 2 2 

i 
e seu consecut-ivo 

4 

n 
2 

= 0.11100111 X 2
2 



cujo corresponden~e na base 10 são respec~ivamen~e: 

C 3.59375) e C 3.609375) 
~o ~o 

Des~a !orma podemos observar que o conjun~o dos Números 

de Máquina !ormam um subconjunto dos Reais. 

O. 5 ERROS COMPUT ACIONAIS 

A Matemática Numérica se ocupa com o cálculo de 

grandezas. as quais são dadas en~re outras por !órmulas. equações 

e valores 1 i mi ~es. Pelo !a~o de não podermos operar com o 

conjunto dos números reais e sim com um subconjunto 

!ini~o 

poderão ocorrer diversos problemas: ERROS. 

TIPOS DE ERROS 

a- Erro nos dados de en~rada 

b- Erro de modelo 

c- Erro de ~runcamen~o 

d - Erro de arredondamento 

a- ERRO NOS DADOS DE ENTRADA 

N c IR e N 

As !órmulas matemáticas contém certos parâmetros como 

dis~ãncia. ~empo. temperatura. etc. cujos valores são obtidos por 

aparelhos com exa~idão as vezes mui~o limitada (construção do 

aparelho. regulagem. mudança de temperatura. etc). Esses erros 

in!elizment.e não podem ser evitados. 

b- ERRO DE MODELO 

Provém das simpli!icações das situações reais que 

!azemos através de modelos (procedimentos). 

Exemplo: A integral de!inida I = 

aproximada pela !órmula dos Trapézios 

b 

f 
a. 

I "" 

I<x> dx 

b a 
2 

pode ser 

Na !i gura abaixo 'temos uma i 1 ust.ração geomé~r i c a do 

erro ao usarmos o modelo acima. para calcular o valor de I. 

c- ERRO DE TRUNCAMENTO 

Este erro decorre da substituição de qualquer processo 

5 



ou fórmula infini~a por uma fini~a . A diferença en~re a solução 

do problema dado e a 

erro de TRUNCAMENTO. 

Exemplo: Seja sen x = x 

do processo 

3 
X 

3! + 
!5 

X 

----sT 
subs~i~uindo-se sen x pelo polinómio do 5<? 

numérico chama - se 

7 9 
X X 

~ 
+ ---gr-

grau 

P Cx) = x -
!5 

3 
X 

~ 
+ podemos calcular o valor numérico 

do polinómio e u~ilizá -lo como solução aproximada de sen x . 

O erro de ~runcamen~o nes~e caso é definido por E = sen x - p C x) . 
!5 

Como o valor de sen x não é conhecido. não poderemos avaliar o 

erro de ~runcamen~o. Em análise numérica são pesquisados 

resul~ados que permi~am es~imar. sem u~ilizar o valor exa~o de 

sen x • um número e ~al que 
T 

sen x 

d - ERRO DE ARREDONDAMENTO 

p Cx) 
!5 

:::::; e 
T 

Ao assoei ar mos a um número Real de x um número de 

máquina t:..x come~emos um erro que se propaga duran~e a 

execução do algori ~mo com que se ~r abal ha. e o efei ~o final 

desses erros é di~o erro de ARREDONDAMENTO. 

Teoricamen~e o err-o de ar-r-edondamen~o det·ine- se pela 

difer-ença en~r-e a solução Cexa~a) do processo numérico e a 

solução calculada. ob~ida após sua execução. 

Exemplo: Algorí~mo numér-ico: s = 1/3 + 1/3 + 1/3 

Solução Exa~a: s = 1 

Solução Calculada: Supondo uma máquina que opere 

com 3 digi~os de pr-ecisão. ~er-emos: 

s = 0.333 + 0.333 + 0.333 = 0.999 

Er-ro de arredondamen~o: 1 - 0.999 = 0.001 

Vamos analisar dois ~ipos de ar-r-edondamen~os: 

10ARREDONDAMENTO TIPO CORTE Ccancelamen~o). As casas decimais 

e w excesso são simplesmen~e abandonadas. 

Exemplo: X = 1 /3 = 0. 33333. seria represen~ado por 

~ = 0.3333 x 10° numa máquina de precisão de qua~ro algarismos 

significa~ivos. 

y = 0.66666... lJ.y = 0.6666 X 10 
o 

2<?)ARREDONDAMENTO PARA O NúMERO MAIS PRóXIMO DE MAQUINA. Se a 

máquina ~r-abalha com algar-ismos significa~ivos par-a a 

man~issa d e um número Cprecisão da máquina) en~ão analisa- se o 
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algarismo de ordem "d+1" e, se est-e f'or maior ou igual a 5 

soma-se uma unidade ao algarismo de ordem "d". Caso cont-rário , o 

algarismo de ordem "d" permanece inalt-erado. 

Exemplos: X = 0. 666 .. . d = 5 então ~x = 0.66667 x 10° 

X= -0.0004235437 d = 4 então ~X = - 0.4235 X 10- 3 

0.6 MEDIDAS DE EXATIDÃO 

Ao operarmos com um cert-o número X E IR num 

comput-ador, se ele não pert-encer ao conjunt-o de números de 

máquina N, est-aremos na verdade t-rabalhando com um 

número ~ E N c IR. Faz-se necessário ent-ão, medir a exat-idão que 

f'oi obt-ida. Veremos a seguir dois t-ipos de medidas de exat-idão: 

ERRO ABSOLUTO 

Será anot-ado por E 
X 

e def'inido por: E =x-~ 
X 

ou E =ll.x-x , onde x: valor exat-o e ll.x: valor aproximado. 
X 

Em geral, est-amos int-eressados no valor absolut-o do erro absolut-o 

ERRO RELATIVO 

Anot-aremos esse erro por R e será def'inido por : 
E E 

X 

R = X 
ou R = X 

o erro rel al-i vo nos f'ornece o erro 
X X X 

comet-ido por unidade de valor exat-o. Corno não conhecemos, em 

geral, o valor exalo de x precisamos obt-er limit-es para o erro 

absolut-o e relat-ivo: IE I ~ L e 
X 1 

IR I ~ L 
X 2 

COTA SUPERIOR PARA O ERRO ABSOLUTO DE UM VALOR APROXIMADO 

Considerando d o número de algarismos f'racionários 

de um número arredondado, t-emos: 

Se o arredondament-o é por cort-e: IE I ~ 10-d 
X 

Se o arredondament-o é para o número mais próximo de rc!Ãquina: 

IE I ~ - 1-* 10-d . 
X 2 

Exemplos: 

= 726.54 Carred. p/ n~ +próximo) IE I ~ 0.5 * 10- 2 

X 
-3 

= 726. 537 Carred. p/ n ~ cort-e) I E I < 10 
X 

-2 
= 726. 53 C arred. p/ n ~ cort-e) I E I < 1 O 

X 

=0.726537 x 10
3 

Carred. p/ n~ + próx) IE I < 0.5 * 10-6 * 103 = 
X 

O. 5 * 10-
3 

0.7 D1GITOS SIGNIFICATIVOS EXATOS DE UM VALOR APROXIMADO CDIGSE) 

IR I ~ 
a. 

1 

2 

Dado um número ll.a aproximado de um valor exat-o a , se 

diremos que a apr· oxi mação ll.a t-em pelo 
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menos n digi~os signi!ica~ivos exa~os. 

Exemplo: X = 0.435795 • 10-
9 

e 1J.X = O. 43521 • 10-
9 

IR I = lx- LD<I 
lxl 

- 7 
!5. 8!5 • 10 -2 - 2 = ------------------ = o - i 9 "'2 • 1 o < o. !5 • i O 

X 

n = 2 

- 9 
o. 43!570!5 • iO 

logo a aproximação hx possui 

signi!ica~ivos exa~os: 4 e 3. 

dois digi~os 

Isolando- se n na expressão do erro rel a~i vo acima: 

IRxl $ ~ • 10- n ob~ém-se uma ou~ra 1orma de de~erminar o 

núme ro de digi~os signi!ica~ivos exa~os de uma aproximação. 

DI GSE C LD<. x) = - C O. 3 + 1 og C 1-1 + 

arredondamen~o da máquina. 

lx- !J.XI )) 
lxl 

unidade de 

f-l = _ i_ 1 Oi-m m: n C? d e algarismos da mant.i ssa da máquina-
2 

* Na prát.ica. geralment.e não conhecemos o valor exat.o de x. e 

t.eremos ent.ão. que usar duas aproximaç~es consecut.ivas de x • mas 

!icando sujeit.o a algum problema. 

DI GSE de xk em relação a X 
k+J. 

O. 8 REPRESENTAÇ~O ESQUEMÁTICA DA RESOLUÇÁO NUMf:RICA DE UM 

PROBLEMA GEN~RICO 

Problema 
Original 

Problema Ma~emá~ico 
ou Mode lo Ma~emá~ico 

Processo Numérico 
ou Al gor i t.mo 

Proce sso Numérico 
Execut.ado 

x =solução Exa~a 

Erro de Truncament.o: 
E = x-x 

l 

>I x =solução Exat.a 

Erro de Arredondamen~o: 

E = X - X 
a 

> x = Solução Calculada 
~----------~----------------_J 

Ent.ão E = E + E ou E = X - X 
T T t a 
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* Observação 

É impor~an~e salien~ar que numa máquina digi~al não são válidas 

as propriedades dos números reais de dis~ribu~ividade e 

associa~ividade em relação a adição. sub~ração. mul~iplicação e 

di visão. 

Exemplo: 

suponha 

x= 
~ 

que 

0.3491 X 104 

as o per ações 

e X= 0.2345 X 10° 
2 

sejam processadas 

precisão de 4 digi~os signi~ica~ivos 

numa máquina 

Cx +x )-x = CO. 2345 x 10° + O. 3491 x 10
4

) - O. 3491 x 10
4

=0. 000 
2 ~ ~ 

com 

x +Cx -x )= O. 2345 x 10°+(0. 3491 x10
4

- O. 3491 x 10
4
) =0. 2345 x 10° 

2 ~ 1 

0.9 ACUMULAÇÃO DE ERROS 

Suponha que desejamos somar dois números de pon~o 

f'lu~uan~e. por exemplo: 

x= 349.53 = 0.34953 X 10
3 

1 

x= 
2 

14.987 = 0.14987 X 10
2 

numa máquina de precisão = 5 digi~os signi~ica~ivos. 

Para somar números em pon~o ~lu~uan~e. precisa-se em 

primeiro lugar alinhar os pon~os decimais dos números. Para 

alinhar devemos desnor mal i zar o número com o menor expoen~e. 

deslocando sua ~ração para a direi~a o número de casas 

necessário. que é. a di~erença en~re os dois expoen~es . En~ão 

X +X = 0.34953 X 10
3 

+ 0.014987 X 10
9 

1 2 

=(0.34953 + 0.014987) X 103 

= 0.364517 X 10
9 

Como respos~a poderemos ob~er x +x = O. 36451 
:1. 2 

X 

ou x +x = 
1 2 

3 O. 36452 x 10 dependendo do ~ipo de arredondamen~o da 

máquina u~ilizada. 

Vamos citar agora alguns: procedimentos: inexatos: que 

podem nos: levar a situações: desagradáveis: de erros. 

- O primeiro caso é quando em uma máquina de precisão de~inida n. 

~en~amos somar duas grandezas bas~an~e desproporcionadas. 

Por exemplo. sendo uma delas in~eira mui~as vezes maior que a 

unidade e a ou~ra ~racionada mui ~o pequena. Na soma só res~ar·á a 

i n~ or mação ~r azi da pel a maior grandeza. pois qual quer má qui na 
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represen~a pre!erencialmen~e os números mais signi!ica~ivos, 

perdendo-se comple~amen~e a ou~ra in!ormação. 

- Um segundo caso. ocorre quando nas mesmas condições de precisão 

limitada. ~entamos sub~rair grandezas mui~o próximas. 

Exemplo: Sejam os valores: x = 3.91543782 e h.x = 3.915438 

y = 3.91542534 e h.y = 3 . 915425 

di!. = x- y = 0.00001248 e .!J.di!.= 0.000013 

IEdi.fl = ldi!. .!J.dii.I = 10.1248 X 10-
4

-0.1300 X 10-"l 

= o_ 5200 x 10-c:s 

IR I = O. 5200 X 10-
6 

/ 0.1248 X 10-4 = 4.16666 X 10-2 
""' O. 0417 

di. f 
ou 4. 17 };;_ 

Em ou~ros ~ipos de cálculo com mul~iplicações e 

divisões pode ocorrer que o resulta do cai a den~r o da região de 

Over/Under/!low donde não pode ser mais recuperado. quando por 

uma simples troca na disposição dos ~ermos. is~o poderia ser 

evi~ado. 

-x Exemplo 1) CÁLCULO DE EXPONENCIAIS C e ) ~ x e [R POR ~RI E DE TAYLOR 

Calcular --5. !S • d e em uma máqu~ na i gi ~al com precisão de 5 

algarismos signi!ica~ivos e arredondamen~o para o n9 mais 

próximo de máquina Carred. após cada operação) 

e-x = 1 - x/1! 2 
+X /2! + 

-5 .!5 
e = 1 - 5. 500 + 1 5 _ 125 27.730 + 38.129 49.942 + 

-3.4902 + 1.5997- ... = + 0.0026363 Ccom 25 termos). 

Na realidade 

que desprezam 

--5- !S e 

toda 

= O. 0040868 o que 

grandeza in!erior 

ocorreu? Temos parcelas 

10-9 .. a enquan ... o que o 

resul~ado real (0.0040868) é cons~i~uido de grandezas quase que 

exclusivamen~e des~a ordem_ 

Causas des~e erro: adição de grandezas de di!eren~es 

ordens; sub~ração de grandezas mui~o próximas 

Solução: calcular e-!5.!5 = 1/e5
"

5 = 0.0040865 Cna mesma máq.). 

Exemplo 2) SOLUÇXO DE EQUAÇOES QUADRÁTICAS 

Par a a solução da equação ax2 +bx+c=O 

I 2 I 
~emas as !órmul as: x =C -b+ b -4ac ) /C 2a) 

i. 

com a ;:o! O. b e c r e ai s 

I 2 I 
e x =C -b- b -4ac )/C2a) 

2 

No~e que se 4ac !or mui ~o pequeno comparado com b 2
• so!reremos 

uma perda de signi!icação no cálculo da raiz. Além de podermos 
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"Ler uma subt..ração de grandezas mui "Lo próximas. Para um 

procediment..o mais corret..o. usa-se o algorit..mo: 

I z I 
Se b ) O '* x =C -b- b -4ac ) /C 2a) 

1 
e x = c/Cax) 

2 1 

Se -1 2 I 
b < O -t x =C -b+ b - 4ac ) /C 2a) e x = c/C ax ) 

1 2 1 

Est..e processo impede que se !aça uma segunda subt..ração na !órmula 

além daquela que ocorre inevit..avelment..e no radical. 

Exemplo: Calcular as Raizes de x 2 +80x+1=0 com precisão de 3 

digit..os signi!icat..ivos e arredondament..o por cort..e. 

Solução Comum x 2 +80x+1=0 

-1 2 I 
b -4ac = -/802 - 41 

X = ( -80.0- 79.9)/ 2 = -79.9 
1 

X = ( -80.0 + 79.9)/ 2 = -0.0500 
2 

Solução Sugerida : x 2 +80x+1=0 

-1 2 I 
b -4ac = 79.9 

=79.9 

b > o 

X= c -80.0 -79.9)/ 2 = -79.9 X= 1 /c 1.0 C-79.9)) = -0.0125 
1 2 

Exemplo 3) Dado o sist..ema de equações lineares 

{ 

X +5y 

1.5x +7.501y = 25.503 

= 17 
a solução exat..a é : 

x = 2 e y = 3 

Já o mesmo sist..ema linear a!et..ado de um erro de 0.002 no element..o 

C25.503) do vet..or independent..e. nos !ornece como result..ado 

+5y = 17 X = 12 e y = 1 

+7.501y = 25.501 

0.10 PROPAGAÇÃO DE ERROS NAS OPERAÇOES ARIT~TICAS 

Vi mos que a convers!io de um número real num número de 

máquina int..roduz usualment..e um erro. Se a dois números de máquina 

em pont..o !lut..uant..e. !orem aplicadas operações arit..mét..icas. sejam 

esses números exat..os ou não. podem essas operações int..roduzirem 

erros de arredondament..o. 

Exemplo: Sejam os números Ca) 0.5624 x 10
9 

= 562.4 e 

Cb) Ü. 421 3 X 1 0 - z = 0.004213 e vamos 

supor que a precisão de nossa máquina seja de 4 algarismos e que 

os dois números Ca) e Cb) sejam exat..os. 

Façamos o produt..o de (a) por Cb). 
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CO. 6624 X 10 3 )•CO. 4213 X 10-~ = 2. 3693912 

resul~ado é 2 . 369 = 0.2369 x 10~ 

mas como n = 4 o 

O erro absol u~o do resul ~ado é Cerro 

in~roduzido pela limi~ação da máquina). 

Vamos a seguir. analisar a propagação dos erros em cada 

operação ari~mé~ica. 

Adição: Sejam ~x e ~y valores aproximados de 

respec~ivamen~e. Sejam e e e os erros em 
X y 

xey. 

soma exa~a ~emas en~ão: S = x + y 

f:S = ~X + ~y soma apr oximada 

e = s - l:S = Cx+y) C~x + ~y) = e + e 
s X y 

le I 
liõ 

~ le I 
X 

+ le I 
y 

X e y 

No~e que desprezamos o erro de arredondamen~o que surge na 

adição de x com y. Es~e erro. en~ão represen~a o erro na soma 

devido aos erros dos números a serem adicionados e nada mais. 

Sub~ração: de maneira similar ob~emos e = e 
x-y x 

le I ~ 
x-y 

Mul ~ipl i cação: e ~ ~. e + ~y.e 
X. y y X 

ou 

Divisão: 

*Ou ando 

pequeno. 

Exemplo: 

le I ~ l~xl x.y I e I + I ~y I - I e I 
y X 

I~YI- le I + 1 ~1- l e I 
X y 

le I ~ x/y C~y)z 
dividimos um número de pon~o f"l u~uan~epor 

a propagação do erro é mui~o grande. 

~ = 3.2548 leI ~ 0.5 x 10-
4 

X 

h.y = 0.0361 0.5 le I 
y 

le I ~ 0 . 1335 < 0.5 x 10° 
x/y 

As f"órmul as apresen~adas dão o erro no 

- e 
y 

le I 
X 

+ 

ou~ r o 

le I 
y 

mui~o 

resul~ado de 

cada uma das qua~ro operações ari~mé~icas como !"unções de ~x. ~y. 

arredondamen~o no supondo-se inexis~ência de erro de e e e 
X y 

resul~ado de cada operação. Para saber como es~e erro se propaga 

em ou~ras operações ari~mé~icas. devemos 

arredondamen~o explici~amen~e. 

somar ainda o erro de 

Sejam x = ~ + e e y = ~y + e e r-epresen~emos por W uma 
X y 

operação ari~mé~ica qualquer.Em geral. não ef"e~uaremos a operação 

• W exa~amen~e. mas an~es uma pseudo operação W Por~an~o. em vez 

• de ob~ermos o resul~ado x W y • ob~eremos ~ W ~y . Para es~imar 
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a di~erença destes dois resultados. podemos escrever: 

* x W y - ~ W ~y = Cx W y - ~x W ~y) 
Erro introduzido 
pelos valores 

+ c~x w ~Y - ~x w* ~y) 
Erro introduzido 

pela máquina 

A di~erença entre o resultado verdadeiro e o aproximado 

consiste portanto. de duas partes. 

0.11 PROCESSOS INFINITOS - SEQUE:NCI AS E Mf':TODOS I TERA TI VOS 

Processos númericos in~inilos podem ser de~inidos como 

métodos de cálculo que ~ornecem o valor exalo procurado com um 

número in~inilo de operações. 

A condição de exatidão do processo.com um número 

in~inilo de operações nos induzirá sempre a ~runcá-lo após certo 

número ~inito das mesmas. Is~o ~ornecerá. por~anlo uma 

aproximação. 

Erro de ~runcamen~o de um processo in~ini~o é o erro absolu~o do 

resul~ado ob~ido com um número ~ini~o de operações. 

Exemplo: 
00 

e =.l se ~runcarmos a série com n ~ini~o. leremos 
t. = O 

n 00 

e• =.l 
1. = 0 

i. -.-,- e o e rro de lruncamen~o será. : ERRO ~ 2 
1.. 

1. = n+i. 

SEQU~NCIA : Uma sequência de números reais é um conjunto ~inilo 

ou in~ini lo de valores ordenados: 

represen~ados por {x} onde x é 
n n 

X • 
i. 

X • X • z 3 

chamado ~ermo 

. . 
geral. 

X 
n 

Uma 

sequência é in~inila se con~iver um número inf"ini~o de elemen~os. 

CONVERG~NCIA Uma sequênci a i n~i ni la de números {x } converge 

para um valor x se lim 
n ,.. 00 

lx - xl = O 
n 

Quando a sequência é truncada e m x 
n 

dado por e = l x - xl. 
n n 

n 

o erro de ~runcamen~o é 

Podemos veri~icar dois tipos de convergência. 

Caso A I I I. I I lx X X X X X X o 1 z 3 n - 1 n 

Caso B 
X X X X X X X o z 4 5 3 1 

lx - xl < lx - x I 
n n n-1 

En~ão se o processo in~ini~o converge. a sequência x • 
o X • X ,. 

i. z 
se aproxima inde~inidamenle do resultado procurado x de modo 
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que sempre ~eremos um valor aproximado de x. Como na prá~ica x 

é um valor desconhecido, ado~a-se en~ão comparar o erro, en~re os 

valores x 
n 

e X 
n - 1 

de dois passos consecu~i vos, i s~o é, se 

I e = lx 
n 

X I < TOL 
n - 1 

supomos o processo convergen~e. 
X 

n 

sendo x o provável valor aproximado de x. Se a convergência é 
n 

podemos arirmar que o valor X 
n 

realmen~e é al~ernada (caso 8), 

uma aproximação de X com erro menor que TOL, caso con~rário 

Ccaso A), o cri~ério pode ralhar, como mos~ra o esquema: 

ERRO< TOL 
r-------cERRO > TOL ~ 

~X I I .. 
X X X X X X 

o 1 2 3 n-1 n 

lx - x I < TOL e lx - x I > TOL , mas em geral is~o não acon~ece. 
n n - 1 n 

MÊTODO ITERATIVO é um mé~odo recursivo inrini~o. no qual o valor 

x ob~ido no n -ésimo passo é !unção somen~e do valor x do 
n n-1 

passo an~erior. Cada passo no mé~odo i~era~ivo é denominado de 

i ~eração. 

F6r mula de Recorrência: 

valor inicial . A !unção 

mé~odo. 

X = GC X. ) • i =1 • 2. 3. 
i. \.-1 

G é denominada !unção de 

0.12 INSTABILIDADE 

com x o 
o 

i ~eração do 

Mui~os problemas ao serem resolvidos podem rornecer 

direren~es soluções dependendo da maneira como são solucionados. 

Exis~e. é logico, mui~os problemas em que não inrlui no resul~ado 

a maneira pelo qual !oram resolvidos. 

A ins~abilidade é en~endida como uma "sensibilidade a 

per~urbações'' e pode ocorrer ~an~o no problema e m si como no 

algori~mo, ou seja , na maneira de resolvê-lo. 

I NST ABI LI DADE DO ALGORITMO 

Exemplos: O cálculo de 

página 10 

- x e por série de Taylor já exami nado na 

A resolução de equações quadrá~icas pela 16rmula de 

Báskara ~ambém já explicado e exempliricado na pág. 10 . 

INSTABILIDADE DO PROBLEMA 

Exemplo 1: Seja o polinômio: 

pCx) = x
20 

-210 x 19 
+ ... =C x-1) Cx- 2) Cx-3) ... Cx-19) Cx-20) = O 

as raizes de pCx) = O são 1, 2, 3, 4, ... ,19, 20 

se calcularmos as raizes de p(x) -2-23
• x 19 num sis~ema de pon~o 
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f'lut.uant.e t.eremos: 

R= 1 R = 8.007267603 
i. 8 

R= 2 R = 8.917250249 
z ~ 

R= 3 R ,R = 10.095266145 ± 0.643500904i 
3 10 i. i. 

R = 4 R R - 11.793633881 ± 1.652329728i 
4 12 , i.3-

R = 4.999999928 R ,R = 13.992358137 ± 2.518830070i 
!5 i.4 1!5 

R = 6.000006944 R R - 16.730737466 ± 2.8126248941 
6 i.ó , i.7-

R= 6.999697234 R ,R = 19.502439400 ± 1.9403303471 
7 18 i~ 

R = 20.846908101 
20 

a al t.eração no coe! i ci ent.e de xi.~ !oi i nsi gni f" i cant.e para a 

alt.eração que ocorreu nas raizes. Ist,o não dependeu do algorit.mo 

nem do arredondament.o e sim um problema de condicionament.o . 

Resolvido num comput.ador com sist.ema de pont.o f"lut.uant.e de 

base = 2 e mant.issa com 90 algarismos binàrios. 

Exemplo 2: Dada uma curva y = f"(x) • det.erminar a t.angent.e a essa 

curva em x = x e assim como a àrea limit.ada por est.a curva e 
o 

as ret.as x = a • x = b e y = o 

Se pequenas variações ocorrem em f"Cx) em virt.ude. por exemplo de 

arredondament.o ou de t.runcament.o podemos t.er grandes variações no 

càlculo da t.angent.e à curva no pont.o Cx • f"Cx )) . onde a curva g 
o o 

const.it.ui uma pert.urbação na curva f" . No ent.ant.o. a àrea sob a 

curva f" ou g mant.ém-se prat.icament.e a mesma. 
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CAPÍTULO :1. 

RESOLUÇÃO NUME:RICA DE EQUACOES NÃO LINEARES 

EQUAÇOES ALG~BRICAS E TRANSCENDENTAIS 

1.1 Introduçã:o 

Resolver uma equação !C x) =O consi s"Le em de-Ler mina r os 

valores de x para os quais é sa"Lis!ei"La a igualdade acima. 

EQUAÇOES ALG~BRICAS - São aquelas em que a !unção f"(x) só cont-ém 

operações algébricas, repe-Lidas um número !ini"Lo de vezes. 

Exemplos: f"Cx)= - 7x5 + 2x9 + 9 = O 

f" C x) = x 8 
- 3x 7 + 4x = O !C x) = _.;--;:-- + x 2 

- 1 = O 

EQUAÇOES TRANCENDENTAIS - são aquelas em que a incogni"La x aparece 

submet-i da a operação não algébrica em pelo menos um "Ler mo da 

f" unção. 

Exemplos: 2 !C x) = O. 5x + 1 og x + x = O 

f"( x) = -x 
e 

2 

+ cos X = 0 

f"C x) = tg x + x 4 
- x 3 = O 

Import-ância: A necessidade da det-erminação de raizes de equações 

não lineares aparece em vários problemas, t-ais como: 

Cálculo de máximos e mini mos 

Problemas de valores próprios 

Est-abilidade de sistemas 

Di!iculdades: São raras as !órmulas anali"Licas para 

det-erminação das raizes de f"Cx)=O 

Exemplos: p (x) 2 +bx o f"órmula de Báskara = ax +c = usa-se a 
2 

p (x) = o usa-se a !órmula de Cardan 
3 

P., Cx) = o usa-se a f"órmula de Ferrar i 

Teorema de Abel-Galois 

a 

"Para n ~ 5 não exi s"Le nenhuma f"órrnul a racional !i ni "La 

capaz de calcular as raizes de um polinômio arbit-rário de 

grau n 

Por esses mo-Li vos. sent-e-se a necessidade de mét-odos nurnér i c os 

para resolver este t-ipo de problema. 

1. 2 T~CNICAS DE SEPARAÇÃO DAS RAlZES REAIS DE !C x) • O 

a) Grá!ica O processo consiste em representar no plano 

c artesiano alguns pont-os C x, !C x)) . Os valores par a os quais 

f"(x) ~ O são as aproximações para as raizes da !unção. 

16 



~lJ<.) ::=o 

tl'"') ~~~L~l -~2 c•-).:= c 
fl U·) = ~2- U<) 

b) Pr-ocedi ment..o Anal i t..i co - Seja :f( :x) uma :função cont..i nua em um 

cer-t..o int..er-valo [ a , b J 

1 - Se :f( a) * :f C b) < O -+ 3 um númer-o i mpar- de r-aizes r-eais 

nest..e i nt.er- val o (1, 3, 5. 7. 9 •... ) 

2- Se :f( a) * :f C b) > O -+ 3 um númer-o par- de r-aizes r-eais em 

[ a • b ] co. 2. 4. 6 •... ) 

3- Supondo que a e a :f' são cont..inuas em [ a b J e o 

sinal de :f' é const..ant..e em [ a • b ], ist..o é, :f é monót..ona em 

[ a. b ], t.em-se: 

se :f(a) * :f(b) < O -+ 3 uma única r-aiz r-eal em [ a , b ] 

se :f(a) * :f(b) > O -+ não 3 r-aiz r-eal em [ a • b ] 

Exemplos: Det.er- mina r- gr- a:f i cament..e os i nt..er- valos que cont..ém cada 

uma das r-aizes r-eais da :função abaixo: 

1) :f(x) 9 = x · 

X :f(x) 
-rr -31 . 006 
-n/2 -2.876 
-1 -0. 159 
- 0.5 0.354 
o o 
0.5 -0.354 
1 0.159 , 

2) :f(x) • = X 

X :f( :x) 

-2 60 
- 1 9 
-o.5 -6.938 
0.5 -30.938 
1 -39 
2 -36 
3 25 

-sen X 

R = o 
:l 

R E [ -1 · 
2 

R E [ 0.5 
3 

+4x 
2 

-24x -20 

R E - 1 
:l 

R E 2 
2 

-0.5 ] 

; 1 ] 

= o 

-0 .5 

. 3 ] 

17 
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GRAF!CO 
o.=- 1.5 
b- 1.~ 

-i 

GRAFICO 
o.=-1 .. 5 
b= 3 

1 

ç f ( )'):: 'i-
3 

r<. ( ><).:: 0-e ~r 



1 • 3 ALGORITMO DE QUEBRA - ~TODO DA BI SSECÇÃO OU DICOTOMIA 

Dada uma ~unção ~ con~inua em um in~ervalo [ a • b J 

e sa~is~azendo a condição fea) • feb) < O • ou seja . fex) cor~a o 

eixo dos x num ponto em 

1) 

X 
m 

Divide-se 
a + b 

2 
= 

i n~ervalos 

o in~ervalo 

en~ão [ a 

a • b J. 

[ 

X 
m 

a 

] 

b 

e [ X 

em duas par~es iguais. 

b J são dois novos 
m 

2) Se ~ex ) ~ O e fea) • ~ex ) < O • en~ão b = x e a raiz 
m m 

es~ará nes~e in~ervalo [ a X ] 
m 

Se ~ex ) • ~eb) < O • então a = x 
m m 

[ x · b ] ; volta-se para e1) 
m• 

vol~a-se para e1) 

e a raiz es~ará no 

m 

intervalo 

3) Repete-se o processo voltando para C1) até que tenhamos 

chegado "su~i cientemente perto da raiz" ou seja. tenha-se um 

critério de parada satis~eito. como por exemplo: 

DIGSE Cx ) ~ t e ~Cx ) < c 
m m 

Caracteristicas do método - Simples 

Convergência lenta mas garan~ida 

Observações 

1) O método permite isolar raizes reais de fCx) 

2) O 1 imite de erro é di reto: 

com ~c X ) • rc xk) < o '* I xk 
k-1 

método é sempre convergente. 

'J 

• I x - xk I < I xk - xk_
1 
I 

3) Problemas: 

Seja 

• - X I 

Baixa velocidade de convergência-

um intervalo 

isto é . o 

No método da Bissecção o 

intervalo é sempre reduzido 

a me~ade a cada nova 

di visão . 

DISSE Cx )-DIGSECx) :::!:: O. 30 .isto é: a cada 3. 3 
k+1 k 

i~eraçêSes 

obtemos 1 digito significativo exato a mais. 

Velocidade de convergência:::!:: 0 . 3 DIGSE / BISSECÇÃO 

Q cc<r> cL:.sM ~L"' c)~ ~<-)<.1) < o 
1 

,.......,c;u.:;. ~- ~-l ~fel ta_ . 
18 
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Exemplo 1: 

:I C x) =x 3 - sen 

GRAFICO 
a.=-2 
b: 2 

Calcular-

X pelo 

i 

uma apr-ox.i mação par-a uma 

método da Bissecção com pelo 

R 
1 

R 
2 

R 
3 

~ 2 l '><) ~ ~" X 

sinal b sinal X a !C a) :ICb) m m 

1 0.785398164 1.00000000 + 0.892699082 

2 0.892699082 1.00000000 + 0.946349541 

3 0.892699082 0.946349541 + 0.919524312 

4 0.919524312 0.946349541 + 0.932936927 

5 0.919524312 0.932936927 + 0.926230619 

ô 0 . 926230619 0.932936927 + 0.929583773 

7 0.926230619 0.929583773 + 0.927907196 

8 0.927907196 0.929583773 + 0.928745485 

das r-aizes de 

menos 6 DIGSE 

E [ -1 - rr/4 ] 

= o 
E rr/4 1 ] 

:ICx ) 
m 

- 0.067365 

0.0362426 

-0.01783 

0.008626 

-0.0047446 

0.001906 

- 0.001428 

R = 0.928626 com 6 DIGSE 

Exer-ci cios: 

1) Seja !Cx) = x 2 +1/x - 2 Deter-minar- por- Bissecção uma 

apr-oximação par-a sua r-aiz negativa com DIGSE Cxk) ~ 4 R~ - 1.618034 

2) Deter-minar- todas as r-aizes de p(x) = x 3 - 2x2 +20x +30 = O . A 

raiz r-eal deve ter- pelo menos DIGSE Cxk) ~ 6 

R =1.62368354±4.62755989 i 
2,3 

Exe mplo 2: "ETODO DE B I SSECCAO 

I f(Xl=X*COS<S INXl -1 I 
a.= 1.6 b.:.: 2 
IT. APROX. 

I 1.8 
2 1./ 
3 1./5 
4 1.//5 
5 1./8/5 
6 1./8125 
;> 1. /843?5 
8 I. ?8593?5 
9 1. ?86/18?5 
IB 1.?86328125 
11 I. /86523438 
12 1./86621094 
13 I. /86669922 
14 I. /86694336 
15 I. /86706543 
16 1./8670044 
1/ I. ?8669?388 
18 I. ?86698914 
19 I. ?866996// 
29 I. ?86?00059 
21 I. ?86699868 
22 I. ?86699//3 
23 I. ?86699/25 

RAIZ= I. ?86699725 

f<x) 
1 . 18!869/85E-B2 

-6. 9594638/E-02 
-3.101 !32863E:- B2 
-1. 0139552/SE- 92 

7 . 0234908E-04 
-4. 752/3?22E- B3 
-2. 03374961E-B3 
-6.6/841/SE- 04 

1 . 57179E-B5 
-3. 2559585E-B4 
- 1 . S4522B1E-84 
-6.891B41E-05 
- 2 . 5B9838E - 85 
-4. 59077E -85 
6. 01343E-06 
6. 5178E-07 

-2. B145E-05 
-6.7541E-B7 
-7. 3 1E-B9 

3 . 2767E-07 
1 . 581/E-87 
7 . 685E-08 
3. 4/SE-08 

COM ? ALG. SIG. CORRETOS 19 

~r-o.fico da. f 
o=- 12 
~>~ 12. 

R ~ - 1 . 24 736708 
1 



Exemplo 3: 

nETODO DE 8 I SSECCAO 

I F(Xl=EXP(X)-SIN<Xl-21 

a.= 1 b== 1.5 
IT. APROX. 

I 1.25 
2 I. 125 
3 I. 0625 

1.03125 
5 I. 046875 
o I. 0546875 
7 I. 05078125 
8 I. 052734375 
9 1.053710938 
10 1.054199219 
li I. 053955079 
12 1.0540/7149 
13 1.054138184 
14 I. 0541 e/667 
15 I. 054122926 
1!5 l.e54130SSS 
1/ I. 054126741 
18 1.054128M8 
19 l.eS4127695 
20 I. 054127218 
21 l.e5412698 
22 I. e54127099 
23 1.054127159 
24 1.054127129 

RAIZ= l.e5412/129 

f(x) 

e. 54 1358338 
I . 7/9492548E -e I 
2.0e210089SE-02 

-5.337248662E-02 
-I. 712918604E -02 
I. 33!75028E-03 

-7. 927IS794E-03 
- 3. 30482636E-03 
- 9.8831906E- 04 

1. 712698/E -04 
-4. 0863482E-04 
-1.18/103SE-04 
2. 62728E-05 

-4.621933E-05 
-9. 9/25E - 06 

8 . IS005E-06 
-9 . 1008E-07 

3. 01999E-06 
I. 35614E-06 
e. 00ee00223 

-3. •235E-07 
-5.966E-08 
8.286E-08 
1.16E-08 

COM :;> ALG.S!G. CORRETOS 

9r-a! Í CO de. 
o.;;-~ 

b" o 

Exemplo 4: 

t2. (X) 

~l0·::: f,()()_ h (11:) 

ME TODO DE B I SSECCAQ 

l F<Xl=X~2•LN<Xl I 
a= e. 5 b= 1 
IT. APROX. f(x) 

I e ./5 2.748179276E-01 
2 e.625 -7.937802923E-02 
3 0 .6875 9.79628e058E-e2 
4 e .65625 9.450597444E-03 
5 0.640625 -3.491062002E-02 
o e . 6484375 -1. 2718464/E-02 
7 0 .65234375 -l.631263884E-03 
8 e. 654296875 3. 910307434E-e3 
9 6.5332e3125E-01 l.139685268E-e3 
10 O. 528320313E-01-2. 45747874E-04 
11 6.53e761719E-01 4.•6978962E-04 
12 6 . S29541016E-01 !. 0e018121E-04 
13 6.52893e665E-01-7.2564e9E-e5 
14 6.529235841E-0 1 l.402731E-05 
15 O. 529083253E-el-2. 9268341E- 05 
10 O.S29159547E-01 -7. 02e513E-06 
17 0 .529197694E-el 3 . 2e34e7E-06 
18 O. S29178621E-01-2. 2084e9E-06 
19 6. S29188158E-01 4. 97646E-07 
2e 0.052918339 -8.55244E-0/ 
21 0.529185774E-01-!.788e2E-07 
22 O. 52918696!lE-01 I. 5941SE-07 
23 0.652918637 -9.684E-09 
24 0.529186668E-01 7.4868E-08 

RAIZ= 6. 529186068E-01 
COM 7 ALG.SIG. CORRETOS 

ALGORITMOS I TERA TI VOS 

Não apresen~am propriedade de quebra 

srafico do. f 
a= e 
bt 5 

Não garan~em convergência para ~oda ~unção con~inua. 

~ando convergem são quase sempre mais rápidos. 

Exemplos: I~eração Linear. Ne~on-Raphson. Secan~es . Mtiller. 

Bairs~ow. e~c. 

1 • 4. Mf:TODO DE ITERAÇÃO LINEAR 

Dada uma ~unção ~(x) o mé~odo consis~e em escrever a 

equação ~C x) =O na ~erma x =GC x). 

GCx) é di ~a ~unção de i ~eração do mé~odo_ Inicia-se o 

processo i ~era~i vo com um valor X 
o 

próximo da raiz e as 

ou~ras aproximações são dadas por 

x. =GCx) 
L·H i. 

condições 

i =O. 1. 2. 3. 

A sequência de aproximações X 
i. 

* para a solução x da equação ~Cx)=O 

converge sob cer~as 

Geometricamente Observação: A cons~rução de G 

não é única. 

O problema de achar uma ~unção 

GCx) apropriada é di~o problema 

de "pon~o ~ixo". 

Exemplos de construção da ~unção GCx) 

Seja ~(x) 4x Y. = sen X -e 
X X e G Cx) e G (x) X = = X = are sen 4x = 

4 sen X 1 z 

20 



x = 1 n C 4x sen xJ = G C xJ 
3 

x = x C 1 -4 sen x) +ex = G C x) 
4 

Uma Função GCx) só irá convergir par a uma determinada raiz de 

f'(x) = o se satisf'izer certas condiç~es de convergência. 

TEOREMA DE CONVERG~NCIA 

Seja Ca) a um ponto f'ixo de G em I = [a.b] 

Cb) G e G" continuas em I. 

Cc) K = máx. IG"Cx) I < 1 
X E I 

C d) x E I • x = GC x ) E I • V n 
O n ·H. n 

então x -> a quando n -> oo 
n 

Isto é . para x E I a sequência 
o 

x = GCx) • n = o. 1. 2. 3 •.. converge para a raiz de í(x) = O 
n+:l n 

Observação: Pode-se mostra que l e I 
n+:l 

le I 
n * K 

k = máx IG"Cx)l e le I = la -x I 
n n 

X E I 

A convergência deste método é dita Linear 

Interpretação Geométrica 

'' ' 
I o 

j I 

)<.1~)< 

"'-1 ="f.. 
<JI 

\ G 1 l)C.'") \ ')i 

~~.::X 

- r : - · --:-: --- G,u<.) 
I 

I I 

I 6 ' c }C. .. ) I ) 1 

21 

onde 



Exemplo 1 
3 X Calcule a raiz de 1Cx) = x +e pelo mé~odo de I~eração Linear. 

Pare o processo quando DIGSE Cxt • X. ) 
L-ti 

8RAFICO 
a.=-2 
t>-2 

i 

R E [ -1 • Q] 

~ 5 . 

Convergência: IG•Cx)l < 1 .v x E [ - 1; 0]? 

Prova: 

G• Cx) = C -1/3) • x/3 
e 

X 
o 

= 
- 1 +O 

2 

9 X x = -e 
x = C -ex) i/3 

xi./3 
x. = -e 

L-ti 

(1) 

= -0.5 

x/3 = -e 

não exis~e valor de x que anule C1) 

máximo e nem de mini mo 1 ocal . 

. . G• C x) não ~em pon~o de 

IG•C-1)1 = 0.2389 e IG.CO)I = 0.333~IG.Cx) I < 1 .V x E [-1. 0] 

DIGSE 

i 
x. Caprox.) 1Cx.) Cx .• x. ) 

L L L L-ti 

o -0.50 0.481530660 0.0879 

1 -0.846481725 -0.177609316 0.61212 

2 -0.754152577 0.041487738 1 . 2184 

3 -0.777723519 -0.01095833 1. 8030 

4 -0.771636903 0.002805028 2. 3931 

5 -0.773204044 -0 .000723853 2.9819 

6 -0.772800243 0.000186405 3.5710 

7 -0.772904269 -0.000048028 4.1599 

8 -0.772877469 0.000012373 4.7490 

g -0 .772884374 -0.000003188 5.3380 

10 -0.772882595 

en~ão R~ - 0.772884374 é uma aproximação para a raiz com 5 DIGSE 

em relação a aproximação segui n~e. Como 1Cx.) es~á ~endendo a 
L 

zero e o DIGSE es~á aumen~ando podemos con1iar na aproximação 

ob~ida. 

*Podemos dizer que R= -0.772883 ± 10- 6 ? 

f'( -0. 772883 -10-6 
) = O. 2162 x1 0-'5 

f' C -0 o 772883 +1 o -6 
) = -0.2346 X 1Q -'5 

22 
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Exemplo 
ME TODO DE ITER~C~O LI NE~R 

I f(Xl=2*X+LN(X) I 
6RAFICO 
a= e 
= 3 

UALOR INICIAL XB• e. 5 

IT. APROX. f()() 

e e. 5 3. e68528194E-01 
I 3. 678794412[- 01- 2. 642411175E- el 
2 1.7SI417088E- 01 2.225215353E- 01 
3 3.8355e7176E- ei - L 911819824E- 01 
1 4.64357e886E-01 0 . 161612742 
5 3.95e613628E- ei-1.38591451/E-el 
6 4.5378910e3E-el 1.171554719E-el 
7 4.e35ee2383E-01- L 005777241E- 01 
8 4. 46!944316E- 01 8. 538838654E-02 
9 4.0967592a1E- et-7. 3037017!E- e2 
1e 4 .4e7172!15E-01 6.208258283E-e2 
11 1.14!8836115E- 0!- 5 . 305770571E- 02 
12 1.36.7576898E-0! 1.513865635E- 02 
13 1.1.71813612E- 01- 3.8552657!2E- 02 
14 4.338906555E- el 3.28!858853E-e2 
15 4.!9882!044E- e1- 2.8e17!e2!2E-02 
16 0.131812329 2 . 386041927E- 02 
17 1. 2!63!0409E- 01-2 . e36257624E- 02 
18 4.303045429E-0! L 7347001!3E- 02 
19 4. 229e44188E- 01-1. 4800248!5E-e2 
20 4 . 292100565E- 01 L261127531E- e2 
21 0.4238311 59 - L075779496E-02 
22 4 . 284152609E- 0! S.16820377SE- 03 
23 0.424505413 -7.81969583/E-03 
24 1. 278379289E- 0! 6. 665031894E-03 
25 4 . 249958572E-0!- 5. 684!13468E-03 
26 4 . 2741S4/34E-01 4.8452.62S16E'- 02 
27 4.253525405E- 0! - 4.!3!865848E- 03 
2s e. 427113676 3. 522270959E -03 
29 4.256119123E-01 - 3.003527318E- 03 
30 0 . 426892171 2.560517428E- 03 
31 1 . 25Sil05044E-0!-2.183333124E- 03 
32 4 . 267311844E-0! 1.861360071E- 03 
33 4 . 259376228E-01 - 1. 587!23182E-03 
31 e . 426614175 I . 35310435<\E- 03 
35 1.260373119E- 01-1. 153726123E- 03 
36 1. 26529!259E- 0 I 9. 83627927E - 01 
37 1.261097862E- 01-8.38679428E- 01 
38 1.261673056E- 01 7.!5e38771E- 04 
39 4.261621739E- 01- 6. 09663489E-04 
10 4.261223688E- et 5.1978976!E-01 
11 1.262007764E- e!-1.13184835E- 04 
12 e. 426389704 a.77855241E-e4 
43 1. 262286209E- e! - 3. 22166085E- 04 
44 4. 263659594E- 01 2 .74676936E-04 
45 4.262488626E- 0!-2.31!93573E-04 
46 e .126348699 1. 99672723E-e• 
47 1.262635773E- 01 - L70243382E-01 
1s a. 426336152 1. 45149325E-04 
49 4.2627427'11E-01- 1.23755766E-S4 
50 4 . 2S3.27213 13E- Bl J .. B5514"1.85E -04 
51 0.42628205 -8.9962589E- 05 
52 4.2632040!2E- 0! 7.6702487E- 05 
53 4.26287/e26E-01- 6.5397244E- 05 
51 4.263!55816E- el 5 . 575811E-05 
55 4.262918!1/E- 01-4. 753S826E- 05 
56 e.426312e78 '1.053255!E- 05 
57 1 . 262947988E- e 1- 3 . 4558478E- 05 
58 4. 263095312E- 01 2. 9464908E- 05 
59 4. 262969702E- 01 - 2. 5!22035E- 05 
60 4 . 263076798E- 0! 2.!419241E- 05 
61 4.262985487E-0 1-L8262225E- 05 

APROX. p, R~I Z= 4.263076798E- e1 
CD/1 'I ~l.G. SI6 . CORRETOS 

UfRGS 

Exemplo 3 
METOOO DE ITER~C~O LINEAA 

I f(Xl•X*COS<SINX>-11 

6R~FICO 
a=- 6 
b= 8 

a.:.:-6 
b= 8 

I G<Xl= !-<COS(SINX)) I 

UALOR INICIAL X0::: 1.5 

IT. APROX. F(X) 

e 1.5 -1 . 863872432E- 01 
I 1.84362891 5 . 2805e2708E - 02 
2 1.751158916 -3 . 006745962[-02 
3 1.805444031 !. 674658229E - e2 
4 1. 7/5/e7e07 -9. 53360376[-03 
5 I. 792798841 5. 38e98304E- 03 
6 !. 783203453 -3. 05508725E-03 
7 1.78866799 1. 729386!1E- 03 
8 I . 785580033 - 9.8071037E-04 
9 I. 787332889 5. 5560!06E- 04 
10 1. 786340396 - 3. 1494339E-04 
li I. 786903169 1. 7846882E-04 
12 1.786584319 -1. 0 ! 15175E-e4 
13 I. 786765053 5. 732393E-05 
!4 i - 786662634 -3. 248869E-05 
15 I. 78672e682 I. 841214E-e5 
16 I. 786687/85 -!. e43515E- e5 
17 !. 78670643 S. 9!436E- e6 
!8 ! . 786695863 - 3. 35179E-e6 
19 I. 78670 !852 !.89992E-06 
20 I. 7865984 57 -I. 0.7/llE-06 
21 !. 78670e381 6. te04E-07 
22 I. 78669929 1 -3. 4581E-07 
23 1- 786699909 !. 96 11E- e7 
24 1 . 786699559 -I. !08E-07 
25 I. 786699757 6.282E- es 
26 !. 786699645 -3. 535E-08 
27 !. 786699708 !. 989E-S8 
28 I . 786699672 - 1. 171E- S8 
29 I. 786699693 6 . 74E- e9 
30 I. 786699681 -3 . 8E-e9 
31 I. 786699688 2. 34E- 09 

APROX. P/ RAIZ= 1. 786699681 
CO ri 8 ALG. SIG. CORRETOS 
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Exemplo 4 
"ETOOO DE ITER~C~O LINE~R 

I F<X>=0.6713-0.839t•<cosx>A2- SINx•cos)( \ 

GR~FICO 
a=- 2 
b=6 

GR~FICO 
a• e 
=e 

I §<Xl=ARCCOSH<0.6713-SINX*COSX>,e . S39i)l 

vALOR INICI~L xe= 1 

!T. APROX. F< Xl 

e I -2.83e430815E- 02 

I 1. e37/85558 !.700700821E- 02 
2 L01491e538 -1. e6e081e91E-02 
3 1. 029104322 6. 468648993E-03 
4 I. e2e4!8783 -4. eee938686E -03 
5 1. 02578!635 2. 454553581E-03 
6 !.022488e5 - I. 513519722E-03 
7 1. 02451/603 9. 3e373882E- 04 
8 I. 023269516 -5. 73006441 E - 04 
9 I. e24e38008 3. 52493435E-e4 
10 I. 023565187 -2. !69983/E-0< 
11 I. 023850233 I. 335269!8E-e4 
12 I. 02367/132 - 8. 218595E - 05 
13 I. e23/87365 5. 057706/E -05 ,. L e237 19526 -3. 112Sô86E-e5 
15 I. 023761278 I. 9!57155E-05 
16 I. e23735583 -I. !789949E-05 
17 L e237513g7 7 . 25539/E - 85 
18 L e2374 !664 -4. 466028E -e6 
!9 L 023747654 2.7483!/E-06 
20 I. e23743968 -t.69t1t9E- e6 
21 L e23746236 1. e40466E - e6 
22 I. 02374484 -6. 40883E-07 
23 I. 0237457 3. 94922E-e/ 
24 I. e23/4517 -2 . 43116E-07 
25 I. 02374 5496 !.49213E-07 
26 1. 023/45296 -9 .!666E-08 
27 I. 023.745419 5.648E- 08 
28 I. 023745343 -3. 506E-08 
29 1 . 02374539 2.!549E-08 
3e I. e2374536! - !.3361E-08 
3! I. 023745379 8. 303E-09 
32 I. 023745368 - 4.941E-e9 
33 I. 023/4 5375 3 . 488E- 09 
34 t.e23/4537 -2.53/E- 09 

<lPROX . p, RAIZ= !. e23/45375 
COM 8 ALG. SIG. CORRETOS 



Exemplo 5 
I f(X)•EXP<Xl -SI N<Xl - 21 

GRI>FICO 
o.~~:::-3 

b= 3 

Prova de Convergência: 
)( = e sen x - 2 

e )( = sen x + 2 

o.r- 3 
b= 3 

e R E [ 1.0 

x = 1 n C sen x + 2) = G C x) 

Pergunt.a: 

I G•(x) ( 1 • V X E ( 1.0 ; 1.5 ] ? 

G• Cx) = c os X / Csen X + 2) 

G· •ex) = CCsen X + 2 )C-sen x) 2 c os 

G· •ex) = C-2 sen X 1) / Csen X + 2)2 

sen X = - 0.5 .... X = - 0 .523598776 

1.5] 

METOOO DE IIER<>CAO LINEAA 

[sQ<)a;LN<SINX .. 2 'I 
U<>LOR lNICI<>L X0= 1.25 

IT. AI'ROX. f(X) 

e .1..25 e . 541358338 
I 1. ea 1460914 6.6339!8283E-82 
2 1. e58?0842.7 I. e9220959E- e2 
3 l.e519123l.7 1.8663648IE- e3 
4 1. e54262195 3. 2089263E- e4 
5 1.05415e3?4 5. 523072E-05 
6 Le5413112? 9. 50882E- 06 
;> 1. e5412?813 I. 63645E- 06 
8 1. e54 L2?243 2.824.IE- e? 
9 1.05412?145 4 . 96E- 08 
10 1. 054 12? 128 9.23E- 09 
11 1.e5412?125 2. IE- BS 

t:IPROX. p,.. RAIZ= 1. 054127128 
COM 8 <>LG. 516 . CORRETOS 

x) / Csen X + 2)2 = o 
= o ~ -2 sen X = 1 

Como est.e valor de X est..á :fora do int.ervalo [ 1. o ; 1. 5] a G•(x) 

não possui pont.os de máximo ou minimo local. Test.a-se ent.ão só os 

ext.remos IG.C1. 0) I = 0.19015 < 1 e IG.C1.5)1 = 0.02369 <1 

ent.ão a GCx) escolhida conve rge para a raiz. 

Observa-se que a velocidade de convergência no mét.odo 

de It.eração Linear depende do valor de jG•cx*)l onde x• é a 

raiz desejada. A t.abela abaixo :fornece o número de i t.erações 

necessár ias na It.e ração Linear dependendo do valor 

• de L ~ jG•cx )j e o número de algarismos signi:ficat.ivos corret.os 
exigidos. 

L 

0.1 0.2 0.3 0 . 4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 0.99 
DIOS:E 

5 5 7 10 13 18 24 36 60 130 280 1600 

6 6 9 12 16 21 29 42 70 150 330 1850 

7 7 10 14 18 24 33 50 80 175 370 2060 

8 8 12 16 21 28 38 56 90 200 420 2300 

9 9 13 18 23 31 42 60 100 220 460 2500 

10 10 14 1 9 26 34 47 70 110 240 500 2750 
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1. 4.1 TfCNICAS DE ACELERAÇÃO DA CONVERG~NCIA 

Propósi "lo: De"lermi nar mais rapi damen"le a raiz de uma t·unção. 

[!] Seja f'Cx) = o -> X = GCx) 

G Cx) onde G (x) 
G(x) + X usar X = = 

N • N 2 

ou mais geral: 

G(x) -px .. .. 
G (x) = se G'Cx ) ~ p ;11! 1 X ~ R 

N 1 -p . 
~ Acelerador de Ai"lken Capresen"la em alguns casos ins-tabilidade) 

Seja {x} a sequência convergen-te gerada por i-teração linear 
n 

Calcula-se a sequência {x'} por : 
n 

x' = 
n 

z 
X * X - X 

n n+Z n+~ 

x -2x +x 
n+Z n+~ n 

(1) 

Na prá"lica usa-se o acelerador da seguin"le f'orma: 

Calcula-se por I-teração Linear x ,x ,x 
o ~ 2 

x. = GCx) 
L+~ i. 

Usa-se a equação (1) para calcular x' 
o 

Calcula-se por I-teração Linear x! = GCx') e x' = GCx') 
~ o 2 ~ 

E usa-se C1) novamen-te, com x' ,x' ,x• para ob"ler x•• 
o ~ 2 o 

Con"linua-se o processo a"lé ob"ler a raiz com a exa"lidão exigida. 

Exemplo: Aplicação do acelerador de Ai"lken ao exemplo 1. 

U-tilizando uma máquina com precisão 

I-teração Linear 

p = 6 

I-teração Linear 

x'= -0.772703 X= -0.5 
o 

X = -0 . 846482 
1. 

X = -0.754153 
z 

Acelerador de Ai"lken 

x'= -0.773580 
o 

1. 

x' = -0.772Q2Q 
2 

Acelerador de Ai"lken 

x''= - 0.772883 
o 

x' • • = -0 . 772883 
o 

U-tilizando uma máquina que opera com p = 10 

I "ler ação Linear 

X= -0.5 
o 

X= -0.846481724Q 
1. 

x = -o. 7541525768 z 

25 

Acelerador de Ai"lken 

x' = -0.77357Q3324 
o 

I-teração Linear 

x' = -0.772703575 
~ 

x'= -0.772929175 
2 



Acelerador de Ai~ken 

x•• = - 0.772883019 
o 

x' , ,. 
o = - 0.7726778762 

XXV = -0.772882903 
o 

I~eraç!"ío Linear 

x··= -0.772882944 
1 

x··= -0.772882963 
z 

x•••= -0.772935568 
1 

x• • 
z 
. - -0.772869406 

XXV= -0.772882974 
1 

XXV= -0.772882955 
z 

Verif'ica- se um erro de arredondament-o nos dois úl 'Li mos 

algarismos. 

EXEMPLOS sobre a 'Lécnica de aceleração N <? 1 par a o mé'Lodo de 

Ileração Linear. 
G (:x) = G(:x) - p X 

N 1 - p 

I F<X>~2*X~LN(X) I 
GRAFICO 
a= e 

a 
}?." 3 

X 

se 

G·co.4263) = - 0.8526 ~ -0.86 

~fTOOO DE: I T. LI HEAR COM ACElERADOR 

I F<X>-=0.6713-0.8331t(COSX>~2-SINX*COS)( I 
GRAFJCO 
a-3 
b=<l 

a< e 
= 3 

26 

e • X 

I GH<X)r(~P(-2f)()+0.80*X)/).801 
UALOR INICI AL X8= 0.5 

IT. APROX. f<X> 

e e. s 3. 808S28131E-81 
I 1.283671415[-81 1.156062613(-02 
2 4.263J 6 5336E-81 6.0155335E-05 
3 4.263028861E-01 2.39423E-07 
4 4.263027512E- 01 8.42E- 18 
5 8.126302751 -2.8E- ll 

APROX. P/ RA IZ~ -1.203827512E-Bl 
COM 8 ALG. SI G. CORRETOS 

como o valor da f'(:x) 

es'Lá se aproximando 

de zero a cada ileração~ 

e o DIGSE eslá aumen~ando. 

conclui-se que a raiz encon

t-rada é uma boa aproximação 

para a raiz de f'Cx) = O . 

X 

GN<X>•<MCCOSJ"< <0.0/ 13- SINX::tCOSXl,..e. 
8391 )+0. 6*X>-' I. 6 

®LOR INICIAL. X9=r l 

IT. I'PROX. F<X> 

e I -2.830430815E-02 
I I. 023615974 -I. S5838509E -84 
2 1.023.7'1561 I. 498823E-00 
3 L 82374536 -1.4583[- 08 
4 I. 023745372 -1.29E•10 
5 I. 023745372 -1.29E-IB 

APROX. P/ RAIZ= I. 023745372 
COM 9 ALG. SIG. CORFETOS 



I f( X)"<.l<ECOS< SI N>b- t I 
GRAFICO 
o=- 6 
1>=8 

o~-6 

b• 8 

METOOO DE I T. L INEAA COI1 ACELERADOR 

I GI'<X>~< 1/COS(SINXl+S. 55 *X)/ I. 55 I 
VALOR INICIAL )(J!.. I. 5 

IT. PPROX . f(Xl 

0 1.5 · 1.86387.2432E- 0J 
I 1.7.21636071 -5.336070300(-02 
2 1.78431!868 -.2.ll3! 63064E- 03 
3 I. 7867.21543 I.9I07IOE-e5 
4 1.786699449 -2 .07.22E-07 
5 I. 786699688 2.31E-09 
6 I. 786099685 -3E"-Ill 

APROX . P/ RAIZ~ 1.785699688 
COn 8 ALG . SIG. CORRETOS 

G·c1.78) ~ - 0. 55 

Exerci cios: 

1) Um movimento oscilatório é descrito por: x = 2 e-l/4 

-t/4 
y =e 

cos t 

sen t 

pede-se: achar os máximos e minimos de R2 z z 
x + y para t e o 

2) Seja f' C x) X = e 12 ln x determinar s uas raizes reais com 

pelo menos 7 algarismos signif'icativos exatos. Justif'icar sua 

resposta. 

Em caso de convergência lenta usar a técnica de aceleração. 

1.5 ME:TOOO DE NEWTON-RAPHSON C M. N. R. ) 

O método baseia-se na obtenção de X. 
1.-t-:1. 

valor da raiz 

na i-ésima iteração. como a intersecção da tangente a f'(x) no 

ponto Cx. 
\. 

fCx )) com o eixo x 
i. 

para i = 0,1,2, .. . sendo 

aproximação inicial da raiz de f(x) = O 

o 

Determinação da f'órmula de NEWTON-RAPHSON 

x uma 
o 

inter secci onando C 1) com o eixo X isto é, quando y = O -+ 

x = x. (2) e agora, substituindo (2) e m (1) f'ica: 
1.-t-:1. 

27 

Tl 



i= 0,1,2, .. r c x. ) = r • c x.) c x. - x.) . . x~.· +
1 

= x~.· 
\. \. 1.+1 \. 

f' • Cx. ) ?! O 
\. 

CONVERGE:NCIA 

A condição suficiente para a convergência do M.N.R. é 

que IG'(x) I < 1 V x E I . onde I é o intervalo que contém a raiz 

procurada. Então: 

GCx) = x - f'Cx)/ f'Cx) - > G'Cx) = CfCx) * f' '(x))/ Cf''Cx) ) 2 e 

então IG•Cx) I = 
f'Cx) * f • • Cx) 

Cf'Cx) ) 2 

Como em geral é muito trabalhoso provar que IG'Cx) I < 1 

v X E r. isto no método de Newton Raphson. costuma-se testar o 

valor da IG'Cx)l para 2 ou 3 pontos. Prova-se que a convergência 

do M.N.R. é quadrática para raizes simples, i. é : e. ~ K . 
1 \. +1 

onde K = constante e K = -
2
- IG' ·c() 1- Para raizes duplas 

2 
e . 

\. 

ou 

"Lriplas a convergência é linear e não chega a uma exatidão 

definida a priori normalmente. 

ESCOLHA DO PONTO I NI CI AL 

Mui lo i mpor·tante no método de Newton-Raphson é a 

escolha do ponto inicial, pois, se ele for adequado a convergência 

será rápida, a menos que hajam outros !atores influenciando. 

S€ja R E [a, b], 

"Lesla - se f'(a) llt z••Ca)) 0 ~X = a 
o 

s e f'Cb) • f'''Cb) >O~ x = b 
o 

caso contrário, x = Ca+b)/ 2 
o 

ou x = a o u x = b mas, tome 
o o 

cuidado. 

1. 5. 1 PERIGOS DO MtTODO DE NEWTON-RAPHSON 

~ando o método de Newton funciona, produz resul"Lados 

rápidos em poucas i lerações. Como a convergência para raizes 

simples é de segunda ordem e cada erro e 
i. 

é proporcional ao 

quadrado do 

peque nos nós 

e rro precedente e. devido à ordem, 
\. - 1 

duplicaremos, aproximadamente, e m cada 

número de algarismos significativos corretos. 

para erros 

i leração, o 

Outras vezes, no entanto , o método de Newton-Raphson 
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não converge. mas oscila indef'inidamen~e. Is~o acon~ece se não há 

raiz real. como em (a). ou como em Cb) há uma sime~ria de f'(x) em 

~orno do pon~o x ou se a es~ima~iva inicial es~iver ~ão dis~an~e 

da raiz exa~a que uma ou~ra par~e da f'unção "prenda" a i~eração. 

como em Cc) . 

te) 

"z l'-J 

1.5.2 EXEMPLOS 

2 

Exemplo 1- Achar a raiz de f'Cx) = X 
-x 

e pelo mé~odo de 

Ne-...rlon-Raphson . com pelo menos 5 

exat.os. 

d't 

t• o i-

Escolha de x 
o 

algarismos signif'ica~ivos 

R E (o. 1) 

X. = X - f'Cx )/f' • Cx ) 
LTj. i i i 

2 

f'(x) -x 
= X - e 

r•cx) = 1 + 2 x 
2 

-x 
e 

2 
- x 2 f' • • C x) = e . C 2 - 4x ) 

!C 0) * r • • C 0) = -2 < O 

f'(1). f'••(1) <o 

!C O. 5) * f' • • C O. 5) < O 

médio do in~ervalo) 

X = 0.5 
o 

X = 0.5 
j_ 

f'CO. 5) 
f'• co. 5) 

en~ão f'açamos X 
o 

= 0.5- C-0.27880078) 
1.77880078 

= 0.65673525 

2Q 

UfRGS 
SISTEMA DE BIBLIOTECAS 
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= 

= 

o +1 
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X 
2 

X 
3 

= 0.65673525- 1(0.65673525) 
1 • C O. 65673525) 

= 0.65291936 

= 0.65291936- 1(0.65291936) = 0.65291864 
f, C O. 65291 936) 

DIGSE Cx z 
X ) = 5. 6578 

3 
R~ 0.65292 

Exemplo 2 - Calcular t.odas as raizes do polinómio pCx)=x3 -3x - 1 

com exat.idão at.é a casa decimal. pelo mét.odo de 

Newt.on-Raphson. 

R E [ -2 -1 1 
3 pC x) =x -3x -1 :l 

R E [ - 1 01 
z 

R E [1 • 21 
3 

R E [ -2; -1 1 R E [ -1 ; 01 
:l 2 

R E [ 1 ; 21 
3 

pC-2)• p•. c -2) = 36>0 pC -1) *P • • C - 1) = -6<0 pC 1) *P • • C 1) = -18<0 

ent.ão: pCO) • p• • CO) = o pC 2)•p• • C 2) = 12)0 

X = -2 é pt.o. inicial X = o é pt.o. inicial 
o o 

X = 2 é pt.o. inicial 
o 

X = -2 X = o X = 2 
o o o 

X = -1.66666667 X = -0.33333333 X = 1.88888889 
:l :l :l 

X = -1.54861111 X = -0.34722222 X = 1. 87945157 z 2 z 
X = -1 .53239016 X = -0.34729635 X = 1.87938525 

3 3 3 

X = -1.53208899 X = -0.34729636 X = 1.87938524 
4 4 4 

X = -1.53208889 R ~ -0.34730 R ~ 1.87939 
~ 2 3 

R ~ -1.53209 
:l 

Exercicio: Achar uma aproximação para as raizes dos exercicios 

propost.os na página 27. pelo mét.odo de Newt.on - Raphson. 

Os exemplos a seguir !oram resolvidos pelo mét.odo de 

Newt.on-Raphson . e a aproximação para a raiz zoi obt.ida com pelo 

menos 8 algarismos si gni zicat.i vos corret.os. Ver i zica-se t.ambém. 

que a 1Cx) est.á t.endendo a zero e o DIGSE est.á aument.ando. 
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Exemplo 1 

~ETOOO DE NEWTON RAPHSON 

I F(Xl=2*X+LN<Xl I 
GRAFICO 
a:.: e 

;<= 6 

J 

I F<X.l-=;2*X+LN( X)I 

VALOR INICIAL xe= e. 5 

!TER. APROX. 

X 

F'()() 

e 
1 
2 
3 

e. 5 3. 061lS28194E-el 
4 . 232867952E-el-l. 313173M4E-e2 
4. 262969599E-e 1-2 . 5 H56798E-e5 
8.426382751 - 2 . 8E-ll 
e.4.26382751 

APROX. P/ RAIZ= 8.4263e2751 
COM PELO MENOS 9 016 •. Sl6. CORRETOS 

RE ( 0 • 1] 

Exemplo 2 

'1ETODO OE NEWTON RAPHSON 

IF<Xl=X~COS<SINXl-1 I 
6RAFICO 
a=- õ 
b= 6 

I F< Xl =X*COS<SINXl- 1/ 

VALOR INICIAL X8= l. 5 

!TER. APROX. F<Xl 

e 1.5 - 1. 863872432E-81 
I l.9112B81 1. 231642782E-81 
2 1. 799642474 1.149691819E-82 
3 l. 786864 196 1.4428126E- 84 
4 1.786699712 2.339E-e8 
5 I. 786693685 -3E-lll 
o 1. 786699685 

APROX. P/ RAIZ-= 1. 786699685 
COM PELO /1ENOS 9 016 . SJ6 . CORRETOS 

RE 1 2] 

Exemplo 3 

METODO DE NEWTON RAPHSON 

I F<Xl=e. 6713-e.839lf<COSXl~2-SJ NX*COS)I I 
6RAFICD 
a---2 
1>=6 

F<X>=e. 6713-e . 83Sa<cosxJ~2-s rNx*cosJ< I 
w 

UALOR INICIAL Xe= e 

!TER. APROX . 

e e 
I -e . 1678 
2 -Lsusee9I4E- ei 
3 -1. 51B8e9675E'-e l 
4 - 1.51e8e9626E'-el 
5 -1.5IB8e96.26E- e1 

F<Xl 

- e . 1678 
2. e27336537E-82 
r.31448657E- 84 
5 . 956E- e9 
5 ./E-11 

APROX. P/ RAIZ=-1.51B8e9626E-el 
COM PELO MENOS 9 DIG. SJ6. CORRETOS 

UALOR INICIAL xe= 1 

!TER. APROX. F<Xl 

2x_ +ln x . x . c os: C senx . ) - 1 e 1 - 2.83843B815E-e2 
L L L L l l. 024004231 3.118e3073E-e4 

xi.·H =xi. 2+1 /x. x = x - ------~----------------~------~~-----i.+ 1. i. c os( senx . - x _ senC senx.) cosx 
2 1.8237454 3.3592E- 08 
3 1.823745372 - 1.29E-Hl 

L L L L L 4 1. e23745372 

Exemplo 4 

"ETODD DE NEWTON RAPHSON 

I F(Xl=COS <Xl+LN(X)+X I 
6RAFICO 
a.= e 

~r a 

o 1 

I F()()=COS<Xl+LN<Xl+X I 
UALOR INICIAL Xe= B . 5 

!TER. APROX. f(X l 

e e . s 6.844353813E- e1 
1 2 . 284685585E-81- 2. 739149363(- 8 1 
2 2.816412653E- 01 - 2.487928599E- 02 
3 2 . 874641377E- 81- 2.27e9808E- B1 
4 2.8751827e9E-B1-1. seer- ea 
5 2.875182754E'-81-l.8E- IB 
O 2.875182754E- e1 

APRDX. P/ RAIZ= 2 . 875182754E-el 
CCM PELO MENOS 9 0!6 . Sl6 . CORRETOS 

cosx +l nx. +x 
L L L 

~er1x + 1 + 1 
i_ 

X . 
L 

31 

APROX. P-' RAIZ= 
CD/1 PELO MENOS 

UALOR INICIAL 

!TER. APROX. 

XB= 3 

I. 823745372 
9 DIG . SI6. 

f(Xl 

e 
1 
2 
3 
4 

3 
2. 992472622 
2.99e5 1H59 
2.998511691 
2.99e5!l691 

-1. 138H5947E- B2 
<l . 7e/S4 35E-e:s 
1. 27E- B9 
1.3E-11 

APROX. P/ RAIZ= 2 .999511691 
C0/1 PELO MENOS 9 016. S IG . CORRE'TOS 

R E ( - 1 
1. 

R E ( 1 
z 

R E (2 
3 

z 0.6713- 0.8391cos x. 
l 

0] 

2] 

3] 

CORRETOS 

1 6782co~x. senx. - z +Csen x . - 1 
L l t. 



Exemplo 5 

t!ETODO DE NEWTON RAPHSOH 

I F<X>=<4-3*X~2>*SINX-nX*COSx I 
GRAFICO 
o,z-10 
b= 10 

(\ 
\) 

METODO OE NEWTON RAPHSOH 

~LOR INICIAL X8= 2.3 

!TER . APROX . FCX) 

e 2.3 -2./21/814/3 
1 2 . 581812!02 1. 8ee 13682 :> 
2 2. 574/0395/ 1. 561921559E- el 
3 2 . 563556264 !. 67393441E-83 
4 2. 563434178 2 . 0477E-0:> 
5 2.563434163 - 1.03E-09 
o 2.563434163 

APROX. F-' RAlZ= 2.563434163 
C0/'1 PELO MENOS 9 016. 516. CORRETOS 

UALOR INIC IAL X0= 2 

!TER. APROX. FCX) 

e 2 -3. 945204722 
I 4 . 908215529 63. 14676304 
2 19. 1508859 -398.514323 
3 18. 77565878 2.887752038 
4 18.//84848 I - 8.578565E-84 
5 18.7/84832 -5.953E-eo 
o 18.7/840319 5.5493E-06 
.7 18 • .7784032 - 5. 4.753.E-06 
8 18.77840319 5.5493E-00 
9 18.7/84032 -5 . 4753E-06 
10 18.7/840319 5.5493E-06 
1l 18.:>784032 

APROX. f/ RAIZ= 18.7784831<) 
COM PELO MENOS 8 DIG. 516. CORRETOS 

UALOR INICIAL XB= 6 . 5 

IT ER. APROX . F< X> 

e 6.5 - 51..79725582 
1 6.090791206 - 3. 33QI7928 
2 6. 059005946 - 3. 5155670SE- 02 
3 0.0581570122 - 4. 00/9E- 00 
4 0 .0580.70084 - 4 .39E-08 
5 6 . 05815.70084 

I>PROX. F-' R!>l Z= 6. 0586.70084 
C0/'1 P.ELO MENOS 9 016. Sl6. CORRETOS 

~LOR INICIAL X8= 9 

!TER. APROX. 

0 9 
I S. 307888256 
2 9.288814243 
3 9.279861Jl9 
4 9.2.7986Jll'l 
5 9.2.7986!Jl4 

-65. 69562853 
o. 987068432 
3. 87365992E -82 
1.!696E-86 

- 1 .104E- 07 

APROX. p, RAl~ 9.2.79861114 
C0/'1 PELO MENOS 9 016. SIG. CORRETOS 

O mé~odo de NewLon-Raphson . embora seja mui~o usado. possui uma 

séria desvan~agem que é a necessidade de se calcular o valor 

numérico da r-•c:x). Uma das maneiras de modif'icar o mé~odo de 

NewLon. é . subs~i~uir a derivada das 1• Cx.) 
\. 

pelo quocien~e 

dif'erenças. Es~e processo é conhecido como Mé~odo das Secan~es 

1•cx_) ~ Cf'Cx.) 
\. \. 

-f'Cx. ))/ Cx. 
\.-:1 \. 

- x ) 
i.- :1 

aproximações para a raiz de f'(x) = O . 

A f'órmula i~era~iva é en~ão: 

X. 
1.+:1 

= X. 
\. 

Cx . -x )•f'Cx ) 
\. i.- :1 i. 

f'Cx.) -:f'Cx . ) 
\. \.-:1 

- ) 

)< 

X . 
1.+:1 

= 

onde x. e 
\. 

X. 
\.-:1 

são 

x. • f'Cx.) -x •f'Cx ) 
\.- :1 \. i. i.-:1 

f'Cx) -f'Cx . ) 
i. \.-:1 

duas 

Mui~o relacionado com o mé~odo da secan~e é o mé~odo da 

Posição Falsa. Es~e mé~odo é descri~o da seguin~e f'orma: 

1.6 ~TODO DA POSIÇÃO FALSA 

Algori ~mo: 

1 <;>- escolher duas aproximações x e x ~ais que f'C x ) •f'C x ) < O . 
o :1 o :1 
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2 <? det.erm.i nar uma aproximação segui nt.e a part.i r da fórmula 

X !Cx) x !Cx ) 
o ~ ~ o 

X = z !Cx ) - !Cx) 
~ o 

3<? - se jx -x I < c ou z ~ 
I x -x I < c para um det.erm.i nado c. 

2 o 
x é aceit.o como sendo a respost-a. Em caso cont.rário cont.inuar. 

2 

4<? - se fCx
2
)• 1Cx

0
) < O subst.it.uir xj_ por x

2 
mant.er X 

o 
inalt.erado e volt.ar ao 2<? passo. Em caso cont.rário. subst.it.uir X 

o 
por X 

z 
• mant.er x inal t.erado e vol t.ar ao 

~ 
2 <? passo 

Est.e mét.odo sempre converge só que não t.ão rapidament-e como o de 

Newt.on-Raphson. 

Exemplo1: Calcular pelo mét.odo da Posição Falsa as raizes da 

equação f"(x) = ex -3x = O 

GR~FICO 
a.=-4 
b: 4 

~~,::~} 

R E o 1 ] 
~ 

R E ( 1 2 ] 
2 

Exemplo 2: 

~ETODO DA SECANTE-POSIC~ FAL~ 

f<X>~EXP<X)-SIN<X>-2 

GRAFICO 

n<? X X X 

i t.er. o ~ 2 

1 0.00000000 1.0000000 0.78020271 

2 0.00000000 0.78020271 0.67334686 

3 0.00000000 0.67334686 0.63568161 

4 0.00000000 0.63568161 0.62399050 

5 0.00000000 0.62399050 0 . 62050908 

6 0.00000000 0.62050908 0.61948530 

- .... -- .. - ....................... - .............. - .. 

10 0.00000000 0.61907190 

11 0 . 00000000 0.61906439 

R ~ 0.61906 
~ 

INT.ERIJALO INICIA!. 
)(8.> 1 >o~ 1.2 

IT. APROX. 
1 l. e48189755 
2 J. e 53489622 
3 1 • e54e58835 
4 t.e54118811 
5 l. 054126341 
6 l.e54127e4 
7 1.e54127115 
8 1.e54127123 
9 1.054127124 
10 1.054127124 

~~JZc 1.05412/124 
F<R~ IZ>=-2. BE- 1e 
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E~RO ABSOLUTO 
0. 048189755 
e. 005298867 
e. e0e5l59213 
0. 0000tle97B 
0.00200653 
0. 000000699 
0. 000eeee75 
e . 0ee000eee 
e. e0e000001 
e 

R~ 
2 

0.61906439 

0.61906219 

1. 51211090 



Exemplo 3: 

METODO DA SECANTE-POS!CAO FALSA 

F(Xl=2tX+LNX 

GR~FlCO 
a.= e! 
= 4 

INTERUALO INICIAL 
xe= e.3 XI= e.5 

IT. APROX. 
I 4. 3262e9515E-e1 
2 4. 268750694E-e1 
3 4.2635See25E- e1 
4 e. 4263e7517 
5 4.263e31857E- e1 
6 4 . 2630279e7E-e1 
7 4. 263e27546E-e1 
8 4. 253e27S13E-e1 
9 e .4263e2751 
1e e. 4263e2751 

RAIZ= e. 426302751 
F<RAIZ>=-2.8E-ll 

ERRO ABSOLUTO 
6. 73790485E -e2 
5. 7450821E-e3 
5. 208669E-e4 
4. 74855E-es 
4.3313E- e6 
eceeeeee395 
3.61E- 08 
3.3E- e9 
3E-10 
e 

Exemplo 4: 

~ETODO DA SECANTE-POSICAO FALSA 

F <X>=< 4-3*X~2 >*SI NX-4*X*COSX 

GRAF!CO 
a.=-8 
b= 8 

(\ 

INTERUALO l N I C ltll 
x.e~ 18 Xl~ lS 

lT. APROX. 
I 18.74149698 
2 18.77770827 
3 18.771l3Sa7a 
4 18. 7;>84030~ 
s 11l.778<Ba1s 
6 18.7784e32 
7 18.77840319 

RAIZ..· 18.7784e3)9 
F(RAlZl ~ 5. 5493E-06 

ERRO ABSOLUTO 
e.25850302 
0.0662Sl.2S 
e.eeese~5t 
e.eeeees27 
e.eeeeee1<1 
e.eeeeeeet 
e 

Exemplo 5: 

METOOO DA SECANTE-POS!CAO FALSA 

F(Xl=XtCOS<S !NXl-1 

GRAF !CO 
•~6 

b= 6 

lNTERUt>LO lNlCltll 
)(0.c: 1.5 XJ.e 1.8 

lT. APROX. 
1 1.782111408 
2 I . 786638997 
a 1 . 726698085 
4 1. .7866996.75 
5 1. 786698685 
O I. 786699685 

RAIZ= 1.786699685 
F<RAlZl=-aE-10 

ERRO I>SSOLUTO 
e. e17888512 
e. ee45275e9 
e. eeee5sasa 
e . eeeeee7s 
e. eeeeeee1 
e 

1 • 7 EQUAÇOES POLINOMIAIS 

Exemplo 6: 

~ETOOO OA SECANTE-POS!CAO FALSA 

F (Xl=e.6.?13-0.838!t(COSXl~2-SINX*COSX i . I 
6RAFJCO 
a-=-2 
bc6 

!NTERUALO INICIAL 
X0<o l XI=· l. 5 

IT. APROX. 
1 1. 0.22649e4 
2 1. e2a.70.2821 
3 1. B.2a.74a735 
4 I. 0.237453e9 
5 1.0.237453.7 
o l. e23745372 
7 1. e23745372 

RAIZ= t.e23745372 
F<RA!Zl=-1 • .29(-10 

ERRO ABSOLUTO 
e.B.22649e4 
e.ee1e5378t 
e. eeee•e914 
e.eeeee1574 
e.eeeeeees1 
e. eeeeeee0.2 
e 

1. 7.1 LOCAL! ZAÇXO DAS RA1 ZES DE UM POLI NóMI O REAL - PC x) 

a - . i= o. 
'L 

Per-gunt-as 

Quant-as 

Onde se 

Seja p Cx)= 
n 

n a x 
n 

n-~ 
+a x + 

n- ~ 

n são númer-os r-eais. 

Básicas: 

r-aizes r-eais e complexas t-em 

sit-uam essas r-aizes ? 

ENUMERAÇXO DAS R.At ZES REAIS DE PCx) 

PCx) ? 

+a x 
~ 

+a 
o 

onde os 

Um poli nómi o P C x) = O t-em exat-ament-e 
n 

n r-aizes r-eais 

e complexas. cont-ando a mul t.,i pl i cidade. Se os coe! i c i ent-es de 

PCx) !or-em r-eais ent-ão as r-aizes complexas ocor-r-er-ão aos par-es 

conjugados. 

Na for-ma fat-or-ada: 

PCx) = Cx -x )Pz * Cx -x )Pg ... Cx -x )Pm 
2 3 m 

onde p~. 

... - . pm indicam a mult-iplicidade de cada r-aiz. 

REGRA DE DESCARTES OU REGRA DOS SINAIS 

Consider-e mos um poli nómi o r-eal PCx)=O e seja T o 

númer-o de t-r-ocas de sinais dos coeficient-es de PC x) ent-ão 
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PCx) =O Lem ou T ou T - 2 ou T-4 ou ... raizes reais posit-ivas. 

Exemplo: 

PCx) = x
3 

+2x
2 

-3x - 5 = O Sinais de p(x): + + - - Ent-ão 

T = 1 - -> que PCx) Lem uma raiz posit-iva. 

Seja T• o número de t-rocas de sinais dos coef'icient-es de 

PC -x) • ent-ão PC x) = O Lem ou T• ou T• -2 ou T• -4 ou . . . raizes 

r-eais negat-ivas. 

Exemplo: PCx) = x
3 

+2x
2 

-3x -5 = O 

PC -x) =C -x) 
9 

+2C - x) 
2 

-3C -x) -5 Sinais de PC-x):- + +-

ent-ão T• = 2 - -> PCx) t-em O ou 2 raizes reais negat-ivas. 

ENUMERAÇÃO DAS RA1 ZES COMPLEXAS DE PC x) 

1)- REGRA DE HUAT 

para algum K Li vermos 

Lerá raizes complexas. 

Exemplo 1 Exemplo 2. 

a * k-~ 
a 
k+~ 

PCx) 
3 

+2x 
2 

= X -3x -5 PCx) 
3 = X -2x

2 
+3x -5 

2 
~ a a * a ? a

2 ~ a * a ? 
~ o 2 ~ o 2 

C-3)
2 > C2) C-5) = -10 (3) 2 S C-5) C-2) = 10 

ent-ão PCx) 

a
2 ~ a * a ? 
2 ~ 3 

9 < 1 O .·. t-em raizes complexas 

C2)
2 > C-3) C1) = - 3 

logo nada se pode af'irmar 

sobre exist-ência de raizes 

complexas. 

sinais 

.. 1 ou 

sinais 

I~ 

de 

3 

de 

> 
1 

pCx) = + - + - T = 3 

IR > o 
pC -x) = T• = O 

OI 
!R < 

OI ~I o 
2) A exi sLênci a de máximo 1 ocal negat-ivo e Cou) minimo local 

posit-ivo indica 

complexas:. 

a exist-ência. nas proximidades. de raizes 

ESTIMA TI V A DO MODULO DE TODAS AS RAl ZES DE UM POLI NOMI O REAL PC x) 

COTA DE FUJIWARA Seja a uma raiz de pCx) = O 
i./n-i. 
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COTA DE KOJIMA 

lal ~ q + q • onde q e q são os dois maiores valores de: 
:1. 2 :1. 2 

1/n-1 

n 
. I {I a::l I a::zli/2 

1/3 

, I a:-31 
n 

. , I 
a 

:1. 

a 

Exemplo: Dada a equação PC x) = • X -14x2 +24x -10 = O . Enumerar 

$Uas raizes e de~erminar a região do plano complexo onde elas se 

encon~ram. 

Aplicando Descar~es: sinais de PCx): + - + -

ou 3 raizes ~ > O 

T = 3 -> ~em 1 

sinais de PC-x): + - - - T• = 1->t.em 1 raiz IR< O 

Regra de Huat.:C24) 2 > C-14)•C-10) 
IR > o 

c -1 4) 
2 > o • c 24) = o 1 

C24) 2 > C-14)* C-10) 3 

Região onde se encont-ram t.odas as raizes de PCx) 

Cot.a de Fujiwara: 

{o. 3.74. 2.884. 1. 78 } 

~ < o {; 

1 2 

1 o 

Cot.a de Kojima: I a I ~ q +q = 3. 7 4 +2. 884 = 6. 624 . . 1 a 1 ~ 6. 7 
:1. 2 

COTA DE CAUCHY: 

Dado um polin6mio real PCx). ent.ão t.oda raiz real ou 

complexa a de PCx) sat.is~az lal ~ ~ • sendo ~ dado por: 

(10 = 

(3 t. = 

X 
o 

X 
1 

= o 

= [ I :: 1r" 
{3 = X = 

2 2 [ I ::-·I x:-· • 
a 

:1. 

a 
n 
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Exemplo: PCx) = 

Cot-a de Cauchy: 

[30 = xo = o 

3 
X +2x

2 
-3x -5 = O 

[3 - x - [ 2x
2 

+3xlc +5 J i./3 

lc-ti- lc-ti.- )c 

[30 = o 

[3i. = 1.709975 

[32. = 2.518685 

[33 = 2.933484 

[34 = 3.1417560 

[3'!5 = 3.244892 

'!6 = 3.295596 

n = 3. 344014 
~~ 1.-' 

[31.5 = 3. 344095 .. lotl :$ 3. 35 

SEPARAÇÃO DAS RAt ZES REAl S DE PC x) 

Par a separar as raizes de PC x) = O devemos cons"lr ui r 

uma t-abela com ?lguns pont-os do disco e veri~icar onde há t-rocas 

de sinal. 

Separadas as raizes. aplicamos o mét-odo de Newt-on para 

polinômios e assim det-erminamos uma aproximação para cada raiz 

com a exat-idão desejada. 

1 • 7. 2 ALGORITMO DE NEWTON- VI E:TE <Para. ra.i ZQQ dQ poli.nômi.o~;~> 

Ê o método de Newt-on após ser reduzido ao mesmo 

denominador com o alinhamento de parênteses. 

PCx) = 

X = 
lc-ti 

n 
a x 

n 

X 
J( 

n -1. 
+a x 

n-1. 

PC xlc) 

P • C xlc) 

+ ... a x +a 
1. o 

C ... C a x +a ) x +a ) x + ... +a ) x +a 
n lc n- 1. lc n- 2 lc 1. lc o 

C •.. C na x +Cn-1)a )x + ... +3a )x +2a )x +a 
n lc n-1. lc 3 lc 2 lc 1. 

ou 

-a 
o 

+x
2 

C a +x C2a +x C3a +x C ... +x CCn-2)a +x Cn-1)a ) ... ) 
lc 2 lc 3 lc • lc lc n-1. lc n 

a +xlcC 2a +x C 3a +x C 4a +x C . . . +x n a ) ... ) 
i 2 lc 3 lc • lc lc n 
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Exernpl o 1: 

Calcular .as raizes: reais; 

enumer-ação das r-aizes: sinais 

I !R > OI !R < OI Cj 

I 1 I 1 I 21 sinais 

de pCx): + 

T 

de pr --v-,. 
~ ~-

+ 

+ 

4 = X 

1-> 1 

+ + -

2 +4x 

raiz IR 

- 24x - 20 = O 

> o 

T' = 1 - > 1 raiz IR < O 
Região onde se encon~r-am ~odas as r-aizes: 

Co~ a de Fuj i war· a: 

lal S 2 rnáx.{0,4 1
/

2 ,24t/!:1,20t/-ol} = 2rnáx{0;2;2.885;2.115}~ 5.8 

Co~a de Cauchy: jaj s 3.53 

Fórmula I~er·a~i va de NewLon-Vié~e 

20 +x2 C4 +3x2 
) 

k: k 

GRAF!CO 
a.=-3 
b=5 

= 
-24 + x (8 +4x2 

I< k 

METODO DE NEWTON VlETE 

A e~2e 
"' l~-24 
A 2~ 4 
A~e 
A 4~ l 

COTA DE CAUCHY 
xe-e x1~ 2.11 4742527 

-4 <.z:: X <~ 4 

3. 06830$405 
3 . 385067263 
3.4824SMS2 
3. 511756/76 
3. 52051516 
3 .5231281;;>(1 
3. 523S073l!S 

CC 2 + 4)x - 24)x - 20 
xk k k 

UALOR !N!Cl.OL 
X0cc"-l 

- 24 

lTE:R. AFROX. P<Xl 
e -1 s 
I -0./5 0.56640625 
2 -/.321252~6SE:-01 2.33S3309E-03 
3 -7.32050S~E-0l 3.6/E- 08 
4. -.7.320S080.76E-0l e.ee008eee4 
5 -7.320508075E-0l l.2E-09 
6 -7.32050S0/5E-0l 

APROI<. P/ ll RAlZ=-7.320500875E-01 
COM 9 ALG. SIG. CORRETOS 

U<>LOR INICIAL 
X0= 3 

lTER. APROX. 
e a 
I 2./685!851S 
2 2. 732845046 
3 2.7320511S4 
4 2. /3205080/ 
5 2.73205080$ 
6 2. 732050S0/ 
7 2. /32050808 
8 2.73205008;> 
s 2./32050$08 
10 2./32050087 
li 2./32050$08 

P<Xl 
25 
2.96188093 
6.3ll36988E-02 
3. 0/l85E- 05 

-6.0/E-08 
5 . 31E-0S 

-6.0/E-08 
s.31E-08 

-6.07E- 0S 
5.31!::-08 

-6 . 0/E-08 

APROX. P/ A RAIZ= 2./3205080<f 
COM 8 ALG. Sl6. CORRETOS 

Di vi di ndo- se o polinômio por· cada uma das r· ai zes, ob~ém-se: 
2 

X + 2.000x + 10 

X = - 1.000 ± 3.000i 

Exemplo 2: 

o 

Calcular todas as raizes de 

aplicando Báskara. resulta 

Analisar o resul~ado. 

Enumeração das Raizes: 

Sinais de PCx): + - + - + T = 4 ->PCx) ~em 4 ou 2 ou O raizes ~ > O 

Sinais de PC - x): + + + + + T' = O - - >nenhuma r· ai z IR < O 

HUAT: nada a!irma sobre raizes complexas 

Delimi~ação das raizes: 
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Cota de Fujiwara: 

lxl ~ 2 rn.áx. {131'\ 13 . 371 1
/

2 ,1 - 1.6811./9 .10 . 31361:1./
4

) = 6 

Cot-a de Cauchy: 

(i = X = o 
o o 

(J CO. 3136) 0
. 

2!5 
= X = 

:1. i 

(J = = 0 . 748331477 X 
i i 

j = = 1.473583~62 f z X z 
(J3 = X = 2 . 106939580 

3 

t1 = X = 2.616555566 
4 4 

(J!S = X = 3.004833903 
!5 

(J = 3 . 962458317 

Separação da~ raize~: 

o 0 . 5 
p(x) 0 . 3136 0 . 0036 

Cálculo: New"lon - Viéte 

X = 0.5 
o 

X = 0 . 60421053 
i 

X = 0.63637087 
2 

X = 0.65927772 
3 

>..: = 0.67506938 
4 

X = 0.68546119 
!5 

X = 0 . 69191175 
ô 

X = 0.69567623 
7 

X = 0.69775343 
B 

. 

X = 0.69987553 1.2 
X = 0 . 70016013 

1.3 

X = O. 70006275 
1~ 

)( = 0.69992019 
:1.5 

X = 0.69975000 
1.6 

X = 0.7000000 
zo 

x = ERROR 
Zi 

la! < 3.97 

0.6 1.0 
0 . 0004 0.0036 

O que ocorreu ne~tas duas raizes '? 
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GRAF l C'O 
~ 
~ l 

"' j 

<.l .. •·'lx 

2.0 
2.43 

X = 1.0 
o 

X = 0.94000000 
i 

X = 0.895789474 
2 

X = 0.863629075 
3 

X = 0.840722138 
4 

X = 0.824930766 
~ 

X = 0.814539224 
6 

.. .. . . -- .. -

X = 0.800286750 
fZ 

X = 0.800051858 
13 

X - 0.799807507 
14 

X - 0.800767018 
:1.6 

X = 0.800152594 
:1.8 

X = 0.8002936 
19 

con"Linua des"La 

t·orrna oscilando 



Exemplo 3: 

Calcula~ todas as ~aizes do polinómio: 

GR&>FJCO 
~ 
b<o 0 

~ 
p cx) 

p(x) = x~-15.5x4 +77.5x3 -155x2 +124x -31 =O 

llR > o i !.R < o <L 

1 o 4 

3 o 2 

5 o o 
Cota de Fujiwa~a lal ~ 31 

X o 0.5 1 1.5 2.0 3.0 4.0 5.0 7 . 0 8 . 0 
p Cx) -31 1.0 1.0 -3.063 1.0 26. 0 1.0 -161. o -584 1.0 

~ ~ ~ ~ 
R R R R R 

1. 2 3 4 5 

X = 0.5 X = 1.0 X = 2 o o o 
X = 0.449206349 X = 1.095238095 X = 1.94444444 

1. 1. i 

X = 0.455426302 X = 1.092601194 X = 1.940893332 
2 2 2 

X = 0.455530026 X = 1.092601932 X = 1.940878218 
3 3 3 

X = 0.455530055 X = 1.092601936 X = 1.940878175 
4 4 4 

X = 0 . 455530055 X = 1.092601954 X = 1.940878219 
~ 5 5 

DIGSE Cx .x )= 8.001 X = 1.092601950 X = 1.940878236 
4 5 6 6 

X = 1.092601943 X = 1 . 940878209 
7 7 

X = 1.092601937 X = 1.940878238 
B B 

X = 1.092601949 X = 1 . 940878221 
p p 

X = X X = X OSCILA 
1.0 B • 1.1. p 

X = 4.0 X = 8.0 
o o 

X = 4.011904762 X = 7.999206349 
1. i 

X = 4.011783896 X = 7.999205911 
2 2 

X = 4.011783926 X = 7.999205869 
3 3 

X = 4.011783878 X = 7.999205938 
4 4 

X = 4 . 011783893 X = 7.99920591 1 
~ 5 

X = 4.011783927 X = 7.999205869 
6 6 

X = 4.011783862 X = 7.999205938 
7 7 

X = 4.011783898 X = 7.999205911 
B B 

OSCILA OSCILA 
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3 '2 
7c><)= 'f.-+21'- -3 '/- -5 

t\ETODO OIÕ I'IE\.JTON \!lETE 

~ e .,._ 5 
~ l=-0 
~ ;2: 2 
A 3: I 

cort> nr C'~>tJCH'r' 
)1@4 XI ~ I. 7e55755~7 

2 .~ 1868<l715 
2 . 9ó34842~9 
a. 141?5~566 
3 • .2448923 
3 • .285:>8641!3 
3 . 3.2e4d3418 
a.332sn7<4 
3. <l38~1e669 
<~ . a4H07802 
3. 34282.2.253 

X PU<> 

- 4 
- a 
-.2 
~ 1 

e 
I 
2 
a 
4 

i.J<oLOR INICIAL 
xe-.- 2 

!TER. APROX. 
e -2 
1 -a 

-25 
- s 

l 
-1 
- 6 
- 5 

5 
31 
78 

2 - 2. Sl!333.3333 
a - 2 . '\12426445 
4 - 2. 37854~;>{;7 
~ -2 . a7n0'lfi2B 
6 -2. 3772028~'1 
;; -2.3/72028~'\ 

P4X) 
1 

·5 
-1. H293Sl! 1.2 
-1. 6286eM86E• e 1 
- 5. 57333456E-ea 
- 5.2186/t-06 

310- 11 

pPROX. f; A f'AIZ- 2. 3?720285'\ 
COM 9 "1-G. 516. COI'RE:TDó 

IJA!.OR IN! C IA!. 
Xll- L 5 

!TER . APROX. 
B - 1.5 
I -1 .222= 
2 - 1.;17254 4.283 
3 - 1.2?3889535 
• - 1. 273898555 
s - I. 273890555 

PU<> 
e . 625 

-1. ?H57.:>ti49lõ-el 
- 4 . 34784iiSSE-e<~ 
-3.29112E-05 

2 .6lÕ-IB 

t>I'ROX. P/ A RAI Z--1..27389e555 
COM 9 "1.6. SlG. CORREtOS 

IJCU.OR INl C IA!. 
x0~ 1.s 

!TER. APRCX.. 
e 1.5 
l 1 . 655665567 
2 1.651.2<14568 
3 1 . 65le834.21 

1. 5é!.eea~ee 
5 1.651e83408 

p(~ ) 

-1.6.25 
1. as1a.s t884E:·8 1 
1. 65.33?445<-ea 
1. ~2a4E-e7 
a. a~~ 12 

~RO.X. p_.. ~ R~I Zc L 6510Sêl:4e8 
COM 9 AL5 . ~16. CORRtTOS 

GR" F ICO 
~ 
b~ 4 

~ETODO DE NEWTON UIETE 

A 8= e.3136 
A 1-=- 1.68 
A 2 = 3.3? 
A 3=-3 
A 4= I 

COT ~ DE C~UCHY 
xihe Xlr 7. 4:S3314774E-el 

-.q <= X <= 

I. 473583962 
2.1e5939S8 
2 . 616555566 
3 . ee48339e3 
3 .29e144452 
3. 49478e772 
3. 639185e61 
3. /39971867 
3 . 8e9?5398 
3.8S792e724 
3. 89e979528 
3.913634937 
3 . 929136122 
3 . 939/3e772 
3. 946966582 
3. 9519eS921 
3. 955276475 
3 . 95/S/5968 
3. 959144499 

SEPAR~C~O O~S R~IZES REAIS 

X 

- 4 
- 3.5 
-3 
-2.5 
-2 
- 1.5 
-1 
- e.5 
e 
e.5 
1 
1.5 
2 
2.5 
3 
3.5 

U~LOR INICIAL 
xe= e. S 

P (X) 

508.9536 
326.1636 

.. 197 . 6836 
11L5!36 
57. 1536 
25.6e36 
9.3635 
2.4335 
e.3135 
e.ee35 
e.ee36 
e.3136 
2.4336 
9.3636 
25.6e30 
S/.1536 
11L5136 

!TER. ~PROX . P(Xl 
e e . 5 e.ee36 
1 e . 56 8.00112896 
2 e. e421e5263E- el 3. 51733822E-84 
3 6. 363/e8827E-BI L 884808!/E- 04 
4 e .6S92//789 3 . 28308!/E-e5 
5 e . ?5e5915e4E-el 9 . 7e0867E- ee 
6 e . 68S46e786 2 . /73!59E- e6 
7 8 . 591911329 7.643!6E-e7 
8 6. 95673/.246E-el 2 . B4e75E- e7 
9 e .977544368E-er 5.2835E- e8 
1e e . 988555752E- el L31S5E-08 
1l 5 . 994L27864E-e! 3.171E-e9 
!.2 e . 996781eS6E- e1 L !86E-e9 
13 6 . 9986e5534E- el 2.15E- 1e 
14 O. 9SS3/33.72E- 01-l . 52E- 1B 
15 e . 9981629e9E-e1 4.53E- 1e 
l<ê õ .9553852/5E- ill-3 . 1E- IJ. 
17 5 . 999135955E-ei-2.7SE-18 
18 6.997S48827E-e1 ? . 17E- 1e 
19 6. 999eee667E- BI -3. 9E- 11 
2e 6.990806132E- e1 6E-11 
21 6.9998S5Se9E-e1 

APROX. P/ ~ RAIZ= 6. 9988e5132E-e l 
COM 4 ALG. 516. CORRETOS 

U~LOR lNIC IAL 
Xll= I 

!TER . APROX. f(Xl 
e 1 e.ee35 
I e . 94 e.ee!l2896 
2 8.957894737E- e1 3.517338S4E-B4 
3 8.636291163E- e1 1.084ee43 1E-e4 
4 e . 84B722289 3.28308e1E-es 
S 8 . 2493e9483E- e1 9.7Be562E- e6 
e 8 . !45386126E-e1 2 . 773632E- B6 
7 8.08eea2es7E- el ?.M236E- e7 
8 8.e43259SJeE-B1 2 . e39e2E-e7 
9 8.B22468242E-el 5.2S51E-08 
re 8.e1152e5e1 E-81 L3543E-e8 
11 8.ee584e415E-e1 3 . 474E- e9 
12 8.ee2917813E- e1 5.33E-1e 
13 8 . ee18425e2E-e1 5. 53E-1B 
14 8. eee349993E- e1 - 1. 65E- 1e 
15 8 . ee27e3975E- e1 3. 15E- 1e 
16 8 . Be2126198E- e1 7.85E-1e 
17 8.eee291773E-e1 -3. M E- 1e 
18 8.ee652774eE- e1 4.5e7E- e9 
19 8.ee3142e46E-81 L434E-e9 
2e 8.eee881464E- ei - 4.62E- 1e 
21 8. ee3494S27E-el 

APROX. P/ A RAIZ= S.00088145~E- 01 
COn 3 ~LG. SIG . CORRETOS 
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t\ETOOO OE: NEWTON UIETE 

A e•-31 
A 1= 124 
A 2"""155 
A a~ .7.7.5 
A '1~!5.5 
~ 5"' 1 

COTA DE' C~UCHY 
xece XI = 1. S8734B75s 

- 2B (c X (.c! 20 

\JAI OR INIC!~L 
xe~ e. s 

4 - 447277955 

18.758?4468 
18. 7?55987 
19 . 7867.:>ti63 
19 . .79518663 

!TER. APROX . P<Xl 
e e.5 1 
1 4.492e63492E-el - 1. 632'\2893SE-Bl 

:;;_ 4 . S54263824E-e1- .2.6345788E- e3 
3 4.55S385.261E- el-7.21410- e7 
4 4 . 555<lee5'\SE- ei-4.9E-e9 
5 4.55535eS47E- e1- e . e0eee0e0s 
6 4 . 5553JJe54llE-e1- 5E- Ie 
? 4. 55538JJS'\9E- e l 

APROX. P/ "RPIZ: '! . SS53e05'\9E"-01 
COM E ru.G. Sl6. CORRE'TOS 

Uru.OI' !t!ICIAL 
xec 1 

ITtR. PPROX. 
a 1 
1 I. e9S.2280S5 
2 L 0925e 118!3 
3 I. e526e1.944 
4 L e926e 18'\3 
5 Le926e!9H 
5 1.e9.26l!J.9'\3 
7 l.e9;16e!844 
8 1. e526e I 843 
8 L e925e 18~4 
1 e 1. ee25e 1.9'\3 
11 J.a9268!8'\4 

~(Xl 

1 
- 2. 87147687E- e2 

8 . 1)46E-05 
- 7 . 6E-e9 

/ . /E-08 
-7.5E-ee 
.?.7E-e9 

-7.6E:-e9 
;;.;;e:-es 

-?.eE"- es 
;;.7E-es 

APROX. p/ P RA!Za l. e9260194;3 
COM a PLG. SIG. CORRI'TOS 

UA~OR !N!Cli>L 
xe- 2 

lTE:R. API'DX. 
e 2 
l L 9'\44'\HH 
2 l . 940893362 
3 I. 9'\e8782e7 
4 I. 94087820'\ 
5 1.940878211 
6 I. 940878.2e6 
;> L ·S4e8782e;1 
a 1. 940878.2e8 
S L 94e8782ea 
H! L 94.e878.2e8 
11 l. S4e878204 

POU 
l 
0.05661/154 
;1 . 3958!9E- 04 
«.7110-08 

- J.I?3E- 07 
?-2110-08 
6 . 95E:-e8 

-e. 0eeooees 1 
8.25E- 08 

- e . 0eeee0075 
8.2:>E- 08 

APROX. f/ ~ RMZ: l.9<te8782eE 
COM 8 PL6 . 516. CORRETOS 

UALOR INICI~L 
xe- 4 

lT 81. 1\PROX. 
a • 
1 '!.e use<l/52 
2 '!.e1)/83888 
3 •• e1J/8389 
4 ~.e11783886 

5 4. e1 1?83894 
6 <l.ell/83872 
? 4.ell?83876 
8 4 . e 11?83897 
9 4.e11?83888 
Ja 4 . e11?8389 
li 4 . 0 1I?l!3886 

P(X) 
l 

-1 . 0364e546E- e2 
2.e55E- e7 

-3. 326E- e7 
5 . 83.2E-e7 

-1. 7S58E - 06 
3.346~-07 
r.8298E:-e6 

- 0 . eee0ee7;;;z 
;1 . 05SE- e7 

- 3. 3.25E"-e7 

APRDX. f/ "RAIZ: '1.01178383 
COM 8 ru.G . SIG. CORRE'TOS 

IJCU.OR INICIA!. 
x:0..:8 

!TER . APRDX. 
e a 
l ;; • 9892e~349 
2 7.9992eS914 
3 ? . S.SS2e55 11 
~ 7.9992e59!1 

P(X) 
l 
5.<l/15<t9E-e~ 
3.28;2St-06 
4.316E-e7 

PPROX. p,- ~ RPl 2.=' 7. 5992eS91 1 
COn 9 ~G. SIG. CORRI'TOS 



1 • 8 EQUAÇOES POLINOMIAIS: R.A! ZES COMPLEXAS 

1 • 8. 1 LOCAL! ZAÇÃO DAS RA1 ZES COMPLEXAS 

Localização a~ravés de esboço gráfico- Sabe-se que uma reversão 

no gráfico de uma função sem cort.ar o eixo dos X indica 

a exist-ência de um par de raizes complexas; entretant-o. a 

localização da reversão por si só não da base para se estimar o 

valor das raizes. t-alvez. no caso. em que a reversão seja t.ão 

próxima do eixo dos X que se possa estimar um valor par a as 

raizes com uma part.e real correspondente à abcissa da reversão e 

uma pequena parte imaginária. 

Caso a reversão não seja próxima do eixo dos x 

pode-se recorrer à localização grá~ica das raizes complexas 

usando o seguinte arti~icio: 

a equação em ques~ão é escrit-a com variável complexa ~(z) = O 

subst.it.ui-se z por x +iy • obt.endo-se ~Cx +iy) = O 

separ-a-se agor-a os t.er-mos r-eais dos imaginâ.r-ios. obt-endo-se: 

u ex. y) +i vCx. y) = o (1) 

para que (1) seja satis~eit.a é necessário que: 

u ex. y) = o e v ex. y) = o e2) 

(2) é um sist.ema de equações não lineares cujas soluções serão os 

valores das partes reais e imaginárias das raizes complexas de 

~(z) = O . Pode-se usar este sistema para localizar as raizes 

esboçando-se os grá~icos das duas equações e det-erminando 

intersecções. 

suas 

Exemplo: Determinar as raizes de p(z) = z 9 -4.2z 2 +5.9z -4 =O 

vem Cx +iy) 9 -4.2 Cx +iy) 2 +5.9 Cx +iy) -4 =O 
9 2 . 2 3 2 2 ex -3xy) +1e3x y-y) -4.2Cx -y) -4.2e2xy) i +5.9Cx +iy) - 4 =O 

separando as partes real e 

uCx. y) = x 9 "-3xy2 -4.2Cx2 

2 3 vC x. y) = 3x y -y -8. 4 xy 

i magi nár i a. vem: 
2 -y) +5.9x -4 =O 

+5.9y =o 
pode-se simpli~icar a últ.ima equação observando que possui a raiz 

y = o. para qualquer x Ent.ão: 

{

uCx. y) = x 3 "-3xy2 -4.2Cx2 -y2
) +5.9x - 4 =O 

2 2 
v( X • y) = 3x -y -8. 4 X +5. 9 = 0 

Tabela de Valores de x e y : 

Dado um valor de x .det-ermina-se y ~al que uCx • y) = O 

Dado um valor de x .determina-se y t.al que vCx • y) = O 

42 



X y 1 u = o 
o ± 0.976 

0.5 ± 0.855 

1 ± 1.04 

1.25 ± 1.66 

X y 1 v = o 

o ± 2.43 

0.5 ± 1.57 

1. O ± O. 707 

1.5 ± 0.224 

1.5 não existe 2.0 ± 1.05 

2 não existe 

2.5 ± 0.20 

3.0 ± 0.78 

z ~ 0.8 ±0.95i 
1.,2 

z ~ 2.45 
3 

1. 8. 2 Mf:TODO DE BAI RSTOW 

G.eAF 1 co 

U = O 

V =.O 

< -J o. 8 :! o.:l5L 
<::)1 , 2 

Ó3""'2 - ~5 

Se pCx) é um polinómio com coe!icienles reais. então as 

raizes complexas ocorrem em pares conjugados . A cada par de 

raizes complexas conjugadas. eslá associado um !alar quadrático 

de pCx) da !erma x 2 -ax -~ • onde a e ~ são números reais. 

Se R= a ± bi é uma raiz de pCx). então: a= 2a e ~ = -Ca2 +b2
) 

n n-1. 2 {IJ Seja p C x) = a x +a x +. . . +a x +a x +a 1 
n n n-1 2 1. o 

1 <? Arbi lrar um !alar quadrático da :f'orma x
2 

-ax -~ onde a. ~ e IR 

2<? Di vi di r p(x) pelo !alar quadrático c z 
-~) X -ax 

p Cx) c 2 
-~) • qCx) + resto @] = X - ax 

n 

q(:x) b 
n - 2 +b n - 3 +b +b resto b Cx -a) +b = X X + X e = 

n n - 1. 3 2 1 o 

Para determinar os coe!icienles bk:Ck = o-:-n) em 

com valores arbitrários de a e ~. expandimos o lado direito da 

igualdade @] • comparamos os coe! i c i entes do poli nómi o expandi do 

e obtemos: 

b = a 
n n 

b = a 
n-1. 

b = a 
n-2 

b = a 
n-3 

b = a 
i 1 

b = a 
o o 

+ab 
n - 1. n 

+ab 
n-2 n-1. 

+ab 
n - 3 

+ab 
2 

+ab 
i 

n-2 

+~b 
3 

+~b 
2 

+~b 
n 

+~b 
n - 1. 

3 <? - Análise dos coe! i c i entes b e b 
i o 

Se b = b 
i o 

= O • então o !alor quadrático C x 2 -ax -~) 

contém o par de raizes i magi nár i as de p C x). 
n 
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raizes complexas 

Báskara X = 
a ± / a..

2 

bas'La 

I 
+ 4~ 
2 

aplicar a 16rmula de 

Se b j1l! O ou b j1l! O ou b j1l! O e b j1l! O par a valores 
1. o 1. o 

de a.. e ~ arbit-rários. ocorrerá geralment-e es'Le caso. is'Lo é. 

b e b não se anularão. Nes'Le caso. deve-se calcular as 
1. o 

correções a serem rei 'Las aos valores de a.. e ~ Deve-se 

resolver o sis'Lema de equações não lineares: 

_fb C a..~) =O 
lb:Ca...~)=O Se Ca..0 • ~0) !orem aproximações 

poderemos aplicar o mé'Lodo de New'Lon para 

variáveis. e en'Lão 'Leremos: 

â b 
i 

ac;: 

ô b 
o 

a-c;:-

* h a + 

+ 

ô b 
i 

ô b 
o 

-b 
i 

-b 
o 

às r ai z e s C a... ~) 

!unções de duas 

onde h a.. = a - a e h ~ = ~ - (1 _As !unções e as derivadas 
o o 

parciais devem ser calculadas em a
0 

e (1
0 

_ 

Cálculo dos coericien'Les "C" C der\.va.dag pa.rc\.a.\.sa 

rela.çã.o a. a e (1 ) . 

a b 
n - 1. = c = b 

ô 
n 

a.. c = 
n 

b +a.. c 
n-1. n-1. n 

c 
n-Z 

b +a.. c +(1 c 
n-z n - i n 

c = 
n-3 

b +a.. c +~ c 
n - 3 n-Z n-i 

ô b 
i 

b +~ = c = +a.. c c 
a z z 3 4 a.. 

ô b 
o 

b +~ = c = +a.. c c 
a 1. i z 3 a.. 

ô b ô b 

e b 
o 

Para calcular 1. o 
procede-se da ror ma: e . mesma 

ô (1 ô (1 

a b ô b 
Observa-se n n-1. o est-abelecendo que = = e que 

â (1 ô (1 
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a b. a b 
L 

d. i o. n-2 obt.ém-se o d = = = = c 
a {3 

L-t2 a {3 
2 2 

e 

a b 
1. d f'inalment.e f'or-ma-se si st.ema: = = c • e o 

a {3 
9 3 

{ c h +c h/3 = -b 
2 a 3 i 

onde h h/3 {3 -{3 = a -a e = 
h h/3 -b a o o 

c +c = 
:t. a 2 o 

Resolve-se est.e sist.ema e det.er- mina -se : 

a = a +h e /31 = {30 +h/3 :t. o a 

4 '? Considerar a = a e {3 = {3 e r epet.i r as et.apas desde 
o :t. o :t. 

C2'?). at.é ocorr-er- convergência . ist.o é. b ~ o e b ~ O . 
:t. o 

5'? Calcular as raizes de pCx) a par-t.ir- da f'ór-mula de Báskar-a: 

OBS: Quando as apr-oximações iniciais !orem escolhidas 

adequadament.e o mét.odo de Bair-st.ow converge quadr-at.icament.e. 

Exemplos: 

[!]Calcular t.odas as r aizes: da equação polinomial 

4 3 2 
pCx) = x -2x +4x -4x +4 = O • iniciando com a = 1 e {3 = - 1 

o o 
k = 4 

a / {3 1 

Ot = 1 1 o 
= -1 1 

o 

= 2 1 
:t. 

= -2 
:t. 

Sist.ema para as r h 
2 a 

c h 
:t. a 

1 h 
Ol 

+c
9

h/3 = -b 

+c 2 h/3 = -b 

= 1 ->h 
a 

k = 3 k = 2 k = 1 k = o 
-2 4 -4 4 ale 

- 1 2 - 1 1 blc 

o 1 o --- ele 

o 2 o o b)c 

cor-reções r a 
+Oh/3 =1 1 -> 

o Oh +1h(3 =-1 
Ol 

= 1 -> { ~: : 
1 + 1 = 2 

-1 + c - 1) = -2 
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como b = b = O enLão o ~aLor quadráLico x 2 -2x +2 = O conLém o 
:1. o 

par de raizes complexas de pCx) = O . Resolve-se Lal Lrinómio por 

Báskara: 

= 2 

I 
-8 = 1 ± i p(x) -2x +2)• qCx) = o 

enLão qCx) = x
2 

+2 = O - )X = ± ..;--;:i PorLanLo as raizes 
4. 3 2 de pC x) = x -2x +4x -4x +4 = O são: X = 1 ± i 

:1.,2 

X = ± 1.414213562 i 
3,-4 

~ Calcular por BairsLow Lodas as raizes de 

p(x) 

/ 

= o 
= o 

= 
:1. 

= 
:1. 

= 
2 

= 
2 

= x 6 +5x3 +7x2 +1 iniciando com a = O 
o 

- - -

(S 1 o o 

o 1 o o 

o 1 o o 

0.1020408 1 0.1020408 -0.1324448 

-0.1428571 1 0.2040816 -0.2544773 

0.08947630 1 0.08947630 -0.1259812 

-0.1339872 1 0.1789526 -0.243956 

e (So = O 

- le-:z -

5 7 

5 7 

5 7 

4.971908 7.526258 

4.916786 8.064325 

4.976739 7.462180 

4.930933 7.936069 

lc = :1. lc = o 
/ (S o 1 ale 

= o o 1 blc o 
= o o ele o 

= 0.1020408 0.05771297 -0.06929067 blc :1. 

= -0.1428571 0.1782053 ele :1. 

= 0.08947630 0.0008686999 0.0002407733 ble 2 

= -0.1339872 0.0502766 ck 2 

con~inuando-se o processo encon~ra-se para: 

Ot = 0.08938533 

b = -2. 2 X 1 0-f.O 
o 

e (S = -0.1340170 

R = 0.04469267 ± 0.3633450 i 
:1.,2 
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pLx) 

METODO DE B~IRSTOW 

COEFICIENTES DO POLINOMIO: 
~ - 1 
~ 1: e 
o 2: ;; 
O 3c 5 
o 4: e 
o 5: e 
o 6: 1 
UI=:ILOR INICIQL 
ALFA.: 0 
BETOc B 

CORRECOO DE OLF~ E BET~ 
J.e2e408I63E-01 -l.42857H29E- Bl 

NOVO VALOR DE ~LFA E BET~ 
1. B20488163E- 8 1 - 1.42857 I<29E- 81 

CORRECM DE ~LF~ E BETA 
- 1. 256451792E - 02 8. 869897B23E - 03 

NOVO V~LOR DE ALF~ E BETA 
8. 947629838E-02 - 1. 3398/2459E-Bl 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
- 9. B96967055E-B5 - 2 . 9762799/JE-BS 

NOVO VALOR DE ALFA E BET~ 
8. 9385328/!E- 02 - 1. 34Bl7BB87E- Bl 

CORRECAO DE ~LFA E BETA 
2.653437B5E- B9 - l.2e7I342eiE-08 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
8. 938533136E- B2 - l.34el/B2B8E-Bl 

P~R DE RAIZES COMPLEXAS 

Re : 4. 469261l568E- 02 
Jm: 3. 633449964E-01 

GR~)CO 
Q.>-- 3 

bc 3 

METODO DE B~IRSTOW 

COEFICIENTES DO POLINOMJO: 
A e:-20 
A J:-24 h ()l) 
A 2: 4 í 
" 3: Sl 
A 4= 1 
IJCILOR INICIAL 
ALFA=- 1. 5 
8ETA~9 

CORRECAO DE ALF~ E BET~ 
- 6. 0624/3438E-01 - 6 . 599B22524E-Bl 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
- 2.1e6247344 - 9.659902252 

CORRECAO DE ALF~ E BET~ 
e . I2e468968 - 3. 13B83ei29E- B1 

NOVO VALOR DE ALF~ E BET~ 
- 1. 9857/8376 - 9- 9/2985265 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
- 1. 429569145E-e2 -2. 682733986E- 02 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
- 2.000074067 - 9.999812605 

CORREC~O DE ~LFA E BETA 
7. 407 1793//E - 05 -1. 873844048E - 04 

NOVO V~LOR DE ~LF~ E BET~ 
- I. 999999995 - 9. 999999989 

CORRECAO DE ~LFI'> E BET~ 
-5.001923e98E- 89 -1.182387688E-B8 

NOVO VALOR DE ALF~ E BET~ 
-2 -10 

P~R DE RAIZES COMPLEXAS 

R~=- 1 
l~t~= 3 

METODO DE BAIRSTOW 

COEFICIENTES DO POLINOMIO: 
A e: 7 . 461/38772 
o 1: 4 . 976759854 
o 2:- J.260272833E-01 
~ 3: 8 . 938533I36E-e2 
A "'= l 
V~LOR INICI~L 
~LF~c-2. 5 
BET~~2.5 

B< 4 ) : 1 
B< 3> =-2 . 4Ie6J<I669 
B< 2l= 3.'!8e5e9389 
8< I>= 2 . 502e19e54 
B< Bl=- 7.294582336 
CORRECM DE ALF~ E BETA 

3.37723288E- e2 6.ee1363953E- 81 

NOVO VALOR DE ~LF~ E BETA 
- 2.4662276/1 - 1.899863685 

B< 4)= 1 
B< 3>=-2. 37684234 
B< 2)= 3.83594346 
B< I)= 3 . 21222e5J4E-82 
B< 8lc 9.4/48/3035E- 82 
CORRECOO DE ALF~ E BEl~ 

- 1. 26376'1312E- 02 - 2. 998675422E- 02 

NOVO VI>LOR DE ~LFo E BETA 
- 2.478865314 - 1.929458359 

B< 4l= 1 
B< 3>~2 . 389479983 
B< 2)= 3 . 867721406 
B< I>=-4.215/252E-84 
B< 8)= 2.e733818E- 84 
CORRECAO DE I'>L F~ E BETA 

ll.717298177E- 05 1. B66622388E-e4 

NOVO U~LOR DE i>LFO E BETI> 
- 2.478798141 - 1.929343697 

B< 4)= 1 
B< 3>=-2 . 38941281 
B< 2l= 3.8675e1051 
B< u~I.703E-ea 
B< 0)= 3 . 833E- B8 
CORREC~O DE ~L F~ E BETA 

7.124353!89E- 1e - 1.448:>8324E-B9 

NOVO UI>LOR DE ~LF~ E BEl~ 
- 2.47879814 - 1.929343698 

B( 4)c 1 
B< 3)=- 2. 389412809 
B( 2) = 3 . 86750Je45 
B< !)c 2. 1/E-09 
B< elc-J . 54E- e9 
CORRECM DE I'>LF~ E BETA 

- 3.1419e5079E- 10 - 4 . 58153e3I3E-10 

NOVO V~LOR DE ALFA E BETA 
- 2.47879814 - I. 929343698 

(ORRECAO COM ERRO < 5E - 9 

P~R DE RAIZES Con!'LEXAS 

Re=-1. 23939907 
Im= 6.27B834421E-B1 

GRAF I CO 
~ 
b= 5 

2 l1 'f,. -'20 

4.7 

METODO DE B~IRSTOU 

COEFICIENTES DO POL!NOMIO: 
A B= 1 
A 1= e 
A 2= 7 
A 3= 5 
A 4= e 
A 5= e 
A 6= I 
VALOR INIC1~L 
ALF~= 2. 3894 1281 
BET~=-3 . 8675ele51 

B< 6)= 1 
B( 5)= 2.38941281 
B< 4)= 1.841792526 
B< 3>= e . 1597<61e1 
B< 2)= 2.5856485BIE-B1 
B< 1l=-4. 8466E-B8 
B< Bl= 5.4687E-B8 
CORRECAO DE ALF~ E BET~ 

- I.033643265E- B9 5 . 183674136E- 09 

NOVO VALOR DE tlLFtl E BETA 
2. 389412809 -3.857501846 

B< 6)= 1 
B< 5>= 2 . 389412809 
B< <l= 1. 841792526 
B< 3)c e. 159746115 
B< 2>= 2 . 585648925E- 01 
B( 1 )c- 5. 2E- 10 
B< e>c 6 . 1/IE-09 
CORRECAO DE ALFA E BETA 

1. I66265669E- ll 2 . e03862263E- 10 

NOUO IJALOR DE ALFA E BET~ 
2.389'1128e9 - 3.867501e46 

(ORRECAO COM ERRO < 5E-9 

P~R DE R~ I ZES COMPLEX~S 

Re= 1 . 194706485 
I~= 1. 5621068 

GR~ICO 
a=- 3 
b=3 

o .i. 

METODO DE B~JRSTO~ 

COEFICIENTES DO POL!HOMIO: 
<> 8=-4 
A 1= 5 . 9 
" 2=-4 . 2 
A 3= I 
VALOR INIC1~L 
<>LFA= 1. 6 
BETA•- I. 5 

CORRECQO DE ALFA E BET~ 
1. 357512953E- B1 - I. 04248704/E- 01 

NOUO U~LOR DE ALFA E BET~ 
1./35751295 - 1. 6e4248705 

CORRECAO DE ~LF" E BET~ 
-3. 9041/3783E- 04 - 1. 871283259E- 02 

NOVO V<>LOR DE i>LFA E BET~ 
1.735368877 - 1. 022901538 

CORREC~O DE ~LF~ E BETA 
4 . 349344123E- 06 3.B19852054E-06 

NOVO VALOR DE ALF~ E BET~ 
1.735365226 -1.622958518 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
3 . M3768237E- l0 - 1.5427I8785E- IB 

NOVO VALOR DE ALF~ E BETA 
1. 735365226 -1.022958518 

(ORRECAO COM ERRO < 5E- 9 

P~R DE RAIZES COMPLEX~S 

Re., 0.807082013 
lm= 0 . 932/8368-4 
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nETODO DE BAlRSTOW 

COEFJC lENTES DO POLlNOM.W: 

'3 
i-- .,. )(. -iooo ::o 

NOOO V~LOR DE ALFA E BET~ 
2 . 122723676 -14.99132683 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
-9. 325250085E-04 -3. 033726233E-03 

o=-5 
b= 5 

UALOR INICIAL 
QLFA=-6. 5 
BETA=- 17 

CORRECAO DE ALFA E BETA A 8=-1800 
A 1= 1 -3 . 558155538E-01 5. 235850305E-0l 
A 2= e 
A 3=-1 
A 4= 1 
A 5= 1 
UALOR INICIAL 
elLFA= 1 
BETA=- 12 

CORRECAO DE ~LFA E BETA 
1. 4036/59/ - L 486725664 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
2.121/31151 - 14.93 436656 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
3. /365073:>3E-07 -L 942/34188E-06 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
2.12179 1531 -14.9943685 

CORRECAO DE ALFA E BETA 

NOVO UALOR DE ALFA E BETA 
-6.855815554 -16. 4/M149/ 

NOUO VALOR DE ALFA E BETf:l 
- 6.962113216 - 17.3661/669 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
2.4036/59/ -13.48672566 

-3. 23/633343E-10 -3. 086086483E-09 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
2. 121731531 -14.9943685 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
- 8.2505/2644E-11 -3.380323531E- 1l 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
-3. 460461:>38E-01 -1.310/84281 

NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
2- 057629796 - 14. /9750994 

CORRECAO DE ALFA E BETA 
6. 509387393E-02 -L 938168913E-0! 

CDRRECAO COM UALO!< < SE -3 

PAR DE RAIZES COMPLEXAS 

R•= L 060835766 
lm= 3 .724093 

c i NOVO VALOR DE ALFA E BETA 
-6.962113216 -17 . 36617669 

CORRECAO COM ERRO < 5E-9 

PAR DE RAIZES COMPLEXAS 

R•=-3. 481056608 
lm= 2. 290943383 

1.9 SOLUÇÃO N~RICA DE SISTEMAS DE EQUAÇOES NÃO LINEARES 

Frequentemente de~rontamo-nos com problemas envolvendo 

vá r i as i ncogni tas e um igual número de equações. Por exempl o. 

podemos desejar obter X e y de modo que: 

{
. yx: + y = 3 

+ X = 5 

Neste caso podemos resolver 

substitui r na segunda para obtermos 

a primeira equação para y e 

• X -6x2 +x +4 = O Temos 

então. um polinômio em X e suas raizes podem ser calculadas 

pelo método de Newton - Viéte ou Bairstow. caso ~orem complexas. 

Muitas vezes. entretanto. é di~icil ou impraticável 

trans~ormar um sistema de equações não lineares numa equação de 

uma incógnita. Um exemplo disto é quando as equações são 

1 ineares. 

Vamos considerar de inicio. o caso de duas equações a 

duas incógnitas. 

Sejam as equações: 

{
~ex. 

gCx. 

y) = o 

= o y) 

Admitindo 

e Cx 
o 

que 

deriváveis. expandimos ~ex. 

y ) uma solução aproximada de 
o 

e g sejam su~icientemente 

e gCx. y) para Cx 
o 

y ) 
o 

usando 

a série de Taylor para a ~unção de duas variáveis. 

:f"Cx. y) = ~ex 
o 

y ) +~ Cx 
0 X 0 

y ) •C X - X ) + ~ C X 
o o y o 

y )•Cy -y ) 
o o 

4-8 

+ 



+f" Cx 
XX 0 

gCx. y) = 

+g Cx • )()( o 

gCx 
o 

• y ) 
o 

+f" Cx 
yy o 

+ 

+g Cx 
)( o 

• y )•Cx -x ) + g Cx 
o o y o 

+g Cx 
yy o 

z Cy -y ) 
o 

• y o) • ---;;2:::-!.----- + 

• y )•Cy -y ) 
o o 

+ 

Admi 'lindo que C x • y ) o o es'leja suf"icien'lemen'le próximo 

da solução. a pon'lo de poderem ser abandonados os 'lermos de mais 

al'la ordem. igualamos a zero o desenvolviment-o at-ravés dos 'lermos 

lineares. 

{ f" Cx 
)( o 

g)( Cx o 

Ob'lemos. en'lão o sis'lema: 

y )•Cx -x ) +f" Cx y )•Cy -y ) = -f"Cx y ) 
o o y o o o o o 

y )•Cx -x ) +g Cx y )•Cy -y ) = -gCx y ) 
o o y o o o o o 

Devemos . en'lão . esperar que a solução C x • y ) 
~ ~ 

@] 

de @] 

es'leja mais próxima da solução do sis'lema que Cx • y ) 
o o 

y~ -yo = 

desde que 

e g 

A solução de ~ pela regra de Cramer nos f"ornece 

f" -f" 
X 

g)( -g [ -g•f" +f"•g 

lx 
X X = 

JCf". g) J(f". g) 

• y ) 
o o 

JCf". g) = f" • g -g • f" rt. O em Cx • y ) 
)( y X y o o 

A !unção JCf". g) é denominada o jacobiano das !unções f" 

A solução Cx .y) des'le sis'lema nos f"ornece agora. uma 
i. i. 

nova aproximação para a solução de A repet-ição des'le 

processo conduz ao mé'lodo de Newton para sis'lemas. que é dado a 

seguir. 
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1.9.1 FóRMULA DE NEWTON PARA SISTEMAS DE EQUAÇOES NÃO LINEARES 

Seja Cx • y ) uma aproximação para uma raiz de fTI . o o L::.J 

Gerar aproximações sucessivas a par~i r de 

f'*g -g•f' ] l 
__ J_(....:.;-.-g-)__:Y__ i e y i. H = y i. -

g•f' -f'•g ] X X 
_____ J_C_f'_. __ g __ )_____ i 

onde JCf'. g) = f' *g - g *f' e ~odas as !'unções envolvidas devem 
X y X y 

ser calculadas em C x. 
t. 

• y_). 
t. 

Quando es~a i~eração converge ela o 

f'az quadra~icamen~e. 

Um conjun~o de condições suf'icien~es para assegurar a 

convergência é o seguin~e: 

1. e g e ~odas as suas derivadas a~é 2~ ordem devem ser 

con~inuas e limi~adas numa região R que con~enha a raiz. 

2. O jacobiano JCf'. g) não se anule em R . 

3. A aproximação inicial Cx 
o 

y ) 
o 

deve ser escolhida 

su!icien~emen~e próxima da raiz. 

Exemplo 1: 

{

0.1x
2 

-x +0.1:
2 

+0.8 =O 

0.1x-y +0.1xy +0.8=0 
o sis~ema possui uma solução 

próxima de x 
o 

= 0.5 e y = 0.5 . 
o 

essa 

f'e x. 

gex. 

De~erminar pelo mé~odo de Newt.on uma aproximação par a 

raiz com pelo menos 3 algarismos signi!ica~ivos exa~os. 

y) 

y) 

= 0.1x2 -x +0. 1y2 +0. 8 f' = 0.2x -1 f' = 0.2y 
X 

0.1x-y z 
0.1 = +0.1xy +0. 8 gx = 

X y !Cx. y) 

0.5 0.5 0.35 

0.937685460 0.939169140 0.0385 

0.998693990 0.998388283 

0.999999201 0.999998951 . 

1.00000000 1.00000000 

f' ex. y) gx ex. y) g ex. y) 
y y 

0.1 0.125 -0.95 

0.1878338 0.1882038 -0.8238709 
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UfRGS 
SISTEMA DE BIBLIOTECAS 
lllll.IOTECA SET!lRIAL DE IJ'll'DIATICA 

y 
+0.1y 2 +0.2xy g = -1 

y 

gCx. y) f' ex. 
X 

y) 

0.3625 -0.9 

0.03731 -0.8124628 

. 

. 

DIGSE ex .x) = 5.7 
3 " 

DIGSECy .y) = 5.67 
3 " 

logo ex.y) = e1.0;1.0) 



Exemplo 2. 

De~erminar as soluções do sis~ema abaixo pelo mé~odo de Ne~on 

{ 
2 3 R (1.0 2.0) X +y = = 

1 

2 5 R C-0. 8 2.4) X +y = 
2 

GRAFI CO R - (1; -2) e R "" c -2 ; -2) a=-5 
b• 8 3 4 

6 ICx. yJ 2 -3 = X +y 

I ex. 
X 

y) = 2x 

I Cx. 
y 

yJ = 1 

gCx. y) = X +y 2 - 5 

gx ex. y) = 1 

g ex. 
y 

yJ = 2y 

X y fCx. yJ gCx. yJ I ex. yJ 
X 

-0.80000 2.40000 0.04 -0.04 - 1.6 

-0.773271889 2.402680167 1.483 X 10-6 6 . 333 X 10-6 - 1.545731304 

-0.772865652 2.402678830 0 . 00 2 X 10-9 -1 . 545731115 

-0.772865557 2.402678830 

g ex. 
y 

yJ I ex. 
y 

y) g ex. 
X 

yJ 

4.8 1 1 

4.805360334 1 1 

4.805357660 1 1 

DIGSE Cx .x J =6 .61 DIGSECy .y J= 9 . 0 logo R~ -0.772866;2.40268) 
2 3 2 3 

A ~abela abaixo. Iornece uma aproximação para as qua~ro raizes do 

sis~ema. 

METOOO DE NEWTON P/ SISTEMA 
X0= 0 . 5 
Y0= I 
IT. 

I 
2 
3 

X 
0.5 
I. 180555556 
1.014831389 
I. 000122801 
1. 000e00ees 
I 
I 

APROX. P/ A SOLUCAO 
X= I 
Y= 2 

y 

2 .75 
2 . 069444444 
I. 997581753 
I. 999970726 
I . 999999998 
2 
2 

COM PELO MENOS 9 OIGITOS Sl6. EXATOS 

t1ETOOO DE NEiJTON P/ SISTEMA 
X0=- 0.8 
Y0= 2 .4 
IT. X 

-7. 732718894E- 01 
- 0. 7728M651 
-7. 728555578E -01 
-7. 728655578E-01 

APROX. P/ A SOLUCAO 
X= -7.728655578E-01 
Y= 2. 40267883 

v 
2. •02764977 
2.40215/885 
2.40267883 
2 . 40267883 

COM PELO MENOS 9 OIGITOS SI6. EXATOS 

X0= I 
YB=- 2 
IT. 

I 
2 
3 
4 
5 
6 

X 
2.7/7/77778 
2.22919949 
2.1651498!5 
2. 1642481 I7 
2. 164247938 
2. 164247938 

APROX . P/ A SOLUCAO 
X= 2.164247938 
Y= -I. 683969139 

v 
- I . 555555556 
-I. 668392227 
- I. !583771 559 
-I. 683969098 
- 1.683969139 
-I. 683969139 

COM PELO MENOS 9 DIGITOS S!6. EXATOS 
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X0=-2 
V0=-2 
IT . 

I 
2 
3 
4 
5 

X 
-2.466665667 
- 2.393375686 
-2.391383936 
-2.391382381 
-2.391382381 

APROX . P/ A SOLUCAO 
X= -2.391382381 
Y= -2.71870969 

v 
-2 .866666567 
-2.722875604 
-2.718713163 
-2 . 71 870969 
-2.71870959 

COM PELO MENOS 9 OIGITOS 5!6. EXATOS 



Exemplo 3. 

Calcular a raiz real do sistema de equações não lineares 
3 z 

1 

{ 

2x 

3 

-y 
pelo método de Ne~on para sistemas. 

x.y -y 

f'Cx. y) = 
= 4 

2x
3 - y 2 

- 1 

1 = -2y 
y 

f(x, ~) ::O 

::0 

Exerci cios : 

gCx. y) 
9 

= X. y -y - 4 
9 

g = y 
X 

z 
g = 3xy 

y 

~ETODO DE NEWTON P/ SISTEM~ 
X0= I. 25 
Y0= 1. 3 
IT . X y 

-1 

I 
2 
3 
4 
5 

I. 252654929 
I. 236403527 
I. 234291129 
1. 234274485 
I. 234274484 

I. 777361522 
I. 670229155 
I. 661584782 
I. 66152647 
1. 661526467 

Af>ROX . P/ ~ SOLUC~O 
X= I. 234274485 
Y= 1. 66152647 
COM PELO MENOS 8 DIGITOS SIG. EX~TOS 
5 

1. Calcular as raizes do sistema de equações não lineares 
2 

X -y = 0 

{ 

x +3 log 

2x
2 

-x.y -5x +1 = o 

R 
1. 

R 
2 

=(3.487443 

=( 1.458890 

2.261629) 

- 1.396767) 

R =C-1 .09392 2.255500) 
1. 

Rz =C1 .13012 • 1.89948) 
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CAPiTULO 2 

RESOLUÇÃO N~RICA DE SISTEMAS DE EQUAÇOES LINEARES 

2.1. Colocaç~o do Problema 

Mui~os problemas de Ma~emá~ica Numérica são ~raduzidos 

em ~ermos de Si s~ernas de Equaçe5es Lineares. I s~o vale em geral 

para o ~ra~amen~o numérico de equaçe5es f'uncionais lineares que 

ocorrem en~re ou~ras como equaçe5es dif'erenciais parciais ou 

ordinárias e equaçe5es in~egrais que surgem em diversos problemas 

da f'isica e engenharia. Temos por exemplo que a análise ~ensorial 

de urna es~ru~ura. a análise de urna es~ru~ura elé~rica compl i cada 

ou a análise de vibraçe5es de um sis~erna mecânico. requerem a 

resolução de um sis~erna de equaçe5es lineares. 

Também. no caso do ~ra~amen~o numérico de equaçe5es 

f'uncionais não lineares é preciso usar os mé~odos de solução para 

o uso linear. se a solução do sis~ema não linear f'or cons~ruida 

passo a passo a~ravés da resolução de equaçe5es linearizadas. 

Por~an~o. um dos problemas mais impor~an~es em ciências e 

engenharia é a resolução ef'icien~e de n equaçe5es lineares com 

n incógni~as. Es~e problema pode ser escri~o na f'orrna 

A ~ = !B onde A E IR • '#. e !B E !Rn 

a X + a X + a X + + a X = b 
i i i i2 2 i3 3 in n i 

a X + a X a X + + a X = b 
2i i 22 2 + 23 3 2n n 2 

a X + a X + a X + + a X = b 
3i i 32 2 33 3 3n n 3 

a x + a x + a x + + a x = b 
ni i n2 2 n3 3 nn n n 

onde os a . . com i =1 ( 1) n e j =1 C 1) n são valores conheci dos. 
l.J 

di~os coef'icien~es e b .• i=1C1)n • são ~ambém conhecidos e di~os 
\. 

-Lermos i ndependen~es e os x . 
J 

de~errninados di~os incógni~as. 

j=1C1)n são valores a serem 

Uma maneira de resolver o SELA ~ = IB é calcular a 

porém es~a f'orrna não é aconselhável. 

pois. A-*- ao ser de~er mi nada pode di f'er i r mui~o de seu valor 

exa~o. 
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2.2 ALGORITMOS USADOS NO CÁLCULO ~RICO 

DE SI SfEMAS DE EQUAÇOES LINEARES C SELAS ) 

Exis~em duas classes gerais de algori~mos para a 

resolução de um si s~ema 1 i near da :forma A'$. = IB onde A E IRnxn. 

~ E !Rn e IB E IRn Cve~ores n-dimensionais reais) 

~TODO DIRETO - Um mé~odo é di~o dire~o quando a solução exa~a ~ 

é ob~ida realizando-se um número :fini~o de operações ari~mé~icas 

em IR Cou seja. com precisão in:fini~a) 

~TODO ITERATIVO - Um mé~odo é di~o i~era~ivo quando .a solução~ 

é ob~ida como limi~e de uma sequência de aproximações sucessivas 

~. ~. ~ •...• is~o é: lim 
:L 2 3 

n -+ 00 

I ~ - ~ I = o 
n 

Exemplos: Mé~odos Dire~os: Eliminação de Gauss. Gauss Jordan . e~c 

Mé~odos I ~era~i vos: Gauss-Seidel. jacobi . e~c . 

Começaremos nosso es~udo com os mé~odos direLos. 

2.3 ~TODO DE ELIMINAÇÃO DE GAUSS 

O mé~odo dire~o mais conhecido e mais usado para a 

resolução de um SELA de por~e pequeno a médio é o mé~odo de 

Eliminação de Gauss. ou como ele é usual menLe chamado, Al gor i L mo 

de Gauss. Ele é em sua essência nada mais que uma aplicação 

esquemá~ica do mé~odo de eliminação u~ilizado na ma~emá~ica 

elemenLar. 

Vamos considerar para o nosso esLudo o sis~ema ~ = ~ 
onde A E IRnxn. ~. 1B E IRn Devemos observar que os mé~odos 

direLos não são em geral usados para ma~r·izes esparsas e Lambém 

par a as do ~i po banda. i s~o é. quando poucos el emen~os a .. f"! O no 
I.J 

caso de esparsa e uma :faixa com elemenLos a . . f"! O para as do ~i po 
\. J 

banda. 

2.3.1 ALGORITMO BÁSICO DE GAUSS 

Calcula- se a solução do SELA ~ = IB em duas e~apas: 

1 ~ e~apa - TRIANGULARIZAÇÃO 

Consis~e em ~rans:formar a ma~riz A numa maLriz 

L r i angular superior • medi an~e operações el emenLar es nas 1 i nhas 

das equações. 

2~ e~apa - RETRO-SUBSfiTUIÇÃO 

Consis~e no cálculo dos componen~es do veLor ~ 
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solução do SELA A~ = ~ 
TEOREMA - O mé~odo de Gauss produz Cem precisão in!ini~a) sempre 

a solução exa~a do sis~ema ~ = ~ desde que: 

1 '? - A ma~riz seja regular Cde~ A ~ 0) 

2 '? - As 1 i nhas de A sejam permu~adas quando a = O 
i. L 

Exemplo: Resolver o sis~ema linear abaixo por Eliminação de Gauss. 

3x +2y +w = 3 :E 
:l 

9x +8y -3z +4w = 6 :E 
2 

-6x +4y -8z = -16 :E 
3 

3x -8y +3z -4w = 18 :E 
4 

J; 
1 <? piVÔ 

2 o 1 3 

g 8 -3 4 6 E -3E 
2 :l 

-6 4 -8 o - 16 E +2E 
) 3 :l "" 

3 -8 3 -4 18 E -E 
4 :l 

~· 
piv~ 

r 
3 o 1 3 

o -3 1 -3 

l o 8 -8 2 -10 

o -10 3 -5 15 

E -4E 
3 2 

E +5E 
4 2 

---) 

~o 
pivô 

3 2 1 3 

o 2 3 1 -3 

o o 4 -2 2 

3 2 o 1 3 

o 2 -3 1 -3 

""' o o 4 -2 2 

o o -12 o o E +3E o o o -6 6 
4 3 

RETRO-SUBSTITUIÇÃO ,, 

3x +2y +w = 3 Ve~or· solução 

2y -3z +w = -3 

4z -2w = 2 

-6w = 6 

[ 
2 

] )R 
- 1 

= o 
- 1 

I 
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2.3.2 RESOLUÇÃO DE SISTEMAS TRIANGULARES 

a 

X 
n 

Seja o SELA A'#. = IB onde A: ma"Lriz Cnxn) "Lriangular superior 

'#.: ve"Lor Cn) componen"Les 

:1.:1 

= 

X + 3. X + 3. >.: + 
:1 :I. Z z 1 3 3 

a. )( .3. :..':.~ + 
22 2 + 23 3 

a X + 
33 3 

IB: ve"Lor Cn) componen"Les 

a . . : i = 1. n 
L.J 

+ a X = b 
:ln n 

+ .3. V" = b J •-

2n r. 

+ a X = b 
3n n 

a x = b 

:1 

2 

3 

nn n n 

e j 2::: i 

Algoritmo: CResolução de um SELA triangular superior) 

b / a x = b /a 
n nn n n nn 

para k = n - 1, 
' 1 x = Cb - a x )/a 

n -:1 n - :1. n - :l. , n n n - :t,n - :1. 
n 

...., = Cbk - ~ a x)/ akk ~~k k . 
J j = + :1. J x =C b -C a x +a x +. _ +a x ) ) /a 

:1 :1 :12 2 :13 3 :tn n 11 

2 . 3 . 3 TRIANGULAR! ZAÇÃO DO Mf:TOOO DE ELIMINAÇÃO DE GAUSS 

Dado o SELA ~ = IB 

r 
a a a a l r 

b l 11 12 13 tn i 

a a a a b 
21 22 23 2n 2 

l 
a a a a j· >R = l b J 

31 32 33 3n 

.... . .... . . . 

a a a a 
n1 n2 n 3 nn n 

eli mir1ação dos elemen-Los abai xo da diagonal pr-incipal da 1 ~ 

coluna 

se a ;r! O 
:li 
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a 
ti 

a• 
2i 

a• 
2n 

b. 
2 

a• 
ni 

a• 
n2 

a• 
nn 

b. 
n 

a a a a b 
11 12 1.3 in 1 

a a a a b 
21 22 23 2n 2 

a a a a b 
31 32 33 3n . 3 

.. .. . . .. .. . .. . .. . -

a a a a b 
n1 n2 n3 nn n 

= se a ;w! o pivó 
i i 

= a 

= a 

= b 

= a 

= a 

= a 

= b 

2i 

2n 

2 

ni 

n2 

nn 

n 

C a 
2i 

(a 
2i 

C a 
2i 

C a 
ni 

C a 
ni 

C a 
ni 

C a 
ni 

/ a ) • a 
i i i i 

/ a ) • a 
i i in 

/ a ) • b 
1i i 

/ a ) • a 
i i i i 

/ a ) • a 
i i i2 

/a ) • a 
u in 

/ a ) * b ii i 

L -(a / a ) • L 
2 21 11 1 

L -C a / a ) • L 
3 31 11 1 

.. - - .. - ........ - - ........ 

L -C a / a ) • L 
n n1 1i i 

a• a C a / a ) • a 
3i 3i 3i i i i i 

a' = a C a / a ) • a 
32 32 3i i i i2 

a • = a C a / a ) • a 
3n 3n 3i i i in 

b' = b C a / a ) • b 
3 3 3i 11 1 

- ........... 

con~inua-se da mesma !orma para as demais colunas da ma~riz e do 

ve~or independen~e. 

ALGORITMO Ctriangularização do método de Eliminação de Gauss Básico) 

para k = 1. . • n-1 <i.ndi.ca. li.nha. do pi.v8> 

para i = k + 1 • • n <i.ndi.ca. a. li.nha. a. lra.nsoforma.r dQ A> 

m :::: ai.k / akk 

ai.k = o 
para j = k + 1 • • n <i.ndi.ca. a. coluna. a. lra.nsof orma.r 

da li.nha. i.> 
a .. = a .. m .a 

\.J \.J kj 

b 
i. 

= b 
i. 

m bk 

2.3.4 T~CNICAS DE PIVOTAMENTO 

PIVOTAMENTO PARCIAL -Consis~e em "lrocar linhas Cou colunas) de 

maneira a minimizar a propagação de erros nas operações. A 

escolha dos pivós é !ei~a de acordo com o esquema: 

é o elemen~o de maior valor absolu~o da 

coluna 1 
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~29pivó- é o elemen~o de maior valor absolu~o da 

coluna 2 e da diagonal para baixo. da ma~riz 

resul~an~e 

Procede-se da mesma 1orma para os demais pivós. 

Exemplo 1 -Resolução de um SELA por Gauss + pivo~amen~o parcial . 

Precisão u~ilizada n = 3 algarismos signi1ica~ivos. 

{ :: 
5x 

-6y +7z = 
-5z = 

-8y +6z = 

3 

3 

-4 

Sis~ema ~riangularizado: 

{ 
9x -5z = 3 

-8y +8.78z = -5.67 

2 .09z = 6.25 

p 

1 
2 
3 
2 

1 • 
3. 
3. 
1" 

~t 

a. a 
L 1 i.2 

3 -6 
9 o 
5 -8 
9 o 

c +0. 333) -6 
c +0. 556) -8 

-8 
c +0 . 75) 

1. 99 

z = 6.25 
2.09 

3.99 

= 2.99 

a. 
L3 

b 
i. 

7 3 
-5 3 

6 -4 
-5 3 

8.67 2.0 
8.78 -5.67 
8.78 -5.67 
2.09 6.25 

2.99 

- 5.67 •8.78 * C2.99) 
y = -8 

X= 1.99 

3.99 = 

Exemplo 2 - Resolução de um SELA C3x3) por Gauss + pivo~amen~o 

parcial. Precisão u~ilizada n = 5 algarismos signi1ica~ivos. 

( 2.4759x +1.6235y +4.6231z = 
~ 1.4725x +0.95890y -1.3253z = 
l 2.6951x +2.8965y -1 . 4794z = 

0.0647 

1. 0473 

-0.6789 

p a a. a . b 
i. 1 L2 l 3 i. 

1 2.4759 1.6235 4. 6231 0.0647 
2 1.4725 0.9589 -1.3253 1.0473 
3 2. 6951 2 .8965 - 1.4794 -0.6789 
3 2. 6951 2.8965 -1 .4794 -0.6789 

1 • c +0. 91867) -1 .0374 5.9822 0.68839 
2. C+O. 54636) -0.62363 -0.51702 1. 4182 
1 • -1.0374 5.9822 0.68839 
2" c +0. 60115) -4.1132 1.0044 

~t 1. 8406 -2.0717 -0.24419 
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Verif'icação: 

[ 

--::, 4~Rq 1 Ô~-~R L..... { .._J .._ - c....., ..._ .:J 

1.472 5 0.9589 

2.6951 2.8965 

4_ 6231 ] [ 1 _ 8406 ] [ o_ 064821801 ] 
- 1.3253 - - 2.0717 = 1.047355377 

- 1.4794 -0.24419 - 0.678823304 

Exe mplo 3 - No circui Lo abaixo, deLerminar o valor das Lens ões 

sobre o s r esi sLores R e R ULilizar o méLodo de Gauss + z 3 

pivoLame nLo 
R 

"+ ~ eR IR 
~ zl z 

= 4 

R = R = R = R = R = 10 
1 2 g -4 !5 

Usando o méLodo das rr~lhas. 
obtemos: 
12 - I CR+R:) - I .R 

1. "1. z 2 2 

O = - I .R +I CR +R +R )-I .R 
1 2 2 2 3 4 ~ 4 

- 6 = - I _ R +I _ C R +R ) 
z 4 3 4 !5 

onde I • I e I são a s cor·r·er1Les r1o senLido horár-io nas malhas 
1 2 3 

t.,oraadas da e s querda par-a a di r-ei La. 

O s i s Lema f'or-mado é : a a a b p i_ 1 i..Z i.3 L 

( 2I - I = 12 

J :1 z 
- I 

l 1 +3I - I = o 
2 3 

- I +2I = - 6 

1 2 - 1 o 12 

2 - 1 3 - 1 o 
3 o -1 2 - 6 z 3 

1 2 - 1 o 12 
+ ~ I = 6.75 A en~ao 

1 2. c - o_ 5) 2.5 - 1 6 
I = 1.5 A 

2 3. o - 1 2 - 6 
e I = - 2 .25 A 

3 c· 2.5 - 1 6 

e R = R .. C- CI - I )) = - 5.25v 3" c -o_ 4) 1.6 - 3_6 
2 2 1 2 

I 5 . 75 1. 50 - 2.251 =R =R •C - I ) = - 1_5v 
3 3 z 

PIVOTAMENTO TOTAL 

A escolha dos pivôs é f'eit.,a do seguinLe modo: 

1 <? PI VO - máx I a I 
LJ 

1 ::::; i-<n 

1 ::::; j ::::; n 

2 <? PI VO - máx j a • _ I 
L J 

z::::;i-<ri 

isLo é. é escolhido o maior elemenLo em 

valor absolut.,o da maL r- i z dos 

coet·icienLes C/0 _ 

onde os I a • . 1 são el emenLos da mat.r- i z 
LJ 

r-esul+~anLe após a primeira t.ransfor-mação 

C el i mi nação 

coluna )_ 

dos element.os da 1 '!à 

Pross egue-se de ror~ análoga par-a a escolha dos demais pivôs_ 

Nest.a t.écnica será necessário Lant.o a t.roca de linhas 
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como a de colunas de A , ~ornando assim o processo mais demorado. 

A melhora da exa~idão que es~a ~écnica proporciona pode não ser 

van~ajosa em !unção do aumen~o do es!orço compu~acional. 

2. 3. 5 REFINAMENTO DA SOLUÇÃO DE UM "SELA". O REFINAMENTO DE GAUSS 

O mé~odo de Gauss, seja ou não com pivo~amen~o. não nos 

leva necessariamen~e a uma exa~idão de!inida a priori. Essa 

exa~idão pode ser melhorada se usarmos a ~écnica de re!inamen~os 

ou residuos. 

Descrição do Método : Seja o SELA A#. = YJ 

1 <? passo : Ob~er uma primeira aproximação ~ da solução exa~a do 
~ 

SELA. pelo mé~odo de Gauss com pivo~amen~o. 

2 <? passo re!inar a solução ob~ida a par~ir de ~ gerando assim 
n 

uma aproximação ~ e 
n-t-~ 

convergência ob~endo-se ~ = 
median~e 

lim >R 
n 

n ~ 00 

condições 

GERAÇÃO DAS APROXIMAÇOES 

Seja o SELA A#. = YJ com aproximação inicial 

Queremos de~ermi nar Z para en~ão ob~er >R = >R +Z 
i i ~ 

1 <? Re!inamento (determinação de 

~ = YJ 

z : 
i 

erro em >R ) 
~ 

A#. = Yl -> AC ~ - >R ) = Yl YJ=!R --> AZ =!R 
~ i i i i ~ ~ 

AZ =!R 
i i 

de 

~
i 

en~ão AZ = !R é um si s~ema de equações 1 i neares e resolvendo-o 
i i 

por Gauss com pivo~amen~o ob~ém-se o valor de Z Como a ma~riz 
~ 

A já !oi ~riangularizada an~eriormen~e bas~a só e!e~uar as 

operações necessárias no ve~or !R e aplicar a re~ro-subs~i~uição. 
i 

Assim ob~emos >R = ~ + Z . 
i i 

Devido a imper!eição da máquina. ou seja. a precisão 

limi~ada e por consequência. a propagação de erros. não ob~eremos 

exa~amen~e o valor de Z • mas sim uma aproximação para Z • que 
i ~ 

deno~aremos por oZ 
i 

en~ão >R = ~ + oZ 
z i ~ 

2<? Re:finamen~o (determinação de Z 
z 

erro em ~) 
2 

~ = YJ 

~ = Yl -> AZ = AC >R - >R ) = A#. - A#. = YJ - YJ = IR z 2 2 z 2 2 z 
Resolvendo o SELA A. Z = IR encon~r a -se Z -> ~ = ~ + oZ 

z 2 z 3 2 2 
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3 <? Ref' i na menta Continua-se analogamente o processo de 

refinamentos até que seja obtida uma certa exatidão. Consegue-se 

convergência dos refinamentos se o SELA for bem condicionado. 

Com a sequênci a de refinamentos obtém-se 't).. • 
i. 

't).. • 't).. • • • • que 
2 3 

apresentará convergência se :forem sati s:fei tas as condições do 

teorema abaixo. 

TEOREMA DE WILKINSON Sejam os valores de:finidos 

anteriormente. a solução de A't).. = ~ e valha: 

i) cond (A) < 
Seja 't).. 

1 
2 + 3n) 

unidade de arredondamento da 
máquina 

n : ordem da matriz 
ii) Os vetores residuo ~ sejam calculados com precisão dupla. 

m 

IR = ~ - A't).. 
m m 

Então a sequência {'t).. } converge para a solução exata do SELA . 
m 

Exemplo 1 

Resolução do SELA por Gauss+ pivotamento parcial. 

Precisão de 5 di gi t..os 

realizados refinamentos 

p 

1 

signi:ficat..ivos. 

i.. i. i..2 
a a 

4 4 

Após a solução 

y 
i.. 

r 
1 i.. 

20.5 o 

são 

20.5 

34.97 2 7 6.99 34.97 0.00149 
2 7 6.99 34.97 0.00149 

1 • c +0. 57143) 0.0057043 0.51709 -0.00085143 
~T -85.524 90. 649 

i. 

~ 0 . 14926 -0.14926 
1 

~T -85.375 90.500 
2 

[ 7x + 6.99y = 34.97 -> X =(34 . 97 -6.99(90.649))/7= -85 . 524 

0.0057043y = O. 51709 -> y = 0.51709 / 0.0057043 =90 . 649 

=[ 
4 

6.9: H -85.524] [ 20 . 5000000 ] A't).. = 
1 7 90.649 34.9685100 

IR =~ _ A't).. = [ 20. 5 

i. i. 34.97 

[ 

0.14926] 
Resolvendo o si st.ema ~ = IR • encont.r a -se 2 = 

1 1 1 -0.14926 
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Exemplo 2: 

-85.375] 

90.600 

-85.375 

90.500 

20.50000000 

] = ( 34.97000000 

O sist-ema 
{ 

2.4759x +1.6235y +4.6231z = 0.0647 

1.4725x +0.95890y - 1.3253z = 1.0473 

l2.6951x +2.8965y - 1.4794z = -0.6789 

roi resolvido por Eliminação de Gauss com pivot..ament..o parcial e 

numa máquina com precisão de 5 digit..os signif'icat..ivos . A solução 

encont-rada !oi ~T=C1.8406 -2.0717 -0.24419). Ref'inar est-a 

solução. 

[ o. 064821801 ] 
0.0647 

Alf?.= 1.047355377 ~.=[ 1. 0473 ] 1. 

-0. 678823304 -0.67890 

[ 
-0.12180 • 10- 3 

= -0.55377 • 10-4 

-0.76696. 10-4 

p a . a . a . 
\. .1 \.2 l3 

1 2.4759 1.6235 4. 6231 
2 1.4725 0.9589 -1.3253 
3 2.6951 2.8965 -1.4794 

3 2.6951 2.8965 -1.4794 
1 • c +0. 91867) -1.0374 5.9822 
2' C+O. 54636) -0.62363 -0.51702 

1 • -1.0374 5.9822 
2" c +0. 60115) -4.1132 

~T 1.8406 -2.0717 -0.24419 
1. 

~T -5. 7765•10-5 2.5110•10- 5 -4. 228•10-6 

1. 

~T 1.8405 -2.0717 -0.24419 
2 

62 

0.064821801 

] [ 1. 04 7355377 = 

-0.678823304 

] 
b R 

\. 1. 

0 . 0647 -0.12180*10 
1. 0473 -0.55377*10 

-0.6789 -0.76696•10 

-0.6789 -0.76696•10 
0.68839 -0.51342 •10 
1 . 4182 -0.13473•10 

0.68839 -0.51342•10 
1. 0044 0.17391•10 

-
-
-

-
-
-
-
-

3 

4 

4 

4 

4 

4 

4 

4 



2.4 O CONDICIONAMENTO DE UMA MATRIZ E AS DIFICULDADES NA 

ESTIMATIVA DOS ERROS COMPUTACIONAIS 

Dado o SELA ~ = ~ sejam os ve~ores Y). e Y). 
1 2 

aproximações da solução exa~a Y)._ Queremos de~erminar qual den~re 

as duas aproximações ~em maior exa~idão_ Vamos verif"icar . de 

inicio. a~ravés de exemplos_ 

Exemplo 1: 

Seja o si s~ema 

{ 

0.24x +0.36y +0 . 12z = 0 . 84 

0 . 12x +0.16Y +0.24z = 0.52 

0 . 15x +0.21y +0.25z = 0 . 64 

e ~emas 

);;ZT= C-3 
2 

que decidir 

4 0) ~em 

qual 

maior 

das aproximações Yfi.T = C25 -14 -1) ou 
1 

exa~idão_ O que f"ariamos na~uralmen~e 

seria calcular os ve~ores residuos: 

IR = Yl -~ e IR = Yl -~ 
1 1 2 2 [

o_ oo] 
!Ri= Q_ 00 

0.08 
[

0.12] 
e IR

2 
= O. 24 

0.25 

embora ~enhamos IR < IR • a solução aproximada 
:l 2 

YÃ não coincide 
1 

em ngnhum digit..o 
T 

com ~ ~oluç~o ~x~t..~ YÀ = C-3. 4 • 1) . Port...oa.nt..o • 

~ é bem mais 
2 

exa~o do que :>:~~:. 
:l 

mesmo es~e úl ~i mo ~endo menor 

r-esiduo. 

O que se conclui é que: "Nem sempre a aproximação de 

menor residuo é mais exa~a" _ 

Um problema é di ~o "MAL CONDICIONADO" se pequenas 

al ~er-ações nos dados de en~rada ocasionam grandes erros no 

resul~ado f"inal. 

Exemplo 2 

{

0.992x +0.873y = 

0.481x +0.421y = 

0.119 

0.060 
Sua solução exa~a é Y). = 

[ 
1. 00] 

-1 . 00 

se o lado direi~o da 1~ equação sof"rer um erro de 0.001 ~eremos: 

{0.992x +0.873y = 0.120 e resolvendo-o numa máquina cuja precisão 

0.481x +0.421y 0.060 é de 3 digi~os signif"ica~ivos a solução é = 
[ o 815 ] '$. = -0.789 

Logo. ~emas cerca de 20% de variação no resul~ado para uma 
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variação de 1% n os dados de en~rada. 

Exemplo 3 

+5y = 17 
Seja o SELA 

+7.501y = 25.503 

Solução Exa~a 

~ =[:] 
com uma al~eração de 0.002 num dado de en~rada: 

Em geral 

t5: +5y 17 a solução é = 

=e: J +7.501y 25.501 
)f?. 

= 

~emos a seguin~e si~uação para o caso de duas RETAS. 

~~te....,G:l.. ~_.,...,ó L._\(;>...Q 

j\j O.~~ kd. ~I u.c:.Õ...o 
~ 

-:f ~6l e...,... o.. t1 =-I 
co.-,.-,&.--.:6...=~. 

CÁLCULO DO VALOR DO DETERMINANTE DE UMA MATRIZ TRIANGULAR 

Se uma matriz A está na 1orma ~riangular en~ão 

a a a a 
~i 22 33 nn 

onde k represen~a o número 

Lrocas en~re as linhas da ma~riz A. 

2. 4.1 MEDIDAS DE CONDICIONAMENTO 

1 • DETERMINANTE NORMALIZADO DA MA TRI 2 DOS COEFICIENTES 

Seja 

[ 

a a ... a l ~i ~2 in 
a a ... a 

~~~ ~~~ ~~':' 
n~ n2 nn 

= / a 2 +a2 +a2 

k~ k2 k3 A = 

de1ine-se determinante normalizado de A por : 

a /CU a /CU a /Cti 
~~ ~2 tn 

a /otZ a /otZ a /otZ 

NORM IAI 
2~ 22 2n = = 

a* 
~ 

a /an a /an a /Otn 
n~ n2 nn 

+ 

de~ 

2l 
+a 

kn 

A 
a• a• 

2 3 
* a 

n 

O de~erminante normalizado es~á sempre compreendido en~re C-1 e 1) 
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e quant-o mais a!ast-ado de ± 1. mais mal condicionada será 

a mat-riz A. 

Exemplos: 

( 0.992 0.873] -0.00228 1) A NORM IAI -2.7 * 10- 3 
= = = 

0.481 0.421 
0 . 84469 

( 1 5 ] 0.001 
2) A = NORM IAI = = 2. 5 * 10- 5 

1.5 7.501 39.005 

2. NUMERO DE CONDICIONAMENTO DE UMA MA TRI 2 "A" I NVERS1 VEL 

A pergunt-a que surge agora é: como pode ser medido o 

condicionamen~o de um SELA ? 

Seja 0
1 sist-ema A)f(.. = Y1 e alt-eremos Y1 para Yl'. Assim obt-emos um 

novo valor A)f?..' = Yl' e t-emos que Y1 -Yl ' = A)f(.. -A)f(.. ' = AC~ -~') 
~ -~· = A~CYJ -YJ') 

e ent-ão 11~ ->R' II 

li~ li 
~ I I A -t I I * I I Y1 - Yl' I I 

11~11 

~endo em vist-a que 

A>R = Y1 -> IIYlll ~ IIAII*II~II - > 1 
11~11 

e subst-it-uindo [§] em [!], obt-emos: 

li~ -~·li 
I I >R I I 

valor relat-ivo do 
e!eit-o provocado pela 
alt-eração no SELA 

Y1 -> Yl~ 

:rat-or de ampliação 
da 

per· t-urbação 

IIAII 
I I Y11 I 

IIY1 -Y1'11 
I I Y11 I 

valor relat-ivo da 
pert-urbação !eit-a 

no sisLema 
A/R = Y1 

Podemos agora de!inir o que ent-endemos por condicionament-o de um 

SELA, 

DEFINIÇÃO: Dado um SELA A)f(.. = Y1 , o número de condicionament-o é 

dado por COND C A) = I I A I I * I I A-t I I 
A :fórmula @] nos diz que quant-o maior :for COND CA) 

mais sensivel será o SELA. 

65 

UfRG~ 

SISTEMA DE 811l.IOTECAS 
~OTECA SET~AL DE IJ'lT!MÃllCA 



Observação: Exemplos 

usadas. 

IIAIIi. = máx 
i.:S j :s n 

IIAIIOO = máx 
1.:S i. :s n 

=I n 

li A I 'E: .l \. = 1. 

de normas vetoriais e matriciais mais 

2 
X i. norma euclidiana 

máx lx. l 
I. 

norma do máximo 
i.=i.,n 

n 

norma da soma 

n 

.l la . . I norma do máximo das colunas 
I. J 1.=1. 

n 

jt1. la .. I 
\. J 

norma do máximo das linhas 

n 

j~1. 
2 euclidiana a. norma \. j 

No curso. ulilizaremos usualmente lllf<ll e 
00 

norma do 

máximo para vetores e norma do máximo das linhas para matrizes. 

Exemplos sobre o Número de Condicionamento de uma matriz. 

1. 

] 

A --1. [ 7501 -5000 ] 

7.501 - -1500 1000 I I A- 1 I I = 12501 
00 

5 I I A I I = 9. oo1 
co 

= llAII • IIA-111 !:!: 1.1 • 10~ 
00 co 

COND CA"J 

2. 

A = [ O. 780 O. 563 ] 

0.913 0.659 

COND CA) ~ 2. 66 * 10
6 

A-1.= [ 659000 

-913000 

e NORM IAI = 

-563000] 

780000 

9. 2 * 10-
7 

I I A I I = 1 . 572 
00 

I I A- :t I I = 1693000 
co 

Da :fórmula @] podemos determinar uma expressão que nos dar á 

in:formações sobre a exatidão encontrada na solução de um SELA. 

I llf< -~ . I I 
I llf< I I :S COND CAJ * 11'17 -YJ • li 

I I Yll I 

1 og [ I I ~ I ; ~; I I ] ,; 1 og c COND c AJ ) + 1 og [ I I ~ I ; ~; I I ] 

DIGSE c~·) ~ DIGSE (YJ•) - log CCOND CA) ) I 
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2. 5 I NVER.SÃO DE MATRIZES VI A Mf:TODOS NUME:RI COS 

Chama-se mat.r i z inversa 
-1. 

de uma mat.riz quadrada A 

malriz 

A * A-f 

denolada por A t.al que : 

= A -f * A = I A E !R nxn e 

a a a a b b 
1.1 1.2 1.3 t.n 1.1. 1.2 13 

a a a a b b b 
21. 22 23 2n 

* 
21. 22 23 

. . . . . . . . . . . . ................. 

a a a a b b b 
n1. n2 n3 nn n1. n2 n3 

r 
o 

l 1 

o 1 

b 1 b o 
1.1 1.2 

A 
b o 

A 
b 1 

* . 21. = * . 22 = 

b o b o 
n1 n2 

b 
1.n 

A * 
b 
.2n 

b 
nn 

Para det.er minar os valores 

= 

A -f 
E 

b 
:in 

b 
2n 

b 
nn 

A 

o 

o 
1 

de 

* 

[Rnxn 

= 

b o 
1.3 

b o 
. 23 = 1 .. 
b o 

n9 

8 A-t aplica-se 

à 

o 

mét.odo de Eliminação de Gauss com pivot.ament.o parcial para cada 

um dos sist.emas de equações lineares acima. 

Exemplo: Calcular a inversa da mat.riz A • ut-ilizando uma máquina 

que opere com 5 digit.os signi:ficat.ivos por Eliminação de Gauss 

com pivot.ament.o parcial. 

A = [-: 

-3 

8 

-5 

67 



p i. i. Í.2 Í.3 Í.i. Í.2 Í.3 
a a a i i i 

1 1 -3 4 1 o o 
2 -2 8 -6 o 1 o 
3 3 -5 15 o o 1 

3 3 -5 15 o o 1 

1 • (+0. 33333) -1.3334 -0.99995 1 o -0.33333 

2. C-0. 66667) 4.6667 4. 0001 o 1 0.66667 

2. 4.6667 4. 0001 o 1 0.66667 

1" C-0. 28573) 0.14300 1 0.28573 -0.1 4284 
b. b. b . 

\.i. \.2 \.3 

-44.955 -12.488 6.9928 

A 
-i. 

B -5.9941 -1.4984 0.99905 ~ 

6.9930 1. 9981 -0.99888 

2. 5. 1 REFINAMENTO DE UMA MATRIZ INVERSA CALCULADA 

Em geral. a matriz inversa obtida não será exala. 

devido a propagação de erros durante o processo de eliminação. 

Deve-se então aplicar a técnica dos re~inamenlos para melhorar a 

exatidão desta inversa.ou seja. A * A-J. = I e A * B = I 

onde B é a inversa de A calculada. 

A •C A -J. - B) = I - I = R 
i. i. 

A * z = R onde z é a matriz dos erros em 
1. 1. 1. 

R é a matriz res1duo 
i 

2. 5. 2 ERRO RELATIVO NO CÁLCULO DE UMA MATRIZ INVERSA C A-i) 
i 

III -I 11 
I ER I ~ I I A I I * I I A-f. I I* I I I I~ 

2. 6 SISTEMAS LINEARES COMPLEXOS 

DESCOMPLEXIFICAÇÃO 

Seja o SELA A$.. = IB [I] . onde 

Façamos A = M + iN 

'IR e IB e <Cn 

(§] IB = <C + iiD onde M e N são matrizes reais Ce IRnxn) 

'IR= S + iTI <C.ID.S e TI são vetores reais Ce IR~ 

subsli lui ndo @] em [!] leremos: 

CM +iN) CS + iTI) =<C+ iiD 

M. S- N.TI +i C N.S + M.TI) =<C+ iiD ou ainda 
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{
M.S 
N.S + 

N.TI =<L 
M.lT = ID 

O sis~ema linear QJ :foi reduzi do a um si s~ema real 

C2n x 2n). Para resolvê-lo é só aplicar os mé~odos numéricos para 

resolução de SELAS. 

Exemplo: Resolver o SELA pelo mé~odo de Gauss com pivo~amen~o: 

rl + 2i)x + 3x = 5 + 4i 
~ z 

- X + X = 1 
~ z 

Descomplexi:ficação: 

[ 1 +2i 3 ] (_: 
3 ] [ 2 o ] A = = + i 

- 1 1 
1 o o 

M N 

[ -5+4i ] [ - 5 ) [ 4 ) Yl = = + i 
- 1 - 1 o 

<t ~ 

1 3 -2 o s -5 
S= o 
~ 

~ 
S = -1 

- 1 1 o o s - 1 [ i ] 2 
2 solução );!<: 'L = 1 

2 o 1 3 'L 
:= 

4 1 
~ -1 +i 

~ = 1 o o - 1 1 'L o 2 
2 

2.7 M~TODO DE GAUSS-JORDAN ou ~TODO DA DIAGONALIZAÇÃO 

Dado um SELA A2f?.. = Y1 • o mé'Lodo consis'Le em e:fe'Luar 

~rans:formaçôes lineares nas linhas das equações a :fim de 

diagonalizar a ma~riz dos coe:ficien~es A . 

U'Liliza-se . para es~e :fim. a mesma ~écnica do mé'Lodo de 

Eliminação de Gauss com ou sem pi vo~amen~o. 

O mé~odo de Gauss- Jordan é mui~o usado na prâ~ica. 

para calcular a inversa de uma ma'Lriz A 
nxn 

pois a'Lravés de 

operações elemen~ares. ~rans:forma a ma'Lriz A numa ma~riz 

iden~idade e. a ma~riz dos ~ermos independen~es Cma~riz 

iden~idade) na inversa de A. 

A * A-1 = I [ A 
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2.8 M~TODOS ITERATIVOS PARA RESOLUÇÃO DE SELAS: 

ME:TOOO DE J ACOBI E ~TODO DE GAUSS-SEI DEL 

Introdução 

Os sis~emas lineares de grande por~e Cn grande) são em 

geral esparsos. is~o é. grande porcen~agem dos elemen~os da 

ma~riz dos coe!icien~es. são nulos. Des~a forma não são 

aconselhados os mé~odos di r e~ os para a resolução de SELAS de 

grande por~e esparsos pois. eles não preservam a esparsidade . 

is~o é. duran~e o processo de eliminação mui~os elemen~os nulos 

poderão se ~ornar não nulos. Os mé~odos i~era~ivos preservam a 

esparsidade. além de apresen~arem rela~iva insensibilidade ao 

crescimen~o dos erros de arredondamen~o. 

Seja o SELA ~ = ~ • onde: 

A ma~riz dos coe!icien~es. n x n 

~ ve~or incógni~a. n x 1 

~ ve~or dos ~ermos cons~an~es. n x 1 

Es~e sis~ema é conver~ido de alguma forma. num sis~ema do ~ipo 

~ = B~ + Z = pC ~) onde B é uma ma~riz n x n e Z um ve~or 

n x 1 En~ão pC ~) = B~ + Z é uma !unção de i ~eração dada na 

forma ma~ricial. 

o i~era~ivo produzirá a par~ir de ~<O> 

C aproximação 
~(:1.). }R<2>. 

esquema 

inicial arbi ~rári a) aproximações sucessivas 

Se !orem sa~is!ei~os algum dos cri~érios de 

convergência en~ão a sequênci a de ve~ores ~<:1.>. ~<2>. >R< 3 >. 

convergirá para a solução exa~a >R do SELA ~ = ~ 

2.8.1 

Seja o 

a X 
:l:l :l 

a X 
21 1 

a X 
3:l :l 

a x 
n1 1 

então: 

~TODO DE J ACOBI 

SELA 

+ a X 
:l2 2 

+ a X 
22 2 

+ a X 
32 2 

+ a x 
n2 2 

+ 

+ 
+ 

A ~ = ~ 

a X 
:l3 3 

a ...., 
~ 

23 3 

a X 
33 3 

+ a x 
n3 3 

UfRGS 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

a X 
:ln n 

a X 
2n n 

a X 
3n n 

+ a x 
nn n 
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y2 

y3 

e vamos supor que o 
mesmo já es~á 

preparado de forma a 
produzir aproximações 
que convirjam para a 
solução exata ~-



( k+1l 
Cb 

(10 
X = z X + 

1 1 12 2 

( k+t> 
Cb 

(I() 
X = z X + 

2 2 21 1 

( k+t> 
Cb 

(I() 

X = z X + 
n n n1 1 

n 
(1(+1) -.2 b .. 

( k } 
X. = z X. 

L i. LJ J J=1 
j;a!i. 

i. = 1. n 

b 
13 

b 
23 

b 
n2 

<10 
b x<k>) onde : 

X + + 
3 1n n Y. 

L 

X< k l) 
z.= 

(I() 
b 

L a 
X + + L L 

3 2n n 
a 

b - \.j ' ;>f!' .. --- .~ j 
L J a .. 

L L 
< K> 

X + + b X< k>) 
2 n n-1 n-1 

EsLas são diLas 16rmulas de 

recorrência do méLodo de Jacobi. 

2.8.2 MeTODO DE GAUSS-SEIDEL 

Seja o SELA A~ = ~ 
O esquema iLeraLivo produzirá a parLir arbi Lrário, 

' õ ' '\n ( 1 ) '\n ( 2 ) • '\n (3) 
apro~ maç es sucessl. vas v-. • v-. v-. , ... do seguinLe modo: 

<k+t> 
Cb 

<Kl 
b 

<lO 
b X< k >) X = z X + X + + 

:1. 1 :1.2 2 :1.3 3 :l.n n 

{ k+:l.) 
Cb 

<K+:I. > 
b 

< K) 
b x' k >) X z X + X + + 

2 2 2:1. :1. 23 3 2n n 

( lc+:l.l 
Cb 

<K+:I. l 
b 

<K+:I.l 
b X< k )) X = z X + X + + 

3 3 3:1. :1. 32 2 3n n 

( k+:l.) 
X = z Cb 

<K+:I. l 
X + b 

(I(+ :I.} 
X + + b X< k+:l.l) 

n 

ou seja: 

( k+ .t) 
X 

i. 

onde z. 
L 

n 

z. 
L 

v 
J i. 

= 
a 

l L 

2.8.3 TESTES 

n:l. :1. 

e b 
l J 
i. ;a! j 

DE PARADA 

n2 2 

n 

<k+.t} 2 
X . + 

J . 
J=L +.t 

a 

= i.j 

a 
ll 

b .. 
LJ 

<k> 
X. 

J 

n n- :1. n-:1. 

J 
i = 1 .. n 

O processo iLeraLivo é repeLi do aLé que o veLor >R<k> 

.. · ..... · · .. .. 6 · de ..n<k+ü. es~eJa SUil.CJ.en~emen~e pr XJ.mo v-. 

Se < E: enLão pára o processo iLeraLivo e o 
I >R ( k + :1.) -~<k ) I I 00 

I I >R< Jc+ 1 >I I 
00 1 .. ' ..n< k) erro re a~J.vo em v-. é menor que E: . 

Ou d DI GSE C ..n<kl. '\n ( )c + :1. ) ) pár a - se o processo quan o I"A v-. Usa - se 

Lambém como LesLe de parada um número máximo de iLerações. 
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2.8.4 CRIT~RIOS DE CONVERG~NCIA: 

Daremos um ~eorema que es~abalece uma condição 

su!icien~e para a convergência do mé~odo de Jacobi 

Gauss-Seidel. 

QJ Teorema : Ccri~ério das Linhas ou de Frobenius) 

Seja o SELA A2f?.. = Yl 

Diagonal men~e Domi nan~e. is~o é, 

en~ão se a 

I ai.i.l > . ) I ai.j I 
J ~t 

ma~riz 

en~ão 

e de 

A é 

~an~o o 

mé~odo de Jacobi como o de Gauss-Seidel gera uma sequência 

{ ~<k>} conver gen~e par a a solução do si s~ema dado, i ndependen~e 

da escolha da aproximação i ni ci al ~<o>. 

Exemplo: Resolva o sis~ema abaixo pelo mé~odo de Jacobi. Pare o 

processo quando o erro absolu~o da solução calculada 1or menor 
-3 

que 10 . 

X +4x - x = - 2 
:1 2 4 

-x +2x = -3 
3 4 

2x +x = 1 
:1 4 

0.5x +x = 1.5 
:1 3 

Reordenamos o SELA a 1im de sa~is!azer ao cri~ério de 

convergência. 

2x +x = 1 121 > 11 I 
:1 4 

141 > 11 I + 1-1 I 
X +4x -x = -2 

:1 2 4 11 I > /0.5/ 
0.5x +x = 1. 6 

12 1 :1. 3 > I -1 I 

-x +2x = -3 
3 4 

Como a ma~riz dos coe!icien~es após a reordenação, es~á 

diagonalmen~e dominan~e. en~ão o mé~odo de Jacobi produzirá uma 

sequênci a {~<k\ convergen~e para a solução do SELA. 

FúRMULAS DE RECORR~NCIA 
( I( -t- :1. ) 

X 
:1 

( I( -t- :1 ) 
X 

2 

( 1(-t- :l ) 
X 

3 

( 1(-t- :l ) 
X 

4 

=C 1 - x) / 2 = 0.5 -0.5 
4 

( k ) 
X 

4 

= C -2 -x +x ) / 4 = -0. 5 -0. 25x < k> +O. 25x < k> 
:1 4 :1 4 

= C-3 +x ) / 2 = -1.5 +0.5x<k> 
3 3 

Aproximação inicial: ~<O> = ~ 
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X X X X 
i. lQr :i 2 3 4 

o o o o o 
1 0.5 - 0.5 1.5 -1.5 

2 1. 25 - 1. o 1. 25 - 0.75 

3 0.875 - 1. o 0.875 -0.875 

4 0.9375 - 0.9375 1.0625 -1.0625 

5 1.03125 - 1.0000 1.03125 -0.96875 

6 0.984375 - 1.0000 0.984375 -0.984375 

7 0.9921875 - 0.9921875 1.0078125 - 1.0078125 

8 1.00390625 - 1.0000 1.00390625 - 0.9960375 

g 0.998046875 - 1.0000 0.998046875 -0.998046875 

10 0.9990234375 -0.9990234375 1.000976563 - 1.000976563 

11 1.000488282 - 1.0000000 1 - 000488281 -0.9995117185 

< cálculo~ rQa.li.za.do~ no PC :t!SOO-S:HARP > 

2 I I \O(:i2) - \O<U.) I I . < 1 0 - 3 na 1 ~ i ter ação consegue- se U\. U\. 
00 

na 34 ~ i ter ação obtém- se a solução exata YJ..T = C 1. -1 • 1 • -1) 

RESOLUÇÃO do mesmo SELA pelo método de Gauss-Seidel. 

Reordenando as 1 i nhas das equações já !"oi ver i f" i cada que o SELA 

satisfaz o critério das linhas. Então 

2x 1 
FóRMULAS DE RECORR!:NCIA 

+x = 
:i 4 

< k ) (1(-t-:i) 
0.5 -0.5x X = 

X +4x - 4x = - 2 :i 4 
:i 2 4 

< K+ :i > -0.5 -0. 25x 
< k +:i> 

+0.25x < k> 
X = 0.5x +x = 1.5 z :i 4 

:i 3 
< K+ :i > 

1.5 -0.5x 
{ k+ :i) 

X = -x +2x = - 3 3 :i 
3 4 

< K+ :i > 
X - 1.5 +0.5x < k+ :i) • = 

3 

X X X X 
\.lQr :i 2 3 4 

o o o o o 
1 0.5 - 0.625 1. 25 - 0.875 

2 0.9375 - 0.953125 1. 03125 -0.984375 

3 0.9921875 - 0.994140625 1.00390625 -0.998046875 

4 0.9990234375 - 0.9992675781 1 - 000488281 - 0.9997558595 

5 0.999877929 - 0.999908447 1.000061035 -0.9999694825 

12 1 - 1 1 -1 

I I YJ.. < !S > - YJ.. < " > I I oo < 1 o- 3 
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~ CRIT~RIO DE SASSENFELD - Condição su!icien~e para a 

convergência do mé~odo de Gauss-Seidel. 

Sendo s 1 c la:l21 la:l 3 1 la:l 4 1 + + la I ) = + + 
:l la:l:ll :ln 

s 1 c la2:l I s + la231 + l a241 + + l a I ) = * 2 la221 :l Zn 

1 + = s 
la331 

c la3:ll * s + la I* S + la34 1 + ... la I ) 
3 :l 32 2 3n 

s = 
n 

1 
la I C la I * S + n:l i 

l a I* S + ... + la I * S ) n2 2 n n-1 n-:l 
nn 

e valendo S < 1 • :l S < 1.. . . • S < 1 en~ão o mé~odo de 
2 n 

Gauss-Seidel produz uma sequênci a de velares ~<k> convergente 

para a solução do SELA. qualquer que seja ~<o> _ 

Exemplo: 

{ 

3.17x -2.31y +9.04z = -37.2373 

4.21x +1.37y - 1.59z = 18.8798 

1.13x - 1 .95y +2.09z = -10.5894 

Tes~e de convergência: critério Sassen!eld 

reordenando 1 inhas: C1 ~ lenlali va) 

{ 

4.21x +1.37y - 1.59z = 18.8798 

1.13x -1 .95y +2.09z = -10.5894 

3.17x -2.31 y +9.04z = -37.2373 

S = O. 703 < 1 
:l 

s = 1.479) 1 
2 

trocando linhas e colunas en~re si:C29 ~en~aliva) 

{ 

4.21x - 1.59z +1.37y = 18.8798 

3.17x +9.04z -2.31y = -37.2373 

1.13x +2.09z -1.95y = -10.5894 

S= 1 (1.59 +1. 37) = O. 7031 < 
1. 4. 21 

S= 1 
C3. 17•S +2.31)= O. 5021 2 9.04 :l 

1 

<1 

S= 1 
C1. 13*S +2. 09•S )= 0.9456 

1. 95 3 1. 2 < 1 

não 
salis!az o 
critério de 
Sassen!eld. 

enlão podemos a!irmar que com es~a úllima reordenação o mélodo de 

Gauss-Seidel produzirá uma sequência de aproximações 

convergen~e par· a a solução do SELA. 
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Fórmulas Iterativas ou de Recorrência: 

(I( +i.) 
X = 4.484513064 +0.3776722093z< k> -0.32541567y<k > 

(.1(+1) 
z 

<.K+t> 
y 

= - 4. 119170354 - 0. 35066371 7x < k+1> +0. 255530974y<ic > 

5. 430461 538 +0. 579487180x < kH> +1 . 071 794872z <kH> = 

it X 

o o 
1 4.484513064 

2 1.707239844 

3 2.273341434 

4 2.160578050 

5 2.183760500 

6 2.179196904 

7 2.180150322 

z y 

o o 
- 5.691726374 1 . 928816227 

- 4.224965135 1.891489175 

- 4.433014640 1.996551396 

- 4.366625961 2.002351506 

- 4.373270542 2.008673811 

- 4.370057265 2.009473240 

- 4.37018316 2.009886345 

17 2.180000000 - 4.3700000 2.01000000 

2.9 EXERClCIOS PROPOSTOS: 

1. Resolva os SELAS abaixo pelo método de Eliminação de Gauss com 

pivotamento parcial. Calcule o det A Calcule o n'? de 

condicionamento de A CCOND (A)). 

{7~:: 
+2x +42x = 83 solução exata = C1 . o . 2) = }RT 

2 3 

- 41x - 14x = 44 
2 3 

35x +10x - 5x = 25 
i. 2 3 

0.8754x +3.0081x +0.9358x +1. 1083x = 0 . 8472 
i. 2 3 4 

2.4579x - 0.8758x +1. 1516x - 4 . 5148x = 1.1221 
1 2 3 4 

5.2350x - 0.8473x - 2 . 3582x -1. 1 4 19x ;:;; 2.5078 
1 2 3 4 

2.1015x +8.1083x - 1.3232x +2 . 1548x = - 6.4984 
1 2 3 4 

solução exala = /RT= c 1. - 1. 2 . 1) 

2. Ref"i ne a solução encontrada para cada SELA. Pare quando 
DI GSE C )f<<k>. )f<< k + i. > ) 2:: 6 
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3_ DetJer-mine uma apr-oximação par-a a solução dos SELAS com pelo 

menos 6 digit.os signi!icat.ivos exat.os: 

X +9x - 3x +4x = 26 4x +x +x +x = 7 
1 z 3 4 :1 z 3 4 

3x - 7x +2x = - 7 X +2x -5x +x = -1 
2 3 4 :1 z 3 4 

5x -x +2x - x = 5 X +x +x - 4x = - 1 
:1 z 3 4 :1 2 3 4 

-2x +2x - 3x +10x 33 2x - 8x +x -x = - 6 
:1 2 3 4 :1 2 3 4 

CAUTOVALORES E AUTOVETORES) 

Valores Pr-ópr-ios e Vet.or-es Pr-óprios Associados. 

Dada uma ma t. r- i z A nxn r-eal ou complexa, À. E <L 

Ck escalar-) é dit.o valor- pr-ópr-io de A se exist.ir- ~ ~ C Cr-eal 

ou complexo) t.al que: 

À: valor- pr-ópr-io ou aut.ovalor- de A 

~: vet.or- pr-ópr-io ou aut.ovet.or- de A associado a À. 

Sabemos de álgebr-a linear- que: 

A~ = À'tl. - >A'tl. = ÀI'tl. 

CA - À I)~ = C t.emos ent.ão um sist.ema linear-

homogêneo, e como 

nulo, ent.ão 

l!l. C aut.ove t.or- assoei ado a À) é um vet.or- não 

det. CA - À I) =O a - À a a a 
:i:t :t2 :t3 :tn 

det. CA - À I) = IA - À I I = a a - )., a a 
Z:t 22 23 Zn 

r-.r \ " r--~·-J 

a a a a -À 
n:t n2 n3 nn 

Denominamos p(À), polinômio car-act.er-ist.ico da mat.r-iz 

A ; pCÀ) é um polinômio de gr-au menor- ou igual a n As r-aizes 

de p(À) são denominadas aut.ovalor-es da mat.r-iz A ou valor-es 

própr-ios ou valor-es car-act.er-ist.icos de A _ 

Os aut.ovalor-es de uma mat.r-iz possuem gr-ar1de impor-t.ância 

em muit.os pr-oblemas !isicos . Por- exemplo: 

- A est.abilidade de uma aer-onave é det.erminada pela localização 

dos aut.ovalor-es de uma cer-t.a mat.r-iz na complexa est.r-ut.ura. 

As !r-equênc ias nat.ur-ais de vibr-ações de vigas. 

A f"or-ça longit.udinal máxim.a que uma coluna pode sust.ent.ar- sem 

cur-var-_ 
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Observações: 

1) Se À E SpecCAJ. enLão exisLe ~ ~ 0 Lal que A~ = À~ i.é 

CA - À I) ~ = <D 

Spec CA) = {raizes disLinLas de p (À)} 

2) Se A é uma maLriz siméLrica real enLão Lodo seus valores 

próprios são reais. 

3) Os valores próprios ou auLoval ores de 

disLinLas de pCÀ). 

A são as raizes 

2.10. 1 ALGORITMOS BASEADOS NA OBTENÇÃO DO POLINCMIO 

CARACTER! STI CO DE "A" 

1. RESOLUÇÃO VIA DETERMINANTES 

pCÀ) = deL C A -À I ) = O 

Exemplo 1 - DeLerminar os auLovalores e os auLoveLores da maLriz: 

A = ( 
2 5

] polinômio caracLerisLico: deLCA -À I) = O 
3 - 4 

5 
p (À) = C2 -À) C-4 -À) -15 = O 

3 -4-À 

>-~2 +2À -23 = o À = -5. 898980 
i. 

À = 3.898980 
2 

Cálculo dos auLoveLores correspondenLes aos auLovalores. 

CA - À I) ~ = <D C equação caracLerisLica de A ) 

-5. B9B980r 
+5.898980 

+5

5

898980]-[ 
para À = 

i. 
3 - 4 

[ X ] ~ = • X ~ o 
-1.579796x 

para À = 3.898980 
2 

o auLoveLor cor r espondenLe é 

)!! = [ :_ 3797959x ] ' para x "' 
0 

Exemplo 2 DeLerminar os auLovalores e os correspondenLes 

auLoveLores da maLriz A 

p (À) = deLCA - f... IJ = 
3 

= C3 - À) C3 -À) C-1 - À) = O ---> À=3 
1. 
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o 
o 

e 

-3 - 4 

3-À 5 = 

o -1-À 

À = -1 
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cálculo dos au~ove~ores: 

para À. = 3 
i. 

-3 

3-3 

o 

-4 

5 

-1-3 

-3x 
2 

-4x 
3 

=o -> X= 0 
2 

+Ox 
2 

+Ox 
2 

+5x 
3 

-4x 
3 

X= 0 
3 

en~ão a 1am1lia de au~ove~ores associada ao au~ovalor À. = 3 é : 

~ = k * 
[ 

010 ] 

1amilia de au~ove~ores corresponden~e a 

[ 

3+1 

o 
o 

-3 

3+1 

o 

~ = C0.0625x 
3 

~ = K (0.0625 

-4 

5 

-1 +1 

-1 . 25x x ) par a x ;o! O 
3 3 3 

-1.25 • 1) para k ;o! O 

2. ALGORITMO DE BôCHNER-LE VERRIER 

.k;o!O 

À. = -1 
z 

-3x = 
z 

4x = 
2 

ou 

4x 
3 

-5x 
3 

4x +3x 
3 

X = 
i. 4 

X = -1 .25 
2 

Sendo de~( À. I -A) = O --> À. n +p À. n-t. + .. . +p À. +p = O = p(À.). 
t. n-t. n 

En~ão pCÃ.) é o polinómio carac~eris~ico da ma~riz A • e 1ornece 

os valores próprios de A . 

Este algoritmo fornece os coeficientes do polinômdo 

característico p (À.) • 
A 

C À.) À.n À.n-t. À. = O p = +p + ... +p +p 
A i. n-t. n 

sendo Tk = "lr CAk) "lraço de Ak = \a .. ->os a são element-os de Ak . L LL LL 

Pn 

T= 
i. 

T= 
2 

L =i. 

Ak = po"lência k-ésima da ma~riz A 

= -T 
i. 

= -1/2 Cp •T 
i. i. 

= -1/3 Cp *T 
2 i. 

+T ) 
2 

+p T 
i. 2 

+T ) 
3 

= -1/n Cp *T +pn-2 *T n-t. i. 2 

-L r aço da ma"lriz A 

~r aço da ma~riz Az 

+ +p •T +T ) 
t. n-t. n 

T = "lraço da ma"lriz A
3 

.3 

78 

2 

X 
3 



Exemplo 

[ 
2 -2 3 

] det (À.. I - A) À..3 2 +p À.. +p A = = +p À.. 
1 1 1 i. 2 3 

1 3 - 1 

2 - 2 3 

[ ] A = - > T = trCA) = 2 +1 - 1 = 2 
1 1 1 

A3= 

pi. 

1 

r4 13 

13 

= - 2 

3 

3 

2 

- 2 

- 4 

3 

11 

i. 

- 1 

17 ]- > T = 14 +3 +3 
11 3 

3 

= -1 /2 c c -2) c 2) +14 ) = - 5 

= 20 

= - 1 /3 c c -5) c 2) + c - 2) c 1 4) +20 ) = 6 

= o 

pCÃ..) = Ã..3 -2Ã..2 -5À.. +6 = O é o polinômio caracteristico de A . 

Calculando as raizes de p(À..) encontra-se: 

À = 1 • 
1 

À.. = - 2 e À.. = 3 
2 3 

OBSERVAÇÃO: O algoritmo de Bôchner Le Verrier nos ~ornece 

somente o polinômio caracteristico da matriz A Temos. então 

que calcular os valores próprios de A que são as raizes 

de p(À..) = O .Os vetores próprios serão calculados pelas soluções 

do SELA CA - À.. !) ~ = ~ 

2.10.2 ALGORITMO ITERATIVO PARA OBTENÇÃO DO AUTOVALOR 

DOMINANTE E CORRESPONDENTE AUTOVETOR DE UMA MATRIZ A 
nxn 

Uma matriz A de ordem n diagonalizável sobre ~ terá 

no máximo n autovetor· es. Anxn - -> À.. • À.. • 
1 2 

Supomos. por hipótese que o maior 

valor absoluto é À.. • isto é: 
1 

lf?. = c >f< +c >f< +c >f< + i. 1 2 2 3 3 

2: I"- I • m s n 
m 

+c >f< 
m m 
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A >R = c A}f?. +c A >R + +c A >R 
1 1 2 2 m m 

= c À. >R +c À. >R + +c À. >R 
1 1 1 2 2 2 m m m 

À. À. À. 

~m] = À [c ~ +c c _z_))R +c c _3_ ))R + +C C ~) 
1 1 1 2 À. 2 3 À. 3 m À. 

1 1 1 

À. À. À. 

~m] A2>R = À (c A~ +c c __ 2_)A >R +c C _3_) A ~ + +C C ~)A 
1 1 1 2 À. 2 3 À. 3 m '}, 

1 1 1 

À. À. À. 

= + À (c À ~ +c c __ z_ )À. >R +c C _3_ )À. >R +C C ~)À. >R 
1 1 1 1 2 À. 2 2 3 À. 3 3 m À. m m 

1 1 1 

À. À. À. 

À
2 [c ~ c 2 )2 >R c __ 3_ )2 >R +C c ~)2 >R = +c +c + . .. 
1 1 1 2 À. 2 3 À. 3 m À. m 

1 1 1 

.. .. .. . .. . .. .. .. . . .. .. . .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. . .. .. ................... 

À. À. À. 
Ak>R Àk (c )!( c 2 )k >R +c c __ 3_ )k >R + +C c ~)k >R = +c 

1 1 1 2 À. 2 3 À. 3 m À. m 
1 1 1 

( À. . r Ak~ À.k J -> o se K - > 00 
..... c >R - À- .. 

1 1 1 
1 

quando K -> 00 en"lão o que es"lá en"lre parênteses 

t.ende para 

= lim 
k ,. 00 

c >R que é o autovetor correspondente a À. 
i i 

C A k + t )R) 
r 

r 1. n 

r 

ALGORITMO BÁSICO DAS POTE:NCI AS 

Dada uma matriz A a partir de um vetor >R e ~n 
nxn o 

calcular sucessivament-e 

com >R 
o 

com >R 
1 

calcular Yl 
i 

calcular Yl 
2 

= A >R 
o 

= A >R 
i 

3 

e então >R 
i 

e então ~ 
2 

por 

= ± 

= ± 
I I Yl

2 
I I e assim por di ante. 

Desde que a matriz A "lenha um aut-ovalor dominant-e is"lo é: 

I"- I > I"- I ~ 1"- I ~ ~ I"- I 
i 2 3 m 

1 

então ± I I Y1 I I • ±I I Yl I I • ± I I Y1 I I • 
1 2 3 

±I I Y1 I I converge para o 
00 
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au'Loval or domi nan'Le de A. C À. ) . Res'La de'Lermi nar o sinal de À. 
:l 

~ • )f?. • )f?. • )f?. converge para o au'Love'Lor assoei ado a À. • 
:l 2 3 00 :l 

TE:CNI CA DE USO: 

Dada a ma'Lriz A 
nxn 

queremos de'Lerminar o seu maior 

au'Lovalor e o corresponden'Le au'Love'Lor associado a À. • Par 'Le-se 

do ve'Lor inicial v--..no -- [ 1~ ] para o au'Love'Lor . 

Calcula-se A >f?. 
o .>f?. 

:l 
= 1 --· y:l 

A >f?. • o 
onde y é em 

:l 
valor absolu'Lo 

o maior elemen'Lo do ve'Lor 

Y1 A )f?. )f?. 1 
A = = ---· 2 1 2 y2 

~ = 1 
---* A 

m Ym 

y 
m 

-> À. e 

Exemplo: 

[

103 59 86] 
Seja A = 

7 2 -1 

)f?. 

A 

)f?. 
1 

)f?. 
o 

m-1 

)f?. -> 
m 

)f?. 

calcular o au'Lovalor dominan'Le 

de A e seu corresponden'Le 

au'Love'Lor . 
Cálculos r ealizados com 6 algarismos signi~ica'Livos. 

A )1?.1. = A [ ~- 518518 

0.296296 
] = r~~~~~:~ J 

7 . 74074 

81 

-) )R= 
2 (

17. 0370 

17.~370 7.37037 
7 .74074 

]= 



= [~- 432610 ] ---> 2~ aproximação para )f<. 

0.454349 

A )f<. 
z = A [~- 432610 

0.454349 

= [~- 450080 ] 
0.422795 

A )f<. 
3 

= A [~. 450080 

0.422795 

= [~. 446689 ] 

0.428918 

] [

1 7. 5283 ] 
= 7.88914 

7.41087 

] 
= [~ ~ ~~~~~ ] 

7.47737 

->)f<.= 
3 [

17. 5283 

17.~283 7.88914 

7.41087 

1 
-) )f<. .. = 17.4331 7.78717 = 

[

17. 4331 ] 

7.47737 

]= 

e assim continua-se e~etuando as operações até que o autovalor À 

possua a exatidão que ~oi de~inida a priori. 

aproximações aproximações para ~ 

para À X X X 
i. z 3 

27 1 0.518518 0.296296 

17.0370 1 0.432610 0.454349 

17.5283 1 0.450080 0.422795 

17.4331 1 0.446689 0.428918 . 

I . I . 
2.11 EXERClCIOS 

Calcular o autovalor dominante e o correspondente 

autovetor das matrizes abaixo: 

A = [ : : ] respos~a À = 9 e ~ = ( ~ ] 

A= r: 8 

- 2 

4 

82 

~RG5 

SISTEMA DE BIBLIOTECAS 
IIILIOTECA SETQRIAL DE 1!\lTfMATJCA 



2.12 OBSERVAÇOES: 

1) Quan~o menor o valor da razão de dominância 
IÀZI 

1\1 
maior será 

a velocidade de convergência do algori~mo. onde À é o au~ovalor 
~ 

dominan~e de A e À é o segundo maior au~ovalor de A . 
z 

2) Seja K um escalar di!eren~e de zero 

Se A ~ = À ~ • en~ão 

KA~=KÀ~ 

A K ~ = À K ~ • 1azendo y = K ~ ~ A ~ = À ~ 

3) Se a ma~riz A é simé~rica. en~ão ~odos seus au~ovalores são 

reais. 

4) Se À é um au~oval or de A en~ão 
1 

-À- é au~ovalor da 

inversa de A. Se 1or calculado o maior au~ovalor de A • en~ão 

podemos encon~rar o menor au~ovalor de 
-1_ 

-:+>R=ÀA >R 

A-~~ = _1_* ~ 
À 
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CAPÍTULO 3 

INTERPOLAÇÃO 

3.1 INTRODUÇÃO 

A interpolação é uma técnica bastante antiga que er-a 

muito usada para o cálculo de valores de runç8~~ ~r~nc~nd~n~~~ . 

antes do advento dos computador-es_ Em ger-al. tinha- se uma tabela 

com valores de tais funções em um cer-to i~ter-valo e desejava - se 

avaliá-las em pontos não tabelados. Como exemplo, pode-se citar 

hiperbólicas, as f' unções trigonométricas, exponenciais, 

logar-ítmicas, etc. Atualmente a interpolação é mais usada para o 

caso em que não conhecemos a expr-essão analitica de fCXJ ou mesmo 

quando a sua avaliação é muito dificil. 

Inter-polar uma função consiste em "substituir" esta 

fCXJ por uma outra função GCx) com a finalidade de se realizar ou 

facilitar certas operações. 

Problema Geral de Interpolação 

Sendo dada uma tabela com Cn+1) pontos distintos 

* Cx. fCx_)) I. o. n deseja-se obter os valores fCx ) com 
I. I. 

* X -;t! X. i_ = o. n tal que: 
I. 

c v X X :$ X :$ X ) GCx) - fCx) 
i. o i. n i. i. 

c v X E [ X X ] ) CGCx ) ...... fCx ) ) 
o n 

gCx ) fCx ) 
o o 

gCx) fCx) 
- i i 

gCx ) = fCx) 
n n 

'J Graficamente: 

A função GCx) que inter-polar 
das seguintes familias: 

Pol i n6mi os: 2 
y =a +a .x +a .x 

o i 2 
+ +a 

Fourier: f.Cx) = a .. cos jx 
J J 

+b _ sen jx 
j 

Exponenciais: y = a bx 
e 

84 

f 

i. = o. n 

X 

pode pertencer a uma 

n 
.X 



- Splines: "pedaços" de polin6mios 

Obs: Os Splines são Íunções extremamente maleáveis, Íormadas por· 

emendas suaves de polin6mios . O nome vem da régua de cálculo e m 

curva usada par· a Íazer desenhos di "la Spl i ne . 

A inter·polação de Hermite é ou"lra f'orma de se obter uma 

!unção interpoladora e ela requer que 

PCx ) = f'Cx ) PCx ) = f'Cx). , PCx ) = f'Cx ) e 
o o 1 1 n n 

P'Cx ) = f''Cx ) P'Cx ) = í'Cx). ,P ' Cx) = í'Cx) 
o o 1 1 n n 

onde PC x) ser á o poli n6mi o i n"ler pol ador de Her mi te e os 

X 
o 

i. 

t X 
1 

= O, n 

' X n 
serão os Cn+1) pontos "labelados. 

3.2 INTERPOLAÇÃO POLINOMIAL 

Dado um conjun"lo de Cn+1) pon"los distintos Cx .• f'Cx _)). 
L L 

a in"lerpolação polinomial consis"le em obter um 

polin6mio PCx) que passa pelos reíeridos pontos, is"lo é: 

e para os demais pon"los: 

V X E [ X 
o 

X ] 
n 

PCx) ~ f'Cx) o 
polin6mio aproximan"le ou in"lerpolador 

X , X J. 
O n 

polin6mio PCx) se diz 

de f'(x) no i n"ler· valo 

APLICAÇOES 

- Ob"ler uma expressão 

analitica aproximada 

de uma íunção que é 

conhecida em apenas 

um n <? íi ni "lo de pont.os 

* Avaliar a !unção num pon"lo não "labelado x E [x 
o • X J 

n 
X 

Calcular aproximações para J
n 

íCYJ dx • subs"lituindo a f'Cx) 

pelo polin6mio in"lerpolan"le. 

X 
o 

Cal c:ul ar uma aproxi rna·;:ão par a f" • C x) par a 

substi "L ui ndo f' C x) por· PC x). 

85 

X E (X 
o 

X ) 
n 



EXISTf:NCIA E UNICIDADE DA SOLUÇÃO 

Dados X E IR e fCx) E IR i = o, n [TI 
\. \. 

Procura - se PE [p tal que : PCx . ) = fCx ) 
' i = o, n 0 r'l \. L 

n 

2 " 2 k pela como PCx) a +a X +a X + +a X = a X e 
o 1 2 n k 

k=o 

r'l 

l k 
definição PCx) = fCx ) i = o. n ' então ak X fCx ) 

i. i. i. i. k=O 

i o, n temos então o sistema : 

2 n 
f a +a X +a X + +a X = o 1 o 2 o n o o 

a +a X +a X 
2 + +a X 

n 
f = 

o 1 1 2 1. n 1 1 @] 

2 n 
f a +a X +a X + +a X = 

o 1 n 2 n n n n 

As Cn+1) igualdades de ~ representam um sistema linear de ordem 

Cn+1), onde as Cn+1) incógnitas são os ak , k =O , n e a matriz 

dos coeficientes é dada por: 

1 
2 n 

X X X 
o o o 

2 n 
1 X X X 

De acordo com Vandermondes 1 1 1. 

X = 
1 

1 

X 
2 

X 
n 

2 
X 

2 

2 
X 

n 

logo det X ~ O ~V i 

n 
X 

2 

n 
X 

n 

i = O, n 

det X 

e V j 

x ~ x. Como os pontos são distintos 
i. ,I 

sempr-e difer-ente de zero, e por·tant.o o 

exist.e e também é único. 

3.2.1 FORMULA I NTERPOLADORA DE LAGRANGE 

n -< [ n -x,)] = n n Cx. 
J i.=O j =i.+1. 

j = o. n e i ~ j 

a dif-erença Cx -x.) ser-á 
.) l 

polinômio inter-polador 

Dada uma tabela com Cn+1) pont.os distintos 

C x • f.) • i = O. n o polinômio de Lagr ange é tal que P C x.) = f 
i. \. n L i. 

i = O, n 
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Lagr ange escreveu o poli n6mi o p C x) como a soma de C n +1) 
n 

poli n6mi os de gr-au n 

;_) L Cx) 
i. 

e nt.ão 

E IP 
n 

L C x) = c C x - x ) C x - x ) 
i. o 1 

mas 

L Cx) 
\_ 

i O, n com as propriedades : 

i_ i_) L c X) 
L 1. 

L C x) = O par· a i ;>!. j 
L J 

C x - x . ) C x - x ) 
1. - 1 '-+1 

Cx - x) 
n 

LCx) 
i. 1. 

= c C x - x ) C x - x ) 
i. o 1. 1 

Cx - x : )Cx - x. ) 
L L- 1 L 1.+1 

Cx - x ) = 
i. n 

:f( X.) 

port.ant.o 
1 

c = 
C x. - x ) C x - x ) Cx - x )(x - x ) 

\. o i. 1 

e e n-Lão 

L Cx) = 
i. 

n 

L .Cx) 
L =n 

e P Cx) 
n 

j = O 

j;>!.i. 

Cx - x )Cx - x) 

n 

.2 
t. = O 

o 1 

x - x 
j 

x. - x 
1. j 

L_Cx) 
L 

* :f( X_) 
\. 

= L Cx) 
o 

\_ \_ - 1 \_ \_ +1 

Cx - x. )(x -x ) 
1. - 1 i.+1 

C x - x . ) C x - x ) 
L L - 1 \. \.+1 

+L Cx) 
1 

+ + LCx) 
n 

1. 

* :f( X.) 
Cx - x ) 1. 

\_ n 

Cx - x ) 
n 

:f( X.) * Cx - x ) L 
i. n 

C x - x )Cx - x ) Cx - x ) 
n 

C x - x ) C x - x ) C x -x ) 
p (x) 1 2 

n - C x - x ) C x - x ) 
o i o 2 

Cx - x )(x - x) 
+ 

o 1 

C x -x )(x - x) 
n o n 1 

Cx - x ) *f o+ 
O n 

Cx - x ) 
n-1 *f 

Cx - x ) n 
n n - 1 

:-----o--::::-,:;:-----2:;:-----:::----n-:::-- *f + 
C x - x ) C x - x ) C x - x ) 1 

1 o 1 2 n 

A :fórmula d e Lagrange permi-Le cal c ular a expressão do 

poli n6mi o i nt.. e rpol ant. e sem resolve r o si st..ema 1 i near que define 

seus c o e fic ien-Les e que é, no geral mal condicionado. Além disso. 

t.raz :fa cilidades quando se quer apenas int.. e rpolar um pont.o na 

t.abe la, pois n e st.. e cas o, bast.. a c alcular apenas o valor numér-ico 

d e cada L.Cx) no p o nt.o d e s e jado 
L 

* P Cx) 
n 

n 

=2 
t = O 

* L Cx ) 
i. 

* onde x E [ 
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Exemplo 1 Dada a t-abulação abaixo, calcular· uma aproximação 

para fC2 .3) pela fórmula in"Lerpoladora de Lagrange. 

i X f 
\. l 

3 

* * * * * o 2 .0 0.314.95 2 ex*) p Cx ) = L Cx ) = L Cx ) +L Cx ) +L +L Cx ) 
1 2.4. 0.020561 

3 

2 2.6 - 0.09682 

3 2 .8 - 0.18505 

L C2 . 3) C2. 3 -2 .4.)C2.3 
= 

o C2. O -2. 4.)C2 . 0 

L C2. 3) C2. 3 -2 .0)C2 . 3 
= 

1 C2. 4. -2 .0)C2.4. 

L C2.3) = 0.060514. 
2 

en"Lão P C 2 . 3) = O. 08801 O 
3 

i. o 1 
l. = O 

* X = 2.3 

- 2.6)C2.3 - 2. 8) 
0.314.95 * -2. 6)C2.0 - 2.8) 

- 2.6)C2.3 -2.8) 
0.020561 * - 2.6)C2.4. - 2.8) 

L C2.3) = -0.026023 
3 

2 3 

= 0.024.605 

= 0.028914. 

Exemplo 2. Dada a "Labela abaixo, de"Lerminar o polinómio 

in"Lerpolador de Lagrange que passa por es"Les pon"Los 

- 1 1 

5 0.75 
P C x) = L C x) +L C x) +L C x) 

2 o 1 2 

LCx) 
o 

Cx +1) Cx - 1) Cx 2 - 1) 2 
= c - 2 +1 ) c-2 _1 ) C- 11) = 3 C- 11) = - 3.6667x +3.6667 

L Cx) = 
1 

Cx +2) Cx - 1) 
c - 1 +2) c - 1 - 1 ) c 5 ) = 

2 
x +x - 2 C5) = -2.5x2 -2.5x +5 

- 2 

L Cx) = 
2 

Cx +2) Cx +1) ~ _ 
(+1 +2) C+1+1)co. 7 _) -

P Cx) = - 6_ 04.17x2 -2 . 125x +8. 9167 
2 

2 
X +3x +2 2 

6 C0.75) =0.125x +0.375x +0.25 

ERRO 00 POLI NCMI O I NTERPOLAOOR DE LAGRANGE <ERRO DE TRUNCAMENTO> 

ECx) = !Cx) -P Cx) 
n 

EC x.) = o • i = -o=--• .,...._ -n
'-

a !unção erro "Lem pelo 

menos Cn+1) raizes . 

Seja~ Cx) = Cx -x) Cx - x) Cx - x ). _. Cx - x ), para "Lodos os 
n+1 O 1 2 n 

pon"Los da t-abulação ~ Cx.) = O 
n+1 L 
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O erro de ~runcamen~o é dado por: 

EC x) = 1 < n + ° C ( ) * tpC x) 
C n+1)! 

C x - x ) C x -x ) . . . C x -x ) 
= :f ( n + 1 ) c <) * ____ o __ ---=c~n-1 -:-+71-::;):---;-----n-

DEMONSTRAÇÃO VIDE: S. D. CONTE-ELEMENTOS: DE ANÁLISE NUMÉRICA 

2 ~ EDIÇÃO PÁO. 88 

Podemos simplif'icar a :fórmula do erro do polinómio 

in~erpolador, calculando uma co~a superior de seu valor absolu~o. 

Para X * E X . X 
o n 

* 
IECx * l<P Cx )I 

)I < 
C n+1)! 

<n+1> * máx I :f C x) I • X E X • X o n 

Para X E [ X • X 
o n 

IECx) 
máx I<P Cx) 

C n+1)! 
* máx I f'<n+i>Cx)l • x E X • X o n 

Exemplos: 

1) Calcular o erro de ~runcamen~o na in~erpolação linear, dada a 

t.abela abaixo. 

X 11.0 
2 .0 

e sabendo que f'Cx) = ln Cx) 
f'Cx) O 0.6931472 

I ECx) I S 
1 
~ máx ICx -1 . O)Cx - 2. 0) I * max I :f' 'Cx) I para x E [ 1 • 2] 

máx ICx 
2 

- 1 . 0) C x -2 . 0) I = máx I x -3x +2 I 2x -3 = O -> x = 1.5 

x = 1.5 é o pont.o que t.orna máximo o valor 

.( 1 • 2J !C x) = 1 n C x) f''Cx) = 1 
X 

de '{J( x) no 

f'' 'Cx) = 
in~ervalo 

1 

máx I f' ' • C x) I = 1 
X E [1.,2) 

I ECx) I S 
1 

- 2- IC1. 5 - 1. O)Cl. 5 - 2. 0) I 1 = 0.125 

2) Qual o erro de t.runcamen~o para x = 1.1 do exemplo 1? 

I EC1. 1) I :::; 1 
- 2-

IEC1.1) I :::; 0.045 

11. 1 -1 . 0) C 1. 1 -2 . 0) I max. l:f' 'Cx) I 
X E [1;21 

3.2.2 DIFERENÇAS FINITAS E DIFERENÇAS DIVIDIDAS 

1. DIFERENÇAS FINITAS 

2 
X 

É dada uma t.abela da dados com os valores Cx • :fCx_)). 
i. I. 

i = o. n ist.o é: Cx • :fCx ) 
o o 

valores xi. , i = O, n salis:fazem a: 

Cx )) • 
1 

• C X • !C X ) ) 
n n 

os 

x - x =x-x= 
1 o 2 1 

= x -x = h, ou seja, os ponlos x . são 
n n-1 1. 
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equi di s+~antes. 

TABELA DE DIFERENÇAS ASCENDENTES c !J.) 
X - x 

Sej a !Cx) !Cx) 1 h 
n o 

h y = Y. = = e = ou 
L \. i. n 

i = o, n 

i X Y. !J.y. !J.2 !J.3 !J.-4 y Y. Y. i. \. L L \. L 

o X yo !J.y !J.2 !J.3 !J.-4 
o o yo Yo Yc 

1 X y1 !J.y !J.2 !J.3 
1 1 y1 y1 

2 X y2 !J.y !J.2 
2 2 y2 

3 X y !J.y 
3 3 3 

4 X y4 4 

!J.y. = yi.+i - Y. di!erença de 1 ~ ordem. então 
\. L 

!J.v = y1 - yo !J.y = v - y1 Jo 1 J 2 

b..2 = !J.C !J.y ) = !J.Cy - yo ) = by by = y2 -2y +y yo o 1 1 o 1 
b2 Y. 

\. 
= byi.+1 - by. 

L 
: di!erença de 2~ ordem 

. k k - 1 
b.. Y . = b Y. 

L l.+1 
k - 1 

b Y . di!erença de ordem k 
L 

Exemplo 1: 

X. Y. by. b2 b3 b4 Y. Y. y. 
L L L L L 

2.55 3.5918 0.4212 -1.1386 1.2649 -1 . 9626 

2.60 4.0130 - 0.7174 0.1263 -0 . 6977 2 . 2979 

2.65 3.2956 - 0.5911 - 0.5714 1. 6002 

2.70 2 . 7045 - 1. 1625 1. 0288 

2.75 1.5420 - 0.1337 

2.80 1.4083 

Exemplo 2: 

X y by. b2 b3 b-4 
i. 

y . Y. Y . 
\. L L L L 

- 1 3 - 3 o 12 o 
o o - 3 12 12 

1 - 3 9 24 

2 6 33 

3 39 

90 

= X -x 
i.+i. L , 

o 

b"5 y 
L 

4.2605 



OBSERV AÇDES: Seja y 

n n 

então 

= p Cx) 
n 

e 
n n 

t:. n+ip C x) = O 
n 

X ( ( ( X +k * h 

2. DIFERENÇAS DIVIDIDAS 

É dada uma tabe la de dados Cx. • y.) . \. 
\. \. 

= o. n 

os X . i. = o. n pode m "ler- um espaçamento qualquer-, 
\. 

necessar-iamente equidis"lan"les . 

i 

o 
1 

2 

3 

4 

X Y. [ X. • X 
i. \. 1.+ :1 i. 

X v a = Cy - y )/Cx 
o ~o :1 o :1 

X yi b = Cy - y )/(x 
1 2 :1 2 

X " c = Cy - y )/(x 
z Jz 3 2 3 

X y3 d = Cy - y )/(x 
3 4 3 4 

X y4 4 

( X . , X 
\. ~ 3 \. ~ 2 

• X. ) 
\. 

h = (f 

i = Cg 

- e )/Cx - x ) 
3 o 

- f )/(x - x ) 
4. i. 

[ 

- x) e 
o 

- x) f 
1 

- x) g 
2 

- x) 
3 

j = (i 

X. 
1.+2 

= Cb 

= C c 

= Cd 

.x. • X 
1.+ :1 i. 

-a )/Cx -x 
z 

- b )/(x -x 
3 

- c )/Cx -x 
4 

. . .. > X. 
\. 

-h )/(x - x ) 
"' o 

J 

) 
o 

) 
:1 

) 
z 

[x • X = Cy. - y ) / Cx - x.) difer-ença dividida de 1 ~ 
i.+1 i. i.+1 1.+:1 \. \. 

onde 

não 

or-dem 

Ex .x. X J ( [X. • X. ] - Ex • X ]) / Cx - X ) J 
1.-+Z 

[x 
i.+k 

~+1 

,. . . . ,. xi. 

\. 

= c [ 

l.+Z 

X 
i.+k 

l+i 

, . . . . X ] 
i.+1 

i.+1 i. i.+Z l 

diferença dividida de 2~ ordem 

- [X. , ... , X. ] ) / C X - X . ) 
L+k - 1 \. L+k L 

difer-ença di vi di da de or-dem k 

RELAÇÃO ENTRE DIFERENÇAS DIVJEDIDAS E FINITAS 

[ x. , x. J = D.k f / k! hk par-a h constante. 
l+K 1. i. 

Exemplos: 

X 

o 
2 
3 
5 
6 

fCx) 
o 
8 

27 
125 
216 

1 ~rd 
4 

19 
49 
91 

2~r-d 3 ~r-d. 
5 1 

10 1 
14 

I 

4~r-d X f(x) 1 ~ 2~ 

o 1.5 2.30 0.6 0.2 
1 . 8 2.48 0.7 0.333 
2.0 2.62 0.8 
2.1 2.70 

91 

3~ 

0.222 



3.2.3 FORMULA DO POLINÓMIO INTERPOLADOR DE NEWTON 

COM DIFERENÇAS ASCENDENTES 

Sejam os valores de y = f'Cx) dados a"Lravés da "Labela 

Cx. 
l 

y) i = 0----;-r::l onde os valo r es de X são equidis"Lan"Les, 
l 

is"Lo é: X. - X . = h . en"Lão 
l+i l 

Cx - x ) Cx - x )(x - x) 

PCx) 
o 11y 

o :1 112 = yo + + + 
h o 

2! h2 
yo 

Cx -x )Cx - x) .. Cx - x ) 
o :1 n-:1 11n + yo 

n! hn 

X - X 

R 
o 

en"Lão polin6mio pode escri"Lo da f'orma: se = o ser 
h . 

R CR - 1) R CR-1) CR -2) 
= [p CR) v +R 11y + 

2! 
112 

yo + 
3! 

113 
yo + .. . Jo o 

n 

R CR - 1) 
+ ------------~--------------n! 

CR - n+1) 
= l e o 

p = O 

valor numérico de [F'CR) = PCx) 

ERRO DE TRUNCAMENTO DO POLINóMIO DE NEWTON COM DIFERENÇAS ASCENDENTES 

rp Cx) r'n+t>C() 
C n+1)! 

ECx) = ( E (x ; X ] 
o n 

com fX.x) = Cx - x )Cx - x) 
o :1 

Cx - x) 
n 

x - x 
o 

f'azendo R = ----~---- =+ Cx - x ) = R h e Cx - x . ) = CR - i) h 
h o l 

rp C x) = 4; C R) = R C R - 1 ) ( 
R ) hn+t 

n+1 

en"Lão a f'6rmula do er·r·o em f'unção de R será: 

E CR) ( R ) ~ n+1 
f:.n+i f" 

o 
ou 

i.. =o , n 

3.2.4 FORMULA DO POLINóMIO DE NEWTON COM DIFERENÇAS DIVIDIDAS 

Sejam os valores da f'unção y = f'Cx) dados a"Lravés dos 

pon"Los Cx ~ y_) 
l l 

equidis"Lan"Les. 

, i = O, n , onde os x não são necessar i amen"Le 
i.. 

PC x) = y + C x - x ) [ x • x J + C x -x ) C x - x ) [ x • x • x J + 
o o :1 o o :1 2 :1 o 

onde [ x , x 

+ Cx -x ) 
o 

n n - 1 

Cx - x ) [ x , x 
n- :1 n n- i 

• X ] o 

, x J é a dif'erença dividida de orden n 
o 
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ERRO DE TRUNCAMENTO 

E Cx) '{) Cx) f<n+1>c e) ( [x ) = E . X 
C n+1)! o 11 

com f{Á. x) = Cx - x ) Cx -x) Cx - x ) 
o 1 n 

11
n+1 

I 
ECx) ~ Cx - x ) Cx -x) Cx - x ) o 

= 
o 1 n C n+1)! hn+1 

= Cx - x )Cx - x) Cx - x ) [x X ,X • X ) pois 
o 1 n n+1 n 1 o 

[X. 
1 111<. I h e-Le . X. = para 

L+k L 
k! 

k i. 
n 

3.3 INTERPOLAÇÃO POLINOMIAL EM TABELAS 

Sejam dados os pon+~os C x • y
0

) • C x
1 

• y ) • . . . • C x • y ) 
· O 1 n n 

* e seja x o pon~o no qual pre~endemos Iazer a in~erpolação. 

En~ão: 

1 <? - Remunerar os pon~os de acordo com: 

(novo x ) 
o 

Cnovo x ) 
1 

2 <? - Com 

* = pon~o mais próximo d e x 

seguin~e pon~o mais próximo de 
..... 

os pon~os novos. calcule P ex···). 
1 

con~inue a~é ob~er a exa~idão desejada. 

3. 4 EXEMPLOS 

* x • e~c. e~c. 

..... * P C x···). P C x ) • 
2 3 

1 - A ~abel a abaixo fornece a demanda diária máxima de energia 

elé~rica em P.A .. Achar a da~a do pico máximo e o valor des~e pico. 

x Cda~a) 5 ou~ 15 ou~ 25 ou~ 4 nov 

y (demanda MW) 10 15 20 13 

X y 11y. 112 y 
\. \. 

113 y 
\. 

o 10 5 o - 12 

10 15 5 - 12 

20 20 - 7 

30 13 

PC x) = 1 0 + C x
1 0

- 0) *S+ _ c_x __ -_O_)_ C_x __ -_1_0_)_ •O - C x -0) c x -1 0) c x -20) *12 
2! 102 

3! 10
3 

PC x) = - 0. 002 3 
X +0.06 2 

X +0.1 X +10 

p•cx) = - 0.006 x 2 +0.12 x +0.1 o 
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P"C20 . 80) = - 0 . 1296 < O-+ 20.80 é o pon"Lo máximo, logo a da-La 

do pico máximo é en"L~e 25 e 26 de ou"Lubro e o valor do pico é : 

PC20.80) = 20.041 MW 

2 Dada a "Labela, calcular !CO. 0032) e es"Lima~ o erro de 

t,~uncamen"Lo do valor- calculado. 

X !Cx ) ~ 1 
L i. i. 

0.002 0.5543829800 9.5591618 

0.003 0.5639421418 9.5687257 

0.004 0 . 5735108675 9 . 5782992 

0.005 0.5830891669 

* X = 0.0032 X = 0.002 
o 

X 

X 

X 

10- 3 

10-3 

10-3 

R = 

~2 1 
L 

9.5639 X 10-6 

9.5735 X 10-6 

0.0032 -0.002 
0.001 

~3 1 
L 

9.6 X 10-9 

= 1.2 

Vamos aproxima~ f'(x) po~ um polinórnio de grau 2 pa~a podermos 

es"Lirnar o er-~o-

P co_ 0032) = o_ 5543829800 +1_ 2 C9_ 5591618 x 10-9
) + 

z 
+ _ 1_ . _2_ C....,1=:-__ 2_-_1 _ __ 0_)_ * C 9- 5639 * 1 O- 6) 

2! 

P co_ oo32) 
z 

0 . 5543829800 +0.11470994 X 10-~ +0.11476680 X 10- 5 

= 0.56585512 

E co _ oo32) ~ 
TR 

1 
3! R CR - 1) CR - 2) I * ~9 I = 

o 

1 -9 -
6
- c 1 _ 2) c o_ 2) c -o_ 8) c 9 _ 6 x 1 o ) 

E co_ 0032) ~ 3_ 072 x 10-w 
TR 

3 - Acha~ o polinómio in"Lerpolador de Newton que se aproxima da 

!unção que é dada pela "Labela de pon"Los: 

X y X . X. X. . - • X X . - • X 
L L i. L+i '- i.+Z '- i.+3 

1.5 2.30 0.6 0.2 0.2222 

1.8 2.48 0.7 0.3333 

2.0 2.62 0.8 

2.1 2.70 

P Cx) = 2.30 +Cx - 1.5)•C0.6) +Cx -1.5)•Cx -1.8) * C0.2) + 
3 

+ Cx -1_5)•Cx - 1.8)•Cx - 2.0)•C0.2222) 

P Cx) = 0.2222 x
3 

- 0.977660 x 2 +2.00646x +0.74012 
3 
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4 - Dada a função y = fCx) p e la t..abela 

X. 1. 00 1.10 1. 30 1.45 
L 

1. 175201 1.33 5647 1 . 698382 2.014272 

Calcular uma aproximação para fC1 . 25) pela fórmula de Lagrange. 

fC1 . 25) """ C1.25 - 1.1) C1.25 - 1.3) C1.25 - 1.45) 
c 1 - 1 . 1) c 1 - 1 . 3) c 1 - 1 . 45) • 1.175201 + 

+ (1.25 - 1) C1.25 - 1.3) C1.25 - 1.45) • 1.335647 
C1.1 - 1) C1.1 - 1.3) C1.1 - 1.45) 

+ (1.25 - 1) (1. 2 5 - 1.1) C1.25 - 1.45) • 1.698382 
C1.3 - 1) C1. 3 - 1.1) C1.3 - 1.45) 

+ (1.25 - 1) (1.25 - 1.1) (1.25 -1.30) • 2.014272 
C1.45 - 1) C1.45 - 1.1) C1.45 - 1.3) 

f c 1 . 25) ;: 1 . 601894 

+ 

+ 

= 

5 - Qual o limit..e superior do erro de t..runcament..o quando se 

int..erpola line arment..e em uma t..abela de fCx) = sen Cx) para 

fCx) - p Cx) I 
1. 

1 
~ -

2
- máx C x - x ) C x - x ) I 

o 1. 
x E tx ;x l 

o 1. 

Cx - x ) 2 

máx I C sen x) • • 
0 ~ X ~ Tl/2 

1. o 
máx I C x - x ) C x - x ) I = -----,

4
,.----- 1 • = 2. 9 • 10-4 radianos 

C x - x )
2 

1. o 
4 

o 1. 

= 2. 12 *' 10-
8 

Csen x)•• = -sen x máx I - s en x I = 1 
0 ~ X :$ Tl/2 

I f C x) -p/ x) 1 ~ + • 2. 12 • 1 o -8 
• 1 = 1 . 06 • 1 o -8 

6 - A função definida pela t..abela 

X I 1 . 9 2.0 2 . 1 2.2 2.3 

fCx) I - 1. 9 41 - 1 . 000 O . 061 1 . 248 2.567 

no int..ervalo C2 2 . 1); calculá- la. aproximando a 

polinômio d e 3 <? grau. 

95 
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!Cx) X X [ X [ , , J X [ 
~ , . 

O. 061 2.1 0.094250707 - 0.004450493 0.000487022 

. 000 2.0 0.088967972 - 0.005425511 

1.248 2.2 o. 09407:3377 

- 1.941 1.9 

par· a f · c x) =O 

X = 2.1 +0.094250707(0-0.061) - 0.004450493(0-0.061)(0+1) + 

+ 0.000487022 co -0 .061)(0 +1)(0 -1 .248) = 2.094559263 

7 A que lemper-a"Lur-a a água enlr·a em ebulição no Pico da 

Bandeira Cal"Lilude de 2890 mO, sabendo- se que o ponlo de ebulição 

da H O varia com a allilude, con!orme a labela abaixo: 
2 

al t..i lude C rrO ponlo de ebulição C çC) 

2600 

2700 

2800 

2900 

3000 

91.34 

91.01 

90.67 

90.34 

90.00 

8 - A !unção !Cx) = yf2/rr
1 

Resposta: 90. 37 çC 

2: 
- x /2 

e é t-abelada para x = O (0.125) 1 

Qual o limit..e superior· do el'r·o de lruncamenlo quando se inlerpola 

nes"La "Labela: 

a- 1 i near· men"Le 

b - por polinômio de 2 '? gr·au 

c - por· polinômio de 3 '? gr· au 

E = !C x) - p C x) = 
l"l 

1 
c n +1) ~ 

1 
C n +1) ~ 

0 ifCx) - p C x) I :S 
1 

máx 
j_ 2 

o :S 

máx I R CR - 1) I 1 
- 4-

R E [0; 11 

2 

f· ·c x) /2/rr 
-;r: / 2 = X e 

r·> ' • c x) = /2/rr 

Cx - x ) ... Cx - x) r<n+:t.>CÇ) = 
o n 

C R) C R - 1) 

IR CR - 1) I h2 máx lt·• •ex) 1 

R :S 1 o :S X 

f'' C x) = -~ (1 -x2) 

z 
- x / 2 

e r···cx) =o 

:S 1 

- x 
e 

2 
/2 



máx 1 f • • c x) I = I f • ' c 0) I = o. 8 
o :S )( :S 1 

I f ' ) c ) I < 
1 

* 
1 

* c O. 125) 
2

* c O. 8) = 1. 6 * 10-
3 

~x - p1 x - - 2- · - 4-

I f( x) -p C x) I :S 
2 

1 
-

6
- máx I R c R - 1) c R - 2) I * máx I f ' ' 'c x) I 

R E [ 0;2 3 x E C O; 1 3 

máx IR CR -1)CR -2) I = 0.385 
R E C0; 2 3 

f ' ' ' C x) = - / 2/rr 

IV I I f Cx) = - 2 /rr 

máx I t · ' ' ' C x) I = 1 . 6 
Y. E C0;13 

2 

C x 3 -3x) e-x / 2 

C - x
4 2 

+6x - 3) para 

I fCx) - p
2
Cx) I :S + CO. 385) C0.125)

3 
C1. 6) = 2. 00521 * 10-

4 

0.74 
2.33 

@] lfCx) -p
3
Cx) I :S 2~ máx IRCR - 1)CR -2)CR -3) I * h

4
* máx lf

1
vCx) I 

máx I RC R - 1) C R - 2) C R - 3) I = 1 
R E [ 0;.3 3 

lfCx) - p Cx) I :S 2.5 * 10-
5 

3 

9 - Dada a t abela de valores da integral elíptica 
y 

ECx ~ y) = J C1 - sen
2 

x sen
2 

t)
1

/
2 

dt 
o 

X 

y 
50<? 

52<? 

5 4<? 

50() 

0.8134 

0.8414 

0.8690 

54() 

0.8060 

0.8332 

0.8598 

58() 

0 . 7988 

0.8251 

0.8508 

x E C0;13 

Cal cular EC 52<? 51 <?) aproximando E C x, y) por um polinômio do 

2 o grau. 

Para X = 52<? e y = 50<? calcular EC 52<? 50<?) 

i X EC x • 50<?) 

o 50 0.8134 - 0.0074 0 . 0002 

1 54 0.8060 - 0.0072 

SI 58 0.7988 L. 

b.. E = E. - E 
L L+1 L 

R= Cx )/h 
52 -50 

0.5 - x = = 
o 4 

b..ZE = li.E - li.E 
i. i.+1 \. 

pCR) f +R li.E 
RCR - 1) 11.2E = * + * o o 2! o 
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pC0.5) = 0.8134 +0.5 C- 0.0074) + 0 · 5 C0. 5 - i) •C0.0002) 
? c..... 

E C 52<? 

para 

R 

i 

o 
1 

2 

= 

X 

50 

54 

58 

X 

X 

500 ~ pC0.5) = 0.8096750 ~ 0.8097 

= 52<? e y 

- x 
52 o -= h 4 

ECx 52<?) 

0.8414 

0.8332 

O. 8251 

= 52<? calcular EC 52<? • 

50 = 0.5 

h. E 
t. 

-0 .0082 0.0001 

- 0.0081 

52<?) = ? 

EC52<?; 520 ~ pC0.5) = 0.8414 +0.5 C-0.0082) + 0 · 5 C~ - 5 - i) C0.0001) 

= 0 . 8372875 ~ 0.8373 

para 

EC 52<? 

x = 52<? e y = 54<? calcular um valor aproximado para 

R = 0.5 

i 

o 
1 

2 

X 

50 

54 

58 

54<?) 

EC X • 54<?) 

0.8690 

0 . 8598 

0.8508 

h. E. 
t. 

- 0.0092 0.0002 

- 0.0090 

pCR) = pC0.5) = 0.8690 +0.5 C- 0.0092) +C0.5)C - 0.25)C0.0002) 

pC0.5) = 0.864375 

EC 52<? , 54<?) ~ O. 8644 

Finalmen~e podemos calcular EC52<? 51 <?) 

y - yo 51 - 50 
R = = 0.5 

h 2 

i y EC 52<? y) h. E Az E 
i. t. 

o 50 0.8097 0.0276 - 0.0005 

1 52 0.8373 0.0271 

2 54 0.8644 

PC51) = pC0.5) = 0.8097 +0.5 C0.0276) +C0.5) 

en~ão EC 52<? 

= 0 .82356250 ~ 0.8236 

51 <?) = O. 8236 
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3.5 EXERC1CIOS 

1 - A velocidade do som na água varia com a ~empera~ura_ Usando 

os valores da tabela abaixo. de~erminar o valor aproximado da 

velocidade do som na água a 1009C 

t-emper-a~ ur a( 9C) velocidade Cm/s) 

86.0 1.552 

93.3 1 . 548 

98.9 1.544 

104.4 1.538 

110. o 1.532 

2 - Uma esfera de superfície conhecida e coeficien~e de absorção 
o 

0.7 foi man~ida a ~empera~ura de 600 K Foi calculada a energia 

i r r adiada de acordo com o t-empo de i r radiação. obedecendo a 

t-abela a seguir: 

Energia irradiada CJ) ~empo de irradiação Cs) 

71 . 72 X 

94.72 X 

118. 40 X 

142.08 X 

165.76 X 

189_ 44 X 

10
3 

10
3 

10
3 

10
3 

10
3 

10
3 

600 

800 

1000 

1200 

1400 

1600 

Pede-se ob~er a possi vel energia i r r adiada quando a i r radiação 

a~ingir o ~empo de 25 minut-os. 

3 - Uma hidroelé~rica ~em capacidade máxima de 60 MW • a qual é 

de~erminada por 3 geradores de respect-ivament-e 30 MW • 15 MW e 15 

MW _ A demanda de energia varia num ciclo de 24 horas. e é em 

função dela que o engenheiro operacional dis~ribui a ~arefa dos 

geradores. Sabe-se que a demanda minima ocorre en~re ih e 5h da 

manhã e a demanda máxima ocorre en~re 13 e 17 horas da ~arde. 

Pede-se achar a par~ir dos dados abaixo. essas demandas máxima e 

mini ma. 

hora 2 3 4 5 

d emanda CMW) 16.4 15.2 14. g 16. o 

Observações: 

1 - Seja i n~er polar f-c x) sobre X 
o 

99 

13 

28.0 

X 
1 

14 15 

36.5 41. o 

.. - ,. X 

16 17 

34.0 31.2 

Cn +1) pon~os 



distintos igualmente espaçados. 

Mostra-se que tp Cx) = Cx - x )(x - x) .. . Cx -x ) assume seu módulo 
o 1 n 

máximo num dos inter· valos C x , x ) ou C x , x ) 
o 1 n - 1 n 

Re:ferênci a: 

RICE, J. R. Numerical Methods, So:ftware, and Analysis. IMSL 

Re:ference Edition McGraw- Hill, 1983. 

Assim se f"ormos usar· K + 1 pontos de interpolação, K ~ n, e 

se tivermos possibilidade de escolha destes pontos. dado x, 

devemos escolher 

central possível 

X • o 
em 

""' ~ . 1 

[x 
o 

X ] 
k 

x de tal 
k 
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CAPITULO 4 

DERIVAÇÃO NUM~RICA 

4..1 INTRODUÇÃO 

A idéia básica da derivação numérica é exLremamenle 

simples. Por exemplo, se lemos um conjunlo de valores 

C x. , f( x.)) , i = O. n , det.er mina mos o poli nómi o i nler pol ador pC x) 
L L 

que passa por esles pontos. Derivamos, enlão, esle polinómio 

par a obter· mos p .. C x) • cujo v alo r • par a qual quer 

considerado uma aproximação para f'Cx). 

X dado, é 

No a derivação numérica é um processo 

i nst.ável, e não podemos, normal me11t.e, esperar grande 

exalidão , mesmo que os dados originais sejam baslanle exalas. Po1~ 

exemplo, num ponlo não label ado, a declividade do poli nómi o 

i nlerpol ador pode ser· mui lo diferenle da declividade da 

verdadeira função t ·Cx). Além disso, os valores de f(x) nos pont.os 

inter·pola.dos, ser·ão norraalmente incorret-os em virlude dos erros 

de arredondamen+~o e outr·os. 

X 
L 

X 
o 

X 
:1 

X 
2 

X 
n 

fCx) = f. 
L \. 

fCx) 
o 

fCx) 
:1 

fCx) 
2 

fCx) 
n 

4..2 ERRO DE TRUNCAMENTO NA DERIVAÇÃO NUM~RICA 

Çlr.) 

Vamos t·azel~ um es+~udo sobr· e o er·r·o que resulta da der· i vação do 

polinómio i nler·pol ador 

Cx , f ) , Cx , f), 
o o :1 :1 

pCx), 

,ex , f). 
n n 

que passa 

O erro do polinómio interpolador é dado por: 

1 E Cx) = f(x) -p Cx) = 
n C n +1)! 

caril f{~( x) = C x x ) . Cx 
o 

X) • 
:1 

.ex X). 
n 

pelos pont.os 

e ( = (Cx) é 

uma t·unção desconhecida de x . 

eslimaliva de erro é r equerida 

t depende do ponlo x no qual a 

:f • C x) - P' C x) 
n 

1 
Cn+1)! 

par a x = x. • C i = O , 1 , 
\. 

n ) 
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1 • Cx) 
\. 

p ·ex) 
1.. 

- p• C x.) = 
n 1.. 

n 

=lT ,...., 
.__, .... _ 

1.. 
1. -o 
. - j~i. 

1 
C n+1) ~ 

- x .) 
J 

. rp •ex) 
1.. 

4.3 FORMULAS DE DERIVAÇÃO NUM~RICA 

4.3.1 FORMULAS BASEADAS EM DIFERENÇAS ASCENDENTES 

Vamos supor- agor-a que os pontos x. C i 
1.. 

= o. 1 • 

( E 

n) 

X 
o 

X ] 
n 

estejam 

igualmente espaçados com x. - x = h 
l-Ti 1.. 

Consider-ando R = Cx - x )/h 
o 

podemos obter· uma apr-oximação par-a f"C x) utilizando a t·ór-mul a do 

polinôrruo de Ne~on com direr-enças ascendentes. Então: 

!C x) ~ P C R) = 1 +R 1:,. 1 
n O o 

RCR -1) 
+ --=-:---

2~ 

1) CÁLCULO DE t· • C x) 1> quando f C x) "" 

se n = 1 • temos 

f"Cx) "' pi CR) = 1 +Rt:,. 1 
o o 

P Cx) 
1 

1 •ex ) "' _ d_ cr +Rt:,. 1 )I d 
- = ~C10 o dx o o x = x 

o 

X - x 
Como R 

o = h 

I 
1:11 1 -I 

r•cx ) 
o 1 o 

ECx ) :::::: = e 
o h h o 

CÁLCULO DO ERRO 

+ 

+Rt:,. 

dR 
dx 

= 

ECx ) = 1 rp•cx ) I<nH >C() --> ECx ) = 
o Cn+1)! o o 

p C x ) C x - x ) C x - x ) 
o 1 

p • C x) = C x - x ) + C x -x ) 
o 1 

<{J • (X ) = (X -x ) = - h 
o o 1 

+RCR - 1) ... CR - n+1)t:,.nf" 
n! o 

1 ) ~) 
o dx R=O 

1 = -h-

- h 
f • • C() !TI 2 

1 
2! 

então ECx ) 
1 

c - h) I • • C() 
- h 

I • • C() = -2- = o 2 
2) CÁLCULO DE f"Cx) 

[ 1 • Cx ) d 
1 :::::: d)( o o 

1 • Cx ) 1 [ .6. :::::: - h-o 

1 - I 
1 o = h 

1 = 2h 

1 

QUANDO 

+R.ó. 

+ 
o 

I 
o 

2R 

-2f 
o 

fCx) "" p Cx) z 

+ 
RCR 

- 1 
2 

-r 
2 

- 1) 
2 

.6.2 1 

- 21 
1 

+2I 
1 

102 

o 

.6.2 
f o ] 

] 
R = O 

+f 
o 

-I 
o 

] = 

J 

R o 

= 



1 

( - 31 o +41 1 -12 J 

E = 1 
3! 

rp•cx) r• ··c() 
o 

rp ( x) = C X - X ) *( X - X ) *C X 
o 1 

rp ·ex ) = Cx - x) * Cx - x) 
o o 1 o 2 

- X) 
2 

= 2h
2 

E = 

f'órmulas para se obt-erem as apr-oximações às der i v a das de ordem 

mais elevada de !Cx) podem ser obt-idas duma maneira similar. 

3) CÁLCULO DE DERIVADAS DE ORDENS MAIS ELEVADA 

r• ·ex ) ~ 
o 

r'' 'Cx ) ~ 
o 

l:J.z 1 

hz 

./::,.3 

h3 

o 

1 

1 
2 

= 

1 
o 3 

= 

- 21 +r 
1 o 

E e 
hz 

- 31 +31 -r 
z 1 o 

e 
h3 

= 

4.3.2 FORMULAS BASEADAS EM DIFERENÇAS CENTRAIS 

- h 1 • • • C() 

E = - c h 1
xv C() 

Caso !orem conhecidos valores da !unção !Cx), ou se 

puder-mos calculá- los à direit-a e à esquerda de X 
o 

poderemos 

es-tabelecer 16rmulas de deri v ação baseadas em di!erenças 

cent-rais, as quais são mais exat-as que as baseadas em di!erenças 

ascendent-es. 

Vamos usar a f"órmula de Taylor para calcular f'(x) nos 

pon"los C x . - h) • C x.) , C x . +h) 
L L L 

f'Cx 
i. 

hz 
- h) = !C X.) - h I • c X.) + -:::::-:-- I •• c XL. ) 

L L 2! 

hz 
f' C X +h) = !C X ) +h I. c X ) + ---::::::-:-- I •• c X ) 

1. 1. L 2! i. 

r E Cx. - h 
• 1 1. 

x) r E Cx. ~ X +h) . z 1. 1. 

I. c X.) = 
1. 

L 

!C xi. +h) - f( xi. - h) 

2h 

+ 

Se 1 • • • C x) é cont.í nua no i nt.er-v.al o [x - h; x +h] 
1. L 

exi s"le um pont-o 

nest-e int-ervalo para o qual !'''(() 

Ent-ão t.eremos: 

= (r • • • c r ) +r • • • c r ) J / 2 . 'i • z 

!'Cx) ~ 
L 

!C X. +h) - !C X . -h) 
L 1. 

2h 
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A íórmula ~ é, por+~an"Lo mais exa"La que a [IJ para h pequeno, 

e urna vez que ela não envolve. em geral mais "Lrabal ho que QJ, 
deve ser preíerida quando puder ser usada . 

CÁLCULO DE DERIVADAS DE ORDEM MAIS ELEVADA 

f"( X ) - 2f"C X.) + í( x. ) 
~+1 L L- 1 

f"' ' (X.) ~ --- ----------
L 

f" 
1 

- 2f" +f" 
o -1 

4.4 EXEMPLO 

com 

A par"Lir dos valor es abaixo, calcular f" ' C1.4) usando 

as expressões ITJ , 0 e 0 . Comparar os r esul "Lados ob"Li dos com 

o valor corre-Lo: f"'C1.4) cos hC1. 4) 2.1509 

X 1. 2 1. 3 1.4 1.5 1. 6 

f"Cx) 1.5095 1.6984 1.9043 2.1293 2.3756 

X íCx) = senh Cx) f" • C x) = c os h Cx) 

1.2 1.5095 1.810655568 
X -x 

1 .3 1. 6984 1 . 97091 4231 f" C x) = senh X = 
1. 4 1.9043 2.150898466 

1. 5 2.1293 2.352409615 f"'(x) = c os h X = 
1. 6 2.3756 2.577464471 

í" -f" 
-Cálculo de f"'C1.4) pela f" ór mul a [I] f" • C x ) ~ _ 1.___,,.----

0
-

o h 
f"( 1 . 5) -f"( 1 . 4) 

f" • c 1 . 4) ~ -----=----:-----
0. 1 

= 2.1293 - 1.9043 = 2 2500 
O. 1 . 

e -e 
2 

X -x 
e +e 

2 

E = - h í • • C () < .2..:.!_ * máx I í • • C x) I = O. 05 x 2. 1 293 = 
2 - 2 X E (1. 4 ; 1. !S] 

= 0 .1 06465 

- Cálculo 

f". c 1. 4) ~ 

de í'C1. 4) pela íórmula 0 n = 2 Cpol. do 2<? gra.u ) 

--
1
-- ( -3f"C1 . 4) +4íC1.5) - íC1 . 6)) = 2.143500 0.2 

O. 01 
3 

* 2.577464471 = 0.00859153 

- Cálculo de í'C1. 4) pela f"órmula @] com dif"erenças cen"Lrais. 

X = 1. 3 
- 1 

X = 1. 5 
1. 

f·cx) -f"Cx ) 

X = 1 . 4 
o 

f" > C X ) ~ ---1--;::,.,.-----1 __ 
o 2h - > f"'C1. 4) ~ 

E< 
0 5°1 * 2.3524 = 0.0039207 

104 

Ut'RGS 
SISTEMA DE BIBLIOTECAS 

2.1293 -1.6984 
2 X O. 1 

--lOTECA SET!lRIAL DE ••t-n:MATICA 

= 2.1545 



CAPÍTULO !5 

AJUSTAMENTO DE EQUAÇOES 

5.1 INTRODUÇÃO 

o ajustamento é uma técnica de aproximação. 

Conhecendo-se dados: experimentais: C x • y ) • C x • y ) • C x • y ) 
O o :1 :1 n n 

deseja-se obter a lei y = 1Cx) relacionando x com y 

} · . . - - - - - - -

Devi do aos: erros: experimentais nos C n +1) pares. C x . • y _) • 
\. \. 

i =0----:-r:l teremos em geral !C x ) + c ; !C x ) 
:1 :l 2 

+ c 

i s:to é. é i mpos:s:i. vel calcular exatamente a !unção !C x). Por 

isso. em vez de procurarmos: a !unção tal que passa por cada 

um dos: pontos experimentais. calcularemos a !unção que melhor se 

ajusta aos pontos dados:. O ajustamento traduz um comportamento 

médio. 

- Para ajustar uma tabela de dados a uma funç~o devemos: 

1 Ç> Determinar o tipo de curva a que se ajustam os: valores: 

tabulados. 

2ç:> - Calcular os: parâmetros: da curva 

5. 2 ESCOLHA DA FUNÇÃO DE AJUSTAMENTO 

[D- RETA y = 1Cx) = ax +a 
:1 o 

Dada a tabela Cx. 
\. 

acréscimo a X então ll.y será o 

v + ll.y = a +a C x +ll.x ) 
J o :1 

Subtraindo IIJ de@] teremos: 

fly = 3. L>:: --> a = 
ll.y 

:1 :1 ll.x 

Corresponder á à reta quando o 

quase constante para todos: os: 

c te. então y = a +a x 
o :1 

tabela onde ll.x. = X -x 
L i+:l i 

Observação: Se os Cx. i 
L 

[D 
y_) 

L 
i o. n se ll.x é um 

acréscimo a y • e 

y +ll.y - y = a 
o 

+a x +a ll.x 
:1 :1 

C a 
o 

+a x) 
:1 

quociente 

pontos: da 

será uma 

ll.y / ll.x 1or constante ou 
ll.y_ 

.. b l . .. ' \. '"'a e a 1. s .... o e : - A-- ~ 
uX. 

\. 

boa representação da 

e ll.y_ = yi.H -y_ 
\. \. 

= o. n ) dados na tabela !orem 
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equidisLanLes usa-se diferenças finiLas ou ordinárias, caso 

conLrário usa-se diferenças divididas. 

[?]- PARÁBOLA y = a +a x +a x 2 --> função de aj usLamenLo 
o 1 z 

Procedendo da mesma forma anLerior Ler·emos: 
z Se h. y ~ eLe. OU f [X. 

t.+Z 
X. 

l+1 
x J ~ eLe 

i.. 
enLão a Labulação 

dada se aproxima de uma parábola. 

Exemplo: 

X. 
\. 

y 
\. 

by. 
\. 

(X. 
t+Z 

X.] 
l 

-3 -0.71 0.70 

0.52 

O. 31 

-0 . 18 -0.09 z 
by. ~eLe .• logo 

L 
-2 -0.01 -0.21 -0.105 a ~abela se ajus~a 
-1 

o 
1 

O. 51 

0.82 0.06 

0.88 -0.13 

2 O. 75 -0.33 

3 0.42 

-0.25 

-0.19 

-0.20 

@] - FUNÇÃO EXPONENCIAL 

-0.125 

-0.095 

-0.100 

b
)( 

y = a 

a uma par .ábol a. 

Seja y = a bx aplicando logariLmo ~emas: 

log y = log a + x 1 og b e fazendo 1 og y = y 
i 

log a = a 
o 

log b = 
en~ão by. 

l 

ai ob~emos y
1 

= a
0 

/ bxi.. = h. 1 og y i.. 

+a x --> equação de uma re~a 
i 

/ bx ~ eLe. 
i.. 

indica 

dada se ajus~a a uma 

@] - FUNÇÃO POTf:NCI A 

equação exponencial do ~ipo 

y = a xp 

que a 

y = a bx 

Seja y = a xp aplica-se logariLmo e Lemos: 

~abela 

log y = log a + p log x e fazendo log y = y • log a = a • log x = x 
1 o 1 

obLemos y
1 

= a +a x 
o 1 1 

p = ai 

EnLão, se h. log yi.. / h. log xi.. ~ c~e. --> y = a xp é uma boa 

represenLação da Labela: 

X 
i.. Y. 

l 
log y. 

l 

(§] - FUNÇÃO HI PERBOLI CA 

h. 1/yi.. 

h. X 
i.. 

~ c~e. 

h. 1 og y. h. 1 og x . 

y 

l l 

1 
=-----

X 

a +a x 
o 1 

ou 

h. log 

1 
y 

X @] - AJUSTAMENTO POR Y = -a--+-a_x_ ou ---a 
y o 

h..C X. /y.) 
\. \. 

h. X. 
l 

o 1 

"""'ct...e. 
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a +a x 
o 1 

+a x 
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[!]- AJUSTAMENTO POR 
1 1 

y = ou a 
2. y o 

a +a x +a x 
o 1 2 

..t..v -.i.y 
tabela ajusta parábola - i.+1 L 

urna se a uma se 
X -x 

i.+Z L 

então, r-elaconando com a equação m temos: 

..:!:.1/ y_ - .dJ. 1/y. 
L+1 L 

""' eLe . obs: ..t.. : di~erença dividida 

@]- AJUSTAMENTO POR 

..t.. ln y. -.dJ. ln Y. 

2 
bx +ex 

y = a e 

L+1 L 
""' eLe. 

x. -x 
t.+2 i. 

CRITÉRIOS DE ESCOLHA 

ou ln y = ln a +bx 

a) Pelo desvio relativo em relação a média: 

+a x +a x 
i. 2. 

c te_ 

z 
+ex 

Seja m. 
\. 

os valores de uma determinada coluna que se 
n 

deseja analisar 1 
.Imi. onde é número de e _ m = n o n 
t.=1 -

termos da coluna. m é a média; calcula-se máx lm. 
\. 

-m I / I m = 
e escolhe-se a ~unção para qual t é minimo. 

2 

t 

b) Pelo coe~iciente de variação da amostra: 
D = I _;:l:::::..__c_m_i._ -::--m- ) z I 

n -1 
/ m 

escolhe- se a ~unção para qual D é minimo. 

* Obs: Muitas vezes observa- se que para uma dada tabela a ~unção 

que melhor se ajusta pelo c r i tér i o dos Mini mos quadrados não 

c oi nci de com a indicada por um dos c r i tér i os acima. por- isso 

vamos considerar a melhor ~unção de ajuste aquela em que a soma 

dos minimos quadrados ~or menor. 

5.3 DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS DA CURVA 

CRI TE:RI O DOS M1 NI MOS QUADRADOS 

Seja y = a o 
+a x +a x 2 

1 2 
+ + a xp 

p 
a função de 

ajustamento. Dada uma tabela com n+1 pontos Cx y). 

denominamos residuo a dif-erença entr-e o valor-

equação de ajustamento e o valor tabulado de y_ 
L 

Y _ - y . = 6 • i = O. 1 • • n 
\. L L 

O critério dos minimos quadrados es+.abelece que: 

.2 
L = O 

CY 
i. 

2 -y_) 
\. 

= \.' 
.L é/ = minimo 

L 
L = O 
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Seja F 

n 

= ' .L 
L=O 

CY 
i. 

-v )2 
J • • 

L 
para F ter 

que 
â F 
â a 

o 
= o â F 

a-a = o .. . . . â F 
â a 

p :l 

1 AJUSTE POLINOMIAL 

A !unção de ajustamento é 

y = a +a X +a x 
2 + + a xp 

o :l 2 p 
y = t ·cx • a . a ,a ) 

o :l p 

AJUSTAMENTO A UMA RETA 

seu valor mini mo , é preciso 

o 

dada por 

A !unção de ajustamento terá a 1orma Y = a +a x • pois 
o :l 

p = 1 ou para i = o. n Y. a 
o 

+a x 
:l i. 

pelo critério dos 
L 

Minimos ~adrados devemos ter: 
n n 

F =_2 CY 
i. 

-y.)
2 = . ' Ca +a x. '- .L o :t '

t.=o 

-y_) 2 = minimo 
1. 

L=O 

Sendo [!] uma equação de duas v ar i á vei s • a 
o 

e a 
1 

valor de F será obtido através de : 

n 

2 (a 
o 

+a x 
:l i. 

-y_) 
L 

e !armamos o sistema: 

e 

n 

2 .l 
L= O 

n 

2 .2 
t.=O 

C a 
o 

C a 
o 

+a x 
1 i. 

+a x 
1 i. 

1inalmente 

Cn +1) a + a 
o 

n 

.L a X. +a 
o 1. 1 

L= O 

-y.) = o 
1. 

-y.)x. = O 
L L 

n 

.L X. = 
1 L 

t.=O 

n n 

i.t:Q 

2 

i. to X = i. 

= O e 

ou 

n 

.L Y. 
1. 

t.=O 

X . Y. 
1. L 

â F 
aa 

o 

n 

.2 
t.=O 

n 

â F = o . = o · aa 
n 

2 .2 
t.=O 

n 

y. = '\' '- .L 
t. =O 

n 

1 

(a 
o 

a 
o 

+a x 
1 i. 

n 

x .y. 
1. L 

= '\' 
.L a x . 

0 L 
L=O 

o menor 

assim • 

- y. )X.= 

a x. 
1 1. 

n 

1. 1. 

2 
a x. 

:l 1. 

Resolvendo-se este último sistema linear são obtidos os 

valores de a 
o 

e a 
1 

ajustamento: Y = a +a x 
o :l 

e assim determina-se a equação de 
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AJUSTAMENTO A UMA PARÁBOLA 

A equação de ajus~amen~o é dado por: Y 

pelo crí~érío dos Mini mos 
n 

F = .L 
t. = O 

CY 
i. 

en~ão 

Resolvendo 

- " 12 
J-~ 

t 

â F 
â a 

o 

= 

= 

n 

.L Cao 
t = O 

â F 
aa 

1 

@] ob~emos 

Quadrados: 

2 2 
+a x. +a x . - y) 

1 t 2 t t 

â F 
aa 

2 

o 

' y. = Cn +1) a +a \ x L t o 1 L i. 
+a 

2 

= Mini mo 

2 a +a x +a x e 
o 1 2 

2 
l 

= 2 
=2 

para i = o. n 

2 
X 

i. 
Y. 

t 

Resolve ndo es~e sis~ema linear ob~ém-se os valores de a • a. a. 
o 1 2 

Exe mplo 1 - Dada a ~abel a C x . 
t 

y _) i = O. 5 • achar a equação 
\. 

da re~a que se ajus~a u s ando o mé~odo dos Minimos Quadrados. 

X. Y . 
t t 

o 2 

1 3 

2 5 

3 5 

4 5.5 

~ 8.0 

15 28.5 

}: yi. = Cn +1) 

L x .y. 
l. t 

a 
o 

x.y. 
t t 

o 
3 

10 

15 

22 

40 

90 

2 
X 

i. 

o 
1 

4 

9 

16 

25 

55 

y CY - y.) 
i. i. t 

2 

' 
2. 07142857· 0 . 005102041 

3.142857143 0.020408163 

4.21428571 0.617346946 

5.2857143 

6.3571429 

7.4285714 

{ 

6a 

15a 

0 

o 

0.081632661 

0.698418375 

0.326530614 

1.785714407 

+15a 
1 

+55 a 
1 

= 28.5 

= 90.0 

a = 2.071428572 
o a = 1 . 071 428571 

1 

Y = 2.071428572 +1.071428571x 
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Exemplo 2 - Ache a e xpressão do polinómio de 2<? grau que se ajust-a 

aos dados abaixo . 
2 2 3 

y 
~. v xi.yi. X X Y. X. X. 

\. J i. i. \. \. \. 

2 - 0 . 01 0 . 02 4 - 0.04 - 8 16 

1 O. 51 - 0.51 1 O. 51 -1 1 

o 0 . 82 o o o o o 
1 0.88 0.88 1 0.88 1 1 

2 O. 81 1. 62 4 3.24 8 16 

3 0.49 1. 47 9 4.41 27 81 

3 3.5 3.48 19 9.0 27 115 

{ 
6a +3a +19a = 3.5 

o 1 2 

3a +19a +27a = 3.48 o 1 2 

19a +27a +11 5 a = 9.00 
o 1 2 

y Cx) = - 0. 1 0 2 14285 7x2 +0.201x +0.806285714 

AJUSTAMENTO A UM POLINôMIO DE GRAU p 

y 2 a xp < = a +a x +a x + + p n o 1 2 p 
Usando o raciocino ant-erior t-emos o sist-ema: 

Cn +1) 2 2 2 l 3 l xp l X X X a y. i. i. i. \. o \. 

2 l 2 l 3 2 4 2 p+:l 2 X. "V X X. X a = "V " ~. .......... . .J . 
\. \. i. \. i. 1 \. \. 

.... . ......... - .. . . .. .. . .. . .......... 

2 xp 2 p+:l 2 2P a 2 x~y. xi. . . . . ...... X . p 
\. \. \. \. 

i. = o • n 
2 - AJUSTE NÃO LINEAR NOS PARÂMETROS 

CASOS REDUTlVEIS AO LINEAR OU PARABóLICO POR MUDANÇA DE VARIÁVEIS 

AJUSTE POR FUNÇÃO EXPONENCIAL: a b
x 

y = 
Aplica - se log ou ln (l o garit-mo decimal ou neperiano) na equação 

a c ima, ln y = ln a + X ln b 
L__j L__j 

v = a + X a 
J 1 o 1 

n n 

Cn +1)ln a +2 xi. ln b =.1: ln Y. 
\. 

t. = O t. = O 

e acha - se a e a n n n o 1 

. 2 X ln a + 2 x2 ln b = 2 X . ln Y . 
\. . \. . \. \. 

: O t.=O t. = O 
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en"lão ln - > a. O 
a = a a = e 

o 

ln b - > b 
a. i 

a = = e 
1 

Exemplo: Aj us"lar os dados abaixo 

"lipo 

X 

o 
1 

1 

2 

2 

3 

3 

4 

i. 

o 
.5 

.O 

.5 

.O 

.5 

.O 

.5 

.O 

18 

a 
o 

a 
o 

X 
y = a b 

yi. ln y. 
\. 

3 1. 09861 

4 1.38629 

6 1. 79176 

9 2.19722 

12 2.48491 

17 2.83321 

24 3.17805 

33 3.49651 

48 3.87120 

22.3378 

X. ln y, 
\. \. 

o 
0.693145 

1.79176 

3.29583 

4.96982 

7.08303 

9.53415 

12.2378 

15.4848 

55.0903 

+18 a 
1 

= 22.3378 

+51 a 
t 

= 55.0903 

2 
X i. 

o 
0.25 

1 

2.25 

4 

6.25 

9 

12.25 

16 

51 

a uma !unção exponencial do 

y CY - y,) 
\. i. \. 

2 

2.98422 0.000249008 

4.222803110 0.049641226 

5.97542917 0.000602559 

8.455529808 0.296447790 

11. 96494815 0.001228632 

16 . 93093011 0.004770650 

23.95801392 0.001762831 

33.90164789 0.812968918 

47.97232917 0.000765675 

1 . 1 68440320 

Resolvendo-se o sis"lema linear ob"lém-se a = 0.69432 -> 
t 

Y = 2.98422 C2.00235)x 

AJUSTE POR FUNÇÃO POT~NCIA: y = a 

linearizando a !unção . "lemos: 

b = ea.t = 2.002347015 

a = 1 . 093337778 --> 
o 

a= ea.o = 2.984218125 

b 
X 

ln y = ln a +b ln X Resolve-se o sis"lema de equações lineares 

e acha - se a o 
ln y = yt 
ln a = a 

o 

b = a 
t 

ln X = X 
t 

e a 
t n 

rn +.I +1) ln a ln 
\.=0 

i 
n 

ln X ln a+l i. 
\. =0 

en"lão ln a = a 
o - > 

111 

c 

n 

X 
i. b =.I 

\. = 0 

ln X. 
)2 

\. 

a. O 
a = e 

b a 
1 

ln y , 
\. 

n 

b = .l 
\. = 0 

ln X 
i. 

ln y , 
\. 



Exerci cio: 

Os dados abaixo dão a duração de uma broca em !unção da 

velocidade de cort.e. 

v (m/~) I 100 

I 
120 

I 
150 

I 
180 DUR = 

79 28 7.9 2.8 D Cseg . ) 

Pede-se f'aze r uma tabela de D = DCv) para 

AJUSTAMENTO POR FUNÇÃO HIPERBúLICA: Y = 

line ariza ndo • 

1/y = a 
o 

AJUSTAMENTO 

+a x 
1 

POR 

Cn 

FUNÇÃO 

+1) a + 
o 

n 

.I x . a 
L o 

L = O 

DO TIPO: 

n 

a .l X. 1 L 
L = O 

n 

.2 2 +a X 
1 i.. 

L = O 

y = a 
o 

n 

b 
a v 

v = 100 

1 
a +a x 

o 1 

n 

= .l 
t. = O 

n 

1 

= .2 x/ 
L 

L = O 

X 

+a X 1 
n 

C10) 180 

/y, 
L 

y, 
L 

Cn +1) a + a .l X = i..~o X. / y , 
o 1 i.. L L 

L = O 

y.Jy n n n = a +a X 
o 1 .I i..~o 

2 .2 2 x.a +a X = X. ,/ yi.. L o 1 i. L 
L = O L = O 

AJUSTAMENTO POR FUNÇÃO DO TIPO: Y= 1 
z a +a X +a x 

o 1 2 

Cn +1)a 2 2 z 
21/yi.. +a X. +a X = 

o 1 L 2 L 

2 2 2 2 3 a X. +a X. +a X. = 2x./y. 
1/y 2 o L 1 L 2 L L L = a +a X +a X 

o 1 2 

2 2 2 3 2 4 = 2 >Ç2 /y a X +a X +a X 
o L 1 i. 2 i. L L 

i. = O,n 

2 

AJUSTAMENTO POR FUNÇÃO DO TIPO: y bx -t ex = a e 

Cn +1)ln +b l +c l z =2 ln y . bx 
z a X X 

y +ex i. i. L = a e 

ln ln +bx z 
ln 2 +b 2 2 2 3 =2 ln y = a +ex a X . X +c X X. 

L L L \. 

L..J L__j 2 
y1 a +bx +e x 

o 
ln l 2 

+b l 3 l 4 =2 2 a X. X. +c X . X ln 
L \. \. i. 

ln - > a. O a = a a e 
o 
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5.4 PROBLEMAS SOBRE AJUSTAMENTO DE CURVAS 

1- A t-abela abaixo :fornece uma relação ent-re a t-emperat-ura de 

ebulição da água e a pressão baromét-rica. 

Cmm de Hg ) 680 690 7 0 0 7 1 0 7 20 7 30 7 40 7 80 

c <?c) 96.92 97.32 97.71 98.11 98.49 98.88 99.26 100.73 

achar a equação da :função que melhor se ajust-a aos dados acima 

pelo crit-ério dos minimos quadrados. 

2- A t-abela abaixo :fornece uma relação ent-re a resist-ência à 

t-ração do aço em :função da t-emperat-ura: 

t., c <?C) 250 330 412 485 617 

2 
a CKg/cm) 5720 5260 4450 2780 1500 

3- Os dados abaixo. re:ferem-se a variação do coe:ficient-e de 

at-rit-o ent-re a roda e o t-rilho seco com a velocidade. 

v CKm/h) o 10 . 20 30 40 60 70 

~ 0.450 0.313 0.250 0.215 0.192 0.164 0.154 

~al será o coe:ficient-e de at-rit-o quando a velocidade :for de 100 Km/h? 

4- Viscosidade n do óleo em :função da t-emperat-ura t9 

t-9 7.5 10.9 14.0 15.0 16. o 18. o 21. o 
" 1.409 1. 276 1.175 1.148 1.121 1.069 0.990 

Achar a :função de ajustamento . 

5- Veri:ficar qual 

t-abela dada: 

das duas funções Y 
1 

ou y 
2 

melhor se ajust-a à 

Y = 0.015619 - 0.0001523x 
~ 

X . 20 40 60 

Y = 0.017054 C0 . 98028)x 
2 

80 100 

0.01310 0.00654 0.00459 0.00341 0.00263 

6 - A intensidade de radiação de uma :fonte radioat-iva é dada por: 

I = I o 
-Dtt 

e Determinar 

expe rimentais. 

L I 0.2 0.3 0.4 

I 3.16 2.38 1. 75 

I 
o 

0.5 

1. 34 

e Ot 

0.6 

1. 00 
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o 
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CAPÍTULO 6 

INTEGRAÇÃO NUM~RICA 

5.1 INTRODUÇÃO 

Obje~ivo: Calcular a J: í(x)dx • onde a !unção integrando íCx) ou 

é conheci da por sua expressão anal i li c a ou por uma label a de 

valores C x . ; íC x.)) , i = O, n 
L L 

OBS: Quadratura: í é !unção de uma única variável 

Cubalura: - f é !unção de mais de uma variável 

TIPOS DE INTEGRAIS DE UMA VARIÁVEL 

Geometricamente ~ íCx)dx = 

Dependendo da íorma desta 

I nlegr ais. 

1- In~egrais Próprias 

área do gráíico com relação ao eixo ox 

área, temos os diíerent..es lipos de 

2- Int..egrais Impróprias de 1~ Espécie 

3- Integrais Impróprias de 2 ~ Espécie 4- Inlegrais Impr. de 3 ~ Esp. 

Idéia básica dos algorit..mos de Quadrat..ura 

Seja J~ 4 /1 
o 

zl 
- x dx 

1- > 

a) Célula Ret..angular 

y = íCx) 

114 

z l 
-x dx 

zl 
- x 

z 2 
X +y = 1 

= 4 51. 11 
o 

zl 
-x dx 

b) Célula Trapezoidal 



e assim con"Li nua - se di vi di ndo cada i n"Ler valo ao me i o e Í azendo 

nova avaliação par·a in"Legral a"Lé o erro ser desprezivel. 

Caso Geral farCx)dx = soma de um número rini"Lo de áreas de 

células polinomiais. 

ERROS COMPUTACIONAIS 

ET~u 10 c 

+c 
TOTAL 

CLASSIFICAÇÃO DAS INTEGRAIS (PARA QUADRATURA) 

-[
> Bem compor"Ladas CComp . Polinomial) 

INTEGRAIS PRóPRIAS 
> Mal compor"Ladas COu"Lras) 

6.2 ~TODO DE NEWTON-COTES 

Seja a "Labulação da runção Í abaixo 

X. rCx.) 
L L 

X rCx) onde os pon"Los x. são igual men"Le espaçados. i s"Lo é: 
L .o o 

X f'Cx ) 
n n 

x. - x _ = h 
L+ 1 

para i = o. n - 1 

h = 
X 

n 
- X 

o 

A in"Legral da f'unção f"Cx) no in"Lervalo [ X 
o 

x ] é dada por : 
n 

X 
o 

se R 

X 

r(x) dx --~- J n P Cx) dx 

= 

+ 

X - x 
o 

= 
h 

X 
o 

X 

I 
n 

X 
o 

Cx 

n 

( Í 
o 

-x 
o 

en"Lão 

Cx - x 
+ 

h 
o 

) ... Cx -x 

n! hn 

X = X 
o 

X = 

) Cx -x )Cx -x) 
1:. Í 

o 
+ 

1 /:,.2 Í 
o 

2! h2 o 

) 

) n-:l /:,.n Í dx 
o 

- > R = o e X = X -> R = 
n 

X +Rh --) dx = h dR 
o 
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e "le mos 
X 

I n I(x) 
X 

o 

dx 

n 

"' h I PC R) 

o 

n 

dR 

R(R - 1) . . . (R - n+1) 
+ ----------~-------------n! 

I 
o 

+R.ó.I 
o 

+ 

l1 n I 
0 

J dR 

n 

R( R - 1) 
2~ 

+ 

n n .Ó.2I 

= h [ I o J dR +Ll.I o J R dR + -2=-:-~-0- J R( R -1) dR + . . . 

o o o 

- 1) ... (R - n+1) dR ] 

o 

Na prá"lica não c os"luma - se aproximar I(x) por um 

poli nómi o de gr a u n ( e l e vado) devido ao erro d e arredondament-o 

que ocorr e rá no processo. 

Mé"lo dos de i n"legração do "li po Iechado são os que 

u"li 1 i z a m o s 1 i mi "le s d e i n"legr ação na Iór mula de i n"legr ação e 

mé"lo dos d e int-e gração do "lipo aber"lo subdividem o int-ervalo de 

int-e graçã o sem ut-ili z ar os ex"lremos do int-ervalo na Iórmula como 

por e x e mpl o . o mé"lodo d e Gauss - Le gendre. 

X 

I 1I(x) dx 
X 

o 

6. 3 FóRMULA DOS TRAPE:ZI OS 

Considerando n = 1 
1 

~ h I PCR) d R h 
o 

= h 

h 

r1a Iórmula de 
1 

[~o Jo dR +Ll. I 

[I [R]
1 + Ll. I 

o o 

[I 0 

Ll.I 

] o + 
2 

Ne......-Lon- Co"les 

o 

o 

1 

I R dR] = 
o 

2/ R , 

h 
---2---

2 ]~ ] 

"lemos: 

ou par· a o i n"lerval o [ x X ] 
i.+1 

X 
i. 

1.. 

i.+1 

I C x ) dx ~ h J PC R) dR - + ( I i. 

i. 
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6.3.1 EXTENSÃO DA FORMULA DOS TRAP~ZIOS 

TC h) = A +A +A +A +A 
i 2 3 4 5 

A = h/2 C! 
i 

A = h/2 C! 
2 

A = h/2 C! 
3 

A = h/2 C! 
4 

A = h/2 C! 
1c i<, "'2. ..,_3 "-s 5 

Generalizando par-a n sub-int.,ervalos: 

T C h) h 
[ 1 0 

+2C 1 +! +! + +! ) + 1 J = 
~ i 2 3 n - :1 n 

6. 3. 2 ERRO DE TRUNCAMENTO PARA A FORMULA OOS TRAPE:ZIOS 

E 
T 

<PARA n SUB-INTERVALOS> 

X E [x · X ) 
o • n 

+! ) 
o i 

+! ) 
i 2 

+! ) 
2 3 

+f ) 
3 4 

+! ) 
4 !S 

Vê-se que a !órmula dos Trapézios é exat.,a para polin6mios do 1 <? 

grau. 

6.3.3 EXEMPLOS 

1- Dada a t.,abela abaixo 

X. 1. 9 2.0 2.1 2.2 2.3 
t 

yi. 3. 41773 3.76220 4.14431 4.56791 5.03722 

2.3 

a) est.,imar o erro quando se calcula f !Cx) dx. com h = 0.2 pelo 
i. 10:> 

mét.,odo dos Trapézios. 

2.3 

IE I = 
T 

J !Cx) dx 
CO. 2)

2 

-T C O. 2) I ::5 
12 

C 2. 3 -1. 9) máx I 1 • • C x) I 
:1.10:> X E [ i . 10:> ; 2. 3) 

X. 
t 

!. ill.- . ~21 
lembre t t t que: 

1. 9 3.41773 0.72658 0.16633 fj_k !Cx) hk !<k>C() = . 
2.1 4.14431 0.89291 

2.3 5.03722 
( E [ X . X ) 

( n 

ET ~ 1~ CO. 4) O. 16633 = O. 55443 X 10-
2 

2.3 

b) Est.,i mar o erro quando se calcula. f !C x) dx • com h = O. 1 

pelo 

E ::s; 
l 

mét.,odo dos Trapézios. 
2 

:1. 10:> 

(~21) (2. 3 1 
-1 . Q)máxii· 'Cx) 1 ~~co. 4) o. 04571 = 

X E [1.10:> ;2.33 
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X f. !:,.f. 11.2f 11.3f. !J."'f 
;_ \. \. ;_ \. ;_ 

1. 9 3.41773 0.34447 0.03764 0 . 00385 0.00037 

2.0 3.76220 0.38211 0.04149 0.00422 

2 . 1 4. 14431 0.42360 0 . 0457 1 

2.2 4.56791 O. 46931 

2.3 5.03722 

2.3 
c) Calcular f fCx) dx com h = 0.2 e h = 0.1 pelo método dos 

1. 9 

Trapézios. 

T CO. 2) 0.2 [ = 2 
3.41773 +2C4.14431) +5.03722] = 1.674357 

T C0.1) 0.1 [ = - 2- 3.41773 +2C3.76220 +4.14431 +4.56791) +5.03722] = 

= 1. 67019 

d) Estimar o erro relativo em TC0.2) 

E = IC1 .67019 - 1.674357) / C1.67019) I ~ 0.25 X 10- 2 

DIGSECTC0.2)) = 2.3 

2 - Determinar h de tal rorma que a regra lrapezoidal rorneça o 

1 2 

valor de e dx f 
-x com um erro de lruncamenlo menor que 

o 

E ::S 
T 

C 1 - 0) máx I f ' 'C x) I = 
X E [0 ; il 

=+ h< 0 . 0245 

n = Cx -x) /h • h= Cx -x) / n • Cx -x) / n < 0.0245 • 
n O n o n O 

n > 40. 8 - > n = 41 • h 
1 = -:rr- = o. 02439 

5.4 FóRMULA DE SIMPSON 

Fazendo n = 2 na fórmula de Newton Coles , lemos. 

X 

f 2 
f' C :x) dx ~ h 

X 

X X 

[ I o f 2 
dR +Mo I 2 

R dR + 
X X 

11.2 f X 

---:2::-:-! o _ _ I x2RC R - 1) dR ] = 

o 

h = ~ 

o o 

+4f 
1 

o 

5. 4.1 EXTENSÃO DA FóRMULA DE SIMPSON P/ n SUB-INTERVALOS < n PAR > 

x n 

I n f'Cx) dx ~ h I PCR) dR = 
X 

o 

[ 
o 

f +4 c f +f + 
o 1 3 

+f ) +2 c f +r +. . . +f ) +r~] 
n -1 2 4 n - 2 ,, 
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6.4.2 ERRO DE TRUNCAMENTO PARA A FúRMULA DE SIMPSON 

E 
- h" 
180 

6.4.3 EXEMPLOS 

z. 3 

X E [X ; X ) 
o n 

1- Cal c ular I 1Cx) dx • sendo 1 a !unção ~abelada no exemplo 

QJ. do i~em 6.3.3. com h = 0.1 u~ilizando a 1órmula de Simpson . 

SC0.1) = 0.1 
3 

[ 3 . 41773 +4(3.76220 +4.56791) +2(4.14431) +5.03722]= 

= 1.66880 

E 
T 
~ 1 ~0 C2. 3 - 1. 9) má.x l.ll.4 

!Cx) 1 = 
0.4 

180 0.00037 = O. 822 X 10-6 

X E [1..9;2.31 

z 
2- Calcular I x lnx dx pela 1órmula de Simpson para n = 2 • 

j_ 

n = 4 e n = 8 subin~ervalos de in~egração. De~ermine o número de 

algari s mos signi!ica~ivos exa~os do resul~ado. 

h = 2 - 1 
2 

h = 2 -1 
4 

0.5 

=0.25 

SC0.5) = o 3 5 
[ o +2. 4327906 +1 . 3862944 ] = 

= 0.63651417 

SC0.25) = 
0325 

[0+5.0330283+1.2163953 +1.3862944]= 

= 0.63630983 

h = 
2

8 -
1 

=0.125 SC0.125) -
0
·;

25 
[0+10.151885+3.7329095 +1.3862944]= 

= 0.63629537 

DIGSE esc o. 5)) = - (o. 3 + log I 
DIGSE CSC0.25)) = - ( 0.3 + log 

Exerci cios: 

o.63630983 -0.63651417 I] = 
0.63630983 

0.63629537 - 0.63630983 I] 
0.63629537 

3.19 

= 4.3 

LZ 

1 - Calcular a J dx -------- pela 1órmula de Simpson com 
C ex +x +1) 1./2 

o 

h = 0.3 . Es~imar o e rro de ~runcamen~o de Simpson. 

2 - Calcular o volume do depósi~o . U~ilizar mé~odo de Simpson. 

ESTACAS ALTURA xCm) I O 

I 
5 

I 
10 

I 
15 

I 
20 

I 
25 30 

1 o 3 4 4.6 4 !(x)(m) o 
2 3 
3 4 resp. SC5) = 97.3 m 
4 4 . 6 v = 50 X 97.3 = 4865 
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6.5.1 

6.5 CÁLCULO ITERADO DE INTEGRAIS 

M~TODO DE ROMBERG 

b 

Seja I J !Cx) dx e seja N 
a. 

= b -a 
h 

subdivisão do in~er-valo [ a • b em N par-~es iguais. 

qualquer-

. T<o> ( h ) 
Seja --- Cn = o. 1. 2. . ) a apr-oximação pela 

2n 

r-egr-a dos Tr-apézios par-a I. 

Par-a n = O 

Par-a n = 1 

i 
)<. )<. ~ "• ~~ 

)(2. " .. / <0 I < 

c _ h_ ) h 
T = 2 

1 h 
[r 0 = ~ ~ 

= +TCh) + 

T<o>c h) = h [ t·~ 

I I 

I I . , 
I 

)(3 ,...,. )<..'I .. ; ~5 >'-t. 

/ 2 
[ r 0 

• +2 C! 
2 i 

+2 cr +r + +r 
1 z 

N 

h .l r• - 2- i 
L = i 

+r +r + 
i z +r N- i + f~ ] 

N 

+.L 
\.= :1. 

+r 
i 

+r • +r + +r +r • ) + r ] = 
Z Z N-1 N N 

) 
N- 1 +r N J + ~ . ~ [ 2c r; + +r:) J 

Ger-ar- as en~radas nas sucessivas colunas da ~abela. de acordo com 

a !ór-mul a [!] 

k = 1. 2. 

41( - 1 n = 1. 2. 

ou 

k o 1 2 3 
n 

h 
h o To = 

20 o 

h 
h 

1 To = Ti 
2i 1 i 

h 
h 

2 To = Ti r 
22 2 2 2 

h 
h 

3 To = T1 r T3 
23 3 3 3 3 
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Pode ser provado, que as sucessivas en~radas em cada 

coluna ~ornam-se cada vez mais exa-Las, no sen~i do que o erro 

de IIJ é CX:h2
K+

2
) Ck = O, 1. 2 .... ) quando h ->O . 

A i ntegr·ação de Romberg possui uma vantagem mui "lo 

importan~e em relação à f'órmula dos Trapézios, porque se torna 

necessário um número muito menor de subdivisões para se obter uma 

exa~idão requerida e, em consequência, a acumulação do erro de 

arredondamen~o diminui. 

Verif'ica-se em alguns casos, problemas de instabilidade. 

2 

Exemplo: Calcular J x ln x dx pela in"legração de Romberg. 

ln 
:l 

X X X TC1) = +[ o +1.386294] = 0.693147 

1 o 
2 1.386294 

TC0.5) 0.5 [o +1.216395 +1.386294]= = 
2 

1.5 0.608198 = 0.650672 

1. 25 0.278929 

1. 75 0.979328 
TC1/2) = T~1 ) + + CO. 608198) = 0.650672 

2 

1.125 0.132506 0.650672 0.5 

1. 375 0.437874 
TC~) = 

2 
T C O. 25) = - - =--- + 

2 2 l 1* 
- I. 

1.625 0.788950 

1.875 1. 178641 

n 

o 
1 

2 

3 

4-

h 

1 

0.5 

0.25 

0.125 

0.0625 

0.693147 

0.650672 

0 . 639900 

0.637196 

0.636520 

l.=:l 

= 0.325336 +0.314564 = 0.6399 

Tc 0 -~5 ) = TC0.125) = 0.319950 + 0 ·~5 2 
= 0.319950 +0.317246 = 0.637196 

T CO. 0625) = O. 636520 

0.636514 

0.636309 

0.636295 

0 . 636295 

0.636295 

0.636294 

0.636295 

0.636294 

0.636295 

T4 Ch) 

0.636295 

4 K TK- :lC h/2 n) - TK- iC h r->n-i) 
~Ch/2n) =-----------/-c _ _ 

41<: - 1 

~ = 4 (0.650672) -0.693147 = 0.636514 
:l 3 

~ = 
2 

4C0.639900) - 0.650672 
3 

= 0.636309 
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6.5.2 M~TODO DE SIMPSON COM EXATIDÃO CRESCENTE. 

b 

Seja I f'(x) dx. calcula- se S • S • S 
i 2 4 

.s 
8 

• S usando par a 
i6 

a. 

o c álculo de S • o valor de S como abaixo descr· i "Lo. 
2n n 

~- .~ ~~~ 
I ' l I i I i : I 

~ 
I ' I ' I 

, I I l I I 
I I I 

I I 

~o---~~,--~x~~----~~~--. --~~--------~~2-~--2--~~2-,,-_ -, ~~2n 

r-1 - c-é"l .. ul as c ou-parãbol as::> 
2n +1 pon"Los 

Sn • hn 

Sn 
hn 

[f' o + 4 ( Í +f' = 3 i 3 
+ ... +f' ) 2n-i 

I ~ I I I I 
• I 

'to ~~ )lt Y..;_" ~'--4 :>-j '~':i ~ -,.,.: 

2n células 
S2n • h2n = hn/2 

+ 2 (f' +f' + . . . +f' ) 2 4 2n-2 +f' ] 2n 

S2n 
hn/2 

[f' o - 4 f'* +2 f' +4 f'* +2 f' + +2 f' +4 f'* +f' ] = 3 1 1 2 2 2n- 1 2n 2n 

S2n 
hn/2 

[f' o +2 (f' 2 +f' + ... +f' ) +f' +2 (f' 1 +f' +f' ) = + + 
3 4 2n- 2 2n 3 2n-1 

( * * +f'* ) ] +4 f' +f' + ... 
1 2 2n 

Dai f'orma- se o algorit-mo de Simpson com exa"Lidão crescent-e 

b +b 
h 

5] h = 
-a 

c = f'Ca) +f' C b) y =4f'C 
a 

) -> 1 S = -- Cc +y) 
1 2 1 i 2 1 3 i i 

h yi h 

5J 
1 * * 2 

h - - 2- c =c+ ----- y =4Cf' +f' ) - > S = ~c +y) 
2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 

y = 4 Cf'Ca +h ) +f'Ca +3h ) 
2 2 2 

h 
4 

h 
- 2 --2-

c =c+ 
4 2 

y =4 (f' c a +h ) +f'C a +3h ) +f'C a +5h ) +f' C a +7h ) ) 
4 4 4 4 4 

h 
4 

S
4 
~ Cc

4 
+y

4
) 

Con"Li nua - se calculando S • S • S •... 
B 16 32 

a"Lé ob"Ler a exa"Lidão desejada 

i 

Exemplo 1 - Calcular I = I 1 
--- -- dx • pelo mé"Lodo de Simps:on com 

1 +x
2 

exa"Lidão crescent-e. 
-1 

o.- ~);' 
~f/~~ 

o 

a = O b = 1 f'(x) = 

h = 1 -
i 2 - 0.5 c = f' C 0) + f'C 1) = 1 + O. 5 = 1. 5 

i 

1 

yi=4(f'c 
0

2
+

1 
)) =4C0.8) =3.2 

h = O. 5 = O. 25 

S
1

= 
035 

C1.5+3.2) = 0.7833333 

yi 
~ = 1. 5 +1. 6 = 3. 1 + 2 - 2- c 

2 
= c 

1 
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y
2

=4(rco . 25)+!C0.75) ] =6 .3247059 S
2

= 
0325 

C3.1+6.3247059) = 0 . 7853922 

h =0 . 125 
4 

y2 
.c·

4 
=c

2 
+ ~ =3. 1 +3 . 1623530 y =12.5872021 

4 
S =O. 7853981 

4 

S =O. 7853982 
a 

DIGSECS ) =4.8 
2 

DIGSECS ) = 6. 59 - >I ~ O. 785398 
4 4 

Exemplo 2- Calcular por aplicação i~erada da !órmula de Simpson 
2 

f x ln x dx . 
:1. 

s 
:f. 

h = O. 5 
:f. 

S:t=SC0.5)= 
0 35 

CO+ 1.386294 +2.432791)=0 . 636514 

S = SC0.25) = 0.636310 
2 

S = SC0.0625) = 0.636294 
a 

S = SC0 . 125) = 0 . 636296 
4 

S = SCO. 03125) = O. 636294 
:1.6 

6.6 QUADRATURA GAUSSIANA OU M€TODO DE GAUSS LEGENDRE 

As !órmulas de in~egração consideradas a~é agora 

basearam-se no emprego de pon~os igual men~e espaçados. Gauss 

procurou ob~er !órmulas de maior exa~idão com um número !ixo de 

pon~os e onde as abci ssas e os coe! i ci en~es na t·ór·mul a de 

quadra~ura não con~ivessem res~rições . Uma !órmula de in~egração 

é, por~an~o. pesquisada na !orma 

b 

f f'Cx) 
a. 

dx = a !Cx ) 
o o 

+ a !Cx) + .. + a !Cx ) 
:f. :f. n n 

onde os a_ C i. = , 1 , t ~ • , n) e os argumen~os x _ • C i. = O , 
L L 

1 • ... • n) 

devam ser de~erminados de modo a se ob~er a melhor exa~idão 

possi vel . Uma t ·ór·mul a possui a melhor- exa~i dão possi vel se é 

exa~a para ~odos os polinómios de graus tão elevados quan~o 

possivel. 

Primeiro vamos ~rocar os limi~es de in~egração de a e b 

para - 1 a +1 com o obje~ivo de simpli!icar a análise . Is~o pode 

ser sempre relizado a~ravés da subs~i~uição: 

2 

:f. 

f 

1 
-

2
- Cb - a)d~ 

FC~) d~ 

1 1 x = -
2
- C b - a)~ + -

2
- C a + b) 

b b - a 
de ~al !orma que J !Cx) dx = 

dx = 

a. -:f. 

Vamos agor-a de~ermi nar os A. C i = O, 1, . . .. , n) e as 
L 

abcissas ~ - • Ci =O , 1, ...• n) con~idas no in~ervalo (-1 1 J a 
L 

íim de u~ilizá -los na !órmula 
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:S. 

f FC t.) dt. = A FC t. ) + A FC t. ) + ... 
o o :S. :S. 

+A FC t. ) 
n n 

-:1 

de t.al forma que a mesma seja exat.a para "lodos os poliTlômios de 

grau meTlor ou igual a 2Tl+1 

CoTlsideremos, primeiro, o caso Tl = 1 i s t.o é. 

determinemos A • A • t. e t. de t.al forma que a "fórmula 
o 1 o 1 

1 

I Fet.) dt = A 
o 

FCt. ) 
o 

+A 
1 

seja exat.a para todos os 
-1 

poliTlômios 

FCt.) = t.k 

de grau meTlor 

Ck = o. 1 • 

ou igual a 3. 

2. 3) e m [!] 
Estabelecendo para 

chega-se as segui Tlt.es 

equações para det.ermiTlar A ,A,t. e t. 
o 1 o 1 

:1 

k = o I t.o dt. = A FCt. ) +AFCt.) = A t.o +A t. o = A +A = 2 
o o :1 1 o o 1 1 o 1 

-:1 

1 
k = 1 J t.1 dt. = A FCt. ) +A FC t. ) = A t.1 +A t. :t = A t. +A t. =O 

o o 1 1 o o 1 1 o o 1 :1 
-:1 

:S. 2 ~ 
J t.2 dt. = A FCt. ) +A FC t. ) = A t.2 +A t. 2 = -3-o o 1 1 o o 1 :S. 

k = 2 
-1 

1 

J t.3 dt. = A FCt. ) +A FC t. ) = A t.3 +A t. 3 = o 
o o 1 1 o o 1 1 

k = 3 
-1 

Analisando-se as equações verif"ica-se que a única 

solução é t. 
1 

= -t. 
o 

e eTlt.ão subst.it.uiTldo-se Tlas equações 

obtemos: A = 
o 

valores em @]. 
A = 1 t. 

2 
= 1 e subst.i t.ui Tldo-se 1 o -3-- est.es 

obt.emos a fórmula gaussiana para Tl = 1 

-1 ) -
r;-' 

est.a fórmula é exat.a se FCt.) é qualquer polinômio de grau ~ 3 . 

O mesmo procedimento pode ser usado para determinar a "fórmula 

geral [3] . Suponhamos. agora, que FC t.) represeTlt.e os poli Tlômi os 

especiais t.k Ck = 1, 2, 3 , • 2n+1) 

Observando-se que 
1 k 

f t. dt. = O se k é i mpar 
-1 

1 

e J t. k dt. = 2 
k+1 

-:f. 

se k é par, obtemos um sistema de 2n+2 equações, e est.as equações 

são não 1 i neares. A solução dest.e si st.ema é mui t.o complicada. 

Usando a t.eor i a dos polinômios or t.ogonai s pode-se most.r ar que 
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o s ~k s ão as raizes dos polinômios de Legendre. As inc6gni~as Ak 

s ão de~erminadas . en~ão. a~ravés do sis~ema !or·mado. 

DEFINIÇÃO DOS POLINCMIOS DE LEGENDRE 

P C x) = 1 P C x) = x 
o 1 

P Cx) = 
1 

m+1 
+1) x P C x) - m p m- 1Cx) ] m = 1. 2. . .. 

m+1 m 

com m = 1 • encon~ramos: P Cx) = - 1- C3x2 - 1) 
z 2 

e com 

m = 2 • encon~ramos: P C x) = 1 C 5x9 - 3x) 3 - 2-

m p Cx) RAíZES 
m 

o p Cx) = X X =O 
1 o 

p Cx) 1/2 C3x 
2 - 1) ;--;: /3 =;--;: /3=0 . 57735 = X =- X 

2 o 
1 

p Cx) = 1/2 c 5 :X: 3 - 3x) X =- /3~ • X = o 
3 o 1 

2 

x = ~ = 0 . 77450067 
z 

p Cx) 1/8 C35x 
4 -30x 2 +3) X =-0. 86113631 - 0.3399810 = • X = 

4 o 1 
3 

x =-x • X = - x 
2 1 3 o 

n ~k Ak 

o ~ A = 2 o o 

1 ~ = - ~ = 0.57735027 A = A = 1 
1 o 1 o 

~ = o • ~ = -~ = 0 . 77459667 A = 0.88888889 
:1 2 o 1 • 2 

A = A = 0.55555556 
2 o 

~ = -~ = 0.33998104 A = A = 0.65214515 
2 1 2 1 

3 A = A = 0.34785485 
3 o 

~ = -~ = 0.8611363 1 
3 o 

~ = -~ = 0.90617985 . ~ = o A = A = 0.23692689 
4 o z 4 o 

4 A = A = 0.47862867 
3 1 

~ = -~ = 0 . 5 3 846931 A = 0.56888889 
3 1 2 

Propri e d a d es : 

027 

4 

As rai zes d e P Cx) 
m 

são ~odas reais e dis~in~as~ 
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si~uam-se no in~ervalo [-1 ; 1]_ 

As raizes de P Cx) es~ão sime~r-icamen~e situadas com 
m 

r- espei ~o à or-igem_ Se m é par • uma r- ai z é sempr-e x = O 

Na maior-ia dos casos essas r- ai zes são números 

ir-r-acionais_ 

Os Ak são ~odes posi~ivos e os corr-esponden~es a pon~os 

simé~r-icos são iguais. 

Como nor-ma pr·á~ica, a integr-ação de Gauss -Legendr-e 

possibili~ará a mesma exa~idão que a regr-a de Simpson. com menos 

da me~ade do ~r-abalho compu~acional. 

i. 

Exemplo 1- Calcular- f 
o 

2 
- x 

e dx por Gauss-Legendr-e com n = 2 

fi. e-x 2 dx = ( b ~ a ) J1 
o -i. 

F'Ct) dt. "' ~2 (A FC ~ ) +A FC ~ ) +A FC ~ ) ) 
o o 1 1 z 2 

mudança de var-iável: 

x = C b -a )t, + C a+b ) = 
2 2 

i. 

f 
o 

-x 
e 

2 

dx = 
1 i. 

-2- f 
-i. 

l+1 2 
-{ -) 

e 2 

1 
-- t. + 

2 

d~ 

t +1 
Cálculo de f" unção de ~:X o x em = 2 o 
X = c~ +1) / 2 = co +1) / 2 = 0.5 

i i 

X = Ct. +1) / 2 = C0.77459667 +1) 
z z 

Cálculo da !unção cor-r-esponden~e: 
2 

/ 

1 
-2- = 

t. +1 
2 

-0. 77459667 
= 2 

2 = 0.88729834 

f"C0.11270167) = 
-{0 - 1i270ió7l 

e = 0.98737866 

1(0_5) = 
2 

-{0- !>) 
e = 0.77880078 

f"( o- 88729834) = o- 45507259 

+1 
=0.11270167 

1 2 f e-x dx 
o 

o err-o de 

= ~ (o.55555556 co_98737866) +0.88888889 co.77880078) + 

+0.55555556 (0.45507259)) = 0.74681459 

~r-uncamen~o é dado por-: 

a < e < b 
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z z 
z) 

Exemplo 2 - I f 
- {X / = e 

-2 

h Trapézios E Simpson 
T 

1.0 2.3484 0.0441 2.3743 

0.5 2.3813 0.0112 2.3923 

0 . 25 2.3898 0 . 0027 2.3926 

:1 . 4 

dx 

E n<? 
sub-int. 

0.0182 1 

O. 0002 2 

- 0 . 0001 3 

4 

5 

Gauss 
Legendre 

2.0536 

2.4471 

2.3859 

2 . 3931 

2 . 3925 

E 
T 

0.3389 

- 0.0546 

0.0066 

- 0.0006 

0 . 0000 

Exemplo 3 - Calcular f 1 dx pela fórmula de 
1 + X 

1..0 

Gauss - Legendre com n = 3 

b - a t, a +b 
0.2t. +1. 2 X = + = 2 2 

:1.4 
1 

:i 
1 dt, 

f f = dx = 0.2 1 +x 1 +0.2-l +1. 2 
:i. O - :i 

= 0.2 (A FC t, ) +A FC t, ) +A FC t, ) +A FCt. ) ) o o :1 :i z 2 3 3 

Cálculo de X em t ·unção de t.: 

X = 0.2 t, +1. 2 = 0.2 c - o. 86113631 ) +1. 2 = 1 . 02777274 o o 
X = 0.2 t, +1.2 = 0.2 C- 0.33998104) +1.2 = 1.13200379 

:1 :i 

X = 0.2 t, +1 . 2 = 0.2 c 0.33998104) +1. 2 = 1. 26799621 z 2 

X = 0 . 2 t, +1. 2 = 0.2 c 0.86113631) +1. 2 = 1.37222726 
3 3 

Cálculo da função correspondent-e 

r c 1 . 02777 27 4) = ---::1,---+..,...1::--_ "'~-:::2:;:::;7;;::::7o.::7..,2::-::7,.4.,- = 0.49315191 

rc1 . 13200379) = 0.46904232 

rc1 . 26799621) = 0.44091784 

rc1.37222726) = 0 . 42154477 

I
0 

= 0.2 [0.34785485 C0.49315191) +0.65214515 (0.46904232) + 

+ 0.65214515 (0 . 44091784) +0.34785485 C0.42154477) ] = 

I = 0.182321558 
o 

E = o 

:1.4 

I 
:i . o 

[ (X - 1 . 0277727 4) *C X - 1 . 13200379) * 

•Cx - 1.26799621)•Cx -1.37222726) ]z dx 
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6.7 QUADRATURA EM INTERVALO LIMITADO DE 

FUNÇOES MAL CONDICIONADAS CCOMPORTADASJ 

[!] ! t..em um número !i ni t..o de descont..i nui dade de 1 ~ espécie 

r ' r-----/1 
,---/~ I I 

: I ; ~ : 

I I f : 
Q._ '"< , - ·;z:. 

b cu ot2 Clt3 b 

f !Cx) dx = I !Cx) dx +I !Cx) dx +I !Cx) dx +I !Cx) 
a. a. ott ot2 ot3 

Cal c ula-se cada int..egral por Romberg ou Simpson. 

~ Exist..e uma t..angent.. e vert..ical 

Exemplo: 
c.~lf3 · a velocidade é 

i 

/ sen f'Cx) = f x · dx ext..remament..e 
o 

i ~ 
I lent..a. 

Aplicando Simpson: s = 6.144899575 X 
i 

10- :i 

s = 6.328478279 X 10- 1 

z 
s = 6.393912583 X 10- 1 

4-

Se = 6.417092506 X 10- 1 

s = 6.425291594 X 1 0 - :l 
ió 

s = 6 . 428190720 X 10- 1 

32 

s = 6.42921594 X 101 

64 

a) Solução via !unção inve rsa: 

J
1 

f' C x) dx = Ji / sen x dx 

'd - - -- ---
o o 

t I = I +I 
' v:; 1 2 
I 

I2o :r..~.: I Rápida I, I 2 
' 

__ I 
~ '"-3 1 o C.3 X I Lent..a i 

f<O . 3) 

13 = f 1 - tCx) 
c 

1 

I [0.3x !(0.3)] 
1 

jsen<0.3> 

dx = J are senCy2
) dy (rápida de calcular) 

o 

dx 

-I 
3 

J
1 

I sen(x) 
1 
dx = J

1 

I sen(x) 
1 
dx 

o o. 3 

jsen<0.3> 

+0_31 senC0.3)
1-J arcsenCy2 )dy 

o 
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b) Solução via mudança de variável 

Achar uma mudança de variável 

b 

f f"( :x) dx f'C0=u)) ~·cu) tiu 

x = ~ Cu) ~al que 

a. deve ser bem compor~ada com 

in~ervalo de in~egração limi~ado. 

Exemplo: 

f~ yl senCx) por Trapézios: 
o 

TC1) = 0.458659 TC1/8) = 0.634173 

TC0.5) = 0.575532 

TC0.25) = 0.618519 TC1/128) = 0.642836 

Via mudança de variável: 

2 
u = senx 

2 u = sen X 

~ 

2 x = are s:en u 

- > 2u du = c os 

/ s e nC1) 

x=O - >u =O 

X dx -->dx 

1 
f / sen I u. 2u 

dx du X = 
o o I ., 1 1-u-

é melhor compor~ada 

) 

~ f' ~em singularidade em [a b] 

i 'b v 
~ 

I j~/11!~ 
C\. 6 Q.. b 

= 

= 

Usar um mé~odo de mudança de variável que 
i l~ 

~ X e W;;m Exemplo: f 
e 

dx 
o-/:"' 

i 

~ 
2 

2 X - > u 
X = u = u e e 
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TC1/256) = 0.642927 

TC1/512) = 0 .64 2960 

x=1 -> u = fsen 1 

2u du 2u du 
= c os X 1 21 1 - u 

/ senC1) 2 

2f 
u 

du 
o I ., 1 1 - u-

~ 
~~ ~i~ ~~ 

~ b 

elimine a singularidade. 

dx = 2u du 



1. X 

f e 

o r;-' 

~. 

• -=----- I 

dx 
~ 

= 2 f 
o 

2 
u 

e 
u 

u du 
1 

= 2 f 
o 

u 
e 

.i _...........__.::::==: mui t.o bem comport-ada. 

===---====- I 
0 I 1. 

2 

du 

6.8 EXERC1CIOS SOBRE INTEGRAÇÃO NVMERICA 

1 - Calcular o valor de n • dada a expressão: 

1. 

n = 4 f dx • aplicando a Iórmula de Simpson. de Iorma que o 
o 1 +x

2 

-5 
erro de t.runcament.o seja menor ou igual a 10 . 

E 5 
T 

Cb -a) * h
4 

180 
máx I I IV C x) I :::; 1 O - 5 

X E [a.;bl 

max I I • • C x) I = 24 
X E [0;1.3 

n ;:::: 1 O. 75 --> n 12 h = 1/12 n ~ 3.141592 

2 - x 

2- Calcular f e dx pela it-eração de Romberg. com um 
o ~ < 10- 3 erro 

h T°Ch) T 1 Ch) T 2 Ch) T 9 Ch) 

2 0.7662 

1 0.6638 0.6296 

0 .5 0.6366 0.6275 0 . 6274 

0.25 0 . 6296 0.6273 0.6273 0.6273 

3- Os gráiicos de I Cx) I C:x) x/2 -2 encont-ram-se = X e = e no 
1 2 

pont.o C3 . 3567 • 3.3567). Calcular a .área da regi~o delimit-ada por 

est.es grá.Iicos para x ;:::: O. Usar o mét.odo de Simpson com 

com n = 2. 4. 8. 16 •... subint-ervalos . at.é obt.er uma aproximação 
- 3 com erro menor que 10 . 

n = 2 h = 1. 6784 SCh) = 3.6116 
1 1 

n = 4 h = 0.8392 SCh) = 3.6322 
2 2 

n = 8 h = 0.4196 SCh) = 3.6336 
3 3 

n = 16 h = 0.2098 SCh ) = 3.6337 
4 4 

3/2 

4 - Calcular f X t.g X com n = 3 por Gauss - legendre 
1./2 
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CAPÍTULO 7 

SOLUÇÃO NUM~RICA DE EQUAÇOES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 

7.1 INTRODUÇÃO 

Uma equação di !erenci al ordinária é uma relação que 

envolve uma ou várias derivadas em relação a uma variável 

i ndependent.e x • de uma !unção y não especi!icada~ a relação 

pode t.arnbém envolver a própria função y • !unções dadas de x e 

const.ant.es. 

Exemplos: 

ex y• +7xy = x 2 +1 Eq. Dif. Ord. de 1~ordem, 1<?grau, linear. 

não homogênea 

y• • = 1 Oy +1 Eq. Di 1. Ord. de 2 ~ ordem , 1 <? grau. 1 i near. 

não homogênea 

y•• +3y' - 17y = o 

x 2 yy'''+xy = 3 

Eq. 

Eq. 

Di f. Ord. 

Di f. Ord. 

não homogênea 

de 2~ ordem, linear. 

de 3 ~ ordem. não 

homogênea 

linear, 

3 Cy'') +4y' +2y = 3 Eq. Di 1. de 2 ~ ordem. 3 <? grau, não homogênea 

ORDEM de uma EDO é a ordem máxima de derivada que ela cont.ém. 

GRAU de uma EDO é o expoent.e da mais alt.a derivada na equação. 

Uma equação di!erencial é dit.a LINEAR quando !or do 1<? 

grau. em relação a !unção e suas derivadas. Não poderá haver 

derivadas com pot.ência superior a primeira ou produt.o da !unção 

por uma de suas derivadas. 

TIPOS DE PROBLEMAS QUE SE RESOLVEM EM EDO NA MATEMÁTICA 

1 <?) P. C. I. C problema de condição inicial) 

2<?) P. C. C. (problema de condição no cont.orno) 

3<?) P. VAP . Cpr-oblema de valores próprios) 

APLI CAÇOES: 
Problemas relacionados com !oguet.es balist.icos 

Est.udo de redes elét.ricas 

Est.abilidade de aviões 

Teoria das vibrações 

Curvat.ura de vigas, et.c. 

FORMA NORMAL DE UMA EDO 

y' = !Cx • y) 

y•• = !Cx. y, y') 

< n > y = !Cx • y • y' 

EDO de 1 ~ ordem 

EDO de 2 i? ordem 

• y'n-i>) EDO de ordem n 
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SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE ORDEM n 

Seja uma EDO de ordem n. 
<n> 

y = f'Cx • y , y' 

Chama - se solução de [I] a u ma funç ã o y = F'C x ) que seja defini da 

n vezes dif'erenciável num certo intervalo a < x < b e de 

f·orma que. subsli tui ndo y e suas derivadas por F e suas derivadas 

obtém- se uma identidade. 

Se yCx) • v'Cx ) o J o 
< n - :i> . 

• y Cx ) !orem f'1xados previamente num 
o 

certo ponto x = x • leremos um problema de valor inicial. 
o 

Portanto uma EDO de 1~ ordem precisa de uma condição inicial para 

f'ixar uma solução particular. Uma EDO de 2~ ordem precisa de duas 

condições iniciais para f"ixar uma solução particular e assim por 

diante. 

Exemplo: 

clássica é 

Tomemos a equação di f'er enci al 
X 

y = a e onde a é uma constante 

y• = y ,sua solução 

arbi lrária (solução 

geral) Valores dif'erenles de a levam a uma f'anúlia de curvas . 

todas as quais salisf'azem a equação dif'erencial dada. Se ror dada 

a condição inicial então a constante a poderá ser determinada. 

Por exemplo. se yCO) = 1 isto é, para x = O • y = 1 então 
X e y = e é a solução particular. 

·-a-

-;. 

a = 1 

Na prática para aproximarmos a solução em pontos por 

método numérico Cpor exemplo Euler), leriamos a situação: 
y.. 

.j= e 

- solução exala 

I 1 ~ ' -- - so uçao aprox. 

X 
y = e 

Observe que P = Cx .y) per·lence a um outro elemento da f"anúlia 
:i :i 1 

de soluções da equação dif"erencial y• = y . Se continuarmos o 

processo veremos que este erro irá se acumulando cada vez mais. 
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A solução será calculada aproximadamente em x=x ,x , ... ,x . 
i 2 n 

Não há algoritmos que calculem a expr·essão anal i ti ca da solução. 

mas apenas a solução em pontos: e ainda, s:6 aproximações:. 

No exemplo acima. ver i t·i c amos: que quanto maior 'for x , mais: nos 

a'fastaremos da solução exata. Cy' = cy com c 1 C c 0)). 

Dizemos neste cas:o, que nos:s:a equação di'ferencial é instável. 

Caso y' cy com c < O Cc = -1) veri'fica-s:e que o erro decresce a 

medida em que x cresce. Dizemos: então que a EDO é estável. 

7.2 ERROS COMPUTACIONAIS 

Ao r es:ol ver mos: uma EDO por métodos: numéricos: teremos 

como já é conhecido dois: tipos de erros: que s:ão de 

arredondamento e de truncamento ou de discretização. 

Os erros de arredondamento dependem da máquina e algoritmo 

utilizados:. 

ERRO DE TRUNCAMENTO OU DISCRETIZAÇÃO 

E = erro de truncamento 
TRLOC 

local (depende apenas: 
do passo x -> x ) 

n n-t-1. 

E = erro de truncamento 
TRAC 

acumulado (depende de 
todos os passos ante-

.,.., 
r i ores x -> x • x -> x •. o i 1 2 

x ->x ) 
n n+ 1 

E Cx) = 
TRLOC 2 

E Cx) 
TRAC 2 

= y -v(x ) 
2 J 2 

Iniciaremos nosso estudo de métodos numéricos para EDO de 1 ~ ordem 

com condição inicial: y• = 1Cx , y) e yCx ) = y 
o o 
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7.3 APROXIMAÇÃO DA SOLUÇÃO POR S~RIE DE TAYLOR 

A aproximação da solução de uma EOO pela série de 

Taylor é um mé~odo que ~eoricamen~e prevê uma solução para 

qual quer- equação difer-encial mas é de pouco valor compu~aci onal 

prá~ico. Sua impor~ãncia reside no :fa~o de que é uma base para 

compar·á-la com os demais mé~odos numéricos que são de 

considerável valor prá~ico. 

Seja a EOO de 1 ~ordem com condição inicial: y• = :f(x, y) 

yCx ) -= y 
o o 

Seja y = FCx) a solução 

F•Cx) = :fCx • FCx)) e FCx
0

) = y
0 

e 

Se FCx) for a solução exa~a de 

F deriv.ável a~é 

ordem n em x 
o 

[~ pode-se 

expandi-la em uma série de Taylor para o pon~o 

C x - x ) 2 

FC x) = FC x ) +C x -x ) F • C x ) + ° F • • C x ) + 
o o o 2 ! o 

X = X 
o 

Cx -x ) n 
o + ------,,....---

n 
FnCx ) + 

o 

Cx -x ) n+~ 
o 

Cn +1) 
( E (X ~X) 

o 

FCx ) = y 
o o 

y• = :fCx. y) 

F•cx ) = y• = fCx • y ) 
o o o o 

y• • =f. c x. y. y•) = f +f y• =f +:f :f 
X y X y 

F• •ex ) = f•cx .y ,y•) = y• • 
o o o o o 

As derivadas nes~a expansão não são conhecidas explici~amen~e uma 

vez que a solução não é conhecida. Con~udo, 

su:ficien~emen~e derivável, elas poderão 

considerando-se a der i v a da ~o~al com r espei ~o a 

men~e que f é uma função implici ~a de y. 

se 

ser 

X 

for 

oht..idas 

~endo em 

Exemplo 1: Resolver a EOO y• X +y z 
yC 0) = 1 aproximando a 

solução pela :fórmula de Taylor . 

Cx 
yCx) Cx X )y• = yo + - + 

o o 

. + 2 
y = X y 

y• • = 1 +2yy• 

y• •• = 2yy•. +y•2y• 

I v 2yy•., +2y• y• • +4y• y• • y = 

2 3 

y(x) 1 3~ 8~ = +x + + 
2 6 

X 
)2 

o 
2 

yo 
. = 

y•. = 
o 

y• •• 
o 
IV 

Yo = 

v• • + 
-o 

1 

1 +2(1)(1) 

= 2(1 )(3) 

Cx - x ) n 
o + ------,,....----

n 

= 3 

+2(1) 2 
= 8 

<n> v -o 

2(1)(8) +6C1)(3) = 34 

• X R + 3424 + 
!5 
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yCx) = 1 +x + 3 2 
~X+ 

4 3 17 4 
-3- X + ---r2 X + R~ 

Exemplo 2- Calcular yC0.4) com h =0.2 aLravés da 16rmula de 

Taylor, sendo y' = X -y e 

X = 0 
o 

y = 2 
o 

y' = X -y 

yCO) = 2 

y', = 1 -y ' y, , • = -y , • IV y = -y• • • 

y~ = -2 y~·= 3 y~·· = -3 
IV 

3 y = 
o 

yCO. 2) ~ 2 +C -2) (0. 2) + 
3(0.2) 2 

+ 
2 

C-3)C0. 2) 3 

6 
+ = 1.6562 

X = O. 2 
1 

y =1. 656200 
1 

y'= -1.4562 
1 

y''= 2.4562 y''' = -2 .4562 
1 1 

yC0.4) ~ y
2 

= y +hy' + 
1 1 

h2 
y' • + -2- 1 

y' , • + 
1 

h
4 

IV 
24 y1 = 1.4109728 

TIPOS DE FóRMULAS 

a- !6rmulas de passo simples: 

conheci menLo de yC x) 

yCx. ) 
l+ 1 

depende somenLe do 

l 

b- 16rmulas de passo múlLiplo: yC X. ) depende do conheci menLo 
l+ 1 

de yC x.) , yC x. ) , • yC x. ) 
l ~1 ~p 

Observação : A exaLidão da 16rmula será considerada pela poLência 

de h na expressão do erro. 

Convenção : yCx.) 
l 

- > 

-> valor exaLo da solução para x = x. 
l 

valor aproximado da solução para 

calculado pela 16rmula numérica . 

X = 

7. 4 MÉTODOS DE PASSO SIMPLES PARA EDO DE 1 ~ ORDEM COM C. I. 

7.4.1 FóRMULA DE EULER 

Dado 
{ 

v' = !Cx ~ . 
vCx ) = y 
~ o o 

y) 

a 16rmula de Euler é dada por 

Yn+1 
E = 

TRLOC 

- h2 
!'C() --2- y' 'C() ~ 

n = o, 1, 2, 

INTERPRETAÇ~O GEOM~TRICA 

X 
i. 

Dada a solução )' no ponto 
n 

X = X • calculamos y' = 1Cx .y 
n n n n 

) 

e traçamos a reta que passa por 
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Cx y) com declividade 
n 

y' = 1Cx y .) então: 
n n n 

y = y +y' C x -x ) 
n n n 



v é o pon"Lo onde a re"La in"Lercept.,a a ordenada levan"Lada em 
~ n+1 

X = X = X +h 
n+1 n 

en"Lão y = yn +y • C x -x ) = v +h t·c x y ) n+:f. n n+:f. n ~ n n n 

Exemplo : 
y - 1 

Dado { y' = 
y(1) = 2 

X 
+ Calcular yCx) para x = 1C0.05)2 

v 
~ i.+1 

X 
o = 1 

X = 1. 05 
1 

yz = 2.1 

X = 1.10 z 
X = 1.15 3 
X = 1. 20 

4-

+0.05 

X = 2. 00 zo 

= 2 

[ 
y2 = 

y3 = 
y = 

4-

pelo mé"Lodo de Euler. U"Lilizar nos 

c:á.lculos 5 algarismos signif-ica"Livos 

c yi_ -1) z ] 
+ ---

X. 
L 

Y
1 

= 2 +0. 05 [ 
2 - 1 

+ ] = 2.1000 
1 

y:f. = 2.1000 

2.1 -1 C2.1 -1)2 ] 2.2100 + = 1. 05 1. 05 

2.2100 

2.3316 

2.4666 

y20 = 

E ~ 
CO. 05) 2 

2 * má.x y''Cx)j E ""0.0025 
TRLOC TRLOC 

X E [:1;2l 

O mé"Lodo de Eul e r é um dos mais ant.,igos mé"Lodos 

numéricos para solução de equações diferenciais. Ele concorda com 

a série de Taylor a"Lé os "Lermos em h 

Seu erro de "Lruncamen"Lo é por"Lan"Lo rela"Li vamen"Le grande . É um 

mét.,odo frequen"Lemen"Le ins"Lável, ist.,o é, um pequeno erro de 

arredondamen"Lo amplia - se a medida que o valor de x aumen"La. 

7.4.2 M~TODOS DE RUNGE KUTTA 

Como já foi vis-Lo, o mé"Lodo de Euler não é mui-Lo usado 

em problemas pr á t.,i c os. em vi r t., ude de requerer uma ampl i t., ude de 

in"Lervalo mui-Lo pequena a fim de conseguir uma exa"Lidão r·azoâvel. 

O mé"Lodo de Taylor de ordem mais elevada é inacei"Lâvel. devido à 

necessidade do câlculo das derivadas "Lo"Lais de elevadas ordens de 

y(x) Os mét.,odos de Runge Ku"L"La procuram ob"Ler uma maior 

exa"Lidão e ao mesmo "Lempo evi"Lam o câlculo das derivadas de yCx) 
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calculando a !unção f'Cx 

sub-int-ervalo. 

y) em pont-os selecionados de cada 

7. 4. 2 -1 FúRMULA DE RUNGE KUTT A DE 2 ~ ORDEM <EULER APERFEIÇOADO) 

y• = !C x • y) 

v Cx ) = y 
J o o 
yCx) = FCx) 

F' Cx) = f'Cx , FCx)) R1 ~ ,, _,.,cQ._,~,. ~(""~ •;]....,) 

R2. ·· -,: -,.,ce.:~,. tn'~:·J j!'~,) 
R.) ·. " . .,, c l. "" ..,.,~ e J. ' ..c... 

k +k 
1 2 onde Yn+1 = y + 

n 2 
~~ 

)( .'n T' 

1<'1 // R3 

X / 
k = h f'Cx Yn 

) e k = h f'Cx +h • yn +k J 
1 n 2 n 1 

O er ro de t-runcament-o local dest-a f'órmula é da ordem de 

h
3 

, e é bast-ant-e dif'icil calculá-lo devido a sua complexidade . 

h3 
v - vr-v ) = --
J n+1 J ~ ~ n+1 1 2 +211 

xy 

Exemplo: Calcular pela 16rmula de Runge Kut-t-a de 2~ ordem o valor 

de y • sendo dado y• = X - y e yCO) = 2 para X = OCO. 2) 1 

n X Yn k k 
T"l 1 2 

o o 2 . 0000 -0.4000 - 0.2800 f'Cx • y ) = X - y 
n n n n 

1 0.2 1.6600 -0.2920 -0.1936 k = h f'Cx . yn ) 1 n 

2 0.4 1.4172 -0 . 20344 - 0.12276 k = h f'Cx +h • yn +k ) 
2 n 1 

3 0.6 1. 2541 -0.13082 -0.06466 
Yn+t = Yn + -

1
-Ck +k ) 

2 i 2 

4 0.8 1. 1564 -0 . 07128 -0.017024 k = 0.2 co -2) = - 0.4 
1 

5 1.0 1.1122 k = 0.2 CO. 2 - 1. 6) = - 0.28 
2 

2 +( - 0 . 4 -0.28 

J 1. 66 v = = 
J 1 2 

k = 0.2 CO. 2 - 1. 66) = -0 . 2920 
1 

k = 0.2 CO. 4 - 1 . 368) = - 0.1936 
2 

1. 66 C- 0.292 - 0.1936) 
1. 4172 v = + = J2 2 

k = 0.2 co. 4 - 1. 1 72) = -0.20344 
1 

k = 0.2 CO. 6 -1 . 2138) = -0 .12276 
2 

1.4172 ( -0 . 20344 -0.12276 

J 1. 2541 y3 = = 2 
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Est.e mé'lodo conc orda c om a série de Taylor a'lé os 'lermos de ordem h 2 

7.4.2- 2 M~TODO DE RUNGE KUTTA DE 4~ ORDEM 

{

y• = f( X • y) 

Seja yCx ) = v 
o Jo 

ger·ar aproximações y 
n 

par a yC x +nh) 
o 

s e ndo h fixo e n = o. 1, 2, ... usando a fórmula 

Yn+i = Yn + 
1 
6 

k = h fCx y ) 
i n n 

h ki 

-
I ! ~ · / -v~ 

~ ~~ / v k = h f( X + -- , V + -- ) 
z n 2 n 2 

h k2 
/Zv vt/v 

{~V L~v k = h fCx + -- y + -- ) e 
3 n 2 ' n 2 

/:/ ~ v:::-v ""{ __,v 
k = h f( X +h, y +k ) 

4 n n 3 
/ ~ V1V v v 

~~~~~ ) V-;.-
-

~ % / ...---- 1(2. 

~ ~ ~ - - - --
.k - -

~ ~ 
i:::?' , ... , 

"Í 
......::.. 

o o+~ )C ~h )f>-+~ o~ 12.~ 

O e rro de 'lruncamen'lo l o cal des'le mé'lodo é da orde m de 0Ch5
). 

Por Taylor 'le riamos:: 

hz 
Yn+i = Yn +h Y~ + -2- v• • + 

J n 
y• • • + 

n 

h 
4 

IV 

~ yn 

Ao invés de avaliarmos as derivadas até 4~ ordem, 

avaliar a função f e m qua'lro pon'los: para cada valor de x 
z 

X -y 
Exemplo: Calcular a solução da equação diferencial 

{ 

y• -

:y'(O) = 2 

p o r Runge Ku'l'la d e 4~ ordem com x = 0(0.1) 0.5 

X y 
n n 

o 2.000000 + 1 ( k +2k +2k +k ] yi = yo - 6- i z 3 4 
0.1 1.671145 

k h fCx ) = • yo 
0.2 1.445037 i o 

k 
k h h 1. 

) = fCxo + - 2- • " + --0 . 3 1 . 284750 z Jo 
k 

2 

0.4 1.16980 k h fCx h _ 2_ ) = +--. yo + 
3 o 2 2 

0.5 1 . 087855 k = h fCx +h . yo +k ) 
4 o 3 

X = o yo o = 2 h = 0.1 

k = 0.1 co - 22) = - 0.4 i 
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k 0 . 1 [o. o5 C2 
- 0 . 4 ) 2] 0.1 CO. 05 -3.24) - 0.319 = - + = = 2 2 

k O. 1 (o. 05 C2 
- 0 .319 

) 2) 0.1 C0.05 -3.387440) = - + = 
3 2 

k = 0.1 C0 . 1 -1. 666256~ = -0.267641 
4 

v ~ yC0.1) 
J :f. 

2 
1 

( - 0.4 +2*C - 0.319 - 0.333744) -0.267641) y:l = + 
6 

X = 0.1 y:l = 1.671145 y2 = ? 
:f. 

k = 0.1 C0.1 - 1 . 6711452
) = -0 .269273 

:f. 

k 0.1 (0.15 c 1. 671145 
0.269273 )2 ) -0 . 221086 = - - = z 2 

k 0.1 (0.15 (1.671145 0.221086 )2 ) -0.228548 = - - = 
3 2 

k = 0.1 (0.2- C1.671145 -0.228548) 2
) = -0.188109 

4 

= - 0 .333744 

= 1.671145 

Y = 1 . 671145 + - 6
1 c -o. 269273 +2 c - o. 221 086 -o. 228548) - o. 1881 09) 

z 

y = 1. 445037 
z 

7.4.3 COMENTÁRIO SOBRE OS MtTODOS DE RUNGE KUTTA 

1 ç:> -Os mé"lodos de Runge Ku"lla possuem a impor"lanle vantagem de 

serem auto inicializados. 

2ç:> - Eles não precisam do cálculo de derivadas de ordem elevadas. 

mas requerem o cálculo da !unção 1Cx • y) em vários pontos. 

3ç:> - Sendo capazes de começar por si próprios. eles permitem uma 

"lroca 1ácil no tamanho do intervalo. 

4ç:> - Eles não 1ornecem nenhuma in1ormação 1acilmen"le alcançável 

sobre o erro de lruncamenlo 

7.5 COMO ESTIMAR A EXATIDÃO DE UMA APROXIMAÇÃO JÁ CALCULADA? 

Sejam x • x • 
:f. z 

.x pontos obtidos com um passo h • 
n 

supondo h constante. Calcula -se os valores 

usando numa 1 ~ vez: passo h e numa 2 ~ vez: passo h/2 . 

A exa"lidão 

* valor y_ 
\. 

dos Y. calculados será 
\. 

(calculado com h/2) e 

rei la comparando-os com o 

isso porque se não 1ossem 

come-Lidos erros de arredondamen"lo as 

"lenderiam ao valor exalo ao h - >O 
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Exemplo: Dado y• = y com yCO) = 1 . Calcule y para x = 1 

~ub-i.nt EULER RUNOE KUTTA 

di.vi.sã.o EULER ERRO MODIF. ERRO 4 ~ ORDEM ERRO 

1 2.000000 -O. 718280 2.500000 -0.218280 2.70833 -0.009947 

2 2.250000 - 0.468280 2 . 640625 - 0 . 077655 2.717346 -0.000934 

4 2.441406 - 0.276874 2 .694856 - 0.023425 2.718209 -0.000071 

8 2.565784 - 0.152496 2.711840 - 0 . 006440 2.718276 - 0.000005 

16 2 .637927 - 0.080354 2.716590 -0 .001690 2.718277 -0.000003 

32 2.676983 - 0.041297 2 . 717843 - 0.000437 2 . 718273 - 0.000008 

64 2.697332 - 0.020948 2.718158 - 0.000123 2.718264 -0.000016 

128 2. 707707 -0.010573 2.718225 - 0.000056 2.718250 -0 .000030 

256 2.712931 -0.005349 2 .71 8212 -0.000068 2.718217 -0.000 63 

5 12 2.715500 - 0.002780 2.718148 - 0.000133 2.718148 -0.000132 

1024 2.716705 -0.001575 2.718027 -0.000253 2.718027 - 0.000253 

2048 2 .717119 ~0.001162 2 . 717766 -0.000514 2.717766 - 0.000514 

4096 2.716937 - 0.001343 2.717260 - 0.001020 2.717260 - 0.001020 

8192 2.716088 - 0.002192 2.716253 -0.002027 2.716253 -0.002027 

16384 2.714149 - 0. 004131 2.714230 -0.004051 2.714230 - O. 004051 

ES:TES: VALORES: FORAM EXTRAfDOS: DE: INTRODUÇÃO AOS: MÉTODOS: 

NUMÉRICOS: DE PETER A. S:TARK. 

7.6 FORMULAS DE PASSO MúLTIPLO 

O método de Taylor de ordem K e os mé'lodos de Runge 

Ku'l'la requer e m in!ormações a respei'lo da solução num único pon'lo 

x = x • a partir do qual o mé'lodo avança para obter y no ponto 
n 

seguinte Os métodos de passo múlli pl o !azem uso da X = X 
n+~ 

in!ormação sobre a solução em mais de um ponto. 

Vamos supor que jà obtivemos aproximações para y• e 

y em um número de pon'los igualmen'le espaçados. digamos x .x 
o 1 

.x 
n 

Uma classe de métodos de passo múltiplo é baseada no 

principio da integração numérica. Caso in'legrarmos a equação 

di!erencial y• = !Cx • y) de x a x leremos: 
n n+i 

X X 

J n+i 
}'• dx = I n+ 

1 !C x • yC x)) dx - > Yn+~ = Yn 
X X 

n n 

X +I n+1 

X 
n 

!Cx • yCx)) dx 

A !unção !Cx • yCx)) é aproximada por um polinômio que in'lerpola 

nos Cn +1) pon'los x ,x 
n n - 1 • X n - 2 . - - -
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X I 
i. i. 

X I 
n-m n - m 

X I 
n - < m - 1> n - < m - 1> 

"" f' ~~n- 2 n - 2 

X I 
n - 1 n - 1 

X I 
n n 

7.6.1 FORMULA DE ADAMS BASHFORTH 

A f"unção f"Cx. y) é aproximada por um polin6mio interpolador 

de New"Lon do 3~ grau com dif"erenças descendentes. 

A aproximação para y é dada por: 
n+1 

= v Jn + 
h 
24 [ 551 n - 591 

n - 1 
+371 

n - 2 
-91 ] 

n-3 

A f'órmula [!] é conhecida como f'órmula de Adams-Bashf'orth. 

Como o polin6mio obtido !oi de 3~ gr·au . pode-se conseguir uma 

e stimativa para o erro de truncamento do método. Tomando o erro 

do polin6mio de New"Lon descendente do 3~ grau e integrando-o 

obtemos: 

- 251 
- 720 

Exemplo: Dada 

2 

{

y• =-y 

yC1) = 1 
Calcular uma aproximação para a 

solução para x = 1.0 C0.1) 1.5 pelo método de Adams - Bashf'orth. 

Para aplicar A.B . percisa- se de 4 valores anteriores da f"Cx.y). 

Estes valores podem ser calculados por Runge - Kutta de 4~ ordem. 
1 Como a solução particular da equação dif"erencial dada é y = 
X 

vamos calcular estes 4 valores pelo valor exato da solução. 

y• =f' = 2 yCx ) 1/x n X yn - y = 
n n n n n n 

o 1.0 1. 000000 - 1.000000 1.000000 

1 1.1 0.909091 - 0.826446 0.909091 

2 1.2 0.833333 - 0.694444 0.833333 

3 1.3 0.769231 - 0.591716 0.769231 

4 1.4 0.714436 - 0.510419 0.714286 

6 1.6 0.666860 - 0.444703 0.666667 
~ol A.B. sol . QXO.lO. 
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X = 1 
o 

'.f = 
J n+:i 

~.f 
n 

+ 

y = 1 o 

__ r_l _ [551 - 591 +371 
24 n n - :i n - 2 -91 J n-3 

= 0.769231 + ~4 1 [55C - 0.591716) - 59C-0.694444)+37C - 0.826446) + 

+ - 9( - 1) = 0.714436 

y5 y4 + 

E h5y v 
= 

AB 

para X E 

-+ E :::; 
AB 

0.1 
[5514 - 591 

24 

(~) 
251 

~como y 
720 

[1 1. 5) 

251 
720 

c 120) 10- 5 

+37í - 91:1] 0.666860 = 
3 2 

1 
ent-ão 

v 5 ! < 120 ---- y(x) = 
X 6 

X 

E ~ 0.0004. 
AB 

A maior desvant-agem das íórmulas de passo múlt-iplo reside 

no íat-o delas não .serem aut-o iniciàveis. Port-ant.o. no mét-odo 

Adams - Bashíort-h devemos obt-er quat-ro valores sucessivos de 

f'C x y) em pont-os igual ment-e espaçados. ant-es de que est-a 

f'órmula possa ser usada. Est-es valores iniciais devem ser obt-idos 

por algum mét-odo independent-e. Deve- se cal cul à - los por 

Runge - Kut-t-a de 4. ~ ordem para que est-es valores t-enham uma boa 

exat-idão. 

Embora a ordem do erro de Lruncament-o no mét-odo de 

A.B. seja igual a do mét-odo de Runge-Kut-t-a. o coeíicient-e do erro 

é maior no mét-odo de Adams Bashíort-h. por isso o mét-odo de Runge 

Kut-t-a é geralme nt-e mais exat-o . 

Por out-ro lado. a íórmula de Adams Bashíort-h requer 

soment e um càlculo de derivada por int-ervalo ao invés de quat-r·o 

cálculos por int-ervalo exigidos por Runge Kut-t-a. sendo port-ant-o 

bem mais rápido. 

7.6.2 FORMULA DE ADAMS MOULTON 

Fórmulas corret-or as de ordem mais elevada podem ser 

de 

obt-idas usando- s e um polinômio que int-erpole em x .x •...• x 
n+:l n n-m 

para um int-eiro m > O . 

E a íórmula de Adams - Moult-on é dada por: 

( :1) 

Yn+:l = Yn + [ 
91 (O> +1 9í -51 

n+:l n n - t 
+í ] 

n - 2 
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com erro E = 
AM 

19 
720 

(i_) 

- yn+1 

Esta t·ór-mula de Adams Moul ton é de 4 ~ ordem é uma fór-mula 

corretora do tipo fechado. uma vez 

envolve a quantidade desconhecida y n+1 

que f = fCx n+1 n+1 
Pode ser demonstr-ado que 

a i ter ação baseada em convergirá desde que h seja 

suficientemente pequeno a ponto de satisfazer- a condição 

9h ãf < 1 
24 ãy 

7.6.3 T~CNICA DE PREDIÇÃO E CORREÇÃO 

Para calcular a solução de uma equação diferencial: 

y• = fCx • y). considera-se y 
n+1 

C valor- de y calculado por 

Adams-Bashforth) como uma pr-imeir-a apr-oximação de yCx ) _ 
n+1 

( 0) 
y - valor- de pr-edição e n+1-

aproximação para recalcular yCx ) que 
n+1 

usa-se esta pr-imeira 

será o valor de correção. 

ALGORITMO: Para a EDO y• = fCx • y) com h fixo e x = x +nh 

e dados C y • f ) , C y 
o o 1 

f ),Cy 
1 2 

n = 3. 4. 5. 

< 0) 
1- Calcular y • usando a fór-mula: n+1 

f ), Cy 
2 3 

n o 
f ) dados. par a cada 

3 

< Ol ,, = ,, + 
J n+1 J n 

h 
[ 55f n -59:f n- 1 +37:f n-Z -9:f n- 3 ] 24 

2- Calcular :f< o> 
n+1 

3- Calcular: 

< kl 
Yn+i = Yn + 

:fCx 
n+1 

[ 9:fCx 
n+i 

4- Iterar para k até que: 

<Ol ) 
Yn+1 

< k-1)) +1 9:f 
Yn+i n 

< k> 
Yn+i 

< k -1 ) 

Yn+i 
( k) 

yn+i 

-5:f 
n- 1 

+:f 
n-2 

1. 2. 

<c (valor pré deter-minado) 

Na pr-ática. a :fórmula corretora deve ser usada somente uma vez. 

portanto se o erro não :for- o desejado deve-se dirmnuir o h _ 

ERRO DA FóRMULA CORRETORA 

vCx ) 
J n+i 

( 1) 

- yn+1 ~ - [

(i) <O>) 
y n+1 - y n+i 

7.6.4 FORMULAS DE MILNE 

Exist-em vár-ias f6r-mulas de pr-edição-cor-r-eção, dent..r-e 

elas as :fórmulas devido a Milne são :frequentemente usadas. 
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( 0) 4h ( 21 - 1 +21 ) E 
28 h~ <V> C ( ) 

ynH. = y + = 
n-3 -3- n n-1 n- z 90 y 1 

(:l) h ( f <O> +4f +f ) E 
- 1 h~ ._.<V l .~ Y" ) v = " + = 

~ n+1 J n- 1 ~ n+ 1 n n-1 90 J ~ ', z 

A fórmula corr etora está baseada na fór·mul a de Simpson para a 

in~egração numérica. 

E = 
- 1 

( 

(:1) (O) ) 

Y n+1 - y n+1 29 

E ... . i/2 o xemplo: A equação di i e r·en ci a l Ordinár ia y • + C xy - 1) = com 

yC 1) = 2 t.,em a solução ern x = 1 C O . 02) 1. 06 dada pela t.,abel a 

abaixo. Calcular yC1 . 08) e 

Bash!ort.,h e Moult.,on) 

yC1.1) por predição-correção CAdams 

!Cx y ) 
(o} 1< 0 >Cx y ) n X Yn . y • n n n n n 

o 1 2.0000000 -1.0000 

1 1. 02 1.97990199 - 1.009702941 

2 1. 04 1.95961577 -1.018823047 

3 1. 06 1.93915284 - 1.027376275 

4 1. 08 ( 1 > =1.91852440 I(i) =-1 . 035377396 1.91852439 - 1.035377391 y4 

y• = -Cxy - 1) 1
/Z 

X = 1.08 
4 

4 

o 
v = 
J4 y3 + 

02~2 [ 5513 -591 z +371 1 -91 o ] 

o 
y4 = 1.93915284 + 

02~2 [55( - 1 . 027376275) -59(-1.018823047 + 

+37(-1.009702941) -9(-1)] 

y: = 1.91852439 

y(i) = 1.93915284 
4 

= 1.93915284 + 

1 <o> = - 1 . 035377391 
4 

+ O. 
02 [ 91° +191 -51 +1 ] 

24 4 3 z 1 

02~2 [9 C- 1 . 03537739) +19(-1.027376275) 

5C-1.018823047) +C-1.009702941)] = 1.91852440 

X = 1.10 
~ 

y: 0 
> = 1. 91852440 + O. 

02 [ 551 < 
1 

> -591 +371 -91
1
] 

J 24 4 3 2 
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r<t> = - 1_035377396 
4 

y ~O) = 1 - 91852440 + 24 - - - - - - - . - ..... - = 1 . 8977 4 1 326 0_02 [ ] 

Í{ú} = - 1_042840093 
5 

<t> = 1_91852440 + 0 - 02 
y5 24 [ 9(-1_042840093) +1914 -513 +12] = 

( 1 ) 
,, 1. 897741334 
] 5 

7.7 SISTEMAS DE EQUAÇOES DIFERENCIAIS DE 1~ ORDEM COM C.I. 

Seja dado o sisLema { 

solução será y = FCx) 

z = GCx) 

y' = 1C x, y , z) 

z' = gC x, y, z) 

com F'Cx) = 1Cx, 

G'Cx) = gCx, 

vCx ) 
J o 
zCx ) 

o 

= 

= 

FCx), GCx)) 

FCx). GCx)) 

y 
o 

z 
o 

FCx ) 
o 

GCx ) 
o 

a 

= z 

Para obt-ermos sua solução é possi vel aplicar qual quer um dos 

mélodos já est-udados, simplesment-e usando-os em cada equação 

sequenci al menle a lé que uma elapa eslej a compl ela da em lodas as 

equações,ai repele-se para a próxima elapa, e assim por diant-e_ 

7.7.1 FúRMULA DE EULER 

Para resolver- @] usa-se as 1órmulas : 

v 
J n+t = y 

n 

z = z 
n+:l n 

Exemplo: 

Calcular 

v' 
J n 

= 1Cx 

+h f-ex • y. z ) e 
n n n 

+h gCx , y, z ) com 
n 

Dado o 

n n 

sislema 

com yCO) = O 

zCO) = 1 

uma aproximação para 

' }' n • z ) = X _z +1 
n n n n 

a 

E ~ ex: h2) 

solução para 

z' = gCx , y, z ) = -x -Y n n n n n n 

v = v +h1Cx y z ) = v +hCx _z +1) 
J n+:l Jn n n n J n n n 

z = z +hgCx , y • z ) = z +hC - x -Y ) 
n+:l n n n n n n n 

X = o co_ 1) 1 

o 



X Yn y• = f' z z' = gn n n n n n 

o 0.0000 1. 0000 1. 0000 0.0000 

0.1 0.1000 1.1000 1. 0000 -0.0100 

0.2 0.2100 1.1998 0.9990 -0.0420 

0.3 0.3300 1. 2984 0.9948 -0.0990 

0.4 0.4598 1. 3940 0.9849 - 0.1839 

0.5 0.5992 1.4833 0.9665 -0.2996 

0.6 0.7475 1. 5619 0.9365 - 0.4485 

1. o 1. 3993 0.6322 

X = o yo = o z = 1 h = 0.1 
o o 

X = 0.1 yi = o +0.1CO X 1 +1) = 0.1 
i 

z = 1 +0 . 1 c - 0 X o ) = 1 
i 

X = 0.2 y2 = 0.1 +0.1 C0.1 X 1 +1) = O. 21 2 

z = 1 +0.1 C- 0.1 X 0.1) = 0.999 
2 

X = 0.3 y3 = 0.21 +0.1 CO. 2 X 0.999 +1) = 0.3300 3 

z = 0.999 +0.1 C-0. 2 X 0.21) = 0 . 9948 
3 

7.7.2 FORMULA DE RUNGE-KUTTA DE 2~ ORDEM 

Seja o sist-ema de E.D.O. 

{ y' f'Cx. 
com yCx ) = yo = y. z) o 

z' = gCx. y. z) com zCx ) = z o o 

k +k 
+ i 2 

k h f'Cx ) 
Yn-t-i = Yn = y. z 2 . 

i n n n 

k = h f'Cx +h. Yn +k z +1 ) 
2 n i n i 

1 +1 
+ i 2 

1 h gCx • ) z = z = y, z 
r. -t 1 n 2 t n n n 

1 = h gCx +h. yn +k z +1 ) 
2 n i n i 
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7.7.3 FÓRMULA DE R UNGE KUTTA DE 4~ ORDEM 

y = Yn +1/6 c k +2k +2k +k ) 
n+:i :1 z 3 "' 

z = z + c 1 +21 +21 +1 )/6 
n+1 n i 2 3 "' 

onde k = h íCx yn z ) 
:l n n 

h 
k I 1 

k h íCx 
:l :l 

) = + 
~ Yn + - 2- z + - 2-

7 n n 

h 
k 1 

k h íCx 
z z 

) = + - 2- Yn + - 2- z + 
~ 3 n n 

k = h Í Cx +h yn +k z +1 ) 
4 n 3 n 3 

1 = h gCx • Yn z ) 
:l n n 

h 
k 1 

l h gCx 
:1 1 

) = + - 2 - v + - 2 - z + 
~ z n J n n 

h 
k 1 

1 h gCx + 
2 2 

) = - 2- y + - 2- z + - 2-3 n n n 

1 = h g Cx +h • Yn +k • z +1 ) 
4 n 3 n 3 

{ y• = xz +1 yCO) = o 
Exemplo: Seja o sis"lema z• zCO) 1 = - xy = 

calcular yCx) = ? para X = o CO. 1) 1 

Aplicar o método de Runge Kutta de 4~ ordem. 

X = o yo = o z = 1 h = 0.1 X = 0.1 
o o :1 

v = y + Ck +2k +2k +k )/6 
J:l o :1 2 3 "' 

z = z +C1 +21 +21 +1 )/6 
:1 o :1 z 3 4 

k = 0.1COx1+1) = 0.1 l =0.1C-Ox0) =0 
:l :1 

k
2

=0.1C0.05x1+1) = 0.105 l
2

=0.1C - 0 .05CO+ 021 )) =-0.00025 

k
3

=0.1C0.05C1-
0 · 0~025 )+1) =0.105 1

3
=0.1C - 0.05CO+ 0 ·~05 )) =-0.0002625 

k =0.1C0.1C1 - 0.0002 625)+1) =0 . 110 l =0.1C - 0.1C0+0.105)) =-0.00105 
4 "' 

v = o +(0.1 +C0 . 105 +0.105)2 +0.11) / 6 = 0.105 • . :l 

z = 1 +CO +2 C - 0.00025 - 0.0002625) - 0.0105)/ 6 = 0.9996542 
:1 
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n X Yn z n n 
o o o 1 

1 O. 1 0.1049993542 0.9996541677 

2 0.2 0.2199774172 0.9971334626 

3 0.3 0.3448229592 0.9899897562 

4 0 . 4 0.4792324684 0.9754839794 

5 0 . 5 0.6225936653 0.9506053723 
I 

10 I 1.0 1.4138098380 0.5536776231 

k k k k 
1 2 3 4 

0.1 0.105 0.104999375 0.109997375 

0.1099965417 0 . 1149869376 0.1149768128 0.1199443355 

0.1199426693 0.1248733422 0.1248408526 0.1297021933 

0.1296996927 0.1344686094 0.1343987169 0.1390227101 

l l l 1 
1 2 3 4 

o - 0.00025 - 0.0002625 - 1.04999375E- 03 

-1.049993542E-03 - 2.399964377E- 03 - 2.437392345E- 03 -4.39952334E-03 

- 4.399548344E- 03 -6.998718798E-03 -7.060352208E- 03 - 1.034454809E-02 

- 1.034468878E- 02 - 1.43385482 E- 02 - 1.442200424E- 02 -1.916886704E-02 

I 

7.7.4 FORMULAS DE PREDIÇÃO-CORREÇÃO: ADAMS-BASHFORTH E ADAMS-MOULTON 

{o) ~4 [ 55fCxn • X ) - 59f'Cx ) yn+1 = y + .y • Yn-1 • z + 
n n n n- 1 n-1 

+37f'Cx v z ) - 9fCx y z ) ] n- 2 ~ n - 2 n - 2 n- 3 n-3 n-3 

{o) h 
[ 55gCxn • X ) - 59gCx ) z = z + 

~ 
.y Yn-1 z + 

n+1 n n n n-:1 ro-i. 

+37gCx v z ) - 9gCx • y • z ) ] n-2 ~ n- 2 n-2 n- 3 n - 3 n-3 
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< 1 } h 
[ 9fCx 

o o 
) +19fCx ) 

Yn-ti = y + 
24 . Yn-ti z .y ,z 

n n -t 1 n+i n n n 

-5fCx 'y n- 1 .z ) +fCx .y .z ) ] n - 1 n- t n-2 n-2 n- 2 

z < t > = z + 2h4 [ 9gC x • yo 
n-ti n r.-ti n-ti 

o z ) +1 9gC x , y , z ) -
n+i n n n 

- 5gCx 
n-1 'Y n-1 .z ) 

n-1 
+gCx 

n-2 " . ' - n -Z 
• z ) ] 

n -Z 

7.8 SOLUÇÃO DE EQUAÇOES DIFERENCIAIS DE 2~ ORDEM 
COM VALORES I NI CI AIS 

Seja y'' = fCx, y, y') com vCx ) = y 
J o o 
v' c x ) = y' - o o 

fazemos a mudança de variável 
{ 

y' = u 

u' = fCx, y. u) 

7.8.1 FORMULA DE RUNGE-KUTTA DE 4~ ORDEM 

YnH. = Yn +Ck +2k +2k +k ) / 6 e 
1 2 3 4 

u = u +Cl +21 +21 +l )/6 
~ onde 

n-t1 n 1 2 3 4 

k = h u 1 = h fCx • Yn • u ) 
1 n 1 n n 

k = h Cu +1 /2) 1 = h fCx +h/2 Yn +k 
2 n 1 2 n 1 

k = h Cu +1 /2) 1 = h fCx +h/2 yn +k 
3 n 2 3 n 2 

k = h Cu +1 ) 1 = h fCx +h • yn +k 
4 n 3 4 n 3 

/2 

/2 

u 

7.8.2 FORMULAS DE ADAMS-BASHFORTH E ADAMS-MOULTON 
<ADAPTADAS AO SISTEMA> 

r· = u y Cx ) = Yo o 
u' = fCx y. u) u Cx ) = y' 

o o 

(o} h 
(ssun - 59u +37u - 9u ] Yn-t1 = yn + 

24 n - 1 n-2 n-3 

com yCx
0

) = y
0 

uCx ) = y' 
o o 

u +1 /2) 
n 1 

u +1 /2) 
n 2 

+1 ) 
n 3 

(o} 
u 

n-t1 = u 
n 

+ • u ) 
n 

-59fCx 
n-1 y • n-1 

u ) + 
n- 1 

+37fCx , y , u ) 
n-2 n-2 n · 2 

- 9f( x , y , u ) ] 
n-3 n-3 n-3 
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{ 1 ) h [ 9u 
(o) 

+19u - 5u ] y = Yn 
+ 2i1 +u 

n-t1 n -t 1. n n - 1. n-2 

{ 1 ) h r 9f(O) +191 - 51 +f J u = !_.I + 
24 f"';-+ i n L n -t 1 n n - 1 n - Z 

Erro da fórmula Corr e tora 

yCx ) 
n+1 

( 1 ) _,, = 
J n+ 1 

- 19 
2 70 ( 

{i) 

" J n+:1 
(0) J - v 

J n+:1 

- 1 
( 

(:O 

" ~· n+:1 14 

7.9 EXEMPLOS 

1 - Dada a equação diferencial: 

{

-- y', +2yz = 

yCO) = O 

y'CO) = O 

Dete rmina r yC0.5) por Runge - Kutta de 4~ ordem 
2 -2y • fazendo y• = u ~ u' = y'' 

y' = u 

u• Y. 
-2y 2 

= e 

y-(0) = o 
uCO) = o 

X 
e 

X = 0 Y = o u = o 
o 

h = 0.5 
o o 

k = 0.5•u = 0. 5 *O = O 
1 o 

k = 0.5•Cu +1 / 2 ) = 0.5 (0+0.5/2) = 0.125 
2 o :l 

k = O. 5 •Cu +1 /2) = O. 5C O + O. 642013 /2) 
3 o 2 

k = 0.5•Cu +1) = 0.5 (0.638106) = 0.319053 
4 o 3 

1 = 0. 5 •Ce0 - 2(0) 2) = 0.5 
1 

1 0 . 5•Ce 
o . 2!5 - 2(0 +0/2)2) 0.642013 = = 2 

1 0.5•C e o- 2!5 - 2( o +O . 1 25/2) 2) 0 . 638106 = = 
3 

1 0 . 5•C e 
O.!S - 2(0 +O. 1 60503) 2) 0 . 798599 = = 

4 

0.160503 

y
1 

= O+ CO +2 C0.125 +0.160503) +0.319053)/6 = 0.148343 ~ yC0.5) 

2 - Dada a EOO y•• +10y = O com yCO) = 1 

a) Calcular uma aproximação para yC0 . 1), yC0,2) e yC0.3) 

b) Calcular a exatidão das a proximações para x = 0 . 1 ; 0.2 e 0.3 

c) Compare os r e sultados obtidos com os da solução exata 
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ME:TODO DE R.KUT JA-<1 P/EOO ORDEM 2 

xe= e 
Ye= 1 
YLB• l 
n= e. 1 

K 

IL! 
0 . 05 
e . e475 

- e. ae25 

X:: 0 . I 

L 
-1 
- !. e5 
- LB25 
-!.e475 

--y u 
Le4875 -3.291656666E- e2 

K L 
-3 . 29l666666E-03 -L e4875 
-S . S/29!66ô / E.-02 - L 0 47104l ô7 
-5. 564ôB7502E- 02 -1 . e208854 17 
-1. es.:;ee2084E- e 1 -e . 9931<33125 

x~ 0 .2 
---y 

9 . 935l26736E- 0 1 

K 
-1 .e52555382E -e 1 
-1. 55931l71.9E-e 1 
-!. 532747834E-e! 
-e. 1.97810247 

X= 8.3 
---y 

e. 839766391 

u 
- 1. e62555382 

L 
-9 . 935126736E-B1 
-9. 483849045E- e 1 
-9.!5547887/E-81 
- 8 . 4e2378902E-8 1 

u 
-1.98682o:tG73 

riETODO DE R.KUTTA-4 P,...EDO ORDEM 2 

xe= e 
Ye = 1 
YLB• 1 
h= e. as 

K 
e.e5 
e. e375 
e. 0371875 
e. e2453125 

x= e . as 
--y 
!. 03/3177e8 

L 
-e. 5 
- e. 5125 
- e . 5e9375 
- e . 51859375 

u 
e. 4895e9375 

K L 
2. 448e46875E- e2 - e. 518658854 
1. 15139 974E- 82 -e.52477897 1 
J. 1360994•8E- e2 - 5.215373535E-e 1 

-1 . 596398925E- e3 - 0 . 524339351 

x~ e . 1 
~ 
l. e487567!/ 

K 
-1.64978836 / E-83 
-I. 475924733E- 02 
-1. 474893516E-e2 
-2.76842 1569E-e2 

u 
- 3 . . 299576733E - 02 

L 
-5. 243783585E-e 1 
- 5.2396591 15E-8 1 
-5. 2e6885465E-8 1 
-5.!/e8389e5E-81 

x~ e. 15 
---y 

l. 834831655 

K 
-2. 7.7388814!1:-82 
-4.e6642/71E-82 
-4. 849890909E -02 
-5. 30813693E-02 

X= 0.2 
~ 
9. 935098845E- e' 

K 
- 5. 31359475E- 82 
- 6.555482 1B5E- B2 
-6. 52227214E- 82 
-7. 7 15425935E-e2 

x ~ e . 25 
~ 
9 . 282B23359E-B1 

K 
- 7 . 72e73884E-82 
- 8.88099!76E- 82 
- 8. 83273l!4E- B2 
- 9 . 930232285E-02 

X= 8 .3 
--y 

8. 39738287/E- 01 

u 
-5. 547776282E-01 

L 
- 5. 170158275E- B1 
- e . 51088! 101 
- e. 506849758 
-e. 496770373 

u 
- L06271895 

L 
- 4. 967549423E-e 1 
- 4 . 8347e9554E-81 
- e. 48e366237 
- 4.641 435816E-e 1 

u 
-1.544147/68 

L 
- 0 . '=!6'\l0llõ8 
- 4. 447993209E-81 
- 4. 4 18986886E- e 1 
- 4. 199374823E-81 

u 
- L 987053546 

a.~ . 1, ) d = e (c.!.. ~ 6 'f- '" c.2. (.l-f> n '1--

3 - Dada a EOO y'. = (1 y com yCO) = 0 . 5 e y'CO) O 

Calcular y para x = OC0.1)0.5 

X y u. 
i. l. l 

o 0.5 o 
0.1 0.4974383575 -0.05183964991 

0 . 2 0.4895137602 - 1.072281994 

0.3 0.4758798195 -0.1660039404 

O. 4 0.4562035859 - 0.2280618466 

O. 5 0 . 4301593991 - 0 . 293361781 

4 - Dada a EDO y'' - 9y' - 10y =O Calcular yC1) por Runge Ku~~a de 

4~ ordem, iniciando com h = 0.2 h = 0.1 h = O. 05 

a~é ob~er a melhor exa~idão possivel. 

h 

0.2 

0.1 

0.05 

0.025 

0.0125 

0.00625 

0.003125 

0.0015625 

0 . 00078125 

v 
J 1 "' 

yC1) 

3.678852381E- 01 

3.678797745E-01 

3.678794611E- 01 

3.678794424E- 01 

3 . 678794414E-01 

3.678794413E-01 

3.6787944.12E- 01 

~.678784.415E-01 

3.67879442E- 01 

Solução Exat.a: 

yC1) = 0.3678794412 

Observe que a exa~idão diminuiu. 
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7.10 SOLUÇÃO NUM~RICA DE EQUAÇOES DIFERENCIAIS DE 2~ ORDEM 

COM VALORES NO CONTORNO 

Seja a equação dif-erencial: 

F Cx, y, y' ,y'') =O c:om 

onde é dado o valor da solução 

i nt.-ervalo. 

v( X ) = V e yC X ) = y 
~ o ~o n n 

par· a dois pont-os di f'erent.-es 

7. 1 o. 1 M~TODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 
<PARA EGlUA Ç ÕES: DE 2 ;;;,_ ORDEM LINEAR) 

do 

Consideremos uma equação dif·erenc:ial linear· de 2~ ordem 

com condição no cont-orno, ist-o é , são especif'icadas condições nos 

pont-os finais de um i nt.-erval o [a b J . Di vi damos o i nt.-er valo 

[a ; b) em N part-es iguais de amplit-ude h . 

Est-abelecendo x = a 
o 

e X = b 
N 

defini mos: 

X = X +nh 
n O 

n = 1, 2 , N-1 como sendo os pont-os 

int-eriores do int-ervalo. Os correspondent-es valores de y nest-es 

pont-os serão : v = yCx +nh) n = 1, 2, 
~ n o , N-1 

Cada derivada que aparece na equação, é aproximada por 

dif'erenças f'init.-as. Dif'erenças cent-rais são usualment-e pref'eridas 

e m virt-ude de conduzirem a uma maior exat-idão no cálculo da 

derivada. 

Seja a equação diferencial linear de 2~ ordem dada na f'orma: 

y• • Cx) +f'Cx) y•cx) +g(x) yCx) = qCx) 

com as condições yCx ) = y 
o o 

e yCx ) = y 
N N 

X -x 
h 

N o 
= 

N 
e X = X +nh , n = O, 1, 2, , N 

n o 

y'Cx) - ~ v' = 
n ~ n 

Yn+t 
y 

n - t 

2h 

y' 'Cx) ~ y' • 
n n 

Yn+1 
2y + y 

n = 
h2 

Subst.-i t.-ui ndo as derivadas em 

der· i vação numérica, obt-em-se: 

y -2y +y 
n+1 n n -1 

uma vez que yo e 

equação @] é um 

i r1cógni t-as: y Cn = 
n 

+ f"( X ) * 
n 

YN são 

sis+~ema 

1. 
,, 
c. , 

y' 
n 

n-1 y •• c X ) = y. • +CX h 2 ) 
n n 

[I] pelas expressões obt-idas por 

Cv - v ) 
~n+1 ~n-1 

2 h 
+ gCx )-~~; y 

n n 
= qCx) 

n 

n = 1 , 2 , , N-1 

dados pela 

linear de 

N-1). 
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condição de cont.-or no. a 

N-1 equações com N - 1 

Est-e sist-ema pode ser 



r· esol vi do por- qual quer· mét.odo de r-esolução de si st.emas linear-es. 

a a 
i i i2 o 

A matr· i z do sistema é urna a a a 
2:1 22 23 

mat.riz tridiagonal e de a a a 
32 33 34 

orde m C N- 1) . o 
a a 

nn- :1 nn 

7.10.2 EXEMPLOS 

1)Calcular a solução da equação diferencial com valores no 

contorno, em quatro pont.os internos do int.ervalo [0 i 11 

y'' +xy' +y = 2x 

yCO) = 1 

yC1) = o 
N = 5 

h = 1 - 0 
5 

= 0.2 

x = x +nh • n = 1 •...• 4 
n o 

(pontos int.eriores do int.ervalo [ O 

v -2y +y 
- n+:l n n-:1 

v - v 

( 

J n+ :1 -· n - :1 ) +x +y = 2x 
n 2 CO. 2) n n 

1 
( Yn+:l J 

X 

(Y n+:l - Yn-:1) 
-2y 

n 

0.04 
+y + 

~ n n - :1 
+y = 2x 

n n 

v -2y +y +0 .1x (Y n+:l 
- y ) +0 . 04y = 

- n+:l n n - :1 n n - :1 n 
0.08x 

n 

n =1 C1 +0.1C0.2))v - 1.96v +C1 - 0.1C0.2))y = 0 . 08(0.2) 
J 2 J i o 

1- 02y - 1- 96y = - 0. 964 
2 i 

n =2 C1 +0.1CO. 4))y - 1. 96v +C1 - 0.1CO. 4))y = O. 08CO. 4) 
3 J 2 :1 

1. 04v - 1. 9 6v +0. 96y = O. 032 
J3 J2 :1 

n =3 C1 +0.1C0 . 6))v - 1 .96v +(1 -0.1C0.6))y = 0.08(0.6) 
J 4 J 3 2 

1.06y - 1 .96y +0.94y = 0.048 

n =4 C1 +0 .1C0 . 8))y -1.96y +C1 - 0.1C0 .8))y = 0.08(0.8) 
5 4 3 

1.08•J• - 1.96v +0.92•J• = 0.064 
5 J 4 3 

como v = O e ntão - 1.96 v + 0.92 y = 0.064 
J5 J" 3 

- 1.96y +1.02y = - 0.964 
:1 2 

O. 96y - 1. 96y 
i 2 

0.94y 
2 

+1. 04y 
3 

- 1.96y 
3 

0.92y 
3 

1 53 

= 0.032 

+1.06y = 0.048 
4 

-1.96y = 0.064 
4 
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2) 
X''",. +C 1 -x2) y' 2 o 1 1 +x = yo = X = 
~ J. o 
yC1) = 1 

y4 = -1 X = 5 
yC5) = - 1 4 

h = 1 

v - 2y +v Yn+1 - yn- 1 ( J n+1 n J n- 1 ) (1 -x~) ( ) 2 o X + • + X = n (1)2 2 (1) n 

( Yn+f - 2y J 0.5 c 1 
z 

) c ) 
z o X + Yn- 1 

+ - X Yn+1- yn - 1 + X = n n n n 

C x + O. 5 - O. 5 x 2 ) y - 2x y + C x - O. 5 + O. 5x
2

) y + x
2 

= O 
n n n+1 n n n n n - 1 n 

n = 1 X = 2 O. 5y
2 

- 4y = -7.5 
1 1 

n = 2 X = 3 - 1.0v - 6y + 7y = - 9 
2 J 3 2 1 

n = 3 X = 4 - 8y + 11.5y = -19.5 
3 3 2 

{ 
- 4y + 0.5y = - 7.5 

1 2 
7y - 6 - y3 . = 9.0 

1 y2 
11.5y - 8y = - 19.5 

2 3 

7.11 EXERC!CIOS 

1 - Seja a e quação dire r e ncial: 5 dy + 2y= 10 com yCO) = O 
dx 

Calcular uma aproximação para y(x) para x = O C0.1) 10 

mé~odo de Euler e por Runge Ku~~a de 4~ ordem. 

i X . Euler 
\. 

Runge ku~~a 
solução 
exa~a 4 - ordem Y. yCxi.) l. 

pelo 

o 0.0 0.00000 0 . 00000 0.00000 Solução Exa~a: 

10 1.0 1.675 84 1. 64839974 1.64840 y = 5 (1 -e' - 2/~~) 

20 2.0 2 .78999 2.753355140 2.75336 

30 3.0 3. 53071 3.494028900 3.49403 

40 4.0 4.02317 3.990517374 3.99052 

50 5.0 4.35057 4.323323554 4.32332 

60 6.0 4.56824 4.5464102096 4. 54641 

70 7.0 4.71295 4.6959496681 4 . 69595 

80 8.0 4.80916 4.7961889657 4.79619 

90 9.0 4.87312 4.8633813769 4.86338 

100 10. o 4.91565 4.9084217975 4 . 90842 

E:x,;;,rcCc\.o axtraCdo dQ: M\.n\.computadores Q Mln\.calculadoras 

Seu uso em c\.ênc\.as e Engenhar\.a 

Autores DALCÍDIO M. CLAUDIO e JOSE A. R. SANTOS 
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2 - Seja a equação 

2 
+ y 

{ 

5 X y• 

yC4) = 1 

- 2 = o 

Calcular por· Runge Kut..t..a de 4 a ordem uma aproxi mação para a 

solução yCx) • para x = 4C0.1) 4.5 

X 
i. 

y_ 
l 

4 1. 0000 

4 .1 1.004914 

4.2 1.009663 

4.3 1.014256 

4.4 1. 018701 

4.5 1.023006 

3 - y• • X y• o yC1) 1 y • C1) o - = com = e = y 
Calcular yCx) par à X = 1 CO . 2) 2 Aplicar Runge Kut..t..a de 4~ 

ordem e par· a yC2. 0) aplicar- predição e correção. 

i X. Y . v• y• • = r 
l l ~ i t 

o 1 1. 000 0.0000 1. 00000 

1 1.2 1.022727 0.241064 1.414398 

2 1.4 1 . 102057 0.566273 1. 836625 

3 1. 6 1.254820 0.975099 2.250182 

4 1. 8 1.497605 1.466654 2.668575 

5 2.0 1.846919 
(0 

2.043624 3.126509 = y!S 

1 . 847187 
( 1} 

2.045214 = y!S 
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