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CAPITULO O

0.1 INTRODUGCAO AO ESTUDO DA MATEMATICA NUMERICA

Com a evolugio dos computadores nas uUltimas décadas,
cada vez mais obtém-se uma sensivel melhora na exatidio e no
tempo de execug8oc das instru¢Bes. Porém algumas propriedades
bisicas da aritmética real n3o valem mais quando executadas em um
computador.

O estudo da matem&tica sob o© ponto de vista
computacional constitui a Matemitica Computacional. A Matematica

Numérica & um dos ramos da Matemiatica Computacional.

MATEMATICA COMPUTACI ONAL

I I
MATEMATICA MATEMATICA MATEMATICA FMATEMATICA

NUMERICA SIMBOLICA GRAFICA INTERVALAR
ANALISE CALCULO

NUMERI CA NUMERI CO

A MATEMATICA NUMERICA consiste no desenvolvimento de
métodos operacionais que envolvem apenas opera¢gfes aritméticas
utilizadas em um ndmeroc finito de vezes, para a resolugifo de
problemas que possam ser representados em forma matematica.

A MATEMATICA SIMBOLICA trata com modelos de forma
literal e busca uma solug¢fo analitica exata para os problemas
matemiticos.

A MATEMATICA GRAFICA trabalha com dados de forma
grafica e busca representar a solugfo dos seus problemas também
na forma grafica.

A MATEMATICA INTERVALAR trabalha com dados na forma de
intervalos numéricos buscando controlar os limites de erroc dos
processos da Matematiga Numérica.

A MATEMATICA NUMERICA tem por ocbjetivo estudar
processos numéricos Calgoritmos) para a solugfo de problemas
usando a maxima economia e confiabilidade em termos dos fatores
envolvidos que podem ser: tempo de execugfio, memédria utilizada, e
erros de arredondamento.

Processo Numérico ou Algoritmo Numérico € uma sequéncia

de instrugdes ordenadas de maneira a dar em seu decurso a solugfo
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para um problema especifico. A solug8o de um processo numérico &
representado por um ou mais numeros resultantes da execugloc das
operagdes aritméticas nele contidas.
Um algoritmo numérico possui como caracteristica basica
a de poder ser executado em tempo finito e a de envolver
a execugfo de apenas um numero finito de opera¢@es elementares,
isto &, de opera¢des bem definidas e também de execugfioc em tempo
finito.
Algoritmos numéricos serfo utilizados para resolver por
exemplo: - equagdes numéricas (n3oc lineares, funcionais, lineares)
— cllculo de integrais
— c&lculoc de valores de fungdes, etc.
Um algoritmo numérico de boa qualidade deve ter as
seguintes caracteristicas:
1. Inexisténcia de Erro Légico
Deve haver uma previsfo completa de tudo que podera
ocorrer durante o procedimento.

Exemplo. referéncia (11 pagina 19

B3
— Procura-se a solugio X da equacgio ax = b
Um algoritmo com erro lédgico seria: ler a, b
x* = b / a

O correto fica:

se & =0 e se b =0, entio imprima:IDENTIDADE,

caso contrario, imprima: CONTRADICZXO

caso contrério : x* =b / a
2. Inexisténcia de Erro Operacional
NSo deve ocorrer problemas de "OVERFLOW" ou "UNDERFLOW®.
Exemplo: referéncia [1]1 pagina 19
Seja T o conjunto de nimeros possiveis de serem representados
por uma maquina e que valha:
a) ¥VxeT, xeT
b) t = inf{ x | xeTAx> 0> e t=sup { x | xeT Nx > 0>
se tivermos valores Yy » tais que |y| < t,1 ou ly| > tz "
ocorreri um erro operacional.

seja z =x+iyeC , x e y € R

deseja-se calcular |z| = ¥ xZ + y2

se num algoritmo implementamos diretamente a férmula acima,



conforme forem os valores de X e y poderemos ter overflow em

2 e y2 , embora valha ¥ x° + y2 < tz

isto nio ocorrerid se o algoritmo for o seguinte:

se x =y = 0 ent3o x = O
caso contrario: se |x| 2 |y| entio =z = |x|.¥/1 + C y/ x)zl
caso contrario z = |y|.1/1 + ( x/ y)zl

3. Quantidade finita de c&lculos

O algoritmo deve terminar apds um numeroc finito de
passos.

4. Existéncia de um critério de exatid3o

Devido as limitagdes de precisio da miquina e da
exatidio desta e do método, todo resultado obtido devera
enquadrar—-se em um critério de exatidfo fornecido previamente de
forma que um resultado aceitivel seja escrito na forma:

RESULTADO « VALOR APROXIMADO I LIMITE DE ERRO
5. Independéncia da MAquina

O programa deve ser elaborado de forma que possa ser
executado em diferentes miquinas.
6. Com Precis3io Infinita os limites de erro devem convergir a
Zzerao

Estabelece a dependéncia entre a solugfoc exata em R e a
solugio de maquina.
7. Eficiéncia

E a qualidade em produzir uma resposta correta para o
problema dado, no menor tempo possivel. Eficéicia ¢ a qualidade em
produzir a resposta correta.
Exemplo: Resolug¢gioc de Sistemas de Equag®es Lineares A X = B

Utilizando o computador CRAY-1 que executa 107 oper agdes/segundo

temos:
Tamanho tempo gasto pelo Observa-se portanto que o
de sela algoritmo de CRAMER algoritmo de Cramer embora
= seja eficaz, nio & eficiente
5 x5 10 segundos para n > S
10 x 10 5 segundos
185 % 15 45 dias




0.2 NUMERO DE PONTO FLUTUANTE NORMALIZADO
Um numero Real, x e R ¢ dito um numero de ponto

flutuante normalizado se valerem:

1) x = m * b*
2 m=-0ddd...d , nel
1 2 3 n
3)1£d1£b—1.OSdLSb—1 , 1 =2 dyn
4) e < e = e sendc e =< O , e 21 , e = =) e 2
1 2 i 2 1 z
onde ¢ chamado base, b = 2

b
e ¢ chamado expoente, e ¢ © menor e e, é¢ o maior expoente
m ¢é a mantissa

n

¢ o nUimerc maximo de digitos usados na representagfic do

ndamer o
d_L , 1 = 1dy n s8%c os digitos da mantissa.
Usualmente representa—-se um sistema de ponto flutuante
por F = F(b, n, e e2) onde b & a base , n & a precisio, e, =

o menor expoente e e, ¢ o maior expoente que pode ser armazenado
internamente na maquina. Exemplos de sistema de ponto flutuante:
HP 25 : FC10, 9, -98, 100) ; HP 41c:FC10, 10, -98, 100D.

53 Para qualquer mantissa m vale: b < m <1 . Os nuUmeros
de ponto flutuante nSc s8c uniformemente distribuidos em R (ver

referéncia [1] piginas 28 e 30).

0.3 PRECISXO E EXATIDXO DAS MAQUINAS DIGITAIS
A precisic de uma maquina digital & definida como o
nimero de digitos da mantissa dessa maquina.
Exatidio ¢ a medida de perfei¢fo de um resultado. A
exatidio depende dos fatores maquina e algoritmo enquante a

precisio sé depende da miquina utilizada.

Exemplo: Seja ¢ nimero irracional V/E? = 1.414213562. ..
€12 1.4142 ¢ mais preciso e mais exato que 1.41
(2D 1.4149 € mais preciso e menos exato que 1.414
0.4 NUMERO DE MAQUINA
Um numero que pode ser representado com exatidio em um
computador ¢ denominado um NUMERO DE MAQUINA.
Exemplo: Seja uma miquina cuja precisfoc é de 8 digitos
binarios.

Cad n1 = 0.11100110 x 82 e seu consecutivo nz = 0.11100111 x 22



cujo correspondente na base 10 sfc respectivamente:
¢ 3.58875 2 e ¢ 3.609375 >
10 10
Desta forma podemos cobservar que o conjunto dos Ndameros
de Maquina formam um subconjunto dos Reais.
0.5 ERROS COMPUTACIONAIS
A Matematica Numérica <se ocupa com o cilculo de

grandezas, as quais s3o dadas entre outras por férmulas, equagdes

e valores limites. Pelo fato de nfSo podermos operar com o
conjunto dos nUmeros reais e sim com um subconjunto N < R e N
finito

poder 8¢ ocorrer diversos problemas: ERROS.
TIPOS DE ERROS

a— Erro nos dados de entrada

b—- Erro de modelo

c— Erro de truncamento

d—- Erro de arredondamento

a- ERRO NOS DADOS DE ENTRADA

As fdérmulas matematicas contém certos parimetros como
distancia, tempo, temperatura, etc, cujos valores s3co obtidos por
aparelhos com exatidio as vezes muito limitada Cconstrug¢fo do
aparelho, regulagem, mudanga de temperatura, etecd. Esses erros
infelizmente nio podem ser evitados.
b- ERRO DE MODELO

Provém das simplificag¢des das situagdes reais que
fazemos através de modelos (procedimentos).

b
Exemplce: A integral definida I = f foo dx » pode ser

a

aproximada pela férmula dos Trapézios I «~ -ELé%fL Pﬁm + fdn]

Na figura abaixoc temos uma ilustragio geométrica do

erro aoc usarmos o modelo acima, para calcular o valor de I.

7/

777711111
b

[ a
c—= ERRO DE TRUNCAMENTO

7

Este erro decorre da substitui¢So de qualquer processo



ou férmula infinita por uma finita. A diferenga entre a solugio

do problema dado e a do processo numérico chama-se
erro de TRUNCAMENTO.
- 5 T 2
Exempl o: Seja sen X = X - T 5T = * 5 -
substituindo—-se sen X pelo polinédmio do 5¢ grau
3 s
P5 (¥ = x = g' + ;. ; podemos calcular o valor numérico

do polindmioc e utilizi-lo como solugio aproximada de sen X .

O erro de truncamento neste caso € definido por E = sen x - pSCxD.
Como o valor de sen x nic ¢ conhecido, nic poderemos avaliar o
erro de truncamento. Em andlise numérica s3o pesquisados
resultados que permitam estimar, sem utilizar o valor exato de

sen X , um numero e tal que

| sen x - P, (x> | £ e
d - ERRO DE ARREDONDAMENTO

Ao associarmos a um numero Real de x um nUmero de

T

maquina Ax cometemos um erro que se propaga durante a
execug¢io do algoritmo com que =se trabalha, e o efeito final
desses erros ¢ dito erro de ARREDONDAMENTO.
Teoricamente © erro de arredondamento define-se pela
diferenga entre a solugfo (exatad do processo numérico e a
solugic calculada, obtida apds sua execugio.
Exemplo: Algoritmo numérico: S = 1,3 + 13 + 1/3
Solugio Exata: sS=1
Solugio Calculada: Supondo uma maquina que opere
com 3 digitos de precisio, teremos:
S =0.333 + 0.333 + 0.333 = 0.999
Erro de arredondamento: 1 - 0.999 = 0. 001
Vamos analisar dois tipos de arredondamentos:
1 © ARREDONDAMENTO TIPO CORTE Ccancelamentodl. As casas decimais
el excesso sio simplesmente abandonadas.
Exemplo: x = 13 = 0.33333... seria representado por
Ax = 0.3333 x 10° numa maquina de precisic de quatro algarismos
significativos.
v = O.66666. . . Ay = 0.6666 x 10°
2 D ARREDONDAMENTO PARA O NUMERO MAIS PROXIMO DE MAQUINA. Se a
miaquina trabalha com "d" algarismos significativos para a

mantissa de um nuUmero C(precisio da miquinad entfoc analisa-se o
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algarismo de ordem "d+1 " e, se este for maior ou igual a &5
soma—se uma unidade aoc algarismo de ordem "d". Caso contrario, o
algarismo de ordem '"d" permanece inalterado.

Exemplos: x = 0.666... d =5 entfo Ax = 0.66667 x 10°
x = —0.0004235437 d = 4 enti3o Ax = —0.4235 x 10 °

0.6 MEDIDAS DE EXATIDAO

Ao operarmos com um certo nudmero x e [R num
computador, se ele n8oc pertencer ac conjuntoc de numeros de
maquina N, estaremos na verdade trabalhando com um

numero Ax € N ¢ [R. Faz-se necessirio entio, medir a exatid3oc que
foi obtida. Veremos a seguir dois tipos de medidas de exatid8o:
ERRO ABSOLUTO

Sera anotado por E e definido por Ex=x—Ax

x
ou Ex=Ax—x ,onde  x: valor exato e Ax: valor aproximado.

Em geral, estamos interessados no valor absoluto do erro absocluto
ERRO RELATIVO

Anotaremos esse erro por R e seri definido por
E E *

- * 4 0
R = ou R = , 0 erro relativo nos fornece o© erro
% X ® Ax

cometido por unidade de valor exato. Como nfo conhecemos, em

geral, o valor exato de x precisamos obter limites para o erro

absoluto e relativo: |E | £ L e |R| £ L
* 1 » 2

COTA SUPERIOR PARA O ERRO ABSOLUTO DE UM VALOER APROXIMADO
Considerando d , o nimero de algarismos fracionarios
de um numero arredondado, temos:
— Se ¢© arredondamentoc € por corte:lExl < 10—d
o

- Se arredondaments € para o nUmeroc mais préximo de miquina:

* 1079

[E | =
X

Exempl os:

1]

726.84 Carred. p/ no + préximo){Exl < 0.5 % 1072

726.537 Carred. p/ ne corted |E | < 1072

= 726.53 Carred. p/ no° corte)lEy{ ¢ 167°

=0.726537 x 10% Carred. p/ no + préxd IE_| < 0.5 % 10°° » 10°=
= 0.5 % 1072

0.7 DIGITOS SIGNIFICATIVOS EXATOS DE UM VALOR APROXIMADO (DIGSED

g BEEE

Dado um numeroc Aa aproximado de um valor exato a , se

IRqI < —: * 10" , diremos que a aproximagZfo Aa tem pelo



menos n digitos significativos exatos.

Exemplo: X = 0.435795 * 1070 e AX = 0.43521 * 10

-7
—-Ax 5.85 * -2 2
IR | = | l = 5 0 = 0.4342 % 40 < 0.5 % 40
X

1< 0.4357290% % 10

n = zZ2 ., logo a aproximagio Ax possui dois digitos
significativos exatos: 4 e 3.

Isolando-se n na expressio do erro relativo acima:

IRxl =< —%— * 100" , obtém-se uma outra forma de determinar o

numero de digitos significativos exatos de uma aproximaglo.

DIGSE C(Ax, x> = —-(0.3 + log (u + B—Ié—xl—-l——)) s+ M: unidade de
arredondamento da maquina.
p o= : 10°™ . m: neo de algarismos da mantissa da maquina.

¥ Na pratica, geralmente nfoc conhecemos © valor exato de x, e
teremos ent3o, que usar duas aproximag¢des consecutivas de x , mas

ficando sujeito a algum problema.

DIGSE Cx_, X D = —€0.3 + logCu+|X - x| 7 |

k+14 k L

X
k+1

DIGSE de x, em relagio a %,

0.8 REPRESENTACAO ESQUEMATICA DA RESOLUCAO NUMERICA DE UM
PROBLEMA GENERICO

Problema
Original

Problema Matematico
ou Modelo Matematico| — 1. X =Solugdo Exata |——

Erro de Truncamento:

Et= b
E = Erro Total
Processoc Numérico — ®
| . = =1 ~
ou Algoritme > 1 x =solu¢ifo Exata ET=x—x

Erro de Arredondamento:
E=x - %
a

Processo Numérico
Executado

L >| % = Solugfo Calculada

Ent&o ET= Et + E ou E = x%x - x



¥ Observacio

E importante salientar que numa miquina digital n3c =3o vialidas
as propriedades dos nimeros reais de distributividade e
associatividade em relagfo a adig¢fo, subtra¢fo, multiplicagfoc e

divisio.
Exemplo: x = O.3491 x 10 e x = 0.2345 x 10°

suponha que as operag¢des sejam processadas numa mnmaquina com

precisfo de 4 digitos significativos

Cx +xJ-x = C0.2345 x 10° + 0.3491 x 10%- 0.3401 x 10*=0. 000

x +(x -x )= 0.2345 x 10°+C0.3491 x10%- 0.3491 x 10*=0.2345 x 10°

0.9 ACUMULACZXO DE ERROS
Suponha que desejamos somar dois numeros de ponto

flutuante, por exemplo:

x = 349,53 = 0.34953 x 10°
x,= 14,987 = 0.14887 x 10°
numa maquina de precisio = 5 digitos significativos.

Para somar numeros em ponto flutuante, precisa-se em
primeiro lugar alinhar os pontos decimais dos numeros. Para
zlinhar devemos desnormalizar © nuimeroc com © menor eXpoente,
deslocando sua fragSo para a direita o© nuimero de casas
necessario, que &, a diferen¢a entre os dois expoentes. Enti3o
x +x_ = 0.34953 x 107 + 0.014987 x 10° |

=C0.34953 + 0.014987) x 10°
= 0.364517 x 10°

Como resposta poderemos obter xi+x2= 0.36451 x 107
ou X{b%= 0.36452 x 10° dependendo do tipo de arredondamento da
maquina utilizada.

Vamos citar agora alguns procedimentos inexatos que
podem nos levar a situa¢Bes desagradaveis de erros.

— O primeiro caso € quando em uma maquina de precisfo definida n,
tentamos somar duas grandezas bastante desproporcionadas.

Por exemplo, sendo uma delas inteira muitas vezes maior que a
unidade e a outra fracionada muito pequena. Na soma s& restarsa a

informag8o trazida pela maior grandeza, pois qualquer maiquina



representa preferencialmente os nUmeros mais significativos,
perdendo—-se completamente a ocutra informagfo.

— Um segundo caso, ocorre quando nas mesmas condigdes de precisifo

limitada, tentamos subtrair grandezas muito préximas.

Exemplo: Sejam os valores: x = 3.91543782 = Ax = 3.915438
y = 3.01542534 e Ay = 3.915425
dif. = x — y = 0.00001248 e Adif.= O.000013
|E, |'= |dif. - Adif.| = |0.1248 x 10™* - 0.1300 x 107%|
= 0.5200 x 10°°
IR, | = 0.5200 x 10°° ~ 0.1248 x 10 % = 4.16666 x 10 2 = 0.0417

ou 4.17 %.

Em outros tipos de calculo com multiplicagBes e
divisdes pode ocorrer que o resultado caila dentro da regiioc de
Over /Under /flow donde n3oc pode ser mais recuperado, gquando por
uma simples troca na disposigfo dos termos, isto poderia ser

evitado.

Exemplo 1) CALCULO DE EXPONENCIAIS ) » X e R POR SERIE DE TAYLOR

Calcular e % em uma maquina digital com precisSc de 5

algarismos significativos e arredondamento para o© n¢ mais

préximo de maquina Carred. apds cada operagfo)d

e ™ =1 - xat + 2 - P o+t - 5m s
e =1 - 5,500 + 15.125 - 27.730 + 38.129 - 49.942 +
~ 3.4902 + 1.85997 - ... = + 0.0026363 Ccom 25 termos).
Na realidade e % = 0.0040868 o que ocorreu? Temos parcelas

que desprezam toda grandeza inferior a 1077 enquanto que o
resultado real (0.0040868) ¢ constituido de grandezas quase que
exclusivamente desta ordem.

Causas deste erro: adi¢fo de grandezas de diferentes
ordens; subtragio de grandezas muito préximas

Solucfo: calcular e °°° = 1/e°°> = 0.0040865 Cna mesma maq.D.

Exemplo 2) SOLUCXO DE EQUACDES QUADRATICAS

Para a solug2o da equagio ax®+bx+c=0 com a#0, b e ¢ reais

temos as férmulas: x1=C —b+7 b2—4ac d/C2ad e x2=C -b— bz-—tl.ac d>sC2ad

; 2
Note que se 4ac for muito pequeno comparado com b", sofreremos

uma perda de significagfo no cilculo da raiz. Além de podermos

10



ter uma subtrag3o de grandezas muito préximas. Para um

procedimento mais correto, usa-se o algoritmo:
Se b> 0= ya=C—b—V b®-4ac d>/C22) e X = c/(axib

Se b < 0 » x=C-b+¥ b~4ac D/C2ad e x,= c/Cax)

Este processo impede que se fag¢a uma segunda subtragdoc na férmula
além daquela que ocorre inevitavelmente no radical.

Exemplo: Calcular as Raizes de x2+80x+1=0 com precisioco de 3
digitos significativos e arredondamento por corte.

Solugio Comum : x> +80x+1 =0

Y p-dac Y 80% - 4 =79.9

x =C -80.0 - 79.9)/ 2 = -78.9
%, = C -80.0 + 78.9)/ 2 = -0.0500
SolucSo Sugerida : X +80x+1=0 b> O
¥ b%-4ac = 79.9
x = C -80.0 -79.9)/ 2 = -79.9 x=1 /C 1.0 C-79.93) = —0.0125

Exemplo 30 Dado o sistema de equa¢gdes lineares

a solugfoc exata & :
{ i 45y i x =2 e y =3
1

B +7.801y 25. 8503

J4 o mesmo sistema linear afetado de um erro de 0.002 no elemento

(25.503) do vetor independente, nos fornece como resultado

{ x +5y =17 x =12 e y =1
1

.Bx +7.8501y = 25.501

0.10 PROPAGACAO DE ERROS NAS OPERACUOES ARITMETICAS

Vimos que a conversifo de um nUmero real num numero de
maquina introduz usualmente um erro. Se a dois nUmeros de maquina
em ponto flutuante, forem aplicadas operag¢®es aritméticas, sejam
esses numeros exatos ou nfo, podem essas operag¢gdes introduzirem
erros de arredondamento.
Exemplo: Sejam os nudmeros (ad) 0.5624 x 10? = 8562,4 e

(b) 0.4213 x 102 = 0.004213 e vamos

supor que a precisfo de nossa maquina seja de 4 algarismos e que
os dois numeros (ad e (b)) sejam exatos.

Fagamos o produto de Cad por (bd.

11



CO.5624 x 107D%C0.4213 x 10°5 = 2.3693912 , mas como n = 4 , o
resultade & 2.369 = 0.2369 x 101

- O erro absoluto do resultado ¢ : E = 3.912% 10 ° Cerro
introduzido pela limita¢ioc da maquinad. i}

Vamos a seguir, analisar a propagagfo dos erros em cada

operag¢ic aritmética.

Adic8o: Sejam Ax e Ay valores aproximados de X e Y
respectivamente. Sejam e € ey oS erros em X e Yy
temos entfo: S = x + ¥y soma exata

AS = Ax + Ay soma aproximada
e =S - AS = (x+ydD — CAx + Ayd = e + e ;
= x Y

=< +

le_| < e le |

Note que desprezamos o© erro de arredondamento que surge na

adigio de x com y. Este erro, entio representa o erro na soma

devido aos erros dos nUmeros a serem adicionados e nada mais.

Subtracfo: de maneira similar obtemos ex_y = ex = ey
<
le, I = lel + le |
Multiplicac8oc: e X Ax . e + Ay.e ou
X. ¥ v X
<
le, 1 = 1ax] .le | +layl. le |
layl. le | + |ax]. |e |
Divis8o: |e P I = 3 L
¥ CAYD

#¥Quando dividimos um numero de ponto flutuantepor outro muito
pequeno, a propaga¢8oc do erro € muito grande.

3.26548 |e | < 0.5 «x 107*

0.0351 e | < 0.5« 107¢

Exemplo: Ax
Ay

le,, | £0.1335 < 0.5 « 10°

As férmulas apresentadas di3o o erro no resultado de
cada uma das quatro operag¢®es aritméticas como fun¢des de Ax, Ay,
e e ey » Supondo-se inexisténcia de erro de arredondamento no
resultado de cada opera¢io. Para saber como este erro se propaga
em outras operag®es aritméticas, devemos somar ainda o erro de
arredondamento explicitamente.
Sejam x = Ax + e e y = Ay + ey e representemos por W uma
operagioc aritmética qualquer.Em geral, nfo efetuaremos a operagfo
¥ exatamente, mas antes uma pseudo operagio W* . Portanto, em vez

de obtermos o resultado x W y , obteremos Ax W* Ay . Para estimar

i2
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a diferenga destes dois resultados, podemos escrever:

X Wy -Ax W Ay =Cx Wy — Ax W AyD + CAx W Ay — Ax W' AyD
¥
Erro introduzido Erro introduzido
pelos valores pela maquina

A diferenga entre o resultado verdadeiro e o aproximado

consiste portanto, de duas partes.

0.11 PROCESSOS INFINITOS - SEQUENCIAS E METODOS ITERATIVOS

Processos numericos infinitos podem ser definidos como
métodos de cdlculo que fornecem o valor exato procurado com um
nimero infinito de operag¢des.

A condig¢Soc de exatidico do processo,com um numero
infinito de operag¢des nos induziri sempre a trunca-lo apds certo
numer o finito das mesmas. Isto fornecera portanto uma
aproximagio.

Erro de truncamento de um processo infinito ¢ o erro absoluto do

resultado obtido com um numeroc finito de operag¢des.

Exempl o:
o
1 . ..
e = 2 T cse truncarmos a série com n finito, teremos
iTo :
n ()
1 1
e’ = 2 = e o erro de truncamento ser& : ERRO = =
. il . il
L=0 L=n+4
SEQUENCIA : Uma sequéncia de numeros reais ¢ um conjunto finito
ou infinito de valores ordenados: xi. xz. xg. . X
n
representados por (X > onde x ¢ chamado termo geral. Uma
n n

sequéncia € infinita se contiver um numero infinito de elementos.

CONVERGENCIA : Uma sequéncia infinita de nUmeros {xn} converge

para um valor x se lim |Ix - x| =0
n
n = ®
Quando a sequéncia & truncada em x , © erro de truncamento &
n
dado por e = |[x - x|.
n n

Podemos verificar dois tipos de convergéncia.

Casa A L 1 1 fra e g 1 ]
x X X X 3¢ x L3¢
o 1 2 3 n-1 n
Caso B L = L 1 - - L x — %] € |x~—
X X X X X xX X l n l l n xn—t
o 2 4 s 3 1
Entio se o processo infinito converge, a sequéncia Xor Xo X
1
se aproxima indefinidamente do resultado procurade x , de modo
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que sempre teremos um valor aproximado de x. Como na pratica x
é um valor desconhecido, adota-se entioc comparar o erro, entre os

valores x e X . de dois passos consecutivos, isto €, se
n n—
le | = |x - x 1| < TOL , supomos o processo converdente,
X n n=
n

sendo x © provavel valor aproximado de x. Se a convergéncia &
alternada Ccaso B), podemos afirmar que o valor X realmente &
uma aproximagio de X com erro menor que TOL, caso contrario

Ccaso AD, o critério pode falhar, como mostra o esquema:

ERRO < TOL —— g———=ERRO >TOL

6 I l"'l |

L

x x x X x x x
() 1 2 3 n-1 n

|3 = 3¢ 1| < TOL e |x - xnl > TOL , mas em geral isto nZc acontece.
n n-

METODO ITERATIVO & um método recursivo infinito, no qual o valor
X obtido no n-ésimo passo ¢ fungio somente do valor X do
passc anterior. Cada passo no método iterativo € denominado de
iteragio.

Férmula de Recorréncia: x. = GCx,L_1). i=1, 8, By 2. CcOM X, ©
valor inicial. A fungfo G ¢ denominada fungfo de iteracgioc do
método.

0.12 INSTABILIDADE

Muitos problemas ao serem resolvidos podem fornecer
diferentes solug¢gdes dependendo da maneira como sio solucionados.
Existe, ¢ logico, muitos problemas em que nfo influi no resultado
a maneira pelo qual foram resolvidos.

A instabilidade ¢ entendida como uma '“sensibilidade a
perturbagdes"” e pode ocorrer tanto no problema em si comoe no
algoritmo, ocu seja, na maneira de resolvé-lo.

INSTABILIDADE DO ALGORITMO
Exemplos: O calculo de e por série de Taylor j& examinado na
pagina 10

A resoclugfoc de equagdes quadriticas pela férmula de
Baskara também ji explicado e exemplificado na pag. 10
INSTABILIDADE DO PROBLEMA
Exemplo 1: Seja o polindmio:
pCxd= x°° -210 x* +...=Cx-1) Cx-2) (x-3) ...Cx-19 (x-20) = O
as raizes de pC(xD = 0 s380 1, 2, 3, 4,...,19, 20

-23 10 g
se calcularmos as rafizes de p(x) -2 "% x num sistema de ponto

14



f'lutuante teremos:

R1= 1 8. 007267603

R =
Ezz 2 R:: 8.917250249
Ra=i3 R“),Eu; 10. 095266145 + 0.6435009041
R‘= 4 th ,R13= 11.793633881 * 1.6523297281
R5= 4.98989gges R14 jis= 13.962358137 + 2.518830070i
P:d: 6. 0000068944 P’:a ,E17= 16. 730737466 + Z2.8126248941
R?= 6. 999697234 Ria ,Eﬂ; 19. 8502438400 * 1.940330347i

R__= 20.8468908101
20

- 10 s g . . Foi
a alterag3c no coeficiente de X foi insignificante para a

alterag8oc que ocorreu nas rafizes. Isto nfo dependeu do algoritmo
nem do arredondamento e sim um problema de condicionamento.

Resolvido num computador com sistema de ponto flutuante de

base = 2 e mantissa com 80 algarismos binarios.

Exemplo 2: Dada uma curva y = f(x) , determinar a tangente a essa
curva em X = X e assim como a area limitada por esta curva e
as retas x = a , x = b e y =0

T {6 %c %)
/ ta -‘?qu

: 3

o b

Se pequenas variag8es ocorrem em f(x) em virtude, por exemplo de
arredondamento ou de truncamento podemos ter grandes variag¢Ses no
cidlculo da tangente & curva no ponto Cxo > f(xo)). onde a curva g
constitui uma perturba¢3c na curva f . No entanto, a 4rea sob a

curva f ou g mantém-se praticamente a mesma.

15



cariTULO 1
RESOLUCAO NUMERICA DE EQUACODES NAO LINEARES
EQUACUES ALGEBRICAS E TRANSCENDENTAIS
1.1 Introdug¢3o
Resol ver uma equa¢io f(x)=0 consiste em determinar os

valores de x para os quais € satisfeita a igualdade acima.

EQUACOES ALGEBRICAS - Sfo aquelas em que a fungfc f(x) s& contém
operag¢g8es algébricas, repetidas um numero finito de vezes.
Exemplos: f(xO= - 7x° +2x" + 9 =0

- o) £fCxd= v x + x° -1 =

o= x® - 3x° + 4x

0o

EQUACDES TRANCENDENTAIS - s3o aquelas em que a incognita x aparece

submetida a operagfo nfo algébrica em pelo menos um termo da
fung¢&o.

Exemplos: f(x)= 0.5x + log x + x> = 0
f(x= e_xz + cos x =0
fCx=tg x + x* - % =0
Importancia: A necessidade da determina¢fo de raizes de equagdes
nfo lineares aparece em Vvarios problemas, tais como:
— Cilculo de maximos e minimos
— Problemas de valores préprios
— Estabilidade de sistemas
Dificuldades: Sio raras as férmul as analiticas para a

determinag¢io das raizes de f(x2>=0

Exemplos: pZCxJ = ax” +bx +c = O usa-se a férmula de Baskara
pg(x) = 0 usa-se a férmula de Cardan
p‘CxJ =0 usa-se a férmula de Ferrari

Teorema de Abel-Galois

“"Para n = 5 nio existe nenhuma férmula racional finita
capaz de calcular as rafizes de um polinémioc arbitrario de
grau n "
Por esses motivos, sente-se a necessidade de métodos numéricos

para resolver este tipo de problema.

1.2 TECNICAS DE SEPARACAO DAS RAIZES REAIS DE f(x) = O
ad _Grafica - O processo consiste em representar no plano
cartesiano alguns pontos (x,f(x)D. Os valores para os quais

fix) =~ O =s8co as aproxima¢®es para as raizes da fungfo.

16
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C
»
4
v
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By 5,

b) Procedimento Analitico - Seja f(xD uma fun¢io continua em um

certo intervalo [ a , b 1

1- Se fCad % fCbd) < O = 3 um numero impar de raizes reais
neste intervalo €1, 8: Bs 75 95 -..2

2- Se fCad * fC(bd > O = 3 um nuUmero par de rafizes reais em

{ a; B3 €0 8¢ 45 B ...D

3- Supondo que a f e a £ s80o continuas em [ a , b 1 e o©
sinal de f’ & constante em [ a , b 1, isto &, f & mondétona em
{ 2, bl, tem—=se:

—se fCad * fCbd < O % 3 uma Unica raiz real em [ a , b 1]

— se fCad * f(bD > O " nS8c 3 rafiz real em [ a , b 1

Exemplos: Determinar graficamente os intervalos que contém cada
uma das raizes reais da fungfo abai xo:

E
13 f(xD = ¥X¥ -=sen x
GRAFICO
a=-1.5

b= 1.5 ~ ~€|(x)
x [£C0 R =0 P
- —31.006 ,
i e e R, e [-1'; -0.5 ]
—1 -0.159
- Bl R, el 0.5 ; 11 s »
0 0 "
0.5 | -0.354
1 0.159 - o
gi‘u): 7\3
2 fCx0 = x* +4x? -24x% -20 = © £y Rz eem %
* rea R el -1 ; -0.51
-z 60
. & R, el 2; 3] s
-0.5 | -6.938 b= 3 31
0.5 | -30.938
1 -39
2 -36
B 25
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1.3 ALGORITMO DE QUEBRA - METODO DA BISSECCAO OU DICOTOMIA
Dada uma fungfo f continua em um intervalo [ a , b 1
e satisfazendo a condigio fCad * fCbd < O , ou seja, f(x) corta o

eixo dos x num pontoem [ a , b 1.

13 Divide-se o© intervaleo [ a , b 1 em duas partes iguais,
x = L L. ento [ a ; x 1 e [ x , b 1 s3o dois novos
m 2 m m :

intervalos

=) Se fom) = 0 e fCad % fomD < 0O , entio b = x e a raiz

m

estarid neste intervalo [ a ; x ] ; volta—-se para (1D

Se fom) # fCh) < O , enti3oc a = x e a rafiz estarid no intervalo
L x b1 ; volta-se para (15

3) Repete-se o© processo voltando para (12 , até que tenhamos
chegado "suficientemente perto da raiz" , ou seja, tenha-se um

critério de parada satisfeito, como por exemplo:
DIGSE C(x > 2t e fCx D < ¢
m m
Caracteristicas do método - Simples
— Convergéncia lenta mas garantida

Observag¢des

15 O método permite isolar raizes reais de fUx

2) O limite de erro & direto: Seja [ X, ov0X ] um intervalo
e
#* - < = ;
com fok_il) f‘ka) < 0 = ka x | = lxk xk_1| , isto ¢, o©
método € sempre convergente.
y No método da Bissecgfo o
intervalo ¢ sempre reduzido
) . a metade a cada nova
- x7
| BT N T di visso.
e
| 32 = xkl < |><k — xk_il

3> Problemas:

Baixa velocidade de convergéncia-—

DI GSE kaﬂD—DIGSEIkaD ~ 0.30 ,isto é: a cada 3.3 iteragdes
obtemos 1 digito significativo exato a mais.

Velocidade de convergéncia ~ 0.3 DIGSE ~ BISSECCAO

A A

(Ve

« = > %
%o ¥ % 7 DIZ 7

a oomauc;a,c %Lxc)\t%cx()< o Qaéé-'/s Anud te ?e/éx;mm
i8
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N ~NOd~ wn =8

Exemplo 1: Calcular uma aproximag3oc para uma das raizes de
fCxd)=x"-sen x pelo método da Bissecgfo com pelo menos & DIGSE
exer1co R, el -1 ; -ns4 )
b= 2 ¥ e‘ Rz = 0
Rg e[ 4 ; 1 1
Lt ¢
T X
Z
f.‘(*)rx3
£209 = men x
5 sinal b sinal x fomD
fCad fCbd
0. 785398164 = 1. 00000000 + 0. 892699082 | —0. 067365
0. 892699082 = 1. 00000000 + 0. 946349541 |0. 0362426
0. 882699082 = 0.946349541 + 0.918524312|-0.01783
0.8138524312 = 0. 9463489541 + 0.932936927 | 0. 008626
0.919524312 = 0. 932936927 + 0. 9262306139 | -0. 0047446
0. 826230619 - 0. 832936927 + 0.928583773| 0.0013906
0. 926230619 = 0.828583773 + 0.92739071396 | -0. 001 428
0.927907196 =5 0.9295883773 + 0. 928745485 :
R = 6.988626 co& 6 DIGSE
Exercicios:
1) Seja f(x) = x° +l/x -2 Determinar por Bisseccfc uma

aproximag¢io para sua raiz negativa com DIGSE Cx&)

2) Determinar todas as raizes de pCxD

raiz real deve ter pelo menos DIGSE kaD

3=1.68368354t4.68755989 i

14
2

»

Exemplo 2:

F(X)=X*COS(SINX)>~-1

HMETODO DE BISSECCAC

a= 1.6 b= 2
IT. APROX.

1.8

1.2

- 729

.275

. 7875
-78125
.784375
.7858375
.78671825
.786328125
. 786523438
.7866218394
. 786669922
.786694336
. 786706543
.78678844
. 786697388
.786698314
. 7866399677
. 7867088858
.786693868
.2866838773
. 7866398225

-
w
F S e

RAIZ= 1.2866938725

Con 2 ALG.SIG. CORRETOS

£0x)
1.181863785E-82
~6.35946387E-082
-3.181132863E-82
-1.813355273E-82
7.8234388E-84
-4.75273722E-903
-2.83374961£-83
-6.6784179E-84
1.67178e-85
-3.2569S85E-84
-1.5452281E-084
-6.831241E-8S
-2.6838838E-085
-4.69877E-86
6.81343E-086
6.6178E-87
-2.8145E-86
-6.7641E-87
=7:31E-089
3.2767E-87
1.68127E-82
7.686E-28
3.478E-88

19
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> 4 . R~ -1.618034

= x° -2x°+20x +30 = 0 _A

> 6 R~ -1.24736708
srafico da ¢

e=-12,

b= 12

3
fexy -
4

vV




xemplo 3: Exemplo 4:

METODO DE BISSECCAO " erafico da f LETONO DE BISSECCAQ smégco e
s Lo
]ch):sxp<x>—sm<x>—2, ol H @ =
- - i . a= 8.5 b= 1 S
IT. QPRD:. 12 £0x) ) II' a°§§°x' 2 7::?;32755 e
1 1.25 8.541 . ¥ LA o
2 1.125 1.7793323225-81 £ 2 ot fn e
2 a4 g omsat el \ 3 B.6875 9. 7362880S8E-82 f
4 1.83125 -5.337248662E-02 o . e 3.asesoransE-e
5 1.846875 -1.712318604E-82 o ‘Bongels gt
6 1.8546875 1.331756286-03 S S S
g L. Lgimaeen 7 B.65234375 -1.631263884E-83
8 1.852734375  -3.38482636E-03 2 e L i o
§ PEbatis Lanena s B 9 6.533203125E-81 1.139685268E-83 .
?, haswiese el iack-01 18 6.528320313E-81-2.45747874E-04
i Loy oo 11 6.538761719E-81 4.46978962E-04
L Lesnds  ~safeadnes ae 12 6.529541916E-81 1.88618121E-84
12 1.634877143 1. 1P iaase 13 6.528938665E-81-7.256489E-85
13 1.834138184  2.82726-05 _ ) 14 6.529235841E-81 1.482731E-85
14 Losiiasesy  -4.621883E ; 15 6.529883253E-81-2.9268341E-85
15 1.e34122926 et 16 6.529159547E-81-7.620513E-06
1o l.eseisesss g, 1508sE-d . ) 17 6.529137634E-81 3.203487E-86 :
17 1.854126741 S, 1000 02 /\ / R 18 6.529178621E-81-2. 268489E-06 N
19 1.854127635 1.35614E-86 / \7 2 Soceviana 890044507 =
g? :.gg:gég&a _g-gggggfé? _F (x) 21 6.529185774E-81-1.78882E-87
3l Lesegsss  ofd2Es 2 22 6.529186966E-81 1.5941SE-87
23 1.854127153 8.286E-88 - R e
23 1.854127159 826068 - %x): {l[x)"‘f:,(‘) 24 6.523186663E-81 2.4868E-88
g RAIZ= 6.529186668E-81
con 5 AL 516, CORRETOS SR B RLAARS, CoNRETOS

ALGORITMOS ITERATIVOS
— N&o apresentam propriedade de quebra
— N3o garantem convergéncia para toda fungfSo f continua.
— Quando convergem s30 quase sempre mais rapidos.
Exemplosi Itera¢fc Linear, Newton—-Raphson, Secantes, Miller,

Bairstow, etc.

1.4 METODO DE ITERACAO LINEAR

Dada uma fung¢io f(xD , o método consiste em escrever a
equagio f(x)=0 na forma x=GCxD.

GC(xD ¢ dita fungZo de iterag¢io do método. Inicia-se o
processo iterativo com um <valor X, préximo da raiz e as
outras aproxima¢gdes sio dadas por
x.Lﬂ:GCx_LD « 1=0, 1, &, B, ...

A sequéncia de :prcximac;&es x. » converge sob certas
condi¢Bes para a solug8o x da equagfoc f(x)=0
Geometricamente 2 =% Observagio: A construgio de G
W n3o € udnica.

O problema de achar uma fungio
GC(xD apropriada & dito problema
f2= G de "ponto fixo'.

7 x5 ﬁa‘ .
Exemplos de construg¢io da fungio GIxD

1
[}
]
‘
.

*
R

Seja f(xD = 4x sen X —e”
ex ex
X = — =G C(xD X = arc sen —— = G (xD
4 sen X 1 4x 2

=0



x = 1ln (4x sen X3 = GéCxD x = x (1 -4 sen XD +e = G4Cx3
Uma Fungfio G(xD sé iria convergir para uma determinada raiz de

f(xd) = 0 , se satisfizer certas condi¢®es de convergéncia.

TEOREMA DE CONVERGENCIA
Seja Cad o um ponto fixo de G em I = [a,bl
(b)) G e G® continuas em I.

Ced K = max. [G’(xD| < 1

x € I
(dd x €I , x =&xD> eI , ¥Vn
o N+ n
entio xh——> a quando n — o . Isto &, para x oS I a sequéncia
X x> , n=0,1, & 3,... converdge para a rafiz de f(x> =0
n n
Observagio: Pode-se mostra que IeWMI = lenl * K , onde
k = max |G'(xD] e |Je | = |a —x |
v € 1 - =

A convergéncia deste método ¢ dita Linear

Interpretacio Geométrica

N A
=% -TERS
— G i
1——- { :| : :_ 'l :
Fal: 3 e S
' [ ! : : : :
: | :' P "
gy > s y
" Xy X *o X KR X%
la’cx*) e & j&tes*y | 2 3
‘F : N 6(.7\)
E 31:;( alzx
' R | i
! ,' d ! : |
. ! | |
_;__:___ ! | 4 | 1
P Py i !
{3 : &) :: : I )
7‘2;)(0" )‘| 74 ;A%’\‘ %5 )(3 >
la¢x*) | > 1 &) >t
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Exemplo 1

Calcule a raiz de f(x) = x° +e¥ pelo método de Iteragfio Linear.
Pare o processo quando DIGSE Cxi " xu1) = 5.
BRAFICO ‘3/ s =1 +0O S5 e
a2 Xy —s 0. 85
Rel-1 , O] £Cx) = x° +" =0
. 3 x
X = -e
_ % 41/3 __x/3
W-i< 1 4 x = C :). =
xirs8
3, =
L+1
N
Convergéncia: |G'(xD} < 1 ,¥Vxe [-1; 01 7
Prova:
G*Cxd= C-1/3) * &7
G0 = -1/ % &%= 0 —e™?= 0 C1d

nio existe valor de x que anule (1)

maximo € nem de minimo local.

G’(x) nic tem ponto de

|G’C-13| = 0.28389 e |[G’COD| = 0.3333|6G’C(x| <1 ,¥Vx e [-1, OI
DI GSE
i xLCaprox.D fch) CXL’XL+1D
QO |1=0.5806 0. 481530660 0. 0879
1 |-0.846481725|-0.177609316| 0.61212
2 |-0.754152577| 0.041487738| 1.2184
3 |-0.777723519|-0. 01095833 1.8030
4 |-0.771636903| O.0028050=28| =2.3931
5 |-0.773204044 |-0. 000723853| 2.9819
6 |-0.772800243| 0.000186405| 3.5710
7 | —0. 772804268 | -0. 000048028 4.1599
8 |-0.772877469| 0.000012373| 4.7480
g |-0.772884374 | -0. 000003188| 5. 3380
10| -0. 772882595
entio R ~ -0.772884374 ¢ uma aproxima¢8oc para a raiz com 5 DIGSE

em relagfoc a aproximag¢io seguinte. Como foE) estid tendendo a
zero e o DIGSE estid aumentando podemos confiar na aproximagio
obtida.

-0.772883 + 10 ° 7
0.2162 x10°°

-0.2346 x 10

»* Podemos dizer que R =
£C-0.772883 -10 % >
£C-0.772883 +10 ° >

S

Resposta SIM

a2



Exenplo 2

NMETODO DE ITERACAD LINEAR

FUX)=2%K+LNCXD

[s¥q

GRAF

b=

ICo

a=-2
b= 3

8
3
/% %)
i X

Y

G x)

GUXI=EXP(-2%X)

UALOR INICIAL X8= 8.5

IT.

WONOIUNLWN-=®

APROX. FCXD

8.5 3.8685281384E-81
3.678794412E-81-2.642411175E-81
4.791417888E-81 2.225245353E-81
3.835587176E-81-1.9118138824E-81
4.643578886E-081 B8.161612742
3.850613628E-81~1.385914517E-81
4.537891803E-81 1.174554749E-01
4.B35802383E-81-1.885777241E-081
4.461944316E-81 8.538838654E-82
4.896759231E-81-7.38370121E-082
4.487172145E-81 6.288258283E-82
4.141883616E-81-5.385778571E£-82
4.367576838E-81 4.513865635E-82
4.174813612E-81-3.855265712E-082
4.338386555E-81 3.281858853E-82
4.198821844E-81-2.801718212E-82
8.431812328 2.386044927E-82
4.216319409E-81-2.836257624E-82
4.303845428E-81 1.2347808413E-82
4.229044188E-01-1.4800824815E-82
4.292198565E-81 1.261122531E-02
8.423831158 -1.875273486E-82
4.284152609E-81 S.168283779E-83
B.424585413 -7.819695837E-83
4.278378283SE-81 6.665831834E-83
4.2439958572E-01-5.684143468E~83
4.274184734E-01 4.845232516£-82
4.253525405E-81~4. 131865848E-83
8.427113676 3.522278353€-23
4.256119123E-81-3.883527318£-83
8.426832121 2.568517428E-83
4.258095844E-81-2. 183333124E-83
4.267311844E-81 1.861368874E-83
4.259376228E-81-1.587123182E-83
8.426614175 1.353184354£-83
4.268373119E-81-1.153726123E-83
4.265231259E-81 9.83627927E-84
4.261837862E-01-8.38673428E-04
4.264673056E-01 2.15838771E-84
4.261624739E-81-6.89663483E-84
4.264223688E-81 5.13783761E-84
4.262887764E-01-4.43184835E-04
0.426383704 3.22855241E-84
4.262286209£-01-3. 22166885E-84
4.263659594E-81 2.74676336E-824
4.262488626E-81-2.34193573E-84
8.426348693 1.98672723E-84
4.262635723E-81-1.78243382E-84
8.426336152 1.45149325E-84
4.262242741E-81-1.23755766E-84
4.263278313E-81 1.85514485E-04
B.42628285 -8.99625838E-85
4.263284812E-91 7.6782487E-85
4.262877826E-81-6.53397244E-85
4.263155816E~81 5.575811E-85
4.262918117E-81-4.7539826E~85
0.426312878 4.8532551E-85
4.262347888E-81-3. 45584 78E-85
4.263895312E-81 2.9464988E-85
4.262968702E-81-2.5122835E-85
4.263876798E-81 2.1418241E-85
4.262985487E-81~1.8262225E-85

APROX. P/ RAIZ= 4.2638767398E-081
COM 4 AaLG. SI6, CORRETOS

Exenplo 3

METODO DE ITERACAO LINEAR

FCX)=XX¥COSCSINXI-1

GRAFICO

a=-6
b= 8

P;C %)

a=-6
b= 8

G(x)

UALOR INICIAL XB8= 1.5

1T.

HEOONVOUNL W= ®

- e

APROX.

15
1.84362831
1.251158316
1.885444031
1.2252872e072
1.292738841
1.2783283453
1.78866799
1.785588833
1.787332888
1.286348336
1.786983168
1.786584318
1.786765853
1.786662634

FUXD

-1.863872432E-81
5.2808502788€-82
-3.886745362E-82
1.674658229E-82
-3.53368376E-83
S.380983084E-83
-3.85588225E-83
1.72938611E-83
-3.80871837E-04
5.5568186E-84
-3.1494333E-84
1.7846882E-084
-1.8115175E-84
S.732393E-85
-3.248863E-85

1.7867208682 1.841214E-85
1.286682785 -1.843515E-85
1.786798643 5.91436E-86
1.7866395863 -3.35173E-86
1.786701852 1.839382E-086
1.786698457 -1.87711E-86
1.286788381 6.1004E-87
1.2786699231 -3.4581E-87
1.7866939383 1.9611E-87
1.28663938558 -1.188E-87
1.786699757 6.282E-08
1.2786699645 -3.535e-88
1.786699788 1.383E-88
1.7866939672 -1.171E-88
1.786699633 6.24E-03
1.2786639681 -3.8E-83
1.786699688 2.34E-08
APROX. P/ RAIZ= 1.786693681

con

UFRGS

8 ALG. SIG. CORRETOS

o
(w

SISTEMA DE BIBLIOTECAS

®IBLIOTECA SETORIAL

DE MATEMATICA

Exenmplo 4

METODO DE ITERACAQO LINEAR

lif(x)=8.6713—0.8331¥(COSX302-SINXtCDSX 1

GRAFICO

a=—2
b= 6

J

a\WaWa's

GRAFICO

a= 8
£

Gx)

[gzx)=aRCCOS!((8.5713—SINX*COSX)/8.8391)l

UALOR INICIAL X8= 1

1T.

WONOUDLWN =D

APROX. FCX
1 -2.839438815E-82
1.832785558 1.7088798821E-82
1.$14918538 -1.868881891E-22

6.468648993E-83
-4.0808338686E-83

2.454553581E-83
-1.513518722E-83

9.38373882E-84
-5.73086441E-24

1.829184322
1.928418783
1.825781635
1.82248805

1.824517683
1.8232638516

1.8248380828 3.52433435E-84
1.823565187 -2.1699837E-84
1.823856233 1.33526318E-84
1.823627132 -8.218535E-85

1.823787365 5.8577067E-85

-3.1128686E-25
1.8157155E-85

-1.1283949E-85
2.256337E-86

-4.466028E-86
2.748317E-86

1.023718526
1.823761228
1.823735583
1.823751397
1.823741664
1.823742654

1.823743368 -1.691118E-86
1.023746236 1.848466E-06
1.82374484 -6.48883E-87
1.8237452 3.94922E-87
1.82374512 -2.43416E-87
1.823745436 1.49213E-8€7
1.823745296  -9.1666E-88
1.823745418 5.648E-88
1.823745343  -3.506E-88
1.82374528 2.1549E-88
1.823745361 -1.3361E-88
1.823745373 8.383E-89
1.823745368 -4.941E-88
1.823245375 3.488E-83
1.82374537 —-2.537e-83

APROX. P/ RAIZ= 1.823745375
con 8 ALG. SIG. CORRETOS



Exemplc B

| FOXO=EXPCX)-SIN(X)~2 l

—— HETODO DE ITERACARO LINERR
it a=-3

ol b= 3

’3 ?( ,() 3 VALOR INICIAL X@= 1.25

IT. RAPROX, FCX)

1.25 2.541358338
1.881460314 6.833318283E-22
1.858788422 1.838220953E-92
1.854912312 1.86636481£-83
1.854262185 3.20889263E-84
1.854158374 5.523872E-85
1.854131122 S5.508882E-86
1.854127813 1.63645E-86
1.854127243 2.8241E-87

18
' ,F \ 1.854127145 4.96E-28
>( )7 18 1.854127128 S.23E-83
-/ 11 1.854127125 2.1E-83
APROX. P/ RAIZ= 1.854127128
COM 8 ALG. SIG. CORRETOS
Prova de Convergéncia:

f(x) =e*-senx-2 eRel 1.0 ; 1.851

WONOUNAWN~®

x
e = sen X + &2

x = 1ln (sen X + 20 = 6 (XD

Pergunta:

| G'C(x> | <1 , ¥Vxel 1.0 ; 1.581°7°

G’ (XD = cos x ~ (sen x + 2D

G*’C(x) = (Csen x + 2 X(-sen xX) - cos” xX) ~ Csen x + &% =0
G**Cx) = (-2 sen x — 1) / Csen x + 2% = 0 < 2 sen x =1
sen x = -0.5 =+ x = -0.523588776

Como este valor de x estid fora do intervalo [1.0 ; 1.5]1 a G*CxD
nic possui pontos de maximo ou minimo local. Testa-se entd3c sé os
extremos |G’C1.03| = 0.189015 < 1 e |G*C1.855| = 0.0=2358 <1 ,

ent8c a G{x2 escolhida converge para a raiz.

Observa—-se que a velocidade de convergéncia noc método
de Iterag¢io Linear depende do valor de IG’Cx*Dl » onde x* & a
raiz desejada. A tabela abaixo fornece © nUmero de iterag¢gdes
necessarias na Iteragio Linear dependendo do valor

#* . ; ww :
de L ~ |G’Cx D] e o nimero de algarismos significativos corretos
exigidos.

L

0.1] 0.2 0.3} 0.4 0.5] 0.6| 0.7| 0.8| 0.9| 0.95| 0.99

DIGSE

5 5 7 10 13 18 24 36 60 130| 280 1600
6 6 g 12 16 21 29 42 70 150 330 1850
7 7 10 14 is8 24 33 50 80 175| 370 2060
8 8 12 16 21 28 38 55 90 200 | 420 2300
g g 13 i8 23 31 42 60 (100 220 460 2500
10 10 14 19 26 34 47 70 1110 240| 500 2750
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1.4.1 TECNICAS DE ACELERACXO DA CONVERGENCIA

Propésito: Determinar mais rapidamente a raiz de uma fung¢fo.

[1] Seja f(x0 =0 — x = GO
usar x = GNCxD , onde GNCxJ = G0 + x

= (se G’Cx*) ~ —-1D

ou mais geral:
*

Sz —pw ., se G’Cx*D ~p#1 , x =~R

G (xD
N 1 -

Acelerador de Aitken (apresenta em alguns casos instabilidaded
Seja {(x ¥ a sequéncia convergente gerada por iteragfo linear
n

Calcula-se a sequéncia {x;} por

2
X % X . g "
™ n+ n+
x* = cLd
n % -2X +x
n+2 n+ 41 n

Na pratica usa-se o acelerador da seguinte forma:

— Calcula-se por Itera¢gfc Linear x ,x ,X X, = GCx.D
o 1 2 L+1 L

— Usa-se a equag¢io (1) para calcular xé

— Calcula-se por Iterag¢3o Linear x;= GKx;D e x; = G(x;)

— E usa-se (1) novamente, com x; .x; ,x; para obter xé’

— Continua-se o processo até obter a raiz com a exatidio exigida.

Exemplo: Aplicacgfo do acelérador de Aitken ac exemplo 1.

Utilizando uma maquina com precisifo p =6

Iterag&o Linear Iterag&o Linear
x = 0.5 x;= =0. TTES7F03

x = —0. B46482 x;= -0. 772629
x,= —-0. 754153 Acelerador de Aitken
Acelerador de Aitken xé’= -0. 772883
x;= -0. 773580 x;”= -0.772883
Utilizando uma maquina que opera com p = 10

Iterag&o Linear Acelerador de Aitken

x = =0.5 x;= -0. 7735793324

x = —0. 8464817249 Iteragifo Linear

x= —0. 7541525768 x;= -0. 772703575

x;= -0.772829175

=5



Acelerador de Aitken

x8’= -0. 772883019

-0. 7726778762

%'V = -0.772882903

Verifica—-se um erro

algarismos.

EXEMPLOS sobre a técnica de aceleragio No 1

Iterag¢lo Linear

x;’= -0
x;’= -0

. 772882944

. 772882963

x;”= -0. 772935568

x;”= -0. 772868406

X = -0.772882874

x:V = -0. 772882955

de arredondamento nos

Iteragio Linear.

GCxd - x
G CxO = i
N 1 = p
GRAFICO
a= B u=-1
L:= 3 b= 4

8 £ |

se G’Cx*D ~ p & 1 e

dois Ul timos

para o método de

X =~ R

I BN =CEXP(-2¥X)+B.86¥X)/1. 82]

UALOR INICIAL X@= B.5

T APROX.
8 8.5
1
2
3
4
5 2.426302751

FCXO

3.868528134E-01

4.289674415E-81 1,156062613E-02
4.263165936E-81 6.P155335E~05
4.2638280861E-81 2.33423E-87
4.263022512E-81 8.42E-18

B

~2.8E-11

APROX. Ps/ RAlIZ= 4.263827512E-01
Con 8 ALG. SIG. CORRETOS

G, como o valor da f{xD

esti se aproximando

de zero a cada iteragio,

> X
" 4
e o DIGSE e=sti& aumentando,
conclul —se que a raiz encon-
trada ¢ uma boa aproximag¢io
G’C0. 42630 = -0.8526 ~ -0.86 para a raiz de f(xd> = O .
HMETODO DE 1T. LINEAR COM ACELERADOR
F(X)>=8.6713-0.8331%(COSX)~2-SINXXCOS X I 2
=
GRAF1CO =38
a=-3
b= 6 / b BNCX)>=¢(ARCCOST ((B.06713-SINXXCOSX)/0.
B 8391)+8.6%X>/1.6
VALOR INICIAL X@= 1
IT. APROX. FOXO
2 1 -2.830438815E-82
1 1.8236153974 -1.55838583E-84
G..t )‘) 2 1.82374661 1.490823E-26
[§] 3 1.82374536 -1,4583E-88
4 1.823745372 ~1.29E~18
S 1.823745322 -1.29€-18
/\ /\ /\f(*) X ggﬁox. P/ RAIZ= 1.823745372
= — — )( 8 ALG. S1G. CORRETOS
c6




FO(X)axXxCOSCSINXI-1 a=-6
6RAFICO i} -
a=-8 ‘a

b= 8
.\3/- METODO DE IT. LINEAR COM ACELERADOR

I GNC(X>=(1/C0S(SINX)+8.55¥X)/1.55

& L‘I) VALOR INICIAL XB= 1.5
o~

1T, APROX. FCXD
LA

g ) 5 -1.8638722432E-81

721636071 -5.336878306E-82

.78432868 -2.89163064E-83

.786221543 1.916716E-85

+ 786693443 ~2.8722E-87

.786633688 2.34E-83

. 786699685 ~3E-18
APROX. P/ RAIZ= 1.786639688
Con 8 ALG. SIG. CORRETOS

G'C1.78) ~ -0.55

oOUaAWN = ®
- b b

Exercicios:

-tra

10 Um movimento oscilatdério & descrito por: x =2 e . cos t
-ts4
Yy = e . sen t
pede—-se: achar os maximos e minimos de R = % + y2 para t e [ O ; =m
2) Seja (x> = e - 12 1ln x , determinar suas raizes reais com

pelo menos 7 algarismos significativos exatos. Justificar sua

resposta.

Em caso de convergéncia lenta usar a técnica de aceleragio.

1.5 METODO DE NEWTON-RAPHSON (M. N. R.D

O método baseia-se na obteng¢fo de X .0 valor da raiz
na i-ésima itera¢io, como a intersec¢fo da tangente a fC(xD no
ponto CxL. ff)ﬁbb com o eixo X para i = 0,1,2,... sendo X, uma

aproximag8o inicial da raiz de fC(x) = O

(x;‘%x;)

v

O

pos)

b3
.
+
|- = - - =2
e’

Determina¢3do da férmula de NEWTON~RAPHSON

Equag¢do de reta tangente t: y —foR==f'Cx9Cx —x? C10
interseccionando (1) com o eixo X , isto ¢, quando y = 0O =

X = X (2 e agora, substituindo (2) em (1) fica:

L+1

&7



(D)
~ %) = £PCxICx.  =xI o % = X - —pr—— i = 01.80s oo
i L i+1 i i+1 L £f*Cx.D
¥ £7°Cx> # 0

CONVERGENCI A

A condi¢80c suficiente para a convergéncia do M.N.R. é&
que |[G’(xX)| <1 ¥xel , onde I & o intervalo que contém a raiz
procurada. EntZo:

G(x) = x —f(xD/ £'C(xD —> G’(xD = (fCxD * £’’CxDD/ Cf£7CxD % e

£C3O * £7°00
Cr*Cxd %

Como em geral ¢ muito trabalhoso provar que |G'CxD| < 1 ,

entio |G’CxD| =

V x € I, isto no método de Newton Raphson, costuma-se testar o

valor da |G’C(x)| para 2 ou 3 pontos. Prova-se que a convergéncia

do M.N.R. & quadratica para rafizes simples, i. & : s o < K . ef .
onde K = constante e K = —%T—IG”Cle.Para raizes duplas ou

triplas a convergéncia ¢ linear e nio chega a uma exatidfo

definida a priori normalmente.

ESCOLHA DO PONTO INICIAL
Muito importante no método de Newton—-Raphson & a

escolha do ponto inicial, pois, se ele for adequado a convergéncia
ser4 rapida, a menos que hajam outros fatores influenciando.
Seja R € [a, bl,
testa-se fCad * £°°Cad > O =» X, = 2

se fCb) * £*°Cbd > 0 = X, = b
caso contrario, . T Ca+bd/ 2 ou x, = a ou x_ = b mas, tome

cuidado.

1.5.1 PERIGOS DO METODO DE NEWTON-RAPHSON

Quando o método de Newton funciona, produz resultados
rapidos em poucas iterages. Como a convergéncia para raizes
simples ¢ de segunda ordem e cada erro e ¢ proporcional ao
quadrado do erro precedente e . devido a ordem, para erros
pequenos ndés duplicaremos, aproximadamente, em cada iteragfo, o
numero de algarismos significativos corretos.

OCutras vezes, no entanto, o método de Newton—-Raphson

=8



nfo converge, mas oscila indefinidamente. Isto acontece se nic hia
raiz real, como em Cad, ou como em Cb) h& uma simetria de (x> em
torno do ponto X ou se a estimativa inicial estiver tZo distante
da raiz exata que uma outra parte da fung¢ifo “prenda" a iteragifo,

como em (cd

(-
M 2 N ) /r\

fo9 §x)

B3| A
v

*o

*2 *3

1.8.2 EXEMPLOS

2
Exemplo 1- Achar a raiz de f(x) = x - e~ pelo método de
Newton—-Raphson, com pelo menos 5 algarismos significativos
exatos.
\a’I‘
¢ R e ([0, 11
=%
‘ x. = % —fCx d/£7Cx. D
L+1 18 L A8
.2
’ & fix) =x —e °
) % 2

g- x
Iy v 2 i
£2°C0 = e F . 28 - 4x°)

Escol ha de xo

fCOd * £*°C0> = -2 < 0O
£fC1d> * £°°C15 < O
fCo.B) # £°°¢0.858 < O ; ent3c fagamos R = —9—%1—-= 0:5 Cponto

médio do intervalod

xb = 0.5
x =085 -_1€0.5 = 0.5 - (-0.27880078D
£°C0.5) 1. 77880078 -
= 0.B5673525
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x = 0.B68673525 - CO0.65673528) = O.65201036
z £°C0. 656735250
x, = 0.65201036 - £C0.65201036) = 0. 65201864

f*C0. 65291936

DIGSE Cx, , XD = 5.6578 R ~ O.65292
Exemplo 2 - Calcular todas as rafizes do polindmio prD=x3 -3 =
com exatidio até a 5= casa decimal, pelo mé&todo de

Newton—Raphson.
R el-2,; -11
1

2 X 8 |=aj=1}] 01 1 =
pCx0=x"-3x -1 ch3{1g%~3} 1}—1}—3 { 1 R, € [-1 ; O]
Ea e [1 ; 21

R,  [-2; -11 R, e [-1; O B, & k1 =
pC-2d% p’*C-3)= 36>0 pC-10%*p**C-13= -6<0 pClO%*p**C10= -18<0
entio: pC0O> * p*’C0> = 0O pC2d*%p**C23= 12>0
x = -2 & pto. inicial x, = O & pto. inicial x, = 2 & pto. inicial
X, = -2 X, = O X, = =
x, = -1 . 66666667 x, = -0. 33333333 x, = 1. 88888889
¥, = -1.54861111 x, = -0. 34722222 ", = 1.87945157
X, = -1.53239016 x, = —-0. 34728635 X, = 1.87938525
® = -1.53208899 x, = -0. 347298636 x, = 1.87938524
%, = -1.53208889 Ez ~ —0.34730 Rg ~ 1.87939
R =~ —-1.53209

Exercicio: Achar uma aproxima¢fo para as rafizes dos exercicios

propostos na pagina 27, pelo método de Newton— Raphson.

Os exempl os a seguir foram resolvidos pelo método de
Newton—-Raphson, e a aproxima¢fc para a raiz foi obtida com pelo
menos 8 algarismos significativos corretos. Verifica-se também,

que a f(x) esti tendendo a zero e o DIGSE estid aumentando.



Exemnplo 1

FETODO DE NEWTON RAPHSON

FUX)=2XX+LN(X)

GRAFICO
a= 8
g6

4

FO=2¥X+LNCX)
UVALOR INICIAL X8= 8.5

ITER. APROX. FO

8.5 3.968528194E-81
1 4.232867952E-81-1.313123644E-82
2  4.262969599E-81-2.5166738E-85
3 B.426382251 -2.8E-11
4 ©.426392751

APROX. P/ RAIZ= 8.426382751
Con PELO MENOS 8 DIG. SIG. CORRETOS

Exenplo 2

HMETODO DE NEWTON RAPHSON

FCX)=X¥COS(SINX>-1

SRAFICO
a=-6
b=6

[ F(K)=xtCOS(SINX)—l_I

UALOR INICIAL X8= 1.5

ITER. APROX. FCXO

8 1.5 -1.863872432E-01
1 1.8112881 1,231642782E-81
2 1.799642474 1.149691813E-82
3 1.2868641396 1.4428126E-84

4 1.786689212 2.339e-08

S  1.7866339685 -3E-18

] 1,286639685

APROX. P/ RAlIZ= 1.2866939685
Cor PELO MENOS 9 DIG. SIG. CORRETOS

Exemplo 3

METODO DE NEWTON RAPHSON

[EFX):B.G713—B.8351*(COSX)ﬂZ—SXNX¥COSXI

GRAFICO
o=-2

b= 6 /

LN\

N N

4

l F(X):B.5713—8.8331#(C05X)ﬁ2—5INX*COSXAI
*

UALOR INICIAL X8= 8

ITER. APROX. FLXD
2 2] -8.1628

1 -8.1678 2.827336537E-02
2 -1.511908914E-81 1.31448657E-04
3 -1.5188P9625E-81 S.956E-B9

4 -1.5188B89626E-81 S.7E-11

S -1.5182883626E-91

APROX. P/ RAl1Z=-1.518883626E-81
COM PELO MENOS 8 DIG. SIG. CORRETOS

UALOR INICIAL XB= 1

Eel O ; 11 Rel 1 ; 21 ITER.  APROX. FOxo
=% +ln x ¥ cos{genx 3-1 8 1 ~2.839438815E-82
i T & 1 1.824884231 3.11803873£-24
> =M = = . =X - 2 1.8237454 3.3592E-88
t+1 L =2+l % it+1 1 cosCsenx —x senl{senX JCOSX, 3 1.8237245372  -1.29-10
1 L L T % 1.823745372

Exemplo 4

METODO DE NEWTON RAPHSON
[Foo=cosco+Lnex+x |
GRAFICO

a= 8

k= 8

% L)

Fel 0 ; 1 1

cosx. +lnx +x

UVALOR INICIAL X8= 8.5

ITER. APROX. FCXD

8.5 6.844353813E-81
2.284685585E-81-2, 239149363E-81
2.816412663E-01-2.487928538€E-02
2.874641377E-81-2.2799808E-84
2.87518278SE-81-1.906E-88
2.8725182754E-81-1.8E-18
2.875182754E-81

UL WN =&

APROX. Ps RAIZ= 2.875182754E-81
con PELO MENOS 8 DIG. SIG. CORRETOS

_ L L
X =X -
i+d L - genx + 1 +1
L e
.
X

APROX. Ps RAIZ= 1.823745372

COM PELO MENOS 9 DIG. SI6. CORRETOS

UALOR INICIAL X8= 3

ITER. APROX. FLX)

3 -1.13816847E-82
1 2.9884726822 4.27@79435E-85
Z 2.99851169 1.27E-83
3 2.980@S11631 1.3E-11
4 2.998511691

APROX. P/ RAIZ= 2.988511631

COM PELO MENOS 9 DIG. SIG. CORRETOS
Fii e [-1 ; 01
B e I[1 ; 21
E =10z ; =]
B713-0.83C1 coszx —Seny. cosSx
T 2 = T
= 2
. B782cosx senx +2sen x -1
4 5 1 r



Exemplc B
R e HMETODO DE NEWTON RAPHSON

LF()()=(4—3¥X'\2)¥S!NX—4¥XKCOSX ,

HMETODO DE NEWTON RAPHSON

[Fexo=ca-axxn2) ¥5 INX-48x¥COSK | UALOR INICIAL xe= 2.3
GRAFICO ITER.  APROX. FeXO
a=-18 UALOR INICIAL X@= 6.5
b 19 8 2.3 -2.221281473
1 2.681812182 1.808136822 ITER. QPROX. F(XD
\3 2 2.574783952 1.561821559€-021
3 2.563556264 1.67333441E-83 8 6.5 -51.238725682
4 2.563434178 2.0427E-82 1 6.838731206 -3.338173928
S 2.563434163 -1.83E-83 2  6.959085946 ~3.51556795E-82
6  2.563434163 3  6.058678122 -4.8873E-86
4 6.858679084 —4.33E-88
APROX. P/ RAIZ= 2.563434163 S  6.8586798084
COr PELO MENOS 9 DI6. SIS. CORRETOS
APROX. P/ RAlZ= 6.858672884
UALOR INICIAL X8= 2 COM PELO MENOS 3 DIG. SI6. CORRETOS
ITER.  APROX. F(X)
8 2 -3.945204722
1 4.388215529 63. 14676384 UALOR INICIAL X@= 8
2 13.1588859 -338.514323
3 18.77565878 2.887752038 ITER.  APROX. FCX
4 18.7784p491 -8.578565E-84
S 18.7784832 -5.4753E-86 8 3 -65.69562853
6  18.77848313 5.5493E-86 1 S.387888256 6.387868432
7 18.2784832 -5.4753E-86 2 39.289914243 3.87365992E-82
8  18.77848313 5.5493E-86 3 3.2738861118 1.1636E-86
S 18.7784832 -5.4753E-26 4  8.273861114 -1.194E-87
18 18.77848313 5.5493E-86 S 9.273861114
11 18.27784832
APROX. P/ RAIZ= 9.279861114
APROX. P/ RAIZ= 18.77842319 COM PELO MENDS S DIS. S16. CORRETOS
COM PELO MENOS 8 DIG. SI6. CORRETOS

O método de Newton—-Raphson, embora seja muito usado, possui uma
séria desvantagem que € a necessidade de se calcular o valor
numérico da f’Cx). Uma das maneiras de modificar o método de
Newton, ¢ <substituir a derivada f’Cx.L) peloc quociente das
diferengas. Este processo € conhecido como Método das Secantes .
f"CxLD &~ Cfo,LD —fo.L_ibb/ Cx.L —xi_i) onde x e X s80 duas
aproxima¢®des para a raiz de f(x3 = 0O .

A férmula iterativa € entio:

Cx,L =3, 1Dﬂth::c_L) X, *fo,L) —xi*fo. >

L= -1 -1

e T % T TOx D fCx__ D i+t fixy Aex. 3

Muito relacionado com o método da secante ¢ o método da
Posi¢8o Falsa. Este método ¢ descrito da seguinte forma:

1.6 METODO DA POSICAO FALSA

Al goritmo:

1 o= escolher duas aproximagdes X, & % tais que fCXOD*f‘Cxi) < O .

32



2¢ determinar uma aproximagic seguinte a partir da férmula

¥ . fC3xD — xxfC3 D
— o] 1 1 o
2 £ = fix )
1 a
3o - se lXé —xil < & ou lxz —xol < £ para um determinado £

x, é aceito como sendo a resposta. Em caso contrario continuar.
40 - =e foz)* fCXOD < O , s=substituir X, por X, . manter x
inalterado e voltar ac 2¢ passo. Em caso contrario, substituir xo

por x_ , manter x, inalterado e voltar ac Z2¢ passo

Este método sempre converge sé que nio t3oc rapidamente como o de

Newton—-Raphson.

Exemplol: Calcular pelo método da Posi¢fo Falsa as raizes da
equagio f(xD = e -3x = 0

GRAFICO
a=—4

. ne X, X, X
3 __2{\;31 iter. -
1 0. 00000000 |1 . 0000000 |0. 78020271
2 0. 00000000 | 0. 78020271 | 0. 67334686
3 0. 00000000 | 0. 67334686 | 0. 635681 61
p, - & 4 0. 00000000 | 0. 6IBE81B1 | 0. 62393050
2
e — 5 0. 00000000 | 0. 62389050 | 0. 62050908
& 0. 00000000 | 0. 62050908 | 0. 61 48530
E 0 0; 1] 10 0. 00000000 | 0. 61807180 |0. 61 806439
R ell 2l 11 0. 00000000 | 0. 61906438 | 0. 61906219
R, ~ 0.61906 R~ 1.51211090
Exenplo 2:
METODO DA SECANTE-POSICAQO FALSA
FOO=EXP(X)~-SIN(X>-2
ERQ;ICO
BErE ~ ’ . INTERUALO INICIAL
¢ X8= 1 ¥l= 1.2
1T. APROX. ERRO ABSQLUTO

1.848188755 2.0481838755
1.853483622 8.005238867
1.854858835 ©.9202569213
1.0854118811 2.280068876
1.854126341 8.080280653
1.85412784 ©.022222638
1.854127115 ©@.800080275
1.854127123 ©2.222020088
1.854127124 0.002002001
18 1.854127124 2

WONONDON -

RRIZ= 1.854127124

/ g ) F(RAIZ)=~2.BE-18

(a
(e



METODO DA SECANTE-POSICAC FALSA

Exemplo 3:

Exemplo &: Exemplo &:

Exemplo 4:

METODO DA SECANTE-POSICAQ FALSA METODO DA SECANTE-POSICAC FALSA

METODO DA SECANTE-POSICARO FALSA

FOXI=2¥X+LNX i FCX2=C4-3%XN2) XS INX-4XXXCOSX F(X)=XXCOSCSINX)-1 F(X3=8.6713-8.8391¥(COSX)~2-S INXKCOS X
GRAFICO GRAF1CO GRAFICO
a= 8 a==8 a=-6 ERAFICO
p= 4 b= g b= 6 ae-2
4 b=6

I~

INTERVALO INICIAL
1

INTERUALO INICIAL X8= Xi= 1.5
X@= 1.5 Xi= 1.8

INTERUALO INICIAL 1T APROX. ERRO ABSOLUTO

Xe= .3 Xi= 8.5 INTERUALO INICIAL 17 APROX. ERRO ABSOLUTO 1 1.82264804 8.82264384

Xe= 18 X1= 18 1 1.782111488 8.017888512 2 1.823782821 8.2801853781

1T. APROX. ERRO ABSOLUTC 2 1.786638327 2.884527509 3 1.823748735 ©.0822048914

1 4.32628951SE-01 6.73792485E-82 7. APROX. ERRO ABSOLUTO 3 1.7866298835 ©.288259888 4 1.823745383 8.822281574

2 4.268758694E-81 S.2450821E-93 1 18.74149638 ©.258508322 4 1.786632675 ©.00000879 S 1.82374532 8.820022061

3 4.263558025E-81 S. 288669E-84 2 18.22778827 2.03629129 5 1.286623685 2.020282001 8 1.823745372 ©.8082802002

4 9.426307517 4.24855E-85 3 18,27839378 £.82068551 6 1.786698685 e 2 1.823745372 8

S 4.263931857E-21 4.3313E-88 & 18.77842385 ©.28000922

& 4.263927997E-81 0.022980395 5 18.27840218 2.08000014 RAIZ= 1.786689685 RAIZ= 1.823745372

7 4.263827546E-81 3.61E-88 6 18.2784032 ©.022020021 F(RAIZ)=-3E-12 F(RAIZ)=-1,28E~18

8 4.263927513E-81 3.3E-09 7 18.77840319 e

S  8.42639275 3E-1

i 3_425392751 BE @ RAIZ= 18.77840318

RAIZ= 9.426302751 |
FCRAIZ)=-2,8E-11 i

Seja P (xD= a x' +a
n n

FCRAIZ)= S5.5433E-26

1.7 EQUACDES POLINOMIAIS
1.7.1 = LOCALIZACAO DAS RAIZES DE UM POLINOMIO REAL = P(x)

a, i= 0, n s8c nUmeros reais.

1

Perguntas Basicas:

n=4

n—-41

— Quantas rafizes reais e complexas tem P(x> 7

— Onde se situam essas rafizes 7

ENUMERACAO DAS RAIZES REAIS DE
Um polindmio PanD =

e complexas,

PCxD

contando a multiplicidade.

O tem exatamente

Se

2
*. e A MK +a X +a
2 1 =)

onde os

rajizes reais

os coeficientes de

P(x> forem reais entfc as raizes complexas ocorrerfo aos pares

conjugados.

Na forma fatorada:

PCxD = ACx ~x1>"1 * (x —xzapz * (x —xaa"a

2z

REGRA DE DESCARTES OU REGRA DOS SINAIS

Consideremos um polinémio real P(xD=0 e seja

R indicam a multiplicidade de cada raiz.

nimero de trocas de sinais dos coeficientes de PC(xD B

34

...Cx -x >Pm , onde P s
m 1

o

entio



PCxD = O tem ou T ou T-2 ou T-4 ou ...rafizes reais positivas.
Exempl o:

PCx) = x> +2%x° -3x -5 = O Sinais de p(x>: + + - - Ent3o
T =1 —> que P(xD tem uma raiz positiva.

Seja T’ o numero de trocas de sinais dos coeficientes de
P(C-x) , entio P(xD = O tem ou T® ou T’-2 ou T'-4 ou ... raizes
reais negativas.

Exemplo: P(xD = X0 +2x° -3x -5 = 0
PC—x) =C—x)  +2C -0 %-3C-x> -5 Sinais de PC-x):— + + —

entioc T' = 2 —> P(xD tem O ou 2 raizes reais negativas.

R>O0] R<C O] C
1 o 2
1 = O

ENUMERACAO DAS RAIZES COMPLEXAS DE P(x)
1>- REGRA DE HUAT
Se para algum K tivermos a: < a * a ., ent3c PC(xD

terd raizes complexas.

Exemplo 1 Exemplo 2.
PCx) = x° +8x° -3x -5 PCx) = x° -2x° +3x -5
a® < a *a_ 7 a’ <a *a %
1 o 2 1 o 2
c-3% > (2 -8 = -10 (x»? < -5 -2 =10
az < a1* a_ 7 g < 10 . tem raizes complexas
c2® > ¢-8 ¢1d = -3 sinais de pCx) = + - + - T =3
logo nada se pode afirmar .1 ou3R > 0
sobre existéncia de raizes sindis de p(=x) = = = = = T°= 0O
complexas. R>0O]R<C O] C
1 0] =

2) A existéncia de maximo local negativo e Coud minimo local
positivo indica a existéncia, nas proximidades, de raizes

compl exas.
ESTIMATIVA DO MODULO DE TODAS AS RAIZES DE UM POLINOMIO REAL PC(x)

COTA DE FUJIWAERA Seja oo uma raiz de p(x> = O
1,2 1-3 111 1/n
a a a a a
(o] = @ méne {! n-1 I n-2 | n-3 ’ 1 I o }
- a ’ a ’ a oo a ’ a
n n n n n
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COTA DE KOJIMA

la] < g + gq. ., onde q e g s8c os dois maiores valores de:
1 2 1 F4
1/n-1 i1/
1/2 1/3 a
a a a 1 o
n-1 n—2 n—-3 5
N . . . a a
a a a n n
n n n

Exemplo: Dada a equagdoc P(x)= x* -14x® +24x -10 = O. Enumerar

suas raizes e determinar a regifo do plano complexo onde elas se
encontram.

Aplicando Descartes: sinais de PCxD: + - + - T=3—> tem 1
ou 3 raizes R > O

sinais de PC-x0: + - - - T =1 —>S>tem 1 raiz R < O

Regra de Huat:(24d>% > C-14D%C-10)

B> Ol R< O] €
C-14>% > 0% Cc24> = O 1 1
% 1 o

n

ca4d% > c-14>% C-10d

Regi&o onde se encontram todas as rafizes de P(xD

Cota de Fujiwara:

172 1/3 1/4
23 22 R %o
lal < 2 max.{ | - % |

a a a
4 4 4

173

la] < 2 max € 0, 14*7%, 24*7%, 10*7* > =2 * 3.74 = 7.48
< 0, 3.74, 2.884, 1.78 >

Cota de Kojima: |a = q, +q2 = 3.74 +2.884 = 6.624 . |a| £ 6.7

COTA DE CAUCHY:

Dado um polin&mio real P(x), ent3o toda raiz real ou

complexa a de P(x) satisfaz |a|l £ 3 , sendo 3 dado por:
B3 =x =0
o o
- 1/n
a
o
B = x =
i 1 l a l
n
= 1/n
=4 n=4 ai ao
B =x = % + + X +
2 2 a 1 a 1 a
n n n
i1/n
n-1 n-1 2y %o
= X = X ® ... x +
ﬁk+1 k+1 ' a k a ! k a l
n n n




Exemplo: PCx) = x° +2x° -3x -8 = O
Cota de Cauchy:

ﬁo - xo - ° 2 473
Pes™ xk+1=[:axk ™ +5]

M, ==

B, = 1.709975

B, = 2.518685

ﬂé = 2.9323484

B, = 3.1417560

ﬁs = 3.244882

R, = 3.205506

hl‘ = 3.344014

B, = 3.344005 .. |a| < 3.35

SEPARACAO DAS RAIZES REAIS DE P(x)

Para separar as raizes de P(xO = O devemos construir
uma tabela com alguns pontos do disco e verificar onde hi trocas
de sinal.

Separadas as raizes, aplicamos o método de Newton para
polinémios e assim determinamos uma aproximag¢fo para cada raiz
com a exatidio desejada.

1.7.2 ALGORITMO DE NEWTON- VIETE (Para rafzes de polindmics)
E o método de Newton apds ser reduzido ao mesmo

denominador com ¢ alinhamento de parénteses.

PCx) = a % +a xh°1 + ... a x +a
n n-4 1 o
. _ . Pka)
k+1 K P’ka)
. 4 + +. ..+ +
_ C Canxk an_ibxk an_szk aibxk ao -
k C...Cna x +(n-1Da DX +... +3a Jx +2a Jx +a
n k n-41 k 3 k 2 k 1
2
—a +x Ca +x (2a +x (3a +x (...+x (Cn-23Ja +x (n-12a J>...D
- - [a} k 2 k 3 k 4 k k n- K n
k+1 a +x (2a +x (3a +x (4a +x C... +xXx n a D ...D
1 k 2 k 3 k 4 k k n
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Calcular as raizes reais e complexas de p(x) = % +4x™ -24x -20 = 0
— enumeracico das ralzes: sinais de p(xd: + + — —
®> O] kR < 0] € T=1—> 1 raiz R > O
1 1 = sinais de PC-xD: + + + -
TP =1 — 1 raiz R < 0O

Regifo onde se encontram todas as raizes:

Cota de Fujiwara:

la| € & max.€0,4"7%,24%7%,20""*y = 2max<0;2;2.685,2.115>~ 5.8
Cota de Cauchy: |jal = 253

Férmula Iterativa de Newton—-Viéte

z z - Z & #
20 +x (4 +3x 2 (Cx + 4D0x - 24>x -20
_ k ¥k k k k
ko1 z O Xpws ~ X T z
+ +
=24 + x (8 +4x_ Cdx + 8Xx, — 24
K k k k
. UALOR INICIAL
X8e-1
ITER. @PROX. P(X>
GRAFICO 23 s
i METODO DE NEWTON UIETE 1 -8.75 8.56640625
o= g 2 -7.321252465E-81 2.3393383E-83
N a 9=—20 3 -7.320598088E-81 3.67E-08
‘3 8 1=-24 4 -2.3 76E-21 8
Q2= 4 5 -2.3285880756-81 1.2E-@9
& 5= o 6 -7.32058975E-01
A 4= 1
APROX. P/ A RAJIZ=-7,320588075E-81
COTA DE CAUCHY CoM 8 ALG. SIG. CORRETOS
Xg=g X1= 2,11474252
3.953333492 UALOR INICIAL
3.385267233 : Xe= 3
3.482456432
3.511756773 1TER. APROX. Px)
3.520851516 8 3 25
3.523128156 1 2.768518518 2.96188033
3.523905389 2 2.732845046 6.311363886-82
: -G (= X <= 4 2 g.;gggs;l@‘ 3.87185E-85
732050887  -6.87E-08
2} ¥ 2/3 X 5 2.232058888 S.31E-p8
- 6 2,232858897  -6.87E-88
404 2 2.232052388 S.31E-e8
8 2.232850807  -6.B7E-28
S 2.732850888 S5.31E-88
18 2.732050807  -6.87E-08
11 2.732852388

APROX. P/ @ RAlZ= 2.73285888%
Con 8 AL6. SI6. CORRETOS

Dividindo-se o polinémio por cada uma das raizes, obtém-se:

% + 2.000x + 10 = O .2 aplicando Baskara, resulta
x = -1.000 £ 3.0001

Exemplo 2:

Calcular todas as raizes de

PCxO = x*-3x7+3.37%%-1.68x +0.3136 = O Analisar o resultado.
Enumeracifc das Eaizes:

Sinais de PCxD: +

Sinaic de PC—x3: + + + + + T* = 0 —>nenhuma raiz B < O

-+ -+ T =4 —5Plx) tem 4 ou 2 ou O raizes kK > O

HUAT: nada afirma sobre raizes complexas

Delimitagcio das raizes:
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de Fujiwara:

Ix] < emax. <|3|* 13.371Y %, |-1.88"7, j0.3136|Y* > =8
Cota de Cauchy:
= = e = )

"o T - o. 25
£ = x = (0.3136D

i 1 GRAFICO
7 = x = 0.748331477 e 4

1 1 W
ﬂz =%, = 1. 473583962
B, = %, = 2 106939580 &) % S99
Bsoo= x, = 2. 61 6555566
£ = x_ = 3004833903

= 5
g ol o ot of c-‘:)?
hao= 3. 662458317
Separagio das raizes:

x | o | 0.8 | 0.5 1.0 | 8.0 | 3.0 |
p(x>] 0.3136 | 0.0036] 0.0004| 0.0036 | 2.43 |25.60|
Célculo: Newton-Viéte
x =0.5 = 1.0

o ' o
x, = 0.60421053 X, 0. 94000000
5. = O. BIGITOBT x, O. 895789474
w»_ = 065927772 X, 0. 863629075
¥, = 067506938 X, 0. 840722138
¥, = 0. 68546119 X, 0. 824930766
X, = 0.69191175 X 0. 814539224
x, = 06858676283 4 === iiiissessesesssas
*, = 0. B9775343 » 0. 800286750
................ % 0. 800051 858
b4 = 0. 60987553 3 0. 788807507
12 14
*® g = T 8 s M - .
% = 0. 70006275 b = 0. 800767018
14 16
X oo = 0. 69992019 X o 0. 800152594
b = 0. 868875000 * 0. 8002936
16 10
oy = G. 7000000 continua desta
x_, = ERROR forma oscilando
O que ocorreu nestas duas raizes 7



GRAFICO

as~1

5t

Exemploc 3: J
Calcular todas as raizes do polindmio: pex)
pCx) = x -18.8x* +77.8x” -1855x° +124x -31 = O
R > O0JR < 0] € //\
1 8] 4 > t o
3 0 2
5 O O
Cota de Fujiwara |a| £ 31
¥ | 0 |0.85] 1 1.8 |2.0] 3.0]4.0] 5.0 7.0|8.0|
pr)‘—BlIl.OIl.O!—S.OS3|1.0126.0|1.0|—161.0I—584!1.0|
L ] L J
R R R R R
1 2 3 4 5
x = 0.5 < 1.0 x 2
o o o
x, = 0. 4489206349 x, 1. 085238095 X, 1.84444444
%, = 0. 455426302 X, 1.082601104 X, 1.840893332
x, = 0. 455530026 x, 1.082601832 x, 1.840878218
x, = 0. 455530055 x, 1.092601936 X, 1.940878175
®, = 0. 455530055 X 1.082601954 X, 1.840878219
DI GSE Cx4,x5)= 8. 001 X 1.082601850 X 1.840878236
X 1.082601843 x, 1.940878209
> 1.082601937 X 1.840878238
xp 1.0892601849 xo 1.840878=221
x X ; X =X OSCILA
10 8 11 °©
x = 4.0 x = 8.0
o []
x, = 4.011804762 x, = 7.888206349
x, = 4.011783896 x, = 7.888205011
®, = 4.011783926 x, = 7.898205869
x, = 4.011783878 ®, = 7.988205938
X, = 4.0117838393 X, = 7.8999=205911
X, = 4.011783927 X, = 7.998205869
*®, = 4.011783862 x, = 7.988205938
x, = 4.011783898 x, = 7.89920591 1
OSCILA OSCILA
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Pexy= 7\3-1-27«2—-3 B

HETODO DE NEWTON VIETE

A 8=-5
A 1=-3
f 2= 2
A3=1

COTA DE CAUCHY

¥o=0 Xl= 1.2898875847
2.518684715
2.933484243
3.141755366
3.24483823
3.285586483
3.328433418
3.332572744
3.338518633
3.341407802
3.342822253

-4 (=X <= 4

SEPARACAO DAS RAIZES REAIS

X PR

-4 -25
-3 ~5
-2 1
-1 “l

8 -5

g ~5

2 5

3 31

4 28
UALOR INICIAL
Xe=z
ITER. APROX. PeXD

~ 1

-3 ~5

~2.583333333 ~1.142933812
~2.412426445 -1.628606486E-81
~2.378544767 -5.97333456E~03
~2.327204828 -8.21867E-06
-2.322282854 3E-11
~2.377282854

i

2

3

4

S

6

b

PPROX. Pr @ RAIZ=2.377202854
Con 8 aLG. SI16. CORRETOS
VAL

OR_INICIAL
ITER. @PROX. P(X>
8 -1.5 8.625
1 -1.222222222 ~1.214622643E-81
2 =1.222544283 -4.34794855E~-83
3 -1.273889535 -3.29112E-86
4 —1.223838555 2.6E-18

S =~1.223830555

APROX. P/ Q RAIZ=1.273838555
CoM 9 aL6. SI16. CORRETOS

UARLOR INICIAL

Xe= 1.

ITER. APROX. PCXD
8 . ~1.625
1 1.666666667 1.851851884E-81
2 1.651234568 1.66337445E~83
3 1.651883421 1.4234E-02
4 t.851282400 2.3e-18
5  1.851883488

APROX. Pv A RAIZ= 1.6518383408
Corl S ALG. $16. CORRETOS

BRAFICO
a=-4
be 4

47 [P

'Puq:xq—s >L3+3.3? fz— Le8x +03136  Py- 7?’_\5.5;“+??.5 215551124 1=3

HMETODO DE NEWTON VIETE

W

BN -

0

X|O DDDDD

=
[\ el

DE CAUCHY

X1= 2.483314774E-81

-4 <= X <=4

1.473583362
2.10693958

2.616555566
3.884833883
3.298144452
3.494788772
3.639185061
3.739971867
3.883878338

3.857928724
3.8983979528
3.9136343832
3.928136122
3.9397238722
3.946966582
3.951885921
3.955276425
3.957575968
3.959144438

SEPARACAQ DAS RAIZES RERIS

X PCX)

=4 588.9536

-3.5 326.1636

-3 .-197.6836

=2-5 111.5136

=2 52.1536

-1.5 25.6836

=1 8.3636

-8.5 2.4336

] 8.3136

8.5 8.8836

1 8.8036

1.5 8.3136

2 2.4336

2.5 8.3636

3 25.6836

3.5 57.1S36

4 111.5136
UALOR INICIAL

ITER. APROX. PIX)

8 8.5 8.8836

1 8.56 8.808112896

2 6.842185263E-81 3.51233822E-84
3  6.363788827E-81 1.088488817E-84
4  B8.6592777839 3.2838817E-85
S 6.758631604E-81 S.7BB867E-06
6 B.685468786 2.7723159E-86
7 B8.691811329 7.64316E-87
8 6.956737246E-81 2.04B75E-87
S 6.877544368E-01 S.2835E-88
18 6.988555752E-81 1.3195E-88
11 6.884127864E-81 3.121E-83

12 6.996781856E-81 1.186E-839

13 6.39986855S34E-81 2.15E-18

14 6.999373372E-01-1.52E-18

15 6.99816296SE-81 4.S53E-18

i6 6.593385279E~61-3. lE-11

17 6.939391359SSE-81-2.7SE-18

18 6.997548827E-81 2.17E-18

18 6.9399828667E-81-3.9E-11

280 6.9398826132E-81 6E-11

21 6.999856583E-81

APROX. Ps R RAIZ= 6.3388826132E-81
COorM 4 ALG. SIG. CORRETOS

UALOR INICIAL
x=1

ITER.

WONOUNLWN~ O

APROX.

1

8.3%4
8.857834237E-81
8.636281163E-81
©.848222283
8.249389483E-01
8.145386126E-81
8.8888820857E-81
8.843253516E-81
8.022468242E-01
8.811528581E-81
8.8085848415E-81
8.8823917813E-81
8.801842582E-81

8.820834399393E-81~

8.88278337SE-81
8.802126198E-01

8.88082381273E-81~

8.886527746E-081
8.883142846E-01

8.888881464E-01~

PO
8.8836
©.08112836
3.51233854E-84
1.88402431E-84
3.2838861E-05
S.788662E-86
2.273632E-86
2.64236E-82
2.03302E-87
5.2561E-88
1.3543E-88
3.474E-89
6.33E-18
S5.53E-18
1.65E-18
3.1SE-18
2.85E-18
3.64E-10
4.587E-83
1.434E-09
4.62E-10

21 8.883494S527E-81

APROX. Ps A RAIZ= 8.888881464E-21
CoMm 3 ALG. SIG. CORRETOS
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A 831

A 1= 124

A 2=-155

A 3= 22.5
A 4=15.5
a 5=

COTA DE CAUCHY
X0=2 X1= 1.882348755
4.442222955

-
e

¢

18.26875368

18.27553982
G 18.28622663

18.78518663
~28 (= X 4= 20

_UALOR INICIAL

X8= 8.5

ITER. APROX. PX)
8 8.5 H
1 4.482063492E-81-1.632428935E~81
2 4.554263824E-81-2.6345788E-83
3 4.555388261F-81-7.214E-87
4  4.555388545E-81-4.SE-89
5  4.555398547E-D1-0.888200005
6  4.555388548E-B1-5E-12
7  4.555382543E-21

APROX. P/ @ RAlIZ= 4.55538054SE-81
cof 8 AL6. SIS. CORRETOS

UALOR INICIAL
X8= 1
ITER. @PROX. P(X)
8 1 1
1  1.835238885 -2.87142682E-22
2 1.8926811388 8.1146E-06
3 1.082681344 ~7.6E-03
4 1,892681843 2.27E-83
5 1.,832681344 ~2.6E-28
6 1,8926013943 2.7E-89
7 1.892621344 ~2.6E-83
8  1.882681343 2.7E~83
S 1.832601344 ~7.6E-83
12 1.8826013843 7.7E-89
11 1.892681344

QPROX. P @ RAJIZ= 1,892681343
con 8 ALe. SI6. CORRETOS

UALOR INICIAL

X9= 2
ITER. @PROX. PO
8 2 1
1 1.944444444 8.856612154
2 1.948833362 2.3395819E-84
3 1,9488282082 4.71E-88
4 1.848828204 ~1,123E-82
5 1,940828211 7.21E-88
8 1.942828206 6.99E-88
7 1.848828202 -2.802820831
8 1.942828208 8.25E-028
3 1.348878203 ~8.820800875
12 1,3488782088 8.25E-88
11 1.94@828283

APROX. Ps @ RalZ= 1,948878208
con 8 ALG. SI6. CORRETOS

UALOR INICIAL

ITER. PPROX. P

2 4 1

1 4.011804262 -1.836408546E-82
2 4.811783888 2.855E-87

3 4.81178383 ~3.326E-87

4 4.811083886 5.832E-07
S5 4.811783833 ~1,7858E-06
6 4.811783872 3. 346E-02
2 4.811783826 1.8238E-06
8 4.2117838352 -2.0280000272
] 4.011083888 2.B55e-02
12 4.81128383 -3.326E-87
11 4.211783886

APROX. P/ & RAIZ= 4.81128383
cor 8 ALE. S16. CORRETOS

VALOR INICIAL
=8

1TER. APROX. P(X>

2 8 1

1 2.989206343 5.471543E-84
2 2.988285914 3,2829E-06

3 2.3388285311 4.316E-07

4 7.993285311

APROX. Ps A RAlIZ= 7.38832053911
con 8 aLG. Sle. CORRETOS



1.8 EQUACUES POLINOMIAIS: RAIZES COMPLEXAS

1.8.1 LOCALIZACAO DAS RAIZES COMPLEXAS

Localiza¢X%o através de esbo¢go grafico- Sabe-se que uma reversio
no grafico de uma fungfo sem cortar o eixo dos x indica
a existéncia de um par de raizes complexas; entretanto, a
localizagio da reversfo por si sé nfco da base para se estimar o
valor das raizes, talvez, no caso, em que a reversio seja tio
préxima do eixo dos X que se possa estimar um valor para as
raizes com uma parte real correspondente a abcissa da reversio e
uma pequena parte imaginaria.

Caso a reversfo nio seja préxima do eixo dos x
pode—-se recorrer a localizag¢fo grafica das raizes complexas
usando o seguinte artificio:

- a equagio em questfio & escrita com variivel complexa f(zd = O
— substitui-se =z por x +iy , obtendo-se fix +iyd> = O
— separa-se agora os termos reais dos imaginarios, obtendo-se:
ux, yo +1 vlx, yd> =20 1>
— para que (1) =seja satisfeita ¢ necessario que:
u x, y>) =0 e v {x, yD =0 cad
C28) & um sistema de equagdes nio lineares cujas solugdes serfo os
valores das partes reais e imaginarias das raizes complexas de
ftz> = 0 . Pode-se usar este sistema para localizar as raizes
esbogando-se os graficos das duas equagdes e determinando suas
intersecg¢des.
Exemplo: Determinar as raizes de p(zd = z® -4.22% +8.9z -4 = 0
vem Cx +iyd? —4.2 (x +iyd? 5.9 Cx +iyd) -4 = O
Cx —3Bxy?) +i(3xTy-y D -4.3Cx% -y®> -4.2C2xy) i +5.9Cx +iyd -4 = O
separando as partes real e imaginaria, vem:
x7 —3xy? -4.2Cx% -y®> +B.9x -4 = O
3x°y -y -8.4 xy +5.9y = O

ucx, yd
vix, ¥d

pode-se simplificar a Ultima equagfo observando que possui a raiz
vy = 0, para qualquer x . Ent3o:

2

X2 -3xy> -4.2(x° -yZ) +5.9x -4 = O

uCx, yd
vix, ¥) = 3 -y -8.4 x +5.g =0
Tabela de Valores de x e vy :

Dado um valor de x ,determina-se y tal que ulx , yJ> =0

Dado um valor de x ,determina-se y tal que vi(x , y> = 0O
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GQtﬂlFlCQ

b+ y | u=20 x |y

(g + 0.976 O + o

0.5 |+ 0.855 0.5 %

1 + 1.04 1.0+

1.25|+ 1.66 1.5i% 3 v=0~

1.5 |nfo existe| |2.0|%

2 nioc existe A )
/ «)0.810;95L

2.5 | 0.20 O =0 32

3.0 |+ 0.78 N=0O 53~2.‘43

z =~ 0.8 *0.95i1 z =~ 2.45

1,2 3

1.8.2 METODO DE BAIRSTOW
Se p(xd & um polindmioc com coeficientes reais, entio as
raizes complexas ocorrem em pares conjugados. A cada par de

raizes complexas conjugadas, esti& associado um fator quadratico

de pCx) da forma x> —ox -3 , onde a e 3 s8c nUmeros reais.
Se R=2a % bi &€ uma raiz de p(x), entdo: a =2a e 3 = —-ca% +b5
. _ n n—=4 2
Seja p (0 = a x +a_ _ x +... tax +a x +a

19 Arbitrar um fator quadritico da forma 3> —ox -3 onde a, 3 € R

29 Dividir p(x) peloc fator quadratico C x° —ox =32

P (X = C X -ox =@ * q(x + resto

. - n-2 n-2 " _ _ &

gl x> b_x +b X +... +b_x +b_ e resto = b (x -ad +b_
Para determinar os coeficientes bka =0 ,n em ,

com valores arbitrarios de a e (3, expandimos o lado direito da
igualdade » comparamos os coeficientes do polindémio expandido

e obtemos:

3¢ - Andlise dos coeficientes b1 e b
Se }:J1 = bo = 0 , ent3o o fator quadratico C Y: —{3)

contém o par de raizes imaginarias de pan). Para obter o par de
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rajizes compl exas basta aplicar a férmul a de

a* v a® +4p

Biskara x =

Se bi;t O ou aboit O ou bi# 0 = bo# O , para valores
de a e 3 arbitrarios, ocorreri geralmente este caso, isto &,
l:r1 = bo nZo se anularfo. Neste caso, deve-se calcular as
correges a serem feitas aos valores de o e 3 . Deve-se

resolver o sistema de equag¢gdes n3o lineares:
1Ca.(?)=0
bocq.!@:(} == CO‘O» ﬁo) forem aproximagSes as raizes Ca, D

poderemos aplicar o método de Newton para fung®es de duas
variaveis, e entfo teremos:

ab1 éd b
# h a + B

* h g =-b

3 o a ' 1

a bo a bo

. *ha+—aﬁ *h{?=—b0
onde h a = a o (=] h 3 = - (?0 .As fung®des e as derivadas
parciais devem ser calculadas em o, e BO
Cilculo dos coeficientes "C'" (derivadas parciais de b1 =] bo em

relagdc a a e {3 D.

4 b "
L. = Cn = bn
@8 (o = b +a c

. n-1 n-1 n

: c = b +el & +3 c

% -2 n-2 n—1 n

. c = b +at & +3 c

% n-3 n-3 n—2 n-1

a t:s1

=c_=b +ac +3 c
8 o 2 2 3 4
a bo
=g = l::1 +o . +B3 ¢

a

a b1 a bo
Para calcular ——— e ———— , procede—-se da mesma forma:
an a B
a bn 2 b g
Observa-se que = = = 0 = estabel ecendo que
a g a 3
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3 b. d b

_— = di_+2 s, 1 = 0, n-2 obtém-se :—m 8 — = d2 = c:2 e

a a s
d b

=d =c¢ , e finalmente forma-se o sistema:
2 2

anf

Cz h #e hﬁ = -b

onde ha =a-a e hﬂ = -
¢ h +c_h, = -b ©
1 & z2 [ o
~ Resolve-se este sistema e determina-se:
= + = +

o N ha e Bi ﬁo hﬁ
4 ¢ Considerar o, = e ﬁb = Bi e repetir as etapas desde

29, até ocorrer convergéncia, isto é, b1 ~ 0 e bo =0

S5¢ Calcular as raizes de pCx) a partir da férmula de Baskara:

x=Caztva® +4pdr2

OBS: Quando as aproximag¢gdes iniciais forem escolhidas

adequadamente o método de Bairstow converge quadraticamente.

Exempl os:

Calcular todas as raizes da equag¢fo polinomial

pl(x> = x* —2x? +4x® -4x +4 = 0O » lniciando com o= 1 e Bo = -1
k = 4 k =3 k =2 k =1 k =0
a 7 3 1 -2 4 -4 4 a,
a =1 1 -1 e -1 1 bk
$= -1 i 0 1 0 <,
a =2 1 0 2 0 (o) b
1 k
B3, = -2

Sistema para as corre¢des

c h +4c h_ = -b 1h +Oh_ =1
2 o 2 3 1 s f] £
ch +c h_ = -b _
1 a 2 3 o Ohcl +1hﬂ =-1
a =1 +1 =2
ih, =1 —2h, =1 ehy=~4 —3 %
g = -1 + C-1) = -2
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como b1 = bo = O ent3o o fator quadréatico x> -2x +2 = O contém o

par de raizes complexas de p(x) = O . Resoclve-se tal trindmio por
Baskara:
+ o
x . = =22 42 8 = 1 + i ptxd =x® -2x +2I* g = 0
entio glx> = x> 48 = 0 —> x = # Y 2 i . Portanto as raizes
de pCxd= x* -2x° +4x° -4x +4 = O s%o: x =1 i
% . = + 1.414213562 i
Calcular por Bairstow todas as raizes de :
p(xd> = x® +5x° +7x° +1 iniciando com @, = 0O e ﬂo =0
k=6 k=5 k=4 k=3 k=2
o 7 1 0 0 5 7
o = 1 o} O 5 7
o
Fa™ © 2 © o) 5 7
o = 0.1020408 1 10.1020408 |[-0.1324448 }4.9713908|7.526258
(i = -0.1428571] 1 [0.2040816 |-0.2544773 |4.916786 8. 064325
o, = 0.08847630) 1 {(0.083947630|-0.1258812 [4.976739 (7. 462180
ﬁé = —-0.1339872 1 10.17839526 |-0.243956 4.930933 7. 9360639
k = 1 k = o

a 7 f3 C ; a,

a = o 0 i bk

ﬁb =0 0 _ <y

a = 0.1020408 |0.05771297 -0. 06829067 bk

{i = —-0.1428571 |0. 1782053 _ =

a, = 0. 08847630 | 0. 00086863993 | 0. 0002407733 bk

ﬁé = —-0.1339872 0. 0502766 .

continuando-se o processo encontra-se para:

o = 0.08938533 e f3 = -0.1340170 com b = -1.46 x 7+ e e
b, = -2.2 x 107%°
R = 0.044609267 *+ 0.3633450 i

1,2
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5.
PLX\:)&(QJ« S ﬁ3+?7‘ + 4

METODO DE BAIRSTOW

COEFICIENTES DO POLINOMIO:
2= 1

DPDDYD DD D
[0
OO0\

6=
UALOR INICIAL
ALFA= B
BETA= 8

CORRECAO DE ALFA E BETA
1.020408163E-81 -1.428571429E-81

NOUO UALOR DE ALFA E BETR
1.828408183E-81 —1.428571428E-81

CORRECAO DE ALFR E BETA
-1.256451792E-82 8.868837023E-03

NOUO UALOR DE ALFAR E BETA
8.347629838E-02 -1.339872453E-81

CORRECRO DE ALFA E BETA
-8.896967855E-85 -2.9762738373E-85

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
8.938532871E~-82 -1.340179887E-81

CORRECAO DE ALFA E BETR
2.65343785E-83 -1.287134281E-88

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
8.938533136E-82 -1.3401278288E-81

PAR DE RAIZES COMPLEXAS

Re= 4.469266568E-82
Im= 3.633449964E-81

GRAFICO
=3
b= 3

-1 A

METODO DE BAIRSTOW

COEFICIENTES DO POLINOMIO?
A B= 2.461238272

A 1= 4.976755854

A 2=-1.268272833E-01

A 3= 8.938533136E-82

A 4= 1

UALOR INICIAL

ALFAR=-2.5

BETR=-2.5

2.418614669

3.4885089383

2.502819854

B( 8)=-2.294582336

CORRECRO DE ALFA E BETA
3.32723288E-82 6.8813633S3E-81

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
-2.466227671 -1.8938863685

BC @)= 1

BC 3)>=~2.37684234

BC 2>= 3.83584346

B( 1)= 3.212228514E-082

BC B)= 8.474823835E-02

CORRECAO DE ALFA E BETA
-1.263764312E-82 -2.858675422E-82

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
-2.478865314 -1.929458353

BC 4= 1

B( 3>=-2.3834238383

B( 2)= 3.8627214806

BC 1 4.2157252E-84

B( 8)= 2.8733818E-84

CORRECARO DE ALFA E BETA
6.712298177E-85 1.066622388E-84

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
-2.428798141 -1.829343682

BC 4= 1

BC 3)=-2.383941281

B( 2>= 3.867581851

BC 1)=-1.783E-88

BC B>= 3.833E-88

CORRECARO DE ALFA E BETA
2.124353183E-18 -1,44858324E-83

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
~2.478739814 -1.329343638

B¢ 4)= 1

BC 3)=-2.388412888

BC 2)= 3.867581845

BC 1)= 2.17E-83

BC 8)=-1.54E-89

CORRECARO DE ALFA E BETA
=3.141885879E-108 -4.581538313E-18

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
-2.47879814 -1.929343638

CORRECARO COM ERRO < SE-S

PAR DE RAIZES COMPLEXAS

HMETODO DE BAIRSTOM

COEFICIENTES DO POLINOMIO:
A B=-21

A 4= 1

UALOR INICIAL
ALFA=-1.S
BETR=-3

CORRECAQO DE ALFA E BETA
-6.862473438E-01 -6.599822524E-01

NOUQO UALOR DE ALFA E BETA
~2.186247344 -38.659982252

CORRECARO DE ALFR E BETR
£.1284683968 -3.130838129E-81

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
~1.885228376 -9.972885265

CORRECAO DE ALFA E BETA
-1.429563145E-02 -2.682733986E-02

NOUC UALOR DE ALFA E BETA
-2.808824867 -9.999812605

CORRECAO DE ALFA E BETA
2.487128322E-85 -1.8738440B48E-04

NOUO UALOR DE ALFA E BETA

=L -9.

CORRECAO DE ALFAR E BETA
-5.0081923898E-029 -1.1082387688E-88

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
-2 -18
PAR DE RAIZES COMPLEXAS

Re=-1
Im= 3

Re=-1.2339339887
Im= 6.278834421E-81

poy = 144 x*-24 % =20

GRAFICO
a=-5
b= 5

pex)

47

'METODO DE BAIRSTOW

COEFICIENTES DO POLINOMIO:
=1

8
2

DPDDDDDD

3=
2=

3=5
4= @
5= 8
6= 1
UALOR INICIAL

ALFA= 2.383941281
BETA=-3.867521851

BC 6)= 1

BC S)= 2.38941281

B¢ 4>= 1.8412392526

BC 3>= B8.158746181

B¢ 2)= 2.585648581E-81

B( 1)=-4.8466E-88

B¢ 8)= 5.4687E-88

CORRECRO DE ALFA E BETAR
~1.833643265E-83 5.183674136E-83

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
2.389412883 -3.867581846

B¢ 6)= 1

B( S)>= 2.383412883

B¢ 4)= 1.8412782526

BC 3>= B8.158746115

BC 2)= 2.585648926E-81

B( 1)=-5.2E-18

B¢ @)= 6.171E-89

CCRRECAC DE ALFA E BETA
1.166265669E-11 2.883862263E-18

NOUQ UALOR DE ALFA E BETA
2.383412803 -3.867581846

CORRECARO COM ERRO < SE-9

PAR DE RAIZES COMPLEXAS

Re= 1.1847864€S
Im= 1.5621868

2 -
btd = x3-4.2%x%59% -4

GRAFICO
a=-3
b= 3

HETODO DE BAIRSTOW

COEFICIENTES DO POLINOMIO:
A B=-4

A 1= 5.8

A 2=-4.2

A 3= 1

UALOR INICIAL

ALFA= 1.6

BETA=-1.5

CORRECAO DE ALFA E BETA
1.35751295S3E-81 —1.842487947E-81

NOUQ UALOR DE ALFR E BETR
1.735751285 -1.684248285

CORRECAC DE ALFA E BETA
~3.984178783E-04 -1.871283259E-82

NOUO UALOR DE ALFA E BETA
1.235368877 -1.622961538

CORRECARO DE ALFA E BETA
4.349344123E-86 3.218852054E-86

NOUO VALOR DE ALFR E BETA
1.735365226 ~-1.622958518

CORRECAO DE ALFA E BETA
3.643768237E-12 -1.54271878SE-18

NOUO UALOR DE ALFA E BETR
1.235365226 -1.622858518
CORRECAC COM ERRO < SE-3

PAR DE RAIZES COMPLEXAS

Re= 8.867682613
Im= 8.932783684



5 3
PO = % +xq - A tx -1ooco =0O

NOUO UALOR DE ALFA E BETA UALOR INICIAL
METODO DE BAIRSTOW 2.122723676 -14.99132683 ALFA=-6.5
JeieE T vARad . a=-5 BETA=-17
COEFICIENTES DO POLINOMIO: CORRECAO DE ALFA E BETA b= 5
A p=-1200 -9.325258@85E-04 -3.039726233E-23 v CORRECRO DE ALEA E BETA
A l=1 o’ -3.558155538E-81 5.23585838SE-81
A2=8 NOUO UALOR DE ALFA E BETA
A 3=-1 2.1217391151 -14.393436656 NOUO UALOR DE ALFA E BETA
A 4= 1 -6.855815554 -16.47641497
A S= 1 CORRECAD DE ALFA E BETA
UALOR INICIAL 3.796507973E-97 —1.942794188E-86 4
ALFA= 1 .
BETA=-12 NOUO UALOR DE ALFA E BETA .

<4-12123153], 1439496835 NOUO UALOR DE ALFA E BETA
CORRECAO DE ALFA E BETA © -6.962113216 -17.36617669

1.48367537 -1.486725664 CORRECRO DE ALFR E BETA

-3.237633343E-18 -3.08860886483E-29 CORRECAO DE ALFA £ BETA
NOUO UALOR DE ALFA E BETA -8.25@572644E-11 -3.388323531E-1)
2.4@367537 -13.48672566 NOUO UALOR DE ALFA E BETR

2.121791531 -14.9943685 o "
CORRECAO DE ALFA E BETA o1 1 2 374 E‘gugs;?ligg125—7'5ng§1§§;;
~3.468461238E-21 -1.318784281 ) ’

CORRECAO COM UALOR < SE-8
NOUO UALOR DE ALFA E BETA -
2.857629796 -14.79750994 PAR DE RAIZES COMPLEXAS CORRECAQ CON |ERROD <. SE=9
CORRECAQ DE ALFA E BETA Re= 1.868835766 PAR DE RAIZES COMPLEXAS

6.589387993E-02 -1.938168913E-81 Im= 3.724@33 Re=-3.481256688
Im= 2.290943383

1.9 SOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS DE EQUACDES NXO LINEARES

Frequentemente defrontamo—-nos com problemas envol vendo
varias incognitas e um igual numero de equa¢gSes. Por exemplo,

podemos desejar obter x e y de modo que:

‘xz + v = 3

y2 + x =5
Neste caso podemos resolver a primeira equag¢fio para v e
substituir na segunda para obtermos x* -Bx° +x +4 = O . Temos

entfo, um polinSmioc em X e suas raizes podem ser calculadas
pelo método de Newton-Viéte ou Bairstow, caso forem complexas.
Muitas vezes, entretanto, ¢ dificil ou impraticéavel
transformar um sistema de equag@es nic lineares numa equagic de
uma incdgnita. Un exemplo disto ¢ quando as equagdes s3o
lineares.
Vamos considerar de inicio, © caso de duas equagdes a
duas incdédgnitas.
Sejam as equagdes:

£fCx, v = 0O
e (x_ , y ) uma solugZo aproximada de "

glx, ¥y

Admitindo que 3 e g sejam suficientemente
derivaveis, expandimos flx, y> e glx, yd para Cx0 : yo) usando
a série de Taylor para a fungfo de duas variiveis,

f{x, yd = foo , yOD +fxCxo . yOD*Cx - x0) + fnyo . yo)*Cy —yOD +
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Cx —-x D% Cy —yoDz

o
+fxxcxo = yo)*t al +fyycx0 ' yo)* 2! ® wws

glx, y> = ngo ’ yOD +ng><0 » yOD*Cx —xo) £ gnyo > yoD*Cy -—yOD +

Cx —xoDz Cy —yOD2
N0 " Yt w9, % Yt

XX

Admitindo que Cxo,yob esteja suficientemente prdéximo
da solugfo, a ponto de poderem ser abandonados os termos de mais
alta ordem, igualamos a zero o desenvolvimento através dos termos
lineares. Obtemos, entioc o sistema:

{ fxCxo g yOD*Cx -xoD +fny0 2 yOD*Cy —yOD = —f‘Cxo . yOD

ngxo . yOD*Cx —xoD +gny0 . yOD*Cy —yOD —ngo " yOD
Devemos, entfo, esperar que a solugio Cxi,y13 de

esteja mais préxima da solugio do sistema que Cxo s yOD

A solug¢3o de pela regra de Cramer nos fornece

—f 3
- 4
- a —f*g = +g*f
x -x = ¥ _ y y
JCt, gd
£ z Cx 2
x b o'yo
a. 9,
f -
X
g, 9 —gxf +f=xg
¥, = =
JCf, g Jcf, g

€% yO)

o

desde que JC(f, gd = fx * gy -9, * fy # O em Cxo v yOD

A fungio J(f, gd ¢é denominada ¢ jacobiano das funcdes f
e g . A solugio Cxi.yib deste sistema nos fornece agora, uma
nova aproximag8o para a solugioc de . A repetigio deste
processo conduz ac método de Newton para sistemas, que € dado a

seguir.
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1.9.1 FORMULA DE NEWTON PARA SISTEMAS DE EQUACUES NAO LINEARES
Seja (x_ . y D uma aproximagHo para uma raiz de

Gerar aproxima¢®des sucessivas a partir de

* - * -
i P _ ger  ~fxg
X+1 = xL - = yL+1 - y\. B
- JCf, @ JCf. g2
i g
onde J(f, gd = fx*gy - gx*fy e todas as fungdes envolvidas devem
ser calculadas em Cxi " ny Quando esta iterag3o converge ela o

faz quadraticamente.

Um conjunto de condi¢8es suficientes para assegurar a
convergéncia € o seguinte:
1. f e g e todas as suas derivadas até 22 ordem devem ser
continuas e limitadas numa regidoc R que contenha a raiz.
2. O jacobiano JC(f, g0 n8oc se anule em R
=. A aproximagifoc inicial Cxo 5 yo) deve ser escol hida

suficientemente préxima da raiz.

Exemplo 1: > "
0.1x" —-x +0.1y~ +0.8 = O
sistema

0.1x-y +O.1xy2+0.8=0

O possui uma solugio

préxima de ®, = 0.8 e Ve = 0.5
Determinar pelo método de Newton uma aproxima¢fo para

essa raiz com pelo menos 3 algarismos significativos exatos.

fix, y2 = 0.1x°-x +O.1y2+0.8 fx = 0.2x -1 f = 0.2y
Y
glx, y2 = 0.1x~-y +O.1xyz+0.8 g, = 0.1 +O.1yz gy= =1 #0.&xy
g Y fix, yd|lglx, yd fxCx. v

0.5 0.5 0.35 0.3625 |-0.9

0. 937685460 |10.939169140 (0. 0385 [0.03731 | -0. 8124628

0. 898693900 | 0. 998388283
(0]
1

0. 898999201 | 0. 8999g8gs1
1. 00000000 . 00000000 : B
fny, ) ngx. v gny, ) DI GSE Cxa.x‘) = 8.7
0.1 0.125 -0.85 DIGSECya.y4D = 85.67
0.1878338|0.1882038| -0. 8238709 logo C(x,y> = (C1.0;1.0D
50
UFRGS

SISTEMA DE BIBLIOTECAS
RBLIOTECA SETARIAL DE MATEMATICA



Exemplo 2.

Determinar as solu¢®es do sistema abaixo pelo método de Newton

XX +y = 3 R =(1.0; 2.0
x +y- =5 RZ~C—O.8; 2.4
i R ~ C1;-2 e R ~ C(-2;,-2
b= 8 A 3 E
E fCx, y) = x° +y -3
fxCx, ¥y = 2%
G (%, =T
fCx, y> =1
972\\ -
z
(x, y) = x + = 5
> g i ¥
ngx. yo> =1
furggeo gny. y) = 2y
b4 Y 0¥, YyI glx, yd fxCx. v
—0. 80000 2. 40000 0.04 -0.04 -1.6
—-0. 773271880 |2. 402680167 (1.483 x 10 °|6.333 x 10 °|-1.8545731304
—0. 77286585652 | 2. 402678830 | 0. 00 2 x 10_9 -1.5457311185
—0. 772865557 | 2. 402678830
(x, ¥d f Cx, ¥y (x, yd
g, Yy X ¥ g, y
4.8 1 1
4. 805360334 1 1
4. 805357660 1 1

DIGSE sz.xab =6. 61 DIGSECyz.y3)= 9.0 logo R -0.772866; 2. 402681

A tabela abaixo, fornece uma aproximagfo para as quatro raizes do

sistema. HETODO DE NEWTON P/ SISTERA

X2=-8.8

Y8= 2.4

1T. X Y
METODO DE NEWTON P/ SISTEMA 1 =-7.732718894E-81 2.482764977
Xg= 8.5 2 -8.772865651 2.48267885 X@=~2
¥8= 1 3 —7.728655578E-81 2.48267883 Y8=-2
1T. X ¥ 4 -7.728655578E-81 2.48267883 1T. X Y
1 8.5 2.75 1 -2.466666667 -2.866666667
2 1. 188555556 2.263444444 2 -2.333375686 -2.222875624
3 1.814831383 1.997581753 APROX. Ps A SOLUCAO 3  -2.331383336 -2.718212163
a 1.802122881 1.8833878726 X= -2.228655578E-81 4 -2.391382381 ~2.71878969
s 1. 1. Y= 2.48267883 5  -2.391382381 -2.71878969
6 1 2 COM PELO MENOS S DIGITOS SIG. EXATOS
7 1 2

%= 1 APROX. P/ @ SOLUCAD

Y8=-2 X= -2.3391382381
APROX. P~ A SOLUCAD ITe X Y Y= -2.2718783969
X= 1 1 2.777227278 -1.555555556 COn PELO MENOS 8 DIGITOS SIG. EXATOS
Y= 2 2 2.22919948 -1.668392222
COM PELO MENOS 9 DIGITOS SIG. EXATOS 3 2.16514386 -1.683771558

4 2.164248117 ~1.683969098

S 2.164247838 -1.683969139

) 2.164242338 -1.883969133

APROX. P- A SOLUCAO

X=  2.164247938

Y= -1.683369139

COM PELO MENOS S DIGITOS SIG. EXATOS

=]



Exemplo 3.

Calcular a raiz real do sistema de equagdes nfo lineares

3 pd
ex” -y =1
a » pelo método de Newton para sistemas.
Xy -y =4
2 2 3
fex, ¥ =s2¢ -y — 1 glx, ¥) = Xy -y — 4
2 3 2
= = = -1
£ = Bx 9=y 5, Sy

HETODO DE NEWTON P,/ SISTENA
X8= 1.25

Ye= 1.3

IT. Y
.277361522
.628223155
.661584282
.66152642
.661526467

X
1.2526543823
1.236483527
1.234291129
1.23427448S
1.234274484

(3 RV NI
- s

APROX. P, A SOLUCAO

X= 1.23427448S

Y= 1.66152642

COM PELO MENOS 8 DIGITOS SIG. EXATOS
s

Exercicios:

1. Calcular as raizes do sistema de equa¢des nioc lineares

x +3 log x -y° = 0O R, =C3.487443 ; 2.261629)
2x® —x.y -Bx +1 = O R, =C1.4588Q0 ; -1.306767)
y® +x.y = @ R, =C-1.09302 ; 2.255500)
2 2 2z _ =C1.13012 ; 1.89948)

X .y -y =1 Rz Y
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cAaPiTULO 2

RESOLUCAO NUMERICA DE SISTEMAS DE EQUACUES LINEARES

2.1. Coloca¢3o do Problema

Muitos problemas de Matemitica Numérica sZo traduzidos
em termos de Sistemas de Equa¢g®es Lineares. Isto vale em geral
para o tratamento numérico de equagBes funciocnais lineares que
ocorrem entre outras como equa¢gdes diferenciais parciais ou
ordinadrias e equa¢Ses integrais que surgem em diversos problemas
da fisica e engenharia. Temos por exemplo que a anilise tensorial
de uma estrutura, a2 anilise de uma estrutura elétrica complicada
ou a anilise de vibragles de um sistema mecinico, requerem a
resolugioc de um sistema de equag@es lineares.

Também, no caso do tratamento numérico de equagdes
funcionais n3c lineares & preciso usar os métodos de solug¢loc para
o usc linear, se a solugio do sistema n3o linear for construida
passo a passo através da resolugiio de equagdes linearizadas.
Portanto, um dos problemas mais importantes em ciéncias e
engenharia ¢ a resolugio eficiente de n equagdes lineares com

n incégnitas. Este problema pode ser escrito na forma

A. X=B onde Ae R, R e BeR"
+ + =
T ha” 1272 2,3% ¥ Sl o
x + a__x + a x =Db
211 222 + 23 3 2n n 2
X + X + a x + + a xXx =b
3171 32" 2 33" 3 an  n a
) R IR
L 2 + a X + a x_ + +a x =0b
ni 4 n2 < n3 3 nn n n
onde os au com i=1C10n e j=1{10n s8c valores conhecidos,
ditos coeficientes e b,L » 1=1C15n , s8%c também conhecidos e ditos
termos independentes e os xj » J=1C153n s3c wvalores a serem
determinados ditos incédgnitas.
Uma maneira de resolver o SELA AX = B ¢ calcular a
solugioc R por: X = A'B » porém esta forma n3c ¢ aconselhavel,
pois, A™ a0 ser determinada pode diferir muito de seu valor

exato.
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2.2 ALGORITMOS USADOS NO CALCULO NUMERICO

DE SISTEMAS DE EQUACUOES LINEARES C SELAS D
Existem duas classes gerais de algoritmos para a
nxn

resolucfo de um sistema linear da forma AX = B onde A € R,

n n y . o .
R e R e [B € R (vetores n—-dimensionais reais)

METODO DIRETO - Um método ¢ dito direto quando a solugfio exata X
& obtida realizando-se um nimeroc finito de opera¢des aritméticas

em R Cou seja, com precisfo infinitad

METODO ITERATIVO - Um método € dito iterative quando a solugfo X

& obtida como limite de uma sequéncia de aproximag¢gdes sucessivas

R, A, R,4..., isto &: 1lim |R - R | = 0O
1 2 a n
n = ©
Exemplos: Métodos Diretos: Eliminag¢8o de Gauss, Gauss Jordan, etc
Métodos Iterativos: Gauss-Seidel, Jjacobi , etc.

Comegaremos nosso estudo com os métodos diretos.

2.3 METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

O método direto mais conhecido e mais usado para a
resclug¢ioc de um SELA de porte pequenoc a médioco €& o método de
Eliminag3oc de Gauss, ou como ele & usualmente chamado, Algoritmo
de Gauss. Ele & em sua esséncia nada mais que uma aplicagfo
esquemitica do método de eliminagioco utilizado na matemitica
elementar.

Vamos considerar para o nosso estudo o sistema AX = B

R™™, ®, B € R" . Devemos observar que os métodos

onde A
diretos nio sio em geral usados para matrizes esparsas e também
para as do tipo banda, isto &, quando poucos elementos au # O no
caso de esparsa e uma faixa com elementos aij # O para as do tipo
banda.
2.3.1 ALGORITMO BASICO DE GAUSS
Calcula-se a solugfo do SELA AX = B em duas etapas:
12 etapa = TRIANGULARIZACZO

Consiste em transformar a matriz A numa matriz
triangular superior, mediante operagdes elementares nas linhas
das equagdes.
22 etapa - RETRO-SUBSTITUICAO

Consiste no cilculo dos componentes do vetor X,
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solug&oc do SELA AX = B

TEOREMA - O método de Gauss produz Cem precisfo infinitad) sempre
a solugfo exata do sistema AX = B desde que:

1o - A matriz seja regular (det A # 0D

2¢ — As linhas de A sejam permutadas quando a .= O

Exemplo: Resolver o sistema linear abaixo por Eliminagfo de Gauss.

3x 2y +w = 3 :EI1
Gx +8y -3z +4w = B Ez
—-6x +4y -8z = -16 :EZg
3x -8y +3z —4w = 18 E4
1o pivd
Iéi 2 0] 1 3
g 8 -3 4 6 E -3E
2 1
-6 4 -8 O -16 E +2E
2 1 ~ >
3 -8 3 -4 i8 | E -E
4 1
2° pivé
3 2 0] 1 3 )
(&) |2 | -3 -3
O 8 -8 2 -10 83 —4Ez ~ _—
0 —-10 3 -5 18 E +5E
4 2
3¢ pivd
3 2 (@) 1 3 3 2 e} T 3
O 2 =3 1 -3 (0] 2 -3 1 -3
o) o - 2 - o) o) 4 -2 2
(0; o -12 3] (0] E4 +3E:3 0 o] 0] -6 6

RETRO-SUBSTI TUI CAO

Vetor solugio

([ 3x +2y +w = 3
2y -3z +w = -3 _f
< x: o
4z 2w = 2
=1
L —Bw = B
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2.3.2 RESOLUCXO DE SISTEMAS TRIANGULARES
Seja o SELA AX = B onde A: matriz C(nxnd triangular superior
X: vetor (nd) componentes

B: vetor (nd) componentes

a : 1 =1,n e j =z 1
L}
- hYd -+ 7 ™ + = W -+ + N e b
114 14 12 2 143 3 im w %
a X A +a > =b
z2 2 + 23 3 2n n 2
a x + + a x =Db
a3 3 3In n 3
. e T N R Y
L a xXx =b
nn n n

Algoritmo: (Resolu¢io de um SELA triangular superior)

para k= -1, .24 1 ¥ = (b = X J/a
n-4 n—1 n-4,n n n—-1,n—-1

x =C(b -Ca X +a X +...+a X JdD-a
1 1 1272 13" 3 in n 11

2.3.3 TRIANGULARIZACAO DO METODO DE ELIMINACAO DE GAUSS

Dado o SELA AX = B
[ & a a A - 3 ( b }
11 12 13 in 1
a a a P b
21 22 23 2n 2
a a a ce.. A
34 32 313 an |%* X =
2 a a a b
L nt na n3 nn y L N J

- elimdinagic dos elementos abziwe da diagonal principal da 1=

coluna

cse a # 0O
14

b BLIOTECAS
SISTEMA DE B
SBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICA



r . a . b

11 12 13 in . 1

a b L. =Ca /7 a D % L
24 22 23 2n 2 2 21 11 1
ey ik ) b L —-Ca s a J % L
34 32 33 3an 3 2 3 11 1
a a a ) b L -Ca -~ a O = L

L ni n2 n3 nn n J n ni 1 1
a = pivd se a # O a®* = a - Ca 7 a D % a

11 11 34 31 34 11 114

> = a - Ca S a D % a a’ = a - Ca s a D % a

24 24 21 11 114 32 32 21 11 12
a’ = - Ca s a %* 2 > = - Ca 7 *

2 2n 21 14 in an aIn 21 14 in
B = b - Ca a * b b* = b - Ca <~ D % b

2 21 14 1 a a a4 11 1

5 = a - Ca S a D % a

N4 ni ni4 11 114
a’ = - Ca s a J % a

n2 n2 ni 11 12
a’ = a - Ca S a D % a

nn nn n4 11 in
b* = b - Ca 7 a J % b

n n ni 11 1

continua-se da mesma forma para as demais colunas da matriz e do
vetor independente.

ALGORITMO (triangularizag¢fo do método de Eliminag¢3o de Gauss Basico)

— para k =1, ..., n-1 (indica linha do pivd
para i =k +1, ..., n {(indica a linha a trangformar de A
m = e
2 T P
=0
ik
para Jj =k + 1, ..., n ¢ndica a coluna a transformar
da linha
a = & . = mn .a
L) 1] kj
b =b - m b
L i k

2.3.4 TECNICAS DE PIVOTAMENTO
PIVYOTAMENTO PARCIAL -Consiste em trocar linhas (ou colunas) de
maneira a minimizar a propagagifo de erros nas operagdes. A

escolha dos pivés €& feita de acordo com o esquema:

1o pivé - é€ o elemento de maior valor absoluto da

coluna 1
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2° pivé - € o elemento de maior valor absolutoc da

coluna 2 e da diagonal para baixo, da matriz

resultante

Procede—-se da mesma forma para os demais pivés.

Exemplo 1 - Resolugfoc de um SELA por Gauss + pivotamento parcial.
Precis8o utilizada n = 3 algarismos significativos.
=K Ry ¥l = 2 P =4 2 1™a | 5
gx -85z = 3 1 3 -6 7 3
_ 2 g 0 =5 3
Bx -8y +6z = -4 3 5 -8 & -4
2 g [§) -5 3
1.* (C+0.333) -6 8.67| 2.0
3’ |(+0. 556D -8 8.78|-5.67
= -8 8.78|-5.67
1 C+0.75) |2.09| 6.25
®r'l 1.909 3.99 |2.99

Sistema triangularizado:

B 6.25 _
ox 5z =3 Z.0o5 - =99
-8y +8.78z = -5.67 _ — 5.67 *8.78 % (2.99) _ 3.99
2.00z = 6.25 7= -8
x = 1.99

Exemplo 2 - Resoclugfo de um SELA (3x33 por Gauss + pivotamento

parcial. Precis8oc utilizada n = 5 algarismos significativos.
{ 2.4759x +1.6235y +4.6231z = 0.0647
1.4725x +0.85890y -1.3253z = 1.0473
2.6851x +2.8965y -1.4794z = -0.6789
P ai 1 aiz ai.a bi.
1 2. 4759 1.6235 4.6231 0. 0647
2 1.4725 0. 8589 -1.3253 1.0473
3 2. 6851 2. 8965 -1.4784 |-0.6789
3 2. 6951 2. 8965 -1.4794 |-0.6789
12 {C+0.91867> | -1.0374 5. g822 0. 68839
2’ |C+0.84636) | -0.62363 |-0.51702 1.4182
1? =1.0374 5.9822| 0.68839
2" C+0.601150 | —-4.1132| 1.0044
®'| 1.8406 -&: 0¥17 -0.24419

58



Verificacio:

2.4754 16235 4.6231 1.8406

1.47258 0.8858g -1.3263 2.0717

. 6951 &£.8965 -1.4794 0.24419
Exemplo 3 - No circuito abaixo,

sobre os resistores Rz e Ra

Utilizar

L
. D4TITEITT

-,

1

064821801

678823304

pivotamento parcial e precicsis n = 4
R R R
3 5 E =R =k =EFk
fow —— -MWW— 1 z 2 4
4 J + Usando
1z v SR _2R 2 5V b
2¥ 2 4 cbtemos
12 =1 (R + B -
11 2
O

onde I , I
1 2

tomadas da esquerda para a direita.

O sistema formado é&:

t’:’.I‘ --I‘, =12
=
T1 43I I = O
2 2
e +21 = -5
z 3
entdo 1 = B.768 A ;
I =1.5 a
b
e Io = -2.25 a
e B =R (I -1 33 = -B. &25v
< 2 2
e E = g ®(-T 3 = —-1.5v
2 3 2

PIYOTAMENTO TOTAL

= -1 .R_+I C(E_+E_+R D-T .
12z T2 2 3 a4 E]

& I3 sS850 as correntes no sentido horéario

.
bed

5

R

4

=<

o método de Gauss

determinar o valor das tensdes

+

10

£ = —IZ.E4 +IS.CE4+E5)
nas malhas
Pl%is L2 13 bL
11 & =1, O 12
=2t—1 3 -1 0
3] O =1, 2 =6
1y 2 -1 O i2
2’ {C-0.5 5 =1 &
3* 0 =4 = —6
& 2.5 =1 5
3" C—-0._4> 1.6 3.6
I {6.75 1.80 —Z2.25

A escolha dos pivés &€ feita do seguinte modo:

1o PIVS — masx |a | isto &,

valor

& escolhido o maior elemento em

absoluto

coeficientes CAD.

2¢ PIVS — max Iazﬂ
z < i n
2= j £ n Celiminagio
coluna 3.

Prossegue—-se de

Hesta técnica

Sseri necessario
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como a de colunas de A , tornando assim o processo mais demorado.
A melhora da exatidio que esta técnica proporciona pode nfo ser

vantajosa em fungio do aumento do esfor¢o computacional.

2.3.5 REFINAMENTO DA SOLUCAO DE UM "SELA". O REFINAMENTO DE GAUSS
O método de Gauss, seja ou nfoc com pilvotamento, niEoc nos

leva necessariamente a uma exatidic definida a priori. Essa

exatidio pode ser melhorada se usarmos a técnica de refinamentos

ou residuos.

Descri¢3o do Método : Seja o SELA AR = Y

1 ¢ passo : Obter uma primeira aproximagio XZ1 da solu¢fo exata do

SELA, pelo método de Gauss com pivotamento.

2¢ passo : refinar a solugfo obtida a partir de Rn gerando assim
uma aproximag¢io Rnﬂ e mediante condi ¢&es de
convergéncia obtendo-se X = lim R
n 2 ©

GERACAO DAS APROXIMACUES
Seja o SELA AAX = Y com aproximagSc inicial X{i.

Queremos determinar 21 para entZo obter X = )R1 +Z1

1 ¢ Refinamento (determina¢3o de 21: erro em }Ri)
AR =YX

A=Y —> ACR - RD> =¥ -¥=R —> AZ =R
4 1 1 4 1 1

entio A21= IR1 ¢ um sistema de equag®es lineares e resolvendo-o
por Gauss com pivotamento cobtém-se o valor de 21 . Como a matriz
A ja& foi triangularizada anteriormente basta sé efetuar as
operag®es necessarias no vetor !}21 e aplicar a retro-substituigio.
Assim obtemos X = Ri + 21'

Devido a imperfeig¢io da miaquina, ou seja, a precisfo
limitada e por consequéncia, a propaga¢ioc de erros, nic obteremos
exatamente o valor de Z1 » Mmas sim uma aproximag¢ifo para 21 » que

denoctaremos por 021

entioc X = R + o2
2 1 1

2¢ Refinamento (determina¢3o de Zz : erro em xz)

AR =Y
AR =YV —> AZ = ACR - RD = AR - AR =Y - ¥ =R
2 2 2 2 2 2 2
Resolvendo o SELA A. 22 = le encontra-cse 22 —_— X?.a = Kz +
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3¢ Refinamento - Continua-se analogamente o© processc de
refinamentos até que seja obtida uma certa exatidio. Consegue-se
convergéncia dos refinamentos se o SELA for bem condicionado.

Com a sequéncia de refinamentos obtém-se Ri. Rz, Ra.... que
apresentara convergéncia se forem satisfeitas as condig¢gd®es do

teorema abaixo.

TEOREMA DE WILKINSON : Sejam os valores xzm definidos

anteriormente. Seja X a solugfo de AX = Y e valha:

i) cond CAD < - g : unidade de arredondamento da

161.1Cn3 + 3n5 maquina

n : ordem da matriz
iid Os vetores residuoc Rm sejam calculados com precisfo dupla.

R =Y - AX
m

m

Entic a sequéncia {Rm} converge para a solugfio exata do SELA

Exemplo 1
Resolug8oc do SELA por Gauss+ pivotamento parcial.
Precis8o de B digitos significativos. Apds a2 solugdo K1 s3o

realizados refinamentos

a. a, Y. r, .
P 11 i2 i 11
4x +4y = 20.5 T 1 2 0.5 0 0
_ = i 6.90 34.97 0.00149 o
7x +6.989y = 34.67 > 7 5.90 34.97 0. 001490
1° |C+0.57143) |0. 0057043 |0. 51709 | —0. 000851 43
KI -85. 524 g0. 649
2z, | 0.14926 |-0.14926
m: -85. 375 g0. 500
= 34.97 —> x =(34.97 -6.090C00.64Q)) 7= -85.524

0. 0057043y
4 4 -85. 524 20. 5000000
A?K = E 3 =
4 7  6.99 Q0. 649 34. 96851 00
208 = 20.5 o
R =¥ - AR = =
34.97 - 34.968510 0. 00149

Resolvendo o sistema AZ1 = R1 , encontra-se 21= [

T3 + 6. 88y
0.51708 —> y = 0.51709 ~ 0.0057043 =90. 649

0.14926
-0.14926
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ga0. 500
4 4 -85. 375 20. BOOOOO00 O
AR = e = & [R2=
- T 6.99 80. 500 34. 97000000 O

Exemplo 2:

-85. 375
e entio Rz =

2.4759x +1.6235y +4.6231z = O.0647
9 sdsLens 1.4725x +0.95890y -1.3253z = 1.0473
= -0.6789

(2-6951x +2.8965y -1.4794z

foi resolvido por Eliminagio de Gauss com pivotamento parcial e

numa maquina com precisfo de 5 digitos significativos. A solugio

encontrada foi RT=C1.8406 -2.0717 —-0.24419D. Refinar esta
soclugio.
0. 064821801 0.0647 0. 064821 801
AR = 1.047355377 R={ 1.0473 | - | 1.047355377 | =
-0. 678823304 -0. 67890 -0. 678823304
-0.12180 * 10 > )
= -0.58377 * 10 *
-0.76696 * 10 * |

P By 4 B8 2ia B, =,

1| 2.4759 1.6235 4.6231 0.0647 |-0.12180%10 °

2| 1.4725 0. 9589 -1.3253 1.0473 |-0.55377*10 *

3| 2. 6051 2. 8065 -1.4794 -0.6780 |-0.76606%10 *

2| =z2.8951 2. 8965 -1.4794 -0.6789 |-0.76606%10 *
1° {c+0. 01867 -1.0374 5. 9822 0. 68830 | -0. 51342%1 o_:
2’ |C+0. 54636) -0.62363 |-0.51702 1.4182 |-0.13473%10
1° -1.0374 5. 9822 0. 68839 —0.51342*10::
an C+0.60115) | -4.1132 1.0044 | 0.17301#%10
mf 1.8406 -2.0717 -0. 24419

I 5. 7765%10 ° |2.5110%10" > | -4. 228%10°°

: 1.84085 -3 OTLT -0.24419
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2.4 O CONDICIONAMENTO DE UMA MATRIZ E AS DIFICULDADES NA
ESTIMATIVA DOS ERROS COMPUTACIONAIS
Dado o SELA AX = Y , sejam os vetores Ri = Rz
aproximagdes da solugio exata A. Queremos determinar qual dentre
as duas aproximagdes tem maior exatidio. Vamos verificar, de

inicio, através de exemplos.

Exemplo 1:
O.24x +0.36y +0.12z = 0.84
Seja o sistema 0.12x +0.186Y +0.24z = 0.52
0.15x +0.21y +0.25z = 0.64
e temos que decidir qual das aproximagdes R: = (25 -14 -1> ou

R:= -3 4 0) tem maior exatidifo. O que fariamos naturalmente

seria calcular os vetores residuos:

0. 00 0.12
R =¥ -AX e [R_ =Y -AX R = (0.00 e R = |0.24
1 1 2 2 1 2
0.08 0.25
embora tenhamos R1 < Rz » a solugfio aproximada K1 ni3oc coincide
em nenhum digito com a solugSo exata }z’ZT = C-3, 4, 12. Portanto,

Rz ¢ bem mais exato do que R1. mesmo este Udltimo tendo menor
residuo.

O que se conclui € que: "Nem sempre a aproximagfoc de
menor residuc € mais exata'.

Un problema ¢ dito '"MAL CONDICIONADO" se pequenas
alterag®es nos dados de entrada ocasionam grandes erros no

resultado final.

Exemplo 2
0.8928x +0.873y = 0.118 1.00
Sua soclugio exata &€ X = -1.00
0.481x +0.421y = 0.060 :

se o lado direito da 12 equagio sofrer um erro de 0.001 teremos:

0.120 e resolvendo-o numa maquina cuja precisio

€& de 3 digitos significativos a solugio &
0.815
A = 1_0.780

Logo, temos cerca de 20% de variagZfo no resultado para uma

0. 060

{é.ggax +0. 873y

0.481x +0.421y
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variagfo de 1% nos dados de entrada.

Exemploc 3
Solugio Exata

x +8y 17 2
Seja o SELA R =
1.8x% +7.501y 25. 503 3

com uma alteragic de 0.002 num dado de entrada:

I

a solugio é

x +8y =17 12
1.85x +7.501y = 25.501 o =

1

Em geral temos a seguinte situag¢foc para o caso de duas RETAS.

RETAS CTNCTOBRENTES RETRS PARALELAS RETAS AQuUASE PAREALELAS
N N N
N < <§§ |
R| Q\'b 13. - s i Pec‘\'\.l-ﬂ_
1 bocaoc ¢
3 T d e J m Ry
— | / X
-
RS R\
P73 ) Ci > %, P < >
il
Rz 2
?eo.g\c’mq_ BDewm 5«'5“‘6771@ é‘\""“s '-L‘M :?e_obie‘ﬂ'\c-' ﬂo"‘
cerndicicmodo Nae Wa ﬁyOlU4%Su3 Cxlﬂﬂclﬁchfvxc;CLKJ_

CALCULO DO VALOR DO DETERMINANTE DE UMA MATRIZ TRIANGULAR
Se uma matriz A estA na forma triangular entio

det A = C-1Dk. a . a . a_.... a , onde k representa o nimero
11 22 32 nn

trocas entre as linhas da matriz A.

2.4.1 MEDIDAS DE CONDICIONAMENTO

1. DETERMINANTE NORMALIZADO DA MATRIZ DOS COEFICIENTES

Seja a a s w &
114 12 in 1
a a a e o = Vlaz +a% +2a° o+ +a?
A = 214 22 -7 2n * k k1 k2 k3 o kn
a ... a
ni nza nn
define-se determinante normalizado de A por:
a o4 a soe ... a so4
11 12 in
a oz a so2 ... a oz
21 22 2n det A
NORM |A| = =
¥ O o . % o
1 2 3 n
a son a son ... a son
ni n2 nn

O determinante normalizado est4d sempre compreendido entre (-1 e 1D
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e quanto mais afastado de * 1, mais mal condicionada sera
a matriz A.
Exempl os:

(0.982 0.873

1> A = NORM [A]| = tg;g%§§g = 2.7 » 107?
| 0.481 0.421 :
ro1 5

25 A= NORM |A| % = 2.5 % 10°
1.8 7.8501 :

2. NUMERO DE CONDICIONAMENTO DE UMA MATRIZ “A'" INVERSIVEL

A pergunta que surge agora €: como pode ser medido o
condicionamento de um SELA 7
Seja o sistema AX = Y e alteremos ¥ para Y¥'. Assim obtemos um
nove valor AX® = YW’ e temos que Y -YW* = AR -AX’* = ACKR -X’D
R -R* = ATCY -¥)

LR =R || = [|AT'%CY —¥°d || < [|AT]] = ||¥ -¥" ||

1R -%° || » e —e |
t3 = A % 1
& antie e 1El TR

tendo em vista que

1 [1A]]
AR = ¥ —> A4 < Al %] | R > L - 2
LIl < [1ALI*]I%]] &7 o1
e substituindo em [1], obtemos:
LR - || < = [y -4 ||
= A * A * 3
RER BIREY = W= 7]
valor relativeo do .fator de ampliag3io | wvalor relativo da
efeito provocado pela ! da ! perturbagio feita
alteragio no SELA . T . no sistema
' > - P = : AR = Y

Podemos agora definir o .que entendemos por c-ondicionamento de um
SELA,
DEFINICAO: Dadc um SELA AX = Y , o numero de condicionamento &
dado por COND CAY = |[|A|] = ||A Y]]

A férmula nos diz que quanto maior for COND CAS

mais sensivel serid o SELA.
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Observag¢3o: Exemplos de normas vetoriais e matriciais mais

usadas.
n
HX{||2 = 2 xZ norma euclidiana
L=4 t
||R||a)= max |[x. | norma do maximo
1
is=1,n
n
llxlli ==2 [x. | norma da soma
1
i=1
n
HAII1 = max Iai,l norma do maximo das colunas
15j< n i1T1 J
N
1Al . = max la. .| norma do maximeo das linhas
@ . . L]
1<i< n Jj=1
¥/f n n 1
[ 1A] |E = z 2 a 2 norma euclidiana
L=4 J=1 .
No curso, utilizaremos usualmente ||x|1m e ]|A||00 » norma do

maximo para vetores e norma do maAximo das linhas para matrizes.

Exemplos sobre o Nimero de Condicionamento de uma matriz.

1 19
1 5 7501 -5000 |lAl]_ = 8.001
—4 [ o)
A = AT = i
1.8 7.501 =1 500 1000 | 1A ||00 = 12501
COND CAD = |[A|[* [[A7|| =1.1 % 10°
2.
0. 780 0. 563 859000 -563000 | 1Al = 1.872
% = ATi= ®
0.913 0. 659 -91 3000 780000 HA—iH00 = 1683000
COND CAD = 2.66 * 10° e NORM |A| = S.2 =* 1077
Da férmula podemos determinar uma express3o que nos dara

informag8es sobre a exatidio encontrada na solug¢fc de um SELA.

R -R 1] (1 —¥%" ||
T < COND CA> =
RSN et

L1R -%’ || L% =¥ ||
i ——— <1 C COND CcAD D> + 1
°9[ TTR T == ed B4R

DIGSE (X*) = DIGSE (Y’) = log C(COND CAd D
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2.5 INVERSAO DE MATRIZES VIA METODOS NUMERICOS

Chama-se matriz inversa de uma matriz quadrada A , a

matriz denotada por A * tal que
nxXry

Ax AT =A"TwAa=1 AelR
a a b b
11 12 13 in 11 12 413
a a b b
24 22 23 zn| 214 22 23
a a a a b b b
ni nz n3 nn ni n2 n3
1
0
1
Y 1
: b O
114 12
A * 21 = 0 ; A pzz = .
b 0 b , O
ni n2
b
in
; A * !?Zn
b

nn

Para determinar os valores de

-4 e [thn
b
in
b
2n =
nn
b O
13
= |1 9 |.
A 3¢ 23 = 1 s
b 0
n3
6]
o
1
B ~ A aplica-se o

método de Eliminag¢fo de Gauss com pivotamento parcial para cada

um dos sistemas de equagdes lineares acima.

Exemplo: Calcular a inversa da matriz A

» utilizando uma maquina

que opere com 5 digitos significativos por Eliminagfo de Gauss

com pivotamento parcial.

1 =3 4
A= -2 8 -6
3 =8 15

&7



P i1 i2 i3 il i 2 i3
1 1 ~3 4 1 0 o
= = 8 -6 0] 1 O
3 = -5 15 o) O 1
3 3 =5 15 0 O 1
1*1C+0.33333) | —-1.3334 -0.99985] 1 0} -0. 33333
2’ |C-0. 66667 4. 6667 4.0001 0} 1 O. 66667
2’ 4. 6667 4.0001 0] 1 0. 66667
i s (-0.28573) {0.14300 1 10.28573|-0.14284
bit biz i3
—44_955 -12. 488 6. 9928
A '~ B| -B.9941 -1.4984 0. 99905
6. 9830 1.9981 -0. 939888

2.5.1 REFINAMENTO DE UMA MATRIZ INVERSA CALCULADA

Em geral, a matriz inversa obtida n&8c serid exata,
devido a propagagfo de erros durante o processo de eliminagfo.
Deve-se ent3oc aplicar a técnica dos refinamentos para melhorar a
exatidio desta inversa,ou seja, A * AT =1 e A % B = 11

onde B & a inversa de A, calcul ada.

A*CAT -B =1 -1 =R
4 1

A *x Z =R onde Z! € a2 matriz dos erros em B

E1 €& a matriz residuo

2.5.2 ERRO RELATIVO NO CALCULO DE UMA MATRIZ INVERSA (C A;i)
T -1, 11
Il
2.6 SISTEMAS LINEARES COMPLEXOS
DESCOMPLEXIFICACXO

_1
IE_L = [IALL = [ 1A 7] [*

Seja o SELA AX = B .onde AeC™ ; R e BecC"
Fagamos A = M + iN
B =C + iD onde M e N s8¢0 matrizes reais Ce RO
R =% +iT C,D,% e T s%c vetores reais Ce R™
substituindo em teremos:
CM + iND (& + iTD = C + iD
M. & - NT +1 CN.%S +MTD>=C + iD ou ainda
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C M -N S C
1y N M T D

M.& - N.T
N.S + M. T

O sistema linear foi reduzido a um sistema real
C2n x 2n). Para resolvé-lo é sé aplicar os métodos numéricos para

resolu¢io de SELAS.

Exemplo: Resolver o SELA pelo método de Gauss com pivotamento:
1 = c?.i)x1 + 3x2 = -5 + 4i

- % + % = -1
1 2

Descomplexificagio:

1+21 3 5 3 2 o0
A = = + i
"5 o -1 1 0O o0

1 3 -2 0 s -5 == 0
-4 1 0 0 =3 =4 i By~ =1
= 5 1 3 L = 4 solugio X = . t1= 1
1 -1 +1 t = 1

O O =g 1 0 & O 2

2.7 METODO DE GAUSS~JORDAN ou METODO DA DIAGONALIZACAO

Dado um SELA AX = Y , o método consiste em efetuar
transformagdes lineares nas linhas das equagdes a fim de
diagonalizar a matriz dos coeficientes A .

Utiliza-se, para este fim, a mesma técnica do método de
Elimina¢fo de Gauss com ou sem pivotamento.

O método de Gauss- Jordan ¢ muito usado na pratica,

para calcular a inversa de uma matriz Ahxh » pols através de
opera¢gdes elementares, transforma a matriz A numa matriz
identidade e, a matriz dos termos independentes Cmatriz

identidade) na inversa de A.
Ax AT =1 [ A I 31 — [ A A © A1 3
[ I - | |
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2.8 METODOS ITERATIVOS PARA RESOLUCAO DE SELAS:
METODO DE JACOBI E METODO DE GAUSS-SEIDEL

Introdug¢3o

Os sistemas lineares de grande porte (n grande) s3o em
geral esparsos, isto ¢, grande porcentagem dos elementos da
matriz dos coeficientes, s3c nulos. Desta forma n3o s&o

aconselhados os métodos diretos para a resocluglo de SELAS de
grande porte esparsos pois, eles n3c preservam a esparsidade,
isto ¢, durante o processo de eliminagio muitos elementos nulos
poderioc se tornar nfo nulos. Os métodos iterativos preservam a
esparsidade, além de apresentarem relativa insensibilidade ao
crescimento dos erros de arredondamento.

Seja o SELA AX = ¥ , onde:

A — matriz dos coeficientes, n x n
A — vetor incédgnita, n x 1
YW - vetor dos termos constantes, n x 1

Este sistema ¢ convertido de alguma forma, num sistema do tipo

AR =BR + 2 = ¢CA onde B & uma matriz n x n e Z um vetor

n x 1 . Enti3oc (A = BX + Z2 ¢ uma fun¢io de iterag¢fo dada na
forma matricial.

. O esquema iterativo produzir&d a partir de Y A
Caproximagio inicial arbitrariad aproximagdes sucessivas
rL 2;{uz)’

Se forem satisfeitos algum dos critérios de
convergéncia entioc a sequéncia de vetores rY, r®, »r?’,
converdgirid para a solugfo exata X do SELA AX = Y
2.8.1 METODO DE JACOBI
Seja o SELA AXR=1Y
SRaPPR * 21272 * 243%a et T e Yy e vamos supor que o

a, %X, + a,,%, + 2,2%, + ... F do.X. = ¥, mesmc ja& esta
4 S OBl W 3 2 = ¥ preparado de forma a

- a . 3

21 1 32" 2 33 3 a3n n 3 produzir aproximag¢g8es

....................................... que convir jam para a
solugio exata X.

70

UFRGS
SISTEMA DE BIBLIOTECAS
SBLIOTECA SETORIAL DE MATEMATICA



Ck+1) (K) (K> k> onde
=z - (Cb X + b ¥+ ... *+ b x D
1 1 12 T2 13 ~ 3 in n ¥,
< k+1) (K} (K} (k> =N a
+ L C
=z -Cb X + b X '+ ... + b X b) ii
2 2 24 1 23 "3 2n n
1 . "
E = J 17
. L -
{ k+1) (K} (K} (k> hE
X =z - (b 54 + b X '+ ... + b X p)
n n ni 1 n2 2 n n—-1 n-1
n Estas s3o ditas férmulas de
{K+1) (k> g .
. =z - b . x. recorréncia do método de Jacobi.
. L . 1
g WO
*i .
i= 1,n

2.8.2 METODO DE GAUSS-SEIDEL
Seja o SELA AR = Y
({a )]

O esquema iterative produzird a partir de X, arbitrario,

; ] <1 <2) @ .
aproxima¢8es sucessivas X » R » R ,... do seguinte modo:<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>