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Resumo

Neste trabalho, faz-se um estudo do grupo de Poincaré destacando a obtengao da algebra
de Lie do grupo. Revisa-se conceitos de simetria e relatividade especial bem como teoria de
grupos. Destaca-se a obtencao da equagao de Dirac na forma quiral a partir do grupo de

Lorentz préprio juntamente com a simetria de paridade.



Abstract

In this work, a study of the Poincaré group is made highlighting the obtaining of the
group Lie algebra. It’s review concepts of symmetry and special relativity as well as group

theory. It is noteworthy to obtain the Dirac equation in chiral form from the Lorentz group

itself along with the parity symmetry.



Conteudo

Introducao . . . . . . . . . 2
1. Introducao a Teoria de Grupos . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 4
1.1 O que é um grupo? . . . . . . ... 4
1.2 Isomorfismo e Homomorfismo . . . . . . . . ... .. ... ... ... .... 6
1.3 Grupode Lie . . . . . . . . . 7
2. Relatividade Especial . . . . . .. .. ..o o 8
2.1 Teoria da Relatividade Especial . . . . . ... .. .. ... ... .. ... .. 8
2.2 Notacao Relativistica . . . . . . . . .. .. . L o 10
2.3 Transformacao de Lorentz Homogénea . . . . . . . ... ... ... ... .. 11
2.4 Condicao de Lorentz . . . . . . . . ... 13
3. O Grupo de Poincaré . . . . . . . . . ... 15
3.1 Transformacao de Lorentz Inomogénea . . . . . . . ... .. ... ... ... 15
3.2 Propriedades de Grupo . . . . . . ... 16
3.3 Algebra de Lie. . . . . . . 17
4. Equagao de Dirac . . . . . . . . . ... 24
4.1 SL(2,C), Grupo de Lorentz e Equagao de Dirac . . . . . .. ... ... ... 24
5. Consideragoes Finais . . . . . . . .. ... ... 0o 29

Referéncias . . . . . . s, 30



Introducao

O estudo de simetrias ganhou forca no final do século XIX e inicio do XX até hoje. No
século XIX, Jacobi mostrou que sistemas classicos descritos por uma lagrangeana invari-
ante por translagoes possuia propriedades de conservacao de momentum linear, e o mesmo
valia para invariancia por rotacoes que representava a conservagao de momentum angular.
Posteriormente, a beleza dos Teoremas de Emmy Noether apresentam indicios da rigidez
tedrica do que seria uma simetria, juntamente com a extensao do teorema para a mecanica
quantica feita por Ehrenfest e Wigner. No entanto, nao seria nenhum absurdo datar o estu-
dos de simetria do espago-tempo a partir de Galileu e Newton. A invariancia das equacoes
de Newton frente a transformagoes de Galileu ja apresenta, logo na sua formacao, que a
fisica é composta por simetrias e que essas estruturas abstratas sao rigidas do ponto de
vista tedrico e pratico de certa forma. Portanto, estudar fisica é analisar simetrias, seja via
presenca, auséncia ou a quebra dessas estruturas.

A partir da invariancia das leis de Newton via transformacao de Galileu é possivel deduzir
a lei de conservacao de momentum linear. A partir da invariancia de gauge das equacoes de
Maxwell é possivel demonstrar a lei de conservacao de carga e também reduzir as equagoes
do eletromagnetismo a uma lagrangeana. E um resumo do teorema de Noether citado
anteriormente é que para cada lei de conservagao, ha uma simetria associada. Tendo em
mente a importancia de entender essas estruturas que compoem a natureza, neste trabalho
serd introduzido alguns métodos de estudo de simetria via teoria de grupos e a partir desta
teoria encontrar resultados importantes da fisica.

Este trabalho foi divido em quatro capitulos os quais nao tem ligacao totalmente direta.
No Capitulo 1, serd apresentado os conceitos fundamentais de teoria de grupos. Para o
leitor ja familiarizado com o assunto, o primeiro capitulo nao se faz necessario tendo em
vista que o mesmo tem um carater introdutério de conceitos.

No Capitulo 2, sera revisado a teoria da relatividade especial de Albert Einstein. Neste
capitulo, embora de carater revisional, também pode servir como introdutério para um
leitor leigo, no entanto nao substitui uma leitura de livros introdutérios pois, obviamente,
a revisao e introducao nao sao completas. Ainda neste capitulo, é introduzida a notacao
quadrivetorial usada ao longo do trabalho.

No Capitulo 3, é apresentado, entao, o grupo de Poincaré. Este grupo, sem duvidas,
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¢ um dos grupos matematicos mais importantes na fisica tedrica pois sua estrutura revela
simetrias fundamentais da natureza. Demonstra-se as propriedades de grupo das trans-
formacoes de Lorentz inomogénea a partir da lei de composicao do grupo. Logo apds, é
feito a demonstracao da algebra de Lie do grupo.

No Capitulo 4, é interessante que o leitor conhega um pouco dos grupos SU(2) e O(3).
Neste capitulo, é estudado a correlagao do grupo SL(2,C) e o grupo de Lorentz. A partir
deste correlagao, o grupo de Lorentz préprio juntamente com a simetria de paridade, deriva-

se a equagao de Dirac na forma quiral.



Capitulo 1

Introducao a Teoria de Grupos

A introducao a teoria de grupos tera um enfoque ao trabalho que sera seguido ao longo
desta monografia. Assim sendo, nao havera uma completude de um curso introdutério de
teoria de grupos, mas é de suma importancia para o carater revisional do assunto ou até

mesmo introdutério para leitores nao familiarizados.

1.1 O que é um grupo?

Seja um conjunto nao vazio de objetos matematicos G onde se pode definir uma operacao
binaria. Uma operagao binaria em G é uma fungao u: G x G — G.

Seja a e b um par de elementos do conjunto G, p(a,b) é um terceiro elemento deste
conjunto, onde este terceiro elemento ¢ um resultado do mapeamento da operacao binaria.
Geralmente, para fins préticos, p(a,b) é visto como uma ”multiplicacao”de elementos de
G [1]. Nesta introdugao, usa-se a x b por exemplo. Assim sendo, V a,b € G a operagao

a*b € G, esta relagao (ou condigao) é conhecida como fechamento.

Associatividade

A operagao bindria * em G é dita associativa se:
(axb)xc=ax(bxc), (1.1)

onde os trés elementos a,b e ¢ pertencem ao conjunto G.
Numa operacao bindria, tem-se uma ambiguidade ao fazer a operagao a * b * ¢ pois nao
é sabido se é feito (a*b)*c ou a* (b*c). Lembrando que a b é um elemento e b* ¢ é outro

elemento. Portanto, a condicao de associatividade elimina a ambiguidade nas operacgoes.

Elemento Neutro
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Existe um elemento e no conjunto G tal que:
exa=axe=a, (1.2)

para todo a € G. Este elemento e chamado de elemento neutro ou, mais frequentemente,
identidade.

Este elemento e também é tinico. Supomos que €’ seja um elemento neutro pertencente
a G. Entao, ¢ xa = axe¢’ = a. Se faz ¢’ x e, tem-se que, como e é elemento neutro, € xe = e.
Por outro lado, encontra-se que ¢’ é elemento neutro, entao €’ x ¢ = ¢/. Assim sendo, ¢ = e
e elemento neutro (identidade) é tnico.

Como e existe em G, também deve existir a operacao bxa =e, Va € G.

Inversa
Para todo a € G, exite um elemento a~! tal que:
axa T =a " kxa=e. (1.3)

Este elemento é chamado de inversa.
A inversa também é tnica. Ve-se facilmente supondo a existéncia de um novo elemento

inversivel h onde a * h = h * a = e. Entao, faz-se

al=atlxe=atlx(axh)=(a"txa)xh=exh,

a~ !l =h.

A importancia da condicao de associatividade para a unicidade da inversa é nitida.

Um Grupo
O conjunto nao vazio G, munido de uma operacao binaria %, é um grupo se satisfaz as

quatro condigoes apresentadas acima que, relembrando, sao:

1. Fechamento: V a,b € G,
axbed.
2. Associatividade: V a,b,c € G,
(a*xb)xc=ax*(bxc).

3. Identidade: Existe um elemento e € G,
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axe=exa=a,

onde a € (.

4. Inversa: Existe um elemento a~! € G

axa'=alxa=e,

onde a € G.

Um conjunto dotado de uma operacao binaria com apenas propriedades de fechamento
e associatividade é conhecido como semigrupo. Se o semigrupo possuir um elemento

identidade, é chamado de mondide.

Subgrupo
Existe (G, o) um grupo G munido da operagao o que possui o elemento identidade e,. Um
conjunto H que faz parte de G, ou seja H C GG, é um subgrupo de G se e somente se for
um grupo para a operagao o com elemento neutro e,.

Por exemplo, o grupo (Z,+) dos nimeros inteiros munido da operacao de soma é um

subgrupo do grupo (R, +) dos nimeros reais munidos da operacao de soma.

1.2 Isomorfismo e Homomorfismo

Sejam os conjuntos G e G’ grupos frente uma operacao especifica *, se existe uma corres-
pondéncia de um para um entre os elementos e a lei de multiplicagao do grupo é preservada,
os grupos G e G’ sao dito isomorficos.

Um isomorfimo é formalmente definido como:

g; € G & g; -~ G/,
9192 = g3 € G,
9195 =95 € G

Um isomorfismo é um caso especial de Homomorfismo. Um homomorfismo de um
grupo G para um grupo G’ é um mapeamento, que neste caso nao é necessariamente um
para um, que preserva a lei de multiplicagao do grupo.

Um homomorfismo pode ser formalmente definido como: seja (G,*) um grupo G com

operagao * e (H,o) um grupo H com operagao o. A fungao f: G — H tal que

flaxb) = f(a)o f(b),
Vabead,
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¢ um homomorfismo.

E importante ressaltar que, na fisica, teoria de grupo é construida em homomorfismos
de grupos abstratos (grupos de simetrias) para grupos de matrizes de espagos vetoriais ou
grupos de operadores lineares. Ou seja, um mapeamento homomorfico de G em uma colegao

de matrizes de dimensao finita representa um grupo.

1.3 Grupo de Lie

Seja um grupo G que possa ser escrito da forma

g:g(tla t?a t37 ceey tr)a

tal que possua r-parametros continuos. Este grupo é dito grupo paramétrico se estes r
parametros forem continuos e reais em que a operacao de produto e inversa sejam também
fungoes continuas dos r parametros.

Um grupo de Lie é um grupo paramétrico onde a funcao que define o grupo é uma fungao
analitica. Portanto, é possivel escrever esta fungao em série de Taylor em cada ponto de
definicao.

A estrutura do grupo de Lie é determinada por um ntmero finito de relagoes de co-
mutacao (dlgebra de Lie) entre os geradores do grupo. Os r parametros sao os geradores.
Neste caso, nao possivel construir uma tabela de multiplicagao do grupo.

O grupo de Lie é um grupo de extrema importancia na matematica e na fisica. Para
maiores detalhes e estudo sobre, recomenda-se a referéncia [10]. No entanto, a defini¢do
de grupo de Lie aqui apresentada superficialmente é suficiente para o entendimento da

monografia.



Capitulo 2

Relatividade Especial

Neste capitulo, serd feito uma breve revisao dos principios da relatividade de Einstein junta-
mente com a apresentagao da notacao relativistica que serd usada ao longo deste trabalho.
Também, serd introduzido as transformacoes de Lorentz. Este capitulo tem carater intro-

dutério para o leitor nao familiarizado com o assunto e revisional para o leitor familiarizado.

2.1 Teoria da Relatividade Especial

O principio da relatividade é apresentado pela primeira vez por Newton: ”As leis de movi-
mento dos corpos num certo referencial nao se alteram se o referencial estiver em repouso
ou em movimento retilineo uniforme”.
A equacao que rege a mecanica newtoniana é:
dp

F =t 2.1
g (2.1)

Portanto, ao mudar as coordenadas, a equagao acima deve ser respeitada. Em outras
palavras, a fisica permanece a mesma se o referencial for alterado.

Isso pode ser comprovado facilmente. Considere um referencial em repouso S com co-
ordenadas (x,y,z) e um referencial em movimento retilineo e uniforme S’ com coordenadas
(x",y",2") e velocidade u na diregdo x em relagao a S [9]. Pode-se fazer a seguinte trans-

formacao:

y Y
7z =z,
=t

Colocando-se essas mudancas de coordenadas nas leis de Newton, nota-se que elas nao

se alteram, ou seja, a equagao (2.1) tem a mesma forma para o referencial S e S’ [9]. Assim
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sendo, é impossivel dizer, a partir de experimentos mecanicos, se um sistema esta se movendo
com velocidade constante ou nao. As transformacoes descritas acima sao conhecidas como
transformacoes de Galileu e é possivel dizer que as leis de Newton sao invariantes frente a
transformacoes de Galileu.

No entanto, essas transformacoes descritas acima nao sao validas para as equacgoes de

Maxwell do eletromagnetismo. A saber (em unidades de Lorentz - Heaviside):

V.E:p,
V.B =0,

o 9B

V X E — _%W7

Se estas equacoes mudam a partir da troca de referencial anterior, isso quer dizer que uma
nave, por exemplo, em movimento constante possui as leis do eletromagnetimo alteradas.
Seria possivel, entao, medir a velocidade da nave a partir de algum experimento elétrico ou
optico especifico.

Duas consequéncias importantes das equacoes de Maxwell é que dado uma certa per-
turbac@o no campo para formar luz, a velocidade desta onda eletromagnética vale ¢ (aproxi-
madamente 3 x 10® m/s) e se propaga igualmente em todas dire¢oes. A outra consequéncia
é que esta velocidade ¢ independe da fonte estar em movimento. Caso andlogo a ondas
sonoras [9].

A medida que se avancou nos estudos deste problema, Hendrik Antoon Lorentz propos
um novo tipo de transformada que consertava o problema e tornava as equagoes de Maxwell
invariantes. Albert Einstein e o francés Henry Poincaré deram significado fisico para es-
sas transformacoes, algo que para Lorentz nao fazia muito sentido. As transformacoes de
Lorentz serao estudadas na segao (2.3).

A partir dai, Einstein, conhecendo os resultados de Lorentz, apresentou dois postulados

importantes.

1. As leis da fisica s@o as mesmas em todos os referenciais inerciais (Principio da Rela-
tividade).

2. A velocidade da luz no vacuo é uma constante universal. Qualquer movimento relativo

entre a fonte e o observador ndo alteram a velocidade da luz.
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2.2 Notacao Relativistica

Nesta secao, define-se a notacao relativistica usada ao longo do trabalho. Como discutido na
secao anterior, as equagoes que descrevem leis fisicas devem ser invariantes frente a mudanca
de referencial e é preciso deixar claro o que é, a partir de agora, o referencial S e S’.
Considere dois eventos (ponstos) no espago-tempo (x,y,z,t) e (x + dx, y + dy, z + dz,
t + dt). No espago tridimensional, tem-se a distancia entre 2 pontos, no espago-tempo
(quadridimensional) o "intervalo”entre dois pontos é definido como ds. Este intervalo é o
mesmo para todos observadores (inerciais). Ou seja, o intervalo ds é invariante frente a

transformacoes de Lorentz e rotagoes. O intervalo ds é definido como:
ds® = *dt* — da® — dy* — d2°. (2.2)

No espaco tridimensional, dz? + dy? + dz? = dr?, onde dr? é positivo definido e in-
variante frente a rotacoes. No espaco-tempo quadridimensional, tem-se um problema na

generalizac¢ao pois o intervalo invariante nao é positivo definido [2]. Entao, define-se:

0

xt = (20 21, 2% 23) = (ct, 2,9, 2),

X, = (20,1, T2, 23) = (ct, —x, —y, —2),

onde o intervalo é: ,
ds* = da'du,. (2.3)
n=0
Os quadrivetores com indice superiores (z*) sdo chamados de contravariantes e os quadri-
vetores com indice inferiores (z,) sdo chamados de covariantes. Para simplificar a notagao,
usa-se a convecao de soma que, ao aparecer indices superiores e inferiores que sao automa-

ticamente somados de 0 a 3, usa-se:
3
> datdx, — dztdz,. (2.4)
n=0

E comum em fisica de particulas trabalhar com ¢ = 1. Assim sendo, simplifica-se a notacao

para:
ds® = drtdx, = dt* — dz* — dy* — d2°. (2.5)

Para escrever a relacao entre z* e x,,, precisa-se introduzir o termo de métrica do espago

que sera usado o simbolo 7,,. E vélida a seguinte relacao:

— v
Ty = N’
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Neste trabalho, a métrica usada é a métrica de Minkowski que é escrita como:

1 0 0 0
Clo -1 0 o0

Um _TIM = 0 1 0 (26)
0 0 0 -1

Define-se os operadores diferenciais como:

0

= Oar

au = (80,81,82,63) = (

oo (55)

Tem-se também o operador de segunda ordem invariante de Lorentz chamado de opera-
dor d’Alembertiano [2]:

_102_<32 o 82>:182 o

2.3 Transformacao de Lorentz Homogénea

Nesta se¢ao sera demonstrada a transformagao que torna as equacoes de Maxwell invariantes.

Considera-se um referencial S em repouso e um referencial S’ em movimento retilineo
uniforme na direcao x. Como o movimento é na direcao x, pode-se considerar que y' = y
e 2 = z. O intervalo ds? deve ser invariante, portanto ds”? = ds?. Pode-se escrever esta

invariancia da seguinte forma:

At — a? = PP — 2 (2.7)

Procura-se as transformagoes lineares geral em x e t da seguinte forma:

t' = At + Bu, (2.8)
¥ = Ft+ Guz. (2.9)

Considera-se, entao, que a distancia horizontal no referencial S’ é nula, ou seja 2’ = 0.
Isso quer dizer que um possivel objeto em movimento esta centrado na origem do referencial
em movimento e, obviamente, com a mesma velocidade que S’. Ja no referencial S, tem-se
que x = vt+a'. Assim sendo, ao colocar este vinculo, resulta que x = vt que faz, da equacao
(2.9), F = —Gw.

Usando este dltimo resultado na equacgao (2.9), é obtido que:
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¥ = G(z — vt). (2.10)

Usando este resultado juntamente com a equagao (2.8) aplicados na equagao (2.7), o

resultado invariante fica:

At? — 1% = (At + bx)? — G*(z — vt)?,
At? — 2% = (PA? — G2t + (*B? — G?)2? + 2(2AB + vG?).

Ao comparar os dois lados da tltima equacao, é possivel montar o sistema de equagoes

abaixo:

RA? — G202 = &2,
B?* - G? = —1, (2.11)
2AB —vG? = 0.

Este sistema de equagoes parece nao ter solucoes ou ter intimeras solucoes e a segunda

opcao é verdadeira. No entanto, fazendo A = +G (ansatz) na primeira equacao do sistema

de equagbes (2.11):

C2A2 - A2U2 — 02’

A:i1/(1_11}2/62).

Das equagoes (2.10) e (2.8), quando z = 0 resulta que ' = At e quando ¢t = 0 implica
2’ = Gz. Com isso, A e G devem ser positivos. Entdao, A = G e a terceira equacao do

sistema de equagoes (2.11) é resolvida:
AGB —vG* =0,
v

Substituindo os valores de A, B e G nas equagoes (2.10) e (2.8), obtem-se entao:

t/

t v T
R -
"= (2 — ).
/1 —v2/c?

E possivel observar um fator comum que é definido como fator de Lorentz:

X

1

7 =9(v) = 772/@
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Feito isso, pode-se escrever de a transformacao abaixo:

t=y(t— 2z
_’7 62 9

/
ZL‘/ = y(z — vt), (2.13)
Y=Y,
2 =z

Onde o sistema de equagoes (2.13) mostra explicitamente a Transformagao de Lorentz.

Este sistema de equacoes pode ser escrito na forma matricial.

ct’ v =By 0 0 ct
| | =By v 00
! 0 0 10
2! 0 0 01 z
Ou
' = Az, (2.14)

onde o A¥ é o tensor de Lorentz. Esta equagao (2.14) é solu¢ao de uma equagao diferen-
cial que serd mostrada no proximo capitulo. Esta equagao nao possui nenhum termo de
translagao, por isso ela é chamada de homogénea. Assim sendo, a equagao (2.14) descreve

a transformacao de Lorentz homogénea.

2.4 Condicao de Lorentz

As transformacoes de Lorentz sao transformacoes lineares A que podem agir nos vetores

unitarios e componentes.
€y — é; = e\,
t — o't = A,
E devem preservar o comprimento do quadrivetor z* [8],
/|2 '

lz]? = |z (2.15)

Em termos do tensor métrico, pode-se definir o comprimento do quadrivetor da seguinte

forma:

z|* = nuata. (2.16)
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Ao combinar as equagoes (2.15) e (2.16), a Condigao de Lorentz é obtida:

Nuw NSNS = 1o (2.17)

Qualquer transformacao A que satisfaca este condicao, é uma transformacao de Lorentz.



Capitulo 3

O Grupo de Poincaré

Neste capitulo, o grupo de Poincaré sera apresentado. Serd demonstrado, a partir da lei
de composicao, que a transformacao de Poincaré forma um grupo. Posteriormente, sera

mostrado com detalhes matematicos a algebra de Lie do grupo.

3.1 Transformacao de Lorentz Inomogénea

Da notagao de intervalo vista na equacdo (2.5) e sua invariancia, é possivel escrever a

seguinte relagao [3]:

N dz™dz™ = n,,dz"dz", (3.1)

que equivale a escrever (via diferencial exata)

ox'™ ox™
) o 3.2
v e gge = (3:2)
Diferenciando a equagao (3.2), chega-se em
0 ox'™ oz
ar \" ggr oo — 7 )
Obtem-se, entao, a equacao abaixo
821‘/“ aZL‘/V ax/,u 621‘/'/
v =0. 3.3
Tn (89&’\8x/’ 0x° + OxP 0x%‘)x”> (3:3)

Onde os indices p, o e A sao livres e podem ser permutados na equacao. Fazendo a troca

A <> p, a equagdo (3.3) fica

(3.4)

(921‘/“ aZL'/V N 81’/“ 82IIV _ 0
v Ozrdx> Oxe  Ox* OxrOxe )

Trocando A < o
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82.%/” a%./u a:L'/“ 821./1/
v - 0
T <8$"8$P oz * Oxr ax"ax’\>
Somando as equagoes (3.3) e (3.4) e subtraindo a equagao (3.4), encontra-se

82 m alu
277;“/( a x>:0

0P Oz

Esta equacao pode ser simplificada fazendo a seguinte operacao

'™ O\ O0x°
af _
2l <8x08x’\ 6x”> ozl 0

R 7 ~ ) ) axly axa y
Tal que todas as operagoes com 7)’s sao iguais a 0 ou 1 e = ¢.. Portanto,
0x° Oz’
obtem-se a seguinte equacao:
aZx/M
—— =0. (3.6)
JxPOx?
Cuja solucao é a transformacao linear
" = AV + o, (3.7)

onde A¥ e a* sao "constantes”. Nota-se que o termo a* é um termo de nao homegenei-
dade e que é uma translagao. A equacao (3.7) é a transformacdo de Lorentz inhomogénea

(Transformacao de Poincaré).

3.2 Propriedades de Grupo

Nesta secao, sera analisada algumas propriedades das transformacgoes de Poincaré. Escreve-
se T'(A, a) como a representacao do grupo de transformagoes de Lorentz inhomogénea. Caso
a* = 0, a transformada é escrita T'(A,0) que é transformacao de Lorentz homogénea.

Seja a coordenada x transformada como na equacao (3.7), aplica-se novamente a trans-
formacao de forma a fazer #* — 2”"*. Considerando A e @ referentes a segunda transformacao

de Lorentz e distinta da primeira, tem-se que

xl/a — *gxlﬁ —}-C_La,
e colocando no lugar de /% a transformacdo linear (3.7)
e /_Xg (A’fa:” + aﬁ> + a°,

2" = AGADz” + AGa” + a®,
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Feito isso, a terceira equacao acima mostra a relagao de fechamento. Escrevendo em termos

da notagao da transformada T, a lei de composicao do grupo pode ser escrita como

T(A,a)T(A,a) = T(AA, Aa + a). (3.8)

Os valores A’s e a’'s sdo constantes e, portanto, sdo associativos.
Pode-se mostrar ainda que a transformacao z/# = z* implica que a unica possibilidade

para a transformacao ocorrer é que a transformada seja escrita da seguinte forma

T(1,0) =1, (3.9)

onde T'(1,0) é o elemento neutro (identidade).
A transformacao de 2/ — z* que leve o estado final x’ para o inicial x é a transformacao

inversa. Esta transformacao é escrita
Tl = (A1) Abz” + a# — a,

que ¢ igual a
T (Aa) =T (A", -A"a). (3.10)

Assim sendo, existe uma relagao de fechamento, associatividade, assim como o elemento
identidade e a inversa estao bem definidos. Estas caracteristicas, como apresentado no
Capitulo 1, caracterizam um grupo. O grupo que possui a transformada T'(A, a) é o grupo

de Poincaré (Lorentz inhomogéneo).

3.3 Algebra de Lie

Muita informacao de um grupo de Lie esta contido perto do elemento identidade do grupo.
Para a transformacao de Lorentz inhomogeéna, a identidade pode ser escrita como A*, = 6#,

e a* = 0. A transformacao deve ficar

A =51 fwh gt =€t (3.11)

onde w” e e sdo infinitesimais [3]. A condigao de Lorentz

%VA’ZAVU = Moo (312)

substituindo o A da equagao (3.11) em (3.12), tem-se

Moo = T (0% + W' ) (8% + ') = muy (8748% + 6% w", + wh 6% + O(w?)) , (3.13)
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e como w << 1, o termo O(w?) — 0. Usando as propriedade de contragao dos tensores 7's

Wop = nwcu’; ,

—_ o
w/:) =nH We p,

ao resolver o lado direito da equagao (3.13), encontra-se os seguintes resultados
Nuwwh, 0% = W, ,0%,

Nuv0ly W' = Nyuw’,0%, = wyeok

po
nuv(sl;(sl:y = Npos
fazendo v = o e = p, é obtida a expressao:

Moo = Npo + Wop + Wpos

feito isso, conclui-se que a condigao de Lorentz se reduz ao tensor antissimétrico wy,

Wop = —Wpe- (3.14)

Em mecanica quantica, para cada transformagao T'(A, a), hd um operador linear unitario
correspondente que atua em vetores de estado no espaco de Hilbert. Estes estados v
transformam-se tal que ¥ — U(A,a)1 onde U(A,a) é um operador unitario e obedece
a mesma lei de composigao de T'(A,a) representada na equacao (3.8) [3]. Assim sendo,
U(A, a) sera a notagao para as transformacoes T'(A, a) a partir de agora.

Pode-se escrever a transformacao de Poincaré onde deve ser igual a 1 somado a termos
lineares de w e € da equagao (3.11). Lembrando que esta sendo trabalhado com um grupo de
Lie e se procura buscar informagoes dessas transformagoes préxima ao elemento identidade.

Portanto, equagao U(A, a) infinitesimal fica

1
Ul+w,e)=1+ iiwpgjp" — i€, PP+ ... (3.15)

Onde JP? e P? sao operadores independentes os quais estao acoplados ao espago w e €
respectivamente. Sendo unitario o operador acima representado, entao obedece a proprie-

dade
Ul =Ut,

e, para esta propriedade ser satisfeita, a seguinte relacao dos operadores deve ser respeitada

Jrot — JupT’ prt = P*. (3.16)
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onde os operadores J e PP sao hermitianos. Pela propriedade de antisimetria de w,,, impoem-
se que
JP? = —=JP (3.17)

também sao operadores antissimétricos.

As componentes do operador P? sao P°, P!, P? e P3? onde P° é o operador de energia ou
Hamiltoniano, as demais componentes de P sdo componentes dos momenta linear [3]. Estes
operadores sao geradores de translacao e a componente P° do operador quadrimomentum
¢ gerador de translagao no tempo [8]. J4 para o operador J??, tem-se que J'2, J*3 ¢ J3!
sao componentes do vetor momentum angular e as demais componentes sao definidas como
"boost” three — vector K = J° J%2 J% que nao sao conservados e os quais nao geram
autovalores observéveis quando aplicados a fungao de onda [3].

Partindo da definigao de U(A, a) na equacao (3.15) e da lei de composi¢ao na equagao
(3.8), pode-se examinar algumas propriedades de J*7 e P*.

Fazendo a seguinte operacao U(A, a)U(14+w, €)U (A, a)elembrando que U (A, a) =

U(7', —=A~'a), operando da direita para esqueda, o resultado fica
U, a)UAN T+ wA™, A e —wA ™ a +o),
e operando U(A, a) é obtido
UM+ AwA™!, —AA o — AwA ™ + Ae + a),

onde AA~! =1, entdo resulta que

U, a)U(1+w, U YA, a) =U(1+Aw™, —AwA'a + Ae). (3.18)
E usando a equacao (3.15) no lado direito da equagao (3.18), tem-se
1
Ul+Aw™, —AwA'a+Ae) =1+ 5 (AwA’lJp") —i (—AwA’la + Ae) P,

e substituindo os indices em w, A, a e €, pode-se reescrever o lado direito da equacao como

1+ ; (W ALY ) JP7 — i (Ate, — Miw,, A% a”) PP, (3.19)

O lado esquerdo da equagao (3.18) ainda pode ser escrito substituindo o U(1 + w, €) como

na equagao (3.15). Portanto,
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i

U(A, a) (2w,MJPU —z’gppp) U, @) = SwpU(A, @) UM, a) = ie,U(A, a)PPU (A, a)
(3.20)

e igualando as partes de w e € no lado direito da equagao (3.20) com a expressao (3.19) é

obtido o sistema de equacoes para J e P:

U(A, a)J*°U (A, a) = A2,A%, (J* + a” P* — a"P"), (3.21)

U(A, a)PPUN(A, a) = A7, P". (3.22)

Para finalizar e encontrar a dlgebra do grupo, sera substituido os valores de A", = §* 4+w",
e a" = €" representados na equagao (3.12). Para melhor organizar a simplificagdo das

equagoes, a equagao (3.21) serd separa como ”caso 1”e a equagao (3.22) como ”caso 2.

Caso 1 Colocando os valores de A e a no lado direito da equagao (3.20)
AP NS, (JH + a” P! — a"PY) = (65, + W) (09, + W) (J* + €/ P" — ' PY),
e resolvendo o lado direito desta equagao fica que
(00,09 + 007, + whd%, + O(w?)) (JM + ¢ PF — " P¥),

onde os termos de ordem O(w?) nao interessam pois w << 1. Substituindo = pe o = v,

a expressao acima fica
(1+w), +wh) (J*7 + € P7 — 7 ),

e resolvendo esta expressao, tem-se

TP — P PP 4 € PP 4 W% JP7 4 W, JP — WP P74 W PP — wh P P74 wh " PP, (3.23)

que ficard guardada como o resultado do lado direito da equagao (3.21). E importante
ressaltar que os termos nao lineares de w e e sao desprezados. As igualdades sao feitas
dentro do espaco de w e € lineares, analogamente a um eixo x e y por exemplo.

Agora serd resolvido o lado esquerdo da equagao (3.21). Substituindo os valores A e a

onde

U(A, a)J°U YA, a) =U(1l +w, €)J7U(1 — w,we —¢),
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e substituindo a definigdo de U(1 + w, a) na equagao acima, portanto,
i i
<1 e — iepP”) o7 (1 — Lo " + i, PP+ O, e)) ,
onde o termo O(w, €) é também nao linear e desprezado. A expressao entdo resolvida fica

1
JP7 4 [zwmﬂf’ e, PP, JP"} + 02 (3.24)

que é o lado esquerdo da equagao (3.21). Onde novamente se despreza termos nao lineares
O?. Assim sendo, igualando o lado direito (equagao 3.23) e esquerdo (equagao 3.24), obtem-

se:

1
i Gl = 6P, Jp"} = — PP + PP 40P 4 W, JP (3.25)

Caso 2

Serd simplificada a equacao (3.22) neste caso. Analogamente ao caso 1, substitui-se os
valores de A e a. Como a equagdo (3.22) tem menos termos, a simplificagdo fica menos
trabalhosa e nao sera preciso separar em lado direito e esquerdo. Entao, substituindo
UA, a) > U(l+w, €), A", =0 +wh, e ad" =€, aequagao (3.22) fica

Ul+w, PPU 1 +w, € = (5’2 + w‘L) P*.
Substituindo a definigdo U(1 + w, €), resulta que
(1 n %w,,gﬂ"f - z‘eppp) Pr (1 - %WWJW +ie, PP + O(w, e)) = (8, +wh,) P,
e resolvendo ambos os lados da equacao acima
1
PP+ {prm]p” —€,P?, Pp} +0?% = oh P! +wh P",

onde o6, P ¢ igual a PP fazendo p = p e, portanto, simplifica com o mesmo P” do outro

lado da equagao. Assim sendo, tem-se um novo resultado para equacao (3.22):

1
i {2wpUJp” —€,P?, PP} = wh P". (3.26)
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Conclusao da Algebra
Para concluir a algebra de Lie do grupo de Poincaré, resolve-se as relagoes de comutagao

demonstradas anteriormente. Resolvendo a relacao de comutagao da equagao (3.25)
1
i [2wWJ“” PP = PP PP R ot P
lembrando que a operagao de comutagao é [z, y] = xy — yx, portanto o comutador fica
(1 JHv o pH Jro 1 JPo Jrv JPopH —
ACRCE — oW T € -

wuynypjuo' + (_wuy)nugjpy — Eunuppo' _|_ E#nHﬂPU’

onde o w,, entre parénteses serve para lembrar que o tensor ¢ antissimétrico. Entao, se-
parando os espagos de w e € e organizando os termos de comutacao, a expressao fica da

seguinte forma:

1
i (G L, TP 6 977, ) =y (707 = 37 7) e (7 PP — PP (3:27)

Onde pode ser tirado a igualdade i [J*?, P*] = n*? P’ —n"? P? da equagao acima, no entanto
para wy, ha um fator de 1/2 em que serd preciso usar alguns artificios algébricos.

Entao, para forcar um fator 1/2 na expressdo em wy,,, faz-se o seguinte
v g e v v 1 g e g 1 12 v
o (P97 = 2T = i, |75 (07 JE7) = 7 (4 )]

colocando o 1/2 para fora dos colchetes e w,, para dentro

1
5 (anwuVJuO' + anwMVJMU - nuawupra - nuow/“jjpu) ’

onde, fazendo uso da propriedade de antissimetria de w, troca-se a posi¢ao dos indices u e
v de duas expressoes da equacao. Ou seja, faz-se n"’w,, J"7 — —n"*w,,J"" e "7 w,, J*" —
—n"’w,,J?". Feito isso, pode-se colocar o fator 1/2 e w,,, em evidéncia e a expressao acima
fica

1 14 o vo ag ag vo
§Wuu(77 PJH — P JVT — gho JPO 4T JPHY

Entao, pode-se fazer a comparacao com a equagao (3.27) que agora possui (1/2)w,, dos dois
lados. Assim sendo, pode-se notar a igualdade ¢ [J*”, JP7] = P JH7 — nhP JV7 — nh? JP7 4+
nv JeH,

Agora, resolve-se a relagdo de comutacao da equagao (3.26).
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1
i [ = P PP| =P
resolvendo o comutador, a expressao acima fica
(1 JH pr PHpP 1 )22 2 PPPH) — P PH
7 §w,w — €y — §Wuv + €4 =w',

que pode ser escrita com comutadores de J e P
(1 pr - pp P pu P ph
i 5%”,[(] , PPl +e,[P’, P']) =wh P,

e desta expressao, nota-se que o lado direito da equacgao nao tem termos no espago de €.
Assim sendo, o comutador [P?; P*] = 0. Também é possivel notar que esta expressao é nula
pois P é definido em termos de derivadas e a operacao de derivacao é comutativa.

Assim sendo, concluimos que os trés resultados comutacao obtidos sao:

Q[JrV, JPO) = grP R — e JVT — ko JPO 4 o Joi
i[JPe, PH] =nto PP — PP, (3.28)
[PP, P"] = 0.
Estas equagoes sao a algebra de Lie do grupo de Poincaré quantico. Os J*” e P* sao os

geradores do grupo.



Capitulo 4

Equacao de Dirac

Neste capitulo, serd apresentado uma conexao entre o grupos especial linear SL(2,C) e o
grupo de Lorentz. A partir desta correlacao, a equacao de Dirac na forma quiral sera

derivada das propriedades de transformacoes dos spinores frente o grupo de Lorentz.

4.1 SL(2,C), Grupo de Lorentz e Equagao de Dirac

Existe uma correspondéncia entre SL(2,C) e o grupo de Lorentz e é andloga a correspon-
dencia entre o grupo de rotagao O(3) e SU(2).
Define-se o gerador K, um gerador de ’boost’ das transformagoes de Lorentz, da seguinte

maneira:

K = j:z%. (4.1)

O gerador K deve ser definido dessa forma para que haja relacao de comutacao ciclica !
e que faga das transformagoes de Lorentz um grupo (de Lie). Tendo isto em vista, analisa-se
como os spinores de Pauli (o) se transformam de acordo com as transformagoes de Lorentz
2].

Dando continuidade, a equagao (4.1) deve ter dois tipos de spinores que correspondem
a dois K's de diferentes sinais. Isto fica claro ao expor a natureza do grupo de Lorentz

proprio, com seis geradores J e K. Define-se, entao, os geradores

A:

o (4.2)

N N [=
—~

(J +iK),
J—iK),

onde as relagoes de comutacgao ficam

! Como, por exemplo [Jx,Jy]=Jz.
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(A, Ay =iA,,
[Ba:a By] = iBzv (43)
[Aiv Bj] =0,

sendo (i,7 = x,y, z) e essas relagoes mostram que A e B sao, cada um, geradores do grupo
SU(2), e os dois grupos comutam. O grupo de Lorentz é essencialmente o produto direto
SU(2) ® SU(2), e a transformagao dos estados sao descritas por dois momenta angulares
correspondentes a A e B que sdo respectivamente (7, j').

Quando A =0 e B =0, a equagao (4.2) resulta em

(,0) — JU) =K,

, , 4.4
0,7) = JW) = —i KW, (44)

que sao duas possibilidades da equagao (4.1). Definindo dois tipos de spinores:
1
<2,O) c JVD =572 KV = _5/2.
A letra grega £ é denotada como spinor. Se (6, ¢) sao os parametros de rotagao e trans-

formagcao de Lorentz respectivamente, £ se transforma como
e ag
& — exp (z59 + §¢) &,
colocando 7 em evidéncia na exponencial, define-se entao:

o

exp {i2 (60— ng)] &= ME. (4.5)

Usando a letra ¢ como spinor. Este tranforma-se como

¢ — exp [z; (0 + wﬁ)} ¢ = Ng. (4.6)

E importante notar que nao existe uma matriz S tal que N = SMS~!, sendo assim, nao é

equivalente ao grupo de Lorentz [2]. As matrizes M e N sdo relacionadas por

N=2ZM"Z", (4.7)

onde 7 é uma matriz tal que Z = —ios, lembrando que oy é uma das matrizes de Pauli.
Sendo o detM = detN = 1, conclui-se que as matrizes M e N sao complexas 2 X 2 com
determinante unitario. Estas matrizes formam o grupo SL(2,C) [2].
Com tudo feito até aqui, precisa-se deixar claro algumas coisas. Existe trés parametros
relacionados a rotacao (angulos ) e trés parametros relacionados a velocidades (¢) de acordo

com a transformacao de Lorentz. Para cada vetor tridimensional, existe duas componentes
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do spinor de Pauli frente a rotagées (SU(2) e O(3)). No entanto, para as transformagoes
de Lorentz gerais, ha dois diferentes tipos de componentes de spinor que se transformam
como apresentado nas equagoes (4.6) e (4.5) que correspondem a representacao (3,0) e (0, 1)
do grupo de Lorentz. Essencialmente, a equacao de Dirac é uma relagao entre esses dois
spinores [2].

Introduzindo a operacao de paridade, a qual a velocidade nos 'boost’ de Lorentz muda
o sinal: v — —wv. Logo, os geradores K também mudam: K — —K. No entanto, os J's
nao mudam, comportando-se como um vetor (pseudovetor) axial, o que é de fato como o

momentum angular se transforma frente a operacao de paridade. Para a representacao de
(7,0) € (0,5)

(7, 0) (0, 35), (4.8)

portanto,
£

Entao, considerando a simetria de paridade, nao é suficiente considerar apenas os dois

3
)= ( , (4.9)
S
A transformacao de Lorentz para

¢ el/20.(0—i¢) 0 ¢
()= ot ) ()
_ (D) 0 3
_< 0 D(A))(g)’ (4.10)

onde D(A) = ZD*Z ' e A é a transformacio de Lorentz homogénea. Devido a simetria de

spinores £ e ¢, mas um 4-spinor

paridade, entao v se transforma como

()= () o

O 4-spinor 9 é uma representacgao irredutivel do grupo de Lorentz estendido pela paridade
2].

A matriz exp(o.¢) ndo é unitdria e isto faz a representagao (4.10) também nao ser
unitaria. Em mecanica quantica, em geral, se interessa apenas por representacoes unitarias

de grupo de simetria pois a probabilidade de transi¢ao entre dois estados deve ser conservada.
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O grupo de Lorentz homogéneo nao é compacto e possui dimensao infinita o qual é um
problema. No entanto, estudos Wigner mostram que o grupo fundamental para fisica de
particulas nao é o grupo de Lorentz homogéneo, mas o inhomogéneo conhecido, e ja tratado
no capitulo anterior, grupo de Poincaré que consiste de boost e rotagoes, juntamente com
translagoes no espago-tempo [2].

Dando continuidade, considera-se, entdo, a equagao (4.10) para o caso em que § = 0

(Boost de Lorentz), e redefine-se os spinores

£ — Or, S — or, (4.12)

em que R significa a direita (right) e L a esquerda (left). Uma proje¢ao do spin no espago
de momentum é definido como helicidade onde direita é o caso em que a orientacao do
movimento e da helicidade da particula sao paralelos e esquerda quando sao anti paralelos

(mesma dire¢do, porém sentidos opostos). Tem-se que

b — /200y

= [cosh(¢/2) + o - nsinh(¢/2)] ¢g, (4.13)

onde n é p vetor unitario direcional do "boost’ de Lorentz. Considerando que o spinor se
refere a uma particula em repouso, ¢(0), onde a transformacao feita é para uma particula
de momentum p, ¢r(p). Da relatividade especial, tem-se que os cossenos e senos hiperbélicos

dependem de vy que é o fator de Lorentz, substituindo na equagao (4.13), é obtido que

on(p) = <W>é+a-ﬁ<7_1>%] 4n(0). (1.14)

2 2

Uma particula com energia total E, massa m e momentum p, v = E/m (usando ¢ = 1), a

equagao (4.14) fica

E+m+op
[2m(E 4 m)]L/2 ?r(0).

Procede-se da mesma forma para ¢ (p), alterando o sinal na equagao (4.13) é encontrado

br(p) =

(4.15)

E4+m-—op
2m(E +m)]7?
Para uma particula em repouso, ndo se define o spin em direita e esquerda [2]. Portanto,
or(0) = ¢r(0) e das equagdes (4.15) e (4.16) que

oL(p) = ¢(0). (4.16)

_E+op
om

or(p) or(p), (4.17)
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e para ¢y, .
b1(p) = ——Lon(p). (4.18)

Estas equacoes podem ser reescritas na forma de um sistema de equagoes e, consequente-

m

mente, na forma matricial abaixo:
bo—o.p -m ¢r(p)

v(p) = ( ¢R(p; ) , (4.20)

7:((1)(1))7 Vi:(; _g> (4.21)

O sistema de equacoes mostrados na equacao matricial 4.19 pode ser, entao, simplificado

Definindo o 4-spinor

e as matrizes 4x4

o

para

(vpo +~'pi — m)y(p) = 0, (4.22)

lembrando que p, = (£, p), a equacao (4.22) pode ficar compactada como:

(V'pu —m)Y(p) = 0. (4.23)

Esta equacao é a equagao de Dirac (na representagao de momentum) para uma particula
de spin 1/2 massiva. Para uma particula nado massiva, faz-se o mesmo procedimento, porém

é colocado m = 0 na equagao matricial (4.19).
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Consideracoes Finais

As estruturas de simetrias se apresentam de suma importancia para a compreensao da
natureza. Os resultados encontrados neste trabalho sao bastante profundos. Notou-se que
existe uma estrutura geral de uma certa simetria. A partir desta estrutura, foi usado uma
"subestrutura” desta estrutura geral para encontrar um resultado fisico importante de fisica
de particulas.

A estrutura geral, neste caso, seria o grupo de Poincaré. A ”subestrutura” seria o
grupo de Lorentz homogéneo e o importante resultado fisico mencionado seria a equagao de
Dirac. Com isso, ¢é interessante lembrar que o mateméatico Carl Friedrich Gauss defendia
que os encantos da matematica sé se revelavam aqueles que tém coragem de ir fundo nela;
Galileu Galilei acreditava que a matematica é a linguagem fundamental da natureza. Ao
unir o pensamentos destes dois grandes nomes da histéria da ciéncia, nota-se que Newton,
Poincaré, Noether, Wigner, Einstein e entre outros bons nomes da histéria possivelmente

chegaram muito perto da compreensao estrutural da natureza.
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