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Vice-Reitor: Patricia Pranke

INSTITUTO DE MATEMÁTICA E ESTATÍSTICA
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Abstract

This work presents results on p−parabolicity, with p > 1, for a complete Riemannian

manifold M , in terms of the decay of its Ricci curvature. Furthermore, the concept of

(G, p)–parabolicity is defined, where G is a group of isometries of M , and it is obtained a

criterion for (G, p)–parabolicity and an application in the case of the Riemannian manifold

H2 × R.

Keywords: Riemannian manifold, submersion, Bishop–Gromov, p−parabolic.



Resumo

Neste trabalho são apresentados, resultados sobre p−parabolicidade com p > 1, para

uma variedade Riemanniana completa M em termos do decaimento de sua curvatura de

Ricci. Além disso, é introduzido o conceito de (G, p)–parabolicidade, onde G é um grupo

de isometrias de M , e é obtido um critério para (G, p)–parabolicidade e uma aplicação no

caso da variedade Riemanniana H2 × R.

Palavra-chave: Variedade Riemanniana, Submersão, Bishop–Gromov, p−parabólica.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado p > 1, o p−Laplaciano ∆p

em M é definido por

∆p(u) = div

(
∇u

∥∇u∥2−p

)
, u ∈ C2 (M) .

Para p = 2, é o operador Laplaciano usual, onde div e ∇ representam o divergente e o

gradiente na métrica de M .

Uma função u ∈ C1 (M) é dita p−superharmônica se ∆p(u) ≤ 0 (no sentido das

distribuições). M é dita p-parabólica, para algum p > 1, se qualquer supersolução para o

p-laplaciano limitada inferiormente é constante.

A existência de funções p−harmônicas ou p−sub/superharmônicas, não constantes,

em uma variedade Riemanniana completa, é um problema que vem sendo estudado há

muito tempo. Em diversas situações, esta questão envolve hipóteses sobre a curvatura de

Ricci de M . Um artigo clássico sobre este tema, no caso p = 2, é [14] de 1975, onde é

provado, usando estimativas de gradiente, que toda função harmônica positiva em uma

variedade Riemanniana com curvatura de Ricci não negativa deve ser constante. Nessas

condições, M satisfaz uma propriedade do tipo Liouville, ou seja, toda p−harmônica

limitada inferiormente é constante. A respeito disso, é importante salientar que essa

condição de [14] não pode ser estendida para 2−parabolicidade, tendo em vista que Rn,

com n ≥ 3, não é 2−parabólico.
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Ainda em 1975, o trabalho [4] obteve resultados de não existência, com p = 2, para

funções superharmônicas positivas, com hipóteses envolvendo volume de bolas geodésicas

e curvatura de Ricci não negativa, fora de conjuntos compactos de uma variedade Rie-

manniana completa.

Em [11] e [12], os autores apresentam resultados do tipo Liouville para o caso de

funções p−subharmônicas, em espaços Lq com q > 0 e também para funções de classe

C2, utilizando hipóteses relacionadas à curvatura de Ricci e ao volume. Este é um dos

trabalhos que destaca a importância das funções p−harmônicas para a compreensão da

geometria de M .

Os principais resultados deste trabalho envolvem a condição de p−parabolicidade, e

nesse sentido, um trabalho que deve ser mencionado aqui é [13], onde é encontrado um

critério utilizando curvatura seccional e valores de p dependentes de n e de uma constante

maior que 1, mais precisamente,

(Proposição 1 de [13]) Suponha que exista uma constante c > 1 e um conjunto com-

pacto K ⊂ M de tal modo que

KM(P ) ≥ −c(c− 1)

d2(x)

para todo x ∈ M\K e todo subespaço bidimensional P ⊂ TxM , que contém o vetor radial

∇d(x), onde d(x) é a distância até um ponto fixo o de M . Suponha que p ≥ 1+ (n− 1)c.

Então M é p−parabólica.

A demonstração do resultado acima é baseada no:

(Teorema 5.16 de [7]) Seja 1 < p < ∞ e suponha que

∫ ∞( t

V (t)

) 1
p−1

dt = ∞

ou

∫ ∞ dt

V ′(t)
1

p−1

= ∞

onde V (t) é o volume da bola geodésica centrada em um ponto fixo o de M e com raio
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t. Então M é p−parabólica.

Mais recentemente, o artigo [3] obteve resultados de existência para o p-Laplaciano,

com p em (2, n), onde n é a dimensão da variedade ambiente. Em particular, existem

funções p−harmônicas não constantes e limitadas em M . Além disso, no mesmo texto,

é apresentado um critério de p-parabolicidade, em termos da curvatura seccional radial

limitada inferiormente por uma função negativa que depende da distância d(x), de x a um

ponto fixo, e tende a zero mais rapidamente do que na Proposição 1 de [13] mas, contudo,

contempla o caso p = n. Cujo enunciado é:

(Teorema 5.1 de [3]) Seja α > 0 uma constante e assuma que M é uma variedade

Riemanniana n−dimensional completa cujas curvaturas seccionais radiais satisfazem

KM(Px) ≥ − α

d2(x) ln(d(x))
,

para todo x fora de algum conjunto compacto e todo subespaço bidimensional Px ⊂ TxM ,

contendo ∇d(x). Então M é p-parabólica

(a) se p = n e 0 < α ≤ 1;

ou (b) se p > n e α > 0.

Uma das contribuições deste trabalho, no sentido de p−parabolicidade, consta em

ampliar os resultados seguintes: Teorema 5.1 de [3] e Proposição 1 de [13], os quais

estão fundamentados sob suposições da curvatura seccional. Para tal feito, é exibido uma

relação entre a curvatura de Ricci e crescimento do volume, e consequentemente, são

obtidos resultados sobre valores de p com hipóteses baseadas no decaimento da curvatura

de Ricci. Dentre estes cálculos, agradece-se ao Professor Detang Zhou, que sugeriu Lemas

2.1.9, 2.1.5 e suas provas.

O Caṕıtulo 2 de [10], página 17, apresenta um resultado sob o decaimento da curvatura

no seguinte sentido: Sejam M é uma variedade Riemanniana completa, {E1, . . . , En} um
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referencial ortonormal em M e Rij o tensor definido por

Rij(x) =
n∑
k

⟨R(Ei, Ek)Ej, Ek⟩(x).

Suponha que exista o ∈ M , tal que

Rij(x) ≥
1

4d(x)
,

para todo i, j = 1, . . . , n, todo x ∈ M , onde d(x) é a distância de x até o. Então M é

compacta.

Segue deste resultado que tais variedades são p−parabólicas para todo p > 1. Além

disso, Ricx(v) = 1
n−1

≥ 1
4(n−1)d(x)

. Neste caso, cabe o seguinte questionamento: qual o

comportamento de M , com relação a p−parabolicidade, no caso em que a curvatura de

Ricci se aproxima de zero? Uma posśıvel resposta a esta pergunta vem com o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado α > 0, suponha

que exista o ∈ M tal que a curvatura de Ricci satisfaz

Ricx(v) ≥ α sech2(d(x)),

para todo x ∈ M\BR(o), todo v ∈ TxM, ∥v∥ = 1, e para algum R > 0, sendo d(x) a

função distância de x até o. Então M é p−parabólica, para qualquer p > 1.

No caso de curvaturas negativas, na mesma linha do resultado da Proposição 1 de [13],

são obtidas condições que melhoram o decaimento da curvatura e também a substituição

da curvatura seccional pela curvatura de Ricci. Para ver mais claramente a relação entre o

próximo resultado e a Proposição 1 de [13], é conveniente introduzir a função h : (1,∞) →

R, dada por

hα(r) :=
α(α + 1)rα

rα − 1
= α(α + 1)

rα

rα − 1
> α(α + 1).

Nestas condições é apresentado o:
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Teorema 1.0.2 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Dado α > 0, defina

hα(r) =
α(α + 1)rα

rα − 1
. (1.1)

Suponha que exista o ∈ M tal que a curvatura de Ricci satisfaça

Ricx(v) ≥ −hα(d(x))

d(x)2
,

para todo x ∈ M\BR(o), todo v ∈ TxM, ∥v∥ = 1, e para algum R > 0, sendo d(x) a função

distância de x até o. Então M é p−parabólica, para qualquer p ≥ (α + 1)(n− 1) + 1.

Outra etapa deste trabalho é a relação entre variedades Riemannianas quocientadas

por um grupo, p−parabolicidade e os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 citamos acima. Em outras

palavras, são procuradas condições sobre uma variedade Riemanniana M e sobre G, um

subgrupo do grupo de isometrias agindo livremente e propriamente em M , de tal maneira

que seja posśıvel aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2 na variedade Riemanniana quociente

M/G.

Desta maneira, este trabalho apresenta um novo conceito a ser estudado em variedades

Riemannianas, o qual é denominado (G, p)−parabolicidade. Mais precisamente:

Definição 1.0.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo do

grupo de isometrias de M , agindo livremente e propriamente em M . Considere em M/G a

métrica riemanniana tal que a projeção π : M → M/G seja uma submersão riemanniana.

Dado p > 1, M é dita (G, p)−parabólica se M/G é p-parabólica.

Note que esta definição estende de maneira óbvia a definição usual: M é p−parabólica

se, e somente se, M é (G, p)−parabólica com G = IdM .

Como o conceito de submersão Riemanniana aparece na Definição 1.0.3, uma ferra-

menta necessária para o estudo de (G, p)−parabólicidade, são os tensores fundamentais

T e A de uma submersão, cujas definições podem ser encontradas com mais detalhes

no decorrer do texto. Por enquanto, esses objetos serão definidos por meio de projeções

vertical e horizontal v : X (M) :−→ X v(M), h : X (M) :−→ X h(M), de acordo com as
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fórmulas:

T (E,F ) = TEF = (∇EvF v)h + (∇EvF h)v,

A(E,F ) = AEF = (∇EhF v)h + (∇EhF h)v,

para qualquer E,F ∈ X (M), onde ∇ denota a conexão Riemanniana de M .

Como base nestas definições, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.0.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo do grupo

de isometrias de M , agindo livremente e propriamente em M . Considere em M/G a

métrica riemanniana tal que a projeção π : M → M/G seja uma submersão riemanniana.

Seja {Xi, Uj}1≤i≤n,1≤j≤k um referencial ortonormal de M , onde Xi é um campo horizontal

e Uj um campo vertical. Dado α > 0, suponha que existe o ∈ M tal que a curvatura de

Ricci de M satisfaz

a) (n− 1)Ricq(X) ≥ α(k − 1) sech2(d(x)) + kg(∇XH⃗,X)− 2
∑

i g(AXXi, AXXi)

−
∑

j g(TUj
X,TUj

, X),

ou

b) (n− 1)Ricq(X) ≥ −(k − 1)hα(d(x)) + kg(∇XH⃗,X)− 2
∑

i g(AXXi, AXXi)

−
∑

j g(TUj
X,TUj

, X),

para todo x ∈ M\BR(o), todo X ∈ TxM , para algum R > 0, onde X ′ = dπx(X), H⃗ é

o vetor curvatura média da órbita que passa por x, d(x) a distância de x até o, e com

hα definida em (1.1). Então, M/G é (G, p)−parabólica, para todo p > 1 se (a) ocorre e

p ≥ (α + 1)(n− 1) + 1 se Ricci satisfaz (b) .

Não foi posśıvel explorar todo posśıvel potencial deste teorema, sendo apresentada

uma aplicação para o Teorema 1.0.4, mais especificamente no caso (a), apenas no caso de

M sendo H2 ×R, H2 o plano hiperbólico de curvatura −1, e G um subgrupo do grupo de

isometrias do tipo helicoidal de H2 × R (veja Proposição 4.2.1).

Este fato é um tanto quanto instigante e abre um campo de estudos a ser pesquisado

futuramente, investigando propriedades sobre uma variedade Riemanniana M e sobre o

grupo G, de tal maneira que a variedade Riemanniana quociente M/G seja p−parabólica.
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A metodologia usada neste trabalho consiste em destinar o Caṕıtulo 2 para conceitos

geométricos de variedades Riemannianas. Em particular, propriedades sobre o volume de

bolas geodésicas e sua relação com a curvatura de Ricci e com os Tensores Fundamentais

de uma Submersões. No Caṕıtulo 3, é realizada a demonstração dos Teoremas 1.0.1

e 1.0.2. Por fim, no Caṕıtulo 4 é apresentada a definição de variedade Riemanniana

(G, p)−parabólica, juntamente com a prova do Teorema 1.0.4 e sua aplicação no caso da

variedade H2×R munido com o grupo G, sendo este um subgrupo do grupo de isometrias

de H2 × R agindo livremente e propriamente em H2 × R.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

Um dos tipos de variedades riemanninas mais utilizadas em teoremas de comparação,

são as variedades Riemannianas rotacionalmente simétricas. Nesta perspectiva, um resul-

tado bem conhecido no âmbito de comparar volume é Teorema de Bishop–Gromov, o qual

compara volume de uma variedade Riemanniana completa de curvatura Ric ≥ (n− 1)K,

com o volume de uma variedade rotacionalmente simétrica de curvatura radial K.

Esta seção descreve uma estimativa para o crescimento do volume com relação a

curvatura de Ricci, onde essa é limitada inferiormente por uma função não necessariamente

constante. Com base neste resultado, é caracterizado uma condição de p−parabolicidade

com hipótese do comportamento da curvatura de Ricci no infinito.

2.1 Conceitos de variedades Riemannianas

A primeira seção deste Caṕıtulo é destinado a descrever conceitos clássicos de varie-

dades Riemannianas, os quais são essenciais para desenvolver o trabalho.

2.1.1 Ricci e Volume

Considere M uma variedade Riemanniana completa de dimensão n e seja

Sn−1
o = {v ∈ ToM ; |v| = 1},
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onde o ∈ M .

Definição 2.1.1 Seja γ : R → M uma geodésica parametrizada por comprimento de

arco, com γ(0) = o e γ′(0) = v. Por definição,

t0(γ) := t0(v) := sup{t > 0; t = d(o, γ(t))}.

Definição 2.1.2 (Cut locus). Seja γ : R → M uma geodésica parametrizada por compri-

mento de arco, com γ(0) = o e t0(γ) < ∞. Então γ(t0(γ)) é chamado o cut point de o ao

longo de γ. O conjunto CT (o), formado por todos os cut points de o, é chamado de cut

locus de o. Por definição,

CT (o) := {t0(v)v; v ∈ Sn−1
o , t0(v) < ∞} ⊂ ToM

é denominado por cut locus tangente a o.

Observe que γ é minimizante no intervalo [0, t0(γ)].

Proposição 2.1.3 Seja o ∈ M . Defina os conjuntos

Uo := {(v, t); v ∈ Sn−1
o , 0 < t < t0(v)} e V = M\({o} ∪ C(o)).

Então F : Uo → V , F (v, t) = expo(tv) é um difeomorfismo.

Prova. Primeiramente, dados (t1, v1), (t2, v2) ∈ Uo, se expo(t1v1) = expo(t2v2), então

t1 = d(expo(t1v1), o) = d(expo(t2v2), o) = t2.

Desta maneira, mostrar a injetividade de F é equivalente a mostrar que, para todos

(t, v), (t, w) ∈ Uo, se v ̸= w então expo(tv) ̸= expo(tw).

Suponha por contradição que F não seja injetiva, ou seja, existe (l, v), (l, w) ∈ Uo tal

que expo(lv) = expo(lw), com v ̸= w. Para facilitar a notação, denote γv(t) = expo(tv) e

γw(t) = expo(tw).
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Sejam, δ > 0 tal que min{t0(v), l} > δ e Bγv(l)(δ) seja uma bola totalmente normal,

então γw(t− δ), γv(t+ δ) ∈ ∂Bγw(δ)(δ).

Sendo M é uma variedade Riemanniana completa, existem, uma geodésica γδ parame-

trizada por comprimento de arco e tδ > 0, tal que γδ(0) = γw(l − δ) e γδ(tδ) = γv(l + δ).

E por consequência, tδ = d(γw(t− δ), γv(t0(v)).

Defina a curva c : [0, l − δ + tδ] → M como

c(t) =

 γw(t) se 0 ≤ t ≤ l − δ

γδ(t− (l − δ)) se l − δ ≤ t ≤ l − δ + tδ

.

Utilizando a desigualdade triangular,

l(c) = l(γw(t))|[0,l−δ] + l(γδ(t))|[0,tδ] = l − δ + tδ ≤ l + δ = l(γv(t))|[0,l+δ].

Note que, l(c) < l(γv(t))|[0,l+δ] gera um absurdo, pois γv(t) é geodésica minimizante

em [0, t0(v)].

Já o caso l(c) = l(γv(t))|[0,t0(v)], implica que

γδ(t) =

 γw(t+ l − δ), se 0 ≤ t ≤ δ

γv(t+ l), se δ ≤ t ≤ l + δ
,

ou seja, γw = γv, o que é absurdo. Logo, F é injetiva.

A sobrejetividade de F , vem do fato de M ser completa, ou seja, para todo q ∈ M ,

pelo Teorema de Hopf e Rinow, existe uma geodésica γ ligando o a q tal que l(γ) = d(q, o).

E por fim, a diferenciabilidade de F segue direto da diferenciabilidade de expo em

Bγ(tv)(δ).

A seguir serão descritos alguns resultados em variedades Riemannianas que são seme-

lhantes a resultados clássicos em Rn.

Definição 2.1.4 Um conjunto A ⊂ M é um conjunto de medida nula, se existe um

conjunto de ı́ndices I ∼= N e ϕi : Ui ⊂ M → U ′
i ⊂ Rn cartas locais, tal que A ⊂

⋃
i∈I Ui e
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para todo i ∈ I, ϕi(A ∩ Ui) ⊂ Rn é um conjunto de medida nula, com respeito a medida

Lebesgue, em Rn.

Lema 2.1.5 Sejam N uma variedade e F : M → N suave. Se A ⊂ M é um conjunto

de medida nula, então F (A) ⊂ N também é um conjunto de medida nula. Além disso,

f : M → R é integrável e A ⊂ M é um conjunto de medida nula, então

∫
M

fds =

∫
M\A

fds.

A demonstração do lema acima é análoga ao caso do Rn.

Corolário 2.1.6 Seja o ∈ M . Então CT (o) ⊂ ToM e C(o) = expo(CT (o)) ⊂ M são

conjuntos de medidas nula. Além disso, se V = M\({o} ∪ C(o)), então

Vol(BR(o)) = Vol(BR(o) ∩ V )

Prova. A demonstração deste corolário é uma aplicação do Lema 2.1.5. Para mostrar

que CT (o) tem medida nula basta considerar T : ToM → Rn uma aplicação bijetiva.

Desta maneira, segue que T−1(CT (o)) ⊂ Rn, o qual tem medida nula. Para a segunda

afirmação, uma vez que expp é diferenciável, C(o) = expo(CT (o)) tem medida nula.

Para a última afirmação, utilizando o Lema 2.1.5, temos que

BR(o) =

∫
BR(o)

ds

=

∫
BR(o)∩M

ds

=

∫
(BR(o)∩M)\({o}∪C(o))

ds

=

∫
BR(o)∩V

ds

= Vol(BR(o) ∩ V ).

Tendo em vista cálculos futuros, a definição da Jacobiana de uma aplicação dife-
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renciável em variedades Riemannianas será primordial para escrever o volume de bolas

geodésicas.

Definição 2.1.7 Sejam q ∈ M e X1, . . . , Xn ∈ TqM uma base. Por definição

X1 ∧ . . . ∧Xn :=

{
n∑

i=1

tiXi; t1, . . . , tn ∈ [0, 1]

}

é o paraleleṕıpedo de arestas X1, . . . , Xn.

Definição 2.1.8 Sejam M e N variedades Riemannianas, F : M → N um difeomor-

fismo, q ∈ M e p = F (q). Então, defina

JacF (q) :=
vol(dFq(X1(p)) ∧ . . . ∧ dFq(Xn(p)))

vol(X1 ∧ . . . ∧Xm)
,

como sendo o Jacobiano de F em q.

Lema 2.1.9 Sob as hipóteses acima,

vol(X1 ∧ . . . ∧Xm) =
√
det(⟨Xi, Xj⟩)

e JacF (q) não dependem da escolha da base X = {X1, ..., Xm}.

Prova. Consideramos {ei, . . . , en} uma base ortonormal positiva em TqM , escrevendo Xi

nesta base,

Xi =
∑
j

ai,jej.

Consequentemente,

⟨Xi, Xj⟩ =
∑
k

ai,kaj,k = a2i,j,

onde a2i,j é o elemento da i−ésimo linha e j−ésimo coluna da matriz (ai,j)
2.

Como o volume do paraleleṕıpedo, formado pelos vetores {X1, . . . , Xn} em TqM , é

igual a vol(e1 ∧ . . . ∧ en) = 1 multiplicado pelo determinante da matriz (ai,j), segue que

vol(X1 ∧ . . . ∧Xm) = det(ai,j) =
√

det (⟨Xi, Xj⟩).
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Por fim, dada outra base Y = {Y1, . . . , Yn} ⊂ TqM , tem-se

Yi =
∑
j

bi,jXj.

Assim,

vol(Y1 ∧ . . . ∧ Ym) =
√

det ⟨Yi, Yj⟩

=

√
det ⟨

∑
l

bi,lXl,
∑
k

bj,kXk⟩

=

√√√√det

(∑
l

bi,l

(∑
k

bj,k⟨Xl, Xk⟩

))

=
√

det ((bi,l)T (bj,k)T (⟨Xl, Xk⟩))

= det(bj,k)
√

det (⟨Xl, Xk⟩))

Por outro lado, de maneira análoga

vol(dFp(Y1) ∧ . . . ∧ dFp(Yn)) =
√

det ⟨dFp(Yi), dFp(Yj)⟩

=

√√√√det

〈∑
l

bi,ldFp(Xl),
∑
k

bj,kdFp(Xk)

〉

= det(bj,k)
√

⟨dFp(Xl), dFp(Xj)⟩

.

Desta maneira,

JacY F (q) =
det(bj,k)

√
det (⟨dFp(Xl), dFp(Xj)⟩)

det(bj,k)
√
det (⟨Xl, Xk⟩)

=

√
det (⟨dFp(Xl), dFp(Xj)⟩)√

det (⟨Xl, Xk⟩)

=
vol(dFq(X1) ∧ . . . ∧ dFq(Xm))

vol(X1 ∧ . . . ∧Xm)

= JacX F (q),
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o que garante que o operador JacF (q) não depende da base.

Teorema 2.1.10 Sejam M , N variedades Riemannianas e F : M → N um difeomor-

fismo. Se f : N → R integrável, então (f ◦ F ) JacF : M → R é integrável e

∫
M

(f ◦ F ) JacFdsM =

∫
N

fdsN .

Prova. Ver [2]

Com base no teorema anterior, será descrita uma maneira de obter o volume de bolas

geodésicas.

Teorema 2.1.11 Sejam R ≥ 0, o ∈ M e v ∈ Sn−1
o . Considere γv uma geodésica com

γv(0) = o, γ′
v(0) = v, e {X1 := v,X2, ..., Xn} uma base de ToM . Seja J2(t), . . . , Jn(t)

campos de jacobi ao longo de γ, com Ji = 0 e J ′
i(0) = Xi. Se

Jv(0) : [0, t0(v)] → R, Jv(t) = vol(t)(J2 ∧ . . . ∧ Jn),

então

Vol(BR(o)) =

∫
Sn−1
o

∫ min{R,t0(v)}

0

Jv(t)dtdv.

Prova. Sendo F : Uo → V , conforme definido na Proposição 2.1.3, e utilizando o Co-

rolário 2.1.6 segue que

Vol(BR(o)) = Vol(BR(o) ∩ V ) =

∫
BR(o)∩V

ds =

∫
V

χ(0,R) ◦ d(s, o)ds,

onde d(s, o) é função distância de s até o. Desta maneira, defina f(s) = χ(0,R) ◦ d(s, o) no

Teorema 2.1.10,

Vol(BR(o)) =

∫
V

χ(0,R) ◦ d(s, o)ds

=

∫
U0

(χ(0,R) ◦ d(s, o) ◦ F (t, v)) JacF (t, v)dtdv

=

∫
U0

χ(0,R)(t) JacF (t, v)dtdv

=

∫
Sn−1
o

∫ t0(v)

0

χ(0,R)(t) JacF (t, v)dtdv,
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ou seja,

Vol(BR(o)) =

∫
Sn−1
o

∫ min{R,t0(v)}

0

JacF (t, v)dtdv. (2.1)

Como definido anteriormente,

JacF (q) =
Vol(dFq(E1(q)) ∧ . . . ∧ dFq(En(q)))

V ol(E1(q) ∧ . . . ∧ En(q))
,

com {E1, . . . , En)} uma base de TqM , é preciso calcular Vol(dFq(E1(q))∧. . .∧dFq(En(q)))

e V ol(E1(q) ∧ . . . ∧ En(q)).

Por outro lado, dado (t, v) ∈ U0, sendo Ei ∈ Sn−1
o dado no enunciado, defina

c(t) =

 (t+ s, v), se i = 1

(t, v + sEi), se i ≥ 2
,

para s ∈ (−ϵ, ϵ), i ≥ 2, de tal maneira que αi(s) ∈ U . Deste modo, segue que {α′
i(0)}1≤i≤n

gera uma base de TtR× TvSn−1
o

∼= T(t,v)U0.

Observe que

dFq(α
′
1(0)) =

∂

∂s
F ◦ α1|s=0

=
∂

∂s
expo((t+ s)v)|s=0

= γ′
v(t)

e

dFq(α
′
i(0)) =

∂

∂s
F ◦ αi|s=0

=
∂

∂s
expo(t(v + sEi))|s=0

= Ji(t),

onde Ji(t) é campo de Jacobi ao longo da geodésica γv(t), com Ji(0) = 0⃗ e J ′
i(0) = Ei
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Logo,

JacF (t, v) =
Vol(dFq(α

′
1(0)) ∧ . . . ∧ dFq(α

′
n(0)))

V ol(v ∧ E2 ∧ . . . ∧ En)

= Vol(γ′
v(t) ∧ J2 ∧ . . . ∧ Jn).

Repare que, pelo Lema 2.1.9, sendo

aij =


⟨γ′

v(t), γ
′
v(t)⟩, se i = j = 1

⟨γ′
v(t), Jmax{i,j}(t)⟩, se i = 1 e j ≥ 2 ou i ≥ 2 e j = 1

⟨Ji(t), Jj(t)⟩, se i ≥ 2 e j ≥ 2

segue que

Vol(γ′
v(t), J2 ∧ . . . ∧ Jn)) =

√
det([aij]1≤i,j≤n).

Por outro lado,

⟨γ′
v(t), Ji(t)⟩ = ⟨γ′

v(0), J
′
i(0)⟩t+ ⟨γ′

v(0), Ji(0)⟩

= ⟨v, Ei⟩t+ ⟨v, 0⃗⟩

= 0.

Assim, det([aij]1≤i,j≤n) = det([aij])2≤i,j≤n) e consequentemente

JacF (t, v) = Vol(γ′
v(t), J2 ∧ . . . ∧ Jn)) = Vol(J2 ∧ . . . ∧ Jn). (2.2)

Logo, pelos resultados (2.1) e (2.2) tem-se

Vol(BR(o)) =

∫
SoM

∫ min{R,t0(v)}

0

Jv(t)dtdv,

concluindo a demonstração.

Levando em conta a fórmula para o volume das bolas geodésicas, os próximos resulta-

dos serão destinados a relacionar volume com a curvatura de Ricci. Para isto, é necessária
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as seguintes definições.

Definição 2.1.12 Sejam M uma variedade Riemanniana completa e γ uma geodésica

parametrizada pelo comprimento de arco, definida no intervalo I. Considere End(γ⊥) o

conjunto de todos os campos de endomorfismos simétricos, ou seja, o conjunto de todas

as aplicações que a cada valor de t ∈ I, associa Ut um operador linear simétrico, definido

em (γ′(t))⊥.

Definição 2.1.13 (Equação e solução de Riccati) Sejam M uma variedade Riemanniana

completa e γ : [0, t0(γ)] → M uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, com

γ(0) = o e γ′(0) = v. Considere U ∈ End(γ⊥), um campo de endomorfismos simétricos,

R := Rv := R( ,γ
′)γ′⊥ ∈ End(γ⊥) e denote por

U ′ + U2 +R = 0

a Equação de Riccati, onde U ′ indica a derivada no sentido de tensores. Será dito que

U ∈ End(γ⊥) é solução da Equação de Riccati, se

∀X ∈ X (γ⊥) : U ′(X) + U2(X) +R(X) = 0.

Teorema 2.1.14 (Equação de Riccati e Jacobi). Sejam γ : [0, t0(γ)] → M uma geodésica

parametrizada pelo comprimento de arco, E1 = γ′ e {E2, . . . , En} uma base ortonormal

para (γ′(0))⊥. Para 2 ≤ i ≤ n, seja Ji o campo de jacobi ao longo de γ, satisfazendo

Ji(0) = 0 e J ′
i(0) = Ei.

Defina o tensor Jt : γ
′(t)⊥ → γ′(t)⊥, ao longo de γ, por

Jt

(
n∑

i=2

αiEi

)
:=

n∑
i=2

αiJi. (2.3)
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Então o endomorfismo J = Jt é solução da equação de Jacobi J ′′ +RJ = 0 e

Ut := J ′
t ◦ J−1

t .

é uma solução simétrica da equação de Riccati.

Prova. Note que, em (0, t0(γ)), expo não possui pontos conjugados. Portanto, {Ji}i=2...n

é uma base para (γ′)⊥, o que resulta em Jt ser invert́ıvel em (0, t0(γ)). A notação J ′
t indica

a derivada tensorial de ordem 1 e J ′
i indica a derivada dos campos de Jacobi.

Observe que

(Jt(Ei))
′ = ∇γ′(Jt(Ei)) = ∇γ′Ji =

D

dt
Ji = J ′

i

e de maneira análoga (Jt(Ei))
′′ = J ′′

i . Assim,

(Jt(Ei))
′′ +Rt ◦ Jt(Ei) = D2

t Ji +R(Ji, γ
′)γ′ = 0.

E como Jt é linear, segue que J = Jt é solução da equação de Jacobi.

Para mostrar que Ut := J ′
t ◦ J−1

t é solução da Equação de Riccati,

U ′
t(Y ) = (Ut(Y ))′ − Ut(Y

′)

= (J ′
t(J

−1
t (Y )))′ − J ′

t(J
−1
t (Y ′))

= J ′′
t (J

−1
t (Y )) + J ′

t((J
−1
t )′(Y )) + J ′

t(J
−1
t (Y ′))− J ′

t(J
−1
t (Y ′))

= −Rt(Jt)(J
−1
t (Y )) + J ′

t((J
−1
t )′(Y )).

Por outro lado,

(J−1
t (Y ))′ = (J−1

t (Jt(J
−1
t ((Y )))))′

= (J−1
t )′(Jt(J

−1
t (Y ))) + J−1

t (J ′
t(J

−1
t (Y ))) + J−1

t (Jt(J
−1
t (Y ))′

o que implica em

(J−1
t )′(Y ) = −J−1

t (J ′
t(J

−1
t (Y ))).

26



Logo,

U ′
t(Y ) = −Rt(Jt)(J

−1
t (Y )) + J ′

t((J
−1
t )′(Y ))

= −Rt(Jt(J
−1
t (Y ))) + J ′

t(−J−1
t (J ′

t(J
−1
t (Y ))))

= −Rt(Y )− U2
t (Y ).

Portanto, Ut é solução da equação de Riccati.

Para garantir a simetria de U são necessárias duas observações:

Observação 2.1.15 Sejam J∗
t e (J ′

t)
∗ os operadores adjuntos dos operadores Jt e (J ′

t),

respectivamente. Então

(J∗
t )

′ = (J ′
t)

∗.

De fato, dados X, Y ∈ (γ′(t))⊥, segue que

⟨(J ′
t)

∗(X), Y ⟩ = ⟨X, J ′
t(Y )⟩

= ⟨X, (Jt(Y ))′ − Jt(Y
′)⟩

= ⟨X, (Jt(Y ))′⟩ − ⟨X, Jt(Y
′)⟩

= ⟨X, (Jt(Y ))′⟩ − ⟨J∗
t (X), Y ′⟩

=
∂

∂t
⟨X, Jt(Y )⟩ − ⟨X ′, Jt(Y )⟩ − ∂

∂t
⟨J∗

t (X), Y ⟩+ ⟨(J∗
t )

′(X), Y ⟩

= −⟨X ′, Jt(Y )⟩+ ⟨(J∗
t (X))′, Y ⟩

= −⟨J∗
t (X

′), Y ⟩+ ⟨(J∗
t (X))′, Y ⟩

= ⟨(J∗
t (X))′ − J∗

t (X
′), Y ⟩

= ⟨(J∗
t )

′(X), Y ⟩,

ou seja, (J∗
t )

′ = (J ′
t)

∗.

Observação 2.1.16 Defina o operador Wt = (J ′
t)

∗ ◦ Jt − J∗
t ◦ J ′

t. Então Wt = 0.
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Para todo campo paralelo Y , ao longo de γ, tem-se que

W ′
t(Y ) = ((J ′

t)
∗ ◦ Jt − J∗

t ◦ J ′
t)

′(Y )

= ((Jt)
∗)′ ◦ Jt − J∗

t ◦ J ′
t)

′(Y )

= (((Jt)
∗)′ ◦ Jt − J∗

t ◦ J ′
t)(Y ))′ − ((Jt)

∗)′ ◦ Jt − J∗
t ◦ J ′

t)(Y
′)

= (((Jt)
∗)′ ◦ Jt)(Y ))′ − (J∗

t ◦ J ′
t)(Y ))′

= ((Jt)
∗)′′(Jt(Y )) + ((Jt)

∗)′(J ′
t(Y ))− (J∗

t )
′(J ′

t(Y ))− J∗
t (J

′′
t (Y ))

= ((Jt)
∗)′′(Jt(Y ))− J∗

t (J
′′
t (Y ))

= −(Rt ◦ Jt)∗(Jt(Y )) + J∗
t (Rt ◦ Jt(Y ))

= −J∗
t (R

∗
t (Jt(Y )) + J∗

t (Rt(Jt(Y )))

= 0.

O que implica em

Wt(Y ) = lim
t→0

Wt(Y ) = lim
t→0

((J ′
t)

∗ ◦ Jt − J∗
t ◦ J ′

t)(Y ) = 0.

Aplicando estas duas observações,

U∗
t − Ut = (J ′

t ◦ J−1
t )∗ − (J ′

t ◦ J−1
t )

= (J−1
t )∗ ◦ (J ′

t)
∗ − (J ′

t ◦ J−1
t )

= (J−1
t )∗[(J ′

t)
∗ − J∗

t (J
′
t ◦ J−1

t )]

= (J−1
t )∗[(J ′

t)
∗Jt − J∗

t J
′
t]J

−1
t

= (J−1
t )∗[Wt]J

−1
t

= 0,

ou seja, Ut é simétrica.

Proposição 2.1.17 Sejam γ : I → M uma geodésica parametrizada pelo comprimento

de arco, U uma solução simétrica da equação Riccati e J um campo de isomorfismos
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satisfazendo J ′ = J ◦ U . Defina u : I → M por

u :=
1

n− 1

∂

∂t
(ln(det(J))).

Então

u =
1

n− 1
tr(U)

e

u′ ≤ −u2 − 1

n− 1
Ric(γ′, γ′).

Prova. Por definição,

u =
1

n− 1

∂

∂t
(ln(det(J)))

=
1

n− 1

1

det(J))
det′|JJ ′

=
1

n− 1

1

det(J))
det(J)tr(J−1J ′)

=
1

n− 1
tr(U).

Como U é solução da equação de Riccati,

u′ =
1

n− 1
(tr(U))′

=
1

n− 1
tr(U ′)

=
1

n− 1
tr(−(U2 +Rt))

= − 1

n− 1
tr(U2)− 1

n− 1
tr(Rt)

≤ − 1

n− 1
tr(U)2 − 1

n− 1
Ric(γ′, γ′)

≤ −u2 − 1

n− 1
Ric(γ′, γ′).

Como mencionado anteriormente, o principal resultado desta seção é a relação entre

o crescimento do volume e a curvatura de Ricci, conforme segue:
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Lema 2.1.18 Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e γ : [0, t0(v)] uma

geodésica parametrizada pelo comprimento de arco, com γ(0) = o e sendo v = γ′(0).

Considere J2(t), . . . , Jn(t) campos de jacobi ao longo de γ, com Ji(0) = 0 e J ′
i(0) = Ei,

onde {E2, . . . , En} é uma base ortonormal de (γ′
v(0))

⊥ e defina

Jv(t) = vol(t)(J2 ∧ . . . ∧ Jn).

Se a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente por 2K(t), K : [0, t0(v)] → R uma

função cont́ınua, então,

ln

(
Jv(t)

1
n−1

ϕ

)
≤ −

∫ r

0

(
1

ϕ(t)

∫ t

0

(ϕ′′(s)− ϕ(s)K(s))ds

)
dt,

onde ϕ : [0, t0(v)) −→ R é uma função satisfazendo ϕ(0), ϕ′(0) = 1 e ϕ(r) > 0, para

r ∈ (0, t0(v)).

Prova. Considere {Ei(t)}i=2,...n um referencial ortonormal de (γ′(t))⊥, formada pelo

transporte paralelo de Ei ao longo de γ. Defina Jt conforme o Teorema 2.1.14, logo

Ut := J ′
t ◦ J−1

t

é uma solução simétrica da equação de Riccati. Deste modo, pela Proposição 2.1.17 temos

que

u :=
1

n− 1

∂

∂t
(ln(det(Jt))).

satisfaz

u′ ≤ −u2 − Ric(γ′).

Por outro lado, pelo Lema 2.1.9, temos que

det(Jt) = det(⟨Ji(t), Jj(t)⟩) = (vol(J2 ∧ . . . ∧ Jn))
2 = (Jv(t))

2.
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Assim,

u =
1

n− 1

∂

∂t
(ln((Jv(t))

2))

= 2
∂

∂t
(ln((Jv(t)

1
n−1 ))).

Defina w = u/2, sendo assim,

w′ + w2 +K ≤ u′

2
+

u2

4
+

1

2
Ric(γ′)

≤ 1

2

(
u′ + u2 +Ric(γ′)

)
,

ou seja,

w′ + w2 +K ≤ 0.

Multiplicando a desigualdade acima por ϕ(t)2 e integrando de 0 para r, temos que

∫ r

0

(ϕ(t)2w′(t) + ϕ(t)2w(t)2 + ϕ(t)2K(t))dt ≤ 0. (2.4)

Segue do Caṕıtulo 1 e 2, da bibliografia [10], que ∂
∂t
Jv(t)

1
n−1 |(0) = 1. Portanto,

lim
r−→0

Jv(r)
1

n−1

ϕ(r)
= lim

r−→0

(Jv(r)
1

n−1 )′

ϕ′(r)
=

1

1
= 1. (2.5)

Por consequência,

lim
r−→0

ϕ(r)2w(r) = lim
r−→0

ϕ(r)

(
ϕ(r)

Jv(t)
1

n−1

)
(Jv(t)

1
n−1 )′ = 0.

Desta maneira,

ϕ(r)2w(r)− ϕ(0)2w(0) =

∫ r

0

∂

∂t
(ϕ(t)2w(t))dt,
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ou seja,

∫ r

0

ϕ(t)2w′(t)dt = ϕ(r)2w(r)−
∫ r

0

2ϕ(t)ϕ′(t)w(t)dt. (2.6)

Aplicando (2.6) em (2.4),

ϕ(r)2w(r) +

∫ s

0

(−2ϕ(t)ϕ′w(t) + ϕ(t)2w(t)2 + ϕ(t)2K(t))dt ≤ 0.

Portanto

ϕ(r)2w(r) ≤ −
∫ r

0

(−2ϕ(t)ϕ′(t)w(t) + ϕ(t)2w(t)2 + ϕ(t)2K(t))dt

≤ −
∫ r

0

(−2ϕ(t)ϕ′(t)w(t) + ϕ(t)2w(t)2 + ϕ′(t)2 − ϕ′(t)2 + ϕ(t)2K(t))dt

≤ −
∫ r

0

(ϕ(t)w(t)− ϕ′(t))2dt+

∫ r

0

(ϕ′(t)2 − ϕ(t)2K(t))dt

≤
∫ r

0

(ϕ′(t)2 − ϕ(t)2K(t))dt.

Note que

ϕ(r)ϕ′(r) =

∫ r

0

∂

∂t
(ϕ(t)ϕ′(t))dt

=

∫ r

0

ϕ′(t)2dt+

∫ r

0

ϕ(t)ϕ′′(t)dt,

isto é,

∫ r

0

ϕ′(t)2dt = ϕ(r)ϕ′(r)−
∫ r

0

ϕ(t)ϕ′′(t)dt,

e assim,

ϕ(r)2w(r) ≤ ϕ(r)ϕ′(r) +

∫ r

0

(−ϕ(t)ϕ′′ − ϕ2(t)K(t))dt.
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Então

w(r) ≤ ϕ′(r)

ϕ(r)
− 1

ϕ(r)

∫ r

0

(ϕ′′(t) + ϕ(t)K(t))dt.

Por outro lado, visto em (2.5) que (J
1

n−1
v /ϕ)(0) = 1, segue que

ln

J
1

n−1
v

ϕ

 (0) = 0.

Então,

ln

J
1

n−1
v

φ

 (r) =

∫ r

0

∂

∂t

ln

J
1

n−1
v (t)

ϕ(t)

 dt

=

∫ r

0

∂

∂t

(
ln

(
J

1
n−1
v (t)

)
− ln (ϕ(t))

)
dt

≤
∫ r

0

(
ϕ′(t)

ϕ(t)
− 1

ϕ(t)

∫ t

0

(ϕ′′(s)− ϕ(s)K(s))ds− ϕ′(t)

ϕ(t)

)
dt

≤ −
∫ r

0

(
1

ϕ(t)

∫ t

0

(ϕ′′(s)− ϕ(s)K(s))ds

)
dt.

O que conclui a prova do lema.

Teorema 2.1.19 Sejam Mn uma variedade Riemanniana completa e K : [0,∞) −→ R

uma função cont́ınua. Se existe o ∈ M tal que

Ricx(v) ≥ 2K(d(x, o)),

∀x ∈ M , ∀v ∈ TxM , então o volume da bola geodésica BR(o) satisfaz

V ol(BR(o)) ≤ wn−1

∫ R

0

ϕ(t)n−1dt,
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onde wn−1 é o volume da (n− 1)−esfera em ToM e ϕ : [0,∞) −→ R é a solução de

ϕ′′(t) +K(t)ϕ(t) = 0

ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1.

Prova. Pelo Teorema 2.1.11, segue que

Vol(BR(o)) =

∫
Sn−1
o

∫ min{R,t0(v)}

0

Jv(t)dtdv.

Por outro lado, utilizando o Lema 2.1.18,

ln

J
1

n−1
v

ϕ

 ≤ −
∫ r

0

1

ϕ2(t)

∫ s

0

(ϕ′′(t) +K(t)ϕ(t))dsdt

≤ 0.

Deste modo,

J
1

n−1
v

ϕ
≤ 1

e consequentemente Jv ≤ ϕn−1.

Então,

Vol(BR(o)) =

∫
Sn−1
o

∫ min{R,t0(v)}

0

Jv(t)dtdv

≤
∫
Sn−1
o

∫ min{R,t0(v)}

0

ϕ(t)n−1dtdv

≤ wn−1

∫ R

0

ϕ(t)n−1dt

2.1.2 Submersão Riemanniana

O objetivo principal desta seção é definir submersão Riemanniana e seus tensores

fundamentais, para posterior aplicação dos teoremas do caṕıtulo 3. Como principal bibli-
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ografia destes assuntos [9].

Sejam (Mn+k, g) e (Bn, g′) variedades Riemannianas. Uma aplicação ϕ : M −→ B é

dita submersão, se ϕ é sobrejetiva, e para todo p ∈ M , dϕp : TpM
n+k −→ Tϕ(p)B

n tem

posto n.

O Teorema da Função Impĺıcita garante que, para todo q ∈ B, a fibra ϕ−1(q) = ϕq é

uma subvariedade de M de dimensão k. Um vetor tangente a alguma fibra ϕq, q ∈ B, é

chamado de vetor vertical da submersão. Além disto, a submersão ϕ diz-se Riemanniana

se, para todo p ∈ M , dϕp : TpM −→ Tϕ(p)B, preserva comprimento de vetores ortogonais

a ϕϕ(p).

Um vetor x ∈ TpM é dito horizontal se ele é ortogonal a fibra. Sendo assim, o

espaço TpM admite a decomposição TpM = (TpM)h ⊕ (TpM)v onde (TpM)h e (TpM)v

indicam os subespaços dos vetores horizontais e verticais, respectivamente. Seja X ∈

X (B), o levantamento horizontal X de X, em p ∈ M , é o campo horizontal definido por

dϕp(X(p)) = X(ϕ(p)).

Proposição 2.1.20 Seja ϕ : (M, g) :−→ (B, g′) uma submersão Riemanniana, e denote

por ∇ e ∇′ a conexão Levi-Civita de M e B, respectivamente. Se X,Y são os levanta-

mentos horizontais de X e Y , tem-se:

a) g(X,Y ) = g′(X, Y ) ◦ ϕ;

b) [X,Y ]h é o levantamento horizontal de [X, Y ];

c) (∇XY )h é o levantamento horizontal de ∇′
XY ;

d) para qualquer vetor vertical V , [X,V ] é vertical.

Prova. O item (a) decorre da definição de submersão Riemanniana. Para mostrar (b),

observe que

dϕ([X,Y ]) = dϕ(XY − Y X)

= dϕ(X)dϕ(Y )− dϕ(Y )dϕ(X)

= XY − Y X

= [X, Y ],
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logo, [X,Y ]h é o levantamento horizontal de [X, Y ].

Já o caso (c), para todo Z ∈ X (Z), sendo Z o levantamento de Z, tem-se

2g(∇XY , Z) = Xg(Y , Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

+ g([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y , Z], X).

Logo, aplicando os itens (a) e (b), segue

2g′(dϕ(∇XY ), Z)) = 2g(∇XY , Z)

= Xg(Y , Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

+ dg([X,Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y , Z], X))

= Xg(Y, Z) + Y g(eZ,X)− Zg(X, Y ))

+ g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X)

= 2g′((∇′
XY ), Z)).

Como a igualdade é verdadeira para qualquer Z, segue que [X,Y ]h é o levantamento

horizontal de [X, Y ].

Por fim, repare que

dϕ([X, V ]) = [dϕ(X), dϕ(V )]′ = [dϕ(X), 0]′ = 0,

onde [, ]′ é o colchete de B, então [X,V ] é vertical.

Por convenção, denote X h(M) e X v(M) para os espaços de campos horizontais e

verticais, respectivamente, e defina as distribuições

V : M −→ X v(M)

p 7−→ (TpM)v.
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e

H : M −→ X h(M)

p 7−→ (TpM)h.

Observação 2.1.21 Sob as hipóteses acima, a distribuição V é integrável.

De fato, dado p ∈ M , segue que a fibra ϕϕ(p) é uma subvariedade de M. Além disso,

p ∈ ϕϕ(p) e

V(i(p)) = dip(Tp(ϕϕ(p))),

onde i : ϕϕ(p) −→ M é a inclusão. Logo, a distribuição V é integrável.

2.1.2.1 Tensores Fundamentais

Seja ϕ : (M, g) :−→ (B, g′) uma submersão Riemanniana. Defina os tensores T e

A, por meio das projeções vertical e horizontal v : X (M) :−→ X v(M), h : X (M) :−→

X h(M), de acordo com as fórmulas:

T (E,F ) = TEF = (∇EvF v)h + (∇EvF h)v

e

A(E,F ) = AEF = (∇EhF v)h + (∇EhF h)v,

para qualquer E,F ∈ X (M), onde ∇ denota a conexão Riemanniana de M .

Note que T e A são, respectivamente, campos de tensores verticais e horizontais, ou

seja,

TEF = ∇EvF, AEF = ∇EhF, E, F ∈ X (M).

Seja p ∈ M , visto que para qualquer u, v ∈ TpM , TEF (p) e AEF (p) não dependem

das escolhas dos campos vetoriais E e F em M , tais que E(p) = u e F (p) = v. Deste
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modo faz sentido considerar os operadores lineares Tu, Au, em TpM definido, por:

Tuv := TEF e Auv := AEF,

onde E,F ∈ X (M) e E(p) = u, F (p) = v.

Proposição 2.1.22 Sejam p ∈ M e u ∈ TpM . Então Tu e Au são operadores antis-

simétricos, em (TpM, gp), e convertem espaços horizontais em verticais e vice-versa.

Prova. Seja p ∈ M , dados quaisquer u, v, w ∈ TpM , E,F,W ∈ X (M), tais que E(p) = u,

F (p) = v e W (p) = w, temos que

g(Tuv, w) = g(TEF,W )

= g((∇EvF v)h + (∇EvF h)v,W )

= g(∇EvF v,W h) + g(∇EvF h,W v)

= Evg(F v,W h)− g(F v,∇EvW h) + Evg(F h,W v)− g(F h,∇EvW v)

= −g(F, (∇EvW h)v)− g((F h,∇EvW v)v)

= −g(F, (∇EvW h)v + (∇EvW v)v)

= −g(F, TEW )

= −g(v, Tuw).

O mesmo ocorre com o operador Au.

Segue da definição que Tu e Au convertem espaços horizontais em verticais, e vice-versa.

A proposição a seguir é uma ferramenta necessária para os demais cálculos resultados

desta seção.

Proposição 2.1.23 Os tensores T e A satisfazem:

a) TEF = TFE, onde E,F ∈ X v(M);

b) AEF = −AFE = 1
2
[E,F ]v, com E,F ∈ X h(M).
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Prova. Como visto anteriormente que a distribuição V é integrável, assim, pelo Teorema

de Frobenius,

[Ev, F v] ∈ X v(M),

logo

(∇EvF v)h = (∇F vEv)h.

Portanto,

TEF = (∇EvF v)h + (∇EvF h)v

= (∇EvF v)h

= (∇F vEv)h

= (∇F vEv)h + (∇F vEh)v

= TFE.

Para a segunda propriedade, item (b), dados quaisquer campos de vetores X, Y ∈

X h(M) e W ∈ X v(M), segue que

g(AXX,W ) = g((∇XhXh)v + (∇XhXv)h,W )

= g(∇XhXh,W )

= g(∇XX,W )

= Xg(X,W )− g(X,∇XW )

= −g(X,∇XW ).

Como [X,W ]h = 0 e g(X,∇XW −∇WX) = g(X, [X,W ]h) = 0, temos, g(X,∇XW ) =

g(X,∇WX). Sendo assim,

g(AXX,W ) = −g(X,∇XW )

= −g(X,∇WX).
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Por outro lado,

Wg(X,X) = g(X,∇WX) + g(∇WX,X)

= 2g(X,∇WX).

Logo,

g(AXX,W ) = −1

2
Wg(X,X) = 0,

pois g(X,X) é constante ao longo das fibras.

Portanto, AXX = 0, consequentemente,

0 = AX+Y (X + Y )

= AX(X) + AX(Y ) + AY (X) + AY (Y )

= AX(Y ) + AY (X),

ou seja, AX(Y ) = −AY (X).

Por fim,

[X, Y ]v = (∇XY −∇YX)v

= (∇XhY h)v − (∇Y hXh)v

= (∇XhY h)v + (∇XhY v)h − ((∇Y hXh)v + (∇Y hXv)h)

= AX(Y )− AY (X)

= 2AX(Y ),

pois [X, Y ]h = 0.

Observação 2.1.24 (Significado geométrico dos invariantes)

a) O tensor A, restrito à X h(M) × X h(M), é nulo se, e somente se, a distribuição

horizontal H é integrável;

b) O tensor T restrita à X v(M)×X v(M) é a segunda forma fundamental das fibras.

De fato, no item (a), dado p ∈ M , pelo Teorema de Frobenius temos que a distribuição

40



H é integrável se, e somente se, para todo E,F ∈ X h(M), tem-se [E,F ] ∈ X h(M).

Utilizando a Proposição 2.3.3,

2AEF = [E,F ]v = 0.

Para o item (b), dado p ∈ M , para todo v ∈ (TpM)v e η ∈ (TpM)h, considerando

V ∈ X v(M) e X ∈ X h(M), tais que V (p) = v e X(p) = η, segue

IIη(v) = Hη

= ⟨B(v, v), η⟩

= ⟨∇V V − (∇V V )v, X⟩

= ⟨(∇V V )h, X⟩

= ⟨TV V,X⟩

= ⟨TV V (p), η⟩.

O campo tensor A é chamado de tensor de integrabilidade da submersão ϕ.

Em particular, se T restrito à X v(M)×Xv(M) é o vetor nulo, significa que qualquer

fibra de ϕ é uma subvariedade totalmente geodésica de M. A afirmação inversa também

é verdadeiro.

Observação 2.1.25 As seguintes equações são consequências diretas da definição de T

e A.

∇UX = TUX + (∇UX)h;

∇XU = (∇XU)v + AXU ;

∇XY = AXY + (∇XY )h;

(∇UX)h = (∇XU)h = AXU

para qualquer X, Y ∈ X h(M), U ∈ X v(M).
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Defina

B : X (M)×X (M)×X (M) −→ R

(E,F,G) 7→ g(AEF,G),

segue que a derivada covariante (tensorial) de B é dada por

∇B(E,F,G,H) = HB(E,F,G)− B(∇HE,F,G)− B(E,∇HF,G)− B(E,F,∇HG)

= Hg(AEF,G)− g(A∇HEF,G)− g(AE(∇HF ), G)− g(AEF,∇HG)

= g(∇H(AEF ), G) + g(AEF,∇EG)− g(A∇HEF,G)− g(AE(∇HF ), G)

− g(AEF,∇HG)

= g(∇H(AEF ), G)− g(A∇HEF,G)− g(AE(∇HF ), G)

= g(∇H(AEF )− A∇HEF − AE(∇HF ), G).

E de maneira análoga, defina

C : X (M)×X (M)×X (M) −→ R

(E,F,G) 7→ g(TEF,G),

por

∇C(E,F,G,H) = g(∇H(TEF )− T∇HEF − TE(∇HF ), G),

e considere:

(∇EA)FH := (∇EA)(F,H) = ∇E(AFH)− A∇EFH − AF (∇EF )

(∇ET )FH := (∇ET )(F,H) = ∇E(TFH)− T∇EFH − TF (∇EH).

2.1.2.2 Curvaturas

Os campos tensoriais A, T e suas derivadas covariantes desempenham um papel fun-

damental papel na expressão das curvaturas de (M, g) e (B, g).
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Para qualquer E,F,G,H ∈ X (M), tem-se

R(E,F,G,H) = g(R(E,F,G), H)

= g(∇F∇EG−∇E∇FG+∇[E,F ]G,H)

Por definição, R∗ é o campo de tensores em X h(M) com valores em X h(M), que

associa a qualquer X, Y, Z ∈ X h(M) e p ∈ M o levantamento horizontal R∗(X, Y, Z) de

R′
ϕ(p)(dϕp(Xp), dϕp(Yp), dϕp(Zp)), sendo R′ o tensor de curvatura Riemanniana de (B, g′).

Ou seja:

dϕp(R
∗(X, Y, Z))(p) = R′(dϕp(X), dϕ(Y ), dϕ(Z)).

Para qualquer X, Y, Z, e H de campo de vetores horizontais, tem-se:

R∗(X, Y, Z,H) = g(R∗(X, Y, Z), H)

= g′(R
′
(dπ(X), dπ(Y ), dπ(Z)), dπ(H))

= R′(dπ(X), dπ(Y ), dπ(Z), dπ(H)) ◦ π.

Proposição 2.1.26 Se X, Y, Z e H são campos de vetores horizontais e W e V campos

de vetores verticais,então:

a) R(X, Y, Z,H) = R∗(X, Y, Z,H)− g((AXZ), AYH) + g(AYZ,AXH) + 2g(AXY ,AZH);

b) R(X, V, Y,W ) = g((∇XT )(V,W ), Y )+g((∇VA)(X, Y ),W )−g(TVX,TWY )+g(AXV ,AYW ).

Prova. Por definição,

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z. (2.7)
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Para o último termo da igualdade acima, utilizando a Proposição 2.1.23, segue

∇[X,Y ]Z = ∇2AXYZ

= (∇2AXYZ)
h + (∇2AXYZ)

v

= 2(∇AXYZ)
h + 2TAXYZ.

Por outro lado, como [AXY, Z]
h = 0, tem-se (∇AXYZ)

h = (∇ZAXY )h, logo

∇[X,Y ]Z = 2(∇ZAXY )h + 2TAXYZ

= 2AZAXY + 2TAXYZ.

Já para a segunda e terceira parcela da equação 2.7, pela Proposição 2.1.20 tem-se

∇YZ = (∇YZ)
h + (∇YZ)

v

= ∇′
dϕ(Y )df(Z) + AYZ.

e consequentemente

∇X∇YZ = ∇X(∇′
df(Y )df(Z) + AYZ + AYZ)

= ∇X∇′
df(Y )df(Z) +∇X(AYZ)

= (∇X∇′
df(Y )df(Z))

h + (∇X∇′
df(Y )df(Z))

v + (∇X(AYZ))
h + (∇X(AYZ))

v

= ∇′
df(X)∇′

df(Y )df(Z) +∇′
df(X)(df(AYZ)) + AX(AYZ) + (∇X(AYZ))

v.

Logo,

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z

= ∇′
df(Y )∇′

df(X)df(Z) + AY∇′
df(X)df(Z) + AY (AXZ) + (∇Y (AXZ))

v

− ∇′
df(X)∇′

df(Y )df(Z)− AX∇′
df(Y )df(Z)− AX(AYZ)− (∇X(AYZ))

v

+ 2AZAXY + 2TAXYZ.
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O que implica em

(R(X, Y )Z)h = ∇′
df(Y )∇′

df(X)df(Z) + AY (AXZ)−∇′
df(X)∇′

df(Y )df(Z)− AX(AYZ)

+ 2AZAXY .

Sendo assim,

R(X, Y, Z,H) = g(R(X, Y )Z,H)

= g((R(X, Y )Z)h, H)

= g(R∗(X, Y )Z + AY (AXZ)− AX(AYZ)− 2AZAXY ,H)

= g(R∗(X, Y )Z,H) + g(AY (AXZ), H)− g(AX(AYZ), H)− 2g(AZAXY ,H).

Por fim, como

g(AY (AXZ), H) = g(∇Y (AXZ), H)

= −g(AXZ,∇YH)

= −g(AXZ,AYH),

segue que

R(X, Y, Z,H) = R∗(X, Y, Z,H)− g((AXZ), AYH) + g(AYZ,AXH) + 2g(AXY ,AZH).

45



Para o item (b), pela Proposição 2.1.23,

g((∇XT )(V,W ), Y ) = g(∇X(TVW )− T∇XVW − TV (∇XW ), Y )

= g(∇X(TVW )− T(∇XV )vW − TV (∇XW ), Y )

= g(∇X(TVW )− TW (∇XV )v − TV (∇XW ), Y )

= g(∇X(∇VW )h −∇W (∇XV )v −∇V (∇XW )v, Y )

= Xg((∇VW )h, Y )− g((∇VW )h,∇XY )

+ g((∇XV )v,∇WY ) + g((∇XW )v,∇V Y ).

De forma análoga,

g((∇VA)(X, Y ),W ) = V g((∇XY )v,W )− g((∇XY )v,∇VW )

+ g((∇V Y )h,∇XW )− g((∇VX)h,∇YW ).

Utilizando o fato de [V, Y ] = [V, Y ]v, tem-se, ∇V Y = ∇Y V , logo

g((∇XT )(V,W ), Y ) + g((∇VA)(X, Y ),W )− g(TVX,TWY ) + g(AXV ,AYW ) =

Xg((∇VW )h, Y ) + V g((∇XY )v,W )− g(∇VW,∇XY ) + g(∇V Y,∇XW )

+g([X, V ]v,∇WY ).

Note que, pela Proposição 2.1.23,

g([X, V ]v,∇WY ) = −g(∇W [X, V ]v, Y )

= −g(TW [X, V ]v, Y )

= −g(T[X,V ]vW,Y )

= −g(∇[X,V ]vW,Y )

= g(W,∇[X,V ]vY ),
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logo,

g((∇XT )(V,W ), Y ) + g((∇VA)(X, Y ),W )− g(TVX,TWY ) + g(AXV ,AYW ) =

Xg((∇VW )h, Y ) + V g((∇XY )v,W )− g(∇VW,∇XY ) + g(∇V Y,∇XW )

g(W,∇[X,V ]vY ).

Por outro lado, como [V, Y ] = [V, Y ]v, segue que

R(X, V, Y,W ) = g(∇V (∇XY ),W )− g(∇X(∇V Y ),W ) + g(∇[X,V ]Y,W )

= V g(∇XY,W )− g(∇XY,∇VW )−Xg(∇V Y,W )

+ g(∇V Y,∇XW ) + g(∇[X,V ]vY,W )

= V g(∇XY,W )− g(∇XY,∇VW ) +Xg(Y,∇VW )

− g(∇V Y,∇XW ) + g(∇[X,V ]vY,W ).

Portanto, pelas equações acima, vale (b).

Seja N um campo vetorial localmente definido por

N =
k∑

j=1

TUj
Ui,

onde {Uj}1≤j≤k, Uj ⊂ X v(M), é um referencial ortonormal localmente de M . Observe

que N = rH, onde H é o vetor curvatura média das fibras.

Seguem algumas propriedades do campo N .

Lema 2.1.27 Para qualquer E ∈ X (M) e X ∈ X h(M), tem-se:

g(∇EN,X) =
k∑

j=1

g((∇ET )(Uj, Uj), X),

onde {Uj}1≤j≤k, Uj ⊂ X v(M), é um referencial ortonormal localmente de M .

47



Prova. Por definição,

k∑
j=1

g((∇ET )(Uj, Uj), X) =
k∑

j=1

g(∇ETUj
Uj − T∇EUj

Uj − TUj
∇EUj, X)

=
k∑

j=1

g(∇ETUj
Uj − (∇(∇EUj)vUj)

h − (∇Uj
(∇EUj)

v)h, X).

Por outro lado, como o colchete de campos verticais é vertical,

[(∇EUj)
v, Uj]

h = 0,

logo

(∇(∇EUj)vUj)
h = (∇Uj

(∇EUj)
v)h.

Sendo assim,

g(−(∇(∇EUj)vUj)
h − (∇Uj

(∇EUj)
v)h, X) = −2g(∇Uj

(∇EUj)
v, X)

= 2g((∇EUj)
v,∇Uj

X)

= 2g(∇EUj, TUj
X),

ou seja,

k∑
j=1

g((∇ET )(Uj, Uj), X) =
k∑

j=1

g(∇ETUj
Uj − T∇EUj

Uj − TUj
∇EUj, X)

=
k∑

j=1

g(∇ETUj
Uj, X) +

k∑
j=1

2g(∇EUj, TUj
X)

= g(∇EN,X) + 2
k∑

j=1

g(∇EUj, TUj
X).

Desta maneira, basta mostrar que

2
k∑

j=1

g(∇EUj, TUj
X) = 0.
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Escrevendo

TUj
X =

k∑
l

g(TUj
X,Ul)Ul,

tem-se

2
k∑

j=1

g(∇EUj, TUj
X) = 2

k∑
j=1

g(∇EUj,

k∑
l

g(TUj
X,Ul)Ul)

= 2
k∑

j=1

k∑
l

g(TUj
X,Ul)g((∇EUj), Ul)

= −2
k∑

j=1

k∑
l

g(X,TUj
Ul)g((∇EUj), Ul)

= = 0.

Com os resultados anteriores, é posśıvel escrever uma relação entre os tensor de Rici

de M e de B.

Proposição 2.1.28 Sejam ρ o tensor de Ricci de M , ρ′ o tensor de Ricci de B. Com

respeito a submersão ϕ, seja {Xi, Uj}1≤i≤n,1≤j≤k um referencial ortonormal local em M ,

com Xi ∈ X h(M) e Uj ∈ X v(M). Então para qualquer X, Y ∈ X h(M), X ′ = dϕ(X) e

Y ′ = dϕ(Y ), é satisfeita a seguinte relação

ρ(X, Y ) = ρ′(X ′, Y ′) ◦ ϕ+
1

2
{g(∇XN, Y ) + g(∇YN,X)} − 2

∑
i

g(AXXi, AYXi)

−
∑
j

g(TUj
X,TUj

, Y )}.

Prova. Por definição,

ρ(X, Y ) =
n∑

i=1

R(X,Xi, Y,Xi) +
k∑

j=1

R(X,Uj, Y, Uj).
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Aplicando a Proposição 2.1.26 e o Lema 2.1.23,

R(X,Xi, Y,Xi) = R(X,Xi, Y,Xi)− 2g(AXXi, AYXi) + g(AXi
Y,AXXi)

− g(AXY,AXi
Xi)

= R̃(dϕ(X), dϕ(Xi), dϕ(Y ), dϕ(Xi))− 3g(AXXi, AYXi)

e

R(X,Uj, Y, Uj) = g((∇XT )(Ui, Ui), Y ) + g((∇Uj
A)(X, Y ), Uj)− g(TUj

X,TUj
Y )

+ g(AYUj, AXUj)

= g(∇XN, Y ) + g((∇Uj
A)(X, Y ), Uj)− g(TUj

X,TUj
Y )

+ g(AYUj, AXUj).
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Por outro lado,

g((∇UA)XY, V ) + g((∇VA)XY, U) = g(∇U((∇XhY h)v + (∇XhY v)h), V )

− g((∇(∇UX)hY
h)v + (∇(∇UX)hY

v)h, V )

− g((∇Xh(∇UY )h)v + (∇Xh(∇UY )v)h, V )

+ g(∇V ((∇XhY h)v + (∇XhY v)h), U)

− g((∇(∇V X)hY
h)v + (∇(∇V X)hY

v)h, U)

− g((∇Xh(∇V Y )h)v + (∇Xh(∇V Y )v)h, U)

= g(∇Y (∇UvV v)h + (∇UvV h)v), X)

− (∇(∇Y U))vV
v)h − (∇(∇Y U)vV

h)v, X)

− (∇Uv(∇Y V ))v)h + (∇Uv(∇Y V )h)v

+ g(∇X((∇UvV v)h + (∇UvV h)v), Y )

− g((∇(∇XU))vV
v)h + (∇(∇XU)vV

h)v), Y )

− g((∇Uv(∇XV )v)h + (∇Uv(∇XV )h)v

= g(∇Y TUV − T∇Y UV − TU∇Y V,X) + g(∇XTUV

− T∇XUV − TU∇XV, Y )

= g((∇Y T )UV,X) + g((∇XT )UV, Y ),

logo

g((∇Uj
A)XY, Uj) + g((∇Uj

A)XY, Uj) = g((∇Y T )Uj
Uj, X)− g((∇XT )Uj

Uj, Y ).

Aplicando o Lema 2.1.27,

g((∇Uj
A)XY, Uj) =

1

2
(g(∇YN,X)− g(∇XN, Y )).
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Observe que,

∑
j

g(AYUj, AXUj) =
∑
j

g(
∑
i

g(AYUj, Xi)Xi,
∑
k

g(AXUj, Xk)Xk)

=
∑
i

∑
j

g(AYUj, Xi)g(AXUj, Xi)

=
∑
i

∑
j

g(Uj, AYXi)g(Uj, AXXi)

=
∑
i

(g(
∑
j

g(AYXiUj)Uj,
∑
k

g(AXXi, Uj)Uk))

=
∑
i

g(AXXi, AYXi).

Com base nos resultados acima,

ρ(X, Y ) = ρ′(X ′, Y ′) ◦ π +
1

2
{g(∇XN, Y ) + g(∇YN,X)} − 2

n∑
i

g(AXXi, AYXi)

−
k∑
j

g(TUj
X,TUj

, Y )}.

2.2 Variedades Riemannianas p−parabólicas

Na literatura, a definição de variedade Riemanniana p−parabólica é apresentada com

relação a diferentes conceitos. No entanto, este trabalho não se detêm em estudar esta

equivalência de relações e para maiores detalhes é indica a referência bibliográfica [1].

Seja M uma variedade Riemanniana completa, o operador p−Laplaciano ∆p em M é

definido por

∆p(u) = div

(
∇u

∥∇u∥2−p

)
, u ∈ C2 (M) .

No caso p = 2, é o operador Laplaciano usual. Denote por ϕ ∈ C∞
0 (M) o conjunto

das funções de classe C∞(M) com suporte compacto. Uma função u ∈ C1(M) é solução

fraca de ∆p(u), se ∫
M

〈
∇u

∥∇u∥2−p ,∇φ

〉
dx = 0, (2.8)
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para todo φ ∈ C0,∞(M). De maneira análoga, v ∈ C1(M) é uma supersolução (sub-

solução) no sentido fraco, se (2.8) ocorre com ”≥”(”≤”) ao invés de ”=”, para todo

φ ∈ C0,∞(M).

Uma variedade Riemanniana completa M é dita p-parabólica, p > 1, se qualquer

supersolução fraca limitada inferiormente é constante.

Uma condição suficiente para uma variedade M ser p−parabólica é o critério de

Holopainen, o qual compara p−parabolicidade com o crescimento do volume de bolas

geodésicas. Tal critério é enunciado a seguir:

Teorema 2.2.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa. Fixado q ∈ M , consi-

deramos V (r) o volume da bola geodésica centrada em q e de raio r. Dado 1 < p < ∞,

se

∫ ∞( r

V (r)

) 1
p−1

dr = ∞

ou

∫ ∞( 1

V ′(r)

) 1
p−1

dr = ∞,

então (M, g) é p−parabólica.

Prova. Ver [7].

A condição acima é uma ferramenta crucial para obter os principais resultados deste

trabalho.

2.3 Resultados de Análise Real

Os próximos resultados são decorrentes de Análise Real, e foram adaptados de resul-

tados já existentes em [6] e [8].

Lema 2.3.1 Sejam f, g ∈ C2([R,∞)), R ≥ 0, tal que

g′′

g
=

f ′′

f
.
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Se existe R0 > R tal que f(R0) > 0 e f ′(R0) > 0, então existe β > 0, tal que

g(R0) < βf(R0) e g′(R0) < βf ′(R0).

Prova. Note que

(g′f − gf ′)′ = g′′f + g′f ′ − (g′f ′ + gf ′′)

= g′′f − gf ′′

= gf(
g′′

g
− f ′′

f
)

= 0,

ou seja, g′f − gf ′ é constante.

Dividindo em dois casos, se g′f − gf ′ ≤ 0, tomamos β > 0 tal que g(R0) < βf(R0),

segue que

g′(R0)f(R0) ≤ g(R0)f
′(R0) < βf(R0)f

′(R0),

implicando em g′(R0) < βf ′(R0).

Já para o caso de g′f − gf ′ ≥ 0, tomamos β > 0 tal que g′(R0) < βf ′(R0), segue que

g(R0)f
′(R0) ≤ g′(R0)f(R0) < βf ′(R0)f(R0),

ou seja, g(R0) < βf(R0), o que conclui a demonstração.

Lema 2.3.2 Sejam f, g ∈ C2([R,∞)), R ≥ 0, tal que

g′′

g
=

f ′′

f
.

Se existe R0 > R tal que f(R0) > g(R0) e f ′(R0) > g′(R0), então f(r) > g(r) para

r > R0.

Prova. Supondo por contradição que exista s > R0 tal que f(s) ≤ g(s). Além disso,
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supondo r0 o menor valor tal que f(r0) = g(r0), temos que f(r) > g(r), para r < r0.

Desta maneira, para r < r0,

f ′′(r) =
f ′′(r)

f(r)
f(r)

=
g′′(r)

g(r)
f(r)

≥ g′′(r)

g(r)
g(r)

= g′′(r).

Assim,

∫ r

R0

f ′′(t)dt ≥
∫ r

R0

g′′(t)dt,

e consequentemente,

f ′(r)− f ′(R0) ≥ g′(r)− g′(R0),

ou seja, f ′(r) ≥ g′(r).

Integrando novamente de R0 até r0, temos

∫ r0

R0

f ′(t)dt ≥
∫ r0

R0

g′(t)dt,

f(r0)− f(R0) ≥ g(r0)− g(R0),

implicando em f(r0) > g(r0). O que gera uma contradição.

Logo, para todo r > R0, f(r) > g(r).

Proposição 2.3.3 Sejam f, g ∈ C2([0,∞)). Se existe R ≥ 0, tal que f(R) > 0 e f ′(R) >

0 e

g′′

g
(r) =

f ′′

f
(r),

para r > R, então existe β > 0 tal que g(r) ≤ βf(r), para r > R.
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Prova. Aplicando o Lema 2.3.1, existe β > 0 tal que

g(R) < βf(R) e g′(R) < βf ′(R).

Defina v(r) := βf(r), para r > R, logo

v′′

v
(r) =

βf ′′

βf
(r) =

g′′

g
(r), g(R) < βf(R) = v(R) e g′(R) < βf ′(R) = v′(R).

Portanto, pelo Lema 2.3.2, g(r) ≤ v(r) = βf(r), para r > R.
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Caṕıtulo 3

Resultados Principais

Neste caṕıtulo serão apresentadas as demonstrações dos Teoremas 1.0.1 e 1.0.2.

3.1 Prova do Teorema 1.0.1

Para dado α, tome δ > 0, tal que δ < α
2
, e defina

Kδ(r) = −δ csch2(r)(−1 + δ sech2(r)− tanh2(r)).

Observe que

lim
r→∞

Kδ(r)

α sech2(r)
=

2δ

α
< 1.

Então, existe rδ > R, tal que para r > rδ temos Kδ(r) ≤ α sech2(r), e consequentemente,

Ricx(v) ≥ Kδ(r(x)), para x ∈ M −Bo(rδ).

Seja

B = inf{Ricx(v);∀x ∈ M −Bo(rδ),∀v ∈ TxM},

57



e considere K : R+ −→ R uma função cont́ınua definida por

K =


B, se r < rδ

f(r), se rδ ≤ r ≤ rδ + 1

Kδ(r), se rδ + 1 ≤ r

,

onde f(r) é uma função cont́ınua com f(r) ≤ Kδ(r), para r ∈ [rδ, rδ + 1].

Pelo Teorema de Existência e Unicidade de E.D.O. de segunda ordem, existe ϕ(r) tal

que

ϕ
′′
(r) +K ϕ(r) = 0

ϕ(0) = 0, ϕ
′
(0) = 1.

Aplicando o Teorema 2.1.19, onde V ol(Bo(r)) é o volume da bola geodésica, segue que

V ol(Bp(r)) ≤ wn−1

∫ r

0

(ϕ(t))n−1dt.

Note que ϕ(r) = tanhδ(r) é solução da equação

ϕ′′(r) +Kδϕ(r) = 0.

Observe que, para r > rδ + 1,

−ϕ′′(r)

ϕ(r)
= Kδ(r) = K(r) = −ϕ

′′
(r)

ϕ(r)
,

e pela Proposição 2.3.3, existe β
1

n−1 > 0 tal que ϕ(r) ≤ β
1

n−1 tanhδ(r), for r > rδ + 1.
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Então, para r > rδ + 1,

V ol(Bp(r)) ≤ wn−1

∫ r

0

ϕ(t)n−1dt

≤ wn−1

(∫ rδ+1

0

ϕ(t)n−1dt+

∫ r

rδ+1

(β
1

n−1 tanhδ(r))n−1dt

)
≤ wn−1

(∫ rδ+1

0

(ϕ(t))n−1dt+

∫ r

rδ+1

βdt

)
≤ wn−1

(∫ rδ+1

0

(ϕ(t))n−1dt+ β(r − (rδ + 1))

)
≤ Cr,

onde C é uma constante positiva.

Desta maneira,

∫ ∞( t

V ol(B(t))

) 1
p−1

dt ≥
∫ ∞( t

Ct

) 1
p−1

dt = ∞,

para todo p > 1. Então, pelo Teorema 2.2.1, M é p−parabólica para todo p > 1.

3.2 Prova do Teorema 1.0.2

Considere

K(r) = hα(r)
1

r2
,

onde

hα(r) =
α(α + 1)rα

rα − 1
.

Defina

B = inf{Ricx(v);∀x ∈ M −Bo(R),∀v ∈ TxM},

e K : R+ −→ R, uma função suave, definida por

K =


B, se r < R

f(r), se R ≤ r ≤ R + 1

K(r), se R + 1 ≤ r

,
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onde f(r) é uma função suave com f(r) ≤ K(r), for r ∈ [R,R + 1].

Note que ϕ(r) = rα+1 − r é solução de

ϕ′′(r) +Kϕ(r) = 0.

Aplicando o Teorema 2.1.19 e a Proposição 2.3.3, existe β
1

n−1 > 0, n a dimensão de

M , tal que, para r > R + 1,

V ol(Bo(r)) ≤ V ol(Bo(R + 1)) + wn−1

∫ r

R+1

(
β

1
n−1 (rα+1 − 1)

)n−1

dt

≤ V ol(Bo(R + 1)) + βwn−1

∫ r

R+1

(rα+1)n−1dt

≤ Cr(α+1)(n−1)+1,

sendo C uma constante positiva.

Assim,

∫ ∞( t

V ol(Bo(t))

) 1
p−1

dt ≥
∫ ∞( t

Ct(α+1)(n−1)+1

) 1
p−1

dt = ∞,

se p ≥ (α + 1)(n− 1) + 1.

Logo, pelo Teorema 2.2.1, M é p−parabólica para todo p ≥ (α + 1)(n− 1) + 1.

Observação 3.2.1 É importante observar que a função hα, na hipótese de curvatura

Ricci do Teorema 1.0.2, admite uma definição ainda mais geral, que será indicada por

hα,ϵ, com constantes positivas α e ε e α + 1 > ϵ, e o que também garante a validade do

resultado, ou seja, se

Ricx(v) ≥ −hα,ε(d(x))

d(x)2
, (3.1)

onde

hα,ε(d) =
α(α + 1)dα − ε(ε− 1)dε

dα − dε
,

para todo x ∈ M\BR(o), todo v ∈ TxM, com ∥v∥ = 1 e para algum R > 0, onde d(x) é a

distância de x até o. Então M é p−parabólica, para qualquer p ≥ (α + 1)(n− 1) + 1.
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Caṕıtulo 4

Variedades p−parabólicas e

Submersões

Segue da Seção 2.1.2 uma relação entre curvatura de Ricci da variedade M e a curva-

tura de Ricci da variedade B. Sendo assim, é posśıvel aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2

no contexto desta submersão.

Mais precisamente, sejaM ser uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo

do grupo de isometrias de M , agindo livremente e propriamente M . Nestas condições, é

obtido um resultado que envolve o decaimento de curvatura de Ricci e o fato de M/G ser

p−parabólica.

Além disso, neste caṕıtulo é apresentado a demonstração do Teorema 1.0.4, juntamente

com uma aplicação para a variedade H2 × R, munido de um grupo a 1−parâmetro de

isometrias de H2 × R.

4.1 Prova Teorema 1.0.4

A prova deste teorema consiste em aplicar os Teoremas 1.0.1 e 1.0.2. Para isto, são

necessárias as ferramentas do Caṕıtulo de Submersões Riemannianas.
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Pela Proposição 2.1.28,

(n− 1)Ric(X) = ρ(X,X)

= ρ′(X ′, X ′) ◦ ϕ+
r

2
{g(∇XH⃗,X) + g(∇XN,X)}

− 2
∑
i

g(AXXi, AXXi)−
∑
j

g(TUj
X,TUj

, X)

= (r − 1)Ric′(X ′) +
r

2
g(∇XH⃗,X)− 2

∑
i

g(AXXi, AXXi)

−
∑
j

g(TUj
X,TUj

, X)},

Portanto,

(r − 1)Ric′(X ′) = (n− 1)Ric(X)− r

2
g(∇XH⃗,X) + 2

∑
i

g(AXXi, AXXi)

+
∑
j

g(TUj
X,TUj

, X).

Desta maneira, no caso de (a), temos

(r − 1)Ric′(X ′) = α sech2(r).

Pelo Teorema 1.0.1, segue queM/G é p−parabólica, e consequentementeM é (G, p)−parabólica,

para todo p > 1.

Para o caso (b), segue de forma análogo, aplicando o Teorema 1.0.2.

4.2 Aplicação para a variedade H2 × R

Considere H2 o plano hiperbólico de curvatura constante −1 e a variedade produto

H2 ×R. Em ambos os casos tratam-se de variedades não p−parabólicas para todo p > 1.

Contudo, temos o seguinte fato.

Proposição 4.2.1 Sejam D2 o modelo do disco de Poincaré de H2, λ > 0 uma constante

62



e Gλ = {φt}t∈R o subgrupo a 1−parâmetro de isometrias de D2 × R dado por

φt(x, y, z) =



 cos(λt) sen(λt)

−sen(λt) cos(λt)


 x

y

, z + t

, (x, y, z) ∈ D2 × R, t ∈ R

 .

Considere a métrica riemanniana no espaço quociente (D2×R)/Gλ tal que a projeção

quociente π : D2 × R → (D2 × R)/Gλ, a saber

π (x, y, z) = Gλ (x, y, z) = {φt (x, y, z) , t ∈ R} , (x, y, z) ∈ D2 × R,

seja uma submersão riemanniana. Então D2 × R é (Gλ, p)−parabólica para todo p > 1 e

para todo λ > 0.

Prova. Observe que a métrica de D2 × R é a métrica produto. Sendo assim, para todo

X, Y ∈ X (D2 × R), conexão é dada pela relação

∇XY = ∇D2

πD2(X)
πD2(Y ) +∇R

πR(X)
πR(Y )

onde πD2 : D2 × R → D2 e πR : D2 × R → R são as projeções naturais.

Considere a parametrização

x : (0,∞)× [0, 2π]× R −→ M

(t, θ, z) 7−→
(
tanh

(
t

2

)
cos(θ), tanh

(
t

2

)
sen(θ), z

)
,

com relação a qual temos os seguintes campos coordenados,

X1 =
∂x

∂r
= g′(t)(cos(θ), sen(θ), 0),

X2 =
∂x

∂θ
= g(t)(− sen(θ), cos(θ), 0),

X3 =
∂x

∂z
= (0, 0, 1).
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Consequentemente,

g11 = 1, g22 = senh2(r), g33 = 1 e g12 = g13 = g23 = 0.

E as conexões não nulas, em relação dos campos coordenados, são

∇X1X2 =
cosh(r)

senh(r)
X2 e ∇X2X2 = − senh(r) cosh(r)X1.

Dado q = (g(r) cos(θ), g(r) sen(θ), z), a órbita que passam por q é dadas por

φp(t) =


 cos(λt) sen(λt)

− sen(λt) cos(λt)


 g(r) cos(θ)

g(r) sen(θ)

, z + t


= (cos(λt)g(r) cos(θ) + sen(λt)g(r) sen(θ),− sen(λt)g(r) cos(θ)

+ cos(λt)g(r) sen(θ), z + t)

= cos(λt)g(r)(cos(θ), sen(θ), 0)− sen(λt)g(r)(− sen(θ), cos(θ), 0) + (0, 0, z + t).

Deste modo, tomando o slice M = D2 × {0}, em t = 0, o vetor tangente a órbita é dado

por Vq(t) = −λX2(r, θ, 0) +X3(r, θ, 0), q ∈ M .

Portanto,

{
E1 = X1, E2 =

1

senh(r)
√

λ2 senh2(r)+1
(X2 + λ senh2(r)X3),

Vp

|Vp| =
−λX2+X3

λ2 senh2(r)+1

}
é uma base ortonormal para Tq(D2×R), com E1 e E2 sendo vetores horizontais, e Vp/|Vp|

um vetor vertical.

Como (D2 × R)/Gλ é bi-dimensional, temos que

Ric(D2×R)/Gλ
(dπq(E1)) = Ric(D2×R)/Gλ

(dπq(E1)).

Conforme a construção feita na demonstração do Teorema 1.0.4, basta mostrar a

relação (a) ou (b) apenas para um dos campos {E1, E2}. Para o caso E1, são necessárias

as seguintes expressões:

i) 2g(∇E1H⃗, E1); ii)
∑
i

|AE1Ei|2; iii)
∑
j

∣∣∣∣T Vp
|Vp|

E1

∣∣∣∣2 .
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Para (i), temos que

2H⃗G = ∇ Vp
|Vp|

Vp

|Vp|

=

(
1

λ2 senh2(r) + 1

)(
λ2∇X2X2 − λ∇X3X2 − λ∇X2X3 +∇X3X3

)
= −

(
λ2 senh(r) cosh(r)

λ2 senh2(r) + 1

)
X1.

Além disso,

g(∇E1H⃗G, E1) = g

(
∇X1

(
−λ2 senh(r) cosh(r)

λ2 senh2(r) + 1
X1

)
, X1

)
= g

(
X1

(
−λ2 senh(r) cosh(r)

λ2 senh2(r) + 1

)
X1, X1

)
− λ2 senh(r) cosh(r)

λ2 senh2(r) + 1
g (∇X1X1, X1)

= −λ2(λ2 senh4(r) + cosh2(r)(1− λ2 senh2(r)) + senh2(r))

(1 + λ2 senh2(r))2
.

Na situação (ii), note que

∑
K

||AX1Ek||2 =
∑
K

|(∇X1Ek)
v|2

= |(∇X1E2)
v|2

=

∣∣∣∣g(∇X1E2,
V

|V |

)
V

|V |

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣ 1

|V |
g(∇X1E2, V )

∣∣∣∣2
=

1

|V |2
|g(E2,∇X1V )|2 .

E sendo

∇X1 (−λX2 +X3)) = ∇X1 (V )

= −λ∇X1X2 +∇X1X3

= −λ
cosh(r)

senh(r)
X2,

65



segue que

∑
K

||AX1Ek||2

=
1

λ2 senh2(r) + 1

∣∣∣∣∣∣g
 1

senh(r)
√

λ2 senh2(r) + 1
(X2 + λ senh2(r)X3),−λ

cosh(r)

senh(r)
X2

∣∣∣∣∣∣
2

=
1

λ2 senh2(r) + 1

1

senh2(r)(λ2 senh2(r) + 1)
λ2 cosh

2(r)

senh2(r)
) senh4(r)

=
λ2 cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2

Por fim, para (iii),

∣∣∣|T V
|V |

X1

∣∣∣2 =
∣∣∣(∇ V

|V |
X1)

v
∣∣∣2

=

∣∣∣∣g(∇ V
|V |

X1,
V

|V |

)
V

|V |

∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣g(X1,∇ V
|V |

V

|V |

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣g (X1, H⃗
)∣∣∣2 .

Assim,

∣∣∣T V
|V |

X1

∣∣∣2 =

∣∣∣∣g(X1,−
(
λ2 senh(r) cosh(r)

λ2 senh2(r) + 1

)
X1

)∣∣∣∣2
=

λ4 senh2(r) cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2

Portanto,

2
∑
K

|AX1Ek|2 +
∣∣∣T V

|V |
X1

∣∣∣2 = 2
λ2 cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2
+

λ4 senh2(r) cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2

= 2
λ2 cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2
+

λ4 senh2(r) cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2

=
2λ2 cosh2(r) + λ4 senh2(r) cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2
.
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Por outro lado,

Ric(X1) =
1

3− 1
(K(X1, X2) +K(X1, X3)) = −1

2
.

Logo,

2Ric(X1)− ⟨∇X1H⃗G, X1⟩+ 2
∑
K

||AX1Ek||2 + |T V
|V |

X1|2

= −1 +
λ2(λ2 senh4(r) + cosh2(r)(1− λ2 senh2(r)) + senh2(r))

(1 + λ2 senh2(r))2

+
2λ2 cosh2(r) + λ4 senh2(r) cosh2(r)

(λ2 senh2(r) + 1)2

=
3λ2 + 2λ2 senh2(r)− 1

(1 + λ2 senh2(r))2
.

Observe que

lim
r−→∞

1

sech2(r)

3λ2 + 2λ2 senh2(r)− 1

(1 + λ2 senh2(r))2
=

2

λ2
,

o que implica em, tomando α = 1
λ2 ,

3λ2 + 2λ2 senh2(r)− 1

(1 + λ2 senh2(r))2
≥ α sech2(r)

para r suficientemente grande.

Logo, pelo Teorema 1.0.4, segue que D2 ×R é (Gλ, p)−parabólica para todo p > 1.

Repare que, para o caso de λ = 0, (D2 × R)/Gλ = D2. Consequentemente (D2 ×

R)/Gλ = D2 é não (Gλ, p)−parabólica para todo p > 1 e λ = 0.
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