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Resumo

A migracao celular desempenha um papel fundamental em diversos processos
biolégicos e, portanto, compreender seu mecanismo e sua dinamica ¢é crucial para
desvendar fendmenos complexos. O movimento celular pode ser tratado por meio
da equagao de Langevin para uma particula browniana movendo-se em um liquido
viscoso. Nesses modelos, a velocidade da célula é uma grandeza fisica bem definida,
passivel de ser medida com o protocolo usual onde velocidade é medida pela razao
entre deslocamento e intervalo de tempo. No entanto, experimentos mostram um
comportamento difusivo para curtos intervalos de tempo, impedindo a defini¢ao
de uma velocidade instantanea, questionando a validade desse modelo. Recente-
mente um modelo anisotropico de migracao que recria essa dinamica foi proposto
ao considerar um vetor de polarizacao, que define uma orientacao preferencial de
migragao ao longo do qual a velocidade instantanea é bem definida, descrita por
uma equacao de Langevin; e uma direcao ortogonal a polarizacdo na qual a célula
descreve um movimento difusivo. A orientacao do vetor polarizagao é uma variavel
adicional do modelo e é continuamente atualizada. Um algoritimo para simular
essa nova dinamica permite que efeitos de interagao nao resolvidos analiticamente,
como exclusao de volume, sejam adicionados. Para isso, foi considerada uma equa-
¢ao da continuidade para a densidade de probabilidade de encontrar a célula em
uma dada posi¢ado sobre um plano e com um dado vetor de polarizagdo. A di-
namica da célula é diferente para as diregoes paralela e ortogonal & polarizagao.
O espacgo plano ¢é considerado como uma rede quadrada. Os resultados mostram
que o algoritmo consegue separar as dinamicas, evitando erros numéricos quando
a difusao é obliqua a rede real. O método proposto é novo e, portanto, nao existe
na literatura. Dessa forma, o objetivo do trabalho é demonstrar sua viabilidade e
suas vantagens quando aplicado nesse tipo de problema.

Palavras-chave: Migracao Celular, Equacao de Langevin, Difusao, Mo-
delo Anisotrépico de Migragcao, Matéria Ativa, Vetor de Polarizacao,
Dinamica Celular, Simulagao, Ornstein-Uhlenbeck, Equacao da Conti-
nuidade
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Abstract

Molecular structure and dynamics of cell migration are fundamental to the
understanding of the complex biological processes, hence, their mechanism and
dynamics are crucial for unraveling complex biological phenomena. Cellular mo-
tion can be described by the Langevin equation for a brownian particle moving in a
viscous liquid. In these models, cell velocity is a well-defined physical quantity, me-
asurable through the standard protocol where velocity is determined by the ratio
between displacement and time interval. However, experiments reveal a diffusive
behavior for short time intervals, hindering the definition of an instantaneous velo-
city and questioning the validity of this model. Recently, an anisotropic migration
model which recreates this dynamic was proposed by considering a polarization
vector, defining a preferred migration orientation along which the instantaneous
velocity is well defined, described by a Langevin equation; and a direction ortho-
gonal to polarization, where the cell undergoes diffusive motion. The orientation
of the polarization vector is an additional variable in the model and is continu-
ouslly updated. An algorithm to simulate this new dynamic allows the inclusion
of interaction, such as volume exclusion, that may not be exactly solvable. Here, a
continuity equation for the probability density of finding the cell at a given position
on a plane, with a given polarization vector was considered. The cell dynamics
differ for directions parallel and orthogonal to polarization. The plane space is
described as a square lattice. Our results demonstrate that the algorithm can
separate the dynamics, avoiding numerical errors when the diffusion is oblique to
the real lattice. This method is new and, therefore, does not exist in the literature.
Thus, the objective is to demonstrate its feasibility and advantages when applied
to this kind of problem.

Keywords: Cell Migration, Langevin Equation, Diffusion, Anisotropic
Migration Model, Active Matter, Polarization Vector, Cellular Dyna-
mics, Simulation, Ornstein-Uhlenbeck, Continuity Equation
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Capitulo 1

Introducao

Os organismos vivos sao formados por células, estruturas bioldgicas funda-
mentais. As células possuem fungoes essenciais na organizacao, funcionamento e
manutencao desses organismos. Dessa forma, as células possuem varios processos
de reprodugao, comunicacao e deslocamento. A reproducao, por exemplo, possibi-
lita a conservacao da linhagem celular; o deslocamento torna possivel a obtencao
e o transporte dos nutrientes essenciais para a célula, assim como no crescimento
de tecidos (em organismos pluricelulares) e na defesa imunolégica; ja a comunica-
¢ao, é de grande importancia na identificacao de corpos estranhos e na cooperacgao
entre as diferentes células (TODA et al., 2019; ZHAO et al| 2017). Uma célula
cancerosa, por exemplo, que migra com dire¢ao fixa, tem a capacidade de pene-
trar tecidos vizinhos e se espalhar para outros 6rgados; processo que resulta em
metastase de forma mais rapida do que a causada por outras células que migram
pouco. Assim, compreender os mecanismos e a dinamica dos processos celulares,
em especial o processo de migracao, é crucial para desvendar fendmenos biol6gicos
complexos e desenvolver potenciais intervengoes terapéuticas (STOSSELL [1990;
MAIURI et al., [2015).

Para estudar o movimento das células eucariéticas, uma possibilidade é
através da microscopia de culturas celulares em placas de Petri, com um meio de

cultura que garanta a sobrevivéncia dessas células. Esse meio tem trés componen-



tes principais: a matriz extra celular (ECM), formada por componentes fibrosos
como a fibronectina e o colageno, que possibilita a adesao das células ao substrato;
suplementos para culturas celulares, ricos em acidos graxos, fatores de crescimento,
aminoacidos e vitaminas que possibilitam a nutricao das células; e antibidticos, que
defendem a cultura celular de bactérias (FREUDENRICH; SHAFER, 2020). Uma
vez que se tenha um meio propicio para a sobrevivéncia das células, pode-se anali-
sar suas trajetorias por meio da microscopia. Nesse caso, utiliza-se uma sequéncia
de fotografias obtidas a cada instante de tempo definido (ordem de segundos ou
minutos). Como as células sdo corpos extensos e maledveis, as trajetérias sao
consideradas pelo movimento do centro geométrico de cada célula. O tamanho

da célula ¢ determinado pela diferenca de luminosidade entre os pizels vizinhos
através de um filtro laplaciano (MEIJERING et al., 2012).

Neste trabalho, foi considerada a migragao de células mesenquimais, ja que
essas sao bastante propensas a se locomoverem e participam, por exemplo, do
desenvolvimento embrionério, do sistema imunologico e da recuperagao de tecidos
lesionados; processos que exigem alta capacidade de locomogao celular (QI et al.
2018; |CUI et al., 2020)). A migragdo mesenquimal é caracterizada pelo surgimento
de uma diregao preferencial de polarizagao do citoesqueleto, favorecendo a criagao
de lamelipédios nessa orientacao . Quando unidos ao substrato pelo
intermédio dos pontos de adesao, os lamelipédios possibilitam o tracionamento
celular para frente. Essa chamada direcao preferencial de migracao representa uma
quebra espontanea de simetria espacial na maioria das vezes, isto é, na auséncia de
estimulos externos; ou seja, as células migram com uma dire¢ao preferencial mesmo

quando nao existem atratores quimicos para isso (RUPRECHT et al., 2015)).

Quando a quebra de simetria ocorre, a célula reorganiza seu citoesqueleto de
actina em uma forma alongada, de modo que passa a apresentar uma dire¢ao pre-
ferencial, chamada de polarizagdo. Isso provoca a criacdo de protrusodes da mem-

brana plasmaética preferencialmente nessa direcao. Como as protusdes apresentam



persisténcia temporal, elas mudam a orientacao em uma escala de tempo tipica do
experimento. Isso acaba fazendo com que a célula se mova de modo direcionado e
intermitente, de tal maneira que em intervalos de tempos suficientemente grandes
observa-se um movimento difusivo. Esse mecanismo origina velocidades instan-
tdneas bem definidas no sentido da polarizacdo. Nas outras dire¢Oes, protrusoes
nao persistentes continuam sendo criadas(CALLAN-JONES; VOITURIEZ], 2016}
THOMAS et al., [2020; FORTUNA et al., [2020).

Para intervalos curtos de observagao, a agao das protrusoes nao persistentes
domina a medida de deslocamento em relagao a protrusao primaria na direcao de
polarizacao. Ou seja, a dindmica observada para pequenos intervalos de tempo
sera majoritariamente difusiva ou browniana. Ja& para intervalos intermediarios de
observacao, o movimento ocasionado pelas protrusoes na dire¢ao da polarizacao é
dominante, resultando num deslocamento persistente e nao difusivo. Finalmente,
a direcao de polarizagao tem um tempo de persisténcia caracteristico para cada
experimento (depende do tipo celular, substrato, meio de cultura, etc.), o que
significa que para intervalos de tempos maiores que o tempo de persisténcia, a
polarizacao da célula muda de dire¢ao e o movimento observado volta a ter carac-
teristicas difusivas (THOMAS et al., 2020; FORTUNA et al., 2020).

Os estudos relacionados a migracao celular vém sendo feitos ha mais de
um século e varios modelos foram utilizados durante esse periodo para tentar
explicar a locomogao das células (ROSS, [1909; FuRTH, |1920; [W.H.C.; 1928). O
processo de Ornstein-Uhlenbeck (UHLENBECK; ORNSTEIN| 1930; |[LEMONS;
GYTHIEL| |1997) pode ser representado através da equagao de Langevin, utilizada
inicialmente como uma explicacao para a dinamica descrita por uma pequena
particula na superficie de um liquido, que difunde de forma persistente devido as
colisoes térmicas com as moléculas do liquido. A equagao de Langevin consiste em
dois termos, um dissipativo, responsavel por dar origem a viscosidade do liquido e

um outro de ruido, que representa as colisdes da particula com o meio. O termo



de ruido é definido matematicamente como uma termo de Wiener (KULASIRI;
VERWOERD, 2002)), um ruido branco e gaussiano; ou seja, a curva de distribuigao
que gera o ruido é uma gaussiana cuja correlacao entre ruidos, é uma delta de

Kronecker.
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Ficura 1.1. Tlustracdo do mecanismo de migracao celular. Adaptado da refe-
réncia (SCHWARTZ, 2013). Passo 1: Polimerizagdo dos monoémeros de actina no
fronte da célula de forma a criar protrusoes de lideranca. Passo 2: Formagao de
focos de adesao que se prendem ao substrato, desmonte de focos de adesao antigos
e quebra dos filamentos de actina na parte de tras da célula. Passo 3: Movimen-
tagdo do corpo celular para frente através da contragao dos filamentos de actina
pertencentes ao citoesqueleto.

Para que o modelo de Langevin pudesse ser aplicado a migracao de células
houve a necessidade de se reinterpretar os termos de dissipacao e de ruido presentes
na equacao. Assim, o termo dissipativo descreve a dificuldade que o citoesqueleto
tem em alterar a sua conformagdo e diregdo (perda de meméria da dindmica) e

o termo de ruido vem da tracao gerada através das contragoes dos lamelipodios



(FaRTH, 1920). Para um sistema de Langevin, a dindmica exibida pelas particulas
é balistica para intervalos curtos de tempo, pois o termo de viscosidade é mais

expressivo quando comparado ao ruido branco gaussiano.

No entanto, em todos os modelos, a caracterizacdo da dinamica dos ca-
minhantes através de séries temporais nao é trivial, uma vez que é dependente
do tempo em que se obtém a posicao dos caminhantes; resultando em comporta-
mentos tanto balisticos como difusivos. Os movimentos difusivos ndao podem ser
analisados apenas pela defini¢ao classica de velocidade instantanea, ja que quando

o intervalo de medicoes tende a zero o resultado diverge.

Quando se consideram células reais, no entanto, é necessario que se leve em
conta o fato de nao serem particulas pontuais, apresentarem um corpo deformavel
e a capacidade de quebrar sua simetria espacial de maneira espontanea. Recentes
andlises (THOMAS et al., [2020) de resultados experimentais de diferentes labora-
térios (TAKAGI et al, 2008; POTDAR et all) 2009; WU et al. 2014; METZNER
et al) 2015) mostraram que as células apresentam regimes migratorios diferentes
do resultado de Fiirth, considerado anteriormente. Para intervalos de tempo inter-
medidarios e longos, os regimes se assemelham aos resultados de Langevin, enquanto
que a dindmica para pequenos intervalos de tempo é completamente difusiva (cuja
velocidade instantdnea nao é bem definida). No entanto, a medida de velocidades
em laboratério sempre implica um intervalo de tempo finito, mas a dependéncia
da escolha de diferentes valores para esse parametro no momento da medida faz

com que diferentes experimentos tenham diferentes resultados.

Para resolver o problema, foi proposto pelo grupo um modelo que busca
juntar as caracteristicas dos modelos de matéria ativa e de Langevin, através da
introducao de uma nova dinamica, anisotropica, com um grau interno de liber-
dade chamado de polarizagdo. Também foi assumido que a velocidade na direcao

paralela a polarizacao é bem definida e obedece a equacdo de Langevin. A parte



difusiva da dinamica do modelo, dominante em relacao ao termo paralelo para
intervalos curtos de tempo entre as medidas, é gerada por um termo de Wiener
na direcdo perpendicular ao eixo de polarizacdo. Dessa forma, os trés regimes de
migragao observados experimentalmente sao recriados. Como para curtos interva-
los de tempo a velocidade instantdnea ainda nao é bem definida, ja que o processo
continua sendo difusivo, foi proposta uma nova maneira de se medir a velocidade

do sistema (de Almeida et al., 2022).

A solucao analitica para esse modelo em termos da densidade de probabili-
dade foi proposta pelo grupo (GIARDINI et al., 2023)), e o resultado condiz com
o que ¢ esperado pelos experimentos citados anteriormente. No entanto, apesar
do modelo resolver o problema ao considerar dinamicas diferentes para as diregoes
paralela e perpendicular, nenhum tipo de interagao (exclusao de volume e adesdo,
por exemplo) é levado em consideracao. Além disso, quando se consideram cené-
rios experimentais de dificil construgao, envolvendo colisoes, geometrias diferentes
ou com caracteristicas dificeis de serem replicadas, a solu¢do numérica pode ser

necessaria para descrever o comportamento dessas células.

Simulac¢oes computacionais resolvem esse problema, sendo possivel incor-
porar diferentes tipos de interacdo e contornar as dificuldades experimentais. No
entanto, métodos tradicionais de simulacao em rede discretas, utilizando diferencas
finitas, ndo conseguem simular de maneira satisfatéria o comportamento difusivo
nas direcoes obliquas a geometria da rede utilizada, e acabam introduzindo uma
difusao artificial nessas dire¢oes. Esse trabalho propoe, portanto, um método com-
putacional novo para simular a evolucao da densidade de probabilidade no espaco
de fases, utilizando uma rede real e redes denominadas virtuais, que possuem dife-
rentes orientagoes em relacao a rede real. Isso permite que a difusao seja realizada
em quantas direcoes forem necessarias, sem introduzir qualquer tipo de artefato

computacional.



Capitulo 2

Modelos Teoricos

2.1 O Modelo de Langevin

Nesse modelo, considera-se uma particula pontual que migra aleatoriamente
e que apresenta persisténcia (LEMONS; GYTHIEL, 1997). Dessa forma, a dife-
renca entre uma particula browniana e uma que se desloca de acordo com o modelo
de Langevin, é a de que as particulas de Langevin sao massivas quando compa-
radas as moléculas do liquido no qual estdao imersas e, portanto, sao suscetiveis
aos efeitos da inércia, resultando na persisténcia do movimento da particula. Ou
ainda, o modelo browniano pode ser visto como o limite da equagdo de Lange-
vin em que as massas dos caminhantes tendem a zero, nao apresentando qualquer
efeito da inércia. Em termos do deslocamento quadratico médio, a dinamica de
particulas brownianas é puramente difusiva, ja a dos caminhantes de Langevin é
balistica para intervalos curtos de tempo e difusiva para tempos longos (REICHL)

2016).

A dindmica de Langevin para uma particula de massa m = 1 é descrita pelo
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conjunto de equagoes

d

_ s 2.1
i 7+ £(t) (2.2)
dt - fy 9 .

onde 7 e U sdo respectivamente a posicao da particula e sua velocidade, v é o
termo de dissipacao e £(t) é um vetor de duas dimensdes com propriedades de
ruido branco gaussiano, cujo valor do desvio padrao parametriza a intensidade do

ruido.

Dessa forma, pode-se definir também o deslocamento quadratico médio

(MSD)
1 T—At

2y
UAT )2 = T — At Ji=o

onde 7' é a duracao do experimento e supoe-se que em ¢t = 0 a particula esteja no

dt|7(t + At) — 7 (), (2.3)

estado estacionario. Para cada intervalo de tempo At, o MSD representa a média
do quadrado do deslocamento sobre todos os pontos da trajetéria estacionaria. No

caso experimental, para intervalos discretos de tempo, define-se como

=

(A7) A Z ti+ At) = 7(t:)* (2.4)

=0

onde N, nesse caso, ¢ o numero de medidas de intervalos At.

Assim, para um movimento com velocidade constante, o MSD é proporcio-
nal a (At)? e para um movimento difusivo, a At. O MSD do modelo empirico de
Fiirth para descrever o comportamento observado na migragao individual de célu-
las, na auséncia de campos quimicos, é igual ao MSD calculado usando a solugao

estacionaria do modelo de Langevin (FuRTH, 1920), isto é,
(A1) ar = 4D [At — P (1 — e 2/P)] | (2.5)

onde D é a coeficiente de difusdo e P é o tempo de persisténcia da particula.

O coeficiente 4, que multiplica a equagao, corresponde a duas vezes o numero
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de graus de liberdade de movimento descritos pela particula; que nesse caso é
solucao de um MSD em duas dimensoes. Aqui, para intervalos grandes de tempo
(At > P) o MSD se torna proporcional a At, ou seja, a particula migra de forma
difusiva, ao contrario do que acontece para intervalos curtos de tempo (At < P)
onde o MSD se torna proporcional a (At)2. Isso significa que a particula migra de
forma balistica quando o intervalo de tempo entre medidas é pequeno. O termo
quadratico é obtido ao fazer a expansao em séries de Taylor do termo exponencial
até a segunda ordem. As duas dindmicas, difusiva e balistica, podem ser observadas
através do grafico Log-Log do MSD de uma simulagao que obedece ao modelo de
Langevin . O intervalo em que as retas do MSD assumem inclina¢do 1 (~ At)
representa o comportamento difusivo das células, quando as inclinagoes equivalem
a 2 (~ At?), as dinAmicas sao balisticas. As medidas reais de MSD podem mostrar

regimes compostos por regimes difusivos e balisticos combinados.

104§ T T T T T T T TTTIT T T T T T TTE
Fo— P=100 »

102
100 .

102 .

MSD(AT)

10-10 Ll Ll Ll Ll

104 1073 102 AT 101 100

F1cUuraA 2.1. Grafico Log-Log do MSD em fung¢ao do intervalo de tempo At para
diferentes parametros de D e P de forma a mostrar os possiveis comportamentos
do sistema. Os pardmetros do grafico foram escolhidos de forma arbitraria para
demonstrar as curvas com coeficientes de inclinagdo 1, que representam regimes
difusivos, e 2 que mostram regimes balisticos (GIARDINTI et al., |2023) .
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Além do MSD, outra medida importante para a caracterizagdo da migracao
celular ¢ a funcao de autocorrelagao das velocidades VACF. Ela é uma funcao
dependente do intervalo de tempo (At) e é definida como a média do produto
escalar das velocidades em tempos separados por At. O propésito desta funcao
é medir o tempo que as velocidades do caminhante permanecem correlacionadas,
ou seja, ¢ um marcador da perda de memoria do sistema a cada passo de tempo.

Isso permite determinar se o sistema atingiu um estado estacionario ou nao.

A VACF é proporcional a derivada segunda do MSD quando o sistema se

encontra no estado estacionario, mas pode ser obtida através da equagao

(50 7+ A0) =+ 360 -+ A1) (26)

=0

Para o modelo de Langevin, a solucao analitica para no estado estacionario

onde (¥)2, ¢ a velocidade estacionaria do sistema.

No entanto, foi observado em experimentos recentes que para intervalos de
tempo muito pequenos ha um desvio do comportamento previsto pela equacao de
Fiirth, sugerindo que as células apresentam um MSD com trés dinamicas distintas;
uma migracao difusiva para At — 0, balistica para valores intermediarios de At e

difusiva para At — oo.
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2.2 0O Modelo de Ornstein-Uhlenbeck Anisotro-
pico

Neste modelo (AOU), considera-se uma particula que possui um grau de
liberdade chamada de polarizagao, dada por um vetor p(t) = (cos(6(t)),sin(6(t))),
justificando a existéncia da quebra espontanea de simetria espacial observada nas
células devido a anisotropia da distribuicao de proteinas responsaveis pelo movi-
mento celular. Define-se também, um vetor unitario ortogonal ao vetor de pola-
rizacao dado por 7(t) = (sin(6(t)), — cos(6(t))) (de Almeida et al., [2022). Aqui, é
considerado que a particula muda sua orientacao de polarizagao em cada passo de

tempo através da equacao
t+AL
B(t + Al) = 6(1) + / B(s)ds (2.8)
t

onde (3(s) é uma variavel de Wiener. A existéncia da polarizagao gera duas dindmi-
cas diferentes para a particula; uma na direcao paralela a orientacao da polarizagao

e outra na direcao perpendicular a essa orientagao.

A dindmica na direcao paralela a polarizacao é dada por uma equagao de

Langevin modificada

e+ a0 = (0= 5a0u+ [ ) G0+ 80) L 29

onde v||(t) é a velocidade da particula paralela a polarizacdo (denominada velo-
cidade paralela) no instante de tempo ¢, v é a constante de dissipacao, §(t) ¢
uma variavel de Wiener (ruido branco gaussiano) nao correlacionado com 3, que
replica 0 mecanismo de propulsao da célula na direcdo do fronte; por ser uma dis-
tribuicao centrada em zero, também promove o movimento na direcdo oposta. A
modificacao em relagao a equacao de Langevin original é a existéncia do produto
(p(t) - p(t + At)), significando que a a velocidade paralela é projetada em uma

nova dire¢do de polarizagao, perdendo um pouco da velocidade em cada projecao.
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Células reais também perdem parte da sua velocidade quando rotacionam, pela

necessidade da reconstrucao do citoesqueleto.

A dindmica na dire¢ao ortogonal a orientacao de polarizacao é dada por um

processo de Wiener
t+At
a@+Aﬂ:a@+[ ¢ (s)ds a(t) (2.10)

onde £, ¢é uma varidvel de Wiener diretamente proporcional a § ({1 = /qf,
por exemplo) e 7A(t) é o vetor unitario ortogonal ao vetor de polarizagao p(t).
Essa flutuagao estocastica na direcdo perpendicular replica o processo da rapida
formacao e desmonte dos filamentos de actina nas partes laterais do corpo da

célula.

De maneira resumida, esse modelo consiste em uma particula com um grau
interno de liberdade representado pela orientacao de polarizacao, que muda de
direcdo em cada instante de tempo (seguindo um processo de Wiener), e com uma
dindmica de migragao assimétrica. Na direcdo ortogonal ao eixo de polarizacao, a
particula segue um processo de Wiener. Na direcao da polarizagao, a dinamica da

particula é regida por uma equacao de Langevin modificada para a velocidade.

A anisotropia presente nesse modelo, permite que se estabeleca dois di-
ferentes deslocamentos em relagdo ao eixo de polarizagao, um paralelo e outro
perpendicular a essa direcao. Em unidades naturais esse deslocamento pode ser

escrito como

AF = plr +8) — pl(r) (2.11)
= Aj + A7, (2.12)

onde Apj ¢ o deslocamento adimensional paralelo ao eixo de polarizacao e Ap; o

perpendicular. Dessa forma, pode-se calcular a velocidade instantanea

Apy+ApL R . Apy
lim ————— = w) (T)p(T) + (151_I>I(1) ——n(T) (2.13)
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Quando Ap, ~ /¢ o limite diverge para infinito; isso ocorre devido ao processo de
Wiener na dire¢ao perpendicular ter natureza sempre difusiva. Na diregao paralela
o comportamento é dado pelo processo de Ornstein-Uhlenbeck, que é balistico para

0 — 0 e, portanto, finito.

Uﬁnal (t)

U|1|n1c1a1

(t+ At)

inicial
v (¢

FiGURA 2.2. Representagao de uma particula que se move de acordo com um
processo de Ornstein-Uhlenbeck, onde v (t) é a velocidade da célula na diregao do
eixo de polarizagao p(cos(6(t)),sin(6(t))) e em cada passo de tempo a velocidade
inicial é projetada em na nova direcdo de polarizagao. Figura obtida de
meida et al., 2022).

Esse modelo é capaz de explicar os trés diferentes regimes observados ex-
perimentalmente, no entanto, ele considera um processo de Ornstein-Uhlenbeck
na direcao de polarizacao com uma distribuicao de velocidade paralela centrada
em zero, o que nao é observado nos experimentos. Células reais mantém uma
atividade de polimerizagao de actina estavel no seu fronte, fazendo com que sua

distribuicao de velocidade seja centrada em um valor positivo ([2.3]).
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Ficura 2.3. Histograma da distribuicao de velocidades na direcao paralela ao
eixo de polarizacao em unidades naturais F'(u,, u)y) (GLARDINI et al., 2023)).

2.3 O Modelo de Ornstein-Uhlenbeck Anisotro-
pico com Bias

De forma a resolver a limitacao do modelo anterior na distribuicao de velo-
cidades, um modelo similar foi proposto, onde um bias foi introduzido (GIARDINI
et al.l 2023). No modelo anterior a dindmica da orienta¢ao da polarizacao variava
de acordo com uma variavel de Wiener com média zero e varidncia 2k (k é uma

constante do modelo), isto é

(B(t) =0 , (B)B()) =2ké(t—t) . (2.14)
A polarizagao introduz no sistema uma assimetria espacial, que permite a particula
expressar dinamicas diferentes para as duas direcoes consideradas. No entanto,
diferentemente do modelo anterior, ao considerar que na dire¢ao paralela a polari-
zagao a particula se mova de acordo com um processo de Ornstein-Uhlenbeck com

bias, tem-se uma mudanca na maneira de escrever a velocidade nessa diregao

oyt -+ Af) = [(1 2t () + [ ”At<su<s>+b>ds] (B(t) - Bt + A1), (2.15)
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onde v ¢ a dissipacao de velocidade, devido a dindmica interna da célula, § ¢é
uma variavel de Wiener com média zero e variancia g e b é a constatante de bias,
responsavel por emular a maior probabilidade da célula se mover para frente na

dire¢ao da polarizacao. Essa é a principal diferenca entre os dois modelos.

AT

F1GURA 2.4. Representacao de uma particula desse modelo, onde o deslocamento
¢ decomposto em duas componentes, Ar| dado pelo processo com bias e Ar’| por
um processo Browniano. As componentes sdo decompostas de acordo com o eixo
de polarizagao p e seu ortogonal 7 (GIARDINT et al., 2023).

O modelo com bias reproduz os resultados observados nos experimentos,
com um comportamento difusivo para curtos intervalos de tempo; balistico para
intervalos intermediarios e novamente difusivo para tempos acima do tempo de
persisténcia. Utilizando unidades naturais os resultados podem ser comparados

diretamente.
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—— k=0.04405 b=1
Analytical Biased MSD
Analytical Unbiased MSD

10* f

MSD(AT)

AT

FicuraA 2.5. Comparagao entre o deslocamento quadrético médio (MSD) obtido
numericamente (pontos), com a solu¢ao analitica obtida para o modelo com bias
(GIARDINI et al., [2023)) (em preto) e o resultado analitico para o modelo sem bias
(em vermelho) (de Almeida et al., 2022).

2.3.1 Funcao Densidade de Probabilidade

Uma vez que esse modelo tem uma média diferente de zero para a velo-
cidade paralela a direcdo de polarizagdo, espera-se que a particula se mova com
maior probabilidade nessa dire¢ao e orientagdo. Dessa forma, diferentemente do
resultado obtido anteriormente (de Almeida et al., [2022) onde a funcao densidade
de probabilidade (PDF) possui pico centrado em zero, que nao é observado nos
experimentos, a PDF esperada para o modelo com bias deve possuir uma forma

diferente.

Assumindo uma varia¢do infinitesimal na PDF, Ap(v(T)) = p(vy(T +
At)) — p(vy(T)) no tempo T' = nAt e expandindo p(v (T + At)) em uma série

de Taylor (desprezando os termos de ordem maior que dois), obtém-se, no limite
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onde At — 0, a equagao diferencial para a PDF conhecida como equagao de

Fokker-Planck

(;;P (U”’T) = [’y—{—k]ai [P ("UH,T) <U|| — 'y—bkkﬂ + g(;jﬂp (UH7T> )

uma possivel solucao estacionéria

ot

v — =2 ’
P(n) = T e —h+k]<g”+’“) , (217

esse resultado implica que no limite estaciondrio, a fun¢ao densidade de probabili-

P(v),t) = 0 é uma funcio gaussiana da forma

dade para as velocidades se torna uma gaussiana centrada em v = ——-. Assim,
a particula tem a maior probabilidade de se mover com essa velocidade na direcao

de polarizagao, como é observado no processo de migracgao celular (GIARDINI et
al., 2023).
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FiGURA 2.6. Histograma da distribuicao de velocidades na direcao paralela ao
eixo de polarizagao em unidades naturais para o modelo com bias, esse comporta-
mento é dependente do tempo entre as medidas e concorda com os experimentos

(GIARDINTI et al., [2023).



Capitulo 3

Método Numeérico

3.1 Problema Computacional

Como discutido no capitulo anterior, a descricio da migracao celular que
apresenta comportamento difusivo em curtos intervalos de tempo nao pode ser
feita por meio de equagoes de Langevin isotropicas; mas pode, no entanto, ser
descrita por equacoes de continuidade que descrevem a evolucao da densidade de

probabilidade de se encontrar as células em uma posi¢ao e com uma determinada
polarizagao (nao isotrépico) (FORTUNA et al., 2020; THOMAS et al., 2022).

Apesar de existir uma solugdo analitica para o modelo de Ornstein-
Uhlenbeck Anisotrépico com bias, proposta por (GIARDINI et al.| [2023), nenhum
tipo de interagao (exclusao de volume e adesao, por exemplo) foi levado em conside-
ragao, pois a inclusao desse tipo de efeito torna o problema mais complexo fazendo
com que a solucao da equacao diferencial nao seja garantida, uma vez que se torna
nao linear. Dessa forma, a capacidade de simular a dindmica da funcao densi-
dade de probabilidade permite nao apenas resolver esse problema, mas também
faz com que seja possivel explorar cenarios mais complexos, de dificil elaboragao
e alto custo; simplificando o processo de aquisi¢do de dados. Outra vantagem da

simulagao, é a capacidade de se isolar efeitos para que seja possivel analisar como

18
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pequenas mudangas podem afetar o sistema como um todo, destacando a origem

de muitos fendmenos que nem sempre sao separaveis em experimentos reais.

Diferentes métodos computacionais sdo tuteis para diferentes aplicacoes.
Uma possibilidade, nesse caso, seria utilizar uma simulagdo em uma rede qua-
drada discreta, e resolver o processo de difusao utilizando a proépria definicao de
um caminhante aleatorio de sair da sua posicao atual para a de um vizinho ou ao
contrario; porém, nesse caso, com a densidade de probabilidade. No caso unidimen-
sional o processo é trivial, o mesmo nao ocorre, no entanto, quando se adicionam
outras dimensoes. Isso porque esse simples algoritimo nao consegue simular de
maneira satisfatoria o comportamento difusivo nas diregoes obliquas aos eixos da

rede, resultando na introducao de uma difusao artificial nessas direc¢oes.

1-p P
N TN
o—o o oo
-2 -1 0 1 2

F1GURA 3.1. Diagrama do processo de caminhada aleatéria unidimensional, nesse
caso p é a probabilidade de transi¢do de um sitio para o outro (HILL, 2020).

Esse problema surge justamente do carater discreto da rede e de se sua
geometria. Sendo causado pela dificuldade na propagacao da funcao quando o
vizinho mais proximo nao é bem definido, espalhando a probabilidade para os vi-
zinhos mesmo em casos puramente advectivos, por exemplo . Nesse
caso, 0 que se observa é uma sucessiva ocorréncia dessa efeito em cada novo passo
temporal, fazendo com que o movimento de um tnico sitio da rede seja espalhado
para quatro outros, produzindo uma espécie de difusdo, consequentemente espa-
lhando a probabilidade. Para os casos de advec¢ao, onde nao se consideraria a

fracdo de probabilidade em cada novo sitio, varias trajetorias seriam observadas
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a cada passo e nao apenas uma como esperado; além disso, a probabilidade nao
seria conservada. No caso onde as fragoes fossem levadas em conta, se observaria
um triangulo cada vez maior em torno da direcao original onde a probabilidade
seria espalhada; para tempos da ordem do tamanho da rede a probabilidade seria

diferente de zero para todos os sitios.

Nos casos onde o movimento das particulas é realizado na direcao dos eixos
da rede (ou pode ser avaliado dessa forma), essa limitacdo nao é um problema, e
a simulagao funciona como o esperado. No entanto, o modelo considerado assume
justamente uma dindmica de polarizagao para a célula, sendo a responsavel pela
definicao de uma direcao preferencial de propagacao nesse eixo. A orientacao de
polarizacao é uma variavel continuamente atualizada a cada passo de tempo, e
implica que a orientacao de propagacao dessa densidade de probabilidades seja

constantemente atualizada, fazendo com que consequentemente isso se torne um

problema.
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FicuraA 3.2. Diagrama do problema observado na adveccao em direcoes obliquas
aos eixos da rede no qual ocorre a dindmica, observa-se que nesse caso a probabi-
lidade em ¢ = 0 (cinza) é espalhada diferentes fragdes para outros sitios em t = 1
(NEGGERS; GRIEWANK], [2021)).
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Para corrigir essa limitacdo do método de diferencas finitas, poder-se-iam
utilizar outros poligonos para compor a rede, mas pelo problema de tiling, redes
regulares s6 podem ser formadas por triangulos, quadrados ou hexagonos. No caso
dos triangulos, menos orientacoes seriam possiveis e no dos hexdagonos o problema
seria em parte resolvido, bastando-se limitar o numero de orientagoes possiveis
para seis. Outra solucao poderia ser considerar um alcance maior na interagao,
utilizando segundos ou terceiros vizinhos; nesse caso o problema seria outro, pois
as distancias corretas entre as vizinhancas com inclinac¢oes diferentes nao sdo man-

tidas e, portanto, o resultado obtido nao seria correto.

Dessa forma, com o objetivo de eliminar esses problemas e possibilitar a
simulagao, esse trabalho propoe um método computacional novo para simular a
evolucao da densidade de probabilidade no espago de fases, utilizando uma rede
real onde a dinamica entre as diferentes orientagoes ocorre e n diferentes redes
virtuais com diferentes orientagoes. Isso permite que a difusao seja realizada em
quantas dire¢oes forem necessarias, sem introduzir efeitos computacionais, uma
vez que nesse método a direcao de propagacao sempre sera alinhada aos eixos da

rede quadrada.

3.2 O Algoritmo de Redes Virtuais

Para contornar o problema das diferencas finitas, onde uma difusao artificial
induzida por erros aparece, o algoritmo proposto ¢ implementado utilizando dois
tipos diferentes de redes quadradas. O primeiro, chamado de rede virtual, onde
a dinamica de difusdo e drift ocorre e o segundo, chamado de rede real, onde as
condic¢oes de contorno sao verificadas e a dinamica das diferentes redes virtuais é
combinada. A cada passo de tempo a probabilidade total é verificada para que
se mantenha constante durante toda a simulacao. Enquanto ha uma tunica rede

real, o nimero de redes virtuais corresponde ao numero de diferentes orientagoes
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que uma rede quadrada pode apresentar. O nimero méximo de redes virtuais,
portanto, passa a depender de recursos computacionais disponiveis e nao mais da

geometria da rede.

‘ Dinamica na rede virtual

T
1
h 4

Difusao em z,y e drift

|

‘ Projecao na rede real

|

‘ Verificagao das condigoes de contorno

1
Y

Dinadmica do p'e do m

FicuraA 3.3. Fluxograma do algoritmo proposto.

A ideia por tras da maneira com que se elaborou o cédigo é permitir que
ele seja facilmente adaptado a outros sistemas. Para isso, optou-se por utilizar
programacao orientada a objeto na linguagem Python, com o auxilio de diversas
bibliotecas, em especial Numpy e Matplotlib. Apesar da vantagem de facil imple-
mentacao desse tipo de rotina, por ser uma linguagem nao compilada, o tempo
para execugao do programa é longo, fazendo com que o c6digo precise ser otimizado
pra uma execucao eficiente. Inicialmente, foram feitas tentativas de paralelizagao
utilizando outros nticleos de processamento; mas pela maneira dindmica com que o
Python faz a alocagdo de meméria para os nucleos a tarefa se torna dificil. Assim,
a maneira escolhida foi adaptar o cdédigo para ser executado em uma unidade de

processamento grafico (GPU).
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FI1GUrRA 3.4. Diagrama ilustrando a rede real (em preto) e redes virtuais com

. . ...m ™ 3T
diferentes orientagoes: 3 (vermelho), 3 (verde) e 3 (azul).

3.2.1 Rotinas

O cbédigo é organizado por meio de rotinas na forma de métodos dentro
de uma classe chamada tissue, com os atributos referentes ao tamanho da rede,
ao numero de orientacoes e diregoes de polarizagao. Por conta desse tipo de im-
plementacao, os processos podem ser ativados e desativados individualmente. A
dindmica ocorre a partir de 11 principais rotinas que serao detalhadas a seguir.
A densidade de probabilidade, aqui chamada P, é sempre uma funcao de qua-
tro variaveis (z,y,0,p), que por conveniéncia, foram omitidas nos casos onde sao

iteradas completamente e sem alteragdo de indice.
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e Drift Paralelo a Polarizagao

O método drift_para_dir é uma maneira otimizada de simular o drift na direcao
paralela a polarizacao introduzindo a dinamica de velocidade, a implementacao se
da através do uso da fungdo numpy.roll que efetua a rolagem nos elementos da
lista, transladando-os no espacgo nas diregoes = e y. O processo € executado em cada
uma das diferentes redes indexadas por sua orientagdo. A quantidade de indices
transladados a cada passo depende da constante de dissipacao v e também de uma
constante chamada py.x, que define a maxima velocidade admitida. Experimentos

sugerem que esse valor é da ordem de p/2 (GIARDINT et al., 2023).

e Difusao Paralela e Perpendicular a Polarizacao

Os métodos diffusion_para_dir e diffusion_perp_dir introduzem o processo
de difusao nas diregoes paralela e perpendicular a polarizagao; cada direcao possui
seu proprio coeficiente de difusao D) e D;. Como essa etapa ¢ executada também
para cada uma das orientagoes e polarizagoes, a funcao utiliza a convolucao com

um kernel 3 x 3 Laplaciano para acelerar o processo.

0] 01 o0 005/ 0
05| —11]05 0|-1]0
001l o0 005/ 0

FiGUurA 3.5. Exemplo dos dois kernels utilizados. Nesse caso, para a difusdo nas
direcoes paralela e perpendicular respectivamente.

Como essa abordagem implica na existéncia de dois métodos para separar

08 processos, isso significa que é necessario garantir que a convolucgao seja feita de
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forma equivalente. Ou seja, quando a segunda rotina foi chamada a convolugao
serd aplicada no array anterior a aplicacao da primeira convolucao; garantindo
que a quantidade de probabilidade retirada de cada sitio da rede seja uma fragao
de toda probabilidade que estava 14 antes de qualquer uma das convolugoes terem

sido aplicadas.

e Difusao Simples

O métodos diffusion introduz o processo de difusao nas direcdes paralela e per-
pendicular a polarizacdo de uma s6 vez, utilizando a definicao classica de um
processo difusivo, como um caminhante aleatorio; nesse caso, um tnico coeficiente

de difusdo D governa o processo nas duas diregoes.

P(z,y) = P(z,y) + ;D [P(x+ 1,y) + P(x,y + 1)+ (3.1)
Pz —1,y)+ P(x,y — 1) — 4P(z,y)] (3.2)

e Aplicacao das condigdes de contorno peridédicas

O método real to_periodic_boundary ¢é utilizado para aplicar as condigoes de
contorno periddicas nas redes virtuais. Esse método é uma parte importante do
c6digo pois ele precisa garantir que as vizinhancas de cada uma das redes virtuais
sejam conservadas na rede real. Para isso, o método inicialmente projeta as redes
virtuais sobre a rede real verificando possiveis redes vazias (preenchidas por zeros)
e por ultimo, aplica as condi¢oes de contorno periddicas dependendo da posi¢ao na
rede e faz a projecao novamente para a rede virtual correspondente. Uma caracte-
ristica importante da rede real é seu tamanho; as redes virtuais sao menores, para
garantir o funcionamento da aplicacao das condi¢oes de contorno em pontos que
poderiam acabar fora da rede; semelhante a um padding adicionado em imagens

rotacionadas.

e Projecdo para a Rede Real/Virtual
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As rotinas to_real lattice e from real lattice permitem efetuar a projecao
da rede virtual para a rede real ou ao contrario (respectivamente); assim como a
rotina anterior, as redes vazias sao desconsideradas e apds isso, cada posi¢ao da
rede é mapeada de acordo com a orientacao da rede virtual em relagao a rede real,

assegurando que o valor transformado se encontre dentro dos limites da rede.

e Difusao Modificada

Essa rotina, percolated_diffusion, implementa a difusdo de outra forma, atra-
vés da interacao entre os primeiros vizinhos da rede em ambas as dire¢oes. Nessa
fungdo, todos os pontos da rede de todas as redes virtuais (orientagoes e polari-
zagoes) sao visitados e fazem parte da simulacdao. Esse método permite explorar
possiveis diferentes mecanismos de difusao, utilizando como nesse caso, uma ex-
ponencial para modelar a maneira com que o sistema recebe e doa probabilidade,
mudando efetivamente o tipo de interagao do sistema (tal como, exclusdo de vo-
lume). A ideia de se utilizar uma exponencial foi pensar nos termos classicos da
difusdo como se fossem uma expansao em séries de Taylor até segunda ordem dessa

funcao. Assim, definem-se quatro quantidades

Py = D[P(z,y) exp (—CyP(z + 1,y)) + P(z,y) exp (=CaP(z — 1,y))] (3.3)
Py, = D [exp(=CaP(2,y))(P(z + 1,y) + P(z — 1,y))] (3.4)
Py = D [P(2,y) exp (—CaP(z,y + 1)) + P(z,y) exp (=CoP(z,y — 1))] (3.5)
Py, = D [exp(=CyP(z,y))(P(z,y + 1) + P(z,y — 1))] (3.6)

que sao as probabilidades de transicao calculadas em cada ponto da rede, referindo-
se as probabilidades de entrada (in) e saida (out) dos sitios da rede. D é a constante
de difusao e, nesse caso, C; é uma constante relacionada ao decaimento do termo
exponencial utilizado. FEssa maneira de introduzir um carater diferente para a

difusao tradicional dispensa a definicio de um potencial de interacao.

e Difusdo na Mudanga de Orientacao
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A rotina diffusion_theta introduz o processo de difusao que ocorre na troca de
orientac¢oes. Nesse processo, é considerado um coeficiente de difusao Dy, que pode
ser diferente dos coeficientes de difusao dos processos que ocorrem em z e y. A

difusdo nesse caso é dada por

P(0,p) = P(0,p) + ;Do [(P(0—1,p)+ P(0+1,p) —2P(0,p)] (3.7)

e Dissipagdo na Mudanca de Orientacao

A rotina polarization_dynamics_dissipation introduz a dindmica de dissipa-
¢ao na mudanca de polarizacao, fazendo com que em cada passo a velocidade em
determinada direcao de polarizacao seja reduzida. Isso acontece pois na dindmica

de Langevin, o médulo da polarizagao é reduzido pelo termo de dissipacao
1 —~ypAt . (3.8)

Além disso, cada projecao da polarizagdo em uma direcao diferente reduz seu moé-
dulo; ou seja, a cada vez que a componente paralela da velocidade é projetada em
uma nova direcao de polarizagao, ela acaba perdendo um pouco de sua velocidade.
Por esse motivo existem duas escalas temporais na perda de memoria do sistema.
A implementagao leva em conta trés possibilidades, nesse caso, n, ¢ o nimero de

polarizacoes disponiveis (0,1,2,...,n, — 1).
1. se p = 0 entao:
P(p) = P(p) +1P(p+1) (3.9)
2. se p =mn, — 1 entao:
P(p) = P(p) —vP(p) (3.10)
3. sep#0epF#n,—1 entao:

P(p) = Pp) +v[Plp+1) - Pp) (3.11)
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e Difusao na Polarizacao

A rotina diffusion_p introduz o processo de difusdo que ocorre na polarizacao.
Nesse processo, ¢ considerado um coeficiente de difusao D,, que pode ser diferente
dos coeficientes de difusao dos processos que ocorrem em x e y. Esse processo
recria a dinamica da variacao de velocidades que é observada; em longos tempos e
em conjunto com os outros processos que atuam em p, faz com que a distribuigcao
de polarizagoes se torne uma gaussiana centrada em p. A difusdo nesse caso é

dada também de forma condicional
1. se p =0 entao:

P(p) = P(p) + 3D, [P(p+1) — P(p) (3.12)

P(p) = P(p) + 5D [P(p — 1) = P(p)] (3.13)
3. sep#0ep#mn,— 1 entao:

P(p) = P(p) + 50, [P0+ 1)+ Plo—1) ~2P()]  (3.14)

e Quebra de Simetria

Essa rotina, symmetry_break, é responsavel por garantir que as flutuacoes internas
da migracao celular possam levar a uma quebra espontanea de simetria. Isso é
introduzido fazendo com que em cada caso onde o médulo da polarizagao chega
a zero, uma fracao de probabilidade C ¢ redistribuida em todas as orientagoes e
com modulo de polarizacao igual a p. Essa dindmica compete com a dissipacao de
polarizacao fazendo com que a densidade de probabilidade evolua por mais tempo
e se estabilize em p # 0; em conjunto com a difusdo na polarizagao, garante que a

velocidade média tenha segundo momento diferente de 0.



Capitulo 4

Resultados e Discussao

O projeto buscou desenvolver um cédigo que possibilite tratar da dinamica
de células biologicas onde a polarizacdo muda constantemente de direcao. Assim
como testar e aplicar esse programa para a evolugao da densidade de probabilidade
para casos simples de migracao de células mesenquimais que apresentam compor-
tamento difusivo em curtos intervalos de tempo e que podem interagir entre si por
diferentes termos. Dessa forma, todas as simulacoes foram realizadas no cluster
do Instituto de Fisica da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. O codigo
foi executado sem paralelizacdo na CPU e cada passo leva aproximadamente 48

minutos para as condigoes utilizadas.

4.1 Simulacées da Migracdo de Célula Unica

Para todas as simulagoes a seguir os parametros utilizados foram os mesmos,
com N = 501, Npo = Ny =12 ¢ § = m. Aqui, ¢ é o tempo na escala da simulacao

e P a probabilidade total no sistema:
° D@ZDH:DL:O,l

L Dp20747 7207117 pmax:47 C=-

29
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FicuraA 4.1. Simulagdo de um processo difusivo simples sem drift, dissipacao em
p, difusdo em 6, p e dindmica de quebra de simetria.

Nesse exemplo, apenas a rotina de difusdo simples (diffusion) e as
rotinas de projegdo e condigoes de contorno periddicas (to_real_lattice,
from_real_lattice e real_to_periodic_boundary) estdo sendo utilizadas;

mesmo que essa dinamica atue apenas nas redes virtuais.
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FicuraA 4.2. Simulacao de um processo de drift com a dindmica de quebra de
simetria, sem difusao em z, y, 6, p e dissipacao em p.

Nesse caso, apenas a dinamica de quebra de simetria e drift é executado.

O que se observa nesse exemplo é justamente a mudanga no modulo de p de uma

fragdo da probabilidade (que em t = 0 é 0) para 0 p = p = p/2 (nesse caso).

Nota-se que nao existe qualquer tipo de difusdo, ja que as rotinas de dissipagao
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e difusdo em p nao sao executadas; assim, nos tempos iniciais, rapidamente uma
grande parte é promovida a p = p e isso diminui ao longo do tempo quando a

fracdo removida se torna pouco significativa.
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F1GURA 4.3. Simulacdo de um processo de drift com a dindmica de quebra de
simetria, difusao e dissipacao em p, sem difusao em x, y e 6.
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Semelhante ao exemplo anterior, mas agora considerando a dindmica com-

pleta do p, com quebra de simetria, dissipagao e difusao.

justamente o comportamento anterior onde inicialmente uma grande parcela é pro-
movida a p = p mas com um processo difusivo ilustrado justamente pela variagao

na cor ao longo da dire¢ao. Observa-se também a influencia da dissipagao, fazendo

O que se observa é

com que o tamanho da “linha” formada seja alongada de forma mais réapida.
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FI1GURA 4.4. Simulacao de um processo difusivo simples com drift, difusao em @,
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Nesse caso, todas as dinamicas estao ligadas e o comportamento descrito
pela densidade de probabilidade é o de um pulso que se propaga e difunde em
todas as diregoes, na figura (d) observa-se que a velocidade do fronte continua
sendo maior e, portanto, eventualmente para tempos muito longos existiria um

equilibrio entre as trocas de probabilidade dos sitios.
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FIGURA 4.5. Simulagdo de um processo difusivo simples de dois pulsos com
orientagoes 7/6 e 2w /3; com drift, difusdo em 6, dissipacdo e difusdo em p e
dindmica de quebra de simetria.
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Assim como no caso anterior, todas as rotinas sdo executadas nesse exemplo,
a diferenca é que aqui dois pulsos com probabilidades iguais sdo propagados nas
orientagoes /6 e 2w /3. Ou seja, nesse caso, a dire¢ao de drift é obliqua aos eixos
da rede real mas paralelo aos de suas respectivas redes virtuais; mesmo assim, a

probabilidade é conservada assim como a vizinhanca.

4.1.1 Distribuicao da polarizacao

Como observado nos exemplos anteriores, verificar o comportamento da
polarizacao com as diferentes dindmicas nao é trivial a partir do comportamento
da distribuicdo de probabilidades na rede real. Assim, torna-se conveniente olhar

para a distribuicao do modulo da polarizacao na forma de um histograma.

Distribuicao da Polarizagdo (t =0) Distribuigdo da Polarizagéo (t=50)
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0.2 0.24

0.0- T T - T T 0.0 ’J

F1GURA 4.6. Distribuicoes da polarizacao para o caso onde apenas a quebra de
simetria e o drift sdo considerados. O eixo vertical é a densidade de probabilidade
com o respectivo p.

Observa-se aqui que a quebra de simetria apenas transporta parte da pro-
babilidade que possuia p = 0 para o p. O tnico parametro que define a velocidade

com que a transicdo ocorre ¢ a fracao C.
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F1GURA 4.7. Distribui¢oes da polarizacao para o caso onde toda a dinamica da
polarizagao e o drift sao considerados. O eixo vertical é a densidade de probabili-
dade com o respectivo p.

Nesse caso, observa-se a quebra de simetria levando parte da probabilidade
para o valor médio n,/2 (nesse caso), e a dindmica de difusdo transformando a
distribuicdo em uma gaussiana. A cauda direita da distribuigdo nao é simétrica,
uma vez que a dissipacdo na polarizacao faz com que exista uma tendéncia maior

a reduzir p, enquanto que a difusao é simétrica nas duas direcoes.
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4.1.2 Deslocamento quadratico médio (MSD)

Uma maneira de caracterizar as dinamicas é através do deslocamento qua-
dratico médio. Isso porque é possivel calcular essa quantidade tanto de maneira
tedrica quanto experimental. Para o caso difusivo em n dimensbes espera-se que

o MSD seja linear no tempo com um coeficiente nD.
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F1GURA 4.8. Deslocamento quadratico médio em Log-Log para a simulacao de
um caso puramente difusivo com D = 0,1 e, portanto, M SD(At) = 0,2t.

Da mesma forma, pode-se calcular para o caso onde todas as dindmicas sao
executadas. No entanto, quando se considera o processo por completo, diversas
constantes utilizadas comegam a interferir nesse resultado; isso porque, a separagao
das dindmicas ¢ uma coisa nova introduzida por esse programa, entao a depen-
déncia que pode existir entre as constantes nao foi explorada o que significa que
os valores podem nao fazer sentido quando comparados a um experimento. Isso

levanta a necessidade de se buscar por diferentes formas de medir quantidades re-
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levantes para esse sistema, quantidades que nao sao acessiveis experimentalmente
ou exatamente soliveis. Mesmo assim, é possivel perceber que existe uma mu-
danca de inclinacdo no MSD em Log-Log. A escala de tempo considerada é a da

simulagao.

—e— Simulacao

102

MSD(At)

101 .

10° 10!
At

F1GURA 4.9. Deslocamento quadratico médio para a simulagao de um processo
difusivo simples com drift, difusao em 6, dissipacao e difusdao em p e dindmica de
quebra de simetria.

4.2 Exclusao de Volume

O método descrito anteriormente (percolated_diffusion), permite explo-
rar diferentes diferentes mecanismos de difusao através de alteragoes feitas direta-
mente na dinamica difusiva das densidades de probabilidade no espaco de fases do
sistema. Isso significa que a mudanga pode ser feita de maneira mais fundamental
do que, por exemplo, através da insercao de um potencial especifico diretamente

na equacao mestra do sistema. Quando se analisa o sistema mais béasico, do ca-
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minhante aleatério em uma dimensao, o que se tem ¢é justamente o caso onde as
probabilidades de transi¢ao nao dependem efetivamente da densidade de probabi-
lidades dos sitios. Isso se da justamente porque nesse caso, se p € (0,1),¢g=1—p
e Sop = 0, com passos unitarios, entao a posicao do caminhante apds n passos é

n

S, = ZX , (4.1)

=1
como X1, X, - -+ X, sao variaveis aleatorias, a posicao esperada apds n passos pode

ser escrita como
E[S,]=E [Z Xi] = ZE [(X;] =nE[Xq] (4.2)
i=1 i=1
como os valores de X; sao igualmente distribuidos,

E[Sa] =n[(W)p+ (=1)g] =nlp—q) (4.3)

Assim, fica claro que quando p = ¢ o valor esperado da posicao do caminhante
depois de n passos é a propria origem, nesse caso 0; um caminhante aleatério
simétrico. No entanto, considerando um caso onde a probabilidade de transicao p
dependesse da probabilidade do préprio sitio de maneira linear, do tipo ¢(1 — p)
por exemplo, observa-se que o resultado obtido seria justamente o mesmo, pois a
caminhada dependeria da mesma forma de uma probabilidade constante e poderia

ser redefinida como o caso original.

Por esse motivo, para tentar incluir a exclusao de volume na equacao, uma
possibilidade é partir desse caso linear e supor que a origem desse termo seja uma
expansao em séries de Taylor. Nesse caso, a expansao de e” pode ser considerada
como a origem do termo para o caso mais simples; sendo portanto, uma expansao

em segunda ordem

o0 1'2 IE3
PNt LA 4.4
¢ %:n! MRS TIET (4.4)



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas Futuras

5.1 Conclusoes

As células sao as unidades fundamentais dos seres vivos, essenciais na or-
ganizacao, funcionamento e manutencao desses organismos. Por esse motivo com-
preender os mecanismos e a dinamica dos processos celulares é extremamente
importante para desvendar e compreender de forma plena fenémenos biolégicos

complexos.

Apesar de diversas teorias para migracao celular existirem, a grande maio-
ria se restringe por explicar apenas determinadas partes daquilo que é observado
experimentalmente. Por esse motivo, foi proposto pelo grupo uma maneira tedrica
que explica justamente os comportamentos observados em curtos, médios e longos
intervalos de tempo ((de Almeida et al. [2022; |(GIARDINI et all 2023)). Esse

modelo é chamado de Ornstein-Uhlenbeck com bias.

Contudo, a existéncia de uma solucao analitica para esse problema nao
significa que, de fato, tudo esteja resolvido. Isso porque essa solu¢do nao leva em
consideracao nenhum tipo de interagao entre as células, uma vez que isso implicaria
em uma nao linearidade na equacao diferencial e, portanto, na falta de garantia

de uma solucao analitica.

40
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Assim, esse trabalho propos uma nova ferramenta capaz de simular feno-
menos diretamente no espaco de fases, através da evolugao temporal da densidade
de probabilidades. Para isso, foi utilizada a ideia de construir varias redes virtuais
com diferentes orientagoes em relagao a uma rede, chamada real, com o objetivo
de eliminar os problemas existentes nessa abordagem oriundos da geometria e do
carater discreto da rede. Esse método permite separar cada uma das dinamicas
e executa-las de forma independente, o que significa que cada efeito pode ser ex-
plorado na auséncia de todos os outros, fazendo com que cendarios experimentais

dificeis ou mesmo impossiveis sejam simulados.

Os resultados obtidos demonstram a viabilidade dessa abordagem e per-
mitem até certo ponto inferir e obter informacoes para sustentar essa hipotese,
como o MSD e a prépria distribuicao das polarizagdes. Como essa abordagem é
nova, outros parametros podem servir como indicadores de como a dindmica estéa

ocorrendo e, portanto, precisam ser explorados

5.2 Perspectivas Futuras

Essa dindmica é bastante geral e pode ser aplicada em outras areas da fisica,
como na difusao e interacao de gases por exemplo; sendo uma possivel alternativa
aos métodos ja existentes. Para isso, e fundamental que se inclua algum tipo de
interagdo no programa como exclusao de volume, adesao e alinhamento. Como a
simulagao é feita diretamente no espacgo de fases, muitos outros tipos podem ser

explorados com certa facilidade.

Além disso, o programa em Python é uma maneira pratica de verificar o
funcionamento e serve como uma prova de conceito, isso porque a implementagao
das rotinas nao é eficiente. Assim, é importante continuar com a implementagao

em CUDA, ou ainda, utilizar outras linguagens de programacao como Julia ou C.
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