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Resumo

Neste trabalho fazemos um breve estudo de Algebras de Operadores, mais especifica-
mente Algebras—C* e Algebras de von Neumann. O objetivo é expor alguns resultados que
seriam os analogos nao-comutativos de teoremas em Teoria da Medida e Teoria Rrgddica.

Inicialmente, enunciamos alguns resultados de Analise Funcional e Teoria Espectral,
muitos destes sendo demonstrados, com énfase especial aos que dizem respeito as dlgebras.
Com isso, dispomos das ferramentas necessérias para falarmos de alguns tépicos da entao
chamada Teoria da Integracao Nao-Comutativa. Uma desigualdade tipo Jensen é provada
e, com o teorema de Radon-Nikodym para funcionais normais positivos, construimos uma
esperanca condicional, provando que esta possui as mesmas propriedades da esperanca
condicional da Teoria das Probabilidades.

Dada a Esperanca Condicional, objeto este que faz parte do cenario atual de pesquisa
na area de Algebra de Operadores e que esta relacionado com resultados fundamentais
tal como o Indice de J ones, passamos a definicao da Entropia de Connes-Stgrmer.

Finalizamos o trabalho analisando esta entropia, que é a versao para as algebras de
von Neumann da entropia Kolmogorov-Sinai em Teoria Ergédica. Provamos algumas pro-
priedades que sao andlogas as do conceito classico de entropia e indicamos uma aplicacao
da mesma.

O texto nao possui resultados originais, trata-se apenas de uma releitura de artigos
usando versoes mais recentes de alguns teoremas.



Abstract

In this work we do a brief study of Operator Algebras, more specificly, C*-Algebras
and von Neumann Algebras. The point is to explain some results that are the non-
commutative analogous of some theorems on Measure Theory and Ergodic Theory.

First, we announce some results of Functional Analysis and Spectral Theory, much of
them are proved. Our attention is in results about algebras. So we have the necessary
tools to discuss some topics of non-Commutative Integration Theory. A Jensen-like in-
equality is proved and, with the Radon-Nikodym theorem for normal positive functionals,
we construct a conditional expectation. We prove that this expectation have the same
properties of conditional expectation of probability theory.

Conditional expectations are objects of the actual research in operator algebras and
this concept it is connected with important results like Jones index. After this we define
the Connes-Stormer entropy.

In the final part of the work we analyse this entropy, which is the von Neumann
algebras’ version of Kolmogorov-Sinai’s entropy from Ergodic Theory. We also prove
some properties that are analogous of the classical concept of entropy and we mention an
application.

The text does not have original results, it is just a review of some articles using younger
versions of some theorems.



Introducao

Em Teoria Ergddica, para resolver o problema da conjugacao, ou equivaléncia, o
conceito de entropia introduzido por Kolmogorov e Sinai foi fundamental. Duas trans-
formacoes mensuraveis p-invariantes 77,75 : X — X de um espago de probabilidade
(X, B, u) sao equivalentes quando existe uma bije¢cao mensuravel (com inversa mensuravel)
¢+ X — X, p-invariante, tal que ¢T7 = Typ. Todas as condigoes sao p-qtp ver [44] ou
[8] para mais detalhes.

Decidir se tal ¢ existe, em geral nao é tarefa facil e, uma alternativa é tentar definir
invariantes numeéricos, ou seja, associar um numero a cada transformagao de forma que
transformacoes associadas a nimeros iguais ou distintos, sejam equivalentes ou nao, res-
pectivamente. De fato, a entropia definida por Kolmogorov desenvolvida juntamente com
Sinai nao ¢ um invariante completo em geral. Existem transformacoes de mesma entropia
que nao sao equivalentes. No entanto, para determinadas classes de transformacoes como
os shifts de Bernoulli, as entropias coincidem se, e somente se, as transformacoes sao
equivalentes.

O objetivo deste trabalho é fornecer uma breve introducao ao estudo das élgebras de
von Neumann expondo os objetos desta teoria que aparecem na definicao da entropia de
Connes-Stgrmer, uma das versoes para Algebra de Operadores da entropia de Kolmogorov-
Sinai de Teoria Ergddica.

De fato, no caso comutativo, a entropia mostrou-se um invariante muito mais forte
que o espectro, por exemplo, resolvendo o problema da nao conjugacao dos shifts (%, %)
e (%, %, %), para os quais o espectro nao nos dizia nada pois eram iguais. No caso nao-
comutativo a primeira aplicagao também é mostrar que os n-shifts, agora definidos no
contexto da algebras de von Neumann, nao sao conjugados.

O texto se divide em trés partes. No primeiro capitulo sao enunciados alguns resul-
tados de andlise Funcional, algebras-C* e algebras de von Neumann que serao usados
posteriormente. Alguns deles sdo demonstrados, mais precisamente os que sao especificos
das algebras.

A maioria dos resultados que, em geral, fazem parte dos cursos de Anélise Funcional e
Teoria Espectral ministrados no Brasil, sao enunciados sem demonstracao, sendo citadas
as referéncias onde podem ser encontradas as provas.

O segundo capitulo é formado por alguns resultados da entao chamada Teoria da
Integracao nao-Comutativa. Provamos uma desigualdade tipo Jensen nesse contexto. E
usamos o teorema de Radon-Nikodym para funcionais positivos normais com o objetivo
de provar a existéncia e a unicidade da esperanca condicional T-invariante de uma algebra



de von Neumann finita 901, de traco fiel normal finito 7, sobre uma sub-algebra 1.

Na primeira sessao do terceiro capitulo citamos a entropia de Kolmogorov-Sinai como
na maioria dos textos sobre o assunto, iniciando com a entropia de uma particao men-
suravel, definida primeiramente por Shanonn, até chegarmos na definicao da entropia de
uma transformacao mensuravel que preserva a medida dada. Logo a seguir definimos
a Entropia de Connes-Stgrmer que, como veremos, ¢ uma generalizacao da entropia de
Kolmogorov-Sinai. Ainda neste capitulo sao feitas analogias com o conceito classico de
entropia. Provamos duas propriedades desta entropia, comuns aquelas da definicao de
entropia de uma particao mensuravel em um espago de probabilidade. De fato, o caso
comutativo é usado para obtermos o caso nao-comutativo.

Por fim, analisamos o que foi feito a respeito da entropia de Connes-Stgrmer, ou-
tras definicoes de entropia e alguns trabalhos que relacionam estas com outros conceitos
importantes no contexto de Algebras de Operadores.

E bom ressaltar que diferentemente de muitas dissertagoes de matematica, nao vamos
nos deter na demonstracao do teorema principal, que aqui seria exibir a demonstracao da
versao nao-comutativa do teorema de Kolmogorov-Sinai feita por Connes e Stgrmer, na
prova de todas as propriedades da nova entropia ou explicitar o calculo da entropia dos
shifts. Nos concentraremos nos pré-requisitos, descrevendo os objetos que aparecem na
definicao.

O texto tem uma grande quantidade de referéncias especificas para as demonstragoes,
de modo que os interessados possam encontra-las mais rapidamente. Em outras palavras,
este trabalho é destinado ao leigos na teoria de Algebras de Operadores.
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Capitulo 1

Anédlise Funcional, Algebras-C* e
Algebras de von Neumann

Definicao 1.1. Uma dlgebra sobre um corpo C é um espacgo vetorial sobre C, equipado
com uma operacao bilinear e associativa

.o AX A— A (a,b) — ab=ab

Esta operacao serd dita a multiplicacao e o elemento ab serd chamado de produto
de a por b.

Observagao 1.1. A menos que se diga o contrdrio, toda a dlgebra citada neste texto serd
uma dlgebra sobre o corpo dos complexos denotado por C.

Definicao 1.2. Uma dlgebra provida de uma norma ||.|| que satisfaz ||abl| < |all|b|l,
sera dita uma dlgebra mormada. Se com esta norma a dalgebra for um espago vetorial
completo, ou seja, um espaco de Banach, entao ela serd chamada de dlgebra de Banach.

Definicao 1.3. Uma dlgebra-C* é uma dlgebra de Banach equipada com uma involugao

(*) que satisfaz:

1. (a+b)*=a*+0b*

2. (Ma)* = Xa* (V) eC)
3. (ab)* = b*a*

4 (@) =a

5. [la”]| = [lall

6. |la*al| = [|a||*

Observacao 1.2. Da ultima igualdade em particular tiramos que se a*a = 0, entao a = 0.

Exemplo 1.1. Seja H um espaco de Hilbert. O conjunto dos operadores limitados B(H),
munido das operagoes usuais € uma dlgebra-C™*, aqui a involucdo € a operacdo de tomar
o adjunto do operador.



Exemplo 1.2. Dizemos que uma funcao f : R — C se anula no infinito quando para

todo € > 0 existe um compacto K C R tal que |f(z)| < € para todo x € R\ K.

O espaco vetorial complexo de todas as funcoes continuas f : R — C que se anulam

no infinito com a norma ||fllec = sup|f(x)| € uma dlgebra-C*, onde a involug¢io € a
zeR

conjugacao complexa tomada ponto a ponto.

Definicao 1.4. Um subconjunto de uma dlgebra-C* 4 que € ele préprio uma
dlgebra-C*, ou seja, que € sub-espago vetorial fechado(em relagdo a topologia da norma)
de Y e algebricamente fechado em relagao ao produto e a involucdo € dito uma sub-
dalgebra-C*.

Definicao 1.5. Um elemento a € i serd dito auto-adjunto quando a = a*.

Exemplo 1.3. O subconjunto dos operadores auto-adjuntos é uma sub-dlgebra-C* de

B(H).

Definicao 1.6. Uma dlgebra-C* € dita unitdria quando possui unidade, ou seja, quando
existe um elemento e na dalgebra-C* tal que xe = ex = x, para todo elemento x da dlgebra.

No exemplo 1.2 temos uma algebra-C* que nao possui unidade. Existem maneiras
de introduzirmos uma unidade numa algebra-C*, por exemplo, identificando-a com uma
sub-algebra-C* de outra unitdria. Para mais detalhes ver [35].

No que se segue, muitas demonstragoes sao feitas para algebras-C* no abstrato, mas
estamos indo em diregao as édlgebras de von Neumann, que sao sub-algebras-C* de B(H)
que contém o operador identidade 1. Desta forma, assumiremos daqui para frente que
nossas algebras-C* sao sub-algebras-C* de B(H) . Isto pode parecer um tanto restritivo,
no entanto, por um resultado chamado construgao GNS, cujo nome cita as iniciais dos
matematicos Gelfand, Naimark e Segal, é sabido que toda algebra-C* pode ser identificada
com uma sub-dlgebra-C* de B(H), para algum espago de Hilbert H. Mais precisamente
temos:

Definicao 1.7. Uma representacao de uma dlgebra-C* 4 em um espaco de Hilbert H
¢ um *-homomorfismo m: U — B(H), isto é,

i) m € linear.

ii) m(ab) = w(a)mw(b)

iii) m(a*) = w(a)*

Teorema 1.1. Se U € uma dlgebra-C*, entao existe uma representacao isométrica m :
U — B(H) em um espaco de Hilbert H.

Prova: [35] teorema 11.5 pg 34.
Notagao: A partir daqui H sempre denotara um espaco de Hilbert sobre o corpo dos
complexos e, a menos que diga o contrario, 4 serd uma sub-algebra-C* de B(H) que
contém o operador identidade 1.



1.1 Topologias de B(H)

Dependendo do espaco topoldgico, precisamos refinar nossa nogao de convergéncia
e nao é mais suficiente considerar apenas seqiiéncias, ou seja, subconjuntos do espaco
topoldgico indexados pelos naturais. Pelo nivel elementar deste trabalho talvez isto nao
fique claro, o leitor pode consultar por exemplo [32], para uma melhor abordagem sobre
este ponto.

Definicao 1.8. Seja X um conjunto. Chamaremos de net um subconjunto de X indezxado
por um conjunto de indices I, tal que I € parcialmente ordenado e, dados quaisquer iy e
19 em I, existe i3 € I tal que iy < i3 e 19 < i3.

Notacgao: (z;)ier

Definigao 1.9. Seja (X, 3) um espago topologico e, (x;)icr um net em X. Diremos que
(x;)ier converge a xy € X quando para qualquer aberto U de [ tal que xo € U, exista ig
€ I tal que x; € U, ¥ 1 > 1.

Notagao: z; — xg ou limx; = x.
K3

Além da topologia da norma, no estudo de Algebra de Operadores muitas outras
topologias sao usadas, definiremos duas destas agora:

Definigao 1.10. A topologia fraca em B(H) ¢é a topologia localmente convexa gerada
pela familia de semi-normas {pn¢ : h,& € H} onde ppe(a) = |[(h,a€)|, ¥V a € B(H).

Uma base de vizinhancas desta topologia é formada pelos conjuntos da forma,
V(CL, hla ) hnaflv "'7£n7 E) = {b € B(H) : |<hla (b - a)§Z>| < 5,\V/1 <i< n}

Definigao 1.11. A topologia forte em B(H) € a topologia localmente convexa gerada
pela familia de semi-normas {p, : h € H} onde py(a) = ||a(h)||,V a € B(H).

Aqui uma base de vizinhancas é dada pelos conjuntos,
V(a,hi,....hn,e) ={b € B(H) : ||(b—a)h]| <e,V1 <i<n}.

Na bibliografia estas topologias sao encontradas, respectivamente, com os nomes de
weak operator topology e strong operator topology. Inspirado nisso, quando um net
de operadores (a;);e; convergir para um operador a na topologia fraca escreveremos
w — lign a; = a; para a topologia forte a notacao sera s — li%n a; = a.

Das definigoes segue que,

i) w—1lima; = a < lim(h,a;(&)) = (h,a(§)) VhE€H
it) s—lima; = a < lim|a;(h) —a(h)]| =0 VheH

10



Seja X um conjunto. Dizemos que uma topologia # em X é mais fraca que outra
' quando todo aberto de 8 também for aberto de (. Isto significa que 3’ contém no
minimo todos os abertos de (3, ou seja, mais fraca é sinonimo de menos abertos.

Ja como sugerem os nomes, a topologia fraca de B(H) é mais fraca do que a topologia
forte, e esta é mais fraca do que a topologia da norma. Ao invés de dizermos que [ é mais
fraca do que 3, poderfamos dizer que 3’ é mais forte que 8. A nomenclatura também
pode ser associada ao fato de que a convergéncia de um net em uma topologia mais forte
obriga a convergéncia na outra topologia. Em nosso caso, se (a;);e; ¢ um net em B(H),
entao:

lim||a; — al[py =0= s —lima; = a = w—limae, = a
7 7 7
Assim, dado um conjunto R C B(H) temos as seguintes inclusoes entre os fechos:
Ell-ll C 7 C Y

onde EH'”, R’ e R" denotam, respectivamente, os fechos de R em relacao as topologias da
norma, forte e fraca em B(H).

Lema 1.1. Seja (a;)icr € B(H) com w —lima; = a, entdo

w—limab= ab e w—limba; = ba,V b e B(H)

Prova :
w—lilirnai:a@ hm(h a;(§)) = (h,a(§)) VY hEeH
= hm(h a;(bn)) = (h,a(bn)) VY h,ne H
= lim(h, (a;b)n) = (h, (ab)n) ¥ h,n € H
& w—hzmaib:ab
e

w — lizm a; =a < 11m<h a;(&)) = (h,a(&)) Vh&eH
= lim(b*(n), a;(€)) = (" (n), al€)) ¥V, &€ H

= lim(y, (ba;)(€)) = (0, (ba)(€)) V&€ H
& w—lizmbai:ba O

Definigdo 1.12. Seja R um subconjunto de B(H), denotaremos por R o conjunto de
todos os operadores de B(H) que comutam com cada operador de R, ou seja,

R ={ae B(H):ab=b.aVbeR}

11



Observacgao 1.3. R C R". De fato,
ceER=chb=0bc, VbeR =ceR’

Este mesmo raciocinio prova as sequintes inclusoes:

RCR CR™C..CR® C ..
R CR"CRWC. cR®DC. . (1.2)

Defini¢ao 1.13. Dizemos que um subconjunto R C B(H) é auto-adjunto, denotando
R* = R, quando ele for invariante pela involucdo, em outras palavras, se a € R entao
a* € R.

Proposicao 1.1. Dada uma dlgebra-C* 4 C B(H), Y ¢ uma dlgebra-C* fracamente
fechada.

Prova : E evidente que Y é subespaco vetorial auto-adjunto de B (H) que contém o
operador 1. Seja (b,)nen C U tal que lim ||b, — b||pzry = 0. Denotando ||| gz simples-

mente por ||.||, a desigualdade

[bna — bal| = [[(bn = b)all < [[bn — bl[||all
garante que lim b,a = ba (topologia da norma de B(H)) e, outra desigualdade totalmente
andloga, nos dé limab, = ab, para todo a € B(H). Sendo assim, para qualquer a € 4l
como (by,)nen C i, segue que ab = lim ab,, = lim b,a = ba. Isso prova que é um espaco de

Banach. Para concluirmos que é uma algebra-C* basta verificar que 4 é algebricamente
fechado em relacdo ao produto. De fato, dados b e ¢ em i para qualquer a € {l temos
que ab = ba e ac = ca, entao:

a(bc) = (ab)e = (ba)e = b(ac) = b(ca) = (be)a

A prova de que U é fracamente fechado segue do lema 1.1 pois, para um net (b;);e; C 8
tal que w — limb; = b o lema assegura que:

ab=w—limab; =w —limba=ba Vaeci
provando que b € Y, ou seja, a = ', concluindo a demonstracao. O

De fato 4 é fechada em vérias outras topologias localmente convexas, inclusive na
topologia forte. Ver [6] pg 71, por exemplo.

A proposicao 1.1 prova, em particular, que se i é uma algebra-C* entdo Y = (')
também o é, e esta ultima tem a propriedade adicional de ser fracamente fechada. Da
mesma forma U, U@ ®)  sio dlgebras-C* fracamente fechadas. Agora podemos
definir um dos principais objetos deste trabalho, lembrando sempre que nossas algebras-
C* continuam sendo sub-algebras-C* de B(H) contendo o operador identidade 1.

12



Definicao 1.14. Uma dlgebra-C* 9 C B(H) é dita uma dlgebra de von Neumann
quando M = 9N, isto é, quando for fechada na topologia forte de B(H).

Exemplo 1.4. B(H).

Exemplo 1.5. Qualquer sub-dlgebra-C* de dimensao finita em B(H) que contenha o
operador 1. E bom lembrar que ndo estamos assumindo que dim(H) < oo.

Exemplo 1.6. Se (X, p) € um espago de probabilidade entio L=(X, ) C B(L*(X, p)) €
uma dlgebra de von Neumann. Aqui, a a¢io do L>®(X, ) sobre L*(X, u) se dd através da
multiplicacao ponto a ponto. E importante notar que neste exemplo a dalgebra é comutativa.

Agora estamos prontos para enunciar o principal teorema da Algebra de Operadores,
este foi provado por von Neumann em 1929.

Teorema 1.2. (Duplo Comutante) o
Dada M C B(H) € uma dlgebra-C* entdo M = IM".

Prova : [23] pg 54.

O corolério a seguir nos d& outras possibilidades para a definicao de algebra de von
Neumann.

Corolario 1.1. Sao equivalentes:
(i) M € uma dlgebra de von Neumann.
(ii) M = M"
(iii) M = M
Prova : O teorema 1.2 garante que (i) < (ii). Agora, como 9 C M e M C M, se
M é uma algebra de von Neumann, temos:
MM =0 CM =
KR aoW F=s? L —w
M CM =M CM =
M =M =m =m°
Onde a ultima implicagao ¢ conseqiiéncia da proposi¢ao 1.1. Reciprocamente, segue
que se M = 9, entdo das inclusdes M C M C M segue que (447) implica (7). O

Corolario 1.2. Se M é uma dlgebra-C* entdo MM ¢ uma dlgebra de von Neumann.
Este ultimo corolario implica que as contengoes 1.1 e 1.2 para o caso de R ser uma

algebra de von Neumann transformam-se todas em igualdades, ou seja, se 91 é uma
algebra de von Neumann entao:



Definicao 1.15. O centro de uma dlgebra de von Neumann 9 € o conjunto:
cOM) =mnot’

Definicao 1.16. Quando o centro de uma dlgebra de von Neumann for trivial, isto €,
¢(M) = C1, entao a dlgebra serd dita um fator.

Exemplo 1.7. B(H) é um fator.

Prova : E uma consequiéncia de um resultado geral de dlgebra chamado Lema de
Schur. Uma prova que é uma versao particular deste lema para operadores limitados em
espagos de Hilbert pode ser encontrada na pagina 355 de [24].

Falaremos mais dos fatores na segao de teoria da dimensao, porém é bom ressaltar
que este tipo de algebra de von Neumann tem um papel fundamental na teoria pois toda
algebra de von Neumann é decomposta em uma soma direta de fatores, nos dizendo que
de certo modo as algebras de von Neumann podem ser entendidas a partir dos os fatores,
para os teoremas sobre este ponto pode-se consultar [42].

Apenas para salientar a importancia que os fatores tém nao sé para a teoria das
Algebras de Operadores bem como para a matematica no geral, a Medalha Fields de 1982
foi concedida a Alain Connes pela classificacao de alguns fatores. Uma breve exposicao
histérica pode ser encontrada na introducao de [23].
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1.2 Positividade e o Teorema Espectral

Notacgao: A partir daqui 9t sempre denotard uma algebra de von Neumann contida
em B(H).

Definicao 1.17. Dado a € M, o resolvente de a ¢ o conjunto
pla) ={\ € C: X\ —a é inversivel}
O espectro de a é o conjunto o(a) = C\ p(a).

Lembramos que um elemento b € 91 é inversivel quando existe um elemento de 90,
denotado por b71, tal que bb—! = 1.

Teorema 1.3. Dado a € MM temos que o(a) é um conjunto compacto nao vazio.
Prova : [35] teorema 3.9 pg 10.

Teorema 1.4. Se a € M € auto-adjunto, entio o(a) C R.
Prova : [35] Proposi¢ao 7.10 pg 22 ou [34] teorema VI.8 pg 194.

Definicao 1.18. O raio espectral de um elemento a € M ¢é definido por:

r(a) = sup |\
Aeo(a)

Note que pelo teorema 1.3, r(a) é um nimero real.
Teorema 1.5. Seja a € M um elemento auto-adjunto, entao r(a) = ||a|.
Prova : [35] proposigao 7.11 pg 23 ou [34] teorema VI.6 pg 192.

Definicao 1.19. Um elemento a € M serd dito positivo quando for auto-adjunto e
o(a) C [0, +00).

Notacao: Escreveremos a > 0 para indicar que a é positivo.

Observacgao 1.4. FEsta definicao de positivo € equivalente a defini¢cao usual encontrada em
textos de andlise funcional, isto €, a é positivo se, e somente se, (h,a(h)) >0,V h € H.

Prova : [6] pg 38.
Notagao: Denotaremos por W*(a) a élgebra de von Neumann gerada por a, isto é,
a menor algebra de von Neumann de B(H) que contém a.

Notacgao: Seja X um espago topoldgico compacto. Denotaremos por C'(X) o espago
das fungoes continuas de X em C, provido da norma || f||.. = sup |f(z)].
zeX
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Teorema 1.6. (Stone-Weierstrass) Seja X um espago Hausdorff compacto. Se U é
uma sub-dlgebra auto-adjunta de C(X) contendo as constantes e separando pontos em X,
entao U € densa em C(X).

Prova : [32] pg 146.

Lembramos que um conjunto £ C C'(X) separa pontos em X quando, dados quais-
quer x e y em X, existir uma f € F tal que f(z) # f(y). Note que aqui ndo estamos
exigindo que a sub-algebra seja da Banach. Quando X for um compacto da reta, o
conjunto do polinomios é uma &algebra auto-adjunta contida em C(X), ela contém os
polinémios constantes e, tomando o polindémio identidade P(z) = z temos que ela separa
pontos de X. Isso mostra que o conjunto dos polinémios é denso em C(X). Na maioria
das vezes, o compacto X serd o espectro de um operador auto-adjunto limitado.

Notagao: Seja S um boreliano contido em R. Denotaremos por 84(S) o conjunto
das funcgoes limitadas e mensuraveis em relacao a o-algebra de borel de S.

Teorema 1.7. (Teorema espectral, Cdlculo Funcional)
Seja a € B(H) auto-adjunto. Existe um *~homomorfismo ®, : Bo(o(a)) — B(H), tal
que: (escreveremos f(a) ao invés de ®,(f))

(i) f(do@) =a e f(1)=1

(i) | f (@)l < [ flloo, ¥ f € Bo(o(a))

(iii) [[f (@)l = I fllee, ¥ f € Clo(a))

(iv) Se f € Bo(o(a)) e f >0 entao f(a) >0

(v) Seb € B(H) e ab=ba entio f(a)b="bf(a), ¥V f € Bo(o(a))

(vi) Se f, € uma seqiiencia limitada em Bo(o(a)) que converge pontualmente a

f € Bo(o(a)) entio f(a) = s — ligbn fula)

(vii) o(f(a)) = f(o(a)), V f € Clo(a))

Prova: [4] teoremas 23.38 pgs 1122 ou, de maneira mais direta, [26] teorema 2.5.5 e
2.5.6 pgs 69 e 72, respectivamente.

Observagao 1.5. Do item (vi) e do teorema de Stone-Weierstrass tiramos que

fla) e W(a), V [ € C(o(a)).

De fato, como toda f € C(o(a)) é limite uniforme de polinomios em o(a) e, cada
polinémio em o(a) é transformado em uma combinagao linear de poténcias de a pela ®,,
que portanto pertence a W*(a), do item (vi) e do fato de W*(a) ser fechado em relagao
a topologia forte temos que f(a) € W*(a). O
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Definicao 1.20. Dizemos que p € M é uma projecao quando p = p*> = p*.

Podemos extrair mais do teorema 1.7, se ab = ba, entdo o item (v) em particu-
lar garante que para toda fungdo f € C(o(a)) vale f(a)b = bf(a). Disso, conforme a
proposicao abaixo, segue que uma algebra de von Neumann ¢é sempre rica em projetores.

Notagao: Dado um conjunto S C R, denotaremos por yg a sua fungao caracteristica.

Proposicao 1.2. Seja a € M, auto-adjunto, entao:
fla)p=0bf(a), Vf € C(o(a)) < xs(a)b=0bxs(a), V S boreliano de o(a).

Prova : [26] teorema 2.5.5 pg 69.

A existéncia de projecoes em uma algebra de von Neumann deve-se ao seguinte fato:

Dado b € (W*(a))" j4 sabemos que como ab = ba entao f(a)b = bf(a), Vf € C(c(a)) e,
pela proposigao acima, vale xs(a)b = bxs(a), ¥ S boreliano de o(a). Como b é arbitrario,
provamos que xs(a) € (W*(a))” = W*(a), ¥ S boreliano de o(a).

E claro que ®,(ys) = xs(a) é projegao pois, xs > 0 e x4 = x5 implicam que xg(a) > 0
e x%(a) = xs(a), donde ys(a) é projegao. Isso nos mostra a diferenca brutal entre algebras-
C* que podem nao possuir proje¢ao alguma como no exemplo 1.2 e algebras de von Neu-
mann. De fato, em [26] pode ser encontrada a prova de que von Neumann coincide com
o fecho do espaco vetorial gerado por suas projegoes.

Agora descreveremos um pouco mais da estrutura das algebras de von Neumann.

Proposicao 1.3. Seja a € M auto-adjunto. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) a>0
(ii) a = b* para algum b auto-adjunto
(111) ||c1 — al| < ¢ para todo |la|| < ¢

(iv) ||c1 — a|| < ¢ para algum ||a|| < ¢

Prova : Aqui ||.|| é a norma usual de B(H).

(i) = (i1) Pelo teorema espectral item (iv), sendo f(x) = y/z uma fungdo positiva
sobre o espectro de a, segue que y/a é um auto-adjunto pois é positivo e satisfaz
(va)? =b.

(it) = (ii7) Tomamos f € C(o(b)), f(z) = z* Temos que f(b) = a e, pelo teorema
espectral item (iii), segue que || f||co = ||al|. Seja ¢ tal que 0 < f < ||a|| < ¢, entao
0<c—f<c¢ Vec>|al. Novamente pelo teorema espectral, temos:

lex = all = [l(c = HO) = lle = fllo < V> |al.
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(iii) = (iv) Obvio.
(1v) = (i) Se ||c1 — a|| < ¢ para algum ¢ > ||al|, entao:

le = Ido(alse = l[(c = 2)(a)]| = [[c —al < ¢

Isto implica que a funcao identidade é nao-negativa sobre o(a), assim o(a) C [0, 00) e,
sendo a auto-adjunto por hipotese concluimos que a é positivo. [

Lema 1.2. Sea>0eb>0, entitoa+b > 0.

Prova : Escolhemos 7 e s em R tais que ||a|]| < r e ||b|| < s. Desta forma,
la+0ll < lafl + ol <7+

Sendo a e b positivos, pelo item (iii) da proposi¢ao 1.3, temos que [|[r1 —al| <re
[s1 — b[| < s dal,

|(r+s)1—(a+b)]| <|rl—al +]s1—=0 <r+s.
Pelo item (iv) da proposi¢ao anterior, a + b é positivo. [J

Notagao: O conjunto dos elementos positivos de I serd denotado por M, .
Lema 1.3. Se a e b sao positivos de MM tais que a +b =10, entao a =0 e b= 0.

Prova : Se a é positivo, entao o(a) C [0, 00). Pelo teorema espectral
o(—a) =o(b) C (—o00,0]. Como b é positivo, entdao o(b) C [0, 00); isso implica que
o(b) = {0}. Logo, ||b]| =7(b) =0donde a =b=0. O

Observagao 1.6. Em particular provamos que 9, N (—=M,) = {0}.
Proposicao 1.4. Se a e b sao positivos de MM tais que ab = ba, entdo ab € positivo.

Prova : Pelo teorema espectral existem dois elementos positivos ¢ e d em 9N tais que
2 =a e d®=b, onde ¢ comuta com a e d comuta com b. E ainda, como c e d sao limites
de polinomios em a e b, respectivamente, a e b comutam entre si, portanto b e ¢ também
comutarao e, assim, ab = ¢?d?> = (cd)?. Como c e d sao positivos, logo auto-adjuntos,
usando que ¢ comuta com d obtemos (cd)* = d*c¢* = dc = cd. Agora que ja sabemos que
cd é auto-adjunto, usando o teorema espectral em cd, temos que ab = (cd)? é positivo,
isso porque a fungao f(x) = x? é positiva sobre R e, portanto, sobre o espectro de cd. [J
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Um dos jargoes que ouvimos quando comecamos a estudar algebras-C* é que os ope-
radores sao tratados como numeros, isto pela manipulagao dos mesmos sem levar em
conta sua acao no espaco de Hilbert. Porém, sutilezas podem causar certo espanto aos
que ainda nao fizeram um curso de teoria espectral, por exemplo, para ver que nem sempre
o produto de operadores positivos é um operador positivo sugerimos [26].

Agora apresentaremos um lema extremamente 1til no que segue:

Lema 1.4. Raiz Quadrada
Dado a € M, existe um tinico b € M, tal que a = b
Notagao: Este elemento serd denotado por \/a.

Prova : Pelo teorema espectral j4 sabemos que existe b tal que a = b?, mostraremos
que este é tinico. Suponhamos entao que a = b* = ¢, onde b e ¢ sao positivos. Observando
que ac = c¢*c = cc* = ca e, levando em conta que se b = \/a, obtido a partir do teorema
espectral, entao b é limite de polindbmios em a. Assim, como ¢ comuta com a, comuta
com qualquer polinéomio em a, logo comuta com b. Disso segue que (b — ¢) comuta com
b e com ¢, logo o quadrado (b — ¢)? é um positivo que também comuta com ambos. Pela
proposigao anterior, (b — ¢)?b e (b — ¢)?c sao positivos e somam zero, pois:

(b—c)?b+(b—c)c=((b—c)bb—c)+ (b—c)e(b—c) = (b—c)[b(b—c)+c(b—c)] =
=(b—c)p* —bc+bc—c?l=(b—c)a—a) =0

Pelo lema 1.3 ambos (b — ¢)?b e (b — ¢)*c devem ser nulos, sendo assim, sua diferenca
também deve ser zero, e dai:

b—c)’b—(b—c)c=0b-c)P=0=0b-0c)'=0=0=[b-0)=b—c|*=b=c O

Proposicao 1.5. Todo elemento a € i admite uma decomposicao a = a; + tay, onde
ai,as sao elementos de U, auto-adjuntos. Tal decomposicao € unica e, ay e ay sao ditos a
Parte Real e a Parte Imagindria de a, respectivamente.

Prova :
(Unicidade) Suponhamos que a = a1+ iay = by + iby, sejam duas decomposigdes de a,
onde ay, as, by, by sdo auto-adjuntos. Entdo que (a; — by) e (by — az) sdo auto-adjuntos,
disto e da igualdade (a3 — by) = i(by — ag) segue que (a3 — by) = —i(by — ag) e, portanto
(ay —b1) = —(a; — by) donde segue que a; — by = 0. Logo a; = by, implicando que
as = by, provando a unicidade da decomposicao.
(Existéncia): Basta tomar a; = (a 4+ a*)/2 e ay = (a — a*)/2i .

Teorema 1.8. Seja a € Y auto-adjunto.
Definindo ay = (la]+a)/2 e a_ = (|a|] —a)/2 temos que:
(i) ay e a_ estio em $Uy.
(1) a = ay — a_
(17i) aya_ =0
FE ainda, ay e a_ respectivamente chamados de Parte Positiva e Parte Negativa de
a, sao 0s unicos elementos de L que possuem as propriedades i, it e 111 simultaneamente.
Prova: Proposi¢ao 2.2.11, pg 63 de [6].
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Observacao 1.7. A partir da proposicdo e do lema anteriores temos o sequinte:
Todo elemento a € Y admite uma decomposi¢ao unica da forma a = (a1 —az) +i(az — a4)
onde ay,as,as e ay sao positivos, tais que ayas =0 e agay = 0.

Proposicao 1.6. O elemento a*a é sempre positivo qualquer que seja a € IN.

Prova: Como b = a*a é auto-adjunto, pela proposi¢ao anterior segue que b = b, — b_
onde b, ,b_ sao positivos tais que by.b_ = 0. Seja t = a/b_, sendo /b_ um limite de
polindmios em b_ e, lembrando que b, .b_ = 0 segue que /b_.b, = 0. Portanto:

't = —(ay/b) (ay/h) = /b (@) /e = = /B (b = )b = Vo (b0) /B = (b)?
Donde —t*t é positivo. Agora, tomamos x e y as partes real e imaginéria de t. Entao:
L+t = (z +iy) (x4 iy) + (@ +iy).(z +iy)* = 2.(2% + y?)
Ou seja, t*t 4+ tt* também é positivo pois é soma de positivos. Dai:
=ttt + it —tt=t"t+ "+ (b_)* >0

Assim concluimos que t*t e —t*t sdo positivos e portanto t*t = 0. Agora fica facil de
ver que b_ é nulo, de fato:

1o )1? = 0o || = [[b-b_|| = [(0-)* = [0 =0 DO
Lema 1.5. Se a e b sdo auto-adjuntos tais que a < b entao z*ax < x*bx V x € U.

Prova: Como b — a > 0 entao existe um ¢ € 4, tal que ¢> = b — a. Assim,
r*br — x*ar = 2* (br — ax) = 2*(b — a)z = v**z = (z*¢)(cx) = (cv)*(cx) > 0. O
Observagao 1.8. Se a € auto-adjunto entao a < || a |.

Prova: Como a é auto-adjunto entao ||a||—a é auto-adjunto. Considerando o polinémio
p(2) = [lall = 2 e que, a(p(a)) = p(a(a)), de a(a)  [=|la], [la]]] temos
p(o(a)) < [0, 2f|all].

Observagao 1.9. Dado a € 3, entado:
1) aaeidy, sea>0
2)aael_, sea<0

Prova : Em ambos os casos como a € R a.a é auto-adjunto e, considerando o
polinémio p(z)= a.z temos que p(c(a)) = o(p(a)) provando o resultado.

Defini¢ao 1.21. Chamaremos de Peso uma fung¢ao 7 : 9y — [0, 400] tal que:
i) T(a+b) = 7(a) + 7(b)
it) T(a.a) = a.t(a), V a € Y,

Quando T(a*a) = 7(aa*), V a € Y dizemos que o peso é um trago.

Se um peso so assume valores reais diremos que ele € finito.
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E bom ressaltar que em alguns textos, ser traco nao implica ser positivo, em alguns
livros da literatura a condig¢ao 7(a*a) = 7(aa*) ser valida para todo elemento da algebra
é tomada como definicao ser requerer a positividade. De fato, o préximo lema enuncia a
condi¢ao mais corriqueira para que um funcional seja chamado de traco.

Definicao 1.22. Uma funcao f : 4 — C serd dita um funcional linear quando:

1) fla+b) = f(a) + f(b)
i) f(a.a) = a.f(a) , Ya e U Va e C

Um funcional linear sera dito positivo quando sua restri¢cao a U, for um peso finito.
Um funcional linear positivo f serd chamado de estado quando f(1)= 1.

Lema 1.6. Um funcional linear positivo T € trago se, e somente se, T(ab) = 7(ba),

YVa,be M.

Prova : Dado a = b+ ic € MM, onde b e ¢ sao respectivamente, as partes real e
imagindria de a, temos:

a*a = b*+ c +i(bc — cb)
aa* = b* + ¢ — i(ch — be)

Das equagoes fica claro que 7 é traco se, e somente se, 7(bc) = 7(cb) V b,c € My,.
Assim, como ja sabemos que todo elemento é combinacao de dois auto-adjuntos é facil
ver que 7(bc) = 7(cb) ¥ b, c € M, se, e somente se, 7(ad) = 7(da) ¥V a,d € M. O

Esta ultima caracterizacao para tragos finitos é a mais usada neste texto.

O lema a seguir tem uma demonstracao entediante, porém esta é feita pelo grande uso
deste lema no texto e porque usaremos esta mesma demonstracao mais adiante.

Lema 1.7. Para cada peso finito T existe um unico funcional linear positivo f definido
em M que coincide com T em M.

Prova :

Por proposicao anterior todo elemento de 9 é combinacao linear de dois auto-adjuntos,
definindo f para estes depois fica facil.

Dado a € 4 auto-adjunto e sendo a = ay — a_, a decomposicao do teorema em
diferenca de positivos que ja discutimos, definimos:

fla) = 7(ay) = 7(a-)

Na verdade, tal definicao pode ser enfraquecida, dada outra decomposicao de a como
diferenca de positivos, digamos a = a, — a,. Provaremos que vale 7(ay) — 7(a_) =
7(a,) — 7(a,) e, portanto, f(a) =7(ay) —1(a-) = 7(a,) — 7(an).

De fato, das igualdades @ = a4y —a_ = a, — a,, obtemos que a4 + a,, = a, +a_, donde
T(ay)+7(a,) = 7(ay +an) = 7(ap +a-) = 7(a,) + 7(a-), provando que 7(ay) — 7(a_) =
7(ap) = 7(an).
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Levando em conta o fato anterior e que soma de positivos é um elemento positivo,
para a e b auto-adjuntos, temos:

Fla+b) = f((ay—a-)+(bs=b_)) = Fl(ay+by)—(a-+b_)) = 7(as+by)—r(a_+b_) =
= 7(ay) = 7(a-) +7(b+) = 7(0-) = f(a) + F(D).

E ainda, se a é auto adjunto e sendo a = a, — a_ sua decomposi¢do em parte negativa e
positiva, temos que:

(i) Se « > 0, entao aa; > 0 e aa_ > 0, onde ca = aa; — wa— é uma decomposigao
de a como diferenca de positivos.

(ii) Se « < 0, enté@o aay < 0 e aa_ < 0, sendo aa = (—aa-) — (—aa;) uma
decomposi¢ao de aa como diferenca de positivos.

Agora podemos provar a lineraridade em relagao ao produto por um escalar real sobre
os auto-adjuntos. Dados a € U auto-adjunto e a € R vale:

a>0= flaa) = f(aay —aa-) = 7(aay) — 7(aa-)
a<0= flaa) = flaay —aa_) = f(—aa_ — (—aay)
= —ar(a_) +ar(ay) = af(a).

a(r(ay) = 7(a-)) = af(a)

=7(—aa_) — 7(—aay) =

~—

Pelo que provamos esta claro que se outro funcional coincidir com 7 sobre os positivos
ele também ird coincidir sobre todos elementos auto-adjuntos e, pelo que pelo que segue
abaixo, coincidira sobre todos os elementos de 4 provando a unicidade do funcional.

Usando o fato de que todo elemento a é decomposto de maneira tnica na forma
a = ay + tas, com a; e ap auto-adjuntos definimos:

f(a) == f(a1) +if(as) = T(ary) — 7(a1_) + iT(azy) — i7(as_)

E facil ver que f(a+0b) = f(a)+ f(b) para quaisquer a e b em 4. Dados agora a € $f e
A=a-+1i8 € C temos:

f(a) = f((a +iB)(ar +iag)) = f((aar — Bag) +i(Bar + aaz)) =
= flaay — Bag) +if(Ba; + aaz) = af(ar) — Bf(az) +i0f(ar) +iaf(ay) =
= (a+iB)(f(a1) +if(az)) = Af(a). O

O lema nos da o direito de a partir daqui confundir um peso ou, um trago finito
positivo com sua extensao. Isto serd feito muitas vezes sem ser chamarmos atengao ao
fato.

No que se segue, daremos varios resultados sobre algebras de matrizes cujas entradas
sao elementos de uma algebra-C™, estes serao usados posteriormente.

Proposicao 1.7. A dlgebra de matrizes n X n com entradas em B(H) denotada por
M, (B(H)), munida das operagoes usuais € *-isomorfa a B(H™).

Prova : A prova é andloga a demonstracao da existéncia do *-isomorfismo entre as
matrizes M, (C) e os operadores lineares de C™.
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Definicao 1.23. Sejam 9 e A dlgebras-C*. Diremos que uma aplicag¢ao linear
@M — A € positiva quando x > 0 implicar que p(x) > 0.

Ja sabemos que para cada n € N* M, (91) e M, () possuem uma estrutura de dlgebra-
C* natural. Cada aplicacao linear ¢ : 9t — 2 induz uma outra aplicacao linear
©my : Myp(9M) — M, () definida por ¢, ([ai;]) = [¢(ai;)]-

Vamos dizer que ¢ : M — A é n-positiva quando ¢p,) : M,(M) — M, () for
positiva. Quando ¢ for n-positiva para todo n > 1, entao ¢ sera dita completamente
positiva.

Teorema 1.9. (Stinespring)

Seja U uma dlgebra-C* com unidade ¢ , H um espaco de Hilbert e w : 4 — B(H) uma
aplicagao linear tal que m(e) = 1. Entao m é completamente positiva se, e somente se,
existem K espaco de Hilbert, V : H — K operador linear com |V| <1 e p: iU — B(K)
representacao tal que w(a) = V*p(a)V, V a € AL

Prova : No artigo original [41] ou em [23] pg 40.

Proposicao 1.8. Sejam 9 e A duas dlgebras-C*. Se M for comutativa entao toda
aplicacao linear positiva de MM em A é completamente positiva.

Prova : [23] pg 42 ou [41].
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1.3 Algebras de von Neumann de dimensao finita

Faremos agora uma répida descrigao das sub-algebras-C* de B(H) de dimensao finita
contendo o operador identidade 1. Ja vimos que estas sao algebras de von Neumann
e é sobre elas que definiremos a entropia de Connes-Stgrmer do capitulo 3. A estrutura
destes objetos vai garantir uma das principais propriedades desta entropia que é a finitude,
apesar de nao explicitarmos a prova da propriedade no texto, falaremos um pouco sobre

estas algebras pela importancia delas na definicao da entropia.
d

Toda algebra-C* de dimensao finita i é decomposta numa soma direta 4 = @ﬂpk

k=1
onde {pr : 1 < k < d} é um conjunto de proje¢oes minimais do centro de 4 tal que
d

Zpk =1 e, cada algebra Lp; é *-isomorfa a algebra de matrizes M, (C).
k=1
E ainda, o conjunto {ny,...,ng} e o valor d formam um invariante algébrico completo

da algebra-C* no sentido de que se U é outra algebra-C* de dimensao finita, admitindo
!

portanto uma decomposicao numa soma direta U = @ 0, onde cada U, ¢ *-isomorfa

k=1
a M, (C), entao U é *-isomorfa a il se, e somente se, | = d e o conjunto {my,...,m;} é

uma permutagao de {n,...,ng}.
Estas afirmagoes sao o teorema 11.2 da pagina 50 de [42], cuja demonstragao garante
que, para cada pj, a existéncia de um conjunto ortogonal {ey, ..., es} de projegdes minimais

S
da algebra U tais que Z € = Dk
i=1
Agora que ja sabemos alguns fatos sobre dlgebras de von Neumann de dimensao finita
vamos tratar de uma questao que esta relacionada com a definicao da Entropia de Connes-
Stermer. De fato, o exemplo a seguir nos mostra porque no futuro a entropia de um
numero finito de sub-algebras no caso nao comutativo deve ser obtida por um processo
de limite, no caso, um supremo.

Duas algebras de von Neumann de dimensao finita sempre geram uma algebra de von
Neumann de dimensao finita?

A resposta é negativa e o contra-exemplo é o seguinte:
Exemplo 1.8.

Neste exemplo nosso espaco de Hilbert H serd o L*([0, 1]), espago das funcoes
f :[0,1] — C mensurdveis em relacao a o-algebra de borel cujo médulo ao quadrado é
integréavel a lebesgue. Para cada fungao mensuravel e limitada f em [0, 1] vamos considerar
o operador de multiplicacao por f em H, isto é

ge H— fge H.
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Em outras palavras, estamos considerando fungées do L>°([0
1.7 identificamos B(H?), com My(B(H)). Em My(B(L*([0
elementos:

1]) € B(H). Pela proposi¢ao
1])) tomamos os seguintes

b

T e

Como A = A? = A* e P = P? = P* segue que W*(A) e W*(P) sao élgebras de von Neu-

mann de dimensao 2, cujos geradores sao {A, 1} e {P, 1}, respectivamente. Provaremos

que a algebra de von Neumann gerada por estas duas dlgebras, ou seja, a menor algebra

de von Neumann contida em My(B(H)) que contém ambas, tem dimensao infinita. Para

ver isto vamos verificar que os elementos da forma (AP)", n € N* sdo L. I. dois a dois.
De fato,

ar= (e YD () - O )

APA:( [ wt__ﬁ>(wt_—t2 T) =2 (tg (1—tt)_\;z?——t2)

it (m Vlf)—zmA

(AP)?> = (APA)P = 2+t — t2AP

Concluindo a demonstracao segue abaixo a prova por inducao de que:

APnZanl / _ 2n71APVn€N*
(AP)™! = (AP) (AP) = 2" \/(t — )" TAPAP = 2"~ \/(t — 2)" 1 (AP)? =
_ 2n—1\/ — 212/ (t — £2)AP) = 2”,/( —t2)"(AP). O

O exemplo acima foi-me comunicado pelo professor Ruy Exel Filho da UFSC.
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1.4 Teoria da Dimensao de Murray-von Neumann

Definigao 1.24. Dizemos que u € B(H) é isometria parcial quando u*u é uma
projecao.

Definicao 1.25. Dizemos que duas projecoes p e q em uma
algebra de von Neumann 9N sao equivalentes quando 3 u € M |, isometria parcial tal
que p = u*u e ¢ = uu’.

Notacao: Escreveremos p ~ ¢ para indicar que p é equivalente a q.

Note que ” ~ 7 é uma relacao de equivaléncia no conjunto das projegoes de 9. O conceito
de equivaléncia deve ser interpretado como uma generalizacao da definicao de dimensao
para espacos vetoriais. De fato, no caso de H ter dimensao finita nao ¢ dificil mostrar que
p ~ q se, e somente se, dim p(H) = dim q(H).

Definicao 1.26. Dizemos que uma projecao p em uma dlgebra de von Neumann 9N é
finita quando p ndo possui projecoes menores do que p distintas de p equivalentes a ela
em M, ou seja,

(geMg~p,g<p)=q=p
Se uma projecao de M nao € finita, entao serd dita infinita.

Definicao 1.27. Uma dlgebra de von Neumann 9 serd dita finita ou infinita de acordo
com a propriedade do seu projetor identidade 1.

Definigao 1.28. Dizemos que uma proje¢ao p # 0 é minimal em 9N quando:
Vgeud, 0<q<peqd®=q)= (q=0o0uq=p).

Agora que ja temos as nogoes de algebra de von Neumann finita e infinita falaremos
um pouco mais sobre os fatores. Comecamos com o seguinte teorema:

Teorema 1.10. (Murray, von Neumann) Seja MM um fator agindo num espago de
Hilbert separdvel. Existe uma fungdo dimensao d:{projetores de M} — R, , inica a
menos de normalizacao, tal que:

(i) d(p) > 0 quando p # 0 e d(0) = 0.
(ii) p ~ ¢ & d(p) = d(q).

(ili) pg = 0 = d(p + q) = d(p) + d(q)-
(iv) p ¢ finita < d(p) < +oo.

E ainda, quando nossa algebra de von Neumann for um fator, o conjunto das classes

de equivaléncia de projegoes de 90t é totalmente ordenado, onde [p] < [¢] quando as classes
de equivaléncia [p] e [¢] contém, respectivamente, projetores p’ e ¢’ tais que p’ < ¢'.
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A primeira classificacao dos fatores, agindo num espaco de Hilbert separavel foi feita
analizando a imagem da funcao dimensao conforme abaixo:

e Tipo I,,, onde n < co: I tem projecoes minimais, todas sao finitas e, d assume os
valores do conjunto {0, 1,...,n}. Um fator do tipo I,, é sempre *-isomorfo a algebra das
matrizes quadradas de ordem n.

e Tipo I.: 9 possui projegoes minimais e, d assume os valores {0,1,...,00 }. Fatores
deste tipo sdo *-isomorfos ao espaco de operadores limitados de um espaco de Hilbert
separavel de dimensao infinita.

e Tipo II;: 991 nao possui projecoes minimais, todos os projetores tem como imagem
espacos vetoriais de dimensao infinita mas, o projetor identidade 1 é finito segundo a
definigao de Murray-von Neumann. Normalizando a fun¢ao dimensao d, ou seja, d(1) = 1,
a imagem de d ¢é o intervalo [0,1].

e Tipo II..: 9 nao possui projecoes minimais, todos os projetores tem como
imagem espacos vetoriais de dimensao infinita, o projetor identidade 1 ¢ infinito segundo
a definicao de Murray-von Neumann mas algebra possui projetores finitos. A imagem da
fungao dimensao é o intervalo [0,00].

e Tipo III: 991 nao possui proje¢oes minimais, todos os projetores tem como
imagem espacos vetoriais de dimensao infinita todos com base de Hamel de mesma cardi-
nalidade e ainda, todos os projetores sao equivalentes no sentido de Murray-von Neumann.
A fungao dimensao assume somente os valores 0 e oo.

Dentre os resultados que valeram a medalha Fields a Connes, estd a classificacao a
menos de *-isomorfismo, dos fatores hiperfinitos do tipo I e 111, onde a nomenclatura
hiperfinito significa que a algebra 991 contém uma sequéncia crescente de &dlgebras de
dimensao finita cujo o fecho fraco da uniao coincide com .

Para nés, do trabalho de Connes, o mais importante é o fato de que a menos de
*_isomorfismo existe apenas um unico fator hiperfinito do tipo II; e, que este possui um
tnico estado normal fiel e finito, para a prova pode-se consultar [22]. Este fato serd muito
importante para entender as aplicagoes da entropia de connes-stgrmer no final do texto.

Outro ponto importante é a conexao entre a teoria da dimensao de Murray-von Neu-
mann e a existéncia de tragos normais, falaremos um pouco disso agora.

Definicao 1.29. Seja ¢ um funcional definido sobre um dlgebra de von Neumann M. Se

para todo net crescente limitado (;)ie; C Mg com sup x; = x tivermos lim (x;) = (),
el i
o funcional ¢ serd dito normal.
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Ao olharmos para a nossa definicao de algebra de von Neumann finita talvez nao fique
claro porque em muitos artigos lemos na introducao o seguinte:

“Seja 9 uma algebra de von Neumann finita e 7 seu trago normal fiel finito...”.

A justificativa é o seguinte resultado:
Teorema 1.11. Seja M uma dlgebra de von Neumann. Entao sao equivalentes:

(i) M1 é finita.
(ii) Existe 7: M, — [0, 00) trago normal fiel finito.

Prova: Ver [42] ou no livro de Dixmier [12].
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1.5 Dualidades

Nesta segao falaremos um pouco mais dos funcionais normais e damos uma nova carac-
terizacao das dlgebras de von Neumann devida a Sakai.

Proposicao 1.9. O espaco vetorial de todos os funcionais normais de 9 € um espaco de
Banach. Este serd dito o Pré-dual de 9 e denotado por IM,.

Prova: Proposicao 3.6.2 de [30] pg 53.
Observacao 1.10. Se ¢ € um funcional linear positivo definido sobre um dlgebra de Von
Neumann M, entdo ¢ € normal se, e somente se, p(supx;) = sup(x;) para todo net
iel il

crescente limitado (z;)icr C Myq.

O teorema abaixo é uma das versoes do teorema de Radon-Nikodym no contexto
algebras de von Neumann.

Teorema 1.12. Seja A € Ry e 7 um estado normal fiel de uma dlgebra de von Neumann

M. Sey € M, € tal que:
[y a)| < (r(a*2) (1 (y"y))
entdo existe um a € M com ||al| < 1/2 tal que (x) = I(ax) + X 17(za).
Prova: [22] Lema 8.3.1 pg 51.

Observacao 1.11. O teorema acima € uma versao do teorema de Radon-Nikodym no
sequinte sentido:

Se 0<1vy <7,ondey € M, e, 7éum estado normal fiel de M. Pela desigualdade
de Cauchy-Schwarz temos que:

W(ye)| < (@) (Wl y)"? < (r(a2) Py y)

o que nos deixa nas hipdteses do teorema.

Agora que ja vimos que toda algebra de von Neumann é o dual de um espaco de Banach
chamamos a atencao para uma espécie de reciproca deste fato, um resultado muito forte
provado por Sakai que nos d4 uma nova caracterizacao das dlgebras de von Neumann:

Teorema 1.13. (Sakai) Uma dlgebra-C* é uma dlgebra de von Neumann se e somente
se ela € o dual de algum espaco de Banach.

Prova: Ver [38].
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Capitulo 2

Teoria da Integracao nao-comutativa

2.1 A Desigualdade de Jensen

Nesta secao I denotard um intervalo da reta real.

Definicao 2.1. Dizemos que uma funcao f : I — R é fungao operador crescente
quando dados quaisquer a < b em B(H)s,, ambos com espectro em I, tivermos

fla) < f(0).
Teorema 2.1. A fun¢do Inz € operador crescente em [0, +00).
Prova : Ver [37].

Definicao 2.2. Uma funcdo f : I — R é uma fung¢cao operador convexa quando para
todo X € [0, 1], tivermos:

Fha+ (1= \)b) < Af(a) + (1= N £(b)
para quaisquer operadores a e b de B(H ), cujos espectros estao contidos em 1.

Invertendo a desigualdade temos a definicao de fungao operador concava.

Aqui é importante ressaltar que em muitos artigos a funcao é dita operador convexa
no intervalo [0, & quando:

FOz+ 1 =Ny) <Af(x)+ (1= N f(y)

para quaisquer = e y auto-adjuntos de M,,(B(H)), cujo os espectros estejam em [0, o] e,
para qualquer \ € [0, 1].

Isso poderia, a principio, restringir o counjunto de fungoes que serao operador convexa,
no entanto nao ¢ isto que acontece. No lema 3.1 de [5] prova-se que estas duas definigdes
sdo equivalentes. Outra observacao é que B(H) pode ser substituida uma algebra de von
Neumann qualquer no enunciado.

30



Teorema 2.2. A fun¢ao n € uma fung¢ao operador concava no intervalo [0, 400).
Prova : Ver [27].

Teorema 2.3. Se z e y sdo elementos de B(H); que comutam, entdo:

n(zy) = n(x)y + an(y).
Prova : Ver [37] ou [42] pg 12.
Corolério 2.1. Se e é uma projecao de B(H) entao n(e) = 0.
Prova : e comuta com ela prépria e pelo teorema espectral com 7(e), assim:
n(e) = n(ee) = n(e)e + en(e) = 2en(e) = 2e(—elne) = 2(—e*Ine) = 2(—elne) = 2n(e)
donde 7n(e)=0.0

Usaremos o coroldrio do teorema a seguir para provar a primeira propriedade da En-
tropia de Connes-Stgrmer de um numero finito de sub-algebras de uma &lgebra de von
Neumann dada.

Para provar o teorema usaremos o Lema a seguir:

Lema 2.1. Seja a um operador linear limitado num espago de Hilbert H com || a ||< 1.
Seb=(1-aa*)"? ec=(1-a*a)'’? entdo o operador U do espaco de Hilbert H & H

. b P
definido por U = (CCL —a*) € unitdrio.
Prova:
Observando que a involugao no caso dos operadores de H ¢ H é tomar a transposta

da matriz cujo os elementos sao os adjuntos dos operadores da matriz original e que, b e
¢ sao operadores auto-adjuntos de H, temos:

. f[a b at ¢\  [aa*+b ac—ba
vur = (c —a*) ' (b —a) N (ca* —a*b A+ a*a)
R a b\ (aa+c* a*b—ca*
UU_(b —a)'(c —a*>_(ba—ac b2—|—aa*)
E ainda,
aa* +0>=1-0*+b>=1=1—a*a+a*a=c*+ aa*
Para concluirmos que U é unitério, basta provarmos que ac = ba. Mas como ac? = b%a

e, sendo b e ¢ positivos, temos que Vb2 = b e V¢ = ¢, o resultado segue do item (v) do
teorema espectral. [

Teorema 2.4. (Desigualdade de Jensen para operadores) Seja f é uma fungao
real continua definida no intervalo [0, [, onde o < oo com f(0) < 0. Se f € operador
convexa e x € auto-adjunto com o(x) C [0,a] entdo f(a*za) < a*f(x)a V a tal que
lal<1.
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Prova : Sejam U e V' os operadores de H @& H definidos como no lema anterior e, seja
X o operador definido por:
z 0
(5 0)

Entao temos as seguintes relacoes:

. _ (a*xa a*zb . _ (a'ra —a*xb
VAU = (bxa bxb) VXV = (—bxa bxb)
Donde:
f(a*za) 0 _ ,fa*za O 1 . 1.
( 0 gfiaty) =T\ 0 pap) =3O F VXV <
1

§f(U*XU) + f(V*XV)

Como f é continua e, [0, || X ||] é um compacto, podemos aplicar o teorema de Stone-
Weiestrass juntamente como fato de que sendo U unitdrio temos U = U~ = U*. Esta
ultima afirmagao implica que p(U*XU) = U*p(X)U para todo polinémio de [0, || X |[],
aliando isso a continuidade da multiplicagao a direita e a esquerda em relacao a topolo-
gia da norma, o teorema de Stone-Weiestrass nos garante que f(U*XU) = U*f(X)U.
Exatamente o mesmo ocorre para o operador V', assim:

(TG ) < MUXU) 4 AV XV) = 500U + 4V XV =
g (F@) 0N (F@) 0 g (F@) OY vy (@) O,
Sy (15 o Yo ae (P G v s (15 Do (T ) v -

_ <a* (@)a a* (@b) 4 <a*f(a:)a —a*f(:c)b) _ (a*féx)a bf(ox)b>

Onde a ultima desigualdade é garantida pela proposicao 1.6, em particular provamos
que f(a*za) < a*f(x)a. O

E bom citar que a reciproca também é verdadeira, de fato estas duas condigoes sao
duas das 4 equivalentes encontradas em [19].
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Corolario 2.2. Seja Y uma dlgebra-C* e 7 : b — B(H) uma contragao linear positiva.
Se f é uma funcdao operador convera nas hipoteses do teorema acima entao,
f(r(z)) <w(f(x)) ¥V z auto-adjunto com o(z) C [0, «f.

Prova : Restringindo m a W*(x), temos que essa restrigdo é uma contracao positiva
definida sobre uma algebra-C* comutativa, pela proposicao 1.8 tal restricao é comple-
tamente positiva. Pelo teorema de Stinespring existem um espac¢o de Hilbert K, um
operador limitado V' : H — K com ||V|| <1 e uma representacao p : W*(z) — B(K) tal
que m(a) = V*p(a)V, ¥ a € W*(x).

Como f é continua, portanto continua em o(z) que é um compacto de R, pelo teorema
de Stone Weiestrass e pelo teorema espectral segue que existe uma sequéncia de polinémios
pn em o(x) tal que a sequéncia de operadores p,(x) converge para o operador f(x). Assim,
como a representacao p ¢ um *-homomorfismo, portanto continua, segue que:

T(F(@)) = V@)V =V plimpu(@)V = V" lim py(p(a))V =
=V (pla)V = [V pla)V) = Fln(a)
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2.2 Esperanca Condicional

Nesta se¢ao vale a pena notar a grande semelhanca com o caso comutativo, ver [40] por
exemplo.

Definig¢ao 2.3. Damos o nome de Esperanca de uma dlgebra-C* 4 sobre uma
sub-dlgebra-C* 0 para uma aplica¢ao Eg: 4 — U que satisfaz:

(i) Ey é linear e sobrejetiva.

(ii) By é positiva, isto é, se x > 0 entdo Ey(x) > 0.
(iii) Fy ¢é Unitaria, ou seja, ||Eyll = 1.

(iv) E3 = Egp. (Idempotente)

Se para Ey ainda tivermos:

(v) Eg(wzy) = wEy(z)y Vo € 4V y,w € V.
entao Fy € dita Esperanca Condicional.

Dada uma algebra de von Neumann finita 9T e, um trago normal fiel finito 7 definido
sobre 9, o teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de uma esperanca condicional
invariante para 7, Fg: 91 — I, para cada sub-dlgebra de von Neumann 9t de 1.

Muitos artigos que tratam sobre algebras de von Neumann finitas iniciam com a
seguinte frase:

“ Seja (M,7) uma &lgebra de von Neumann finita de trago normal fiel finito 7 e N
uma sub-algebra. Considere E: 91 — I a esperanca condicional 7-invariante definida
pela identidade 7(E(z)y) = 7(zy), Vx € M, Vy € N,...V

Os resultados sobre esperancas condicionais em algebras de von Neumann sao vastos
e este é um tema atual de pesquisa desta area. Aqui provaremos apenas o que garante a
validade da frase anterior.

A demonstracao abaixo foi feita por Umegaki em [43], porém, h& uma diferenca entre
nossa prova e a original. Usamos uma versao diferente do teorema de Radon-Nikodym da
citada pelo autor. O artigo de Umegaki remete-nos a [39], enquanto que em nossa prova
utilizamos o teorema 1.12 que é uma versao de Sakai adaptada por V. Jones em [22].
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Para 91 C 91 como antes, temos o seguinte:

Teorema 2.5. Fxiste uma funcao Exy: 9 — N tal que:
(Para deizar a nota¢do menos carregada usaremos apenas E ao invés de FEy).

(1) E € linear e sobrejetora
(2) E(z*) = E(x)* (preserva a involugdo)
(3) x > 0= E(x) >0 (positiva)

(4) (x>0e E(x)=0) =2 =0 (fiel)

(5) E(y) =y . VyeN

() E(x) | < |l ||

(7) E(E(x).y) = E(x.E(y)) = E(z).E(y) V z,y €M
(8) E(yaw) = yE(@)w , ¥z € MY y,w € N

(9) BE(z*z) < E(z*).E(z) , ¥ = € M

Prova :

Para cada x fixado em 9, provaremos que n,(y) = 7(xy) é um funcional normal
positivo sobre 1. E evidente que n, sé assume valores finitos, além disso:

Afirmagao 1. n, é positivo.

1/2

- 2 .
Prova: Se y € M, entdo como v € M, valem (z'/2)” = z e 2'/2yx'/? > 0, assim:

na(y) = 7(wy) = 7(x"2(2'2y)) = r(a!/?ya'/?) > 0.
Afirmacao 2. n, é normal.
Prova : Se (v;)i Ty, (vi)i € Ny, entdo (/2y2'/?); T 21/2yx'/2. Logo,

x1/2y x1/2) (x 1/2

sup i, (y:) = sup yz'?) = r(zy) = na(y).

Agora observamos que, como x € M, entao z < ||z| , assim:

na(y) = 7(xy) = 7(y"ay'?) < 7y 2 2lly'?) = ll2lr(y), ¥y en,.

Usando este fato e, a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao funcional positivo
ng, segue que para quaisquer y e z em 1 vale:

I (y*2)| < (na(yy)) " (na(272)) 2 < (lzll7 (@) (2 (yy) 2 = llzll(r(z2)) 2 (7 (y7y)) 2
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Tomamos entao o funcional normal positivo n/(y) definido por n’(y) = n.(y)/||z|l,
vV y € M. Da desigualdade acima segue que |n! (y*2)| < (7(x* ))1/2( (y*y))"? e, sendo
assim, pelo teorema de Radon-Nikodym, usando A = 1 nas hipdteses do teorema, existe
um = € N com ||2z|| < 1 tal que n’ (y) = 7(Ty) + 7(yz) = 7(22y), ¥V y € N. Assim:

n,(y) = n.(y)/llzll = 7(xy) /2| = 7(22y) = T(xy) =72lz|Ty), Yy € N

Definimos a esperanca condicional como E(z) := 2||z||z. E imediato da definicio que
T(E(z)y) = 7(xy) e E é uma contragao, pois |[E(z)| = [|2llz[[2)]] = 2.[[«[.[[z]] < [l

Afirmacao 3. F estda bem definida.

Prova : Se x1,x9 € M sdo tais que 7(zy) = 7(x1y) = 7(22y), entdo 7((x1 — x2)y) =
0,V € M. Fazendo y = (r; — z2)*, obtemos 7((z1 — x2)(x; — x2)*) = 0 e, sendo 7 fiel,
segue que (z1 — z2)(x; —x2)* = 0, donde z; = x9. Esta mesma demonstragao garante que
Ey) =y,

Vy € Ne, portanto, £ é idempotente. Em particular, F é sobrejetiva.

Afirmagao 4. Se z > 0, entao F(z) > 0.

Prova :

Primeiramente, provaremos que se x > 0, entdo E(x) é auto-adjunto. Sabemos que
E(z) = E,(z) + iEy(z), onde E,(x) e Ey(x) sdo, respectivamente, as partes real e ima-
ginédria de E(x). Como n, é funcional linear positivo,

S
8
—~
<
~—
I
\]
—~
&
—
8
~—
<
~—
I

T((Eo(7) +iEy(7))y) = 7(Ea(z)y) +iT(Ep(2)y) € R,V y € N,

Assim, 7(Ey(x)y) =0,V € N,. Fazendo y = Eyp(z) = Ey(z)* segue que
7(Ey(x)Ey(z)") = 0 e, como 7 6 fiel Ey(x)Ey(x)" = 0 concluimos que Ey(z) = 0.

Ja obtemos que, se x > 0 entdo E(x) é auto-adjunto, escrevendo E(z) = E,(x)—E,(z)
onde E,(x) e E,(z) sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa de E(x). Sendo
n, um funcional positivo segue que:

ns(y) = T(E(2)y) = 7((Ep(z) — En(2))y) = 7(Ep(x)y) — 7(En(2)y) = 0,V y € N,
Agora, fazendo y = E,(z) = E,(z)" e lembrando que E,(z).E,(z) = 0, obtemos:

no(En(2)") = 7(E(x)En(2)") = 7((Ep(x) — En(z)) En(2)") = 7(Ep(x) En(2)") — 7(En(2) En(z)") =
= —7(En(2)E,(2)") <0.

Disso segue que 7(E,(x)E,(x)") = 0 e, novamente pela fidelidade de 7, concluimos
que E,(x) = 0, provando que E(z) > 0.
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Afirmacao 5. Se x > 0 e E(z) =0, entdao = = 0.

Prova : Como 7(zy) = 7(E(x)y) ¥V y € M e, sendo M uma algebra de von Neumann,
segue que 1 € N. Fazendo y = 1 o resultado segue do fato de 7 ser fiel.

Afirmacao 6. E(z + z) = E(z) + E(2), V x,z € M.
Prova : Para todo y € N,
T(E(x +2)y) = 7((x + 2)y) = 7(xy) + 7(2y) = 7(E(x)y) + 7(E(2)y) = 7((E(x) + E(2))y).

Dali, como chegamos que 7((E(x + z) — E(z) — E(z))y) = 0 para todo y em I, mais
uma vez basta usar que 7 é fiel e tomar o y adequado, y = (FE(z + z) — E(x) — E(2))*.
Uma prova totalmente andloga mostra que E(az) = aE(z),Va € Ry, V x € M,.

Desta forma, vamos usar o mesmo método usado na extensao de um peso finito para
um funcional linear positivo, agora para estender nossa aplicagao linear E, até entao, esta
definida apenas para os positivos de 9t. Dado x € M, definimos:

onde x1, To, T3 € T4 S0 positivos tais que z = (r1 — xo) +i(x3 — x4) com x5 = x374 = 0.

Da maneira que definimos F(z), segue que E(z*) = E(x)* para todo = em 9 e, é
claro que a condigao 7(F(z)y) = T7(zy) é satisfeita para quaisquer z € M e y € N.

Observamos que E fica totalmente determinada se soubermos a imagem de cada
positivo de 1. Para verificar que E é linear, basta proceder da mesma forma que fizemos
quando estendemos um peso finito para um funcional positivo. Os elementos principais
desta construcao sao o teorema de Radon-Nikodym e a fidelidade de 7, que nos permitem
concluir que para cada x € 91 existe um tnico elemento de 9, denotado por E(z), tal que
T(E(x)y) = 1(xy), ¥y € N. Esse é um fato que ja usamos e que usaremos repetidamente
no que segue para provar as demais propriedades de F.

Afirmacao 7. E(FE(z)z) = E(xE(2)) = E(x)E(2) Y z, z € M.
Prova :

Dados x e z € 9, a afirmacao segue das seguintes identidades validas para todo
y em N
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Afirmacao 8. F(wzry) = wE(x)y Vo € M, YV w,y € N.

Prova :
Aplicando o item anterior e usando o fato de que E(y) =y Yy € M, temos:

E(yx) = E(E(y)x) = E(yE(x)) = E(y)E(x) = yE(r) Vo eM vy eN
e isto implica que para quaisquer x € M e y, w € N:

E(yzw) = E(E(y)zw) = E(yE(2w)) = E(y)E(2w) =
= yE(zw) = yE(zE(w)) = yE(z) E(w) = yE(z)w.

Afirmagao 9. E(z)*E(x) < E(z*z), VY z € M.
Prova : Como 0 < (z — E(z))"(x — E(x)),V x € Me, E(x) > 0 quando x > 0, temos:

0<E((z—E()(r—E()= FE(@z—a"E(r)— E(x)'z+ E(z) E(x))
= E(@'z) - E(z"E(z)) — E(E(z)"z) + E(E(z)" E(2))
= FE(z'z) — E(z")E(z) — E(z)"E(z) + E(z)"E(z)
= E(x*z) — E(x)*E(x)

onde a peniltima igualdade é garantida pelas propriedades (2) e (7) provadas acima. [J

Em [43] s@o provadas outras propriedades dessa esperanga condicional, por exemplo,
prova-se que F é normal. Abaixo provaremos um lema que serd usado na prova de uma
das propriedades da entropia de Connes-Stgrmer.

Lema 2.2. Se A e M sao sub-dlgebras de von Neumann de M tais que N C A, entao
EnFy = EgFEy = En.

Prova : Temos que Ex(IM) =N CAe Ey(y) =y,Vy € A Assim:
Ey(Exn(y)) = Ex(y) YV yeMm.

Ou seja, FgFEy = En.
Da definigoes de Fg e Ey segue que:

T(y2) = T(Ea(y)2) Vzeq,
T(Ba(y)z) = T(Ex(Ea(y))z) VzencCA

Isso implica que:
T(yz) = 7(Ea(y)?) = T(En(Ea(y))z)  VzeN

e portanto En(y) = Ex(Ex(y)), V z € M. O
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Capitulo 3

A Entropia de Connes-Stgrmer

Neste capitulo discutiremos a definicao de entropia formulada por A. Connes e E.
Stgrmer em [10]. Falaremoas sobre as propriedades em comum com a entropia de Kol-
mogorov-Sinai e, no final do capitulo, citaremos referéncias de trabalhos subseqiientes
que esclarecem o quao eficaz é a definicao de Connes e Stgrmer a fim de ser usada como
invariante numeérico.

Comecaremos chamando a atengao de como esta entropia pode ser vista como uma
generalizacao de Kolmogorov-Sinai e, para definir esta entropia seguiremos de perto [44].

3.1 Entropia de Kolmogorov-Sinai

Dada uma particao mensurdvel P = {P,..., P,} de um espaco de probabilidade
(X, 5, 1), a Entropia da Partigao P é definida por:

W(P) = > n(u(P)

Esta entropia foi definida por Shanonn em 1948, antes de iniciar a listagem das pro-
priedades vamos fixar algumas notacoes:

Se P=AP,...,P,} e Q ={Q1,...,Qn} sdo particoes mensuraveis de X, P < () sig-
nifica que os elementos de P sao unioes de elementos de @) ou, dito de outra forma, a
o-algebra gerada por P esta contida na o-algebra gerada por (). Escreveremos PV () para
a particao de X formada por todas as intersecgoes da forma P;NQ; onde P, € Pe () € Q.

(A) h(P) < h(Q) quando P < Q;
(B) h(P Vv Q) < h(P) + h(Q);

(C) Se T' é uma transformagao mensurdvel p-invariante entao h(T~1(P)) = h(P).
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Dadas duas particoes de X definimos a Entropia Condicional de P dada () por:

hP/Q) = Z/v‘ PNQ;) In[u(P; N Qy)/u(Q;)] —Z (ZU (PN Q) /N(Q])))

Jj=1

Se considerarmos uma uma terceira particdo de M = {My, ..., M;} de X vale o seguinte:
(D) Q) < h(P) + h(Q/P);
(E) h(M/Q) < h(M/P) + h(P/Q);

(F) h(M/P) é crescente em M e decrescente em P.

Definicao 3.1. Seja T : (X,5,pn) — (X, [, 1) uma transformagdo [F-mensurdvel que
preserva a medida p, a entropia de 7' em relagao a particao P é definida como:

h(T, P) = lim 1 h(PVT Y P)VT2(P)V..vT "D (P))

n—oo N,

O limite existe em fungao da propriedade (B) e do fato da entropia ser maior ou igual
a zero. Ver [25] pag. 277.
Finalmente podemos definir a entropia de T

h(T) = sup h(T, P)

onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes mensuraveis finitas de X.

Agora citaremos um teorema que possui uma versao para Algebra de Operadores em
[10]. Esta é uma maneira de calcularmos a entropia de uma transformagao sem conhecer
o conjunto gerador da algebra.

Teorema 3.1. Seja (X, 3, 1) um espago de probabilidade e, {Ay}nen~ uma familia de
sub-dlgebras finitas de (8 tais que Ay C Ay C .. C A} C com \/ A, =0 8eT: X - X ¢

n=1
mensurdvel e p-invariante entao h(T) = lim h(T, A,).

n—oo

Prova : Ver [44] pag 100.
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3.2 A definicao de Connes-Stgrmer

Em todo este capitulo R denotard uma algebra de von Neumann finita de trago normal
fiel finito normalizado 7 e, para cada sub-algebra M de R, E); serda a Esperanga Condi-
cional de R em M invariante para 7, cuja existéncia foi provada no capitulo anterior.

Denotaremos por S o conjunto de todas as familias (z;, ... 4, )i,en €m R4 que possuem
somente um numero finito de elementos nao nulos e que satisfazem:

Dados = € Sk, | €{1,2,....k} e i, € N definimos:
!
xil = Z x’il,...,il,...,ik
U1y 81— 158041500k
Agora, podemos definir a chamada Entropia de Connes-Stgrmer:

Definicao 3.2. Sejam Ny, No, ..., Ny sub-dlgebras de von Neumann em R, todas de di-
mensao finita, definimos :

H(Ny, Ny, ..., N) = sup { Z NT( iy, i) — ZZTH(ENZ (xil))} onde n(zx) = —xInzx.

zES U1yl

Observacao 3.1. Da definicao é imediato que a entropia € simétrica em relacdo ao
indices 1,2,....k das sub-dlgebras de dimensao finita, ou seja, permutando as sub-dalgebras
o valor da entropia continua o mesmo. Para ver que é nao-negativa basta tomar a familia
Sk trivial, onde o unico elemento ndao nulo € 1, fazendo x10.. o =1 e anulando os demais
elementos da familia Sy. Neste caso tem-se:

() =703 Y (B (i) = n(1) = mn(Ex, (1) = ~L.In1 = r(=1.In1) =
| = 1.0-7(0)=0

donde a entropia € nao-negativa. A finitude serd conseqiéncia das propriedades (B) e (D)
a Sequir.
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3.3 Propriedades da Entropia de Connes-Stgrmer
(A) H(Ny,..,Ny) < H(P,..,P;,) quando N; C P;,V j € {l,..., k}.

Prova : Dado y € Ry, pelo lema 2.2 como N; C P; sabemos que Eyn,Ep, = Ey;.
Agora, lembrando que Ep, é uma aplicacao linear positiva segue que Ep,(y) ¢ um elemento
auto-adjunto de Pj, pois é positivo. Tomando a restrigao de Ey; sobre a algebra de von
Neumann gerada por Ep,(y) que por ser auto-adjunto ¢ uma dlgebra comutativa temos
que n(En, (Ep,(y))) > En,;(n(Ep,(y))), isto porque n(0) = 0 e porque pela proposigao 2.2
n é fungao operador concava em [0,00), o que nos deixa nas hipdteses do corolario 2.2 .
Assim concluimos que:

n(En;(y)) = n(En, (Ep;(y))) 2 En;(n(Ep;(y)))
da positividade de 7 segue,

T(n(En;(y)) > 7(EN, (n(Ep;(y)))

e, como Fy, ¢ T-invariante temos:

T(N(EN,(y)) = 7(En;,(n(Ep,(y)) = T(n(Ep,(y), Yy € Ry

isso garante a desigualdade desejada. [J

(B) H(Ni,...,Ng, Niy1, ..oy Np) < H(Nyy ooy Ni) + H(Nig1, ..., Np)

Prova : Dado x € S, , defino reS,ea € Sp—k cujo os elementos sao:

/ 1
Lig iy = E Ligpeitibgtrdp € Lhregpr — E L evyibe 15525 s I p— ke

Ut 1ymenslp U1 5eenlk

De forma que se tem para [ € {1,...,k} :

71l /
Ly = E Ly, ip = E E Ligpsip | = E Liy,..ip

U1y 81— 158415000k Uty bl— 1841505tk \ bkt 1se-slp U1y — 158041500k

nl ”
Ly = § : Lj1peeisdp—t - E E Liossitsfloedp—t | =

T s Jl=1:J141 5+ tp—k J1eosJl=1:J14 15 0p—k  \i1,-0ylk

= Z Ty = a:éj“k, paral e {1,...,p — k}.

Ul yeens ¥l Sl s Jl— ks Il ks dp—k
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Como E Ti,..i, = 1 e, sendo o traco normalizado uma aplicagao linear tal que

i1 yerip

7(1) = 1, temos:

l=7(1)=r71 Z Tig,osip | = Z T(Tiy,iy)

i1 yensip 1yl

Consideramos o espago de probabilidade ([0,1], B, A), onde B ¢é a o-algebra de Borel
de [0,1], A é a medida de Lebesgue e uma particao mensurdvel P = {P;, . } de [0,1]
tal que 7(zi,,.4,) = APy ) E claro que estamos considerando apenas os indices
(i1, ...,1p) tais que x;, . ;, ¢ nao nulo, e sendo T fiel, 7(x;,,..;,) também ¢ diferente de zero.
Tomamos agora duas novas particoes P’ e P” cujos elementos sao unioes de elementos de
P, construidos da seguinte forma:

,,,,, U ,P“’ ikt 1sip € ik+1,‘.‘, U P“: k415
Ug15-0p 11,00
Desta forma, para todo elemento P;, . de P temos:
/ "
Pﬁ ..... ip U Pi17-~~7ik,ik+1w-,ip m U 7)21, Y IR _Ph ,,,,, ka Pik+1 ,,,,, ip
Lot 15e0Tp (AT

donde P =P v P".
Agora, se h é a Entropia de Kolmogorov-Sinai, entre as propriedades citadas no inicio
do capitulo esta a sub-aditividade, donde:

> nr(@ia) = > 1M(Pi,.i,) = h(P)=h(P'VP") <h(P)+h(P") =

i1yl i1yl
= Z n)\(Ph ,,,,, ik)+ Z T])\(Pik+1y-~7 Z 777— ,,,,, i + Z nT(xikH ..... ip)
’L’l,“.,ik ik+1,...,ip 7,17 ,’Lk lk+1, Y2
obtendo:
PORICIEIS) B ST CICS) D DT CCNID) IR GRY
i1 s Gt 1yeip
E ainda,

ZZm%u ZZm% + 530S (B (el) =

I=k+1 4
= ZZT?? En,(z ” )+ ZZT?] By, (z l+l~c)) =
7 =1 3
_ZZTn By, (z;, +ZZ7’7] En, . (x Nl)
i =1 j
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1L . . 1 ml
Sendo que a tltima igualdade segue das igualdades z; = xﬁl ex; = xéjk

Subtraimos agora esta tltima quantia de ambos os lados na igualdade (3.1), assim:

T1yeenylk Tt 1seenslp =1 g
k
’ 11 //l
=D e, J-ZZTW(EM(%)H Z LCEA ZZW B (@) <
T1yeeeylk =1 7 Tt 1seenslp =1 g
//l
< sup{ Y nr(w, ZZTT} En, ()} + Z (T, ZZTT} Enp.,(25,))
mesk Tlyeens i Zk+1 ,,,,, =1 ]l
p—k .
- H<N17N2a Z 777— Tht1,..., ) ZZTU(ENH/@(:C]'[ )) < (]l = ikJrlal S {1,...,p—/€})
lk+1 ..... =1 jl
lll
< H(Ni,No, oo, Ni)+ sup { > el ;) ZZTU Epny, (2, )} =
2E€Sp—t Jlyeenslp—k =1 g
= H(Ny, Noy oo, Ni) + H(Nigr, Niga, ., Ny) O

(C) Se P, Py.,P.CP entio H(Pi,.., Pa, Poirs s Pr) < H(P, Pairy ooy Po).
Prova: Ver [10] ou [37].

(D) Seja {eq}acr uma familia de projegoes minimais de N tal que Z eo = 1 entdo:
acl

= ZUT(ea)

ael

Prova : Ver [10] ou [37].

Aqui também teremos a no¢ao de Entropia Condicional. Dadas duas sub-algebras
de dimensao finita N e P de uma &algebra de von Neumann R, a entropia condicional de
N dada a algebra P é definida por:

TES

H(N|P) = sup {Z(TU(EP(%)) - T??(EN(%))}

i1
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A entropia condicional goza das seguintes propriedades:

(E) H(Ny,..,Ny) < H(Py,....,P) + Zk:HUVj | B5)

(F) HN|Q) <H(N|P)+H(P|Q)
(G) H(N | P) é crescente em N e decrescente em P.

Diferente das duas primeiras propriedades que provamos e das duas seguintes onde
apenas indicamos as provas, estas propriedades sao verificadas com certa facilidade a
partir da definicao. Aqui nao falaremos muito sobre a entropia condicional, mas esta foi
relacionada ao famoso indice de Jones em [31].

Agora definiremos a entropia de uma transformacgao.

Definicao 3.3. Seja R uma dlgebra de von Neumann finita de traco normal fiel finito T
e 8 um automorfismo de R que preserva 7. Se N € uma sub-dlgebra de von Neumann de
dimensao finita definimos:

H(N,0) = lim H(N,0(N), L0 (N)
Note que tal limite existe pela razao do caso comutativo, ou seja, pelas propriedades
(B) e (D). Finalmente, a entropia do automorfismo 6 serd dada por:

H(f) =sup H(N,0)
N
onde o supremo é tomado sobre todas as sub-algebras de dimensao finita.

Agora passaremos para a parte final do trabalho onde serd citada a primeira aplicagao
do conceito de entropia no contexto nao-comutativo. Aqui daremos um tratamento mais
informal em relagao as secoes anteriores, o leitor interessado nos detalhes pode consultar
o capitulo 7 de [22] para esta parte.

Definicao 3.4. Dizemos que v : 9M — M € um automorfismo da dlgebra de von
Neumann M quando vy for um *~isomorfismo bijetor, ou seja, v € uma bijecao tal que:
i) v € linear
i) (ab) = ~(a)v(b)
iii) y(a*) = (y(a))*

A entropia de Connes-Stgmer é invariante por conjugacao no contexto das algebras de
von Neumann, isto significa que para qualquer automorfismo v de 9 temos que
H(a) = H(yay™).

45



A analogia entre as entropias de Kolmogorov-Sinai e de Connes-Stgrmer se estende a
primeira aplicacao do conceito, assim como em teoria ergddica, aqui a entropia sera usada
para mostrar que o n-shift nao é conjugado ao m-shift quando m#n, onde a conjugacao
é a que foi definida acima e o n-shift serd descrito abaixo.

Fixado n € N, tomamos M; = M,(C) e 7; o trago usual de matrizes, V i € Z.
Ja sabemos que um fator do tipo II; é um fator de dimensao infinita que admite um
traco normal finito, e ainda, como se trata de um fator Iy, com a condigao do trago ser
normalizado e fiel sabemos que existe um tinico trago positivo que tem tais propriedades.

Seja agora a seguinte sequéncia crescente de algebras-C*:

AOZMO gAle_1®M0®M1 QAQZM_2®M_1®MO®M1®M2 Q
O mergulho de A,, em A, é feito da seguinte forma:
(7% eAm(_> 1Mn®am®1Mn

O limite direto de algebras-C* U A, = ®Ai = A, admite um traco normalizado
meN i€Z
finito 7 = ® 7; pois os elementos de A,, podem ser pensados como combinacoes lineares
i€Z
de objetos da forma ...1y;, ® 13, @ 1y, @ Ay, @ 1y, @ 1pp, @ Ly ..
Definimos entao:

1EZ
= Q)7 Lat, @by @ 0oyt @ o @ byt @ by @ Lag, ) = [ 7l
€L i=—m

onde os b;(s) sdo elementos de M,,.

Assim conseguimos calcular o trago de qualquer elemento de A,. Com este traco,
fazendo a constru¢ao GNS obtemos A, como uma sub-dlgebra de uma algebra de von
Neumann R que é um fator do tipo Il;. Pela construcao podemos perceber que R é
Hiperfinito, ou seja, limite de sub-algebras de dimensao finita. Mais ainda, esta sub-
algebra é densa numa topologia que nao definimos no texto, a topologia ultra-fraca, esta
construcao é feita no detalhe na segao 7.2 de [22].

Agora estamos prontos para esclarecer primeiro pardgrafo de [10] onde os autores
explicam porque que faz sentido investigar se existe a conjugacao entre os shifts que
definiremos a seguir.

O ponto importante é o seguinte, para cada n € N construimos um tensorial infinito
de algebras de matrizes com coeficientes complexos e, identificamos esta algebra com uma
sub-dlgebra densa de um fator R do tipo I];, mas ja sabemos que existe apenas um fator
deste tipo, ou seja, o R é o mesmo fator para todos os n(s) a menos de *—isomorfismo.

Mais ainda, o trago acima pode ser estendido a todo o fator R, sendo essa extensao um
trago normal fiel finito normalizado, ja sabemos que este tipo de fator admite um tunico
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trago normalizado com estas caracteristicas, nos pardgrafos abaixo o fator R e o trago 7
normal fiel finito e normalizado sao estes que acabamos de contruir.

Assim, no que se segue, o n—shift S, é o automorfismo do fator R que é a extensao
do automorfismo do tensorial infinito de matrizes complexas de ordem n que corresponde
a translagao de uma unidade em Z no tensorial, este é definido da seguinte forma, para
todo j inteiro 7; é o homomorfismo de M,,(C) em R definido por:

onde x ocupa a j-ésima posicao do tensorial.

O automorfismo S, sera tal que S,m; = ;1.

Citaremos agora os dois principais resultados de [10], o primeiro é a versao nao co-
mutativa do teorema de Kolmogorov-Sinai e o segundo é o que garante que assim como
em teoria ergddica classica, a entropia garante que os n-shifts nao sao conjugados para
valores distintos de n.

Teorema 3.2. (Kolmogorov-Sinai nao-comutativo) Seja (R, T) um fator hiperfinito
do tipo 11, e T seu traco normalizado, normal fiel e finito. Seja 0 um automorfismo de R
e, (P;)qen uma sequéncia crescente de sub-dlgebras de dimensao finita tal que o fecho da
unido destas na topologia fraca coincide com R. Se H(0) denota a entropia de Connes-
Stormer entao:

H(0) = lim H(P,,0)

q—00
Prova: Ver no artigo original [10] ou em [37].

Teorema 3.3. Seja M, (C) a dlgebra de matrizes com coeficientes complexos provida do
trago usual. Seja R o fator hiperfinito do tipo I1; construido a partir do produto tenso-
rial infinito das dlgebras M, (C) através da construgao GNS que citamos nos pardgrafos
anteriores e, T seu traco normalizado, normal fiel e finito. Se S, € o n-shift ja descrito,
entao S, preserva T e:

H(S,) = H(M,(C)) =logn

Prova: Ver [10] ou em [37], neste tltimo o autor dd mais de uma demonstragao do fato
usando resultados provados por ele préprio em [17].

Corolario 3.1. Os n-shifts S, nao sao conjugados para diferentes valores de n.

Por fim chamamos a atengdo para os trabalhos que vieram depois de [10], genera~
lizagoes como [9] ou, artigos que tentam entender melhor a entropia como [28], [11] e [33].
Para os que desejam ler mais sobre esta e outras entropias no contexto nao-comutativo,
o texto de Erling Stgrmer [37], onde sao tratadas outras entropias onde ele também
contribuiu como a definida por Voiculescu é um bom comeco e, para os que desejam
aplicacoes destas a fisica sugerimos [29].
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