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RESUMO

Ao considerarmos a importancia do raciocinio combinatorio para a evolucdo do
pensamento formal do aluno, buscamos uma teoria que permitisse ao aluno maiores

possibilidades de desenvolver este raciocinio.

Deste modo nos identificamos com o método de ensino através da resolugdo de
problemas proposto por George Pdlya (1995) e entdo planejamos uma pratica de ensino
focada no desenvolvimento do raciocinio combinatdrio a partir de problemas extraidos dos
bancos de questdes e de provas das Olimpiadas Brasileiras de Matematica das Escolas
Publicas, cuja exigéncia em termos de contetido fosse a utilizagdo do principio fundamental

da contagem.

Neste trabalho buscamos justificar a importancia dada ao desenvolvimento do
raciocinio combinatorio, relacionando pratica e teoria, a partir da analise dos dados advindos
da prética, buscando compreender a maneira como o aluno interage com a resolugdo de

problemas e verificando as possiveis evolu¢des apresentadas através da pratica.

Palavras Chaves: Analise combinatdria, raciocinio combinatério, raciocinio logico,

resolugdo de problemas.



ABSTRACT

As we consider the importance of logical thinking to the evolution of formal thought

the student, we seek a theory that allows the student more likely to develop this reasoning.

Thus we identify with the method of teaching through problem solving proposed by
George Polya (1995) and then plan teaching practice focused on the development of logical
thinking from problems extracted from the banks of issues and evidence for the Olympics
Brazilian mathematics Public Schools, whose demand in terms of content were using the

fundamental principle of counting.

In this work we justify the importance given to the development of logical thinking,
linking theory and practice, from the analysis of data coming from practice, trying to
understand how the student interacts with the troubleshooting and checking the possible

evolutions presented through practice.

Key words: combinatorial analysis, combinatorial thinking, logical thinking, problem solving.
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INTRODUCAO

Nossa pesquisa trata do ensino da andlise combinatoria a partir da resolugdo de
problemas. O ensino da matematica muitas vezes ¢ visto como ensino de algoritmos e
calculos, os quais geram uma sequéncia de passos a serem memorizados e aplicados de modo

mecanico.

O ensino da combinatoria no ensino médio pode ter um papel muito importante para o
desenvolvimento intelectual do aluno, pois, ao trabalharmos em aula questdes que envolvam
raciocinio combinatorio, estaremos contribuindo para o desenvolvimento de uma habilidade
fundamental para a evolucdo de seu pensamento. Deste modo, ¢ preciso que tenhamos um
método diferente daquele que visa o ensinamento de algoritmos, o qual apresenta uma grande

limitagdo para o ensino deste contetido.

Escolhemos desenvolver esta pesquisa através da resolucdo de problemas, pois
compreendemos que este método de ensino, na area da combinatéria, visa o desenvolvimento
de tarefas que permitam ao aluno aprender a analisar uma situacdo, considerando todos os
dados e informagdes, ampliando sua capacidade de compreensdo quanto ao problema e quanto
aos métodos de contagem utilizados, tornando o aluno capaz de incluir as adaptagdes que

forem necessdarias no procedimento.

A importancia de permitir ao aluno que ele proprio construa seu conhecimento,
compreendendo o que estd fazendo e o motivo pelo qual estd agindo, de tal maneira ¢
explorada nas disciplinas de Laboratorio e de Estdgio em nosso curso, mas para mim, ficou
evidente quando cursei a disciplina de Analise Combinatéria I'. Nesse semestre tive a
oportunidade de desconstruir conceitos mal formulados anteriormente para compreender o
verdadeiro processo de contagem implicito nas féormulas até entdo conhecidas, ou seja,
enquanto aluna, passei pela experiéncia de compreender uma disciplina, a qual ndo atribuia
minimo significado. Até aquele momento ndo percebia o real significado das famosas

féormulas de combinatoéria.

A partir desta reflexdo, observei que, na maioria das escolas em que realizei praticas

de ensino ou outras atividades que me permitissem vivenciar a pratica escolar, o ensino da

' Disciplina ministrada pela Prof. Dra. Marilaine de Fraga Sant’Ana durante o segundo semestre de 2010.



analise combinatoria era tratado de modo superficial, sendo consideradas apenas as formulas e
exercicios que induziam a utilizacdo das mesmas sem que fossem exploradas situacdes que

enriqueceriam o pensamento combinatdrio.

Tendo em vista a caréncia da explora¢dao do conteudo no ensino médio e a experiéncia
de aprendizagem que tive na universidade, surgiu a motiva¢do para desenvolver a presente
pesquisa: verificar como os alunos interagem com o ambiente gerado por uma proposta de

ensino diferenciada, o ensino da combinatéria a partir da resolu¢do de problemas.
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REFERENCIAL TEORICO

No desenvolvimento desta analise teremos como referencial a teoria de resolugao de
problemas desenvolvida por Pélya (1995) e alguns trabalhos desenvolvido a partir desta
teoria, tais como, as pesquisas e escritos de Onuchic e Zuffi (2007), Gonzalez (1998; 2005) e
D’ Ambrésio (2008). O desenvolvimento do pensamento formal definido por Piaget e Inhelder
(1976) para justificar o tema da pesquisa e as definicdes de problema citadas por Roque
(20006).

Além dos referenciais tedricos acima citados utilizamos outras pesquisas
desenvolvidas sobre o ensino da Analise Combinatoria e sobre a resolugdo de problemas

como método de ensino, as quais serdo mencionadas posteriormente.

RACIOCINIO COMBINATORIO

O desenvolvimento do raciocinio combinatério, segundo Piaget e Inhelder (1976) ¢

requisito para o desenvolvimento do pensamento formal.

Eles determinam as estruturas de conhecimento como estagios de desenvolvimento do
pensamento intelectual, os quais progridem ordenadamente, de modo que o aluno parte de um
estagio cujas estruturas de pensamento sdo mais limitadas para outro caracterizado por
estruturas mais completas. O estadgio mais avangado das estruturas de conhecimento ¢ o
operatorio-formal, caracterizado pela capacidade de considerar todas as combinag¢des de modo
sistematico, coordenando as variagdes entre os componentes, sabendo apresentar as hipdteses

formuladas e as implica¢des de cada consideragao.

No desenvolvimento dessa estrutura o raciocinio combinatorio torna-se fundamental,
pois:

O pensamento formal opera em segunda, terceira, enésima... poténcia, através das
relagdes das relagdes ¢ das coordenagdes das coordenagdes das ag¢des envolvidas na
logica das proposigdes. A combinatdria abrange essa totalidade, sendo ela propria
operagdo de segunda poténcia: “As permutagdes sdo seriacdes de seriagdes, as
combinagdes sdo multiplicagdes de multiplicagdes, etc.” (INHELDER; PIAGET
apud DURO, 2012, p.23).
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Seguindo essa teoria e considerando a importancia dessa estrutura de conhecimento na
formacdo do aluno, o ensino da combinatoria pode ser considerado um meio de oportunizar
essa evolugdo. Neste caso o objetivo do conteido ¢ o desenvolvimento do raciocinio

combinatoério.

Diante deste objetivo, o uso de féormulas, exercicios de fixacdo e defini¢des prontas
sdo insuficientes. E necessario um método que permita o desenvolvimento dessa estrutura,
que oportunize ao aluno momentos reflexivos, que permita a constru¢do do raciocinio sem

limitar o conhecimento matematico.

Para repensar a metodologia de ensino visando o desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio podemos considerar a experiéncia apresentada no capitulo “Combinagdes de
corpos quimicos coloridos e incolores” da obra “Da logica da crianga a légica do
adolescente”, de Piaget e Inhelder (1976), na qual os participantes deveriam obter cores
diferentes a partir da combinagdo de trés substincias quimicas e um indicador, dentre as
substancias havia uma capaz de descolorar a mistura e outra que era neutra, influenciando
apenas na tonalidade da mistura, mais escura ou mais clara. A inclusdo dessas duas
substancias tornava mais complexa a resolu¢do, pois ndo bastava apenas fazer todas as
combinagdes dos elementos dois a dois, depois trés a trés e por fim considerando os quatro
elementos, era preciso considerar todas as implicacdes que cada elemento gerava na mistura,

para entdo chegar a conclusdes sobre todas as possibilidades.

Considerei importante essa experiéncia, pois na teoria apresentada foi uma maneira de
avaliar o estagio de desenvolvimento do aluno participante. Fato que evidencia a relacdo que
existe entre a combinatdria e o desenvolvimento das estruturas do estagio operatorio-formal.

De modo geral, a ligdo deste experimento ¢, portanto, a estreita correlagdo existente
entre a constru¢do ou estrutura de conjunto das operagdes combinatérias, de uma
parte, e, de outro, as das operagdes formais ou interproposicionais. [...] Esta
correlagdo ¢ menos surpreendente, pelo fato de, no fundo, ser uma identidade: o

sistema de operagdes proposicionais €, na realidade, uma combinatoria. (PIAGET;
INHELDER, 1976, p.91).

Além disso, a experiéncia apresentada nos “indica” um método de ensino: A resolucao
de problemas. Neste caso o sujeito participante estava envolvido em uma situagdo nova em
busca de meios para compreender o que aconteceria na combinagcdo daquelas substancias
tendo que organizar os dados do problema, considerar a particularidade de cada substancia

para entdo fazer a contagem das possibilidades de modo sistematico.
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RESOLUCAO DE PROBLEMAS E O ENSINO DA MATEMATICA

Proposta de ensino através da resolucdo de problemas ¢ um tema abordado com
frequéncia em pesquisas na area da Educagdo Matematica. Porém ao pensarmos em problema
muitos significados distintos podem ser atribuidos, por esse motivo iniciaremos explorando a

definicdo de problema adotada neste trabalho.

Ao utilizarmos problemas no ensino da matemadtica visando que o processo de
aprendizagem ocorra do modo mencionado no item anterior, o problema ndo deve ser
encarado como um exercicio de fixacdo. Neste caso a situagdo apresentada ¢ considerada um
problema quando

a situacdo ndo ¢ familiar, [...] e a solugdo exige um tratamento distinto de uma mera
aplicagdo rotineira. Em termos de execucdo, quando sua resolucdo exige [...] a
identificagdo de possiveis hipoteses e a verificacdo de sua exequibilidade, exigindo
que o sujeito elabore condutas proprias através de capacidades de raciocinios

auténomos. (CONTRERAS, apud GONZALEZ, 1998, p. 71; traducdo e adaptagdo
minha).

Deste modo, nesta andlise, os problemas foram propostos, com a inten¢do de gerar
questionamentos e estratégias desconhecidas, de inquietar o aluno e retira-lo da zona de
conforto gerada pela repeticdo de algoritmos em exercicios de fixagdo, oportunizando
momentos propicios a constru¢do do conhecimento matematico e do desenvolvimento de

raciocinio.

Em outras palavras, consideramos que “um problema ndo ¢ uma falta que vira a ser
preenchida pelo conhecimento da solucao preexistente, mas ¢ uma cria¢do, uma novidade, um
vir-a-ser que traz a realidade algo que nunca existiu” (ROQUE, 2006, p. 141) através do
esforco e desenvolvimento intelectual daquele que trabalha em sua solugdo, evitando que

problema e solucdo sejam meras pecas de encaixe, cabendo ao aluno o simples ato junta-las.

Tendo determinado o que ¢ um problema em nossa perspectiva vamos avaliar o papel

do problema na matematica.

Albert Lautman, citado por Roque (2006) determina problema como o Unico a priori
da matematica. Segundo Roque (2006), o filésofo define o a priori como uma ligagdo entre

matematica e filosofia, defendendo que esta relacdo ocorre quando analisamos uma teoria
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matematica “procurando identificar o problema que se encontra ao mesmo tempo definido e

resolvido pela existéncia desta teoria” (ROQUE, 2006, p. 144), ou seja, a compreensdo da
matematica ocorre através de relagdes estabelecidas entre problemas e solugdes.

“Este a priori problematizante da matematica se efetua juntamente com os

esquemas logicos que engendrardo suas solugdes, sem nunca se deixar dominar. [...]

Um dos exemplos mais simples do papel dos problemas em matematica ¢ o fato de

que ela evolui por conjecturas, e ¢ justamente no processo de se demonstrar ou de se
refutar uma conjectura que novas teorias sdo formuladas.” (Ibid, 2006, p. 143)

Além disso, a importancia da utilizagdo de problemas no processo de aprendizagem da
matematica pode também ser verificada nos Pardmetros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio, o qual define o papel da matematica no ensino escolar, como disciplina que

contribui para o desenvolvimento de processos de pensamento ¢ a aquisi¢ao de
atitudes, cuja utilidade e alcance transcendem o ambito da propria Matematica,
podendo formar no aluno a capacidade de resolver problemas genuinos, gerando
habitos de investigacdo, proporcionando confianga e desprendimento para analisar e
enfrentar situacdes novas, propiciando a formac¢ao de uma visdo ampla e cientifica

da realidade, a percepcdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da
criatividade e de outras capacidades pessoais. (BRASIL, 1998, p.40)

Seguindo este ideal, ¢ fundamental que saibamos como conduzir a pratica a partir da

resolucdo de problemas, de modo que nossos objetivos sejam alcancados.

Para este trabalho utilizamos a teoria de Polya (1995), o qual defende o método de
ensino através de problemas e orienta o trabalho do professor visando um melhor
aproveitamento deste método de ensino.

O ensino que se reduz ao desempenho mecinico de operagdes matematicas
rotineiras fica bem abaixo do nivel do livro de cozinha, pois as receitas culinarias

sempre deixam alguma coisa a imaginagdo e ao discernimento do cozinheiro, mas as
receitas matematicas nao deixam nada disso a ninguém. (POLYA, 1995, p. 124).

Em sua concepg¢do ¢ muito importante que o aluno seja protagonista da construgdo de
seu proprio conhecimento, para ele “o estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho
independente quanto The for possivel” (POLYA, 1995, p. XVII), porém ao mesmo passo que
defende essa autonomia que deve ser permitida ao aluno, também aponta a importancia do
papel do professor neste processo. “O professor deve auxiliar, nem demais nem de menos,
mas de tal modo que ao estudante caiba uma parcela razoavel do trabalho.” (POLYA, 1995,
p. XVII), ou seja, o professor deve auxiliar o aluno de modo que a informa¢ao dada seja a

minima possivel, mas que também seja suficiente para que ele possa seguir sozinho.
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Essa maneira de conduzir as tarefas em sala de aula nos leva a negar atitudes tais
como: apresentar correcdes antes que o aluno termine sua tarefa; utilizar explicacdes
carregadas de exemplos, que podem ser encarados como uma prévia das tarefas que serdo
pedidas posteriormente; auxiliar o aluno resolvendo parcialmente o problema. A postura que
adotamos como ideal neste trabalho, além de estar de acordo com a teoria de Pdlya (1995)
converge com a visao de Ranciére (2002) a respeito do ato de ensino.

Explicar alguma coisa a alguém ¢é, antes de mais nada, demonstrar-lhe que ndo pode
compreendé-la por si s6. Antes de ser o ato do pedagogo, a explicagdo € o mito da
pedagogia, a pardbola de um mundo dividido em espiritos sabios e espiritos
ignorantes, espiritos maduros e imaturos, capazes e incapazes, inteligentes e bobos.
O procedimento proprio do explicador consiste nesse duplo gesto inaugural: por um

lado, ele decreta o comego absoluto — somente agora tem inicio o ato de aprender;
por outro lado, ele cobre todas as coisas a serem aprendidas desse véu de ignorancia

que ele proprio se encarrega de retirar. (RANCIERE, 2002, p. 20)

O METODO POR RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A resolu¢do de problemas, segundo Polya (1995) ¢ dividida essencialmente em quatro
etapas, as quais podem ser consideradas como um suporte para o aluno que ndo esta habituado
com a busca por solugdes, de modo genérico, com o intuito de oportunizar o desenvolvimento

da habilidade em elaborar estratégias na resolu¢ao de problemas.

De modo resumido podemos dizer que na resolucio de problemas

“Primeiro, temos que compreender o problema, temos que perceber claramente o
que ¢ necessario. Segundo, temos de ver como os diversos itens estdo inter-
relacionados, como a incognita, estd ligada aos dados, para termos a ideia de
resolucdo, para estabelecermos um plano. Terceiro, executamos o nosso plano.
Quarto, fazermos um retrospecto da resolugdo completa, revendo-a e discutindo-a”.
(POLYA, 1995, p. 3)

Para descrevermos melhor as etapas vamos falar sobre as principais caracteristicas de

cada uma delas.

A primeira etapa, talvez o momento mais importante para o bom andamento das etapas
seguintes, ¢ caracterizada pela compreensdo do enunciado e pelo interesse em buscar a
solugdo. Este momento depende essencialmente do problema selecionado. A tematica deve
ser motivadora e a exigéncia deve ser adequada ao nivel de desenvolvimento do pensamento

do aluno, para que ele sinta vontade de compreendé-lo e de trabalhar em sua solugao.
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Ao trabalhar na compreensdo, de acordo com Poélya (1995), o aluno precisara
identificar “as partes principais do problema, a incognita, os dados, a condicionante”
(POLYA, 1995, p.4), analisa-lo considerando as distintas perspectivas que possam ser
exploradas, adotar uma notacdo que auxilie a manipulagdo dos dados e explorar as
possibilidades de satisfazer a condicionante. Deste modo o aluno podera partir para a segunda

etapa tendo maiores chances de estabelecer uma estratégia coerente com a solugao.

Porém, quanto ao interesse, acreditamos que mesmo sendo feita uma cuidadosa
selecdo de questdes ¢ provavel que o aluno, acostumado a trabalhar com exercicios de
fixagdo, ao receber problemas, da maneira como propomos, dedique pouco interesse em
resolvé-lo. Percepcao que intensifica ao observar na pesquisa de Onuchic e Zuffi (2007), que
os alunos ndo habituados com esta metodologia apresentaram maior resisténcia ao iniciar as

atividades que envolviam resolug¢do de problemas.

Muitas vezes sera necessario que o professor conceda tempo para que, no aluno
desperte a vontade de dedicar-se a tarefa. “Ensinar a resolver problemas ¢ educar a vontade.
[...] o estudante aprende a perseverar a despeito de insucessos, a apreciar pequenos
progressos, a esperar pela ideia essencial e a concentrar todo o seu potencial quando esta

aparecer” (POLYA, 1995, p. 114).

Quando o aluno supera a primeira fase e comeca a elaborar a estratégia para solucionar
o problema, dizemos que ele estd na segunda etapa: estabelecimento de um plano. E neste
momento que o aluno determina quais céalculos pretende fazer, quais teoremas e defini¢des
sd0 necessarios para encontrar a incognita, ou simplesmente define os procedimentos a serem

feitos para encontrar a solu¢do, de acordo com as necessidades do problema.

Como a intencdo do ensino através da resolugdo de problemas ¢ apresentar uma
situacdo nova, para a qual o aluno ndo tenha a solu¢do de antemdo, ¢ muito provavel que o
aluno tenha que pensar e repensar, construir e desconstruir seu planejamento muitas vezes, até

encontrar o plano adequado.

De acordo com o nivel de dificuldade em elaborar o plano para a resolugdo de um
problema “teremos de variar, de transformar, de modifica-lo.” (POLYA, 1995, p. 6) Para que

possamos relacionar este problema com outros menos complexos ou apenas conhecidos, pois
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a partir da solucdo desses novos problemas, poderemos retornar ao problema original com

novas ideias que contribuam para a solu¢ao procurada.

Neste momento utilizamos do raciocinio heuristico, o qual segundo Pélya (1995), ¢
aquele que tem por objetivo descobrir a solugdo do problema que se apresenta. Este raciocinio
ndo ¢ considerado final e rigoroso, mas sim provisorio e plausivel. E por esse motivo este
raciocinio estd relacionado com a busca de solug¢des, pois consideracdes provisodrias que
apresentem coeréncia com o que buscamos sdo indispensdveis para solucionarmos um

problema.

Visando o bom andamento desta etapa, ao perceber dificuldades, o professor pode
fazer questionamentos genéricos, que auxiliem o aluno a destacar o que ¢ necessario resolver
(a incégnita) e as condigdes impostas pelo enunciado, sugerindo uma decomposi¢do do
problema ou analogia com outros ja trabalhados, mas sempre com distin¢do, para respeitar a

parcela de trabalho do aluno.

Ap6s elaborar um plano que o deixe convencido de que a partir do mesmo a solugdo
do problema serd determinada, o aluno esta pronto para a execucdo do plano, terceira etapa

dos passos de resolugdo de problemas.

A execucdo de um plano bem determinado em geral ¢ mais simples do que as tarefas
anteriores, mas ndo nos isenta de retornarmos ao passo anterior ao percebermos alguma falha
de planejamento. Caso ndo tenhamos perturbacdes nessa etapa, precisaremos apenas dedicar-
nos a execucdo do plano elaborado. O professor pode deixar o aluno trabalhar sem

interrompé-lo ou intervir mostrando que deve rever algum passo de seu plano.

Acreditamos que, existindo a possibilidade do erro ser descoberto pelo proprio aluno,
o professor deve evitar intervir, pois ao compreender o erro, o aluno estard tomando
conhecimento sobre as implicagdes da hipétese que formulou de modo inadequado. Se
percebermos que o aluno estd com muita dificuldade na execucdo por ter elaborado um plano
incapaz de solucionar o problema, poderemos intervir, mas sempre buscando compreender
como o aluno organizou suas ideias. Desse modo teremos a possibilidade de descobrir qual
ponto precisa ser retomado, qual conceito precisa ser mais bem compreendido, qual hipotese
precisa ser reformulada. Para que a interveng¢do realmente auxilie o aluno ela precisa

desconstruir o que esta mal formulado para construir do modo adequado.
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Com a finalidade de consolidar o conhecimento que o aluno obteve e de ampliar sua
capacidade de resolugdo de problema a quarta e ultima fase ¢ proposta: o retrospecto. Neste
passo o aluno deve fazer a verificagdo da resolucdo do problema, sendo que neste momento
além de corrigir a solu¢do apresentada ele podera repensar o modo como conduziu seu plano e
ao verificar sua estratégia também podera perceber maneiras mais simples e eficazes de

solucionar aquele problema.

A ultima fase da resolugdo de problemas apresentada por Pdlya tem também o
objetivo de conscientizar o aluno “que problema algum fica completamente esgotado. Resta
sempre alguma coisa a fazer. Com estudo e aprofundamento, podemos melhorar qualquer
resolucdo e, seja como for, ¢ sempre possivel aperfeicoar a nossa compreensao da resolucao.”
(POLYA, 1995, p. 10).

A partir dessa exploragdo o aluno percebera a importancia de seu trabalho e podera
valorizar propostas que lhe exijam esforgo intelectual, permitindo que seu processo de
aprendizagem seja mais s6lido e enriquecido.

Os quatro passos apresentados anteriormente, foram elaborados pelo autor na década
de 40 e até hoje muitos trabalhos, seminarios e grupos de pesquisa tomam esta teoria como
referencial ao propor o ensino da matematica através de problemas.

Observamos em trabalhos mais recentes, que versam sobre a evolugdo deste tema, que
a resolucdo de problemas passou por muitos anos exercendo o mesmo papel de um exercicio
de fixagdo.

Segundo Beatriz D’ Ambroésio (2008), o ensino da matematica por muito tempo
ocorreu de modo que “o professor ensinava o conteido, aluno praticava aplicagdo”
(D’AMBROSIO, 2008, p.1), mesmo os problemas eram vistos como exercicios de fixagao.
Apenas em 1933, Dewey ofereceu reflexdes sobre a importancia em propormos problemas
vinculados a realidade do aluno. E alguns anos depois, em 1945, Polya passou a influenciar o
cendrio da educagdo matematica. Porém a visdo que temos hoje sobre as fases de resolugdo
apresentadas por ele ¢ bastante diferente do modo como foram interpretadas durante a década
de 60 no Brasil.

Entre 1960 e 1990, de acordo com a andlise de D’ Ambroésio (2008) as etapas de Polya
(1995) integravam o livro didatico, sendo importante que o aluno soubesse cada uma dessas
etapas e demonstrasse cada uma ao resolver um problema. Ou seja, o foco era no

conhecimento do método e ndo no desenvolvimento da habilidade como enfatizamos hoje.
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A visdo atual sobre os passos da resolucdo problema deve-se a analises mais
aprofundadas de seu trabalho, as quais permitiram que percebéssemos a importancia de suas
contribui¢des, “Polya estudava o trabalho de investigagdo dos matematicos e propunha um
ensino que criasse oportunidade para que os alunos se comportassem como matematicos”
(D’AMBROSIO, 2008, p.1)

Seguindo essa visdo atual, o método de ensino da matematica através da resolucdo de
problemas vem sendo um tema focado frequentemente em pesquisas e artigos em varios
paises. No Brasil podemos citar a pesquisa de Onuchic e Zuffi (2007). Sua contribuicdo
advém de projeto” realizado visando melhorias no ensino da matematica em turmas de ensino
médio de uma escola publica de Sdo Paulo. No trabalho, as autoras citam diversos
pesquisadores que defendiam o mesmo objetivo e citam o GTERP’, como referéncia na
investigacdo e producdo de materiais nessa linha de pesquisa.

Além destas fontes, consideremos outros trabalhos académicos que versam sobre este
mesmo tema. Acompanhar estes trabalhos foi importante para definirmos referenciais tedricos
e para que pudéssemos definir melhor nosso objetivo. Entre estes se encontram a dissertagao
de Marina Duro (2012), que versa sobre a psicogénese do pensamento combinatorio
analisando a resolucdo de problemas através do método clinico de Piaget; a dissertacdo de
Marcelio Adriano (2007), que verifica a eficiéncia da utilizagdo de problemas geradores no
ensino da matematica; o trabalho de conclusdo de curso de Carla Soares (2010) que apresenta
uma proposta de ensino da combinatdria baseada em jogos; o trabalho de conclusdo de curso
de Fernando Abbott (2011), que consiste em um estudo sobre estratégias de resolugdo de

problemas.

* Titulo do projeto: “DESENVOLVIMENTO E AVALIACAO DE UMA PEDAGOGIA UNIVERSITARIA
PARTICIPATIVA NO ENSINO MEDIO: atividades com énfase em Matematica, Ciéncias e Comunicagdo”,
projeto originado pela Universidade de Sdo Paulo, no municipio de Sdo Carlos — SP. 2001 — 2005

? Grupo de Trabalho e Estudo em Resolugio de Problemas, coordenado por ONUCHIC desde 1992, na propria
universidade de Sado Paulo, atua na investigagio e aperfeigoamento do método de ensino através da resolugdo de
problemas.
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METODOLOGIA

O tema desta pesquisa surgiu a partir do interesse pela relagdo entre desenvolvimento
do raciocinio logico e o ensino da combinatoria. Com base no estudo da teoria de resolucdo de
problemas como método de ensino da matematica, nossas indagacdes intensificaram-se e

assim foi possivel definir nosso objetivo.

A maneira como o trabalho foi sendo desenhado, de acordo com a descricio de
D'Ambrosio (2009), caracteriza a estrutura organizacional de uma pesquisa qualitativa, a qual
busca relacionar pratica e teoria, de modo que o foco seja a interagdo do aluno com o
ambiente. Neste caso, ¢ muito importante que o professor assuma o papel do pesquisador,
registrando detalhadamente o andamento da pratica para posteriormente poder estabelecer

relagdes com a teoria.

A pesquisa qualitativa, diferente da quantitativa, ndo conta com dados estatisticos para
fins conclusivos. Neste tipo de pesquisa, a “... validagdo ¢ muito influenciada por critérios
subjetivos [...] A andlise dos dados depende de uma fundamentagdo tedrica que, obviamente,

depende do pesquisador e de suas interpretacdes.” (D’ Ambrosio, 2009, p.104).

Para obtermos os dados da andlise, organizamos uma pratica de ensino que permitisse
ao aluno elaborar estratégias para solucionar problemas, de modo que pudéssemos
acompanhar a realizagdo das tarefas propostas, relatando os procedimentos apresentados pelos
alunos e interpretando cada detalhe na escrita, na fala, nos desenhos e nas interagdes, para

conseguir estabelecer a relagdo entre teoria e pratica.

A coleta de dados foi feita a partir da gravacao do 4udio de interagdes, dos relatos
escritos pelos alunos e dos relatos de situagdes vivenciadas durante este periodo, os quais sdo

expostos seguidos de nossa andlise justificando nossas conclusdes.
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PRATICA DE ENSINO

Para o desenvolvimento da andlise foi elaborado um projeto sobre resolugcdo de
problemas de analise combinatdria, apresentando situacdo com niveis de dificuldade distintos.
Em geral, os problemas utilizados no projeto foram extraidos do Banco de Questdes da
OBMEP, questdes desenvolvidas para os niveis I (ensino fundamental — séries iniciais) e II

(ensino fundamental — séries finais).

Optamos por esta referéncia na selegdo dos problemas, pois mesmo que o aluno ja
tivesse conhecimento sobre o conteudo abordado na questdo ele precisaria criar uma
estratégia, escolhemos problemas que abordassem combinatéria ou légica. Os problemas da
OBMEP ndo se limitam a uma simples aplicacdo de formulas e defini¢des, eles apresentam
situacdes, nas quais além do conteudo sdo consideradas variagdes que exigem uma analise

mais aprofundada.

O projeto foi desenvolvido em uma turma de segundo ano do ensino médio, em
periodos noturnos, contando quatro encontros semanais desenvolvidos no periodo de 20 de
margo de 2013 a 17 de abril de 2013, A turma era composta por 38 alunos, porém em média
compareciam 25 alunos por aula. Normalmente os alunos que faltavam eram sempre os
mesmos, permitindo que eu pudesse considerar a continuidade do trabalho com a maior parte

da turma.

Além do objetivo da andlise, o projeto buscava oportunizar momentos que
contribuissem para o desenvolvimento do raciocinio logico e combinatério dos alunos,

orientando-os através de questionamentos que os auxiliassem a pensar com maior autonomia.

O primeiro encontro do projeto aconteceu dia 20 de marco de 2013. Para este dia o
planejamento previa uma apresentacdao do projeto e em seguida uma sequéncia de problemas,

para serem solucionados. A lista de problemas consta como apéndice desse material.

As questdes trabalhadas neste primeiro dia foram:

* Na primeira semana de abril/2013 nio tivemos aula na escola.
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1. (OBMEP 2008) Fabio tem cinco camisas: uma preta de mangas curtas, uma preta de
mangas compridas, uma azul, uma cinza e uma branca, e quatro cal¢as: uma preta,
uma azul, uma verde e uma marrom. De quantas maneiras diferentes ele pode se vestir

com uma camisa ¢ uma calga de cores distintas?

2. Ha cinco estradas distintas ligando as cidades A e B e trés estradas distintas ligando B

e C e duas distintas ligando A e C, diretamente.
a) De quantas maneiras ¢ possivel chegar na cidade C se estivermos na cidade A?

b) De quantas maneiras ¢ possivel chegar na cidade C, saindo da cidade A e passando

pela cidade B?

3. (OBMEP 2013) Nove pontos sdo desenhados em uma folha de papel, como mostrados

na seguinte figura:

a) De quantas maneiras ¢ possivel escolher trés pontos colineares?

b) De quantas maneiras ¢ possivel escolher quatro pontos de modo que trés deles sejam

colineares?

As tarefas 1 e 2 foram iniciadas e concluidas no primeiro encontro, a terceira tarefa
ficou incompleta, os alunos conseguiram resolver o primeiro item, mas a solugdo do segundo
ndo foi encontrada tao facilmente. Para que, neste item, os alunos elaborassem um plano de

resolugdo, optamos por auxiliar na organizacao do processo de contagem.

Estas tarefas, assim como as demais realizadas neste projeto, foram todas

desenvolvidas em equipes. A proposta de trabalho em grupos visava atingir um melhor
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aproveitamento das atividades e da analise das mesmas. Essa ideia de trabalhar em grupo foi
reforgada pelas experiéncias apresentadas por Onuchic e Zuffi (2007). Segundo seus relatos a
comunicag¢do intragrupal contribui positivamente nos processos metacognitivos e na analise,
pois ao interagir com o grupo os alunos em “suas falas, acertos, diividas e angustias revelam
uma tomada de consciéncia, em menor ou maior grau, [...] daquilo que estavam fazendo para

atingir os objetivos propostos na tarefa” (ONUCHIC e ZUFFI, 2007, p. 87).

Deste modo, além de gerarmos ao observador um ambiente, no qual ¢ possivel analisar
o aluno na busca da resolugdo de um problema agindo com maior naturalidade,
oportunizamos ao aluno uma tarefa que contribua de modo amplo para o desenvolvimento de
suas habilidades. Quando o aluno interage com seus colegas, ¢ provavel que ele procure as
melhores maneiras para expor suas ideias, apresentando justificativas para convencé-los da
validade de seus argumentos. Além disso, a realizacdo de tarefas em grupo permite que os
alunos possam comparar suas ideias e suas maneiras de trabalhar, enriquecendo o processo de
aprendizado, pois a partir dessa comparagdo serd possivel que percebam a existéncia de

diferentes maneiras de encontrar uma mesma solugao.

No segundo encontro com a turma, dia 27 de margo de 2013, incluimos no
planejamento uma tabela com perguntas baseadas nas etapas de resolu¢do de problemas. Esse
novo recurso tratava de modo muito subjetivo das agdes a serem desenvolvidas em cada uma
das etapas de resolucdo. Este material foi elaborado principalmente para auxiliar o aluno a
interpretar o problema e conscientizar que, apds concluir o plano, ¢ importante conferir e

consolidar o que foi desenvolvido.

Ao entregar esse novo recurso, comentamos que aquela tabela era um material
auxiliar, que a utilizariam para algumas atividades, mas que seu uso ndo seria permanente,
depois de um tempo seria desnecessario, pois aquelas perguntas tornar-se-iam automaticas no

processo. As perguntas a serem respondidas neste material eram:

1) O que preciso encontrar para solucionar o problema?
2) Como pensei em resolver?
3) Consegui solucionar? O que precisei repensar?

4) Quando conferi, percebi algum problema? Qual?
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O material foi pouco utilizado, mas a exploragdo inicial contribuiu para orientacao
desejada. Em alguns problemas intervimos, através de exemplos e explicagcdes antecipadas,
pois compreendemos que os alunos ndo estdo habituados com esse tipo de proposta e que
correriamos o risco de limitar o trabalho do aluno por deix4-lo sem a atencdo necessaria nesse

momento inicial.

Neste encontro a utilizagdo deste material foi exemplificada juntamente com a
resolucdo do problema 4, a qual exploramos com os alunos, pois estavam apresentando

dificuldade na compreensao.
Problema 4:

4. (OBMEP 2013) Uma pulga, que esta no ponto A de uma reta, pula exatamente 1 m de

cada vez, sem nunca sair dessa reta.

a) Se a pulga quer chegar no ponto B localizado sobre a reta, a uma distancia de 5 m a

direita de A, com exatamente 7 pulos, de quantas maneiras ela pode fazer isso?

O inicio da utilizagdo do material auxiliar foi proposto neste exercicio. Porém os
alunos ndo conseguiram encarar as perguntas como uma atividade paralela ao problema, eles
estavam tratando como algo a ser feito depois, ou seja, “primeiro trato o problema como

sempre fago e depois encontro estas respostas”.

Optamos entdo por conduzir a resolugdo deste problema, evitando apresentar respostas
prontas, fazendo questionamentos sobre os aspectos do problema, tentando mostrar que um

problema deve ser visto de distintas perspectivas enquanto buscamos compreendé-lo.

Orientar a resolugdo desse problema foi uma maneira de exemplificar a utilizagdo do
material auxiliar, afinal, a maioria das questdes lancadas integravam-no. Desse modo, a

utilidade daquelas perguntas, pdde ser compreendida e a aplicagdo verificada.

As demais atividades da lista 1 (Apéndice B) foram pouco exploradas, apenas alguns
alunos trabalharam em sua solugdo. Por esse motivo foram transferidos, para as fichas

utilizadas na tarefa seguinte, os problemas 5 e 6.

No encontro seguinte, a proposta foi trabalhar em grupos maiores e substituir a lista

por fichas. Cada grupo recebeu uma ficha contendo um problema diferente, alguns abordando
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principios de contagem e outros abordando légica, a tarefa do grupo era solucionar aquele

problema utilizando o material auxiliar e apresenta-lo no fim da aula aos colegas.

Como, em média, cada grupo estava resolvendo dois problemas por aula, com a
utilizagdo da lista, fizemos fichas extras, para oportunizar continuidade da tarefa caso algum

grupo concluisse rapidamente o problema proposto.

A apresentagdo da atividade foi incluida no planejamento, a partir do estudo das ideias
de Gonzélez (2005), pesquisador na 4rea da Educagcdo Matematica, que propde a exposi¢do de
videos apresentando grupos solucionando problemas, para que o aluno, ao assistir, tenha a
oportunidade de identificar-se com os participantes do video repensando e comparando suas

estratégias. Podendo assim, ampliar sua capacidade de resolugdo.

A partir dessa ideia e do quarto passo de resolucao de Polya, incluimos a apresentagao
das tarefas, pois para organizar a apresentagdo o grupo teria de contar como foi resolver
aquele problema, o que garantiria a realiza¢do do retrospecto, permitindo que o proprio grupo
repense suas atitudes, e durante a apresentacdo os demais alunos, ao assistirem essa
exploragdo, poderiam também refletir sobre seus métodos e contribuir expondo novas ideias

para a turma.

No entanto, na pratica a apresentacdo foi feita por apenas um grupo, os alunos nao
gostaram desta parte da tarefa e fizeram o possivel para evité-la. Foi um pouco desagradavel
nao atingir o objetivo da tarefa para a maioria da turma, poucos demonstraram envolvimento e
perderam o interesse diante das dificuldades apresentadas pelos problemas, deixando indicado

no material, respostas incompletas ou sem justificativas.

O tinico grupo que apresentou a solucdo, desempenhou uma parcela consideravel da
tarefa corretamente. Este grupo mostrou que ¢ possivel trabalhar deste modo, obtendo bons
resultados. Acreditamos que, se tivéssemos mais tempo para a realizacdo do projeto, seria
possivel que mais grupos também apresentassem um progresso significativo na aprendizagem

da matematica através deste método.

Apesar de termos mais um encontro, julgamos melhor encerrar a atividade com as
fichas na aula seguinte. Cuidando para a tarefa ndo fosse desvalorizada, no quarto encontro
retomamos alguns dos conceitos abordados nas fichas, explorando os aspectos principais dos

problemas. Afinal o trabalho ndo podia ser dito encerrado, estando incompleto.
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Com a abordagem dos problemas, aproveitamos para falar sobre o principio
fundamental da contagem a partir das fichas 1 e 3, pois os problemas induziam fortemente a
pensarmos em como fazer a contagem de configuragdes distintas € em como combind-las
respeitando restricdes. Nao exploramos formulas, nem conceitos, apenas orientamos a
resolucdo, da mesma forma como agimos ao auxiliar na resolu¢do do problema 4 no segundo

encontro.

No ultimo encontro, além de finalizar a tarefa das fichas fazendo uma breve retomada
dos problemas trabalhados, trés atividades foram propostas. Duas atividades relacionadas com
a resolu¢do de problemas, sendo a primeira de logica e a segunda de andlise combinatdria, e
uma terceira atividade com o intuito de avaliar o projeto. As duas atividades matemaéticas

foram:

1. O cddigo secreto de um grupo de alunos ¢ um nimero de trés algarismos distintos
diferentes de zero.
Descubra o codigo utilizando as informagdes a seguir.

- Nenhum algarismo correto.
- S6 um algarismo correto na posigdo certa.

- S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada.

- S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada.

- S6 um algarismo correto na posigdo certa.
Codigo| | | |

2. A figura mostra o mapa de um pais (imaginério) constituido por cinco estados. Deseja-
se colorir esse mapa com as cores verde, azul e amarelo, de modo que dois estados vizinhos
ndo possuam a mesma cor. De quantas maneiras diferentes o mapa pode ser pintado?

;>
___\/ T Y\
\J
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Estas atividades foram aplicadas para verificar se o projeto havia atingido um de seus
objetivos: oportunizar uma pratica que contribuisse para o desenvolvimento intelectual do

aluno.

No primeiro problema o aluno teria que relacionar as informagdes dadas no enunciado,
verificando a implicagdo de cada uma delas para chegar a conclusdo final e no segundo
problema teriam de avaliar qual método de contagem era adequado, considerando a restricao

imposta.

A atividade avaliativa consistia em um questiondrio sobre o nivel de dificuldade dos
problemas trabalhados, reflexdes sobre uma nova visdo de problema e sobre o conhecimento
de andlise combinatéria dos alunos, anterior a pratica. O instrumento de avalia¢do foi aberto a

criticas e sugestdes, sendo este feito de modo individual e sem identificacao.

Essa ferramenta foi utilizada para termos mais uma fonte de analise. Além do material
produzido durante o projeto e das observacdes realizadas durante a pratica achei importante a
utilizacdo de uma ferramenta mais informal, na qual, o aluno, pudesse expor seu pensamento

sem medo de repreensdes.

A prética foi satisfatoria, gerando bons materiais e boas reflexdes para a analise
pretendida. Acreditamos que da mesma maneira que a pratica descrita foi importante para a

pesquisa também tenha contribuido positivamente para a turma participante.
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ANALISE DO MATERIAL

Faremos uma andlise do material produzido na préatica citada anteriormente. Muitas
tarefas foram propostas, mas nem todas geraram materiais consideraveis para este projeto. Por
esse motivo apresentaremos uma selecdo de solugdes e de situagdes que julgamos de interesse

para a analise.

O primeiro problema (enunciado na pagina 20) exigia a aplicacdo do principio
multiplicativo, porém apresentava uma restricdo e uma condi¢do, as quais poderiam ser
satisfeitas de dois modos: analisar os casos separadamente com restricdo ou considerar todas

as possibilidades e excluir aquelas que ndo apresentavam os casos restritos.

Neste caso, alguns alunos apresentaram dificuldade na compreensdo do problema.
Compreendiam que precisavamos encontrar de quantas maneiras distintas poderiamos
combinar as roupas, de modo que calga e camisa tivessem cores diferentes, mas muitos
consideravam que a camiseta preta de manga curta era igual a camiseta preta de manga longa.
Essa interpretacdo nos indica que poderiam estar com dificuldade em compreender que a
diferenca de cor deveria ocorrer ao mesmo tempo, ou seja, calga e camisa de mesma cor nao
deveriam ser consideradas, porém camisas distintas de mesma cor gerariam combinagdes

distintas com calgas de cores diferentes.

Apds compreender o enunciado, a maioria dos alunos apresentou uma boa maneira de
organizar os dados para contagem, porém alguns apresentaram maneiras confusas, que

impediram a contagem. Seguem alguns dos esquemas elaborados pelos proprios alunos.

Figura 1: Resolucio do problema 1 — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 2
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Na figura 1, observamos que o grupo tinha consciéncia das informagdes e do que
buscava, mas optou por um método de organizacao dos dados que ndo permitia que fosse feita
a contagem. Ele precisaria rever o plano elaborado, seria necessario pensar em um modo

sistematico para a contagem.

Na figura 2, ¢ possivel perceber que o grupo fez duas contagens diferentes, uma

considerando todas as combinagdes possiveis e outra considerando a restrigao.
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Figura 2: Resolucio do problema 1 — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 3

Podemos perceber a contagem sem a restri¢ao, pois o grupo listou as cores de camisa a
esquerda e marcou ao lado de cada uma um pequeno trago para cada uma das calgas,
encontrando vinte combinac¢des. Porém, a figura apresenta outra contagem, na qual o aluno
marca as cores de calgas possiveis para a camisa, listada naquela linha, atendendo a restri¢ao e

possibilitando a contagem.

Na solu¢do mostrada na figura 3, a ideia ¢ semelhante & anterior, porém, neste caso, o
grupo listou apenas uma camiseta preta, mas apresentou a contagem correta. Isso nos remete a
ideia de que o aluno percebeu em algum momento que estava faltando considerar a outra
camiseta preta e, para inclui-la na contagem, apenas acrescentou uma unidade para cada calga

de cor distinta.



29

Figura 3: Resolucio do problema 1 — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 4

Neste exercicio nenhum aluno optou por céalculos antes de gerar uma amostra das
combinagdes, também ndo consideraram a possibilidade de efetuar a contagem de todos os

casos para depois excluir os que ndo atendiam a restrigao.

Apenas a partir do segundo problema (enunciado na pagina 21) alguns alunos
perceberam que poderiamos determinar as possibilidades através do produto, sabendo

diferenciar o uso do produto e adi¢cdo naquele procedimento de contagem.

Foi possivel perceber que o modo como o aluno esquematizou os dados do problema
influenciou na escolha do principio de contagem aplicado. Seguem alguns exemplos de

resolucao:

—— e

Figura 4: Resolucio do problema 2 — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 5

Na figura 4, o grupo organizou os dados indicando quantas estradas tém ligacdo com a
cidade A, com a cidade B e com a cidade C. Para o item a considerou apenas as estradas que
ligavam diretamente as cidades A e C, sem perceber que neste caso deveriamos incluir todas

as maneiras de chegar a cidade C, sem restri¢do alguma. Para o item b considerou a soma das
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estradas que tinham ligagdo com a cidade B, aplicando o principio aditivo enquanto deveria

utilizar o principio multiplicativo.

No exemplo da figura 5, o grupo organizou o desenho, representando as cidades e as
estradas que ligavam uma cidade a outra, aplicando o principio multiplicativo e o aditivo da
maneira adequada. Enquanto neste esquema foi mais intuitiva a aplicacdo do principio
multiplicativo, na figura 4 notamos que ndo foi, pois ndo era possivel visualizar que para cada
estrada escolhida entre a cidade A e B existiriam outras 3 possibilidades de estradas para

chegarmos a cidade C.
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Figura 5: Resolucio do Problema 2 — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 3

Para o terceiro problema (enunciado na pagina 21), novamente ¢ necessdria a
utilizagdo dos dois principios. O primeiro item foi solucionado facilmente, os alunos
analisaram, através de desenhos, as diferentes maneiras de escolhermos trés pontos colineares
e rapidamente encontraram o total de possibilidades. Porém o segundo item apresentou um
maior nivel de dificuldade, pois os alunos buscaram a solu¢do da mesma forma, através da

contagem de amostras representadas em desenhos, como podemos verificar na figura 6.
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Figura 6: Resolucio do problema 3 —item b — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 2

De modo geral, a turma optou por buscar a solu¢do dessa forma, considerando sempre
que o quarto ponto escolhido estivesse ligado ao segmento formado pelos trés pontos
colineares. Estas dificuldades nos indicam falhas na compreensdo do problema e no plano

adotado para fazer a contagem.

Apenas apds algumas tentativas um aluno supds que poderia escolher um ponto
qualquer entre os seis pontos restantes. Segue a transcri¢ao de trecho do didlogo que mantive

com o0 aluno A;:

Aluno A;: “pego esses trés aqui e mais esse aqui, posso?” O aluno A; aponta 3 pontos

colineares da primeira coluna e um quarto ponto na terceira coluna.
Eu: “Pode”
Aluno A;: “Ai vou me perder mesmo, ai eu ndo sei contar”

Este aluno demonstra que além de ter compreendido o problema, percebeu que precisa

(13 99 ~ r
saber contar”, que para este caso, ndo ¢ adequado obter a resposta contando as
representacdes. Sua dificuldade agora ¢ determinar um plano. Como fazer a contagem destas

possibilidades?
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Como toda a turma estava apresentando dificuldade para solucionar este problema,
auxiliamos na busca pelo plano. Indicamos que pensassemos em um caso mais simples, em
todas as maneiras de escolher quatro pontos sendo fixados trés colineares. Escolhemos os trés
pontos colineares da segunda linha e entdo comecamos verificar quais pontos poderiamos
escolher como quarto ponto e assim conseguimos concluir que poderiamos escolher qualquer
um dos seis pontos restantes e, por isso teriamos seis maneiras diferentes de escolher quatro

pontos para aquele caso.

O préximo passo, que seria compreender que para cada trés pontos colineares teriamos
seis maneiras distintas de escolher o quarto ponto, ficou como tarefa para eles. O grupo 1,
depois de pouco tempo, encontrou a resposta correta e justificou seus calculos da maneira

exposta na figura 7.
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Figura 7: Resolucio do problema 3 —item b — Lista 1
Fonte: Material do Grupo 1

A quarta atividade (enunciado na pagina 23), como mencionei ao falar sobre a pratica
do projeto, foi bastante intrigante para os alunos. Para eles era impossivel solucionar aquela

questao.

Iniciamos com falhas na compreensdo, a tentativa inicial foi determinar o
comprimento do pulo como 7/5, desconsiderando a informagao inicial de que cada pulo media

exatamente um metro.

Apenas depois de muitos questionamentos os alunos perceberam que a pulga deveria
pular uma vez para a esquerda para que fosse possivel completar, com os sete pulos, o trajeto
de 5 metros a direita de onde ela estava e que seria possivel fazer esse trajeto de sete maneiras
diferentes, pois o deslocamento para a esquerda poderia acontecer entre o primeiro € o sétimo

pulo.

Para a atividade 5, alguns alunos apresentaram dificuldade em estabelecer um plano de

contagem. Apenas o aluno A, persistiu na busca da solugao.
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5. (OBMEP 2008) Uma formiguinha esta no ponto A do quadriculado da figura e quer
chegar ao ponto B passando pelo ponto R. Ela anda sobre os lados dos quadradinhos e
apenas para a direita ou para baixo. De quantas maneiras ela pode fazer esse trajeto?

=
00!
£ A
(3
oG R
= para a

direita
—

para
baixo

Para ajudé-lo, tivemos que decompor o problema em dois casos mais simples:

analisamos separadamente os caminhos de A até R e os caminhos de R até B.

Quando retornamos ao problema inicial, a pergunta feita foi: “Para cada caminho que
eu fizer de A até R, quantos eu poderei escolher de R até B?” o aluno percebeu que, para cada
escolha inicial, teriamos cinco maneiras de seguir do ponto R até o ponto B. E entdo, ele
concluiu que a resposta era dada pelo produto entre o nimero de caminhos da primeira etapa e

o numero de caminhos da segunda etapa.

No encontro seguinte foi feita a atividade das fichas. Nesta tarefa, analisaremos o

material do Grupo 1, o qual trata da resolu¢ao do problema da ficha 6.

FICHA 6

Cristina gosta de adivinhar em quais casinhas seus ratinhos

Mingo, Lingo e Tingo irdo se esconder, apds ser aberta a gaiola

em que eles moram. As casinhas sdo numeradas de 1 a 6 e dois ou

mais ratinhos podem se esconder na mesma casinha. Ela registra

suas previsoes em cartdes como os da figura, marcando um X em

cada linha.
a) De quantas maneiras Cristina pode preencher um cartao?
b) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que os ratinhos se

esconderdo em trés casinhas diferentes?
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C) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que dois ratinhos

se esconderdo em uma mesma casinha e o terceiro em uma casinha diferente?

Ap0s algumas tentativas o grupo pediu para que verificasse se estavam corretos. O
Aluno A; havia apresentado o célculo para o grupo, mas os demais colegas nao

compreenderam o raciocinio utilizado por ele.

A resposta estava correta, mas pedi para que explicassem como haviam encontrado

aquele valor. O Aluno B, adiantou-se e explicou o que o aluno A, tinha feito:

“Tem trés ratos para seis casas, ele multiplicou 3 vezes o 6, né? [...] 6x6x6 [...] como
tem trés ratos e cada um pode entrar nas seis casas entdo ele multiplicou como se cada um
tivesse entrado uma vez [...], mas dd mais, ndo? Se tem como entrar dois ou mais em uma
mesma casa, daria mais formas ou nao? Ah entendi! [...], o rato 1 pode entrar nas seis casas, o
rato 2 pode entrar nas seis casas € o rato 3 pode entrar nas seis casas, cada um pode entrar seis

vezes entdo ele multiplicou seis vezes.”

a) De quantas maneiras Cristina pode preencher um cartao?

Figura 8: Resolucio do problema da ficha 6 — item a
Fonte: Material do Grupo 1

Apesar do uso inadequado de alguns termos, tais como “entdo ele multiplicou seis
vezes” ¢ possivel perceber a maneira como o aluno concluiu ser aquele o célculo correto. E
importante observar que nao houve intervencao neste caso, o proprio Aluno Bj, ao expor o
modo como o Aluno A; havia feito o calculo, percebeu a justificativa que procurava. Além
disso, foi capaz de levantar a hipdtese de que o fato de dois ou mais ratos poderem entrar na

mesma casa, aumentaria o nimero de maneiras.

Para o segundo item desta ficha, o aluno B; novamente busca a verificacdo da resposta
de seu grupo. Novamente a resposta estava correta e a justificativa de como o grupo havia

chegado a solugdo foi:

“Se o rato 1 escolher a primeira casa, ¢ uma casinha a menos para o outro escolher, ai
digamos que ele escolheu outra casinha, faltam quatro s6 para o ultimo. Dai eu pensei assim:

6 x as 5 opcdes do segundo x as 4 opgdes do outro.”
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b) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que os ratinhos se

esconderao em trés casinhas diferentes?

Figura 9: Resolucio do problema da ficha 6 —item b
Fonte: Material do Grupo 1

Ao explicar o raciocinio, o aluno B; aponta o mérito do aluno A, pois ele explica que
foi no momento em que o aluno A; percebeu que o segundo rato teria uma op¢ao a menos

para escolher que conseguiram determinar a solugao.

No item C, a resposta foi dada da maneira exposta na figura 10.

c) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que dois ratinhos

se esconderao em uma mesma casinha e o terceiro em uma casinha diferente?

Figura 10: Resoluciio do problema da ficha 6 —item ¢
Fonte: Material do Grupo 1

Para obter este resultado foi considerado que: para o primeiro rato, existiam 6
possibilidades, para o segundo, 5 possibilidades e, para o terceiro, 2 possibilidades. Esse
raciocinio, embora analogo ao aplicado nos dois primeiros itens, os levou a resposta indicada
na figura 10, a qual ndo apresenta a solucdo do problema. Para solucionar esse item, deveria
ter sido considerada a configuracdo das duplas de ratos. Como os alunos consideraram apenas
as duplas formadas pelos ratos 1 e 3 e pelos ratos 2 e 3, esquecendo de contar as

possibilidades entre os ratos 1 e 2, a resposta encontrada indica 2/3 de todas as possibilidades.

Como este grupo havia desenvolvido as demais tarefas de modo mais independente,
apresentando argumentos validos e o raciocinio correto para os casos anteriores, julgamos que
teriam condi¢des de continuar a busca pela solucdo. Apenas indicamos que deveriam revisar a
solugdo do item c e deixamos a questdo em aberto, para que os alunos pudessem pensar sobre

a solugao.

Na atividade seguinte, a maioria da turma apresentou rapidamente resultados corretos.

Os dois resultados a seguir, apresentados nas figuras 11 e 12, incluiram justificativas em sua
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resposta, mostrando que as informagdes do problema foram consideradas e que um plano foi

elaborado para encontrar a solugao.

1) O codigo secreto de um grupo de alunos € um namero de trés algarismos distintos diferentes de zero.

Descubra o codigo utilizando as informagdes a seguir.

- Nenhum algarismo correto.

- S6 um algarismo correto na posigdo certa VA W AR alasna ~anni Y@

- S6 um algarismo correto, mas na posi¢do errada. cpn/, /)
|54 7|- Sé um algarismo correto, mas na posigao errada.

- S6 um algarismo correto na posi¢do certa.

Cédigo|J | 7 |b |

Figura 11: Resolucio do problema 1 — Lista 2
Fonte: Material do Aluno Al

1) O codigo secreto de um grupo de alunos € um numero de trés algarismos distintos diferentes de zero.

Descubra o codigo utilizando as informagdes a seguir.

- Nenhum algarismo correto. £ | ¢/, | & ; ) 4 L
- 86 um algarismo correto na posigdo certa. =, 4
- S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada. - ‘ em | ¥

154 7|- S0 um algarismo correto, mas na posi¢do errada. 2

'8 4 3|- S6 um algarismo correto na posigio certa. s | -

Cédigo i' [ T AMBF 2 A

Figura 12: Resoluciio do problema 1 — Lista 2
Fonte: Material do Grupo 6

A evolucdo na solu¢do do exercicio anterior também foi percebida no problema 2 da

mesma lista. A maioria dos alunos aplicou corretamente o principio multiplicativo, para

descobrir de quantas maneiras era possivel colorir o mapa, apenas pequenas dificuldades

surgiram ao considerar as restrigdes, porém foram facilmente superadas.

Encerramos nossa analise com a exploragdo destes materiais, sendo estes uma amostra

daqueles que apresentaram justificativas ou indica¢des dos procedimentos utilizados.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao fim desta andlise, concluimos que ¢ possivel obter um retorno significativo ao
trabalhar andlise combinatéria através da resolucdo de problemas, porém tanto a andlise

quanto a pratica, apresentaram novos motivos para reflexdes.

Na pratica observamos que a proposta despertou o interesse dos alunos, porém
percebemos que o interesse do aluno decrescia quando o nivel de dificuldade do problema
aumentava. Essa falta de interesse podia ser revertida, a partir de pequenos auxilios, através
dos questionamentos propostos. Ao questionar os alunos, orientando-os nas etapas de
resolucdo, muitas vezes, eles conseguiam ir adiante demonstrando muita satisfagdo em estar

conseguindo trabalhar na solugao.

Também foi possivel perceber os alunos apresentando progresso, que embora pare¢cam
pequenos, sdo muito significativos, tanto para eles como para nossa andlise. Ao decorrer da
pratica, presenciamos alunos organizando melhor suas justificativas, questionando as
implicagdes que alguma restri¢do trariam a solugdo, apresentando uma melhor compreensao

do processo de contagem.

Quanto a pratica, ao analisarmos a maioria dos resultados obtidos através da atividade
das fichas, dois fatores podem ser considerados: A atividade talvez tenha sido feita muito

cedo ou tenha faltado suporte para o aluno desenvolver melhores resultados.

Poderiamos aplicar uma atividade com a mesma estrutura novamente, depois de
trabalharmos mais tempo com a resolugdo de problemas mais faceis e verificar se os alunos
teriam melhor desempenho. Poderiamos, também, ter mais professores envolvidos na tarefa,
de modo que os grupos pudessem ser mais bem acompanhados. E provéavel que os grupos nio
tenham recebido a orientag@o necessaria para poder seguir na resolugdo e desenvolver a parte

da tarefa que lhes era cabivel.

Para orientar um grupo era preciso compreender o modo como estavam
desenvolvendo a solucdo, fazer questionamentos, esperar que apresentassem conclusdes e
argumentos. E essa, ¢ uma tarefa que exige tempo, por esse motivo acredito que ndo foi

possivel dedicar essa atenc¢do a todos os grupos, os quais solicitavam ajuda constantemente.
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Mesmo nao obtendo o retorno desejado desta tarefa, foi possivel considerar aspectos
que podem influenciar significativamente na pratica, tais como a atuacdo do professor, o
tempo que os alunos necessitam para sentir vontade de trabalhar com problemas e a selegao

dos mesmos.

Porém, ao retornarmos aos problemas de mesmo nivel dos trabalhados na lista 1 e
mantendo a configuragdo de grupos menores, tivemos um retorno positivo da maioria dos
alunos. Eles conseguiram encontrar as solu¢des de modo mais independente, apresentando
justificativas para suas conclusdes. Pudemos perceber, nestas atividades, que alguns alunos
despreocuparam-se em ter um modelo a seguir, ou em ter uma orientacdo para saber como
agir e simplesmente tentaram, buscaram um meio para encontrar a solu¢ao e desenvolveram

as etapas planejadas.

Para nossas conclusdes, também consideramos as respostas do questiondrio aplicado
no ultimo encontro. A partir dele, os alunos manifestaram suas opinides sobre a proposta, e
pelos escritos, foi possivel considerar, que eles gostaram de trabalhar na resolugdo de
problemas, mesmo considerando-os dificeis. A satisfacdo em encontrar a solugdo superou as
dificuldades iniciais, inclusive um dos alunos comentou que gostou de trabalhar na solug¢do do
problema 1 da lista 2, pois teve mais facilidade em resolvé-lo. Fato este, que pode significar

uma evolucdo ao trabalhar com problemas.

Notamos que alguns alunos demonstraram ter consciéncia da importancia de trabalhar
na solugdo antes de saber a resposta. Apenas um aluno reclamou da falta de exemplos e de
explicagdes, o que ¢ compreensivel, afinal, enquanto nossa pratica partia direto de um
problema, as praticas, em geral, iniciam com explicagdes e exemplos para depois partirem

para os exercicios.

Ainda no questiondrio alguns alunos citaram caracteristicas importantes para a
resolucdo de problemas ao responderem a pergunta: “Quando vocé for resolver um novo
problema, vocé pensa em algo que deve ser avaliado antes de comecar a resolvé-lo?” Seguem

algumas das respostas:
“Sim, as varias maneiras de resolvé-los.”
“Primeiro deve-se avaliar as regras da pergunta.”

“Pensaria no que preciso usar para executar o problema.”
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Estas respostas nos indicam que, possivelmente, alguns alunos apropriaram-se de
algumas das etapas de resolugdo, porém de modo intuitivo. Nesta pratica visamos que o aluno
compreendesse 0 processo, mas sem se preocupar com a teoria, afinal este conhecimento ¢
importante para o professor, o aluno ndo tem obrigacdo de compreender o que caracteriza
cada etapa de resolucdo. Neste momento ¢ importante que ele consiga orientar e organizar seu
trabalho, sabendo explorar as informacdes do problema, verificando o que ¢é necessdrio
desenvolver para sua solugcdo e também tendo consciéncia de que tanto problema como

solugdo podem levar-nos a novas exploragdes.

Acreditamos que a pratica, além de nos permitir analisar como o aluno interage com
um problema de combinatoria sem conhecimento de féormulas e definigdes, também
contribuiu para que os alunos atribuissem sentido matemdtico a tarefas que ndo sdo
diretamente relacionadas a formulas e calculos, mostrando a importancia do desenvolvimento
do raciocinio antes da aplicacdo de algoritmos sem significados. Ou seja, a partir de uma
experiéncia com a resolucdo de problemas foi possivel desenvolver uma pratica de ensino que

oportunizasse a compreensao de procedimentos de contagem.
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APENDICE A — Composicao dos Grupos

Grupo 1

Aluno A,
Aluno B;
Aluno C,;
Aluno D,
Aluno E,

Grupo 2

Aluno A,
Aluno B,
Aluno C,

Grupo 3

Aluno Aj
Aluno B;
Aluno C;
Aluno D3

Grupo 4

Aluno A4
Aluno B4

Grupo 5

Aluno As
Aluno B;
Aluno Cs

Grupo 6

Aluno Ag
Aluno Bg
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APENDICE B — Lista de exercicios 1

1.

b)

b)

(OBMEP 2008 FIN1) Fabio tem cinco
camisas: uma preta de mangas curtas,
uma preta de mangas compridas, uma
azul, uma cinza e uma branca, e quatro
calgas: uma preta, uma azul, uma verde e
uma marrom. De quantas maneiras
diferentes ele pode se vestir com uma
camisa ¢ uma cal¢a de cores distintas?

Ha cinco estradas distintas ligando as
cidades A e B e trés estradas distintas
ligando B e C e duas distintas ligando A

e C, diretamente.

De quantas maneiras ¢ possivel chegar

na cidade C se estivermos na cidade A?

De quantas maneiras ¢ possivel chegar
na cidade C, saindo da cidade A e
cidade B?

passando pela

(OBMEP 2013 BQ-N1) Nove pontos sdo
desenhados em uma folha de papel,

como mostrados na seguinte figura:

De quantas maneiras ¢ possivel escolher
trés pontos colineares?

De quantas maneiras ¢ possivel escolher
quatro pontos de modo que trés deles
sejam colineares?

4.

5.
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(OBMEP 2013 BQ-N2) Uma pulga, que
estd no ponto A de uma reta, pula
exatamente 1 m de cada vez, sem nunca
sair dessa reta.

Se a pulga quer chegar no ponto B
localizado sobre a reta, a uma distancia
de 5 m a direita de A, com exatamente 7
pulos, de quantas maneiras ela pode
fazer isso?

(OBMEP 2008 FIN2) Uma formiguinha
estd no ponto A do quadriculado da
figura e quer chegar ao ponto B passando
pelo ponto R. Ela anda sobre os lados
dos quadradinhos e apenas para a direita
ou para baixo. De quantas maneiras ela
pode fazer esse trajeto?

RJ para a
direita
—p

para
baixo

o)
B

(OBMEP 2012 FINI1) De quantas
maneiras ¢ possivel colorir cada um dos
circulos da figura com uma das cores
amarelo, azul e vermelho, de modo que
dois circulos ligados por um segmento
tenham sempre cores diferentes para
cada um dos itens abaixo:

=S



APENDICE C — Material Auxiliar

PROBLEMA 1

PROBLEMA 2

PROBLEMA 3

O que preciso
encontrar para
solucionar o problema?

Como pensei em
resolver:

Consegui solucionar?
O que precisei
repensar?

Quando conferi percebi
algum problema?
Qual?

Obs.: A orientacdo da folha que sera entregue aos alunos serd no modo paisagem.
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APENDICE D — Fichas

FICHA 1 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2012 FINI1) De quantas maneiras ¢ possivel colorir cada um dos circulos da
figura com uma das cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois circulos ligados por

um segmento tenham sempre cores diferentes para cada um dos itens abaixo:

FICHA 2 (nao utilizada na pratica)

(OBMEP 2012 BQ-N2) As pegas da figura 1 sdo feitas de quadradinhos de cartolina
cinza de um lado e branca do outro. A figura 3 mostra uma maneira de encaixar essas pecgas
com o lado cinza para cima nos quatro quadrados da figura 2. De quantas maneiras diferentes

¢ possivel fazer isso?

(1M1 A B
I 1 2
| O L
3 4
Figura 1 Figura 2
(A) 1024
(B) 1536
(C) 2048
(D) 3072 1 )
(E) 4096 |
I
3 4

Figura 3
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FICHA 3 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2012 BQ-N1) Ana quer colorir as bolinhas das figuras 1, 2 e 3 de azul (A),

preto (P) ou vermelho (V) de modo que bolinhas ligadas por um segmento tenham cores

Figura 1 Figura 2 O_%

Figura 3

diferentes.

Veja a seguir duas maneiras diferentes de colorir a figura 1 e duas maneiras diferentes

de colorir a figura 2:

(a) De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a figura 1?
(b)  De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a figura 2?

(c) De quantas maneiras diferentes Ana pode colorir a figura 3?

FICHA 4 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2010 FINT) Alice foi a perfumaria

. PRECOS (R$)
e viu a tabela de pregos, como na figura. Com R$ e ELiT:L Gt
10,00 ela comprou um sabonete, um creme dental e Pequeno 1,80 2,40
. . Médio 2,80 4,40
um desodorante ¢ ainda sobrou dinheiro. Podemos . || grande 4,00 6,00

garantir que entre os artigos comprados havia

A) um sabonete pequeno.
B) um creme dental médio.

C) um desodorante pequeno.
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D) um sabonete médio.

E) um creme dental pequeno.

FICHA 5 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2010 FIN2) Os oito pontos destacados na figura dividem os lados do
quadrado em trés partes iguais. Quantos tridngulos retangulos podem ser tragados com os trés

vértices nesses pontos?

A) 8

[ ]
L ]

B) 12
Q) 16
D) 24

E) 32

FICHA 6 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2011 F2N1) Cristina gosta de adivinhar em quais

casinhas seus ratinhos Mingo, Lingo e Tingo irdo se esconder,

apos ser aberta a gaiola em que eles moram. As casinhas sdo

numeradas de 1 a 6 e dois ou mais ratinhos podem se esconder na

mesma casinha. Ela registra suas previsdes em cartdes como os da

figura, marcando um X em cada linha.
d) De quantas maneiras Cristina pode preencher um cartao?

e) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que os ratinhos se

esconderdo em trés casinhas diferentes?

f) De quantas maneiras ela pode preencher um cartdo, supondo que dois ratinhos

se esconderdo em uma mesma casinha e o terceiro em uma casinha diferente?
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FICHA 7 (utilizada na pratica)

(OBMEP 2013 BQ-N2) Quantos quadrados?

O professor Ciconete desenhou no quadro os seguintes pontos:

. L] . . .
L] . . .

L] L] L

. .

Em seguida, ele perguntou aos seus alunos quantos quadrados com vértices em tais

pontos ¢ possivel desenhar. Qual ¢ a resposta correta para a pergunta do professor Ciconete?

FICHA 8 (nio utilizada na pratica)

(OBMEP 2011 FIN1) Gabriel comprou uma rosa, um cravo e um lirio e quer dar uma
flor para cada uma de suas trés amigas. Ele sabe que uma amiga nio gosta de cravos, outra
nao gosta de lirios e a terceira ndo gosta de rosas. De quantas maneiras ele pode distribuir as

flores de modo a agradar as trés amigas?

FICHA 9 (nio utilizada na pratica)

(OBMEP 2012 FIN1) Amanda, Bianca e Carolina sdo amigas e tém idades diferentes.

Sabe-se que, das sentengas a seguir, exatamente uma ¢ verdadeira.
I. Amanda e Carolina s3o mais jovens que Bianca.
II. Amanda ¢ mais velha que Bianca.
III. Amanda ¢ mais velha que Bianca e Carolina.

IV. Amanda ndo ¢ nem a mais nova nem a mais velha das amigas.



Qual das alternativas mostra o nome das trés amigas em ordem crescente de idade?

A) Amanda, Bianca, Carolina.
B) Carolina, Bianca, Amanda.
C) Bianca, Carolina, Amanda.
D) Carolina, Amanda, Bianca.

E) Amanda, Carolina, Bianca.
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APENDICE E — Lista de exercicios 2

Exercicio 1

(OBMEP 2010 BQ-NT1) O cédigo secreto de um grupo de alunos € um niimero de trés
algarismos distintos diferentes de zero.
Descubra o codigo utilizando as informagdes a seguir.

- Nenhum algarismo correto.

- S6 um algarismo correto na posigdo certa.

- S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada.
- S6 um algarismo correto, mas na posi¢ao errada.

- S6 um algarismo correto na posigdo certa.

Codigo| | | |

Exercicio 2
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(OBMEP 2010 BQ-N1)A figura mostra o mapa de um pais (imaginario) constituido por cinco
estados. Deseja-se colorir esse mapa com as cores verde, azul e amarelo, de modo que dois
estados vizinhos ndo possuam a mesma cor. De quantas maneiras diferentes o mapa pode ser

pintado?

-

~
Y \/\

N
\,_l /"/&
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APENDICE F — Questionario

Quanto ao nivel de dificuldade:

O que vocé achou do nivel de dificuldade das atividades?

Foi possivel soluciona-las? Caso nio tenha conseguido alguma conte qual foi problema.

Quanto ao aprendizado:

Quando vocé for resolver um novo problema, vocé pensa em algo que deve ser avaliado antes
de comecar a resolvé-lo?

Conte como faria para resolver um problema qualquer.

Quanto ao contetdo.

Vocé ja havia estudado andlise combinatdria em outras séries? Caso sim conte como foi.

Espago livre:

Este espaco ¢ para vocé falar sobre algo que tenha chamado sua ateng¢do neste trabalho,
sugerir melhorias, fazer reclamagdes e falar sobre o que gostou.
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