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Resumo

Acgoes parciais de grupos sobre anéis: o skew anel de grupo

parcial e o subanel dos invariantes.

Neste trabalho consideramos uma acao parcial a de um grupo G sobre um anel com
unidade R, que admite uma envolvente 1. Provamos que muitas das propriedades
de R sao transferiveis para T e vice-versa (por exemplo: artinianidade, semisimplici-
dade, etc). Também provamos que muitas propriedades bem conhecidas para agoes
(globais) de grupos sobre anéis, podem ser generalizadas para o caso parcial. Dentre
estas, para o skew anel de grupo parcial R %, G, provamos duas versoes do famoso
teorema de Maschke e estabelecemos férmulas envolvendo radicais hereditarios. Ar-
tinianidade, noetherianidade, semisimplicidade, von Neumann regularidade, questoes
sobre dimensao uniforme e sobre anéis de Goldie sao estudadas para R *, G e para o
subanel invariante sob a agao parcial R®. Finalizamos, construindo um contexto de
Morita entre R* e Rx*, G, estabelecendo condicoes para que estes anéis sejam Morita

equivalentes.
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Abstract

Partial actions of groups on rings: the parcial skew group

ring and the invariant subring.

In this work we consider a partial action « of a group GG on a ring with identity
R, which possesses one enveloping 7. We prove that many of the properties of R
can be transfered to T, and vice-versa. (for example: artinianity, semisimplicity, etc).
We prove also that many well-known properties about (global) actions of groups on
rings can be generalized for partial actions. Therewith, for the parcial skew group
ring R *, G, we prove two versions of well-known Maschke theorem and formulas in-
volving hereditary radicals. Artinianity, noetherianity, semi-simplicity, von Neumann
regularity and questions about uniform dimension and Goldie rings are studied for
R x, G and for the subring of invariants R*. We also construct a Morita context for

R* and R %, GG, establishing conditions for that rings to be Morita equivalents.
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Introducao

O conceito de acao parcial de grupos apareceu independentemente em vérias areas
da matematica. Na teoria de algebras de operadores, este conceito proporcionou o
aparecimento de poderosas ferramentas, gerando uma série de novas descobertas (ver
por exemplo:[1],[14] e [15]).

Dada uma agao parcial sobre um objeto, é natural perguntar se esta nao é uma
restricao de uma acao global definida sobre um objeto maior. Tal agao global é
chamada de agao envolvente. Acoes envolventes foram consideradas inicialmente por
F. Abadie em sua tese de Doutorado, em 1999 (ver também [1]).

O conceito de acoes parciais foi introduzido, ja num contexto puramente algébrico,
por M. Dokuchaev e R. Exel no artigo [11]. Nesse mesmo trabalho encontramos
condicoes necessarias e suficientes para que uma acgao parcial tenha envolvente. Os ar-
tigos [10] e [16] também tratam, num ponto de vista puramente algébrico, de condi¢oes
para existéncia de envolventes para uma agao parcial.

A existéncia de uma envolvente para uma acao parcial passa a ter papel impor-
tante na obtencao de generalizacoes de resultados conhecidos das acoes globais para
o caso parcial. Os primeiros trabalhos que utilizam-se da envolvente para obtencao
de generalizacoes de resultados aparecem em trabalhos recentes na teoria de Galois
(ver: [12]) e na teoria de skew anéis de polinomios parciais (ver: [6] e [7]).

O skew anel de grupo parcial foi introduzido em [11], onde provou-se que este

anel nem sempre é associativo. Porém, nos casos em que existe uma envolvente, ele



estd mergulhado no skew anel de grupo da envolvente, herdando deste, a associa-
tividade. Por sua vez, em [12] encontramos pela primeira vez, o conceito de subanel
dos elementos invariantes parciais, juntamente com o conceito de trago parcial. Seus
autores introduziram nesse artigo, a nocao de extensao galoisiana parcial e desen-
volveram uma teoria de Galois para este tipo de extensao, na qual a agao parcial tem
uma envolvente.

H& muita literatura que trata de propriedades referentes ao skew anel de grupo
global e do anel dos elementos invariantes sob agoes globais (ver por exemplo:[4], [19],
[22], [24] and [26]). A quest@o natural entao é saber quais dessas bem conhecidas
propriedades, poderao ser transferidas para o caso das agoes parciais com envolvente.
Trabalhar estas questoes é o eixo central de nossa tese.

Este trabalho tentard, na medida do possivel, ser auto-suficiente. No Capitulo 1,
trataremos das principais defini¢oes e resultados que necessitaremos, tanto para acoes
globais quanto para agoes parciais. Muitas defini¢oes e resultados, principalmente os
que se referem a agoes globais sao bem conhecidos. Mesmo assim, em cada caso
daremos ao menos uma referéncia para possiveis consultas de detalhes. Também no
Capitulo 1, fixaremos notagoes que serao usadas ao longo de toda a tese.

O anel envolvente de uma acao parcial, quando existe, pode ser expresso como
uma soma de ideais. Estes ideiais sao todos isomorfos ao anel sob o qual a acao
parcial estd agindo. Portanto o anel envolvente é apenas um caso particular de um
anel T'= )", A;, onde cada A; é um ideal de T". No Capitulo 2, provaremos que, sob
certas condigoes, propriedades como: artinianidade (noetherianidade) a esquerda,
semisimplicidade, semiprimidade, von Neumann regularidade, dentre outras, sao to-
das transferiveis de T" para os ideais A; e vice-versa. Com isso podemos levantar a
envolvente tais propriedades, e em seguida transferirmos as propriedades validas para
acoes globais, ao caso parcial. Finalizamos o capitulo com um estudo sobre o que

chamaremos de agao parcial induzida por um ideal invariante sob uma agao parcial.



O Capitulo 3 é dedicado ao skew anel de grupos parcial R %, GG, onde a denota
a acao parcial de um grupo G sobre um anel R. Dentre as propriedades transferidas
do caso global ao parcial, destacamos duas versoes do bem conhecido Teorema de
Maschke. Por exemplo, numa delas provamos que R %, G é semisimples, sempre que
R for semisimples e o trago parcial da unidade tem inverso em R. Foérmulas que
envolvem o radical de Jacobson, denotado por J(.), dos anéis R e R x, G, como por

exemplo:

J (R4 Q) CT(R) % G C J(R%,G),

sao provadas ainda nesse capitulo. Questées como artinianidade (noetherianidade) a
esquerda, semisimplicidade, semiprimidade e von Neumann regularidade envolvendo
o skew anel de grupo parcial também sao estudadas neste capitulo.

O subanel de R formado pelos elementos invariantes pela agao parcial «, denotado
por R“, tem suas propriedades estudadas no Capitulo 4. Em destaque, provamos que
para um grupo finito que age pela agao parcial a sobre um anel R, que possui envol-
vente, entao R* é isomorfo ao subanel formado pelos elementos invariantes pela acao
global envolvente. Isso faz com que propriedades conhecidas deste ultimo, possam
ser transferidas para o primeiro. Provamos também que se R é semiprimo e o trago
parcial da unidade tem inverso em R, entao R® é semiprimo, e além disso, todo ideal
unilateral nao nulo que ¢ invariante sob «, tem sua imagem pelo traco parcial também
nao nula. Estabelecemos férmulas envolvendo os radicais de Jacobson e primo. Por
exemplo: J(R*) = J(R) N R, sempre que a ordem do grupo tem inverso em R.
Para o radical primo, vale uma férmula andloga desde que o traco parcial da unidade
nao for um divisor de zero em R. A partir de formulas como estas, transferimos de
R para R* propriedades como semisimplicidade e semiprimidade. Outras questoes
como artinianidade (noetherianidade) a esquerda, dimensao uniforme e sobre anéis
de Goldie sao estudadas ao longo deste capitulo.

Finalmente, no Capitulo 5, inspirados em grande parte pelo artigo de Mirian



Cohen [4], estabelecemos algumas relagdes entre o subanel dos elementos invariantes
parcial e o skew anel de grupo parcial, incluindo aqui a constru¢cao de um contexto
de Morita para estes anéis. Finalizamos o capitulo com algumas condicoes suficientes
para que tal contexto produza uma equivaléncia de Morita entre estes anéis.

Em toda a tese, todas as propriedades envolvendo moédulos serao estudadas para
moédulos a esquerda. Porém salientamos que elas podem ser obtidas quase sem esforco
adicional, para médulos a direita. Nossas agoes parciais sempre agirao sobre anéis nao
necessariamente comutativos mas com unidade. As notacoes utilizadas serao fixadas

previamente, a medida em que aparecerem no texto.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Acoes globais

Nesta segao, 7' denota um anel com unidade 17 e Aut(T") denota o grupo de todos
os automorfismos de T'. Iremos considerar sempre um grupo G C Aut(T), dizendo
assim que o grupo G age (globalmente) sobre o anel T. As vezes utilizaremos a
notacao (7', 5), onde B :={f,: T — T : g € G}, para destacar uma acao do grupo G
sobre o anel T'. Por uma questao de simplificacao, muitas vezes confundiremos a agao
com o proprio grupo e para cada g € G, o automorfismo 3, : T — T sera denotado
simplesmente por g : T'— T'. Observemos que o elemento neutro do grupo GG, sempre
age sobre T' como o automorfismo identidade. Um subconjunto A de T é dito ser
G-invariante, se g(A) C A, para todo g € G. Sendo G um grupo, temos em imediato
que g(A) = A, para todo g € G. Denotaremos o subanel dos elementos invariantes

de T pela acdo de G, por T, isto é,
T¢ ={teT:g(t)=t, paratodo g € G}.

Se I é um ideal G-invariante de T, entao existe uma acao global induzida sobre

T/1 definida por g(t + I) = g(t) + I, para todo g € G. Cada g é um automorfismo

5



de T:=T/I,eG=1{g:g€ G} C Aut(T). Se G for finito, denotaremos por |G|, a
ordem do grupo G. Também neste caso, podemos definir a aplicagao trago (global),

tra(t) = SO g(t), para todo t € T. E facil ver que trg(t) € T9, para todo t € T.
geG

Vale ainda que se |G]_1 € T, entao trg(T) = TC. E desde que tracos sdo preservados
sobre imagens homomérficas, temos que T = TG, sempre que trq(T) =TC.
O skew anel de grupo (global) de uma agao global (7', 3), denotado por T g G, é

definido como sendo um 7T-médulo livre a esquerda com base {g : g € G}; isto é,

TG = {Ztgg ity €T, ety #0, para somente um quantidade finita de g € G} )

geG

A soma em T *3 G é definida de forma natural e o produto definido por:
ag.bh = ag(b)gh,

para todo a,b € T e todo g, h € G.

1.2 Acoes parciais

1.2.1 Definindo uma acao parcial

Os detalhes do que se seguem poderao ser encontrados nas referéncias [11] ou
[12]. Usaremos sempre R, para denotar um anel com unidade 1z e G para denotar
um grupo com unidade 1 (ou 1 quando houver chance de confusdo). Comegaremos

lembrando a definicao de acao parcial de um grupo G sobre um anel R.

Definicao 1.2.1 Seja G um grupo com unidade 1 e seja R um anel. Uma ag¢do
parcial o de G sobre R, é uma colegao de ideais Dy de R, com g € G e isomorfismos

ag: Dy — Dy, tais que para todo g, h € G valem:

(i) D1 =R e aq € a aplicagao identidade de R.



(i1) Digny-1 2 o' (Dp N Dy-1).
(iii) g0 an(r) = agn(z), para x € oy (D, N Dy-1).

As condigoes (ii) e (iii) estabelecem que a aplicagdo gy, ¢ uma extensao da
aplicacao ay o ay, € que ag-1 = ag_l, para todo g € G.
A condicao (i7) pode ser trocada por uma aparentemente mais forte condigao,

isto é, as condigoes (i) — (i77) sdo equivalentes as seguintes trés condigoes:
(') D1y = R e aq é a aplicac¢ao identidade de R.

(it") Dy N Dgj, = ag (Dy-1 N Dy,).

(iid") g0 ap(z) = agn(z) parax € ;' (D N Dy-1).

Usaremos sempre a notacao (R,«) ou simplesmente «, para indicar uma agao
parcial sobre o anel R. Salvo mencao em contrario assumiremos, em nossas agoes
parciais, que cada D, (g € G) é gerado por um idempotente central 1,, que pode ser
zero, isto ¢, cada D, ¢ um subanel com identidade 1,4, e assim, D, = Rl, = 1,R e
D,N Dy = 1,1, R para todo g,h € G. Na segao 4 de [11], podemos encontrar duas

identidades que nos serao uteis futuramente. Dados g, h € G e © € R, entao valem:

g (1,115) = 1,14 (1.1)

ap (ag (xlg-1) 1p-1) = apg (xlg-1p-1) 1. (1.2)

1.2.2 A envolvente de uma agao parcial

A envolvente de uma acao parcial o € uma acao global 3, onde cada isomorfismo
g = By, para g € G, restrito ao ideal D,-1 é exatamente a o,y. As propriedades da
envolvente bem como o conceito de equivaléncia entre duas acoes envolventes que

citaremos abaixo podem ser encontradas com detalhes em [11].



Definigao 1.2.2 Uma ag¢ao (global) 5 de um grupo G sobre um anel T' € dita ser
uma envolvente da acdo parcial o de G sobre um anel R, se existe um isomorfismo

de anéis ¢ de R sobre um ideal de T', tal que para todo g € G, satisfaz:

(i) o(Dy) = o(R) N g(p(R)).

(ii) ¢ o ay(x) = gop(x) para todo x € Dy-1.

Denotaremos sempre por (7', 3), ou simplesmente por T, essa envolvente, que é
unica, a menos de equivaléncias. Em resumo, quando a envolvente 7' existe, valem as
seguintes propriedades:

LT=72 g(R).

geG

2. Dy, =RnNg(R).
3. Cl’g =g |Dg—1 .

Observemos que a propriedade 1. acima, fornece uma relagao bastante favoravel
para transportamos propriedades de R para T, e vice-versa. No entanto, a existéncia
de uma unidade para T, nos é restringida, por esta mesma propriedade. Se cada D,
tiver uma unidade, ela sempre serd denotada por 1,. Assim, por 2. acima, temos
que 1, = g(1g)1gr. A existéncia de uma unidade em cada D,, nos é relevante, por
ser condicao necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade da envolvente, como

mostra o préoximo resultado.

Teorema 1.2.3 (Teorema 4.5, em [11]) Seja R um anel com unidade. Entdo uma
acao parcial o de um grupo G sobre R possui uma acao global envolvente 3 se, e
somente se, cada ideal Dy (g € G) € um anel com unidade. Além disso, se (3 existe,

ela € Uunica a menos de equivaléncias.

Exemplo 1.2.4 1. Toda agao global é uma acgao parcial com envolvente.



2. Sejam um grupo G que age (globalmente) sobre um anel 7" e R um ideal de 7.

Para todo g € G, tome D, := RN g(R). Defina ay : Dy=1 — D

g g, COMO uma

restricao de g em Dy-1. Entao o é uma acao parcial de G' sobre R. Se R ¢ um
ideal gerado por um idempotente central distinto da unidade de 7', entao cada

D, tem unidade e o ¢ uma agao nao global, que tem envolvente contida em T'.

1.3 O skew anel de grupo parcial

Um outro ganho com a existéncia de uma envolvente é que o skew anel de grupo
parcial, que definiremos a seguir, é associativo. Os detalhes desta secao estao feitos

em [11].

Definicao 1.3.1 O skew anel de grupo parcial correspondente a «, denotado por
R x, G, € 0 conjunto de todas as somas formais

Zagég tag € Dy

geG

onde &4 sao simbolos. A adicao € definida pontualmente, enquanto que a multiplicagdao

¢ dada pela sequinte regra:
ag0gar0n = g (0g-1 (ag) an) Ogh.

Nem sempre R *, G é um anel associativo. Mas existem condicoes suficientes
para que isso ocorra, uma delas é o fato de « ter envolvente, como vemos no seguinte

resultado:

Teorema 1.3.2 Se (T,(3) é uma acgdo envolvente da a¢ao parcial (R,«), entdo o
skew anel de grupo parcial R, G, estd mergulhado em T xgG. Em particular, R+, G

€ associativo.
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Outra condicao suficiente para termos associatividade no skew anel de grupo par-
cial é o fato de R ser semiprimo. Neste caso a associatividade de R %, G independe

da acao parcial.

Teorema 1.3.3 Se R € semiprimo, entao o skew anel de grupo parcial R %, G ¢é

sempre associativo.

Lembremos da secao 18, do capitulo 7 de [21] que um contexto de Morita é uma

sextupla (A, B, V,W,T',T"), onde:
1. A e B sao anéis,
2. V é um (A,B)-bimédulo e W é um (B,A)-bimddulo,
3.1 :VegW —Ael”: W 4V — B sao homomorfismos de bimdédulos

que satisfazem as chamadas condicoes de associatividade:
nl"(w @) =T (v ® W) v,
para todo vi,vs € Vewe W e
IM(w; @ v)wy = wiT (v @ wo)

para todov € V e wy,ws € W.

Diremos que os anéis A e B sao Morita equivalentes, se no contexto de Morita,
I' e IV forem sobrejetoras. Isto equivale a dizer que as suas respectivas categorias
de modulos a esquerda sao equivalentes. Quando isso ocorre, todas as propriedades
que podem ser caracterizadas via médulo a esquerda, (chamadas de Morita invari-
antes) sao transferiveis de A para B e vice-versa. As principais propriedades Morita
invariantes que aparecem nesse trabalho sao: artinianidade, noetherianidade, semi-
simplicidade, von Neumann regularidade e propriedades de radicais (semiprimidade,

J-semisimplicidade, etc).



11

O proéximo resultado estabelece uma equivaléncia de Morita entre R+, G e T'x3 G,
o que permite transferirmos propriedades conhecidas para skew anéis de grupo global

ao skew anel de grupo parcial.

Teorema 1.3.4 (Teorema 5.4, em [11])Se a envolvente T tem unidade, entao R+, G

e T xg G sao Morita equivalentes.

~ M .1 , ~ . .
Usamos a notagao A = B, para indicar que os anéis A e B sao Morita equivalentes.

1.4 O subanel dos invariantes parciais

A definicdo do subanel dos invariantes pela acao parcial foi estabelecida pela
primeira vez em [12], todos os detalhes desta secao podem ser vistos nesta mesma
referéncia. Observemos que aqui toda agao parcial (R, a) tem uma envolvente (7', ),
o que equivale, segundo o Teorema 1.2.3, que cada ideal D, tem uma unidade 1,

para todo g € G.

Definicao 1.4.1 O subanel dos elementos invariantes de R sob a ac¢do parcial c,

denotado por R*, ¢ definido por:
R* ={z € R: ay(za) = zay(a) para todo g € G e todo a € Dy-1}.
Desde que 1, € Dy, para todo g € G, podemos reduzir R* a :
R ={z € R: ay(x1,-1) = 21,, para todo g € G}.

Para G finito podemos considerar a aplicagao trago parcial, definida por:
tra (r) = Z 0 (rlg-1),
geG
para todo r € R. Naturalmente, pode-se provar que tr, (1) € R*. Lembrando que
da secao 1.1, temos que trg (t) = > g(t) é a aplicacdo traco (global) agindo em T,
geG

podemos relacionar estas duas aplicagoes do seguinte modo:
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Proposicao 1.4.2 (Lema 2.1, em [12])Para um grupo finito G, valem as sequintes

afirmacgoes:
1. tro : R — R € R*-linear a direita e a esquerda.
2. try (r) =trg (r) 1g, para todo r € R.
3. tre (T) =trg (R).

Um corolario que sai imediato desse resultado:

Corolario 1.4.3 Para um grupo finito G, temos que trg é sobrejetor se, e somente

se, tr, € sobrejetor.

Para um grupo finito G, denote os elementos de G por G = {1 =g, ...,g|G‘},

entao a envolvente tem unidade, que pode ser expressa por:
I+1
lr= > > (D" (1) g, (1R) gy (1), (1.3)
1<I<|G i1<i2<...<iy

(provaremos isto num contexto mais geral no capitulo 2). Ainda em [12], podemos

encontrar a seguinte aplicacao que nos sera ttil no capitulo 4:

Definicao 1.4.4 ¥ : R* — TS definida por
V)= > > (=D)"g (1r) g, (1) gi (x).
1<I<|G) 11 <i2<... <4y

Pode-se provar que ¥ ¢ um homomorfismo de anéis (Ver detalhes em [12]). No
capitulo 4, provaremos que ¥ é um isomorfismo de anéis, no caso em que G é um

grupo finito.
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1.5 Resultados conhecidos para acoes globais

Os resultados que se seguem dizem respeito a uma acao global 3 de um grupo
G sobre um anel T' com unidade denotada por 1. Lembremos algumas defini¢oes
bésicas que serao utilizadas ao longo desse trabalho. Diremos que um anel 7' é
artiniano (noetheriano) a esquerda se toda cadeia descendente (ascendente) de ideais
a esquerda de T for estaciondria. Denotando por U(T) o conjunto das unidades do
anel T, o radical de Jacobson de um anel T, denotado por J(T), que é a intersecao
de todos os ideais maximais a esquerda de T também pode ser caracterizado por
JT)={teT:1r—axty € UT), paratodoz,y € T}. Diremos ainda que um
anel T' é J-semisimples se seu radical de Jacobson for nulo e desde que 7' é um anel
com unidade, diremos que 7' é um anel semisimples se T é um anel .J-semisimples e

artiniano a esquerda.

1.5.1 Sobre o skew anel de grupo (global)

Listaremos aqui uma série de resultados conhecidos referentes ao skew anel de

grupo (global).

Condicoes de cadeia e Teorema de Maschke

Dizemos que um ideal I de um anel 1" é nilpotente se existe n > 0, tal que I" =0
e que um anel 7' é semiprimdrio se seu radical de Jacobson J(T') é nilpotente e o
quociente T'/J(T') for um anel semisimples. A partir dessa defini¢ao, o importante
teorema devido a Hopkins-Levitzki (ver Teorema 4.15, em [20]), garante o seguinte

resultado:

Teorema 1.5.1 Seja T um anel com unidade. Entdo T € artiniano a esquerda se, e

somente se, T" € noetheriano a esquerda e semiprimdrio.

Sobre as condigdes de cadeia sobre o skew anel de grupo, temos (ver: [19]):
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Teorema 1.5.2 Seja G € um grupo finito. Se T € artiniano (noetheriano) a esquerda,

entio T x5 G € artiniano (noetheriano) a esquerda.

Veremos agora o bastante conhecido Teorema de Maschke (que pode ser encon-

trado em varios livros, ver por exemplo [24],[26] ou [19]).

Teorema 1.5.3 (Teorema de Maschke) Seja G um grupo finito, tal que |G|~ € T.
Se W é um submddulo de um T 3 G-mddulo a esquerda V', que tem complementar em
V' como T-mdédulo a esquerda, entao W tem complementar em V' como T x5 G-mddulo

a esquerda.

Um corolario imediato desse Teorema é o seguinte:

Corolario 1.5.4 Seja G um grupo finito. Se T é semisimples e |G|_1 e T, entao
T x3 G ¢ semisimples.
Radicais hereditarios
A defini¢ao de radical hereditario vem do Teorema 48, pagina 125 de [9]:
Teorema 1.5.5 Para um radical rad. Sao equivalentes
(a) Se I é um ideal de T e T =rad(T), entao I =rad(I).
(b) Para todo anel T e todo ideal I de T, tem-se rad(I) = I Nrad(T).

No caso do radical satisfazer as equivaléncias acima, dizemos que o radical é

hereditario.

Exemplo 1.5.6 Listaremos alguns exemplos de radicais hereditarios com suas notagoes

usuais. A prova de que eles sao hereditdrios estao feitas nas referéncias indicadas.

1. O radical de Jacobson: J(T), jd definido no comego da se¢io 1.5. (ver [17], pg
45).
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2. 0 radical primo: Nil,(T) que é definido como sendo a interse¢io de todos os

ideais primos de T'. (ver [9], pg 141).

3. O nil radical superior : Nil*(T') que é definido como a soma de todos os ideais
nil de T. (Lembre-se: um ideal de T € nil quando todos os seus elementos sao

nilpotentes). (ver [9], pg 135).

4. O radical de Brown-Mccoy: BM(T) que € definido como sendo a intersegao de
todos os ideais mazimais de T. (Lembre-se: essa defini¢ao € para anéis com

unidade) (ver [9], pg 135).

Um resultado que vale para todo radical de anéis (ver Proposi¢ao 7.16, pagina 54,

em [19] e exemplo 10.17, pdgina 169, em [20]), é o seguinte:

Proposicao 1.5.7 Seja rad um radical. Se f : A — B é um epimorfismo de anéis,
entdo f (rad(A)) C rad(B). Em particular se f é um isomorfismo de anéis, entao
f(rad(A)) = rad(B).

O radical de Jacobson

Lembremos da secao 1.5, que um anel é dito ser J-semisimples se seu radical de
Jacobson J(T) for nulo. O Teorema 4.2, da pagina 30, em [26], nos dd o seguinte

resultado, em relagao ao radical de Jacobson:

Teorema 1.5.8 Se G € finito, entao
J(T x5 ) CJ(T) %3G C J(T#3G).

Além disso, se |G|™" € T, entio J (T %5 G) = J(T) %3 G.

Os ideais primos e o radical primo

A proposigao 10.16 da pagina 169 em [20], nos déa as seguintes caracterizagoes

para um anel semiprimo:
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Proposicao 1.5.9 Para todo anel T, sao equivalentes:
1. T é um anel semiprimo.
2. O radical primo de T é nulo.
3. T nao tem ideais nilpotentes nao nulos.
4. T nao tem ideais nilpotentes nao nulos a esquerda.

Dado um m > 0, dizer que um anel 7" nao tem m-torcao aditiva, significa dizer
que dado 0 # t € T, temos mt # 0. Sobre a semiprimidade de um skew anel de

grupo, o Teorema 6.10.4, em [5], nos garante que:

Teorema 1.5.10 Seja G um grupo finito. Se T € um anel semiprimo sem |G|-tor¢ao

aditiva, entao T x5 G € semiprimo.

Dizemos que um ideal G-invariante I de T é G-primo se, para ideais G-invariantes
A, B C I, ainclusao AB C I, implicar A C I ou B C I. Com isto, o Lema 14.1 da
pégina 132, em [26], nos d4 uma caracterizacao dos ideais primos de T x5 G, através

dos ideais G-primos de T"

Lema 1.5.11 1. Se A é um ideal primo de T' x5 G, entao ANT é um ideal G-primo
de T.

2. Se I é um ideal G-primo de T, entao I = ANT, para algum A ideal primo de
Tx*3G.

von Neumann regularidade

Teorema 1.5.12 Para todo anel T', sao equivalentes:
1. Para todot € T, existe x € T, tal que t = tat.

2. Todo ideal principal a esquerda € gerado por um idempotente.
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3. Todo ideal principal a esquerda € um somando direto de T
4. Todo ideal finitamente gerado a esquerda é gerado por um idempotente.

5. Todo ideal finitamente gerado a esquerda é um somando direto de 7T

Observe que a equivaléncia 1. acima, permite enunciar o mesmo teorema para
ideais a direita. Diremos que um anel 7' é von Neumann reqular (vNr, para encurtar)
se T satisfaz as condigoes do teorema acima.

O lema a seguir, é imediato do Lema 1.3 da pégina 2, em [18]:

Lema 1.5.13 Seja I um ideal de um anel T'. O anel T é vNr se, e somente se, I e

T/I sao anéis vNT.

Seja H um subgrupo de G. Entao a restricao da acao 3 a elementos de H fornece
uma agao (global) sobre T', que denotaremos por Sy. A Proposigao 17.2, em [26], que
relataremos a seguir, estabelece condigoes para que o skew anel T *g,, H seja vNT,

sempre que 1'% G o for e reciprocamente.
Proposicao 1.5.14 Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G.
1. SeTx3 G € vNr, entao T *g,, H € vNT.

2. Suponha que o indice de H € invertivel em T'. Se T xg, H é vNr, entao T x5 G

€ vNr.

1.5.2 Sobre o anel dos invariantes pela acao global
Condicoes de cadeia

O Corolario 1.12 pagina 14 de [24], nos da informagdes sobre as condigoes de cadeia

do subanel TC:
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Teorema 1.5.15 Sejam G um grupo finito tal que |GF1 €T, I um ideal a esquerda

de T que é G-invariante e J :=1NTE.

1. Se T/I é um T-mddulo artiniano (noetheriano) a esquerda, entio T/J é um

TC-mddulo artiniano (noetheriano) a esquerda.

2. Se T/I tem uma série de composi¢ao de comprimento k como um T-mddulo,

entio T /J tem uma série de composicao de comprimento menor ou igual a k.

O radical de Jacobson

O Teorema 1.14 de [22], nos d4 condigoes suficientes para que T seja J-semisimples:

Teorema 1.5.16 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T.
Entao,

|G|J(TY) C J(T).
Em particular, se T é J-semisimples sem |G|-tor¢do, entdo TC é J-semisimples.

Os Teoremas 1.14 e 1.15, encontrados nas paginas 14 e 15 respectivamente, em

[24], dizem respeito ao radical de Jacobson e a semisimplicidade de T

Teorema 1.5.17 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T, tal
que |G|7' € T. Entao,
J(T®) = J(T)NTC,

Lembrando que um anel é semisimples se for artiniano e J-semisimples podemos
tomar I = {0} no Teorema 1.5.15 e usarmos o Teorema 1.5.16 (ou o Teorema 1.5.17),

obtendo:

Teorema 1.5.18 Seja G um grupo finito que age (globalmente) sobre um anel T'. Se

T é um anel semisimples e |G|™* € T, entdo T é semisimples.
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O radical primo

Dados n > m > 0, usaremos a notacao C", para indicar o nimero maximo de
combinagdes de n elementos tomados m a m. A seguinte proposi¢ao (Proposicao 1.3,
pagina 8 em [24]) é bastante 1til quando a imagem de algum ideal pela aplicagao
trago for nilpotente. Observemos antes que se J é um ideal de T', entao trg(J) =
{i trg(z;) : paran > 0exy,...,7, € J} é um ideal do anel T¢. Além disso, se J
ézal—invariante, temos trg(J) C J.

Proposigao 1.5.19 Sejam J um ideal de T que é G-invariante, d > 0 e A = f (|G|)+

1, onde f(n) = [[ (C* 4+ 1), para todo n > 0. Entao

m=1
(1G] Y C 1G] T (tra(J)* .
onde J' é J acrescido de uma unidade.

Consequeéencias da proposicao acima, é o Teorema 1.4 e seu Corolario 1.5, encontra-
dos na pagina 9 em [24], que permitem concluir que se T' é semiprimo sem |G|-torc¢ao

aditiva, entdo o subanel T¢ também ¢é semiprimo.

Teorema 1.5.20 . Se T ndo tem |G|-tor¢ao aditiva e J € um ideal a esquerda de
T que é G-invariante, onde trg(J) € nilpotente de indice d, entao J € nilpotente de

indice no mdazimo (f (|G|) + 1) (f como na Proposicio 1.5.19).
Teorema 1.5.21 Seja T' semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva. Entdo:
1. TG ¢ semiprimo.
2. Se A € um ideal a esquerda (direita) G-invariante e nao nulo, entdo trg(A) # 0.

Definigao 1.5.22 Um grupo G € dito ter trago (global) nao-degenerado sobre o anel

T se satisfaz as propriedades 1. e 2. do teorema acima.
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O Teorema 1.9 pagina 12 de [24], relaciona os radicais primos dos anéis T' e T

Teorema 1.5.23 Seja G um grupo finito. Se T nao tem |G|-tor¢do, entdo

Nil (T¢) = Nil (T)NTC.

Anéis de Goldie

Seja M um T-modulo a esquerda e N um submédulo de M. Diremos que N é
essencial em M se, dado qualquer submédulo nao nulo L de M, tivermos N N L # 0.
Usaremos a notacao N <, M para indicar que N é um submoddulo essencial de
M. O submédulo singular a esquerda é dado por Z(ryM) = {a € M : Ea =
0, para algum ideal essencial & esquerdaFEde T'}. Usaremos a notagdo Z(7T') para in-
dicar Z(7T'), o ideal singular a esquerda de 7.

Um T-moédulo a esquerda M, é dito ter dimensao uniforme infinita se ele contém
uma soma direta infinita de T-submaodulos, nao nulos a esquerda. Do contrario, pode-
se provar que existe um nimero inteiro n > 0, tal que existe em M uma soma direta de
n submodulos nao nulos a esquerda e que toda soma direta de T-submddulos nao nulos
a esquerda de M, tem no maximo n parcelas. Tal nimero é chamado de dimensao
uniforme de M e em qualquer caso, utilizamos a notacao udim M. Podemos ter
portanto udim M = oo. Por comodidade usaremos a notacao udim T para indicar
udim 1.

Seja A C T, denotemos por rany(A) := {t € T : At = 0} o anulador a direita de A
em T e por lany(A) :={t € T : tA =0} o anulador a esquerda de A em T. Diremos
que um anel satisfaz a condicdo das cadeias ascendentes para anuladores a esquerda, se
toda cadeia ascendente de ideais anuladores a esquerda for estacionaria. Seja A C T,
Diremos que um elemento x € T' é regular se o ideal anulador & esquerda lany(z) =
lanp({z}) e seu anulador a direita ranr(x) = ranp({z}) sdo ambos nulos, isto é,

x € T é regular se, e somente se, nao for um divisor de zero em T. Sobre anuladores
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e ideais essenciais, na péagina 57, em [23], podemos encontrar a seguinte ferramenta

que ¢ relevante na prova do Teorema de Goldie e que usaremos futuramente:

Proposicao 1.5.24 Sejam T um anel semiprimo tal que udimT < oo, com Z(T) =

0, e E um ideal essencial a esquerda de T'. Entao valem:
1. E contém um elemento c tal que lany(c) N E = 0.

2. E ¢é essencial se, e somente se, EI contém um elemento reqular de T

Definicao 1.5.25 Dizemos que um anel com unidade T é um anel de Goldie a es-
querda se udimT < oo e T satisfaz a condicdo das cadeias ascendentes para anu-

ladores a esquerda.

Finalmente, o Teorema 3.6 da pagina 58, em [23], nos d4d a seguinte versao do

Teorema de Goldie:

Teorema 1.5.26 (Teorema de Goldie). As sequintes condigoes sobre um anel T' sao

equivalentes:
1. T é um anel de Goldie a esquerda semiprimo.
2. T é um anel semiprimo, Z(T) =0 e udimT < oo.

Listaremos agora outros resultados sobre ideais essenciais e dimensao uniforme
que necessitaremos. Iniciamos com o Lema 5.1.1, pagina 9 de [24], que nos d4 uma
maneira de obtermos ideais essenciais & esquerda em 7¢ a partir de ideais essenciais

a esquerda de T

Proposicao 1.5.27 Seja G um grupo que tem traco (global) nao-degenerado sobre
T. Se E'<.rT, entio E'NT¢<, 7¢TC.
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Ainda referente a grupos que tem trago nao-degenerado sobre T', temos o Teo-
rema 5.3 da pagina 71 e o Corolério 5.4 da pagina 73, em [24]. Antes de enuncié-los,
observemos que a notacao (7)) indicard sempre o anel cldssico de quocientes a es-
querda, ou seja, Q(T) = {a™'b: a,b € T e a nao é um divisor de zero em T}. Dado
um 7T-médulo a esquerda M, denotaremos por Q(rM) ao mdédulo classico de quo-
cientes a esquerda, isto é, Q(rM) = Q(T) @1 M e que U(T) sempre denota o conjunto

das unidades do anel T'.

Teorema 1.5.28 Seja G um grupo que tem trago (global) nao-degenerado sobre T.

Entao valem:
1. udimT < oo se, e somente se, udimT® < co. Neste caso

udim T < udim T < |Gludim T°.

2. Sex € TY € reqular em T, entdo x é reqular em T .
3. Z(T)NTY C Z(T%).

4. T € um anel de Goldie a esquerda se, e somente se, T% é um anel de Goldie
esquerda . Neste caso, Q(T)% = Q(T%) e Q(T) =regrc) 1, a localizagdo de T

no conjunto reg(T%), formado pelos elementos requlares de TC.

Uma consequéncia disso é o Corolario 5.4 da pagina 73, em [24]:

Corolario 1.5.29 Sejam T é um anel semiprimo e G um grupo que tem traco nao-

degenerado sobre T. Entdo T é semisimples se, e somente se, T¢ é semisimples.

Juntando este Corolario com o Teorema 1.5.21, obtemos o Teorema 26.7 da pagina

269, em [26]:

Teorema 1.5.30 Seja T um anel semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva. Entio T €

semisimples se, e somente se, T® é semisimples.
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1.5.3 Outros resultados

Exibiremos aqui alguns outros resultados que usaremos ao longo do texto. Ini-
ciando com o bem conhecido Lema de Nakayama, cuja prova pode ser encontrada na

pagina 64, em [20]:

Teorema 1.5.31 (Lema de Nakayama):Seja V um T-mddulo a esquerda finitamente

gerado. Se J(T)V =V, entio V = 0.

Seja A um anel. Dado um A-médulo a direita (esquerda) M, usaremos a notagao
End (M) para indicar o anel dos A-endomorfismos a direita (esquerda) de M. Dize-
mos que um A-médulo a direita (esquerda) M é um gerador para a categoria de
A-médulos a direita (esquerda), se existe um epimorfismo de médulos a direita (es-
querda) de alguma soma direta de copias de M sobre A. Sobre este assunto, na
pagina 190 em [13], podemos encontrar o seguinte resultado, que é conhecido como

sendo um dos teoremas de Morita:

Teorema 1.5.32 Sejam M um A-mddulo a direita e B = Enda(M) e consideremos
de modo natural, M como um B-mddulo a esquerda. Entao as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
1. M € um gerador para a categoria dos A-maodulos a direita.
2. M € um B-mddulo a esquerda, finitamente gerado projetivo e A = Endg(M).

O Teorema 20, juntamente com o Corolario 23, encontrados nas paginas 293-295

em [3], podem ser resumidos no seguinte resultado:

Teorema 1.5.33 Sejam A e B anéis, V. um (A; B)-bimddulo e W um (B; A)-
bimodulo e sejam ainda, I' : Vg W — A el” : W4V — B, aplicagoes tais
que (A, B,V,W,T',T") é um contexto de Morita. Entao valem:

1. T(V @ rad(B)W) C rad (A).
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2. T'(W @rad(A)V) C rad (B).

Em ambos os casos rad indica um dos sequintes radicais: Primo, Jacobson, Nil ou

localmente nilpotente.

Seja G um grupo finito agindo (globalmente) sobre o anel T'. Dizemos que T' é

uma G-extensao galoisiana de T, se

1. TG = tre(T).
) . n lseg=1
2. existem z;,y; € T, 1 < i < mn, tal que > x;9(y;) = , para todo
i=1 O0seg#1
geaqG.

Para extensoes galoisianas, o Lema 1.25 de [4], nos da o seguinte resultado:

Teorema 1.5.34 Seja T um anel semiprimo que é uma G-extensao galoisiana de

TY. Entao TY é Morita equivalente a T 3 G. Em particular valem:

1. T € finitamente gerado, fiel e projetivo como um TE-mddulo & esquerda e um

T x5 G-mddulo a esquerda.

2. T %3 G 2 Endrc (T) e T = Endr,,c (T); T %3 G 2 riye (T @7 T) e TY =

3. TC ¢ somando direto de r¢T (Trc).

Seja a uma acao parcial de um grupo finito G sobre um anel nao comutativo R.
A Definigao 3.1 e Observagao 3.5, em [12], nos da a definigdo de extensao galoisiana

parcial:

Definicao 1.5.35 Dizemos que R € uma extensao galoisiana parcial de R*, com a¢ao

parcial o (uma a-extensdo de Galois, para encurtar), se
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1. R* =tr,(R)
. , n lseg=1
2. existem x;,y; € R, i = 1,...,n tal que Y oy (y;l,-1) = , para
i=1 0seg#1
todo g € G.

O resultado que une estas defini¢oes provém do Teorema 3.3, em [12] e do Corolério

1.4.3:

Teorema 1.5.36 Se a é uma ac¢ao parcial de um grupo finito G sobre um anel R,

com envolvente T'. Entao, sao equivalentes:
1. T é uma G-extensio de Galois (global) de TC.

2. R € uma a-extensao de Galois parcial de R®.



Capitulo 2

Resultados Gerais

Dividimos este capitulo em duas partes. Na primeira parte consideramos anéis
que sao somas de ideais. Em particular, sendo a envolvente de uma acao parcial uma
soma de ideais determinados pelo anel dado, estes resultados permitirao transferir
propriedades entre este e sua envolvente. Na outra parte, definimos agdes parciais
induzidas de uma acao parcial dada sobre um fator do anel por um ideal I, quando o

ideal I satisfaz certa condigao de invariancia a respeito dessa agao parcial.

2.1 Anéis que sao somas de ideais

Sejam L um conjunto de indices qualquer, T'um anel (possivelmente sem unidade)
e {A;}icr uma familia de ideais de T, onde cada A; tem unidade, que denotamos
por 1;, e T'=3"._, A;. Nosso objetivo é estudar algumas propriedades que podemos
transferir dos A; para T e vice-versa. Iniciaremos com uma observagao sobre a notagao

no caso de L ser finito.

Observacao 2.1.1 Para T =) _._, A;, as vezes, abusaremos da linguagem usando a

€L

expressao ” L é finito” para indicar que existem n > 0 e indices i1, i», ..., 7, € L tais que

26
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n
T = > A;,. Quando ndo houver margem para duvidas, escreveremos simplesmente
k=1

L=A{1,2,...,n}eT => A,
i=1

2.1.1 Uma unidade para T

Lema 2.1.2 Seja T = > A; um anel onde cada ideal A; tem unidade 1;. Entao,
i€L

1. Paraie L, 1, € C(T) (o centro de T) e 1,T =T1; = A;.

2. T tem unidade < L € finito. Neste caso, existe n > 0, tal que L = {1,2,...,n}

n
eT = > Ay Ainda, a unidade 17 de T pode ser expressa por:
k=1

1<i<n i1 <12<...<1;
Tal elemento ainda pode ser expresso como uma soma de idempotentes ortogo-

nais centrais de T, isto €,
lr=e 1 +ey+---+e, (2.2)
onde ey =1y,e; = (1p — 11)(Ir — 1) - - - (1r — 1,29)1; para 2 < j < n.
Prova.

1. Para t € T, temos tlz S TAz - Az e 1zt € A,LT - Ai; assim tlz = 11 (tll) =

2. No caso de L ser finito, provaremos a formula acima descrita para 17, usando
J
indugao sobre n, bastando para isso, observarmos que » A; é um ideal de T,

=1
paratodo j =1,...,n. O cason =1 ¢é trivial e se o lema vale para n — 1, entao

Iy, , = Y. DI G Vs P PR PR

1<i<n—111<i2<...<<n
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n—1

¢ a unidade do ideal T,,_; = > A; e ja que todo elemento de T'=T,, 1 + A,, é
i=1

da forma a + b, onde a € T,,_1 e b € A,,, facilmente obtemos

<1n + 1Tn—1 — 1n1Tn,1>(a + b) =a-+b.
Resta provarmos que 17 dado em (2.1) satisfaz
1, +17, , — 1,17, , = 171.

Observando que 17 — 17, tem todos os termos em que 1, nao aparece cance-

lados, entao

lp—1q, , =1, 17,1,

que é exatamente o que precisavamos. Do mesmo modo podemos provar que
lr=e+---+e,
¢ unidade de T'. Observemos que
eiej = (1p — 11)...(1p — Li21) Li(1r — 1y)...(1p — 159) 15,
portanto
e? = (1p—11)2(1p—15)%. .. (1p—1;21)%12 = (1p—11) (1p—1s) ... (1p—1,_1)1; = e5;

e para ¢ # j, digamos, ¢ < j, temos 1; fator de e;, (1p — 1;) fator de e; e
e;(1p—1;) = 0, portanto e;e; = 0. Reciprocamente, se 7" tem unidade 17, entao
existirao n > 0 e indices i1, 79, ..., 4, € L tais que 1y = a;, + a;, + - - - + a;, para

certos a;, € A;,, k=1,2,...,n. E f4cil concluir que T =37 A,
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Observagao 2.1.3 Seja T = > ._; A;, onde cada ideal A; tem unidade 1;. Entao,

i€
paran >0 e ji, jo, ..., Jn € L, o ideal T{j, j,, . j.) = ZZ=1 Aj, ¢ um anel com unidade
que pode ser expressa por:
_ I+1
1T(Jm‘z ,,,,, in) Z Z (=1) Ly, 1ji2“'1jiz’ (2.3)

1<I<n jiy <Jig <---<Jy,

ou ainda por:
1T(J'17j2 vvvvv Jn) - Zek’ (24)

onde er = 1y e e = (Lry, 5, oy = L) (ry, g, oy = Lia) o (g, g — L)l
para 2 < k < n, sao idempotentes ortogonais centrais de 7. A demonstracao de tais
fatos é inteiramente andloga a demonstracao que fizemos para provar (2.1), portanto

nao a repetiremos aqui.

De agora em diante

Lema 2.1.4 Seja T = Y., A;, onde cada A; tem unidade 1;. Entdo, para cada

1€L

1 € L, valem:
1. Se A € um ideal a esquerda de T, entdao Al; € um ideal d esquerda de A;.
2. Se B € um ideal a esquerda de A;, entao B € um ideal a esquerda de T.
3. Se A € um ideal a esquerda de T, entdo Al; = AN A;.

4. Se A, B sao ideais a esquerda de T, tais que Al; = B1; para todo © € L, entdo
A = B. Em particular, se A.1; =0 para todo i € L, entao A = 0.

5. E; € um ideal essencial de A; para todo i € L, entio E := > ._, E; € essencial

1€L

em T

O mesmo vale para ideais a direita ou bilaterais.
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Prova. 1. A1, CT1;, CTA; C A; e A1;A; C AA;1; C AT1, C Al,.
2. Seja B um ideal a direita de A;, entao, pelo Lema 2.1.2, BT = (B1;)T = B (1,T) =
BA; C B.
3. A1, CAA; CANA =(ANA) 1 C Al

n

4. Sejaa € A. Como A C T, existe n > 0, tal que a = ) a;,, para certos
j=1

aj, € Aj, k =1,..,n Considere 17, =~ = 37/ e, como em (2.4), assim

a = alT(jl’j%_’jn) = ae; + aey + - - - + ae,. Desde que ae, € Alik = B1,, para todo
k, entao a € B. De modo analogo, provamos que todo elemento de B é elemento
também de A.

5. Seja 0 # a € I um ideal a esquerda de T. Neste caso, existem n > 0 e indices

. . . . o n _ n
J1,J2s -y Jn € L tais que @ = 37, aj,. Tomando 17, = > ,_, €k, COmMO em

»»»»» Jn)

(2.4), temos a = alT(jM.2 = aey; + aes + - - - + ae,. Desde que a # 0, temos que

,,,,, in)

essencial em A;,,

aer # 0 para algum k, e para este k, o ideal Ie, # 0. Sendo E;

k

segue-se que 0 # e, NE; CINE;, CINE. [ |

2.1.2 Transferindo propriedades

Se T'= Y A; onde cada A; é noetheriano ou artiniano a esquerda, ndo podemos

i€l
concluir dai que T é noetheriano ou artiniano a esquerda. Por exemplo, como uma
soma arbitraria de ideais de T' é ainda um ideal de T', entao no caso de T ser uma

soma direta de infinitos ideais bilaterais A;, todos distintos e nao nulos, uma cadeia

crescente Lq ; Lo ;Cé L3 - -+ de subconjuntos de L nos da uma cadeia crescente de
ideais & esquerda (e a direita) de T, 37 A4; G 7 A; & -+, que ndo ¢ estaciondria.
i€Ly i€La

Do mesmo modo, podemos construir uma cadeia descendentes de ideais a esquerda

que nao seja estacionaria. No entanto, vale o seguinte resultado:

Proposigao 2.1.5 Seja T = Y .., A;, onde cada ideal A; tem unidade 1;. As

sequintes afirmagoes sao equivalentes:
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1. T € artiniano (noetheriano) a esquerda .

2. 34y, .0, € L, tais que T =", _ A;,, onde cada A;, € artiniano (noetheriano)

a esquerda.

3. T tem unidade e cada A; € artiniano (noetheriano) a esquerda.
Prova. 2 = 1) Sejam T' =Y | A;, onde cada A; artiniano a esquerda, e
Hholhho2I32---

uma cadeia descendente de ideais a esquerda de T'. Entao, para cada ¢ = 1,...,n,
temos que

Ti1;, DTy1; D Ts51; D - --

¢ uma cadeia descendente de ideais a esquerda do anel artiniano A;, portanto é esta-
cionaria. Como existem finitos indices ¢, existe um ny > 0, tal que T;1;, = Tj1,,
para k,j7 > ng et = 1,2,...,n. Portanto, pelo item 4 do Lema 2.1.4, temos T; = T},
para k,j > ng. Isso mostra que T é artiniano sempre que cada A; o for. De modo
inteiramente analogo, prova-se que a noetherianidade a esquerda dos A; implica T
noetheriano a esquerda.

1 = 2) Pelo Lema 2.1.4 item 2., para i = 1,...,n, cada ideal a esquerda A; é

também ideal a esquerda de T'. Portanto, se T' é artiniano (noetheriano) a esquerda,
entdo A; é artiniano (noetheriano) a esquerda.
Provaremos agora que, para T noetheriano existem iq,...2,, € L, tais que T =
> r_i Ai,. Suponhamos que o afirmado nao vale, entdo podemos escolher i; € L
tal que 7' # A;;; em seguida escolhamos iy € L — {i1}, tal que T 2 A;, + A;, 2 A;,.
Seguindo deste modo, podemos construir uma cadeia ascendente nao estacionaria de
ideais

Ay GAL A+ A, GA A+ A,S

11 £
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contradizendo o fato de T' ser noetheriano. Agora se T' é artiniano, entao, pelo que
vimos acima, cada A; é artiniano. Como cada A; tem unidade, podemos aplicar o
Teorema 1.5.1 e obter que cada A; é noetheriano, consequentemente, T" é noetheriano,
e assim sendo, vale o afirmado também neste caso.

2 & 3) Imediato do item 2. do Lema 2.1.2. [

Provaremos agora, alguns resultados sobre radicais hereditdrios (ver 1.5.5). Dado

um radical rad, dizemos que um anel 7" é rad-semisimples quando rad(T)=0.

Proposigao 2.1.6 Sejam T = ), ., A;, onde cada ideal A; tem unidade 1;, e rad
um radical hereditario. Entao, T € rad-semisimples se, e somente se, para todo 1 € L,

A; € rad-semisimples.

Prova. Pelo Teorema 1.5.5, para todo i € L, rad(A;) = rad(T) N A;. Segue-se
imediato que rad(T) = 0 implica rad(A;) = 0. Reciprocamente, se para todo i € L,
rad(A;) = 0, entao 0 = rad(A4;) = rad(T) N A; = rad(T)1;, para todo i € L. Logo,
pelo Lema 2.1.4 item 4, temos rad(T") = 0. [

Dentre os radicais hereditarios, destacamos o radical de Jacobson (indicado por

J) e o radical primo no seguinte resultado imediato:

Corolario 2.1.7 Seja T =>_._; Ai, onde cada ideal A; tem unidade 1,. Entdo

ieL
1. T € J-semisimples se, e somente se, para todo © € L, A; € J-semisimples.

2. T € semiprimo se, e somente se, para todo i € L, A; € semiprimo.

Prova. O Exemplo 1.5.6, garante que os radicais de Jacobson e primo sao
hereditarios. Logo a demonstragao sai imediata da Proposicao 2.1.6 e do item 2

da Proposicao 1.5.9. |

Outra consequéncia é a seguinte:
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Teorema 2.1.8 Seja T = ZieL A;, onde cada ideal A; tem unidade 1;. Sdo equiva-

lentes:
1. T tem unidade e é semisimples.
2. Jiy, ...t € L, tais que T =Y ;_| A;,, onde cada A;, € semisimples.

Prova. Lembremos que para anéis com unidade, ser semisimples equivale a ser
J-semisimples e artiniano a esquerda. Desde cada A; tem unidade e que no Item 2, o
fato de L ser finito, implica, pelo Lema 2.1.2, que T' é também um anel com unidade,
entao 1" é J-semisimples e artiniano a esquerda se, e somente se, L é finito e cada
A; é J-semisimples e artiniano a esquerda. Mas isto é justamente o que afirma a

Proposicao 2.1.5 juntamente com o Corolario 2.1.7. |

Observacgao 2.1.9 Quando 7T ¢ primo a situagao se restringe muito. De fato, T é
primo se, e somente se, 3 7 € L, tal que A; é primo e T' = A;. Com efeito, sejam
i,j € L. Osideais T1;1; e T(1,—1;) sdo tais que T1;1,7(1;,—1;) = T%1,1;(1,—1;) = 0.
Sendo T" anel primo, temos 7'1;1; = 0 ou 7'(1; — 1;) = 0. O primeiro caso implica que

A; =0o0u A; =0. O segundo caso implica que A; = A;. A reciproca ¢ imediata.

Outra propriedade que podemos transferir dos A; para 1" é a von Neumann regu-
laridade (vNr, para encurtar - ver definigdo antes do Lema 1.5.13). O resultado que

segue nao exige que cada A; tenha unidade.

Lema 2.1.10 Sejam T um anel e {A;};_, wma famdlia finita de ideais de T' que sejam

n
vNr como anéis, entio Y A; é vNT.
i=1

Prova. Basta provarmos o caso n = 2 e usar inducao. Como A1+2A2 = A e Ay

sao vINr, segue-se direto do Lema 1.5.13, que A; + Ay é v N |
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Proposigao 2.1.11 Seja T = ) .., A;, entdo
T ¢ vNr < para todo © € L, A; € vNT.

Prova. =) E imediato do Lema 1.5.13.
<) Sendo L um conjunto, podemos bem ordené-lo e definir: 77 = Ay, T\ =
Ty—1+ Ay, se A ndo for um ordinal limite, e por fim, T\ = ) T}, se A é ordinal limite.

p<A
Desta forma deve existir um ordinal g, tal que

T =T,

Portanto, provando que para todo ordinal A, T é vNr, teremos provado o resultado.
Para isso usaremos inducao transfinita. Para A = 1, T} = Ay, que por hipétese é vNr.
Seja A um ordinal, tal que T}, seja vNr, para todo ;1 < A. Se A nao for ordinal limite,
entao, como Th_1 e Ay sao vNr, pelo Lema 2.1.10, T\ = T\_1 + A, também é vNr.
Se A for ordinal limite, entao cada elemento ¢ € T pertence a T, +7,, +---+1T},,
que pelo Lema 2.1.10 é vNr, portanto existe v € T,,, +T),, +---+ 1T, CT), tal que

t = xtx. Logo, também nesse caso, T\ ¢ vNr. |

2.1.3 A dimensao uniforme T

Veremos agora alguns resultados para anéis semiprimos que usaremos para provar
propriedades referentes aos anéis de Goldie (ver Definigao 1.5.25). De agora até o
final da tese, dado um anel A e um A-médulo a esquerda M, utilizaremos a notacao
N < 4 M, para indicar que N é um A-submddulo a esquerda de M. Continuaremos

a usar a notacao <, para indicar submodulos essenciais.

Lema 2.1.12 Sejam A um anel semiprimo, que € um ideal de um anel T com A =

T.14, e e um idempotente central de T'.

1. Se E <, 4A, entao Ee <, 4. Ac.
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2. Se H <, rT, entao HN A <., 4A.
3. udima.Ae < udim4A.
4. udimy. Ae = udimp Ac.

Prova. 1. Sendo A semiprimo, basta mostrarmos que lan.(Ee) = 0, para F <,
4A. Com efeito, se ac € Aec é tal que acFe = 0, entao 0=accE = acE. Sendo que
ac € Aelany (E) =0, entao ac = 0.

2. Se0#J < 4A entao TJ CT(14J) = AJ C A, isto é, J também ¢ ideal de T
Portanto J N H # 0. Desde que, J N (H N A) = JN H, segue-se o resultado.

n
3. Se Y Jie é uma soma direta de ideais a esquerda em Ae, entdo, ji que cada

=1
n

Jie < aA para todo i, segue-se que Y J;e é uma soma direta de ideais a esquerda
em A. -

4. Os T-submodulos a esquerda de Ae coincidem com os As-submédulos a esquerda
de Ae. Com efeito, se J < 4.Ae, entdao TJ =T (14J) = AJ = AeJ C J. A reciproca

¢é imediata pois Ae C T. [ |

Corolario 2.1.13 Seja T' = > | A; um anel semiprimo, onde cada ideal A; tem

unidade 1;. Se E; <. a,A;, entao

E = ZEzeZ <e TT,
i=1
onde ey = 1y,e; = (1p — 1;)(1p — 1o) - - - (1p — 1;24)1; para 2 < j < n.
Prova. Seja0 £ a €1 < 7T. Como a € T, temos por (2.4) que

a = ae; + aey + ... + aey,

onde e; = 11,e; = (10 — 11)(1r — 1) - - - (17 — 1;1)1; para 2 < j < n. Como a # 0,

entdo ae; # 0 para ao menos um 7 € {1,...,n}. O Corolario 2.1.7, garante que esse
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A; é semiprimo. Assim podemos aplicar o Lema 2.1.12 a este ideal e obter que E;e;

é essencial em A;e;. Como 0 # ae; € A;ae;, segue-se que
03‘é EieiﬂAiaei Q Eﬂ],
o que prova que F é essencial em T'. |

Lembremos da se¢ao 1.5.2, que Z(A) denota o ideal singular a esquerda de um

anel A.

Proposigao 2.1.14 Seja T = > | A; um anel semiprimo, onde cada ideal A; tem
unidade 1;. Entao

Z(A) =Z(T)N A = Z(T) .1,

para todo i =1,...;n.

Prova. A segunda igualdade é imediata do item 3 do Lema 2.1.4. Para a primeira
igualdade, podemos considerar, sem perda da generalidade, que i = 1 e tomar a €
Z (Ay). Entao existe By <. 4,4; tal que Fia = 0. Pelo Corolario 2.1.13, o ideal
E = Eie; + Zn: Ase; é essencial em 7T e satisfaz E'a = Fia = 0. Portanto a €
Z(T) N Ay = Z(T) 1,.

Reciprocamente, se a € Z (T) N A;, para certo i = 1,...,n, entdo existe H <, 7T

tal que Ha = 0. Pelo item 2. do Lema 2.1.12, temos H N A; = H.1; <. A;. Segue-se
do fato de que (HN A;)a C Ha =0, que a € Z (4;). [

2.2 Propriedades da envolvente

Aqui, R é um anel com unidade 1z e & = {oy : Dy-1 — Dy, g € G} uma
acao parcial de um grupo G sobre o anel R, onde cada D, tem unidade 1,. Nestas
condigoes, o Teorema 1.2.3, garante a existéncia de uma envolvente que denotaremos

sempre por (T, 3) ou simplesmente por 7.
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2.2.1 Propriedades gerais

Desde que T = Y g(R) e cada g(R) ¢ um ideal de T, entdo estaremos em
condicoes de aplicar ggcresultados da secao anterior e obtermos de forma imediata
os resultados que se seguem. Em algumas demonstragoes usaremos a notacao G =
{;1 = 1,92, ..., g, } para indicar que G é um grupo finito de ordem |G| = n > 0, que

foi previamente ordenado de modo que o primeiro elemento é a unidade do grupo.

Usaremos a notagao C(A) para indicar o centro de um anel A.

Lema 2.2.1 Para a envolvente T" sempre valem:
1. Para todo g € G, g(1r) € C(T).

2. Para G ={g1 = 1,92, ..., gn}, a envolvente tem unidade que pode ser expressa

por

lr= Y > (=1D"gi (1r) gi, (1r) gi (1r). (2.5)

1<I<|G] i1 <ig <...<iy

Ou ainda por:
lr=e1+ey+---+e, (2.6)

onde e; = 1g,e; = (Ip — 1g)(1r — g2(1r)) - - - (17 — gj-1(1r))9;(1r), para 2 <

7 < n, sao idempotentes centrais ortogonais.

Prova. 1. Podemos simplesmente aplicar o item 1 do Lema 2.1.2, ou verificar
diretamente: Seja g € G. Para t € T existe um t' € T, tal que t = g(t'). Como
' 1p = 1p.t'1g = 1p.t', entdo, tg(1r) = g(t')g(1r) = 9(1r)g(t") = g(1Rr)t.

2. Imediata do item 2 do Lema 2.1.2. |

Teorema 2.2.2 Seja G um grupo finito Entdo valem:

1. R € artiniano (noetheriano) a esquerda se, e somente se, T' é artiniano (noethe-

riano) 4 esquerda.
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2. R € semisimples se, e somente se, T' é semisimples.

Prova. Em todos os casos, levaremos em conta que R ~ g (R) para todo g € G,
portanto as propriedades de R sao transferidas a todos os g (R) e também que T =
>~ g(R). Assim sendo:
geG
1. Imediata da Proposicao 2.1.5.

2. Imediata do Teorema 2.1.8. [ |

No exemplo abaixo usamos a notagao Z para indicar o conjunto dos numeros

inteiros.

Exemplo 2.2.3 Seja R = Ke; @ Key, onde K é um corpo qualquer e e, ey sao
idempotentes centrais ortogonais. Considere G um grupo ciclico infinito gerado por
g, que age parcialmente sobre R, pela acao parcial «, definida do seguinte modo:
a; =idg e agin : Keyg — Key, para todo n > 0. Considere {e;};ez, um conjunto de

idempotentes centrais@o?%gonais e faca G agir (globalmente) sobre T = @ Ke; do
seguinte modo: ¢ (e,) = e,11 para [n| >3 oun=0,—1,-2;9(e;) =e3 e gl?gg) = es.
Nao ¢ dificil ver que T' = @ Ke; é uma envolvente para a. Obviamente 7' nao é
semisimples nem artiniano z\;eezsquerda e nem noetheriano a esquerda, apesar de R ter

todas essas caracteristicas.

Teorema 2.2.4 Sejam G um grupo arbitrdrio e rad um radical hereditdario. Entao

valem:
1. R é rad-semisimples se, e somente se, T' € rad-semisimples.
2. R é primo se, e somente se, T é primo eT' = R. Neste caso, a ag¢ao o é global.

3. R € von Neumann regular se, e somente se, T" ¢ von Neumann reqular.

Prova. 1. Imediata da Proposicao 2.1.6.
2. Imediata da Observagao 2.1.9, desde que se T' = g(R), para certo g € G, entao
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R=g'(T)=T, e assim sendo, D, = g(R)N R = R.
3. Imediata da Proposicao 2.1.11. |

Corolario 2.2.5 Para G arbitrdrio, valem:
1. R é J-semisimples se, e somente se, T' é J-semisimples.

2. R é semiprimo se, e somente se, T" € semiprimo.

Prova. Imediata do Teorema 2.2.4 item 1. [ |

2.2.2 Sobre dimensao uniforme e anéis de Goldie

Nesta secao o grupo GG sempre age parcialmente por uma acao parcial «, sobre
um anel semiprimo R. Portanto, pelo Corolario 2.2.5, sua envolvente T também ¢é
um anel semiprimo. O objetivo aqui, é provar que R é um anel de Goldie a esquerda
se, e somente se, a envolvente 1" é anel de Goldie a esquerda. Lembremos da Secao
1.5.2, que as notagoes A <. B e udim A indicam que A é um submddulo essencial
de B e a dimensao uniforme do médulo a esquerda 4 A, respectivamente. O seguinte

resultado ¢ um corolario imediato dos resultados da segao 2.1:

Coroldrio 2.2.6 Seja R um anel semiprimo. Se B <. pR, entdo Y . g (E) <. rT.
Em particular, Para um grupo finito G = {g1 = 1,92, ..., gn}, temos

E'=3 gi(B)ei<c 1T,
i=1
onde el = 1R;€j = (]-T — 1R)(]-T — gg(lR)) s (1T — gj—l(]-R))gj(lR) para 2 S ] S n.
Prova. Imediata do item 5 do Lema 2.1.4 e do Corolario 2.1.13. |

Lembremos que Z(A) denota o ideal singular & esquerda do anel A.
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Proposicao 2.2.7 Seja G um grupo finito. Entao
Z(9(R)) = Z(T)g(1r)
para todo g € G.

Prova. Imediata da Proposicao 2.1.14. |

Proposicao 2.2.8 Seja G um grupo finito. Entao
udim R < udimT < |G|udim R.

Prova. A primeira desigualdade é imediata desde que ideais de R sao ideais de
T. Vamos a prova da segunda desigualdade. Pelo item 4 do Lema 2.1.12, temos
udimpg(R) = udim g(R) = udim R, para todo g € G. Por sua vez, do item 3 do
mesmo lema, temos que se € é um idempotente central em 7', entdo udim g (R)e <
udim g (R) = udim R, para todo g € G. Usando estas desigualdades e o fato de que
T = él% (R) e;, temos

n

udimT = udimy EB gi(R)e; = Z udimr g; (R) e;
i=1 i=1

= Z udim g; (R) e; < Z udim g; (R)
i=1 =1

= n.audim R = |G|udim R,
provando assim, que a segunda desigualdade também é verdadeira. |

Teorema 2.2.9 Seja G um grupo finito. R é um anel de Goldie a esquerda se, e

somente se, T' é um anel de Goldie a esquerda.

Prova. Lembremos que, do Corolario 2.2.5 item 2, R é semiprimo se e somente se,

T é semiprimo e que assim, basta verificar em cada caso, que a dimensao uniforme é
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finita e que o médulo singular é nulo. A Proposicao 2.2.8 acima, garante que udim R
¢ finita se, e somente se, udim T é finita. Verifiquemos entao o que ocorre com o0s
respectivos médulos singulares.

Se Z(R) = 0, entdao Z (g(R)) = 0 para todo g € GG. Temos, pela Proposigao
2.2.7, que Z(T)g(1g) = Z(g9(R)) = 0, para todo g € G. Segue-se por (2.5) que
Z(T) = Z(T).1r = 0. Reciprocamente, se Z(1T') = 0, entdo, pela mesma Proposigao
227, Z(R)=Z(rT).1r = 0. |

2.2.3 Um lema importante

Agora veremos um lema que sera bastante 1til nos capitulos 2 e 3. Antes observemos

o seguinte:

Observagao 2.2.10 Desde que a envolvente 7' = > g(R), se tomarmos n > 0 e
geG

escolhermos n elementos de G, digamos, g1, ..., g, e fixarmos essa ordenacao, entao,

como vimos na observacao 2.1.3, o ideal de 7" definido por Ty, . 4.) = > gi(R) tem
i=1

unidade expressa por:
I+1
Iy o= > (=D"gi (1r) .gi, (1) gy, (1g). (2.7)
1<I<n 11 <i2<...<7;
Tal unidade também pode ser expressa como uma soma de idempotentes centrais

ortogonais de T{g, . g.)-

Lembremos que a notagdo U(A) indica o subconjunto das unidades de um anel A.

Lema 2.2.11 Sejam G um grupo (ndo necessariamente finito) que age parciamente

sobre um anel R que tem envolvente T' e m > 0. Entao valem:

1. T nao tem m-tor¢ao aditiva se, e somente se, R nao tem m-tor¢ao aditiva.

Se T tem unidade 17, entao:
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2. mlpy € U(T) se, e somente se, mlg € U(R).

Prova. 1. Desde que R C T, entao o fato de 7" nao ter m-torgao aditiva implica
imediato que R nao a tem. Agora se R nao tem m-torcao aditiva entao para todo
g € G, g(R) também nao tem. De fato, se para algum r € R, 0 = mg(r) = g(mr),
entdo mr = 0 e assim, r = 0. Agora seja t € T, tal que mt = 0, entdao mtg (1) = 0,

para todo g € G e desde que tg (1) € g (R) (estes sao ideais de T'), entao
tg(1r) =0, (2.8)

para todo g € G. Como t € T = > g(R), entdao existem ¢, ...,g, € G tais que
geG

teTigr,...,gn) = Zn: g(R). Pelas identidades (2.7) e (2.8), temos t =tz _ 4,) = 0.
2. Desde que mlTl:e1 mlpg sao centrais, basta investigarmos se estes possuem inverso
a direita em ambos os casos. Considere t € T tal que (mlrp)t = 1p. Multiplicando
ambos os lados dessa igualdade por 1z, obtemos mlptlg = 1g, e sendo 1 central,
temos mlg (t1g) = 1g. Desde que t1g € R, segue-se o resultado.

Para a reciproca, observe que se 1 € T = > g(R), entao existem n > 0 e gy, ..., gp €
geG

G tais que T' =} g;(R). Segue-se de (2.7), que 17 = 17, . Nestes termos, nao
i=1

,,,,, an
hé perdas na generalidade da prova, se considerarmos G = {g1 = 1, g2, ..., gn }-
Assumamos que mlg € U(R). Entao existe um = € R, tal que mlgx = 1g, e

portanto para todo g; € G, temos

mgi(x) = gi(1r), (2.9)
para todo i=1,2,....,n. Agora considere ¢;, para i = 1,...,n, definidos por e; = 1y e
ei=(1r—g1(1r))(1r—g2(1g)) - (1r—gi—1(1g))g:(1g), para 2 < i < n. Multiplicando
ambos os lados da expressao (2.9) por e;, obtemos mg;(z)e; = e;, para todo i =

1,2,...,n. Segue-se do Lema 2.2.1, que

n

mlrp Zgl(x) = ngi(x)ei = Z e; = 1.
i=1 i=1

i=1
Logo mlp tem inverso & direita. |



43
2.3 Acoes parciais induzidas

O conceito de ideal invariante parcial também aparece nos artigos [6] e [7]. A partir
desde tipo de ideal podemos construir o que chamaremos de acao parcial induzida.
Nesta se¢ao veremos algumas caracteristicas deste tipo de acao parcial e provaremos
que os radicais hereditarios sao ideais invariantes parciais, independentemente da acao

parcial em questao.

2.3.1 Definindo uma Acao parcial induzida.
Seja G um grupo que age parcialmente sobre um anel R pela agao
a={ay:Dy1 — D,, g€ G}.

Definicao 2.3.1 Diremos que um ideal I do anel R € invariante pela acdo parcial o

ou simplesmente, que I € um ideal a-invariante, se
ag(INDy-1) CIND,, (2.10)
para todo g € G.
Observe que (2.10) implica imediato em:
ag(INDy-1)=1ND,. (2.11)

para todo g € G. Para um ideal a-invariante I denotemos,

— I+D
D, = +I g

para todo g € G. Temos que Eg ¢ um ideal do anel quociente R/I e

g (2.12)
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para todo g € G. Isso nos permite definir, a cada g € G, um isomorfismo @, de D 1

sobre ﬁg, do seguinte modo:

ag(d+1)=a,(d)+1, (2.13)

para todo d € Dy-1.

Observacao 2.3.2 Seja g € G. Desde que I ¢é invariante pela acao de ay.

—1 Dg

1. Cada isomorfismo oy : Dy-1 — D, induz um isomorfismo

composicao desses isomorfismos

qu — Dg_l — Dg — Dy
IND,n 1IND,

verifica

d+1—d+(INDy-1)— ag(d)+ (I NDy)— ay(d)+1.

g
» IND, 1 - INDgy"

A

Isso garante que cada aplicacdo (2.13) estd bem definida e é um isomorfismo

entre ideais de R/1.

2. Seja g € G. Para todo a € D, teremos @g-1(qy (a + 1)) = ag-1(ay (a) + 1 =

a + I. Analogamente, o,(a,-: (b+1)) = b+ I, para todo b € D,. Logo

a, = 0y-1. Usaremos esse fato, indiscriminadamente, no decorrer do texto.

Definicao 2.3.3 dada uma a¢do parcial o« = {ag : Dy-1 — Dg, g € G}, diremos que

um tdeal I de R é a-distributivo, se

(Dy+1)N(Dp+ 1)< (D,NDy)+1, (2.14)

para todo g, h € G.
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E f4cil ver que a inclusao (2.14), se existir, é de fato uma igualdade. Um anel R
é dito ser um anel distributivo a esquerda se para quaisquer ideais a esquerda A, B e
C em R, sempre valer (A+ B)NC = (ANC)+ (BNC). Analogamente definimos

anéis distributivos a direita (Para detalhes consultar [27]).
Exemplo 2.3.4 Seja (R, a) uma agao parcial.

1. Se R é um anel distributivo a esquerda (direita), entdo todo ideal de R é a-

distributivo.

2. Se (R, «) tem envolvente, entao todo ideal I de R é a-distributivo. Com efeito,
sejam g,h € G. Sea+1 =b+1 paraa € D, e b € Dy, entao existe um ¢ € [ tal
que b = a + 7. Multiplicando-se b pela unidade 1, de D, obtemos bl, = a + 7,
onde ¢ =ily € l. Assim, a+ 1 =a+i+1=0bl,+1€ (D,NDy)+ 1.

Proposicao 2.3.5 Sejam o = {oy : Dy-1 — Dy, g € G} uma acao parcial de um
grupo G sobre um anel R e I um ideal a-invariante de R que € a-distributivo. Entdo

o = {q, : 5g_1 — Eg, g € G} € uma agao parcial de G sobre o anel quociente

Prova. Pela observacao acima, cada @, estd bem definida e ¢ um isomorfismo
entre ideais de R/I. Resta verificar as propriedades (i) — (i7i) da defini¢do de agao

parcial:

(i) Como Dy = R, segue-se que Dy = (I+R)/I = Rea,(r+1) = ay(r)+1 =r+1,

para todo r € R, portanto o; = idy.

(i) Se z € Dy, N D1, entdo z € (D, + 1) N (D,-1 + I). Segue-se por (2.14) e pelo
item (ii) da definicdo 1.2.1, que z € (D, N Dg-1) + 1 C ap(D,py-1) + I. Logo
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(i17) Sejaz € @p-1 (Dp N Dy-1), entdo z € a1 ((Dy + 1) N (Dy-1 + I)). Por (2.14),
temos z € ah—l ((Dh N Dg—l) —+ I) = Qp—1 (Dh M Dg—l) -+ I Assim, zZ = d + ],
onde d € ap-1(Dy, N Dy-1), e neste caso, pelo item (iiz) definicao 1.2.1, temos

agzop,(d) = agn(d), e consequentemente,
a0 (Z) = agop(d) + 1 = agy(d) + 1 = ag(Z).

Como as propriedades (i) — (7i7) da Definigao 1.2.1 sao satisfeitas por @, segue-se o

resultado. [

Corolario 2.3.6 Sejam o = {oy : Dyj-1 — Dy, g € G} uma agdo parcial de um
grupo G sobre um anel R com envolvente T' e I um ideal a-invariante de R. FEntao

a:={a,: Dy — D,, g€ G} éagdo parcial de G sobre o anel quociente R = R/I.
Prova. Imediata do Exemplo 2.3.4. |

Para uma acao parcial induzida, usaremos a notacao @ ou @y, caso necessitemos

enfatizar o ideal a-invariante I em questao.

Exemplo 2.3.7 Consideremos um anel qualquer K, e, es, e3 idempotentes centrais
ortogonais e R = Ke; @ Key @ Kes. Faca o grupo ciclico finito G = {1, g, ¢*}
agir parcialmente sobre R, por uma acao «, definida do seguinte modo: a; = idp,
ay : Ke; — Key definida por e; — ey e a2 1 Key — Key definida por ey — e;.
Entao (R, «) tem envolvente e I = Kes é a-invariante. A acao parcial induzida por
I é sobre o0 anel R = Ke; & Key, onde @y = idg, 0y 1 Keg — Key é definida por

e1 ey e Qg Key — Key ¢ definida por ey — e;.

O proximo exemplo mostra a relagdo entre a envolvente de uma acgao parcial
induzida a partir de um ideal G-invariante da envolvente. Antes faremos algumas

observagoes necessarias.
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Sejam o = {oy : Dy-1 — Dy, g € G} uma acao parcial sobre um anel R com
envolvente (7', 3) e I um ideal de R. Observe que I é também um ideal de T', e se [

for (-invariante, entao
ag(INDy1)=g(INDy1) CINDy,

para todo g € G. Logo I é um ideal a-invariante de R. O Corolario 2.3.6 garante
que (E, 61) estd bem definida. O préximo exemplo mostra a relacao existente entre

a envolvente de (E, 61) e o anel quociente T'/1.

Exemplo 2.3.8 (Envolvente induzida) Sejam (R, ) uma acdo parcial de um grupo
G com envolvente (7', 3) e I um ideal de R, que é B-invariante como ideal de T'. Entao
T =T/I é o anel envolvente da acdo parcial induzida (R/I,ay).

Ja vimos acima que I é um ideal a-invariante de R, portanto, pelo Corolario 2.3.6,
a acao parcial induzida @ estd bem definida. Como, para g € G, ﬁg possui unidade
1,, segue-se pelo Teorema 1.2.3, que (}_%, @1) tem envolvente. Vamos provar que a
agao (global) induzida pelo ideal S-invariante I de T', definida pelos automorfismos
G: T —T,ondeg(t+1)=g(t)+ I, para todo t € T, constituem uma envolvente

de @;. Para isso, devemos verificar que (ver 1.2.2):
(a) R éideal de T.
(b) Dy =RNg(R) para todo g € G.
(c) @y(Z) =7 (z) paratodo z € D,-1 e g € G.
De fato,
(a) Imediato, pois R é ideal de T.

(b) Primeiro observemos que RN g(R) = (RN g(R)) + I)/I, pois,se Z =1+ 1 =

g(s) + I, para certos r,s € R, entao existe i € [ C R tal que, g(s) =r+i €
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RN g(R). Portanto, Z € ((RNg(R))+ I)/I. Como a reciproca ¢ imediata,

segue-se o afirmado. Logo valem as seguintes igualdades:

= Datl (nggR))ﬂ RN Fna®),

-l

(c) Sejam g € GeZ=x+1€ Dy, onde x € Dy-1, desde que g|Df1 = a,, temos

a,Z)=ar+1)=ay(z)+1=9g(x)+1=7(x+1)=7(Z).

2.3.2 O traco é preservado.

Seja G um grupo finito que age parcialmente sobre um anel R pela agao a = {ay :

D, — D,, g€ G}, onde para g € G, D, possui unidade 1,. Isso garante que o tem

g

envolvente, e pelo Corolario 2.3.6, temos que para todo ideal a-invariante I, a acao

parcial induzida @; estd bem definida. O préximo resultado mostra que a aplicacao

trago parcial, definida por tr,(z) = ) a4(zl,-1), para todo x € R, é preservada pela
geG

acao parcial induzida.

Proposicao 2.3.9 Sejam G um grupo finito que age parcialmente sobre um anel R

por uma a¢do o = {ay : Dy-1 — Dy, g € G}, onde cada D, possui unidade 14, e I

um ideal a-invariante de R. Considere a agao parcial induzida @ = ay. Entao

2. trg(T) = try(x), para todo x € R.

3. Se R* = try (R), entio trg(R) = R* = Re.
Prova. Observe que para todo x € R e todo g € G, vale

ag@jﬂ/”) = ag(%lg*1 + I) = O‘g(xlg*) + 1.
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Portanto

1. Paraz € R* e g € G, temos ay(xl,-1) = x1,. Portanto

Logo R C Ea.

2. Para todo x € R, temos

trz(T) = Zag(fig*) = Z (ag(alg—1) + 1)

geG geG
= [Z ag(zly-1)| +1 =tro(z).
geG

3. Como 1r € R* = tr,(R), existe ¢ € R, tal que tr,(c) = 1g, e assim trg(c) =

tro(c) = 1g = 1. Portanto, dado T € R", temos

tre(@e) = Y @, (Tclg1) = T ay(cly)

geG gelG
= Ty a,(cly) =Ttrg(c) =Tl =7,
geG

logo, R* C tra(ﬁ). A reciproca vem dos itens anteriores, basta ver que tra(ﬁ) =

tro (R) C R* C I Agora usando novamente o item 2., obtemos

——a

R* =tro (R) = trs(R) = R,

provando assim, o item 3. [ |

2.3.3 O radicais hereditarios sao a-invariantes.

Seja rad um radical hereditario e G um grupo que age (globalmente) sobre um anel
T, entao rad(T) é um ideal G-invariante de T'. Esta propriedade pode ser extendida
para acoes parciais, ou seja, independentemente da acao parcial a que age sobre o

anel R, rad(R) é sempre um ideal a-invariante de R.
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Proposicao 2.3.10 Seja rad um radical hereditdrio. Entao rad(R) é a-invariante.
Prova. Como rad(R) = rad(T) N R, temos que
rad(R)N Dy, =rad(T)NRN D, =rad(T) N D,,
para todo g € G. Desde que rad(T) é G-invariante, segue-se que
ag(rad(R)N Dy-1) = oy(rad(T) N Dy-1) = g(rad(T) N Dy-1)
C rad(T)N D, =rad(R) N Dy,
para todo g € G. [ |

Corolario 2.3.11 Se a é uma acao parcial de um grupo G sobre um anel R. Entdao

1. O radical primo Nil,(R) € a-invariante.
Se (R, «) tem envolvente:

2. Emiste uma agdo parcial induzida Qny, (ry sobre R = R/Nil,(R). Em particular,

o skew anel parcial R *g, g, G € associativo.

Prova. 1. Nil.(R) € hereditario, portanto pela Proposi¢ao 2.53.10, Nil.(R) é
a-invariante.
2. Se Nil.(R) a-invariante e o tem envolvente , a agao parcial induzida iy, (ry estd
bem definida, e desde que R = R/Nil,(R) é semiprimo, seque-se pelo Teorema 1.3.5,

que R*gy, . G € associativo. [ |
De forma analoga, para o radical de Jacobson, podemos provar o seguinte corolario:
Corolario 2.3.12 Se a € uma ac¢do parcial de um grupo G sobre um anel R. Entao

1. O radical de Jacobson J(R) é a-invariante.

Se (R, «) tem envolvente:
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2. Eriste uma agdo parcial induzida oy sobre R = R/J(R). Em particular, o

skew anel parcial R *z, G € associativo.

Prova. Desde que o radical de Jacobson é hereditério e R/J(R) é semiprimo. A

demonstragao segue-se imediata da Proposi¢ao 2.3.10 e do Teorema 1.3.3. |



Capitulo 3

O skew anel de grupo parcial

Salvo mencao em contrario, todos os resultados deste capitulo referem-se a uma
acao parcial o = {ay : Dy-1 — D,, g € G} de um grupo finito G' que age sobre um
anel R, com envolvente 7. Neste caso, conforme o Teorema 1.2.3, cada ideal D, tem
unidade que é sempre denotada por 1,. Também neste caso, o skew anel de grupo
parcial,

Rx, G = {Zagég ta, € Dy, g € G},
geG
é associativo, conforme afirma o Teorema 1.3.2. Nosso objetivo aqui, é generalizar

resultados validos para skew anéis de grupo (global) para o caso parcial.

3.1 A artinianidade (noetherianidade) de R %, G

Para acoes globais, o Teorema 1.5.2 assegura que T %3 G é artiniano (noetheriano)
a esquerda, sempre que G for finito e 7" artiniano (noetheriano) a esquerda. J& que
podemos transferir de R para T, artinianidade (noetherianidade) a esquerda sempre

que G for um grupo finito, entao temos a seguinte generalizagao:

Proposicao 3.1.1 Se R € artiniano (noetheriano) a esquerda, entio R x, G € ar-

tiniano (noetheriano) a esquerda.

o2



93

Prova. Se R é artiniano (noetheriano) a esquerda, entao pela Proposicao 2.2.2, T
¢ artiniano (noetheriano) a esquerda. Por sua vez do Teorema 1.5.2, T'+3G é artiniano
(noetheriano) a esquerda. Levando-se em conta que para G finito, T' tem unidade,
entao pelo Teorema 1.3.4, que afirma que T *3 G' e R *, G sao Morita equivalentes,

temos que R %, G é artiniano (noetheriano) a esquerda. |

3.2 Teoremas de Maschke

Para G finito, R é semisimples e |G|_1 € R se, e somente se, T' é semisimples
e |G|_1 € T. O fato de R x, G e T g G serem Morita equivalentes, nos permite
generalizar o Teorema de Maschke para agoes parciais. Porém podemos ir mais além,
para um R *, G-moédulo V| é possivel construir, a partir de uma R-projecao de um
R %, G-submodulo de V', uma R *, G-projecao, como aparece nas provas usuais desse

teorema no caso global. Vejamos essas duas versoes desse importante teorema.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Maschke parcial 1) Se R é semisimples e |G|™" €

R, entao R %, G € semisimples.

Prova. Pela Proposicao 2.2.2 e pelo Lema 2.2.11, temos que R é semisimples
e |G|™" € R se, e somente se, T semisimples e |G|”' € T. Aplicando o Teorema
de Maschke (global) (Teorema 1.5.3) a envolvente, temos que neste caso, T x5 G ¢
semisimples. Pelo Lema 2.2.1, T tem unidade, entao podemos aplicar o Teorema 1.3.4,
que garante que T x3 G e R *, G sao Morita equivalentes. Sendo semisimplicidade
uma propriedade Morita invariante, segue-se o resultado. |

A seguinte generalizacao do Teorema de Maschke tem a demonstracao inspirada
na demonstracao classica deste teorema na versao global, encontrada por exemplo,

em [20] ou [24].

Teorema 3.2.2 (Teorema de Maschke parcial 2) Sejam V um R *, G-mddulo
a esquerda e W um R *, G-submaddulo a esquerda de V. Se l := tr, (1R)_1 EReW
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tem complementar em V como R-submodulo a esquerda, entao W tem complementar

em V como R x, G-submddulo a esquerda.

Prova. Desde que W < & gV, existe uma R-projecao a esquerda, m : V — W,

onde 7 (w) = w, para todo w € W. Defina uma aplicagdo -y sobre V' do seguinte

modo: v (v) =€ Y 1,-10,-17 (1404v), para todo v € V. E facil ver que y(V) C W.
geG

Provaremos que 7y é um Rx,G-homomorfismo de médulos a esquerda, onde v (w) =

w para todo w € W.

6_1’7 (1h(5hv) =

Seja h € G fixado e v € V, entao

Zl 15 17T 151h6hv Zl 1(5 17T Oég( 1]-h)5ghv)

geG geG

Z 19—1551—1049 (19—1 1h> 5171' <1gh6ghv)

geG

Zag 1 Ozg 11h)) 59717T (1gh(59h2})

geG

1h Z 1971597177' (1gh59hv) .

geG

Por outro lado, por (1.1) temos que, ay, (15-11,-1) = 131,4-1, para todo h, g € G,

portanto

M6y (v) = Zlhéh Ly-104-17 (1464v) Zah ap-1 (1p) 1g-1) Spg-17 (1404v)

g€G geG
= Zah 1h 11 5hg 17T(1 5 U Zlhlhgfléhgfm(lg&gv)
geG geqG

u=gh—1
= 1h Z 1hg_15hg_17T (19(5911) g:h 1h Z 1u—1(5u—171' (1uh(5uhv)

geqG ueG

= 1, Z 1y 10,17 (LgnOnv)

logo

geG

Y <1h5hv) = 1h6h7 (U) B (31)
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Por sua vez, para todor € Rewv € V, vale

(ly (o) = Zl ~10,17 (1404r01v) = Zl ~10417 (g (1,-17) 1504v)

geG geqG
= Z Ly-10g-10 (1,-17) 7 (14640) Za (1gag (14-17)) 6g—17 (1464v)
geG geqG
= Zl ~178g-17 (14040) Zl 10y (1,6,0) = 0y (v),
geG geq
ou seja,
v (rv) =1y (v), (3.2)

para todor € Rewv € V. Por (3.1) e (3.2), temos

v (r1ponv) = v (105v) = r1p0n7y (v)

paratodor € Reh € G. Pelalinearidade de 7, segue-se que 7y é Rx*,G-homomorfismo
de médulos & esquerda. Finalmente, para g € G e w € W, temos 7 (1,0,w) = 1,6,w,

portanto

Zl 15 17?16w Zl 15 115w

geG geG
= Z ag-1 (141y) 0g-1,w = Z 1w = (.
geG geG

Isso garante que v é de fato um R %, G-projecao e sendo assim, W é um somando

direto de . gV . |
Corolario 3.2.3 Se R € semisimples e tr, (13)_1 € R, entao R *, G € semisimples.
Prova. Imediata do Teorema 3.2.2. |

Os préximos exemplos mostram que as hipdteses nos teoremas acima sao inde-

pendentes.
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Exemplo 3.2.4 (Exemplo de R semisimples tal que |G|™" € R e tro (1z)”" ¢ R).
Seja R = éKei, para K = Zi5 e e1,e5 e e3 idempotentes centrais em R. Faca
G = {l,g,zg:;7 g% : g* = 1} agir parcialmente sobre R da seguinte forma: a; = idg;
ag: Kea®Kez — Kei @ Keg, onde ey — e e e3 — e, ape : Keg® Kes — Key @ Kes,
onde e; — e3 e e3 — e, e finalmente, ags : Key @ Key — Key @ Kes, onde e; — €3 e

ey — e3. Temos try, (1g) = 3 (e1 + €2 + €3), portanto Se; € ang (tr, (1g)), enquanto

G| 1r =4 (e1 + ea +e3) 6 tal que (|G|1g)* = 1.

Exemplo 3.2.5 (Exemplo de R semisimples tal que tro (1) € Re |G| ¢ R.)
No exemplo anterior tomando K = Z,, temos |G|1lg = 4l = 0 e tr, (1g) =

3(61+€2+63) = 1R'

Exemplo 3.2.6 (Existir ¢ central em R tal que tr, (¢) = 1g, ndo é suficiente para
tr (1g) ser invertivel.)No exemplo 3.2.4, tome K = Z. Temos tr, (z1e; + xoes + x3€3)
3

(x1 4+ 2 + 3) 1R, portanto tr, (1) = 1g e tr, (1g) = 3.1g ndo tem inverso em P Ze;.
i=1

No entanto, podemos observar que

Observacao 3.2.7 try (1z)""

€ R & Existe ¢ € R* tal que tr,(c) = 1g.
Com efeito, se try (15)”" = ¢, entdo ctry (1g) = tro (1g)c = 1g, daf try (1g) =
tro (tro (1g)c) = tro (1g)try (c), portanto 1g = ctry (1g) = ctry (1g)tra (¢) =
tro (c). Além disso, ¢ € R®, pois para todo g € G, cly = cay (trq (1g)cly-1) =

cag (tre (1) 14-1) o (cly-1) = ctro (1r) o (cl4-1) = oy (cly-1). Reciprocamente, se

c € R* é tal que try, (¢) = 1g, entao ctr, (1) = try (1g) ¢ = try (¢) = 1g.
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3.3 Sobre o radical de Jacobson e o radical primo

de Rx, G

O objetivo nesta secao é generalizar para o caso parcial, resultados bem conhecidos
para skew anéis de grupo globais, como por exemplo o Teorema 1.5.8 que fornece uma
férmula envolvendo os radicais de Jacobson de 7" e R*3 G, e suas varias consequéncias

e o Teorema 1.5.10 que estabelece condigoes para que 1" %3 G seja semiprimo.

3.3.1 O radical de Jacobson

A idéias principais desta se¢ao foram inspiradas nas construgoes feitas para agoes
globais encontradas no Capitulo 1 de [26]. Vamos estabelecer algumas relagoes entre
os radicais de Jacobson de R %, G e de R. O objetivo principal aqui é generalizar
para acoes parciais, o resultado do Teorema 1.5.8. Iniciaremos com algumas notacoes
e defini¢oes que usaremos em toda secao.

Dado um subgrupo H do grupo G, podemos considerar a restricao de o a H,
ag ={ay: Dy-1 — Dy, he H}.

E fécil ver que ayg é uma acdo parcial de H sobre R, e que o skew anel de
> )
grupo parcial R *,, H é associativo, sempre que R *, G o for. Além disso, se para

a= ) a,04 € R*, G, tomarmos o suporte de a, definido por:
geG

sup(a) :={g € G :a, # 0},

teremos

Rxo, H={a € R+, G :sup(a) C H}. (3.3)

Finalmente, observe que se I é um ideal a-invariante de R, entao

Ix,G:= {Zagég:ag e D,N1I},

geG
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é um ideal de R *, GG. Com efeito, I x, G é um skew anel de grupo, que é de fato,
subanel de Rx*, G (possivelmente sem unidade). Nao temos maiores problemas com a
soma pontual, vejamos entao o que ocorre com o produto em [ *, G. Sejam ad, e b,
coma € Dy ebe D,N 1. Assim sendo adybd, = oy (ay-1 (a) b) dgp. Desde que I é a-
invariante, a € D,N1 implica o1 (a) € Dy—1N1, portanto oy-1 (a) b € DpyNDy-1NI e
ag (ag-1 (a)b) € ag (Dp N Dy-1)N1. Segue-se pelo item 2 da definicao de acao parcial
(Definigao 1.2.1), que ay (oy-1 (a) b) € Dgp N 1. Assim R x G (I %o G) C I %, G. De
modo analogo provamos que (I x, G) R*, G C I %, G. Logo I %, G é de fato ideal de
Rx*,G.

O resultado que se segue, vale para um grupo arbitrario.

Lema 3.3.1 Seja G um grupo arbitrario. Entao, para o skew anel de grupo R *, G,

valem as sequintes afirmacoes:

1. Se A € um ideal de R *, G, entao AN R € um ideal a-invariante de R, e ainda

(ANR)*, G C A.

2. Se I é um ideal a-invariante de R, entdao I %, G € um ideal de R %, G, com

(I %o G)NR=1. Além disso

Rx, G R
I, G (7) *ar G

Prova. 1. evidente que AN R é um ideal de R. Para ver que ele é a-invariante,

observe que se para g € G, a € AN RN D,, entao oy (aly—1) = ay(aly-1) 160 =
Qg (1971(1) 5919715971 = 1g5ga19715971 €e ANRND,.

Para ver que (AN R) %, G C A, considere ) a,0, € (AN R) %, G. Neste caso,
geG
para cada g € G, a, € AN R, portanto a,0, = a,1,0, € A. Logo Y a,0, € A.
geG
2. J& haviamos observado que I *, G é um ideal de Rx*, G e facilmente se verifica que

(I xo G)N R = I. Agora considere ¢ : R*, G — (R/I) %5, G, definida linearmente
por ¢(ad,) = ad,, para todo g € G e a € D,. Observe que ¢ (0) = 0 e que para
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a € Dy eb e Dy, temos ¢ (adybdy) = oy (g1 (a)b)dgn = (g (g1 (a)b) + 1) g, =
ay (g1 (@) b+ 1) 6y = oy ((ag-1a) + 1) (b+ 1)) Sgn = @6,b6, = p(ad,)p(bdy). Sendo
que R — R/I é sobrejetora, dado @d, € (?) x5, G, existe r € R, tal que 7 =

a € R/I e p(rd;) = ad,. Logo ¢ é um epimorfismo de anéis cujo nicleo é kery =

{Zagég:ag:O}:{Zag(Sg:agEI}:[*aG. [
geG

geG

O proximo resultado, nao exige que G seja finito nem que a acao parcial tenha

envolvente.

Lema 3.3.2 Sejam G um grupo arbilrdrio que age parcialmente sobre um anel R e

H um subgrupo de G. Entao
U(R%ay H) =U(R%, G)N (R %4, H).

Prova. Que U (R #,, H) C U (R*, G) N (R *,, H) é imediato, pois 1y = 15 e

assim sendo 1zd1,, = 1r0;, ¢ a unidade do subanel Rx,, H de R*,G. Para areciproca

usaremos a projecao: 7 : R %, G — R *,, H, definida por 7 (Z ag(59> = Y az0,,

geG geH

para todo ) az0, € R *, G.

A aplicgégo 7 é um homomorfismo de R, H-mddulos a esquerda e a direita. Com
efeito, Sejam a € Dy, e b € Dy, onde g € G e h € H. Desde que g € H < gh € H,
temos 7 (ad,bdy) = ad,bd, = m(ad,)bdy, sempre que g € H ou m(adybdy) = 0 =
7 (ady) bop, sempre que g ¢ H. De modo andlogo se prova o caso a esquerda.

Portanto, se v € U (R*,G) N (R %4, H), entao existe u € R %, G, tal que
w = vu = 1gdy,. Como 7 (1gdy,) = 1gd1, € lg = 1y € H, segue-se que 7 (uv) =
7 (vu) = 7 (1grdy,), isto é, m(u)v = vm (u) = 1rd1,. Logo m(u) é inverso de v em

R, H. [ |

O proximo resultado também nao exige que G seja finito ou que a acgao parcial

tenha envolvente.
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Proposicao 3.3.3 Sejam o uma acao parcial de um grupo G sobre um anel R e H

um subgrupo de G. Entao
J(R*a,y H) O J (R, G)N (R %4, H)

Prova. Seja a € J (R, G) N (R *,, H). Entao 1g — zay € U (R *, G), para
todo z,y € R*,G. Em particular, para x,y € Rx,,, H, temos 1 —zay € U (R %, G)N
(R *4, H) = U (R %4, H) conforme o Lema 3.3.2. Logo a € J (R %4, H). [

Corolario 3.3.4 Nas condicoes da Proposicao acima, temos:
J(R) 2 J(R+*,G)NR.
Prova. Basta tomar H = {1} e aplicar a Proposicao 3.3.3. [

Agora vamos em busca de uma reciproca para a inclusao do Corolario 3.3.4. O
proximo lema também nao requer restricoes sob GG, nem exige que a acao parcial
tenha envolvente e é um caso particular do seguinte resultado: Seja B um subanel de
um anel A. Dado um A-médulo a esquerda V' que como B-mddulo é noetheriano a
esquerda, entao V' é também um A-moédulo noetheriano a esquerda. Com efeito, se W
um A-submédulo de V', entao W é finitamente gerado como B-submoddulo a esquerda,
portanto existirdo certos wy, ..., w, € W, tais que W = > Bw; C > Aw; C W. Logo

W é finitamente gerado também como A-subméddulo.

Lema 3.3.5 Seja G um grupo arbitrdrio que age parcialmente sobre um anel R. Se
V € um R *x, G-mddulo que como R-mddulo é noetheriano a esquerda, entdio V €

noetheriano a esquerda também como R *, G-maodulo.
Prova. Imediata. |

Voltemos as restricoes impostas no comeco do capitulo: G finito agindo parcial-

mente sobre um anel R, com envolvente.
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Proposicao 3.3.6 Seja G um grupo finito. Se V é um R-mddulo noetheriano a

esquerda, entao (R *, G) @r 'V € um R %, G-mddulo noetheriano a esquerda.

Prova. Observemos que para cada g € G, Dy, é um R-submédulo de R *, G,
portanto R x, G = ) D,J, ¢ uma soma direta de R-médulos. Portanto como R-

geG
modulos,

(R*0 G) @RV = (@D Dydy) @rV = EP (Dy6, @1 V).

geG geG

Provaremos que cada D,0, ®r V' ¢é noetheriano a esquerda como R-médulo, provando

assim, que (R *, G) ®g V é noetheriano a esquerda, como R-mdédulo. Como

1g69 ®R V Q Dgég ®R VvV = ng5g ®R V= 1g69ag_1 (ng> ®R %4
1959 XRRr Qg1 (ng) vV g 19557 Xpr V.
Por sua vez, (R*, G) @rV = ) 1,0, ®p V, onde 1,6, ®z V é um R-submoddulo
geG
a esquerda, de (R*, G) ®p V, para todo g € G, e V — 1,0, ®p V, definida por
v = 1,0, ®g v, para todo v € V, ¢ um homomorfismo de R-médulos a esquerda
sobrejetor, entao 1,0, ®z V' ¢ imagem homomorfica de um R-mddulo noetheriano
a esquerda, portanto é noetheriano a esquerda. Logo, Dyd, ®p V = 146, Qr V ¢
um R-mdédulo noetheriano a esquerda, e consequentemente, (R *, G) @z V' é um R-
modulo noetheriano a esquerda. Finalmente, aplicando-se o Lema 3.3.5, teremos que

(R *, G) ®gV é um R x, G-mé6dulo noetheriano a esquerda. [

Como consequéncia, obtemos um prova mais simples para parte da Proposicao

3.1.1:

Corolario 3.3.7 Seja G um grupo finito. Se R € noetheriano a esquerda, entao

R x, G € noetheriano a esquerda.

Prova. Desde que Rx, G = (R*,G) ®g R, basta aplicar a proposi¢ao acima. B
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Agora estamos em condigoes de enunciar e provar o resultado correspondente ao

Teorema 1.5.8 para agoes parciais com envolvente.

Teorema 3.3.8 Seja o uma acdao parcial de um grupo finito G sobre um anel R, com

envolvente T'. Entao
J (R0 Q) C J(R) %0 G C J(R*G).

Prova. Como a Proposigao 2.3.12 garante que J(R) é a-invariante, segue-se pelo
item 2 do Lema 3.3.1, que J (R) %, G < R*, G e (J(R) xo G)N R = J(R).

Iniciaremos provando que J (R) C J (R *, G). Seja V um R x, G-médulo simples
a esquerda. Entao V é um R %, G-moddulo ciclico que como R-médulo, é finitamente
gerado. De fato, sendo V' é simples, V # 0, e assim, existe um v € V tal que
0 # (R*y G)v < pe,cV, portanto, como R-médulo, V = (R*, G)v = > D00 =
> R(140,v). Desde que cada 1,0,0 € V, temos que V, como R-mddulo, égEflitamente
gefado. Estamos agora, em condigoes de aplicar o Lema de Nakayama (Lema 1.5.31)
para V # 0 e obtermos J (R)V # V.

Por sua vez, J(R)V < g..¢V, pois para todo g € G, d € Dy e a € J(R),
temos dd, (av) = (déga) v = ay (a,* (d) a) dgv. Como o' (d) a € J (R) N Dy-1, entao
ay (ot (d)a) € J(R)N Dy, portanto dd, (av) € (J (R) N Dy) 14050 € J (R) V. Desde
que V' é simples como R %, G-mddulo, segue-se que J (R)V = 0. Sendo V arbitrério,
segue-se que J (R) C J (R x, G). Esse fato acarreta J (R) %, G C J (R %, G), pois se
a= g;G az0, € J (R) *o G, entao cada a, € J (R) C J (R %, G) e consequentemente,
aglyd, € J (R *q G), para todo g € G.

Para ver que J (R %, G)'°! C J(R) %4 G, considere um R-médulo simples & es-

querda W. Entao como vimos na demonstracao da Proposicao 3.3.6,

(R*a G)@p W = (@ Dyo, @r W) = @ (140, @R W),

geG gelG
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como R-médulos a esquerda. Desde que para todo ) a;0,@p1,-1w; € Dyby@pl,—1 W,

vale

Z ai5g QR 19—111}1‘ = Z aiéglg_1 Qp w; = Zailg%lg_l KRR W;

geG
= E a;0g @ g W,
i

segue-se que

ngg ®R W = Dgég ®R 1g—1VV7

para todo g € G.
Para cada g € G, denotemos por W<, ao Z-médulo 1,/W/, munido com o seguinte
produto (escalar):

rev=ay(rl;-1)v

parar € Rev € W%, Como 1z v = a4 (lgl,~1)v = 140 = v, para todo v € W e
r(s-v) =ay(rlj-1) ay (sly-1)v = oy (rsly-1) v, para todo r,s € R e v € W%, fica
facil verificar que W% é um R-mdédulo a esquerda.

Como um R-moédulo & esquerda, W= é isomorfo ao R-mdédulo & esquerda,
Dy, @ 1,-1W. Com efeito, a aplicacao ¢ : Dydy x 1,21 W — W% ', definida
por ¢ (dég, 1,-1w) = d - 1,~1w é R-balanceada, pois

@ (adyr, 1,1w) = @ (aoy (rly-1)d,, 1-1w) = acy (rlg-1) - Ly—1w
= oy (any (rly-1)) 11w = ay-1(a)rl1w

= a-rlyw =y (ady,rlg1w),

para todo a € Dy, v € R e w € W. Da definicao de produto tensorial, existe um
homomorfismo de R-médulos & esquerda, ¢ : Do, @pl,-1W — W' que é de fato,
um isomorfismo de R-mddulos & esquerda. Para ver isso, seja 0 = ) o -1(a;14)w; €
W=t,. Neste caso, 0 = Zlgég ® ag-1(a;ly)w; = Zlgég&g—l(ai-lg) ® 1w, =

1
Yo ailydy ® 1,-1w;, assim, ¢ é injetora. Além disso, para 11w € 1,-1W, temos
i
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(140, @ 1ym1w) = a1 (14) 1,~1w = 1,-1w, mostrando assim que ¢ é também sobre-

jetora. Portanto, Dydy g W = Dydg @ 1,1 W = W% | e assim sendo,

(R#0 G) @r W = (@D Dyb, @ W) = W,

geG geG
como R-modulos a esquerda.

Vale observar que, para cada g € G, o Z-mddulo a esquerda 1,-:W, munido com
produto escalar usual: r1,-1w, para todor € Rew € W, ¢ um R-mddulo a esquerda.
Observe também que W% " e 1,-1W, s@o iguais como Z-mdédulos, porém, distintos
como R-modulos a esquerda.

Agora, se W é um R-moédulo simples a esquerda, entao para o R-submoddulo a
esquerda 1,WW de W, temos 1,/W = 0 ou 1,W = W. Assim, como Z-mddulos,
We = (0) ou W =W.

Provaremos que se W® = W como Z-méddulos a esquerda, entao W é simples
como um R-moédulo a esquerda. Com efeito, seja X < gW%, entao, para todo
x € X, temos v = 1,z, assim, dado r € R existe um " € R tal que rz = rlz =
ag(r'lg-1)x =1"-2 € X. Logo X é um R-submédulo a esquerda de W (no produto
usual), e assim, X = (0) ou X = W = W,

Conclui-se que, se W é um R-modulo simples a esquerda, entao para cada g € G,
Wes = (0) ou W é simples e V := (R %, G) @z W é uma soma de |G| R-mdédulos a
esquerda, onde cada parcela é simples ou nula e assim, admite uma série de composicao
de comprimento menor ou igual a |G|, portanto admite uma série de composicao de
comprimento menor ou igual a |G| como R *, G-médulo & esquerda, pois todo Rx*, G

-moédulo a esquerda é um R-médulo a esquerda. Logo
J(R#, GV =0,

Agora considere a = ) a0, € J (R *, ) ¢ w e W um R-médulo simples
geG
a esquerda arbitrario. Temos 1rd; ® w € V, entao 0 = a (1rd @ w) = Y az0, &
geG
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w= Y a4, ® 11w € @ Dyo, ®p 1,-1W. Portanto cada parcela em g, é tal que
9€G geG

a0y ® 1,-1w = 0 e aplicando ¢ acima definida, temos 0 = ¢ (a40, @ 1j-1w) = ag-w =

ag-1 (ag) w, dai, ayz-1(ay) € J(R). Desde que J(R) é a-invariante, segue-se que

ay € J(R), para todo g € G. Logo J (R #, G)‘G‘ C J(R) *, G. [ ]
Corolsrio 3.3.9 Se tr, (1g) ' € R, entdo
J(R %, G) = J(R) % G.

Prova. Seja W um R-mdédulo simples a esquerda (que portanto é semisimples a
esquerda). Desde que try (1z)”" € R, vale o Teorema de Maschke parcial 2 (Teo-
rema 3.2.2), e assim V = (R*, G) ®z W é um R %, G-mddulo semisimples a es-
querda. Isso implica que V' é uma soma direta de R-mddulos simples a esquerda,
digamos V = @V,, onde cada V) é um R-mdédulo simples a esquerda. Como
J(R*q G) V) = 8, para todo A, segue-se que J (R *, G) V = 0. Usando argumentagao
analoga a que fizemos na demonstragao do Teorema 3.3.8 acima, nao ¢é dificil concluir
que J (R*, G) C J(R) o, G. Como a reciproca ja foi provada no Teorema 3.3.8,

segue-se o resultado. |

Corolario 3.3.10 Nas condicoes do Teorema 3.3.8 valem:
1. J(R)=J(R*,G)NR.
2. J(R) ¢é nilpotente se, e somente se, J (R *, G) € nilpotente.

Prova. 1. Pelo Corolario 3.3.4, J(R) O J(R*, G) N R, e pelo que vimos na
demonstracao do teorema 3.3.8 acima, J (R) C J (R *, G) N R.

2. Suponha que J(R)! = 0, para certo [ > 0 e sejam a,6y, ..., ;0 € J(R) *, G, entdo

a101a202...q;0; = ajoy, <a21g1_1> Qg (0492 <a3192_1> 191_1)

O, <a92 (ozg3 ("'agz—1 (...allgﬁl) 19;712) ) lg;1> 5ﬁ )
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Desde que J(R) é a-invariante e a; € J(R), para todo i = 1,...,[, segue-se que

a101a205...a;0; = Oéﬁ = 0, assim sendo J(R)#,G é nilpotente. Agora basta observar
9i
=1

que pelo teorema acima, J (R *, G)'G‘ C J(R) #4 G, e temos J (R *, G) nilpotente

também. A reciproca é imediata do item 1. |

3.3.2 O radical primo

Para o radical primo, temos o seguinte resultado que generaliza para acoes parciais

com envolvente o Teorema 1.5.10:

Teorema 3.3.11 Seja G um grupo finito. Se R é semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva,

entdo R x, G € semiprimo.

Prova. O Corolario 2.2.5, juntamente com o Lema 2.2.11, implicam que T ¢é
semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva. Pelo Teorema 1.5.10, temos que T % G é semi-
primo. Sendo que a semiprimaridade é uma propriedade Morita invariante, segue-se

do Teorema 1.3.4, que R *, G é semiprimo. [ |

O préximo resultado nos da uma caracterizacao dos ideais primos de R *, G,
através dos ideais que chamaremos de a-primos de R, que sao uma generalizagao do
ja conhecidos ideais G-primos. A demonstracao de tal resultado segue literalmente
os passos da demonstracao do Lema 1.5.11, que é encontrada na pagina 364 de [23]

ou na pagina 132 de [26].

Definicao 3.3.12 Diremos que um ideal a-invariante I, de R € a-primo se, para

ideais a-invariantes A, B € R, a inclusao AB C I implicar AC I ou B C I.

Proposicao 3.3.13 1. Se A € um ideal primo de Rx*, G, entao AN R é um ideal

a-primo de R.



67

2. Se I é um ideal a-primo de R, entao existe um ideal primo A de R x, G, tal

que I = ANR.

Prova. A demonstragao dessas afirmacoes sao exatamente as mesmas feitas no caso
global, visto que pelo Lema 3.3.1, se A é um ideal (bilateral) de R#, G, entdo ANR é
ideal a-invariante de R e (AN R)*,G C A. Temos ainda que se I é ideal a-invariante

de R, entao [ %, G é ideal de R x, G, com (I %, G)N R =1. [ |

3.4 A regularidade de R x, G

Aqui trataremos sobre a von Neumann regularidade de R %, G. Nosso objetivo é

generalizar o Teorema 1.5.14 para o caso de acoes parciais com envolvente.

Teorema 3.4.1 Seja G um grupo finito. Se R um anel von Neumann reqular e

|G|_1 € R, entao R x, G é von Neumann reqular.

Prova. Seja G um grupo finito. Se R ¢ von Neumann regular e |G\_1 € R, entao,
o Lema 2.2.11, juntamente com o Teorema 2.2.4, fornecem que 7" é von Neumann
regular e que |G |71 € T. Estamos portanto, em condicoes de aplicar a Proposicao
1.5.14, e assim, concluir que a 7" *3 G ¢ von Neumann regular. Como esse tipo de
regularidade é Morita invariante, segue-se pelo Teorema 1.3.4, que R %, G é von

Neumann regular. |

Agora provaremos um teorema que usa argumentacao andloga ao Teorema de
Maschke parcial 2 (Teorema 3.2.2). As demonstracoes sao inspiradas nas idéias que
encontramos para o caso das agoes globais no artigo [2] e na se¢ao 17 do Capitulo 4

de [26].

Lema 3.4.2 Seja G um grupo finito e R um anel von Neumann reqular. Se I é um

ideal principal a esquerda de R %, G, entdo I é um somando direto de g(R *q G).
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Prova. Observe que R1,1;, = D, N Dy, e que para g,h € G e a € D,, temos
aégDhéh = algégthéh = aag(lg_1 1hR)6gh = CLag<Dg—1 N Dh)égh = alghRégh. ASSiHl7
se x = Y. az0, € R*, G étal que I = z(R %, G), entao

geG
I = Z Z ag5gDh5h = Z Z aglghR5gh = Z I(h,u)éu

geG heG geG heG ueG

onde I(py) = Y auy-11,R, para todo u € G. Como R é von Neumann regular e cada
heG

I(p) ¢ um ideal finitamente gerado de R, segue-se, pelo Teorema 1.5.12, que cada

I () ¢ um somando direto de gpR. Como R *, G ¢ livre como R-médulo a esquerda,

segue-se o resultado. |

Teorema 3.4.3 Seja G um grupo finito. Se R é um anel von Neumann reqular, tal

que try (1R)_1 € R, entao R *, G € von Neumann regular.

Prova. Seja I um ideal principal a esquerda de R %, GG. Pelo Lema 3.4.2, I é um
somando direto de g(R *, GG), portanto existe uma R-projecao 7 : R x, G — I, onde
7 (a) = a, para todo a € I. Definindo v (z) = tro (1g) " 3 1,180,170 (140,2), para
todo x € R %, G. Nao é dificil ver que v é uma R x*, Gi];foje(;éo e que vy(a) = a,
para todo a € I. Assim sendo, I é um somando direto de g, R *o G. Segue-se da

equivaléncia 3. do Teorema 1.5.12, que R %, G é von Neumann regular. |



Capitulo 4

Subanéis dos elementos invariantes

parciais

Salvo mencao em contrario, todos os resultados deste capitulo referem-se a uma
acao parcial o = {ay : Dy-1 — Dy, g € G} de um grupo finito G que age sobre um
anel R, com envolvente denotada (7', 5) ou simplesmente por T'. Neste caso, conforme
o Teorema 1.2.3, cada ideal D, tem unidade 1, = g(1g)1gz. Também usaremos as

notagoes R* para o conjunto dos elementos invariantes pela acao parcial «, a saber:
R ={z € R: ay(x1,-1) = x1,, para todo g € G}.

E imediato verificar que R é de fato um subanel que preserva unidade de R. Usare-
mos ainda, a notacao T'¢ para o subanel dos elementos invariantes de T, pela acio

envolvente (3, isto é:

T¢ ={teT: g(t) =t, para todo g € G}.

69
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4.1 O isomorfismo entre R* e T¢

O objetivo nesta secao é provarmos que para um grupo finito G, os anéis R* e T¢
sao isomorfos. Iniciaremos com algumas inclusoes que sao sempre verdadeiras mesmo

para um grupo G infinito.
Proposicao 4.1.1 Para G arbitrdrio, valem as sequintes inclusoes:
T°NRCTpC R
Prova. Para a primeira incluso basta observar que
TNR=(T°NR)1z C Tp.

Vamos entdo a segunda delas. Sejat € T e g € G. Desde que tlg-1 € Dy-1, entao

pelo item 3 da Definicao 1.2.2, segue-se que
ag(thlg_1) = Oég(tlg—1> = g(t)g(lg—l) = thOég(lg—l) = thlg.

Como g € G é arbitrario, temos t1zp € R*. |

O exemplo a seguir mostra que a primeira inclusao na Proposicao 4.1.1 pode ser

estrita.

Exemplo 4.1.2 Sejam K um anel qualquer, ej,e; e ez idempotentes ortogonais
centrais e R = é Ke;. Tomemos G = {1,¢g,9°: g> = 1} agindo parcialmente sobre
R por uma agéézll)arcial « definida do seguinte modo: a; = idg; oy : Key — Kea,
onde e; — ey ; ag 1 Key — Key, onde e; — e;. Uma envolvente para a é dada por:
T = é Ke;, para {e;:i = 1,...,6} idempotentes ortogonais centrais, com acao global
deﬁnﬁg por lg =idreg:T — T, onde e; — €9, €9 > €4,€3 > €5, 64 > €1, €5 > €4 €
eg — e3. Com poucos cédlculos obtemos, R* = K (e; + e3) @ Kes, enquanto que,
TY = K(eg+eg+e) @K (e3+e5+e). Portanto TC.1p = R, enquanto que
6

T N R = 0, pois para que Y ae; € R, os coeficientes de ey,e5 e eg devem ser

=1
nulos. Logo TN R G Tz = R™.
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De fato o exemplo acima é um caso particular do seguinte resultado:
Proposicao 4.1.3 Seja G um grupo arbitrdrio. Sao equivalentes:
1. TSN R=TC%ly e T tem unidade.
2. T=R e« é¢uma acao global.

Prova. Se T N R = T 1y, entdo 1p = 171 € T91x C TC, portanto 1 =
9(1g)lg = 1,, para todo g € G. Portanto a acao é global. Reciprocamente, se a acao

é global, entdo 1y = lp e R* =T%, dai Tl = R®1lp = R*NR=T°NR. [ |

Para o caso de GG ser um grupo finito, o préximo resultado prova que a segunda

inclusao na Proposicao 4.1.1 é de fato uma igualdade.

Teorema 4.1.4 Para um grupo G finito, temos:
Ra — TGlR.

Prova. Que T%ly C R%, j foi provado na Proposicao 4.1.1. Para provar a
reciproca, usaremos a aplicagao
V)= > > (=D"g, (1) g (1r) .- gi, (1r) gi, (x), (4.1)
1<i<n 11<12<...<1

para todo x € R*, definida em 1.4.4. Provaremos que dados g € G, x € R* e

P =9y (1R) iy (1R) iy (1R) 9i (ZL‘) )

entdo g (p) é ainda uma parcela de ¥ (z). Com efeito, como i3 < iy < ... <
sao indices tomados em {1,...n =|G|} e G é visto como o conjunto ordenado:
G ={91=1¢,92, .., 9n}. Entao gi,,gip,---,9i_,,9; aparecem nesta lista de forma

crescente e g;; # g;,, sempre que j # k. Assim,

g (p) = hy (1R) hi, (1R) "'hil—l (13) hiz (:L‘) )
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onde h;; = gg;,;, para j = 1,...,1. Pelo Lema 2.2.1, h;, (1g) ¢ central em T, isso nos

permite reordenar h;, (1g) hiy (1g) ...hy,_, (1g) de forma que hy,, hy,, ..., h;,_, aparecam
na listagem G de forma crescente, portanto assumiremos daqui por diante que eles

ja estejam dispostos nessa ordem crescente. Agora, se h;, , aparecer na lista G antes

-1
de h;,, nada mais temos a fazer, pois nesse caso ¢g(p) ¢ uma das parcelas de U (z).

Senao, observando que para todo x € R* e todo h € G,

= h(zlp—1) = oy (zlp—1) = 21y, = x1gh (1g) = zh (1R),

segue-se por (4.2) e pelo fato de 1 ser central em T, que

hi_y, (Ig) hy (z) = hiy (hy i, (1) z) = ha, (1gh;, " hi_, ()
= hilﬂ (Z‘) hiz <1R) :

Assim, reordenando os hy, (1g), hi, (1r) ..., hi,_, (1r), ks, (1g) se necessario, obtemos
que

g (p) = hi1 (1R> hiz (13) "'hizfz (1R> hiz (1R> h’il—l (l‘)

¢ uma das parcelas de ¥ (x), pois A, Riy, ooy Piy_ys Ry,

i,_, aparecem de forma cres-

cente e nao repetida na lista G.
Considerando que cada g € G é um isomorfismo, se p,p’ sado parcelas de ¥ (z),
entdo p = p’ se, e somente se, g (p) = g (p'). Portanto todas as parcelas de g (¥ (x))

sao parcelas de U () e vice-versa, isto é,

Finalmente, se x € R*, entao, usando (4.2) temos

U()lg = > > (=D)"g, (1r) g, (16) - - giy (18) gi () 15

1<i<n i1 <12<...<1;

Z Z l+1gl1 1R> Gis (1R) - Gi_y (1R) [ (13) x

1<I<n 11 <12<...<4]

= \If(lR).I':lT.CC:l'
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Desde que ¥ (z) € T, segue-se que R* C T%1p. [ |

Corolério 4.1.5 Seja G um grupo finito. Entdo, os anéis T® e R sdao isomorfos,
via ¢ : T® — R®, definido por ¢(t) = t1g, para todo t € T®. O isomorfismo inverso
€W : R* — TC definido em (4.1)

Prova. A aplicacdo ¢ : T9 — R?®, definida por ¢(t) = tlp é um isomorfismo
de anéis. Com efeito, ¢ (1) = 1rlg = 1y é a unidade de R*; sendo t,t' € TC,
temos p(t+t') = (t+t)1g = tlg +t'1lg = o (t) + (') e @ (t.t') = (t.t')1g =
tigpt'ly = o (t) @ (). Além disso, ¢ é injetora, pois para t € T tal que tlp = 0,
temos g (t1g) = 0, para todo g € G, e consequentemente tg (1z) = 0 para todo g € G.
Portanto, ¢t = 10t = U(1g)t = 0. A sobrejetividade sai imediata do teorema acima,
pois dado x € R®, entdao ¥(z) € TY é tal que ¥(z)lg = .

Temos ainda que ¥ (¢ (t)) = ¥ (tlg) = ¥ (1g)t = 14t = t, para todo t € T,
e reciprocamente, como vimos no Teorema 4.1.4 acima, para todo x € R®, temos

¢ (¥ (z)) = x. Logo ¥ é o isomorfismo inverso de . [

Corolario 4.1.6 Seja G um grupo finito. Se rad é um radical, entio rad(R*) =

rad(T%)1g.

Prova. Desde que a aplicagdo ¢ : T — R?, definida por o(t) = tlp, para todo
t € T é um isomorfismo de anéis, segue-se pela Proposicao 1.5.7 que rad(T%)1z =

@(rad(T%)) = rad(R®). |

Exemplo 4.1.7 (Para um grupo G infinito, a inclusdo R* C T%1 pode ser estrita.)
Seja 0 # ey um idempotente central e K um anel qualquer. Seja R = Keqge G =< g >,
grupo ciclico infinito. Tome D; = R e Dy, = (0), para todo 1 # h € G e faga G agir
parcialmente sobre R, por uma agao «, do seguinte modo: «; = idg, an(0) = 0,
para todo 1 # h € G. E facil ver que « é uma acao parcial e desde que 1z = eg e

14» = 0 para todo 0 # n € Z, segue-se pelo Teorema 1.2.3, que a tem envolvente, que
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denotaremos por 1. Observando que 0 = 1,n = 1rg" (1) = epg™ (€o), sempre que
n # 0, entao ¢g" (eg) = g™ (ep) implica que g"~ ™ (eg) = €y, assim sendo eqg™ ™ (eg) =
ep # 0, portanto n = m. Por outro lado, g™ (eg) # ¢™ (eg), entdo ¢g"~ ™ # lg,
dai egg™ ™ (eg) = 0, e assim, g~ (g" (eg) " (€9)) = 0, portanto g" (eg) g™ (eg) = 0.
Como para todo n, ¢g" (ep) é idempotente central, temos que {g" (ep) : n € Z} é um

conjunto de idempotentes centrais ortogonais. Denotando por e,, = ¢g" (eg), temos

T= ZQ(R) = ZQ(K(?O) = ZKg(eo) = @ Kep.

gelG geG geG n=-—00

Como ayn (keg.0) = keg.0, para todo 0 # n € Z, segue-se que R* = R. Por outro
lado, desde que para todo m,n € Z, temos g"(e,,) = g"(9™(e0)) = "™ (€0) = €ntm,
segue-se que para t = Zl: kien, € TC, é necessario que t = ¢g" (t), assim sendo, é facil
coneluir que T€ = 0. Logo 0= T¢.1, G R = R".

4.1.1 Consequéncias imediatas

Como consequéncias imediatas do Teorema 4.1.4 e de seu corolario, podemos
generalizar o item 1. do Teorema 1.5.21 e o Teorema 1.5.18 para o caso de acoes

parciais de grupos finitos sobre anéis, com envolvente.

Teorema 4.1.8 Se R ¢ um anel semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva, entao R* €

SEMIPTIMO.

Prova. Se R é semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva, entdao pelo Coroldrio 2.2.5 e
pelo Lema 2.2.11, T' é semiprimo sem |G/|-torgao aditiva. Neste caso, vale o Teorema
1.5.21, que afirma que em tais condicoes T¢ é semiprimo. Finalmente pelo Coroldrio

4.1.5, temos que R é semiprimo. |

Teorema 4.1.9 Se R é semisimples e |G|™' € R, entao R* é semisimples.
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Prova. Se R é semisimples e |G|~! € R, entao pela Proposigao 2.2.2 e pelo Lema
2.2.11, T é semisimples e |G|~! € T. Daf pelo Teorema 1.5.18, temos T semisimples,

e finalmente pelo Teorema 4.1.4, temos R* é semisimples. [ |

4.2 « tem traco parcial nao-degenerado

O objetivo nesta secao é generalizar o Teorema 1.5.21. Iniciaremos generalizando
a Definicao 1.5.22, e seguida, provaremos que toda acao parcial o de um grupo finito
(G sobre um anel semiprimo, se enquadra nessa definicao. Lembremos que a aplicacao
trago parcial tr,, : R — R*, definida por tro(z) = ) ag4(xl,-1), paratodo z € R, esta
bem definida quando « tem envolvente. As COIngti‘IGJ_(;()eS e resultados que se seguem

sao inspirados nas idéias feitas para o caso das acoes globais, que sao encontradas no

capitulo 1 de [24].

Definicao 4.2.1 Dizemos que uma ac¢ao parcial o tem trago parcial nao-degenerado

sobre o anel R, se
1. R™ € semiprimo.
2. Se 0 # J é um ideal a esquerda de R, que é a-invariante, entao try(J) # 0.

Observe que para um ideal a esquerda J de R, tro(J) = {>_,tro(j1) : j1 € J} é um

ideal & esquerda de R®, pois dado a € R* e j € J, temos atry(j) = a ) ay(jly-1) =
geG

> aglajly—1) € tro(J). Além disso, sempre que J for a-invariante, teremos tr,(J) C

geG

J.
Sabemos que no caso de haver envolvente (T, (3), o skew anel de grupo parcial

Rx*, G é associativo, portanto é um (R, R)-bimédulo. Por sua vez, a aplicagao parcial

geG gelG

> a46y € R %, G, é claramente, um homomorfismo de R-mddulos a esquerda.
geG

de crescimento 7 : R *, G — R, definida por 7 (Z agég) = > a4, para todo
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Consideremos também, o suporte de ) a,d, € R *, G, definido por
geCG

sup (Zag5g> ={g€G:a,#0}
geG
e para J < gR, que seja a-invariante, denotemos
J % G = {Zagag:agengJ,geG}.
geG

Finalmente, denotemos por
Vi={a€ Jx,G:71(aJ) =0}
e, para todo X C G,
Vi(X)={aeV;:supla) N X = ¢}.
O lema a seguir nao exige que a acao parcial tenha envolvente.

Lema 4.2.2 Seja J um ideal a esquerda de R que é a-invariante. Nas motacoes

acima, valem:
1. Jxo G < gR*, G e é um (R, J)-bimddulo.
2. Vy é (R, J)-bimddulo.

3. Para cada X C G, V;(X) é (R, J)-subbimddulo de V;, V; (G) =0 e V;(¢) =
V.

Prova. 1. A prova de que J %, G é um ideal a esquerda de R %, G ja foi feita

no item 2 do Lema 3.3.1. Agoraseb € J e ) as0, € J %, G, entdo ) az0,b =
geG geG

> aglag-1(ag)b)o, € > (Dg N J)dy € J *o G, pois J é a-invariante. O resto é

geG geqG

imediato.

2. Sea,be Vy entao 1 ((a+b)J) =7 (aJ)+ 7(bJ) = 0. E ainda, sempre que a € VJ,
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teremos 7(raJ) = rr(aJ) = 0, para todo r € R e 7((aj) J) C 7(aJ) = 0, para todo
j € J. O resto é imediato.
3. Sejam X C G ea,b € Vj tais que sup(a)NX = sup(b)NX = ¢. Como sup(a+b) C

sup(a) U sup(b), entao
sup (a+b) N X C [sup(a) U sup (b)]NX = [sup(a) N X]|U [sup (b) N X] = ¢,

dai, a +b € V;(X). Agora, sejam r € R e a € V;, desde que sup (ra) C sup(a),

temos sup (ra) N X C sup(a) N X, e assim ra € V;(X) sempre que a € V;(X).

Para j € Jea= ) a40,, temos aj = Y ag(az-1(ay)j)dy. Como ay(,-1(ay)j) # 0
geG geG

implica que a 0, temos sup (aj) C sup(a), e assim, sup (aj) N X C sup(a) N X.
p q g ) plaj p ) , suplaj D

Portanto aj € V; (X), sempre que a € V; (X). Finalmente, as equivaléncias:

aceVyeaeViesupa)No=¢ < ae V(o)

acV;(G)eaeVesupla)NG=¢p<=acVyea=0

completam a demonstracao. |

Lembremos que dados n > m > 0, a notacao (", indica o numero de combinagoes

de n elementos tomados m a m. Para Vj, acima definido temos:

Lema 4.2.3 Seja J um ideal a esquerda de anel R, que € a-invariante. Entdo

(FV)IED — (0), onde f(n) = ] (C™ +1).

m=1

Prova Afirmamos que

(TVy (X)) € Y (Vi (X U{g})). (4.3)

9EX

Com efeito, sejam g € G e a = > apdp, b = > by, pertencentes a V; (X) e
heG heG
considere o elemento

acg-1(by) — agb = Z [ (a1 (an) ;' (by)) — aghn] Op-
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Tal elemento estd em Vy, pois b, € J é a-invariante, dai
acy-1(by) —agb € V;J + RVy; C V.
Ainda, seu coeficiente de indice g, vale
ag (g1 (ag) ag-1(bg)) — aghy = aghy — aghy =0,

dai acy*(by) — agb € V; (X U{g}), sempre que a,b € V; (X).

Como b € V; (X) e ay-1(by) € J, entao 7 (acy,-1(by)) = 0, pois a € Vj, portanto
ag7 (b) = 7 (agh) = 7 (agh — acg-1(by)) € 7 (Vs (X U{g})) .

Como a, b € V;(X), entao para f € X, teremos ay = by = 0, donde se conclui

que
T(a)T(0) =D agr(b)=> a;m(b) €Y 7(Vi(XU{g}),
geG g X 9EX

0 que prova o afirmado.
k+1

sao produtos
| X |=m
do tipo 7V (Xo) .7Vy (X1) .7V (Xk), onde cada X; sdo subconjuntos de G' com ex-

Para provar o lema, observe que as parcelas de [ > TV (X)

atamente m elementos e k = C]" é o numero de subconjuntos de G' com m elementos.
Como 7 = 0,1, ..., k, fornece k + 1 subconjuntos X; e s6 existem k subconjuntos dis-
tintos de G com essa ordem, entdo, para cada parcela p, existem 7,5 € {0, ..., k} tais

que X; = X; =: Xp. Portanto, por (4.3),

k+1

|X|Z:m TV (X) - ; (RTVJ (Xp)> (RTVJ <)~(p>> R
e Y (i (%)) Be Y rvoR

|Y|=m+1
Finalmente, como V;(¢) = V; e V;(G) = (0), temos
CO+1

(V)T =13 Vi (e) c Y r(Vy(X)R.

|X|=0 |X|=1
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Entao

Cl+1
[(TVJ)CQ+1:|

C S Vi RS Y (Vi (X)) R

1X|=1 | X |=2
Como G é finito, podemos continuar o processo acima e obter:
V)P N s (Vi (X)R=7(V;(G)R=7(0) R=(0). |
IX|=IGl

Lema 4.2.4 Sejam J um ideal a esquerda de R que é a-invariante e n > 0. Entao

para Jo := J (tro(J))", valem:

1. Jy <g R ¢ a-invariante.

2. tro(Jo) C tro(J).

Prova. 1. Desde que J é um ideal a esquerda, segue-se imediato que Jy <gp R.
Agora se, g € G e a € J(tro(J))" N Dy-1, entao a = > Ji ﬁ1 tro(Jjk;) para certos

e
Jis Jk, € J. Assim sendo,

agla) = aglaly-) = O‘Q(Zji H tra(Ju;)1g-1)
= Z ag | (Jilg—1) H tra(Jr) g1 | = o (Jilg1) H ag (tra(jr)1g-1)
i k=1 k=1

c > Jﬁtra(jki)lg C J (tro(J))" N D,.

%

2. Se j € J, entdo tro(j) = >, ap(jlp-1) € > (JNDy) C J, dal
heG heG

tro (J) C J. Consequentemente, para todo n > 0, J (tr, (J))" C J*"! C J. Logo

tro (J (tra (J))") C trq (J). |

O préximo resultado é uma generalizacao do Teorema 1.5.19:
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Proposicao 4.2.5 Sejam J um ideal a esquerda de R que é a-invariante, A =

f(G)) +1 (f como no Lema 4.2.3) e d > 0. Entao
[(tra(1r) J] C tra(1p)J (tra(J) R C J (tra(J))* R.

Prova Desde que J é um ideal a esquerda, a segunda desigualdade é sempre
verdadeira. Provemos entao a primeira desigualdade.

Seja Ly = lany(tro(J)) ={j € J : jtro(J) = 0} (o anulador a esquerda de tr,(J)
em J). Afirmamos que

(tro(1g)L ;) 1E) = 0. (4.4)
Para verificar isto, basta provar que tr,(1g)L; C 7V, e usar o Lema 4.2.3. E o que
faremos agora.
Seja x € Lj, entao para todo j € J,

0 = wtro(j) = Zxag(jlg‘l) = legag<j1g—1)

geG geG

= Zag (ag-1 (x14-1) 7)),

geG

, ((leg(sg> j> _ (ngégj> = (Z 0 oy (a1,-4) 69)
geG g€eq 9€G
= Zag (ag-1 (x1,-1) 7) =0,

geG

dai

o que implica que ) z1,0, € V;. Além disso
geG

tro(1g)xr = ztry,(1g) = leg =7 (Z xlgég) e TVy,

geG geG
segue-se disto que tr,(1g)L; C 7V;, como haviamos afirmado.
Consideremos agora, o ideal (bilateral) I := Jtr,(J)R de R. Temos que I é a-

invariante, pois para g € G e u € I N Dy-1, temos u = S jitra(j;)r: para certos
i
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Jirg; € J e r; € R. Como tre(J) C R, entdo
ag(u) = o4(uly—) = ag(zjilg_ltra(j;)lg_lmlg_l)

= Z ay (Jilg—1) ag (tra(j;)lg*) o (rilg-1)

€ (JNDy) (tro(J)NDy) D, C 1IN Dy

Como [ é um ideal bilateral a-invariante de R, entao pela Proposi¢ao 2.3.5, existe

uma agao parcial induzida (R/I,a;) que denotamos simplesmente por @. Por sua vez

a Proposicio 2.3.9 afirma que trg(7) = tr,(r), para todo r € R, portanto Jtrg (7) =
Jtra(J) C Jtra(J)R =0 e sendo assim, J C lang (trg (J)) = L7. Por (4.4), temos
(Jtra (E))MGD = (0), donde se conclui que

(Jtra(15))"1V C Jtro(J)R.
Multiplicando ambos os lados por Jtr,(1g) = tro(1g).J, obtemos
(Jtra(1p))* C tra(1p)Jtra(J)R, (4.5)

0 que prova a proposicao para d = 1. Seguimos a prova usando inducao sobre d.

Suponhamos por hipétese que
(Jtra(Lp) C tra(1p)J (tro (1)) R.

Tomando a poténcia A em ambos os lados, obtemos
A
(L)) € [tra(1p) (tra ()" ]
Pelo Lema 4.2.4 item 1., Jy := J (tro(J))*™" <z R é a-invariante, portanto vale (4.5),
isto é,

(Jotra(1r))* C tra(1g)Jotra(Jo)R.
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e ainda pelo Lema 4.2.4 item 2., temos, tr,(Jy) = trq (J (tra(J))d_1> Ctra(J) e

desde que tr,(1g) é central em R, concluimos que

(Jtra(1p) (tra(1r)JoR) C (tra(1p)Jo) R

N

- t’l“a<1R)J0t7“a(J0)R

C tra(1g)J (tra(J)"  tra (J) R = tra(15)J (tra(J))* R. u

Pelo que vimos acima, a hipétese de tr,(1g) ndo ser um divisor de zero em R

passa a ser importante em nossa discussao. A prova do seguinte lema é trivial:

Lema 4.2.6 Sejam n > 0 e u € R. Entao, u nao € um divisor de zero a esquerda

se, e somente se, u™ nao € um divisor de zero a esquerda.
Prova. Evidente. |

Observagao 4.2.7 Desde que tr,(1g) é elemento central em R, segue-se imediata-

mente do lema acima que para n > 0,
tro(1g) ndo é um divisor de zero < [tr,(1g)]" nao é um divisor de zero.
Portanto, no caso de tr,(1g) ndo ser um divisor de zero, temos
[tro(1g)J]" =0= J" =0,
para todo J C R.

Ja temos ferramentas suficientes para provar o proximo resultado que é uma gen-

eralizagao para o caso parcial do Teorema 1.5.20.

Corolario 4.2.8 Setr,(1g) nao é um divisor de zero em R e J < rR é a-invariante,

tal que tro(J) € nilpotente de indice d, entdo J € nilpotente de indice no mdximo

(f (IG]) + 1) (f como no Lema 4.2.3).
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Prova. Pela Proposicao 4.2.5, [t'r’a(lR)J](mGDH)d C Jtro(J)?R = 0, portanto
pela Observacao 4.2.7, temos JUIEN+D" — . |

Observacao 4.2.9 Os resultados acima obtidos para um ideal a esquerda J de R,
podem ser refeitos para um ideal a direita de R, ou podemos repassa-los a este tltimo

utilizando o anel oposto R°, pois neste caso
J<Rr& J°< poR°,
e a agao parcial correspondente a R°, é dada por:

o = {oag : Dy — Dy, g € G},

o

onde cada ,ay, é definido por ,a,(d°) = (o (d))”.

Assim, a férmula da Proposicao 4.2.5, correspondente para ideais a direita, sera:
tra(Lr) I C R[tra(0))? tra(1r)J C R [tra(J)]% J.
Lema 4.2.10 Seja I um ideal (bilateral) de R*. Entao valem:
1. Para todo a € R*, Ra e aR sao a-invariantes.

2. Se além disso, I € nilpotente, Entao, tr, (Ra) e try (aR) sao nilpotentes, para

todo a € 1.

Prova. 1. Paraa € R* e g € G, temos a4 (aly,-1) = al,. Portanto para r € R,
ag(raly-1) = ag(rl-1)ay (alg-1) = a4 (rlg-1)aly = ay (rly-1) a € Ra. Isto garante
que oy (RaN Dy-1) € Ran Dy, para todo g € G. De modo andlogo, provamos que
aR é a-invariante.

2. Parar € Rea € I, tro(ra) = Y og(rly1)a = tro(r)a € RI C I. Desde
que tr, ¢ aditivo, segue-se que tr, (Ra) QQGGI , portanto tr, (Ra) é nilpotente de indice
menor ou igual ao indice de nilpoténcia de /. Analogamente, provamos que tr,(aR)

¢ nilpotente. ]
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Agora podemos provar o resultado que da uma generalizacao do Teorema 1.5.21

para o caso parcial:

Teorema 4.2.11 Se R é um anel semiprimo e tr, (1g) ndo é um divisor de zero em

R, entao o tem traco parcial nao-degenerado sobre R.

Prova. 1. Seja (0) # I < R® nilpotente, e tome 0 # a € I. Pelo lema acima,
Ra é a-invariante e tr,, (Ra) é nilpotente, assim, pelo Coroldrio 4.2.8, Ra é um ideal
nilpotente no anel semiprimo R, entao a = 0, contradicao.

2. Seja J um ideal & esquerda (direita) de R, que é a-invariante. Se tr, (J) = (0),
entdao pelo Coroldrio 4.2.8 (Observagao 4.2.9), J é nilpotente no anel semiprimo R,

logo J = (0). [

4.3 Artinianidade (noetherianidade) de R“

Discutiremos a partir de agora, a artinianidade (noetherianidade) de R a partir
da artinianidade (noetherianidade) de R. Com objetivo de provarmos também para
o caso parcial o Teorema 1.5.15 e suas consequencias, introduziremos uma aplicacao
que nos auxiliard nos préximos resultados. As construcoes e demonstragoes que se
seguem sao inspiradas em idéias feitas para o caso das acoes globais, que podemos
encontrar a partir da pagina 13 do Capitulo 1, em [24].

Seja ¢ € R tal que tr, (¢) = 1g. Entao, para todo a € R®, temos tr, (ac) = a.
Assim, para v : R — R®, definida por v (x) = tr, (zc), para todo x € R, temos que

v (a) = a, para todo a € R*, e ainda
v (v (@) =7 (tra (zc)) = tra (zc) = v (2),
para todo x € R. A aplicagao v é uma espécie de média em torno de R*.

Teorema 4.3.1 Seja I ¢ um ideal a esquerda em R que é a-invariante e denote

J:=R*N1I. Setr,(1g)~! € R, entdo:
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1. R*/J € somando direto como R*-mddulo a esquerda de R/I.

2. Se H < ga (R“/J) entao RH < g(R/I), e ainda, para Hy, Hy < po (R*/J)
tais que RHy = RH5, temos Hy = H,.

Prova. Como R*(R*/J) C R*/J e R*(R/I) C R/I segue-se que R*/J e R/I

sao R*-moddulos a esquerda. Observe que
R*/J=R*/(INR*) = (R*+1)/I < raR/I. (4.6)

Portanto identificamos R*/.J como um R®-submodulo de R/I.

Pela Observagao 3.2.7, existe um elemento central ¢ € R, tal que tr, (¢) = 1g.
Portanto a aplicacao v (x) = tr, (zc), para todo x € R, como vimos acima, estd
bem definida. Agora, considere a aplicacao ¢ : R/I — (R*+ I) /I, definida por
¢(x+1)=~(x)+ I, para todo z € R.

Observando que para z € R, v (x) = tr, (zc) = try (cx) € R, temos v (z) + I €
(R*+1)/I, e ainda, ¢ (0) = ¢(i+1) = v(i) + I = I, para todo i € I, pois
Y(i) =trq (ci) = > ag(cly-1) g (ily-1) € > oy (cly-1) I C I, 0 que garante que ¢
estd bem deﬁnida?eAGlém disso, dado = € RageeGT +Ie€R/I, temos z(r+1)=uar+1
ep(x(r+1) =~(@r)+1 =ay(r)+1 = z(¢(r+1)). Portanto ¢ é um R*-
homomorfismo de médulos & esquerda. Dado, x +i+ 1 € (R*+ 1) /I com x € R,
i€l temos ¢((x+i)+1) =~(x)+v0)+1 =)+ = (x+i)+ I e assim,
de+i+)=vy@+i)+I=a+~v()+1=(x+i)+ 1. Além disso, para = € R,

$@(+D)=0(y(@)+) =7 (@)+I=7(x)+I=¢(x+]I),

logo ¢ é uma projecao de R*-moédulos a esquerda e 1. fica demonstrado.

Para ver 2., seja H < go (R*/J). Considere um R*-submédulo a esquerda H' de
R*. Por um lado, v(H') = H" implica ¢ (H' + 1) = H'+ 1. Por outro, ¢ (RH' + 1) =
tro(cRH') +1 =tro(cR)H'+1 C R*H' + 1 C H' + 1. Portanto, pela identificagao
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(4.6), temos
6(RH) C H = 6 (H) = 6 (1xH) C & (RH)
isto é,
¢(RH) = ¢(H).
Logo, se Hy,Hy < gro (R*/J) sao tais que RH; = RH,, entdao H; = ¢ (RH;) =
¢ (RHy) = Hy, como afirmamos em 2. |

Corolario 4.3.2 Se tr,(1g)"! € R, entao para I e J como no Teorema 4.5.1, valem

as sequintes afirmagoes:

1. Se R/I é artiniano (noetheriano) R-maédulo a esquerda, entao R*/J é artiniano

(noetheriano) R*-mddulo a esquerda.

2. Se o R-mddulo a esquerda, R/I tem uma série de composi¢ao de comprimento
k >0, entdo o R*-mddulo a esquerda, R*/J tem uma série de composicao de

comprimento < k.

Prova. 1. Consideremos, Hy O Hy D ..., uma cadeia descendente de R*-
submédulos & esquerda de R*/.J, entao pelo Teorema 4.3.1, RHy O RHy O ... é
uma cadeia descendente de R/I-submddulos a esquerda de R/I. Sendo este artini-
ano, segue-se que existe um k£ > 0, tal que RH, = RH,, para todo n,m > k, e
portanto pelo item 2 do Teorema 4.3.1, temos H,, = H,, para todo n,m > k. O caso
noetheriano se prova do mesmo modo.

2. Observe que R/I tem série de composigao se, e somente se, R/ é artiniano
e noetheriano, entdo pelo item 1. temos que R*/J tem também uma série de com-
posigao. Digamos que 0 = H, & Hy & ... & H, = R*/J seja tal série. Pelo item 2.
do Teorema 4.3.1, temos 0 = RHy & RH, & ... & RH,=R(R*/J) € R/I. Desde que

tal série pode ser refinada até o comprimento k, segue-se que n + 1 < k. |
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Corolario 4.3.3 Se R ¢é um anel artiniano d esquerda (noetheriano a esquerda) e

tra (1g)~" € R, entio R™ € artiniano & esquerda (noetheriano d esquerda,).

Prova. Basta tomar I = (0) no Corolério 4.3.2 acima. |

4.4 O radical de Jacobson e o radical primo de R”

Nessa secao estudaremos o comportamento dos anéis R e R®, sob os radicais
primo e de Jacobson, estabelecendo férmulas que relacionam estes radicais destes
anéis. Daqui até o final desta secao, salvo mencao em contrario, todos os resultados
se referem a uma acao parcial a de um grupo finito GG sobre um anel R, com envolvente
T, de forma que, dado um ideal a-invariante I, de R, a acao parcial @ := @y estd bem

definida, em conformidade com o Exemplo 2.3.4 e a Proposicao 2.3.5.

4.4.1 O radical de Jacobson

Nesta secao veremos algumas relacoes existentes entre os radicais de Jacobson de
R e R“. Vamos generalizar os Teoremas 1.5.17 e 1.5.16 e suas consequéncias para o
caso das agoes parciais com envolvente.

O proximo lema nao necessita que a tenha envolvente ou que G seja finito.
Lema 4.4.1 Sempre vale U(R*) = U (R) N R".

Prova. Sejaa € U (R) N R*, entdo existe um = € R tal que za = ax = 1g. Desde

que 1g = 1ga, temos para todo g € G' e todo d € Dy-1, que
zay (d) = zay (1gd) = zoy, (axd) = vao, (xd) = a4 (zd) .
Entao z € R*, e assim sendo a € U(R*). A reciproca ¢é evidente. |

Teorema 4.4.2 Se |G| € R, entdo J (R*) = J (R) N R°.
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Prova. Desde que pelo Lema 2.2.11, ]G|71 € T, segue-se pelo Teorema 1.5.17,
que J (TG) = J(T)NTC. Por sua vez, o Coroldrio 4.1.6, assim J (R*) = J (TG) 1g.
Sendo que R é um ideal de T e o radical de Jacobson é hereditario, temos que
J(R) =J(I)NR = J(T)1g. Portanto J(R*) = J (T 1z = (J(I)NTY) 1 C
J(T)1xNT% g = J(R) N R Para ver que J (R) N R* C J(R®), observemos que
1gr = 1lga, dai, se z € J(R) N R*, entdao 1x — axb € U (R) para todo a,b € R, e em
particular, pelo Lema 4.4.1, temos que 1z —azb € U (R) N R* = U (R%), para todo
a,b € R*. Logo z € J(R%). [

Corolério 4.4.3 Se R ¢ J-semisimples e |G|™" € R entdo R® ¢ J-semisimples.
Prova. Imediata do Teorema 4.4.2. |

Exemplo 4.4.4 (Exemplo 1.16, pagina 16, em [24]) Seja R = My (Zy). Desde que
J (Zy) = 0, segue-se que J (R) = My (J(Z3)) = 0, isto é, R é J-semisimples. Con-
sidere « a agao (global) do grupo G = {1,¢ : g*> = 1}, agindo do seguinte modo sobre
R: a; = idg e ay : R — R, definida por a, (A) = CAC, para todo A € R, onde

01
C= . Sendo C? = [ entdo « é de fato, uma agao (global) de G sobre R.
10
, a b 11
E fécil ver que R* = ca,b € Zy p eque € J(R*) £ J(R).
b a 11

Observemos que neste caso, |G| =21 =0 ¢ U (R).

Para o caso de agoes globais de um grupo finito sobre um anel 7', onde T nao
tem |G|-torcao aditiva, vale que T¢ é J-semisimples sempre que T' é J-semisimples.

Podemos ampliar esse resultado para o caso parcial, generalizando o Teorema 1.5.16:

Teorema 4.4.5 |G| J(R*) C J(R). Em particular, se R é J-semisimples sem |G|-

torcao aditiva, entao R* é J-semisimples.
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Prova. Basta observar que pelo Teorema 1.5.16, temos |G|J(T¢) C J(T), e
pelo Coroldrio 4.1.6, vale J(T%1g) = J(T%)1g. Assim |G|J(RY) = |G|J(T1g) =
|GII(T) 1 C J(T)1g = J(R).

Corolério 4.4.6 Se R € semisimples sem |G|-tor¢ao aditiva e tro(1g)~' € R, entao

R% € semisimples.

Prova. Imediata do Teorema 4.4.5, juntamente com o Corolario 4.3.3. |

4.4.2 O radical primo

O objetivo central aqui é generalizar para o caso parcial o Teorema 1.5.23. As
construcoes e demonstracoes feitas aqui, foram inspiradas nas idéias da demonstracao
do Teorema 1.9, feitas para o caso global, que podemos encontrar na péagina 12 de
[24]. Iniciamos com alguns resultados auxiliares.

Lembremos agora uma caracterizacao dos elementos do radical primo. Seja R um
anel e a € R. Dizemos que a é fortemente nilpotente se toda sequéncia aq, as, ... em
R, tal que a; = a e a,,1 € a,Ra,, n > 0, se anula em algum ponto. O radical primo

pode ser definido como sendo:
Nil, (R) = {a € R : a é fortemente nilpotente}
Utilizaremos esta caracteristica de Nil,(R), para provar o seguinte Lema:

Lema 4.4.7 Seja R um anel tal que tr,, (1g) nao é um divisor de zero, entao trg (TR)

ndo é um divisor de zero em R = R/Nil, (R).

Prova. Observe que pelo Corolario 2.3.11, o radical primo Nil, (R) é a-invariante
e desde que a tem envolvente, a Proposicao 2.3.5, prova que a acao parcial induzida

o = Qi (r) estd bem definida.
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Seja b € R tal que btrg (1g) =0, isto é, b € R, é tal que btr, (1g) € Nil, (R). Se
ai,as, ... ¢ uma sequéncia em R tal que a; = be a,1 € a,Ra,, para todon > 0, entao
a sequéncia definida por al, = a,, (tr, (13))2%1, paran > 0, é tal que, a} = btr, (1) e
diy = ansr (tro (1)) € anRa, (tro (11)% = an (tra (15))* Ray (tra (15))% =
al Ral,, para todo n > 0. Como btr, (1g) € Nil, (R), isto é, btr, (1g) ¢ fortemente
nilpotente, entdo existe s > 0, tal que 0 = a, = a; (tr, (13))2571. Desde que tr, (1g)

nao é um divisor de zero, segue-se pelo Lema 4.2.6, que as = 0. Logo b € Nil, (R),

ou seja, b = 0. [
Lema 4.4.8 Em R = R/Nil, (R) temos Nil, (R*) C Nil, (R*).

Prova. Como R® = {a + Nil,(R) : a € R*} é de fato um anel com unidade
1g, pois R* é um subanel de R com unidade 1z, entdo pela Proposicao 1.5.7, basta
observar que f : R* — R“ definida por f(a) = a + Nil, (R), para todo a € R*, é um

epimorfismo de anéis e temos o desejado. |

O Proximo resultado vale em geral, nao ha necessidade de G ser finito ou « ter

envolvente.

Teorema 4.4.9 Seja o uma acdo parcial de um grupo G sobre um anel R. Entdo
Nil, (R) N R* C Nil, (R%).

Prova. Considere p = {A < R: AN R* C Nil, (R*)}. E imediato que (0) €

pe se {A;},., ¢ um subconjunto totalmente ordenado de p, entao (J A; < R e
>0
(U Ai> NR*C Y (A NRY) C Nil, (R*). Assim, pelo Lema de Zorn, existe um
>0 >0
elemento maximal B € u. Afirmamos que B é semiprimo. Com efeito, seja I < R,

tal que I D B e I? C B, entdo (I N R*)*> C BN R* C Nil, (R*). Como I N R* é um
ideal de R*, entao I N R* C Nil, (R*). Como B é maximal em u, I C B. Portanto
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B ¢é um ideal semiprimo e assim, Nil, (R*) C B. Logo, Nil. (R*) N R* C Nil, (R®).
|

Voltando as restrigoes impostas a agao parcial o no comeco do capitulo, obtemos

uma reciproca para o teorema acima:

Teorema 4.4.10 Se tr, (1g) nao € um divisor de zero em R, entdo
Nil, (R*) = Nil, (R) N R*.

Prova. Pelo Teorema 4.4.9, temos Nil, (R) N R* C Nil, (R*). Para a reciproca,
provaremos que Nil, (R*) C Nil, (R). Ja que pelo Corolario 2.3.11, o radical primo
Nil, (R) é a-invariante e « tem envolvente, segue-se pela Proposi¢ao 2.3.5, que a
agio parcial induzida @ = @i, (r), agindo sobre o anel semi-primo R = R/Nil. (R),
estd bem definida e ainda, pelo pelo Lema 4.4.7, trg (E) nao é um divisor de zero.
Portanto pelo Teorema 4.2.11, R ¢ semiprimo.

Seja N um ideal nilpotente de R, nosso objetivo sera provar que N é nulo. Para

tanto consideremos o seguinte subconjunto de R :

A= {E €R" tra (1g)" a € N para algum m > O}

(aqui, convém lembrar que trg (@) = trq, (a), para todo a € R). Temos que A é um

ideal nilpotente de R A é de fato um ideal de }_%a, pois se @ € A, entao existe

m > 0, tal que tr, (1g)™ a € N, portanto para todo T € EE, temos tr, (1}3)mJrl

tra (1) @ tra (1g) " a = tra (z) tra (1g)"a € R* N C N. Logo, AR" C A. De modo

ra =

analogo, provamos que R A C A
A é nilpotente, pois se d > 0 é tal que N = 0, entdo dados @y, as,...,a4 € A,
existem mq, Mo, ...,mq > 0 tais que @ try (E)ml Uotry (E)m2 LGgtrs (E)’”d e N
Assim @1as...04t 5 (E)m =0, para m = Zd: m;. Logo temos @;ds...ag = 0. Sendo A
i=1

um ideal nilpotente do anel semiprimo Ra, segue-se que A = (0). Desde que N C A,

temos N = (0).
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Assim, R® ndo tem ideais nilpotentes nao nulos, portanto pela Proposicao 1.5.9,
Nil, (R*) = (0). Segue-se pelo Lema 4.4.8 que Nil, (R*) = (0), ou seja, Nil, (R*) C
Nil, (R). |
Exemplo 4.4.11 (Exemplo 1.10 pégina 13 de [24]) Seja R = M, (K) onde K ¢

um corpo de caracteristica p # 0. Entdo R é semiprimo, e assim Nil, (R) = 0.

Seja o uma agao do grupo G = {1,g,...,g?"' : g» = 1} sobre R, definida do seguinte

11
modo: oy =idg e oy, : R — R a,(A) = CAC™! onde C' = . Neste caso,
01

CP? =1 e assim, agp = idg. Desde que a é uma acao global, segue-se que o ¢ uma

a
agao parcial com envolvente. Temos R* = ca,be K p e Nil, (RY) =

0 a

:be K » #0. Vale observar que tr, (1g) = |G| 1z = plg = 0.

Conforme mostram os exemplos 3.2.4 e 3.2.5, o proximo resultado prova que, com
hipotese diferente, ainda temos a mesma relacao entre os radicais primos de R e R,

provada no Teorema 4.4.10.

Teorema 4.4.12 Se R é um anel sem |G|-tor¢ao aditiva, entao
Nil, (R*) = Nil, (R) N R*.

Prova. O Teorema 4.4.9 prova que Nil, (R) N R* C Nil, (R“). Para a reciproca,
observemos que pelo Teorema 1.5.5, temos Nil, (R) = Nil, (T') N R = Nil, (T) 1.
Por sua vez o Corolario 4.1.6, garante que Nil, (R*) = Nil, (TG) 1g. Finalmente, ja
que pelo Lema 2.2.11, T nao tem |G|-tor¢ao aditiva, segue-se pelo Teorema 1.5.23,
que Nil, (TG) = Nil, (T) NTY. Juntando estas igualdades, obtemos

Nil, (R*) = Nil, (T%) 1g = (Nil, (T) NT)1g
C Nil, (T)1xkNT%1x = Nil, (R) N R

Logo Nil, (R*) C Nil, (R) N R n
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4.5 Sobre a dimensao uniforme de R®

Nesta se¢ao, a menos de mencao em contrario, iR sempre denotard um anel semi-
primo. Estabeleceremos condigoes sobre este anel, de tal forma que R® seja um anel
de Goldie a esquerda. O objetivo aqui é generalizar o Teorema 1.5.28. As construgoes
e demonstragoes aqui estabelecidas sao inspiradas nas idéias encontradas no capitulo
5, a partir da pagina 79, em [24].

Lema 4.5.1 Seja o uma agao parcial que tem traco parcial nao-degenerado sobre R.
k

Se para certos ay,as,...,a; € R*, tivermos que Y R%a; é uma soma direta em R?,
i=1
k
entao >, Ra;, também € direta em R. Em particular: udim R* < udim R.
i=1
k
Prova. Se ) Ra; nao for direta em R, entdao existe j € {1,2,...,k} tal que
i=1
I = Ra;j N (Ray + ... + Raj—1 + Raji1 + ... + Ray) # 0. Como cada a; € R*, temos
que  é um ideal a esquerda de R, que é a-invariante. Como tr, (I) C tr, (Ra;) N
tra(d>_ Ra;) Ctro (R)a; N Y tra (R)a; € R*a; NY  R%a; = 0. Isso contradiz o fato
1#] i#] i#]
de « ter traco parcial nao-degenerado sobre R. O resto ¢ imediato. |
Corolario 4.5.2 Seja a uma acdao parcial que tem trago parcial nao-degenerado sobre

R. Se R € um anel de Goldie a esquerda, entao R* € um anel de Goldie a esquerda.

Prova. Por R® ser subanel (preservando a unidade de) R, ele herda as condigoes
de cadeia para anuladores a esquerda, e pelo Lema 4.5.1, udim R* < udim R < oo.

Segue-se da definicao 1.5.25, que R* é um anel de Goldie a esquerda. |

No proximo resultado, obtemos para o caso parcial o item 2 do Teorema 1.5.28.

Lema 4.5.3 Seja o uma acdo que tem traco parcial nao-degenerado sobre R. Se

x € R* € reqular, entao x é regular como elemento de R.
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Prova. E facil ver que lang (z) = {r € R/rz =0} é um ideal & esquerda de
R, que é a-invariante. Se lang (x) # 0, entao 0 # tr, (lang (x)) C lang (x) N R®,

contradizendo a regularidade de x em R“. |

Nas demonstragoes que se seguem, usaremos a definicao 1.5.21, que trata de grupos
que tem tracos nao-degenerados sobre a envolvente. O resultado a seguir é uma

generalizagao da Proposicao 1.5.27, para o caso parcial.

Corolario 4.5.4 Seja R um anel sem |G|-tor¢ao aditiva. Se E é um ideal essencial

a esquerda de R, entao E N R* é um ideal essencial a esquerda R®.

Prova. Se R é semiprimo sem |G|-torgao aditiva, entao pelo item 2 do Corolério
2.2.5 juntamente com com o Lema 2.2.11, T' é semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva.
Portanto pelo Teorema 1.5.21, temos que G tem trago (global) ndao-degenerado sobre
T, e assim vale a Proposicdo 1.5.27, que afirma que se E' <. 7T, entdo E' NT¢ <,
rcTC.

Como G ¢ finito, o Corolario 4.1.5 garante que T ~ R® pela aplicacdo t +— t.1g ¢
desde que pelo Corolario 2.2.6, £’ = i gi (E)e; <. 7T, edai (E’ N TG) Ar <. peR*.

Como -

(E'NTC) 1g CE'1xNT 1 = EN R,

segue-se que N R é ideal essencial a esquerda de R®. |

Usando a Proposicao 2.2.8, podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 4.5.5 Se R ndo tem |G|-tor¢ao aditiva e o« tem trago parcial ndo-

degenerado sobre R, entao udim R* < udim R < |G| udim R*.

Prova. O Lema 4.5.1 prova a primeira desigualdade, concentremo-nos na segunda
desigualdade portanto.
O Corolario 2.2.5, juntamente com o Lema 2.2.11, garantem que 7" é semiprimo e

sem |G|-torgao aditiva, portanto podemos aplicar o Teorema 1.5.21, e obter que G tem
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trago (global) ndo-degenerado sobre T'. Portanto podemos aplicar o Teorema 1.5.28,
e obter udim T < |G|udim T®. Por sua vez, a Proposigao 2.2.8, implica udim R <
udimT. Finalmente o Coroldrio 4.1.5 diz que T¢ v R®. Portanto udimT¢ =
udim R*. Juntando estes resultados obtemos udim R < udimT < |G|udimT G —

|G| udim R*. [

Lembremos da segao 1.5.2 que a notacao Q(A) indica o anel cléssico de quocientes

a esquerda do anel A. Em relacao a estes anéis temos o seguinte resultado:

Teorema 4.5.6 Se R ndo tem |G|-tor¢ao aditiva e « tem trago parcial ndo-

degenerado sobre R. Entao

1. R* € um anel de Goldie a esquerda se, e somente se, R ¢ um anel de Goldie a

esquerda. E sendo assim, Q (rR) = Q (g R) (Q (Rr) = Q (Rpo)).

2. R* € um anel semisimples se, e somente se, R é um anel semisimples.

Prova. 1. Observemos que se « tem traco parcial nao-degenerado sobre R, sem

|G|-torgao aditiva, entao
(a) R™ é semiprimo.
(b) T é semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva (Coroldrio 2.2.5 e Lema 2.2.11).

Estamos em condicoes de aplicar o Teorema 4.5.5 acima e concluir que udim R < oo
se, e somente se, udim R* < oo.

Suponhamos que R* é um anel de Goldie. Por (a), juntamente com o Teorema
de Goldie (Teorema 1.5.26), temos que udim R* < oo e Z(a) = 0. Por (b), vale o
Teorema 1.5.21, que afirma que G tem trago (global) nao-degenerado sobre T', daf
podemos aplicar o Teorema 1.5.28, e obter Z (T)NTY C Z (TG). Por sua vez o
Corolério 4.1.5, diz que T¢ = R*. Dai Z (T%) = Z(R*) = 0, e consequentemente
Z(TYNnT¢ =0.
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Finalmente, é facil ver que Z (T') é G-invariante, pois se g € G et € g(Z (¢T))
entdo existe um ideal a esquerda E <. 7T, tal que Et = 0, e assim g(E)g(t) = 0,
para g(E) <. rT. Portanto se Z (T) # 0, temos pelo Teorema 1.5.21 item 2, que
tre (Z(T)) #0. Mas 0 # trq (Z(T)) C Z(T)NTC C Z(T¢) = 0, é contradicao.
Assim pela Proposigao 2.2.7, temos que Z (R) = Z (T') 1z = 0.

Portanto R ¢é semiprimo com udim R < oo e Z (R) = 0. Novamente pelo Teorema
1.5.26, temos que R é um anel de Goldie a esquerda.

A reciproca é imediata da Definicao 1.5.25, desde que R“, como subanel do anel
de Goldie a esquerda R, herda a condicao das cadeias ascendentes nos anuladores a
esquerda.

Resta verificar que Q (rR) = @ (raR). Seja g € Q (ro R) entao existe um elemento
regular s de R“ tal que sq € R. Pelo Lema 4.5.3, item 1., s é também regular em
R, portanto sq € R para certo regular s de R, isto é, ¢ € Q) (rR). Reciprocamente,
seja ¢ € Q (rR). Desde que Rq~! := {z € R: xq € R} é ideal essencial & esquerda
de R, entao pelo Corolario 4.5.4, temos Rg ' N RY <, paR®. Assim, pela Proposicao
1.5.24, existe t € Rqg~' que é regular em R®, isto é, existe t regular em R® tal que

t = aq! para certo a € R, logo q € Q (gaR).
2. Sabemos que
(a) R ¢ semisimples < T ¢é semisimples. (Proposigao 2.2.2 item 2).
(b) R é semiprimo < T é semiprimo. (Corolario 2.2.5 item 2).
(c¢) R é sem |GJ-torgao aditiva < T' é sem |G|-tor¢ao aditiva(Lema 2.2.11).
(d) R* semiprimo < T semiprimo. (Proposicao 4.1.5).

Assim, temos que T e TY sdao anéis semiprimos e T' ndo tem |G|-tor¢ao aditiva.

Podemos portanto, aplicar o Teorema 1.5.30, obtendo, que T' é semisimples se, e



somente se, T'¢ é semisimples. Logo

R® é semisimples < T ¢é semisimples < T é semisimples < R é semisimples.
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Capitulo 5

Relacoes entre o subanel invariante
parcial e o skew anel de grupo

parcial

Neste capitulo usaremos a letra S, para denotar o skew anel de grupo parcial
R *, G. De resto, continuaremos com as notacoes dos capitulos anteriores, o é uma
acao parcial de um grupo G sobre um anel com unidade R, com envolvente T'. Sendo
assim, S = R, G ¢é associativo. Vamos impor condigoes para que se estabeleca uma
equivaléncia de Morita entre R“ e S. Antes veremos alguns outros resultados que

relacionam estes anéis.

5.1 Um teorema de Morita parcial

Os resultados desta se¢ao foram inspirados na demonstracao do Teorema 0.3, da
pagina 4, em [24]. As demonstragoes feitas aqui exigem apenas que S = R %, G
seja associativo. Isso ocorre, por exemplo, quando a tem envolvente ou quando R

é semiprimo (ver Teoremas 1.3.2 e 1.3.3). Portanto aqui, o é uma agao parcial de
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um grupo arbitrario GG, sobre um anel com unidade R, tal que o skew anel de grupo

R *, G é associativo.
Lema 5.1.1 O anel R € um S-mddulo a esquerda.

Prova. Sejam g,h € G. Defina ad, - r = ay(ay-1 (a)r), para todo a € D,. Como
o produto em S é associativo, entao (ad,boy) roy = ad, (byrd,), para todo a € Dy e

b € Dy. Isto implica
(adgbép)-r = agn (a(gh)_l (ag (ag-1(a)b)) r) = ay (ag-1(a)ay (ap-1(D)r)) = ady-(bdy, - 1),

para todo a € Dy, g € G. Como as outras propriedades a serem verificadas, saem
imediatas do fato de que cada o, ¢ um isomorfismo e que «; ¢ a identidade em R,

segue-se o resultado. [ |

No préximo resultado usaremos a notagao xp, para uma acao de um homomor-

fismo a direita ¢ sobre um elemento x.

Proposicao 5.1.2 Nas condigoes acima, temos
R* < Endp. ¢ (R) .

Prova. Defina ¢ : R* — Endg., ¢ (R), tomando, para cada a € R*, ¢, : R — R,
onde r¢, = wxa, para todo z € R, (multiplicagdo & direita). Para ver que
¢a € Endp.,c(R), basta observar que para v € Dy e r € R, temos (udy - 1) ¢pg =
(ag(ag-1 (u) 7)) ¢a = aglag-1 (u)r)a = ag(ag-1 (u) ra) = udy - (ra) = udy - (roa).
Veremos que ¢ é um isomorfismo de anéis. Dados a,b € R* e r € R, temos
(F)éw = 7(ab) = (ra)b = (ra)y = (r6a)s = (1) Guth € (1) Grassy = 7 (a+1) =
ra+1b = r(dg + ¢), € ainda (r) ¢y, = rlg = r. E evidente que ¢ ¢ injetora.
Para ver que ¢ é sobrejetora, considere ¢ € Endg..c (R) e 7 € R. Neste caso temos
ro = (réy-1g) @ = 101 - (1g) ¢ = 7(1gy), portanto ¢ = ¢(1,,). Resta provar que

lpp € R*. Com efeito, para g € G e u = a4 (v') € D,-1 arbitrarios, temos
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ag(u(lrp)) = ag(ag-1 () (1rp)) = w'o, - (1rp) = (W, -1r)p = (ag(ulr))p =
(g (w) 01 - 1r)p = g (u) 01 - (L) = 0y (u) (1rp). u

Uma consequéncia imediata disso é que R pode ser visto como um R*-moddulo a
direita, via identificagao R = EndgR. Lembrando que um S-médulo a esquerda M
é um gerador para a categoria de S-modulos a esquerda se existe um epimorfismo de
modulos a esquerda de alguma soma direta de cépias de M sobre S. Entao, como

mera aplicacacao do Teorema 1.5.32, temos a seguinte relacao entre S e R“:

Corolario 5.1.3 (Um Teorema de Morita Parcial) Para o S-mddulo a esquerda R,
visto como um R*-maodulo a direita, via indentificacao R = EndgsR, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. R € um gerador para a categoria dos S-modulos d esquerda.
2. R é R*-mddulo a direita finitamente gerado projetivo e S = Endga (R).

Prova. Basta tomar R= M, S = A e R* = B e aplicar o Teorema 1.5.32. |

5.2 O contexto de Morita entre R e R, G

Todas as construcoes e demonstracoes feitas nesta secao foram inspiradas no artigo
de Miriam Cohen, referéncia [4], que trata dentre outros assuntos, de construir um
contexto de Morita para o skew anel de grupo global e o anel dos elementos invariantes
global e impoem condigoes sobre estes para que, a partir deste contexto se tenha uma
equivaléncia de Morita. Algumas poucas idéias foram também tiradas do artigo [3].

Daqui até o final do capitulo, a denotara sempre uma acao parcial de um grupo
finito G sobre um anel R, com envolvente T', garantindo assim que skew anel de grupo

parcial é associativo. Iniciaremos provando o seguinte lema:
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Lema 5.2.1 1. R é um (R",S)-bimddulo.

2. R é um (S, R*)-bimddulo.

Prova. Em toda prova tomaremos sempre: r € R,x € R*,g,h € G,a € Dyeb € Dy,

sempre fixados, porém arbitrarios.

1. E imediato que R é um R*modulo a esquerda com o produto usual de R:
x -1 = zr. Para ver que R é um S-mddulo a direita, defina r - ad, = ay-1(ra).

Por um lado, temos
(r-ady) - b6y, = (og-1(ra)) - bop, = ay—1 (g1 (ra)d) .

Por outro lado, desde que 7oy (ay-1(a)b) € oy (Dy-1 N Dy),

entdo por (7i7) da definigdo de agao parcial (Defini¢ao 1.2.1), temos

e (adgbdn) = 1 (ag (ag-1(a)b) dgn) = a1 (rag (ag-1(a)b))
= ap-1 (g1 (rag(ay-1(a)h))) = ap-1 (ay-1 (rly) ay-1(a)b)
= oyt (g1 (ra)d).
Logo
(r-ady) - bop, =1 - (adyboyp).

As outras propriedades a serem verificadas saem imediatas do fato de que cada
oy ¢ um isomorfismo e que oy ¢ a identidade em R. Finalmente, a associativi-

dade do bimdédulo vem do fato que:

z - (r-aby) = vog-1(ra) = ag-1(xra) = (x - r) - ady.

2. Novamente aqui, temos que R é um R“mddulo a direita com o produto usual

de R: r - x = rx. Por sua vez, o Lema 5.1.1 garante que R é um S-mddulo a
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esquerda com o produto ad, - = a4(a,-1 (a)r). A associatividade do bimédulo

e verificada prontamente pois,

ady - (r-z) =ady - (rz) = og(ay-1 (a) rz)

= ay(ay-1(a)r)z = (ady - 1) - z.

Logo R é também um (.S, R*)-bimédulo. [

Nosso objetivo é construir um contexto de Morita (R*, S = R %, G, V,W,T',T"),
onde V = raRg e W = gRpa, e as aplicacoes I' e IV sao: I' : V®¢ W — R®, que é
definida por

D(z @y) = tralzy) = Y ag(zyl,), (5.1)

geG

para todo x,y € R, e I': W ®pgo V — S, que é definida por

Mrey) = Z zag(yle-1)dg, (5.2)

geG

para todo z,y € R.

Observacao 5.2.2 E facil ver que:

1. I é um S-submédulo a direita de R < [ é um ideal a direita de R que é

a-Invariante.

2. I é um S-submédulo a esquerda de R < [ é um ideal a esquerda de R que é

a-Invariante.

Precisamos verificar se I' e I estao bem definidas. Por uma questao de simpli-
ficacao, omitiremos os anéis nos produtos tensoriais que definem os dominios de I' e

I. Veremos antes, um resultado auxiliar:

Lema 5.2.3 Para todo g € G e todo x € Dy-1, temos tro (x) = tra(ogy(z)).
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Prova Utilizando as equagoes (1.1) e (1.2), temos

tro(ay(z)) = Zah ag (xly-1) 11 12)2&’19 zly-1p-1) 1y

heG heqG
uzhg Z Qi (21,-1) lyg-1 = Z Qy (21,-1) Tulyg—1
uclG ucG
(LD Zau (x1y-1) 0y (1y-114-1) Zau (21g-11,-1)
uelG ueG
= S (@l ) = trafa). .
uelG

Proposicao 5.2.4 As aplicagées T' e 1", definidas em (5.1) e (5.2), estao bem

definidas e sao, respectivamente, R* e S homomorfismos de bimaodulos.

Prova. Considere I' : V. x W — R?, definida por I'(z,y) = tr,(zy), para todo
x,y € R. Verifiquemos que I' é S-balanceada, provando assim que I est4 bem definida.
Sejam r € V, ' € W, g € G e a € D,. Como, r(ady-1') = rag (a,'(a)r) =

rlgag (gt (a) 1) = a4 [a;t (ra)r'] e (r-ady)r’ = agt (ra)r’.

Entao, desde que
ay ' (ra)r’ € Dg-1, temos pelo lema acima que I(r,ady - 1') = tro [r(ady-1')] =
tro(og ot (ra) ']) = tro [yt (ra) r'] = D(r-ady,r’). Isto garantird que I' estd bem
definida. As outras propriedades de I' sao imediatas desde que os elementos de R“
sao invariantes pelo trago parcial.

Do mesmo modo verificamos que I estd bem definida, considerando uma aplicacao
[: W xV — S, definida por I'(z,y) = ZGa:ozg(ylgq)(Sg, parax,y € R. Parat € R*
er,r € R, imediato que I''(rt,r") = I"(r,tr'), pois t é a-invariante. Temos ainda

que IV é um S-homomorfismo de bimédulos, pois aplicando-se a formula (1.2), para

todo h € G e y € R, temos

Z 1ponarg(yly-1)dg = Z anp (ag(ylg-1)1p-1) Oy =

geG geG

Zahg Yl 1)0pg = Zau Yly—1)0y.

geG ueG
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Portanto
ap " (z®@y) = Z ap (ap-1(a)zag(yly-1)) dng
geG
= Zozh ap— 1 Cl/h (1h 1ag(y1 ))5hg
geG
= Z(a5h ) 1p0nag(yly-1)dg
geG
= Z(aéh )y (yYly-1)0y, =T (ady -2 R y) .
ueG
Finalmente
IMx®uy)ad, = Z zag(yly-1)dgad, = Z ag [ag-1 [zoy(yl,—1)] al dgn
geG geq
= Z ag lag-1 (21g) ya] 1gpdgn = Zxag [yaly—1] 1gndgn
geG geG
u::gh Zxo{uh*1 [ya].(hufl)} ]-u5u (1:2) Zxau [Oéh*1 (?JCL) 1u*1] 6u
ueG ueG
= T"(r®ap(ya)=T" (x@y-ady).
A linearidade de I prova o afirmado. |

Observacao 5.2.5 E um corolario imediato da proposicao 5.2.4, que dados x,y € R,
temos I'(V®@2) < pe R, Ty @ W) < R I"(2@ V) < Sge I'(W®y) < ¢5S. Em
particular, I(V@ W) R* e I'(W® V) < S.

Finalmente, provamos as condicoes de associatividade:

Proposicao 5.2.6 Nas notacoes acima, temos

- Iy®z)=T(z®y)- 2 (5.3)

Mzxey) - z=2-T'(y® 2) (5.4)

para todo x,y,z € R.
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Prova. Sejam z,y,z € R. Entao z - I"(y ® 2) = z - Y yoy(zl,-1)d, =
geG
Yo a1 (zyog(2l,-1)) = Y0 ag-1 (zyly) 2z = tro(zy)z = I'(x®y) - 2z, provando
geG geG

assim que (5.3) vale. Por sua vez, I"(z ® y) - 2 = > zoy(yly-1)d, - 2 =
geG
Yoo (ag-r (zay(yl,-1)z)) = > oy (ag-1(xly)yzl,—1) = > zay(yzl,1) e, x -
geG geG geqG
I'(y® z) = atra(yz) = Y zay(yzl,-1), portanto (5.4) também vale. [
geG

Teorema 5.2.7 Nas notagéoes acima, (R*,S = R, G,V,W,I',T") é um contexto de

Morita.

Prova. Imediata das Proposigoes 5.2.4 e 5.2.6. |

Lembremos do Capitulo 1, que dado um subconjunto A C R, rang(A) denota o
anulador & direita de A em R e lang(A) o anulador a esquerda de A em R. Para

anuladores, temos o seguinte lema:
Lema 5.2.8 Se x € W, entao
rr={yeV :I"z®y) =0}

¢ um ideal a direita de R que é a-invariante e que estd contido em rang(z). Do

mesmo modo, sey €V, entao
yr={zecW : I'z®y) =0}
¢ um ideal & esquerda de R, que é a-invariante, e que estd contido em lang(y).

L+ 6 um ideal & direita. Para isto considere 1,9, € z.

Prova. Verifiquemos que z
Entao "z @ (11 +12)) ="z @y + 2@ y2) =Mz @ 1) + I(x ® y2) = 0 ¢ ainda,
dadosy €zt er € R, temos Iz @ yr) =Mz @y - r6y) = I'(xz @ y)rd, = 0rd; = 0,
logo yr € zt. Para ver que z+ C rang(z), basta observar que se y € z*, entdo

0 =I"(r®y) = ) ay(yl,1)d,, portanto 0 = zay(ylg)ér = xy implica y €
geG
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L é o -invariante, observe que se y € xt e g € G,

rang(x). Finalmente, para ver que x
desde que pela Proposicao 5.2.4, IV é um S-homomorfismo a direita, segue-se que
Maz@ay(yl,1)) =T (2®y-1;-10,-1) =" (xQy) - 1,-10,-1 = 0, logo a,(yl,-1) € .

De modo inteiramente analogo provamos as propriedades referentes a . |

Sabemos que se I" e [ forem sobrejetoras, entao R e S serao Moritas equivalentes.
Estaremos portanto, em busca de condigbes para que estas sobrejecoes ocorram. Antes
lembremos uma definicao que nos serd ttil daqui em diante.

Sejam A, B e C' grupos aditivos. Uma forma bilinear F' : A x B — C ¢ dita
ser nao-degenerada se para todo 0 # a € Ae 0 # b € B, tivermos F(a,B) # 0 e
F(A,b) #0.

Proposicao 5.2.9 Seja R um anel semiprimo. Entao

1. T" € nao-degenerada.

2. rad(S) = 0 = rad (R*) = 0, onde rad(.) indica um dos sequintes radicais:

Primo, Jacobson, Localmente Nilpotente (Levitzki) ou o Nil superior.
3. Se I < ¢S € minimal, entio V -1 = (0) ou V - I € um R*-mddulo simples.

Prova. 1. Seja x # 0 em W e considere I = (z) o ideal gerado por x. Se
rang (r) = R entao I? C I.rang (z) = 0 implica I = 0 por R ser semiprimo, mas isso
é uma contradigao, logo rang (x) # R. Do mesmo modo provamos que lang (y) # R
para todo 0 # y € V. Agora, 2+ C rang (z) # R implica 2 G R, portanto existe
y € Vtal que I"(z ® y) # 0, logo I'"(z ® V) # 0. De forma andloga provamos
(W ®y) # 0 sempre que 0 #y € V.

2. Pelo Item 2. do Teorema 1.5.33, temos I''(W ® rad(R)V') C rad (S). Desde que
pelo Item 1. I é nao-degenerada, segue-se o resultado.

3. Se V - I = 0 nao ha o que provar, senao, suponha que 0 # J C V - I, onde J é
um R“submdédulo a esquerda de R. Pelo item 1. deste lema, IV(W ® J) # 0. Entao
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04AT'W@J)CT"W @V -I)=T"(W ®V)I CI. Desde que I é minimal em S,
segue-se que I"(W @ J) = I, entao V - I"(W ® J) = V - I, enquanto que por (5.3),
temos V- I"W ® J) =T'(VeW)J C J. Portanto, J CV - I =V - I"(W ® J) C J,
istoé, J=V -1, logoV -Iéum R*moddulo simples. |

Corolario 5.2.10 Se R ¢é semiprimo sem |G|-tor¢ao, entdo I' € ndo-degenerada.

Prova. Pelo Teorema 3.3.11, temos que S é semiprimo. Seja v € V, tal que
['(v@W) =0, entao I"(Weu)[V(Wewv) = I'(Weul"(Wewv)) = ' (WL (v@W)v) =
0. Desde que pela Observacao 5.2.5, IV(W ® v) é um ideal a esquerda de S, segue-se
que I"(W ® v) = 0. Pelo item 1 do Teorema 5.2.9, I é ndo-degenerada, portanto
temos v = 0. De modo anélogo provamos que se w € W é tal que I'(w ® V) = 0,

entao w = 0. [ |

5.2.1 A nao-degeneralidade de I

A nao-degeneralidade de I" implica em consequéncias que relataremos a partir de

agora.
Lema 5.2.11 Seja R um anel de tal modo que I' € nao-degenerada. Entao valem:

1. Sex € R é tal que V(W V) -2 =0, entdo x = 0; similarmente, se y € R, tal
quey - I"(W V) =0, entio y = 0.

2. lang ((V@W)) = rang (I'(V @ W)) = 0. Em particular: T'(V @ W) <. R*

(ideal bilateral essencial).
3. Se AC R* eranga (A) =0 (langs (A) =0), entao rang (A) =0 (lang (A) =0).

4. B <. gR ou E <, gaR, entao I'(V ® F) <. ra R".
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Prova. 1. Pela Proposi¢ao 5.2.6, 0 =I"(W V)2 =W -I'(V®z). Dal'(Vez) =
Ig-T(Vex) CW -T'(Vez) =0, desde que I' é ndo-degenerada, segue-se que = = 0.
A outra parte é analoga.

2. Seja r € R tal que rI'(V @ W) = 0, entao

FrCvVeryVeWw) = I'V-TI'reV)W)=T(Vel'(reV) W)
=T'(Ver I'VeW))=I'(V®0)=0.

Portanto, por I' ser ndo-degenerada, I'(V @ r) - V = 0. Assim sendo, I'(V ® r) =
'Ver)-1g CT'(V®r) -V =0, implica r = 0. Logo lang (I'(Ve@ W)) = 0.
Agora, se r € R é tal que I'(V @ W)r = 0, entdao 0 = T'(I'(VeW)raW) =
TV I'WerneW)=TVelWerW)=T(VeW- IreW)). Sendo as-
sim, [(r@W) =1z-I'(reW) CW-I'(r@W) = 0. Sendo I" ndo degenerada, segue-se
que r = 0. Logo rang (I'(V @ W)) = 0. Finalmente, consideremos J <1 R* tal que
JNT(Ve@W) = 0. Entao I'(V@W)J = 0, e assim sendo, J C rang (I'(V @ W)) =0,
isto é, J = 0. Logo T'(V ® W) <. R“.

3. Para A C R*, I'(V ® lang(A)) C langa(A). De fato, I'(V ® langr(A)) C tro(R) C
R*, e ainda I'(V ® lang(A))A = tro(Viang(A)A) = 0. Novamente, desde que
C(rang(A) @ W) C tro(R) € R* e Al'(rang(A) @ W) = T'(Arang(4) @ W) =
F'(0® W) =0, segue-se que I'(rang(A) @ W) C range (A). Assim, se langa (A) = 0,
entdo I'(lang(A) ® W) = 0, portanto lang(A) = 0. Do mesmo modo, temos que
range (A) = 0 implica rang(A) = 0.

4. Sejam E <, pRe0 # J < gaR“. Neste caso, 0 # J C RJ < gRimplica RJNE #

n
0. Portanto existem n > 0, ry,--- ,r, € Re ji1---jn € J, tais que Y _ r;j; € E. Sendo
=1

I' nao degenerada, temos 0 # I'(V ® Z riji) = Z DV ®r)ji € J. Assim sendo,
IV ®FE)NJ #0. Para o caso em que E <e RaR entao para 0 # J < ra R%, temos
que existe 0 £ j € ENJ,eassimsendo 0 #'(V®j)=TI(V&®I1g)j CJNT(VRE).
Em ambos os casos temos I'(V ® E) <. ga R®. [
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Corolario 5.2.12 Seja R“ um dominio de integridade. Se I' € nao-degenerada e

x,y € R, sao tais que I"(x ® y) = 0, entdo x =0 ou y = 0.

Prova. Sejam z,y € R tais que I'(z®y) = 0, entao 0 = I (z®y)-W = z'(y@W).
Se y # 0, temos, por I' ser ndo degenerada, que 0 # I'(y ® W) € R*. Sendo R* um
dominio de integridade, temos lang.(I'(y @ W)) = 0. Assim pelo item 3. do Lema
5.2.11, temos que lang(I'(y ® W)) = 0. Logo z € lang(I'(y ® W)) = 0. [

Corolario 5.2.13 SeI' € nao-degenerada e Z(R*) = 0, entao Z(gaR) = 0.

Prova. Seja E um ideal essencial a esquerda de R®. Desde que Z(R*) = 0,
temos range(FE) = 0. Portanto pelo item 3. do Lema 5.2.11, temos também que

rang(FE) = 0. Logo Z(gr-R) = 0. [

Observacao 5.2.14 Sempre que G é um grupo finito, Pelo Teorema 4.1.4, R* =

T%1g, portanto:
1. E <, 7¢T¢ & E.1p <. paR".
2. Z(paR™) =0 Z(7¢T%) = 0.
Lembremos que « tem trago parcial nao-degenerado sobre R se:
1. R® é semiprimo.
2. tro(A) # 0 para todo 0 # A ideal a esquerda (a direita) a-invariante de R.

Isto ocorre por exemplo, conforme a Proposicao 4.2.11, quando R é um anel
semiprimo tal que tr,(1z) nao é divisor de zero em R. Outro exemplo serd dado no

resultado a seguir. Antes um lema auxiliar:

Lema 5.2.15 Denotet = > 1,05,. Entao valem,
heG
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1. t comuta com todos os elementos de R“.
2. Para todo g € G, temos 1,04t = tl, = 1,t. Assim, St = RL.

3. Para todo r € R, temos trt = tr, (r)t.

Prova. 1. Seja a € R*. Entao ta = Y 1y0ha = Y ay(aly-1)d, = > alpd, = at.

heG heG heG
2. Para g € G, temos 1,0,t = 1,0, > 140, = > 1,0,146, = D ag(1y-114)0gn =
heG heG heG

> 114064, = 14t. Portanto para a € Dy, temos ad,t = a(1,0,t) = a(1,t) = at € Rt,

heG

assim St C Rt. Como a reciproca é imediata, segue-se o resultado.

3. Para r € R, temos trt = Y 1,051t = > ap(rlp-1)1,0nt tem? S ap(rlp-1)1xt =
heG heG heG

try (1) t. [

Proposicao 5.2.16 Se G € um grupo finito e S = R *x, G € um anel semiprimo,

entao o tem traco parcial nao-degenerado sobre R.

Prova. Os itens indicados nesta demonstracao sao referentes ao Lema 5.2.15
acima.
1. Seja a € R%, tal que aR% = 0. Parat = ) 1,0,, o Item 1., nos dd at =ta € S.
Assim sendo, pelos Itens 2. e 3. podemos congletﬁr que atSat = atSta = atRta = atr,,
(R)ta = atr, (R)at C aR*at = 0. Desde que S é semiprimo segue-se que at = 0,
portanto a = 0.
2. Suponha que tr,(A) = 0 para A ideal a esquerda a-invariante de R. Entao pelo
item 3, tAt = tr, (A)t = 0. Consideremos I = At. Desde que, para todo g € G
¢ todo a € D, temos ad, At = aay(Al, 1)5,t = aAls,t C Alyt = 1,At C At,
segue-se que I é um ideal & esquerda de S. Como I? = AtAt = 0 em S semiprimo,

segue-se que At = 0, donde concluimos que A = 0. |

Teorema 5.2.17 Se R € um anel semisimples e |G]_1 € R, entao I" € sobrejetora.
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Prova. Pelo Teorema 4.1.9, R* é semisimples. Por sua vez, o Corolario 5.2.10,
garante que I' é nao-degenerada. Desde que pelo item 2 do Lema 5.2.11, I'(V @ W)

é um ideal essencial no anel semisimples R*, segue-se que I'(V ® W) = R*. |

5.2.2 A equivaléncia de Morita entre R“ e R *x, GG

A partir da Definicao de extensao galoisiana parcial (Definigao 1.5.35), aplicando

o Teorema 1.5.34 e o Teorema 1.5.36 podemos obter o seguinte resultado imediato:

Teorema 5.2.18 Seja R um anel semiprimo que € extensao galoisiana de R*. Entdo

R* ¢ Morita equivalente a S.

Prova. Pelo Corolario 2.2.5, T é semiprimo e pelo Teorema 1.5.36, T" é uma
G-extensao de Galois (global) de T¢. Portanto vale o Teorema 1.5.34, e assim, T q
T x5 G. Desde que pelo Teorema 1.3.4, T x5 G 4 S, e que pelo Corolario 4.1.5,
R* « T% segue-se que R® 8 S. |

Porém podemos melhorar esse resultado provando as seguintes equivaléncias:

Teorema 5.2.19 Seja G um grupo finito. As sequintes afirmagies sao equivalentes:
1. R € uma a-extensao galoisiana parcial de R
2. T' e I" sao sobrejetoras.

3. R* e S sao anéis Morita equivalentes.

Prova. Ja sabemos da Definicao de equivaléncia de Morita que 2. e 3. sao equiva-

lentes. Para ver que 1. é equivalente a 2. basta observar que:

1. R* =tr, (R) equivale a I' ser sobrejetora, e
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2. o fato de existirem z;,y; € R, i = 1,..,n tal que Y xoy(y;l,-1) =
i=1

lseg=1
g , equivale a I ser sobrejetora.

Oseg#1
Com efeito, se IV é sobrejetora entao existem x;,y; € R, ¢ = 1,...,n tal que

ZZmag(yZ 1)0, =1 = ZZxag(yz 1) dg —I:Zmag(yzl 1) =014, &

i=1geG geG i=

reciproca é imediata desde que 1 = > > x4 (yi14-1) 9y € I'(V®@ W) < S portanto,
i=1geG

'Vew)=S-. [

5.2.3 Um exemplo

Veremos alguns resultados que nos levam a estabelecer condigoes para que o anel
R seja uma a-extensao galoisiana de R*. Diremos que o S-mddulo a direita Vg é fiel
se o ideal anulador a direita ann Vs = {s € S: V-s = 0} = 0. Analogamente, diremos
que sW é fiel se o o ideal anulador a esquerda anngW = {s € S :s-W =0} = 0.

Para estes ideais anuladores temos o seguinte resultado:

Lema 5.2.20 Seja R um anel semiprimo. Entao
1. annVs = rangl" (W @ V).
2. ann W = langl” (W @ V).
Prova. Para s € S, temos pela Proposicao 5.2.4 que:
LIYWeV)s=I"(WeV-s).
2. s'WeV)=I'"'(s- WaV).

Desde que pelo Item 1. do Teorema 5.2.9, I é nao-degenerada, o resultado segue-se

imediato. u
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Corolario 5.2.21 Seja R um anel semiprimo.
1. Se Vg € fiel, entao I"(W ®@ V') é um ideal essencial a esquerda de S.
2. Se sW € fiel, entao I'"(W @ V') € um ideal essencial a direita em S.

3. Se além disso, R nao tem |G|-tor¢ao aditiva, entao valem as reciprocas nos itens

1. e 2.

Prova. 1. Se Vg é fiel, entao pelo item 1. do Lema 5.2.20, temos que
rangl” (W @ V) = 0. Consideremos um ideal a esquerda J de S tal que J N
MWeV) = 0, entao I'W@V)J C JNI"WeV) = 0. Assim sendo,
J Cransl’ (W ®V)=0.

2. A demonstracao é analoga a feita no item 1.

3. Desde que R é semiprimo sem |G|-tor¢ao aditiva, temos pelo Teorema 3.3.11, que
S é semiprimo. Assim, se ["(W ® V') é um ideal essencial a direita em S, segue-se que
ransl” (W @ V) = 0. Segue-se pelo item 1. do Lema 5.2.20, que Vs é fiel. A outra

reciproca é analoga. |

Exemplo 5.2.22 Seja R um anel semisimples com |G|™" € R ou tro(15)"" € R, tal
que Rg ou gR sao S-modulos fiéis. Entao R é uma a-extensao galoisiana parcial de
R%. Em particular, R* e S sao Morita equivalentes.

Com efeito, Em qualquer caso, os Teoremas de Maschke parcial (Teorema 3.2.1 ou
Corolério 3.2.3), garantem que S é um anel semisimples. Pelo Corolério 5.2.21 dado
acima, ["(V ® W) é um ideal essencial a esquerda ou a direita, conforme o caso, no
anel semisimples S. Portanto I'(V @ W) = S, ou seja, [ é sobrejetora. Se |G|~ € R,
entao, pelo Teorema 5.2.17, T’ é sobrejetora. Se for o caso de temos tr,(1z)~' € R,
entao pelo exemplo 3.2.7, a aplicacao tr, é sobrejetora e isso equivale a afirmar que

I é sobrejetora. Portanto, em qualquer dos casos temos que R é uma a-extensao
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galoisiana parcial de R* e consequentemente, pelo Teorema 5.2.19, temos que R* e S

sao anéis Morita equivalentes.
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