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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar generalizacoes de resultados conhecidos
na literatura, nos contextos de Agoes Parciais de Grupos e de Ag¢oes de Grupdides,
respectivamente. Dentre estes resultados, exploramos Teoria de Morita e Dualidade
para Anéis Graduados [6, Theorem 2.7]. As principais estruturas envolvidas aqui sao

duas versoes do produto smash definido em [17] dentro destes dois novos contextos.



Abstract

In this work we intend to show generalizations of known results in the literature
in the context of Partial Actions of Groups and Groupoids Actions, respectively.
Among this results, we explore Morita Theory and Duality for Graded Rings |6,
Theorem 2.7]. The main structures involved here are two versions of smash products

defined in [17] whithin these two new contexts.
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Introducao

A nogao de grupéide foi originalmente definida em 1926, por H. Brandt, em [4].
Normalmente um grupdide é definido como uma categoria pequena, na qual todo
morfismo é invertivel. Aqui, usaremos uma defini¢do axiomatica (ver [13]), a qual
é equivalente a esta, e onde podemos perceber mais claramente a generalizacao que
este conceito da a nocao de grupo. Para nds, um grupdide sera um conjunto nao
vazio, munido de uma operacao binaria definida parcialmente, na qual sempre que

elementos sao operaveis, entao sao validos os axiomas de grupo.

Por outro lado, a nogao de acao parcial de grupos nasceu nos anos noventa, nos
trabalhos de R. Exel em C*-élgebras, podendo ser encontrada em [9], [7], [1], entre
outros. Quando tratamos de agoes globais de um grupo G em um conjunto X,
consideramos um homomorfismo de grupos entre GG e o grupo das bijecoes de X,
que a cada elemento do grupo associa uma bijecao. No caso de agoes parciais, a
cada elemento do grupo G associamos, sob certas condigoes, uma bijecao entre sub-
conjuntos de X. Além disso, é facil obter exemplos de ac¢bes parciais por restri¢coes

de acgoes globais.

Os principais resultados deste trabalho sao baseados nos resultados de B. Torre-
cillas, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen, S. Dascalescu e Zhou Borong, apresentados

em [17], [16] e [6], e nos resultados de A. Paques e D. Bagio, apresentados em [3].



Para especificar um pouco mais sobre o que trataremos aqui, consideremos G um
grupo, A um anel G-graduado com unidade e X um G-conjunto finito. A partir
disto, podemos definir um novo produto smash (ver [17]), denotado A#X, como
sendo o A-médulo a esquerda livre com base {p, : * € X} e multiplicacao dada
por (agp.)(bnpy) = (agbn)py, se h -y = x, e (ap.)(brpy) = 0, caso contrério, para
quaisquer agps, bpp, € A#X. O que faremos aqui ¢ apresentar duas generalizacoes
desta definicao, uma considerando agoes de grupdides em um conjunto finito X,
e outra considerando agoes parciais de grupos em um conjunto finito X. Vamos
explorar propriedades e resultados para estes novos conceitos. Entre os resultados
mais importantes generalizados no texto, destacamos contrugoes de contextos de
Morita, equivaléncias de categorias e duas versoes para o Teorema de Dualidade

para Anéis Graduados (ver [6]).

No Capitulo 1, faremos uma sintese de defini¢oes e resultados ja conhecidos na
literatura, com a finalidade de obter pré-requisitos para uma boa leitura do texto.
Dividimos este capitulo em duas segoes. Na Secao 1.1, trataremos basicamente
de nogoes e resultados no contexto de grupos, abordando a construcao do produto
smash A# X, bem como algumas propriedades desta definicao, a nocao de agao par-
cial de grupos em conjuntos, existéncia da envolvente e a teoria de Galois para agoes
parciais. Na Secao 1.2, nos situaremos no contexto de grupdides. Apresentaremos
defini¢oes como acoes de grupdides em conjuntos, skew anel de grupdide, algebra
graduada por grupdide e a teoria de Galois para grupdides. A partir de todos estes
conceitos, tanto no caso de grupos, como no caso de grupdides, abordaremos exem-
plos, propriedades e resultados relevantes. Uma observacao importante a fazer, é
que a teoria de Galois explorada aqui, nos déd ferramentas de essencial importancia

para a prova dos teoremas de Dualidade desenvolvidos neste trabalho.

No Capitulo 2, consideraremos G' um grupdide, A = €@ A, um anel G-graduado
geG

com unidade e X um G-conjunto finito. Definiremos o produto smash para grupdides



A#X, onde A é o subanel de A dado por A = ( b Ag). Vamos apresentar
exemplos e propriedades desta nova definicao. ele\TC:; Seg(;EéCZ)e 2.2, construiremos uma
imersao deste novo produto smash em um certo skew anel de grupéide A x5 P,
onde P é uma uniao disjunta de grupdides. Por tltimo, na Secao 2.3, estabele-
ceremos uma equivaléncia entre a categoria dos A#X-médulos & esquerda, deno-
tada A#X — mod, e a categoria dos A-médulos graduados de tipo X, denotada
(G, X, A) — gr. Como uma aplicacao desta equivaléncia, contruiremos um contexto

de Morita, generalizando os resultados de C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e Zhou

Borong, apresentados em [16].

No Capitulo 3, apresentaremos um Teorema de Dualidade para Anéis Graduados
por Grupdides, o qual generaliza o Teorema de Dualidade para Anéis Graduados,
demonstrado por S. Dascalescu, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e B. Torrecillas,

em [6].

No Capitulo 4, consideraremos G um grupo, A = @ A, um anel G-graduado
com unidade, X um conjunto finito e o = ({Xg}ggg,g{i}geg), uma agao parcial
do grupo G no conjunto X. Sob estas condigoes, vamos definir o produto smash
parcial, denotado A#X. Na Secao 4.1 apresentaremos exemplos e propriedades
desta nova definicao. Na Secao 4.2, vamos exibir condigoes necessarias e suficientes

para que o produto smash parcial A#X seja Morita equivalente ao produto smash

global A# X, onde (X, @) é a envolvente da acdo parcial a (ver Teorema 1.3.5).

Por ultimo, no Capitulo 5, apresentaremos um Teorema de Dualidade para Anéis
Graduados, agora considerando agoes parciais de grupo e o produto smash parcial

A#X. Este resultado também nos déd uma generalizacao de [6, Theorem 2.7].



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo introduzimos conceitos e resultados ja conhecidos na literatura
que serao essenciais para uma boa leitura do texto. Alguns destes serao enunciados

sem suas demonstracoes, as quais podem ser encontradas nas referéncias citadas.

1.1 O Produto Smash A#X

Consideremos GG um grupo. Conhecemos na literatura a nogao de produto smash,
a qual vem sendo muito usada para obter resultados de dualidade e equivaléncias
de categorias. Em [17], C. Nastasescu, S. Raianu e F. Van Oystaeyen apresentaram
uma generalizacao desta definicao, na qual sao considerados anéis G-graduados e

GG-conjuntos finitos.

Lembremos que um anel A é dito G-graduado, se existe uma familia {4, : g € G}

de subgrupos do grupo aditivo de A, tal que A = @ A, e A;A, C Ay, quaisquer
geG

que sejam g, h € G. Além disso, dizemos que um conjunto X é um G-conjunto

a esquerda, se existir um homomorfismo de grupos entre o grupo G e o grupo das



bijecoes do conjunto X. Com base nisto, podemos entao definir o produto smash

de [17].

Definigao 1.1.1. [17] Sejam G um grupo, A = @ A, um anel G-graduado com
geG

unidade e X um G-conjunto a esquerda finito. Definimos o produto smash A#X,

como sendo o A-mddulo a esquerda livre com base {p, : * € X}, e multiplicagdo

dada por

agbppy, seh-y=uwx,
(agpz)(brpy) =
0, caso contrdrio,

para quaisquer que sejam g, h € G, a, € Ay, by, € Ap ez, y € X.

Na proxima proposicao listamos algumas propriedades decorrentes desta definicao.

Proposicao 1.1.2. [17, Proposition 2.11] Nas condi¢ées anteriores:
(i) A#X € um anel associativo, com unidade dada por 1apx = > 1aps;
zeX

(i71) B ={1ap, : x € X} € um conjunto de idempotentes ortogonais;

(1ii) A aplicagao n : A — A#X, dada por n(a) = > ap,, para todo a € A, €
zeX
um homomorfismo injetor de anéis;

(tv) Para quaisquer ag € Ay e x € X, (1apz)n(ay) = aghg—1.4-
Demonstragao:
(1) Sejam agp,, bapy € cip, € A#X. Temos que

asbpep,, sel-z=yehl-z=ux,
(agpa) ((bapy)(cap2)) =

0, caso contrario.
Por outro lado,

asbpep,, seh-y=xel-z=y,
((agps)(bupy)) (aps) =

0, caso contrario.



Podemos observar que se l-z =y e hl-z =z, entaox = hl-z=h-(l-z) = h-y.
Reciprocamente, se h-y=xel-z=y,entdox =h-y=nh-(l-z) = hl-z. Dessa
maneira, a multiplicacao em A#X ¢ associativa. Além disso, se agp, € A#X, entao

(agpy) (Z 1Apx) = (apy)(1aps) = > aglaps = agpy.

zeX zeX zeX
1G‘1':y

Por outro lado,

(Z lApx> (agpy) = Z(lApm agpy) Z Laagpy = agpy.

zeX zeX zeX
z=g-y

Assim, A#X ¢ um anel associativo, com unidade dada por 1axx = > 1ap,.
reX

(1) Sejam 14p, e 14p, € B. Entao,

]-Apyv se ]-G'y:xv
(1apz)(1apy) =
0, caso contrario

1Apy7 sey =2z,

0, caso contrario.

(7ii) A boa defini¢ao e injetividade da aplicagao n segue diretamente da defini¢ao

de A#X. Agora, se considerarmos agy, by, € A, entao

n(ag)n(br) = (Z agpw> (Z bhpy) = Z Z(agpx)<bhpy)

reX yeX rzeX yeX
= g E agbppy = g agbrpy = n(agby).
yeX IJCEth yeX

Observemos que na sequéncia de igualdades acima, para cada y € X, existe um

tnico x € X, tal que h -y = x. Além disso, claramente temos que 7(14) = Lazx.

(iv) Se a;, € Ay e x € X, entdo

(1pr)n( 1Apz (Z agpy> = Z 1pr agpy Z AgPy = AgPg—1.5-

yeX yeX yeX
gy=x



Sejam finG — set, a categoria dos G-conjuntos a esquerda finitos, e ¢ : X = Y
um morfismo nesta categoria, isto é, (g - x) = g - ¢(x), para quaisquer g € G e

x € X. Definimos a aplicagdo ¢* : A#Y — A#X, por p*(agp,) = Y. a4ps, para
zeX
p(z)=y

todo azp, € A#Y . Se nao existir z € X, tal que ¢(z) = y, entdo convencionamos
que ¢*(agp,) = 0. A préxima proposicao nos diz que ¢* : A#Y — A#X é um
homomorfismo de anéis, implicando que o funtor F': finG — set — Rings, tal que

F(X) = A#X e F(p) = ¢*, é um funtor contravariante.

Proposicao 1.1.3. [6, Proposition 2.1] Se p : X — Y € um morfismo na categoria

finG — set, entao ¢* : A#Y — A#X € um homomorfismo de anéis.

Demonstracao: Consideremos agp,,, bppy, € A#Y. Queremos mostrar que

©* ((agpy, ) (bnpy,)) = ©* (agpy, )¢* (bnpy,). Vamos dividir a prova em dois casos:
Caso 1: h-ys = y.

Neste caso, podemos observar que existe z; € X, tal que p(z1) = 31 se, e
somente se, existe zo € X, tal que p(22) = yo. De fato, se existe z; € X, tal que
©(z1) = y1, entdo p(z1) = y1 = h - Yo, ou seja, yo = W™t - (21) = @(h™ - 21).
Reciprocamente, se existe 2o € X, tal que p(z3) = ¥», entao ¢(2z3) = y2 = h™1 -y,
ou seja, y; = h-p(2z2) = p(h-22). Logo, podemos supor, sem perda de generalidade

que existe zo € X, tal que ¢(z3) = y2. Nestas hipdteses, temos que

so*(agpm)go*(bhpw):( 3 p)( 5 bhpw)

z€X weX
p(z)=y1 e (w)=yg
= Z Z (agpz)(bhpw)

zeX weX
p(z)=y1 e(w)=yg

= Z Z agbhpun

weX zeX
o(w)=y2 p(2)=y1
z=h-w

onde, para cada w € X, com p(w) = ys, existe unico z € X, tal que z = h - w.



Além disso, p(z) = p(h-w) =h-p(w) = h -y = 3. Logo,

©*(agpy, )" (brpy,) = Z agbnpw = @*(agbrpy,) = " ((agpy, ) (bnpy,))-
weX
p(w)=y2

Dessa maneira, se h - yo = y; e existe zo € X tal que p(z2) = yo, entao
0" ((agpy, ) (Onpy,)) = €™ (agpy, )" (bapy, )-

Suponhamos que nao existe z € X tal que p(z) = yo. Entao, pelos calculos
anteriores, temos que ©*((aypy, ) (bnpy,)) = 0 = ©*(agpy, )" (brpy, )-

Caso 2: h-ys # y1.

Temos que ¢*((aypy,)(brnpy,)) = 0. Suponhamos que ©*(agpy, )p* (brpy,) # O,
entdo, novamente pelos cdlculos anteriores, existe z € X, tal que p(z) =y, e 2 =
h-w, para algum w € X tal que p(w) = yo. Assim, y1 = ¢(z) = p(h-w) = h-p(w) =

h - y2, 0 que é um absurdo. Portanto, ¢*((agpy, ) (bupy,)) = 0 = ©*(agpy, )" (brpy, )

Dessa maneira, ¢* é multiplicativa. Claramente, ¢*(1axy) = Lagzx. [ |

Vamos encerrar esta se¢ao com mais um resultado envolvendo categorias. De-
notaremos por A#X — mod, a categoria dos A#X-moddulos a esquerda unitarios.

A outra categoria a ser considerada depende da préxima defini¢ao.

Definigao 1.1.4. [16] Sejam G um grupo, A = @ A, um anel G-graduado com
unidade e X um G-conjunto finito. Dizemos que 57671GA-m0/dulo a esquerda unitdario
M ¢é A-mddulo graduado de tipo X, se M = @ M,, tal que M, é subgrupo do
grupo aditivo de M, para cada x € X, e AQMZEE M., para quaisquer g € G e

zeX.

Consideremos agora a categoria dos A-mddulos graduados de tipo X, denotada
por (G,X,A) —gr. Se ¢ : M — N é um morfismo nesta categoria, entao ¢ é
A-linear e ¢(M,) C N,, para todo x € X. O préximo resultado estabelece um

isomorfismo entre as categorias A#X — mod e (G, X, A) — gr.



Teorema 1.1.5. [16, Theorem 2.1(2)] Nas condi¢des anteriores, existe um isomor-

fismo de categorias entre A#X —mod e (G, X, A) — gr.

Demonstracao: Consideremos M € A#X — mod. Pela Proposicao 1.1.2, temos
que M é um A-mdédulo a esquerda unitdrio via a - m = n(a)m, para quaisquer
a€ Aem € M. Agora, para cada x € X, definimos M, = (1ap,)M. Se m € M,

entdo m = lyuxm = ( > 1Apx)m = > (laps)m € >, M,. Além disso, se

zeX zeX rzeX

m € M, N (Z M, |, entdao m = (lap,)m’ = > (lap,)m¥. Novamente, pela
Y#T Yy#T
Proposigao 1.1.2 (i7), temos que

m = (Lap,)m = (1Apm)(z<1Apy)my) = (Laps)(Lap,)m? = 0.
y#z yFx
Assim, M = @ M,. Por dltimo, se a; € A e m € M,, para z € X, temos que

rzeX
m = (1ap,)m'. Logo,

ag - m = n(ag)((Lapa)m’) = (Z agpy) ((Lape)m') = (agp,)(Laps)m’

= (agpx)m' = (1Apg~x)((agpa:)m,) = (1Apg~w)m// € My.o.

Portanto, M é um A-mdédulo graduado de tipo X. Mais ainda, se ¢ : M — M’ é
um morfismo em A#X — mod, entdo p(a-m) = p(n(a)m) = n(a)p(m) = a- p(m),
quaisquer que sejam a € A em € M. Se m = (1ap,)m' € M,, entdo p(m) =

o((Lapy)m') = (Lapy)(m') € M.. Portanto, ¢ é um morfismo em (G, X, A) — gr.

Reciprocamente, consideremos N € (G, X, A) — gr. Definimos (ap,) - n = an,,
quaisquer que sejam ap, € A#X en € N. Temos que N é um A#X-mdédulo a

esquerda unitdrio via esta acao. De fato, sejam agp,, bpp, € A#X en € N. Assim,

agbh y) = T, se h - =z,
((agpz)(bhpy)) n = (agbnpy) Y

0, caso contrario

agbpny, seh-y=uz,

0, caso contrario.



Por outro lado, segue que (ayp,) - ((brpy) 1) = (agps) - (bnny) = ay(bpny),. Como
N € (G, X,A) — gr e byn, € Nj.y, temos
agbpny, seh-y =z,
(agpz) - ((bapy) - n) =
0, caso contrario.

Mais ainda, se n € N, entao ¢ facil ver que 144x - n = n. Portanto, N ¢ um
A#X-mdédulo & esquerda unitario. Por ultimo, considere ¢ : N — N’ um morfismo
em (G, X,A)—gr. Sen € N eap, € A#X, entao ¢((ap,)-n) = ¥(an,) = ap(n,) =
a((n))z = ap, - ¥(n). Logo, ¥ é um morfismo em A#X — mod. |

1.2 Grupdides e Propriedades

1.2.1 Grupdides

A nocao de grupdide é uma generalizacao da nocao de grupo, no sentido de que
um grupdide é um conjunto nao-vazio, onde nem todos os elementos sao operaveis,
mas quando sao, as condi¢oes usuais de grupo devem valer nesse contexto. Neste
caso, temos que todo grupo é um grupdide. Usualmente os grupdides sao apresen-
tados como sendo uma categoria pequena, na qual cada morfismo é invertivel. De

fato, essas duas definicoes sao equivalentes, mas € a primeira que nos interessa aqui.

Definigao 1.2.1. [13] Seja G um conjunto nao-vazio equipado com uma opera¢ao
bindria definida parcialmente, que serd denotada pela concatenacgao. Se g, h € G,
escrevemos Agh, sempre que o produto gh estiver definido. O conjunto G é chamado
um grupoide, se

(G1) para quaisquer g, h, | € G, Jg(hl) se, e somente se, I(gh)l, e neste caso
5G0 1gUaLs;

(G2) para quaisquer g, h, | € G, Ag(hl) se, e somente se, Agh e hl;

10



(G3) para cada g € G, existem (unicos) elementos r(g), d(g) € G tais que

Ir(g)g e 3gd(g), onde r(g)g = g = gd(g);

(G4) para cada g € G, eriste um elemento g~ € G, tal que r(g) = gg~' e

d(g) =g7'g.

Um elemento e € G é chamado uma identidade de G, se e = d(g) = r(g™!),
para algum g € GG. Neste caso, e é chamado identidade dominio de g e identidade

imagem de ¢g—!. Para o que segue, vamos considerar os conjuntos:
(1) Ge={geG:d(g) =e=r(g)},
(2) Se={g e G:d(g) =e},
B)Te ={geG:r(g) =e},
para cada e € Gy. E facil ver que G, é um grupo com unidade dada por e. Este

serd chamado de grupo principal associado a e. Além disso, denotaremos por G? o

conjunto dos pares (g, h) € G X G, tais que o elemento gh existe.

O lema a seguir listara algumas propriedades as quais decorrem da definicao de

grupéides.

Lema 1.2.2. Consideremos G um grupoide. FEntao, sdo vdlidas as sequintes pro-
priedades:

1 1

(1) Para todo g € G, o elemento g~* satisfazendo g~'g = d(g) e gg~' = r(g) ¢

unicamente determinado;
(2) Para todo g € G, d(g™") =r(g) er(g™") =d(g);
(3) Para todo g € G, (¢t =y;
(4) Para todo g, h € G, (g,h) € G* se, e somente se, d(g) = r(h);

(5) Para todo g, h € G, (h™',g71) € G?* se, e somente se, (g,h) € G* e, neste

caso, (gh)™" = h™lg™;
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(6) Para todo (g,h) € G?, d(gh) = d(h) e r(gh) =7(g);

(7) Para todo e € Gy, d(e) =r(e) =e ee™t =e¢;

(8) Para todo (g,h) € G%, gh € Gy se, e somente se, g =h™";

(9) Para todo g, h € G, existel € G tal que g = hl se, e somente se, r(g) = r(h);

(10) Para todo g, h € G, existe | € G tal que g = lh se, e somente se, d(g) =
d(h).

A seguir veremos alguns exemplos de grupoides.

Exemplo 1.2.3. Todo grupo G é um grupdide, onde todos seus elementos sao

operaveis e r(g) = d(g) = 1g, para todo g € G.

Exemplo 1.2.4. A uniao disjunta de grupos U G, é um grupéide, onde dois
AEA

elementos g, h € |J G, sdo operaveis se, e somente se, g e h pertencem ao mesmo

AEA
Gi.

Exemplo 1.2.5. A uniao disjunta de grupdides U G é um grupdide, onde dois
AEA

elementos g, h € |J G\ sdo operdveis se, e somente se, g e h pertencem a algum
AEA

(G e sao operaveis em G.

Exemplo 1.2.6. Seja I um conjunto nao-vazio. Considere em I x [ a operagao

binaria parcial:

3(4,7)(1, k) se, e somente se, j = [ e, neste caso, (i,7)(l, k) = (i, k).

Com esta operacao temos que I x I torna-se um grupdide, onde d(i,7) = (J,7),
r(i,j) = (i,1) e (i,7)"" = (j,4), para todo (i,5) € I x I. Neste exemplo podemos
observar que Gy = {(i,j) € I x I :i = j}.

Exemplo 1.2.7. Seja G um grupo agindo por bije¢oes em um conjunto X. Em

X x (G, definimos a seguinte operagao parcial:

I(z,g)(y, h) se, e somente se, h -y = x e, neste caso, (z,g)(y,h) = (y, gh).
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O conjunto X x G com essa multiplicacao parcial serd denotado P(X,G). Temos
que P(X7 G) ¢ um grupéidev onde d(iC,g) = (l'a ]-G)a T(l’,g) = (g:v, 1G’) e (xag)il =

(9-2,971).

Vamos agora apresentar mais defini¢oes e propriedades conhecidas envolvendo

grupoides.

Definicao 1.2.8. Sejam G um grupdide e H um subconjunto nao-vazio de G. Dize-

mos que H € um subgrupdide de G se satisfaz as sequintes condicoes:
(1) Para todo g, h € H, se gh, entdo gh € H;
(i1) Se g € H, entdo g~* € H, para todo g € G.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.9. Seja G um grupdide e considere Gy C G. Claramente, Gy é um

subgrupdide de G.

Exemplo 1.2.10. No Exemplo 1.2.7, considere H C G um subgrupo. E facil ver
que P(X, H) é um subgrupédide de P(X, Q).

Quando tratamos de grupdides, outra definicao que nos cabe mencionar é a de
subgrupéide normal. A partir da no¢ao de subgrupdide normal, bem como no caso

de grupos, vamos poder considerar o subgrupdide quociente.

Definigao 1.2.11. Consideremos G' um grupoide e H um subgrupdide de G. Para

todo g € G, definimos o subconjunto

g 'Hg={g "hg : r(h) =r(g) = d(h)}.

Dizemos que H é normal, se o subconjunto g *Hg # @ e g-*Hg C H, para todo

geQqG.
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Vejamos alguns exemplos de subgrupdides normais.
Exemplo 1.2.12. Seja G um grupéide. Entao GGy é um subgrupéide normal de G.

Exemplo 1.2.13. Pelo Exemplo 1.2.4, temos que a uniao disjunta de grupos U G
AEA
é um grupoide. Agora, para cada A € A, considere H, um subgrupo normal de G,.

Temos que U H) é um subgrupdide normal de U G.
AEA AEA

Exemplo 1.2.14. Seja P(X,G) como no Exemplo 1.2.7. Se considerarmos H um

subgrupo normal de G, temos que P(X, H) é um subgrupéide normal de P(X, G).

Nossa proxima definigao nos fornecera uma classe de exemplos de subgrupéides

normais.

Definicao 1.2.15. Dizemos que um grupdide G € abeliano, se satisfaz as sequintes

condicoes:
(i) Para cada g € G, r(g) = d(g);

(i7) Para cada g, h € G tal que d(g) = r(h), gh = hg.

Com isso, temos que todo o subgrupdide H de um grupéide abeliano G é normal,

pois g 'Hg = H, para todo g € G.

Queremos agora apresentar a construgao do grupdide quociente G/H, onde H
é um subgrupoide normal do grupdide G. Para isso, necessitaremos das préximas

definicoes e resultados.

Definicao 1.2.16. Seja G um grupoide e = uma relagao de equivaléncia em G.
Suponhamos que g denote a classe de equivaléncia de g € G. Dizemos que = é uma
congruéncia, se para quaisquer g, h, k, | € G, tais que Igh e 3kl, g=k e h =1,

entio gh = kl.

Definigao 1.2.17. Consideremos G um grupdide e H um subgrupdide de G. Dize-

mos que H é amplo de Hy = Gj.
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Observacao 1.2.18. Notemos que se H é um subgrupoide normal de G, entao H

é amplo.

De fato, pela definicao de subgrupéide normal, temos que g~ Hg # @, para todo
g € G. Dessa maneira, se g € GG, entdo existe h € H, tal que r(g) = r(h) = d(h).

Assim, r(g) € H, para todo g € G, o que implica Gy C H. Portanto, Gy = H,.

Lema 1.2.19. Sejam G um grupdide e H um subgrupdide amplo de G. Defina em
G a sequinte relagao =g : para todo g, k € G, g =y k se, e somente se, r(k) = r(g)
e kg € H. Entdo, =g ¢ uma relacdo de equivaléncia. Mais ainda, se H € um

subgrupoide normal, entao =g € uma congruéncia.
Demonstragao: Provemos primeiramente que =g ¢ uma relacao de equivaléncia:

(i) g =n g, para todo g € G, pois g7'g = d(g) € Gy = Hy C H;

(it) Sejam g, k € G, tais que g =g k, logo r(k) = r(g) e k~'g € H. Assim,
existe h € H tal que h = k~'g. Como H é um subgrupédide de G, temos que
h=t=(k'g) ' =gk € H,ouseja, k =y g;

(7i1) Sejam g, k, | € G, tais que g = ke k =g . Logo, r(k) = r(g), () = r(k),
k=g € H e 7'k € H. Notemos que d(I™') = r(l) = r(k) = r(g), logo existe ["1g.
Além disso, d(I"'k) = d(k) = r(k™') = r(k™'g), logo existe I7'kk~'g e, como H
é um subgrupdide de G e [7'k, k™'g € H, segue entao que ["'g = I71r(g)g =
I7r(k)g =1""kk™'g € H. Assim, g =5 [.

Portanto, =g define uma relacao de equivaléncia.

Suponhamos agora que H é um subgrupéide normal de G. Consideremos g, k, [
et € G, taisque gk, t, g =g le k =g t. Logo, r(l) =r(g), r(t) =r(k),"'g e H
e t 'k € H. Notemos que r(Iit) = r(l) = r(g) = r(gk), entdo existe (It)"'gk. Mais
ainda, [7'g € H e H é normal, o que implica (It) gk =t ' "'gk € t7/'Hk C H.

Portanto, gk =g [t e, sendo assim, =g é uma congruéncia. [ |
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Nas condigoes do lema anterior, temos que a classe de equivaléncia de um ele-
mento g € G é dada por gH = {gh: h € H er(h) =d(g)}. Além disso, notemos
que se H é normal, entao H é amplo. Logo, Gy = Hy C H, implicando assim que
gH # &, para todo g € G. A partir da contrugao feita até agora, podemos enfim

considerar o grupéide G/H, através do préximo lema.

Lema 1.2.20. Consideremos G um grupdide, H um subgrupdide normal de G e
=y a relagio de equivaléncia em G, dada no lema anterior. Entdo, G/H ¢é um

grupoide com multiplicacao definida por:
gHkH = gkH, se d(g) =r(k).
Chamamos G /H de grupdide quociente.

Demonstracao: Como H é um subgrupdide normal, entao =y é uma congruéncia.
Logo, a operagao em GG/ H estd bem definida. As demais propriedades da defini¢ao
de grupdide sao de facil verificagdo. Notemos que r(gH) = r(g9)H, d(gH) = d(g9)H
e (gH)™' = g7'H, para todo g € G. [ |

1.2.2 (G-conjuntos

Apresentaremos agora a definicao de G-conjunto para um grupéide G, a qual é
de suma importancia neste texto. No Capitulo 2, daremos uma definicao de produto

smash que depende fortemente da nocao de G-conjunto.

Definigao 1.2.21. [20, Defini¢ao 2.2.1] Sejam G um grupoide e X um conjunto.
Uma agio de G em X € uma colecao de subconjuntos X, C X (g € G) e bijegoes

ag: Xg1 — Xy, tais que Xy = X, (y), € sao satisfeitas as sequintes propriedades:
(1) e : Xe = Xe € a aplicagao identidade em X, para todo e € Go;

(i1) ag(an(x)) = agn(x), para quaisquer g, h € G tal que d(g) = r(h) e para
todo v € Xp-1 = Xgpy-1.
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Neste caso, dizemos que X € um G-conjunto.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.22. Sejam G um grupdide e H C GG um subgrupéide. Se escrevermos
X = G, entao definimos X, = T, = {g € G :7(g9) = r(h)} e oy : Xp-1 = X,
por ay(l) = hl, para quaisquer [ € X1 e h € H. Note que «y, estd bem definida,
pois se | € Xj-1 = T, -1y, entdo d(h) = r(h™') = r(l) e r(hl) = r(h). As demais
propriedades sao facilmente verificadas. Logo, X = G é um H-conjunto via a =

({Xn}rer, {an}nen). Em particular, todo grupdide G' é um G-conjunto.

Exemplo 1.2.23. Sejam novamente G um grupdide e H um subgrupdide normal
de G. Consideremos também a relagao de equivaléncia =g, dada no Lema 1.2.19.
Entao, como um caso particular do exemplo anterior, temos que se X = G/H, entao
X é um G/H-conjunto via o = ({Xim hiwec/u, {cun hinea/n), tal que Xig = Trqm)

e ayy © Xqmy— — Xy € definida por oy (kH) = IHkH, onde kH € Xqp)-1.

Exemplo 1.2.24. [20, Exemplo 2.2.3] Sejam G um grupdide e H um subgrupéide
normal de G. Consideremos também a relacao de equivaléncia =y, dada no Lema
1.2.19. Entao o conjunto das classes de equivaléncia G/H = {gH : g € G} é um
G-conjunto. Para X = G/H, definimos X, = {I{H € G/H : 1 € T, }, para todo
g€ G, eay: X1 = Xy, por ag(lH) = glH, para [H € X,~1. Note que a, estd
bem definida, j& que r(I) = r(g7 ') = d(g) e r(gl) = r(g). As demais propriedades
sao facilmente verificadas.

Exemplo 1.2.25. Consideremos G um grupéide e H C G um subgrupdide. Sendo
assim, X = G é um H-conjunto via o = ({ X }nen, {an}ren), onde Xj, = Syn) =
{9 G:d(g)=r(h)}ea: X-1 = X}, é dada por a;(l) = lh™!, para quaisquer
le Xj-reheH.

Se X e Y sao G-conjuntos, é natural introduzir a definicao de homomorfismo de

G-conjuntos e é o que faremos agora.
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Definigao 1.2.26. [20, Definigao 2.2.7] Consideremos X eY dois G-conjuntos via

a = ({X;}gea, {agteec) e B = ({Yy}eea, {8y }gec), respectivamente. Dizemos que

v : X =Y € um homomorfismo de G-conjuntos, se satisfaz:
(1) o(Xy) C Yy, para todo g € G;

(i1) plag(x)) = By(e(z)), para todo x € X 1.

1.2.3 Algebras Graduadas por Grupoéides

Outro conceito de muita importancia para a construcao do produto smash, feita

no Capitulo 2, é a de uma K-algebra G-graduada A, onde G é um grupdide.

Definigao 1.2.27. [15] Sejam K um anel comutativo, A uma K -dlgebra com unidade
e G- um grupdide. Dizemos que A € G-graduada, se existe um conjunto {Ay}gec de

K-submodulos de A, tais que

A=A,

geG

e para quaisquer g, h € G, temos

C A, sed(g)=r(h),
s, | €A s dlo) = o)
0, caso contrario.

Se AjAp = Agp, para todo g, h € G, tal que d(g) = r(h), entao dizemos que A

é fortemente G-graduada.

Exemplo 1.2.28. Seja G um grupdide finito. Se K é um anel comutativo, entao
podemos definir a édlgebra de grupdide, KG = @ Ku,, como sendo o K-médulo

geG
livre com base {u, : g € G} e multiplicacao definida por

Ugp, se d(g) =r(h)

0, caso contrario,

UgUp =

para g, h € G. A unidade em KG é dada por 1xg = > ue. E facil ver que KG é
e€Go

uma algebra G-graduada.
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Vejamos uma propriedade sobre K-algebras G-graduadas.

Proposicao 1.2.29. [14, Proposition 2.2] Se G' é um grupdide, tal que Gy € finito,
e A é uma K-dlgebra com unidade G-graduada, entao A, € um subanel de A, para

cada e € Gy, ela € P A..

ecGo

Demonstracao: Pela definicao de K-algebra G-graduada, temos que A.A. C A,

de onde segue que A, é um subanel de A. Consideremos 14 = > a4 e by, € A,.

geqG
Entdo, b, = 1aby, = ) agby. Para g ¢ S,), temos que azb, = 0. Sendo assim,
geG
b, € >, Ay, Entretanto, b, € Ay, e A = @ A, logo a,b, = 0, para todo
9ESr(n) geG

g € Sr(n), tal que agby, ¢ Ay, ou seja, agb, = 0, para todo g € Sy, tal que gh # h.

Assim, azb, = 0, para todo g € S, tal que g # r(h). Logo, para que se tenha

agby # 0, devemos ter g = r(h). Consideremos b = ) b, € A arbitrario. Entao,
hed

se g ¢ G, segue que a,by, = 0, para todo h € G, pois ndo existird h € G, tal que
g =r(h). Logo, azb =0, se g ¢ Gy, para todo b € A. Portanto, 1, € @ A.. N

e€Go
Observagao 1.2.30. Se A é uma K-dlgebra G-graduada, entao A. tem unidade
para cada e € Gy.

De fato, pela proposicao anterior, temos que 14, € @@ A., logo podemos escrever

e€Go
14 = > 1l.. Disto segue que, para cada f € Gy, af = arly = af< > 1e> =
e€Go e€Go
> arle. = asly. Analogamente, mostramos que ay = 1ray.

eeGo

1.2.4 Teorias de Morita e GGalois

Queremos introduzir conceitos e resultados sobre as Teoria de Morita e Ga-
lois para Grupodides. Esta secao nos fornecera fortes ferramentas para a prova do

Teorema de Dualidade no Capitulo 3.

Definigao 1.2.31. [2] Sejam G um grupdide, K um anel comutativo e R uma K-

dlgebra unitdria. Uma a¢do de G sobre R é um par = ({E;}gea, {By}gec), onde
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para cada g € G, By = Eyy) € um ideal de R e 3, : Eg-1 — E, € um isomorfismo

de K-dlgebras satisfazendo as sequintes condicoes:
(1) Be : Ee — E. € a aplicagao identidade em E., para todo e € Gy;

(17) By(Br(x)) = Byn(x), para quaisquer g, h € G tais que d(g) = r(h) e para
todo x € Ep-1 = Egp)-1.

Exemplo 1.2.32. [2] Consideremos o grupdide G = {g,¢97',7(g9),d(9)} e a K-
algebra R dada por R = Ke; & Kes b Kes & Key, tal que e, e, e3 € e4 sao

idempotentes dois a dois ortogonais, cuja a soma ¢ 1g. Definimos £, = E,
Kesz @ Key, ngl = Ed(g) = Ke; ® Key, 5r(g) = IET(g), 5d(g) = IEd<g)a 59(9561 +y€2) =
xes + yeyq € fy-1(xes + yey) = xey + yeq, para quaisquer x, y € K. Assim definida,

é facil ver que 8 = ({Ep}nea, {Ortrec) é uma acdo de G em R.

Para os proximos resultados, vamos considerar § = ({E,}seq, {8y}sec) uma
acao de um grupdide G, tal que Gy é finito, sobre uma K-algebra com unidade R,

onde E. é unitdario com unidade 1., para todo e € Gg. Suponhamos também que

R= @ E..

e€Go

Definicao 1.2.33. [3] Seja f = ({E,}sec, {By}sec) uma acdo de um grupdide G
sobre uma K-dlgebra com unidade R, tal que E. € unitdrio com unidade 1., para
todo e € Go. A subdlgebra dos elementos invariantes sobre a a¢ao de 5 é definida

por R® ={z € R: B,(x1,-1) = z1,, Vg € G}.

Definimos também a aplicacdo traco, trg : R — R, por trg(r) = > By(rl,-1),
geG
para todo r € R. Esta aplicagao, bem como a préxima proposicao, é de fundamental

importancia para as teorias de Morita e Galois desenvolvidas aqui.

Proposicao 1.2.34. [3, Lemma 4.2] A aplicagio trz : R — R € um homomorfismo
de (R®, R®)-bimddulos. Além disso,

(4) tra(R) C RP;
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(it) trg(By(r)) = trg(r), para quaisquer r € E,1 e g € G.

Demonstragao: Um cdlculo simples mostra que ¢z é um homomorfismo de (R?, RP)-

bimddulos.

(1) Sejam r € R e h € G. Assim,

Bu(tra(r)1yms) = ﬁh(zﬁgmglnhl).

geG

Notemos que fy(rly-1)1l,-1 € EyN Ep-1 = Eng) N Eqy. Logo, se r(g) # d(h),

entdo By(rly-1)1,-1 = 0. Assim,

5h(t7”6(7“)1h1)=5h( > Bg(rlgl)lhl): D BulBy(rlg-1)1y-1)

geG geG
r(g)=d(h) r(g)=d(h)
= E ﬁhg(rl(hg)fl)lh.
geG
r(g)=d(h)

Podemos observar que | = hg se, e somente se, 7(l) = r(h). Logo,

Bultrs(r)ly-1) = > BilrLi-)ly =Y Bi(rly-1)1, = tr(r)1p.

leq leG
r(l)=r(h)

(it) Sejam r € Ey-1 e g € G. Como fBy(rly-1)1,-1 € EyN Ejp-1, segue que

tra(By(r) =Y Bu(By()ln-1) = D Bug(rling-1)1n

heG heG
d(h)=r(g)
= > By = Y Bilrl-n) = tra(r),
leG leG@
d(l)=d(g) d(l)=d(g)
pOiS Elg—l = Er(lg—l) = Er(l) = El. [ |

A partir da definicao de acao de grupoide sobre um anel, podemos definir o que

vem a ser o skew anel de grupdide associado a esta agao.

Definigao 1.2.35. [2] Seja 8 = ({Ey}gea, {8y }gec) uma agdo do grupdide G sobre

uma K-dlgebra R. O skew anel de grupdide, R g G, correspondente a acao (3, é
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definido como a soma direta

R+sG =P Ege,

geG

no qual E’gs sao simbolos, com a adicdo usual e a multiplicacao definida por

agBqy(br)egn, se d(g) =r(h)

0, caso contrdrio,

(agey)(bren) =
para quaisquer g, h € G, a, € By e by, € Ej,.

Por [2, Remark 3.2], temos que R*3 G é uma K-algebra associativa. Além disso,
nas condigoes dessa secao, por [2, Proposition 3.3], se G ¢ finito, entdo R x5 G é

unitdrio, com unidade dada por lg.,c = > 1lege, onde 1. denota o elemento
e€Go
identidade de E,, para todo e € Gj.

Claramente, R é um R°-médulo & esquerda e a direita via multiplicacdo. Com
isso, temos a préxima proposicao.
Proposicao 1.2.36. Nas condicoes dessa secao,

(i) R € um Rxg G-modulo a direita unitdrio, via r - azeq = Py-1(ray), quaisquer

que sejamr € R e aze, € R*g G. Além disso, R € um (RP, R x5 G)-bimddulo;

(it) R € um R g G-mddulo a esquerda unitdrio, via agey - 1 = agfy(rly-1),
quaisquer que sejam r € R e a;e, € Rx5 G. Além disso, R é um (R x5 G, RP)-

bimaodulo.

Demonstracao: (i) Consideremos r € R e aye,, bpep € R *3 G. Logo,
(- agey) - buen = (Bg-1(ragy)) - buen = Bp-1(By-1(rag)by).

Notemos que B,-1(rag)b, € Eyg1 N Ey = Eyg) N Epyy. Assim, Sg-1(rag)b, # 0
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se, e somente se, d(g) = r(h). Logo,

Br-1(Bg-1(rag)bs), se d(g) = r(h)
(7" : %59) “bpep, =
0, caso contrario

Bn=1(Bg=1(rag) By-1(By(bn))), se d(g) = r(h)

0, caso contrario

{ Bui By (ragBy(bn))), se d(g) = r(h)

0, caso contrario

B(gh)*l(ragﬁg(bh)% se d(Q) - T(h)

0, caso contrario

7+ (agBy(bn)egn), se d(g) =r(h)

0, caso contrario

=7T: ((ageg)(bheh)).

Temos que 1g.,¢ = Y leg.. Sendo assim, para todo r € R, segue que

e€Go
7 lRega =1 Z lege = Z Be(rle) = Z rle :r( Z 16) =,
ecGo e€Go ecGo ecGo

onde a tltima igualdade segue do fato que R = @ E..
eeGo

Por tltimo, consideremos 7 € R, s € R’ e a,e, € R 5 G. Logo,

S(r - agey) = sPg-1(rag) = slag)By-1(rag) = Bg-1(sly(g))Be-1(ray)

= By-1(slygrag) = By-1(srag) = (sr) - agey.

Portanto, R é um (R?, R x5 G)-bimédulo.

(73) Segue por calculos andlogos ao item anterior. [ |

Consideremos agora a aplicagao ¢ : R x R — RP, definida por ¢(r, s) = trs(rs),

quaisquer que sejam r, s € R. Pela Proposicao 1.2.34, temos que ¢ estd bem

23



definida. Além disso, ¢ é RxgG-balanceada. De fato, sejam r, s € Re azey € R¥3G.

Logo,

o(r - (ageq), s) = p(By-1(rag), s) = tra(By-1(rag)s Zﬁh (ra)slp-1).

heG

Novamente, notemos que fy-1(ra)sl,-1 € Eg1 N Ep-1 = Eqg) N Eqpy. Assim,

p(r - (ageq), s) = Z Br(Bg-1(rag)slp—) = Z Br(Bg-1(rag) By-1(By(slg-1))1p-1)

heG heG
d(h)=d(g) d(h)=d(g)
= Z Br(Byg-1(ragBy(s1y4-1))1p-1 Z Brg-1(ragBy(sly-1)1gp-1)
heG heG
d(m)=d(g) d(h)=d(g)
= Z Brg=1(r(ageg - s)lgp—1) = Z Bu(r(ageg - 5)11-1)
heG leG
d(h)=d(g) d()=r(s)

= tra(r(agey - s)) = (1, (agey) - 5).

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, estda bem definida
a aplicacao 7 : R ®@p.,q R — RP, dada por 7(r ® s) = trg(rs), quaisquer que sejam

r, s € R.

Podemos também definir 1) : R x R — R G, por (r,s) = > 17B4(s1,-1)ey,
quaisquer que sejam r, s € R. Um calculo simples mostra que v égef?ﬁ—balanceada.
Assim, novamente pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, estd bem
definida a aplicagdo 7 : R ®@ps R — R*3 G, dada por 7/(r ® s) = Y rfB,(s14-1)ey,
quaisquer que sejam r, s € R. e

Por [12], lembremos que um contexto de Morita é uma sextupla [B, V, W, C, p, /'],
onde B e C sao anéis, V é um (C, B)-bimédulo, W é um (B, C)-bimédulo e p e p

sao aplicagoes satisfazendo:
(1) p: W ®cV — B é um homomorfismo de B-bimédulos;

(17) p/ -V ®@p W — C é um homomorfismo de C-bimddulos;
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(4i1) quaisquer que sejam v,v € V e w,w € W temos p' (v, w)v" = vp(w,v’) e

wp! (v, w') = p(w, v)w

Além disso, dizemos que o contexto de Morita [B,V,W,C,p,p'] é estrito, se
as aplicacoes p e p’ deste contexto forem sobrejetivas, implicando assim que as

categorias dos B-modulos e C-médulos a esquerda sao equivalentes.

A partir disto, temos condi¢oes de enunciar o préximo resultado.

Teorema 1.2.37. [3, Proposition 4.4] Nas condi¢oes anteriores, [Rx3G, R, R, R, 7', 7]
¢ um contexto de Morita. Além disso, T € sobrejetiva se, e somente se, evister € R

tal que trg(r) = 1g.
Demonstracao: Resta apenas mostrar as condicoes de associatividade. Se r, s,
s’ € R, entao

P o) = (1,0, ) = 35,51, 0)

geG geG

- Z By-1(rsly)s’ = 1(r®@s)s’.

geG

Mais ainda,

T(r®s) s = (Zrﬁg@lgl)gg) -8 = Zrﬁg('ﬂg*l)ﬁg(sllg*l)

geG geG

= ZTﬁg(SSllgfl) =rtrg(ss’) =rr(s®s').

geG

A segunda afirmacao é de facil verificacao. [

Por [10, Lema 1.3.4], a aplicagdo ¢ : R — R *g G, dada por ¢(r) = > rl.e,,
e€eGo
para todo r € R, é um homomorfismo injetor de anéis (a injetividade de ¢ se da

pelo fato de que estamos supondo R = @ E.). Assim, se M é um R x3 G-mé6dulo
e€Go
a esquerda, entdao M é um R-mdédulo & esquerda via r-m = @(r)m, para quaisquer

re€ Rem € M. Logo, podemos definir o conjunto dos elementos invariantes de M
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sobre G' como
M ={me M : (1,g,)m = 1,m,¥g € G}.
Definimos agora a aplicacao j : R x5 G — End(R)gs, por j(> ase.)(r) =

geG
> agBy(rly,-1), para quaisquer ) ase, € R+3 G er € R. Em [3], A. Paques e D.
geG geG
Bagio provaram que j é um homomorfismo de R-mddulos a esquerda e também um

homomorfismo de K-algebras unitarias. Logo, R é um R *3 G-moédulo a esquerda

via ( > agsg> s = j( > agag) (s), para quaisquer ) a,e, € R*3 G e s € R.
geG geqG geq@
Em particular, R¢ = RP.

A seguir definiremos um dos principais objetos de estudo nesta secao e veremos

como este se relaciona com o contexto de Morita construido anteriormente.

Definigao 1.2.38. [3] Sejam G um grupdide finito, R uma K-dlgebra unitdria
e B = ({Eytgec, {By}tsec) uma ag¢ao de G sobre R. Dizemos que R € uma ex-
tensao de Galois de RP, se existem elementos {z;,y; € R : 1 < i < m} tais que
f: 2 Bg(yilg-1) = €g.ele, para quaisquer g € G e e € Gy. O conjunto {x;,y; }1<i<m
zé:10hamad0 sistema de coordenadas de Galois de R sobre RP.

O proximo teorema é o mais importante desta secao. Por ser muito longa,
omitiremos sua prova. Uma demonstragao completa deste pode ser encontrada em
[3, Theorem 5.3], para o caso de acoes parciais de grupé6ides. A partir deste teorema,
iremos estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para que o contexto de Morita
[R5 G, R, R, R, 7', 7] seja estrito. Além disso, este é uma forte ferramenta para

demonstrar o Teorema de Dualidade no Capitulo 3, por isso sua importancia.

Teorema 1.2.39. [3, Theorem 5.3] Consideremos G um grupdide finito, R uma
K -dlgebra unitdria e 5 = ({E,}gec, {By}sec) uma acdo de G sobre R tal que, para
todo e € Gy, E. é unitdrio com unidade 1.. Suponha também que R = @ E.. As

e€Go
sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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(1) R é uma extensio de Galois de R®;

(2) R é um RP-mddulo a direita projetivo finitamente gerado e a aplicagdo j :

Rx3G — End(R)gs, definida por j(Y_ agey)(r) = > agBy(rly—1), para todor € R,
geG geG
¢ um isomorfismo de K-dlgebras e de R-maodulos a esquerda;

(3) Para todo R x5 G-mddulo a esquerda M, a aplicagio jn: R ®@ps MY — M,
dada por u(r @ m) = rm, é um isomorfismo de R-mddulos a esquerda;

(4) A aplicagio p: R®ps R — ]_[Gb?g, dada por p(r @ s) = (1B4(s14-1))gec, €
g€

um 1somorfismo de R-modulos a esquerda;
(5) RtR=Rx*5 G, ondet =Y 1,e,;
geG
(6) A aplicagao 7' é sobrejetiva;

(7) R € um gerador para a categoria dos R g G-mddulos a esquerda.

Além disso, sob a hipdtese de que qualquer uma das afirmagoes anteriores vale,

entao as sequintes afirmacoes adicionais sao equivalentes:
(8) trg(R) = R”;
(9) R é um gerador na categoria dos R°-mddulos a direita;

10) O contexto de Morita [R5 G, R, R, R?, 7', 1] € estrito.
( 8

1.3 Conceitos e Resultados envolvendo Grupos

1.3.1 Acoes Parciais de Grupos

Abordaremos aqui algumas defini¢oes e resultados referentes a nocgao de acao

parcial de grupos. Comecemos com a prépria definicao de agao parcial.

Definigao 1.3.1. [9, Definition 1.2] Sejam G um grupo, com elemento identidade

e, e X um conjunto. Uma ag¢ao parcial de G em X € uma colegao de subconjuntos
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X, C X, g€, ebijecoes ag : Xg1 — X, tais que:
(1) Xe = X e ae € a aplicagao identidade em X ;
(i1) ag(Xg-1 N Xp) € XN Xgps
(ii1) ag(an(x)) = agn(x), para todo v € Xp-1 N Xgp)-1.

Exemplo 1.3.2. Sejam G = {e, g, h, gh : g*> = h* = (gh)* = e}, o grupo de Klein, e
R um anel qualquer. Consideremos X = R x R x R. Temos que G age parcialmente
em X, via a acdo o = ({X;}ieq, {au}ieq), onde X, = X, X; = X1 = R x 0 x R,
Xp=Xp-1=RXxRx0, Xgp = Xgny-1 =0X RXR, a. = ldx, ag : Xy = X,
é tal que oy ((r,0,5)) = (5,0,7), ap, : Xp = Xj, € tal que oy, ((7,5,0)) = (s,7,0), e

agp + Xgn — Xgn, € tal que ag,((0,7,5)) = (0,s,7), para quaisquer 7 e s € R.

Exemplo 1.3.3. Sejam G = {e, g,¢% ¢° : g* = e}, o grupo ciclico de ordem 4, e R
um anel qualquer. Consideremos X = R X R x R. Temos que GG age parcialmente
em X, via @ = ({X; hea, {arhiee), onde X = X, Xy = RxRx0, X2 = Rx0XR,
Xpp =0x RxR, o = Idx, oy 1 Xz = Xy € tal que oy((0,7,5)) = (r,5,0),
agp  Xpe — Xpe é tal que ape((r,0,8)) = (5,0,7), e g X, = Xgs, ¢ tal que

ag((r,s,0)) = (0,7, s), para quaisquer r e s € R.

A pergunta natural que nos cabe fazer é: dada uma acao global de um grupo
G em um conjunto X, entao podemos restringir esta acao de modo que se torne
uma agao parcial? O proximo exemplo nos fornecerd uma resposta afirmativa a

esta pergunta.

Exemplo 1.3.4. [1, Example 1.1] Sejam G um grupo e X um G-conjunto a es-
querda. Consideremos Y C X, um subconjunto de X distinto do vazio. Definimos,
paratodo g € G, Y, =Y N(g-Y) CY eaqy:Y,~1 = Y, por ay(z) = gz, para
todo x € Y,-1. Sendo assim, o par o = ({Y, }4ec, {ay}g4ec) define uma acdo parcial

de GemY.
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Dessa maneira, dada uma agao global sempre podemos restringi-la a uma agao
parcial. Podemos nos perguntar se a reciproca é verdadeira, ou seja, dada uma
acao parcial «, serd que existe uma acao global tal que ao restringi-la, como no
exemplo anterior, obtemos novamente a agao parcial a? A resposta é positiva e sua

justificativa segue do préximo teorema.

Teorema 1.3.5. [1, Theorem 1.1] Consideremos a = ({X;}geq, {ay}gec) uma agao
parcial do grupo G no conjunto X. Entao, existe um par (i,a), onde & € uma agdo
global de G em um conjunto Y ei: X — Y ¢é uma aplicacdo satisfazendo:

(1) 1: X — i(X) € uma bijecdo;

(i) Y = U ay(i(X));

geG

(i) 1(X,) = i(X) N ag(i(X));

(iv) i(ay(z)) = ay(i(x)), para todo v € X -1.

Além disso, se existir outro par (¢, () satisfazendo as hipdteses do teorema,
entdo existe um unico morfismo ) 1Y — Z, onde Z é um conjunto sobre o qual
B age globalmente e 1) oi = 1. Mais ainda, o par (i,&) € tnico a menos de
equivaléncia.

Neste caso dizemos que & € uma ac¢ao envolvente de c.

Demonstragao: Nosso primeiro passo ¢ encontrar o conjunto Y e a acao global &
de G em Y. Consideremos a aplicacao v : G x (G x X) — G x X, definida por
(g, (h,z)) = (gh, z), para quaisquer g, h € G e z € X. Claramente, v define uma
acao global de G em G x X. Agora, vamos considerar em GG X X a seguinte relacao

de equivaléncia:
(g,2) ~ (h,y) se, e somente se, v € X,-1; € ap-14(x) =y,

para quaisquer (g,z), (h,y) € G x X.
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Vamos definir Y = (G x X)/ ~e a: G xY — Y, aplicacao induzida por ~,

definida por a(g, (h,z)) = (gh, ), para quaisquer g, h € G e x € X. E facil ver

que @ estd bem definida, pois se (g, (h,x)) e (¢, (k,y)) € G X Y, entdo g = ¢ e

(h,) ~ (k,y), o que implica (gh, ) ~ (gk,y), mostrando que (gh,7) = (gk, y).

Agora, definimos a aplicagao i : X — Y, por i(z) = (e, x), para todo = € X. Se

x,y € X sao tais que (e,x) = (e,y), entdo v € X, = X e v = a.(x) =y, ou seja, i

é injetiva, o que prova (7).

Considere (g,z) € Y, entdo (g,2) = ay((e,x)) = a,(i(z)), ou seja, ¥ =

U a,(i(X)). Para mostrar (iii), seja * € X,. Logo, + = o4(y), para algum
geG

y € X 1. Claramente, (e, oy(y)) ~ (9,y), entao (e, ay(y)) = (g9,y). Assim,

i(x) = (e,7) = (e, ay(y)) = (9,9) = ay((e,y)) = ay(i(y)),

o que implica i(X,) C i(X)Na,(i(X)). A inclusao contréria se faz de modo andlogo.

Agora, se x € X -1, entdo i(oy(2)) = (e, 0q(x)) = (9, 7) = ay((e, z)) = ay(i(x)),

provando entao (iv).

Finalmente, suponhamos que existe um par (¢, ), onde 5 : G x Z — Z é uma
acao global de G em um conjunto Z e ¢ : X — Z, satisfazendo as hipoteses do
teorema. Definimos ¢’ : GxX — Z, dada por @D’((g, x)) = B,(¢(x)), para quaisquer
geGexe X. E facil ver que w’(%((g,x))) = Bh(@b’((g,x))), para todo h € G.
Suponhamos agora que (g,x) ~ (h,y) em G x X, entdo x € X,-1;, € ap-14() = .
Logo, ﬁirl(lbl((gux))) = Br-1(By(¥(2))) = Br-1g(¥(2)) = Y(an-14(x)) = ¥(y), ou
seja, @/}’((g,x)) = Gh(W(y)) = w’((h,y)). Dessa maneira, a aplicacao ¢ : Y — Z,
dada por &(W) =1'(g,x) = By(¢(x)), para quaisquer g € G, z € X, esta bem
definida. Claramente, 1/_1(6@((]1, x))) =0, (1; (W)), quaisquer que sejam g, h € G

e x € X. Além disso, para todo z € X, temos ¥(i(z)) = @E(m) =Y'(e,x) =
Be(v(x)) = ¥ (), ou seja, ¥ o i = 1.
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Resta mostrarmos que ¥ é uma bijecio. Por (ii), se z € Z = |J B,(¢(X)),
geG

entdo existe um g € G tal que z = B,(¢(x)), para algum x € X. Logo, @E((g,x)) =

B,(¥(z)) = z, o que mostra a sobrejetividade de 1. Agora, consideremos (g, z),
() € Y tais que 6((g.2)) = &((h@), isto & B,(6(x)) = A(¥(). Logo,
U(x) = By (Br((2'))) = Bg-1n((2')) € ¥(X) N By-1(¥(X)) = ¥(Xg-11), Isto &,

x € Xy-1p, pois ¥ € injetiva. Assim,

Y(a) = B (Be(¥(x)) = Br1g(h(2)) = h(an-14(x)),

onde a tultima igualdade segue da propriedade (iv). Como 9 é injetiva, temos que

x € Xy e &' = ap-14(x), ou seja, (g,x) ~ (h,2'), o que implica (g,x) = (h,2’),

mostrando a injetividade de ).

Portanto, se (i, 3) é outro par satisfazendo as hipéteses do teorema, entao
existe um tnico morfismo ¢ : Y — Z, onde Z é um conjunto sobre o qual 3 age

globalmente, e ¢ 0 i = 1, ou seja, o par (i, @) é Gnico a menos de equivaléncia. W

Definigao 1.3.6. [1] Sejam G um grupo, X e Y dois conjuntos finitos tais que G

age parcialmente em ambos, via @ = ({ X, }gea, {ogtsec) € B = {Yy}ea, {5y} gec),
respectivamente. Dizemos que ¢ : X — Y é um homomorfismo de agoes parciais,

se:
(i) o(Xy) CY,, para todo g € G;

(1) Bg(p(x)) = (ay(z)), para todo x € X 1.

1.3.2 Teorias de Morita e Galois

Nesta secao vamos tratar de alguns resultados sobre Teoria de Morita e Teoria

de Galois, envolvendo acoes parciais de grupos em anéis.

Definigao 1.3.7. [18] Uma a¢ao parcial de um grupo G sobre um anel S é um par
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a = {S}eea,{ag}gec), onde Sy é um ideal de S, para cada g € G, ey : Sy-1 — S,

¢ um isomorfismo de ideais satisfazendo as sequintes condicoes:

(1) Se =S e a, € o automorfismo identidade Is em S;

(17) ag(Sy-1 N Sp) C Sy N Sgn, quaisquer que sejam g, h € G;

(ii1) ag(an(s)) = agn(s), para todo s € Sp-1 N Signy-1.
Exemplo 1.3.8. [7] Suponhamos que um grupo G age em uma algebra B por
automorfismos 3, : B — B e consideremos S um ideal de B. Sejam S, = SN G,(S)

e ay 1 Sg1 — Sy, a restricao de 8, em Sy-1, para todo g € G. E f4cil verificar que

a = ({Sy}gec, {ay}sec) é uma agdo parcial de G no ideal S.

Agora, para nosso propoésito, consideremos GG um grupo agindo parcialmente em
um anel S via o = ({5, }sea, {ag}ge), onde cada ideal S, tem elemento identidade
dado por 1,. Neste caso, Sy, = S1, e ay(1,-1) = 14, para todo g € G. Sob essas
condicoes, vamos definir o que vem a ser subanel dos elementos invariantes pela

acao de a.
Definigao 1.3.9. [8] O subanel de S dos elementos invariantes pela a¢do de «,

denotado S®, € definido como sendo S = {s € S : ay(sly-1) = sly, Vg € G}.

Nas hipéteses dessa secao, consideremos a aplicagao tr, : S — S, definida por

tra(s) = Y agy(sly-1), para todo s € S. Esta aplicagdo é denominada aplicagao
geG
traco e é de suma importancia para o que sera desenvolvido aqui.

Proposicao 1.3.10. [8] A aplicagao tr, : S — S € um homomorfismo de (S, S%)-

bimodulos. Além disso,
(1) tro(S) C S
(1) tra(agy(s)) = tra(s), para quaisquer s € Sy-1 e g € G.

Demonstracio: E ficil ver que tr, é um homomorfismo de (S, $*)-bimédulos.
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(i) Sejam s € S e h € G. Lembremos que oy(Sg—1 N'Sy) C Sy N Syp, quaisquer

que sejam g, h € G, o que implica ay(1,-115) = 141g,. Assim,

o (tro(s)1p-1) = ozh<z ag(s1gl)1h1> = ap(ay(slg-1)1,-)

geG geqG

= Zahg(sl(hg)_1)1h = Zal(sll_1)1h = tTO,(S)lh.

geG leG

(¢7) Consideremos g € G e s € Sy-1. Assim,

tro(ay(s)) = Zah(ag(s)lh_l) = Z g (51 (ng)-1)1n

hedG heG

=Y (sl )Ll =Y ag(sli-n)ay(L-1141)
leG leG

= Zal(sllalga) = Z a(sl-1) = try(s).
leG leG@

Além da aplicacao trago, outra definicdo de suma importancia neste trabalho é

a definicao de skew anel de grupo parcial.

Definigao 1.3.11. [8] Nas condicoes dessa secao, definimos o skew anel de grupo

parcial, denotado S *, G, como sendo a soma direta
S0 G =P Sye,,

onde g5 sio simbolos, a soma ¢ dada de maneira usual e a multiplicagio dada pela
regra

(agg)(ber) = aoy(bly-1)egh,

para quaisquer g, h € G, a € Sy, b € S,

Por [7], temos que S %, G é um anel associativo (nao-comutativo), com ele-
mento identidade 1ge.. Notemos que S é um S*-médulo a esquerda e a direita via

multiplicagao. Com base nisto, segue nossa proxima proposicao.

33



Proposicao 1.3.12. Nas condi¢oes dessa se¢ao,

(i) S € um S o G-mddulo a direita unitdrio, via s - ac, = ay-1(sa), quaisquer

que sejam s € S e ag, € S x, G. Além disso, S € um (S*, S *, G)-bimddulo;

(17) S € um Sx,G-mddulo a esquerda unitdrio, via agy-s = acy(sl,-1), quaisquer

que sejam s € S e ag, € S *, G. Além disso, S é um (S x, G, S*)-bimodulo.
Demonstracao: (i) Consideremos ag,, be, € S'*, G e s € S. Assim,
(s-agy) - bey, = (ag-1(sa)) - bep = ap-1(og-1(sa)b) = a1 (ag-1(sa)bly-1)
= ap-1(ag-1(sa)og-1(0ag(bly-1))) = ap—1(oy-1(saay(bl,-1)))
= agn)-1 (sacy (bly-1)) = s+ (aay(bly-1)egn) = s - ((agy)(ber)).

Claramente, s - 1g.,¢ = S, para todo s € S. Portanto, S é um S *, G-moddulo a

direita unitario. Por dltimo, consideremos r € S¢, ag; € S x, G e s € S. Logo,
r(s-agy) =r(ag-1(sa)) = rl10y-1(sa)
— a1 (rLy)ay1(sa) = a1 (rsa) = (rs) - az,,
mostrando assim que S é um (S%, S %, G)-bimédulo.
(17) Segue por calculos andlogos aos do item anterior. |
Consideremos agora a aplicagao ¢ : S x S — S, definida por ¢(r, s) = tr,(rs),
quaisquer que sejam r, s € S. Pela Proposi¢ao 1.3.10, temos que ¢ estd bem

definida. Além disso, ¢ é S'*, G-balanceada. De fato, sejam r, s € S e ag, € S*,G,

assim

o(r - (agy), s) = p(agz-1(ra), s) = tro(ag-1(ra)s) = Zah(ag_l(m)slh_l)

hea
= Zah(aga(raag(slgq)lghq)) = Z apg-1(racg(sly-1)1g,-1)
hea heG
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= Zahgfl(r(asg - 8)lgp-1) = Zal(r(asg - $))1;-1)

heG leG

= tro(r(ag, - s)) = @(r, (agy) - 5).

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, estd bem definida
a aplicagao 7 : S ®g.,¢ S — 5%, dada por 7(r ® s) = tr,(rs), quaisquer que sejam

r,ses.

Podemos também definir ¢ : S x S — S %, G, por ¥(r,s) = Y ray(sl,-1)ey,
quaisquer que sejam r, s € S. Um calculo simples mostra que ¢ geSGa—balanceada.
Assim, novamente pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, esta bem
definida a aplicacao 7' : S ®ga S — S %, G, dada por 7'(r ® s) = > ray(sly-1)eg,

geG
quaisquer que sejam r, s € S.

A partir disto, temos condicoes de enunciar o préximo resultado.

Teorema 1.3.13. [3, Proposition 4.4] Nas condi¢oes anteriores, [Sx.G, S, S, S, 7/, ]
¢ um contexto de Morita. Além disso, T € sobrejetiva se, e somente se, exviste s € S

tal que try(s) = 1g.

Demonstragao: Resta apenas mostrar as condi¢oes de associatividade (ver pag

24). Ser, s, s € S, entdo

ror(s@s)=r- (Z sag(s’lgl)eg) = Z%,l(mag(s’lgq))

geG geG

= Z ay-1(rsly)s’ =7(r ® s)s’.

gelG

Mais ainda,

Tres) s = (Z mg<s1g_1>5g> 8 =) rag(slyn)ay(s'l)

geG geqG
= Z rog(ss'ly—1) =rtre(ss’) =rr(s ® §').
geG
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A segunda afirmacao é de facil verificacao. [ |

Observagao 1.3.14. De um modo geral, para todo S *, G-mddulo a esquerda M,
temos que M é um S-mddulo a esquerda via a imersio x — x6, de S em S *, G.
Denotamos por M&, o S*-submddulo dos elementos invariantes pela correspondente

acao de G sobre M, ou seja,

MY ={x e M:1,0, -v=1,2,Yg € G}.

Em particular, S € um S*,G-modulo a esquerda via a a¢do s04-x = sog(xl,-1),

para todo g € G, s € S, e x € S. Neste caso, S¢ coincide com S*.

A seguir definiremos um dos principais objetos de estudo nessa sec¢ao e veremos

como este se relaciona com o contexto de Morita construido anteriormente.

Definicao 1.3.15. [8, Definition 3.1] Sejam S O R uma extensao de anéis e «
uma agao parcial de um grupo finito G sobre S. Dizemos que S € uma extensdo de

Galois a-parcial de R, se
(1) R=5%;

(i1) exzistem elementos x;, y; € S, 1 < i < m, tais que Y x;04(y;l,~1) = e 4ls,
i=1
para todo g € G.

O conjunto {x;,y;}1",, € chamado um sistema de coordenadas de Galois de S

sobre R.

Enunciamos agora um resultado que serda uma forte ferramenta para a prova
do Teorema de Dualidade para Acoes Parciais, feito no Capitulo 4. Além disso, o
préximo teorema apresenta condigoes necessarias e suficientes para que o contexto
de Morita [S %, G, S, S, S 7', 7| seja estrito. Por ser muito longa, omitiremos sua
prova. Uma demonstragao completa pode ser encontrada em [3, Theorem 5.3|, para

o caso de agoes parciais de grupdides.
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Teorema 1.3.16. [3, Theorem 5.3] Sejam S um anel e a« = ({S;}g4ec, {ay}tgec)
uma a¢ao parcial de um grupo finito G sobre S. Entdo, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) S é uma extensao de Galois a-parcial de S¢;

(2) S € um S*-mddulo a direita projetivo finitamente gerado, e a aplica¢ao
j: S%aG = End(S)se, definida por j( 3 r40,)(s) = z:Grgag(slg_l), para quaiquer
ge

geG

Y rgdy € Sxq G es €S, éum isomorfismo de anéis e de S-mddulos a esquerda;
geG

(3) Para todo S *, G-mddulo a esquerda M, a aplicacio p : S ®ga ME — M,

dada por pu(s ® m) = sm, é um isomorfismo de S-mddulos a esquerda;

(4) A aplicacio p : S ®ga S — [] Sy, dada por p(r @ s) = (rag(sly-1))geq, €
geG
um isomorfismo de S-modulos a esquerda;

(5) StS =S%,G, ondet =) 1,e,;
geG
(6) A aplicagao 7' € sobrejetiva;

(7) S € um gerador na categoria dos S *, G-médulos a esquerda;

Além disso, sob a hipdtese de que qualquer uma das afirmacgoes anteriores vale,

entdo as sequintes afirmacoes adicionais sao equivalentes:
(8) tra(S) = 5%
(9) S € um gerador na categoria dos S“-maodulos a direita;

(10) O contexto de Morita [S *, G, S, S, S 7', 7] € estrito.
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Capitulo 2

O Produto Smash para Grupodides
AH#X

Consideremos G um grupo, A = @ A, um anel G-graduado e X um G-conjunto
a esquerda finito. De acordo com aggggéo 1.1.1, podemos definir o produto smash
A#X, como sendo o A-médulo a esquerda livre com base {p, : z € X} e mul-
tiplicacao dada por (agp,)(bnpy) = azbppy, se h -y = xz, e (agp,)(brpy) = 0, caso
contrario, para quaisquer ayp,, byp, € A#X. Nosso objetivo neste capitulo é apre-
sentar resultados para uma nova versao desta definicao, que sera denotada por
A4 X, na qual consideramos grupéides ao invés de grupos. Vamos generalizar algu-
mas propriedades de [17], construir uma imersao deste novo produto smash em um
certo skew anel de grupdide A x5 P, onde P é uma unido disjunta de grupdides, e
estabeleber uma equivaléncia entre a categoria dos A# X-médulos & esquerda, de-
notada A#X — mod, e a categoria dos A-médulos graduados de tipo X, denotada

(G, X, A) — gr, obtendo uma generalizacao dos resultados de C. Nastasescu, F. Van

Oystaeyen e Zhou Borong, apresentados em [16].
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2.1 Definicao e Propriedades

Consideremos G um grupdide, tal que Gq é finito, A = @ A, um anel G-

geG
graduado com unidade dada por 14 = > 1. (ver Observagao 1.2.30) e o subanel
B e€Go
de A definido por A = @ A°, onde A° = @ A,, para cada e € Gy. Notemos que
eGGo gEGE

A€ é um subanel de A com unidade 1., para cada e € Gy. Seja X um G-conjunto

finito via o = ({ X }yea {ag }oeq), tal que X = | X. (ver Definicao 1.2.21).
e€Go

Observemos que, para cada e € Go, o) = ({Xg}gea., {ag}gec.) ¢ uma agao
global do grupo principal G, em X, tal que g -z = a4(x), para quaisquer g € G. e
z € X., ou seja, X, é um G.-conjunto a esquerda finito. Além disso, A° = @ A,
é um anel G.-graduado. Portanto, podemos considerar o produto smash jgiXe,

para cada e € Gy (ver Definicao 1.1.1). A partir disto, vamos definir o produto

smash para grupdides.

Definicao 2.1.1. Nestas condigoes, definimos o produto smash para grupoides,
denotado A#X, como sendo a soma direta
A#X = P A#X.,
eeGo

com multiplicacao dada através do produto dos anéis A°#X,., para todo e € Gy.

Notemos que, pela Defini¢ao 1.1.1, se ayp,, bpp, € A°#X., para algum e € Gy,

entao

agbhpy7 s€ ah(y) =,
(agpz)(brpy) =
0, caso contrario.

Se ayp., bup, € A#X, entdo ayp, € A#X, e byp, € AJ#X;, parae, f € G,.

Assim, estendendo por linearidade a multiplicacao em A°#X., temos que

agbhpya S€ e = f € CYh<y) =T,
(agpe)(brpy) =
0, caso contrario.
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Notemos que a multiplicacao acima estd bem definida, pois se e = f, entao
azb, € Ay, e gh € Gy. Portanto, o produto smash para grupdides, nada mais é do
que a soma direta de produtos smash para o caso de grupos, indexada por Gy. Além
disso, a multiplicacao na soma direta sera dada coordenada a coordenada. A partir
de agora, vamos representar um elemento de A#X, como a,0,, para diferenciar do
produto smash do caso de grupos. A préxima proposicao caracteriza A#X como

sendo um anel associativo com unidade.

Proposicao 2.1.2. Nas condicoes anteriores, A#X € um anel associativo com

unidade dada por 1i4x = > > 1c0g,.

e€Go re€eXe

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 1.1.2 (i), para cada e € Gy, temos que A°#X,

é um anel associativo, logo A#X é associativo. Além disso, usando novamente a

Proposigao 1.1.2 (i), segue que liux = Y lacux, = >, > leba,. [
GEGO EEGO Te€Xe

Vejamos alguns exemplos de produto smash.

Exemplo 2.1.3. Consideremos G um grupo, com unidade e € G, A = @@ A, um
geG
anel G-graduado com unidade 14 € A, e X um G-conjunto finito. Neste caso,
Go={e}, Ge =G, X, = X e A° = A. Assim,
A#X = @ AT#X; = AH#X, = A#X.
feGo
Assim, quando consideramos G' um grupo, o produto smash A# X coincide com

o produto smash A#X, definido em 1.1.1.

Exemplo 2.1.4. Sejam G um grupdide finito e K um anel comutativo. Como
no Exemplo 1.2.28, consideremos a algebra de grupdide, KG = @ Ku,, a qual é
G-graduada. Agora, pelo Exemplo 1.2.22, temos que X = G é ufEGG—conjunto via
a = ({Xg}gea {aglgeq), onde Xy =Ty e oy : Xy-1 = X, é dada por oy(l) = gl,

para todo [ € X,1. Além disso, se g € G, entao g € T, = X,4. Logo,
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X = |J X.. Mais ainda, se existir [ € X.N Xy, com e, f € Gy, entao e =r(l) = f,

eeGo
ou seja, X, = Xy. Portanto, X = (J X.. Vejamos como fica o produto smash
ecGo
neste caso.

KG#X = PKG)#X. = P < & Ku95h>.

e€Go e€Go g€Ge
heTe

Sejam u,0n, w0 € KG#X, ou seja, uyd, € (KG)*#X, e woy, € (KG) #X;,
para e, f € Go. Assim, a multiplicacdo em KG#X é dada por
u oy, see=f eak)=nh
(ugbn)(wde) = §

0, caso contrdario

Ugly, see=felk=nh

0, caso contrdrio.
Exemplo 2.1.5. Como um caso particular do exemplo anterior, podemos conside-
rar o grupéide G = I x I, onde I é um conjunto finito, como no Exemplo 1.2.6.
Entao,

K_G#X = @ ( @ KU(,-J)(S(“C)).

GEGO (4,7)EGe
(I,k)ETe

Sejam u(; ;)0 k) € (KG)#Xe, U dica € (KG) #X;. Neste caso, (i,7) € Ge,
entao (i,7) = r((¢,7)) = e = d((i,7)) = (4,7), ou seja i = j. Da mesma maneira
a = b. Além disso, (I,1) = r((l,k)) = r((i,7)) = (i,i) e (¢,c) = r((c,d)) =
r((a,b)) = (a,a), isto é, ] =i e c = a. Assim, a multiplicacio em KG#X ¢é definida

por
(UG, O(tk) (U Oed) = (Wi Oin)) (Ua,0)0(a,a))
u(i,i)(a,a)é(a,d)v se € = f € (Cl, CL)(CL, d) = (Zv k)

0, caso contrario

u(i,i)(a,a)é(a,d% se (Z72) = (CL, a) € ((l, d) = (Z7 k)

0, caso contrdrio
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u(i,i)(a,a)d(a,d)> seit=aek=d
0, caso contrdrio
U(i’i)§(i7d), sei=aek=d

0, caso contrario.

Vamos explorar um pouco mais do produto smash A#X e sua relacdo com o

subanel A de A.

Proposicao 2.1.6. Para cada e € Gy, A# X, é um A-mddulo & esquerda unitdrio

com agao definida por

abpd,, see=f
ag - (bny) = !

0, caso contrario,
onde a, € AY, para algum f € Gy, e byd, € AH#X,.
Demonstragao: Sejam b6, € A#X. e a, € A/, para algum f € Gy, ou seja,
g € Gy. Notemos que esta acao estd bem definida, pois se e = f, entao ayzb, € Ay,

e gh € G, ou seja, azbyd, € A°#X,. Claramente, as propriedades de A-médulo &

esquerda sao verificadas. Além disso,

14 bpd, = ( > 1f) b = Y 1pbpdy = Loybads = b,

feGo feGy
F=r(h)
Portanto, A#X é um A-médulo a esquerda unitério. [ |

Corolario 2.1.7. O produto smash A#X = @ A*#X, é um A-mddulo a esquerda

eeGo
unitdrio.

De acordo com a Proposicao 1.1.2 (7ii), observemos que, para cada e € Gy, a
aplicacdo 1, : A° — A°#X,, definida por n.(a) = > ap.,, paratodo a € A éum

re€Xe _ _
homomorfismo injetor de anéis. A partir disso, definimos a aplicacaon : A — A#X,

por 77( > ae) = 3 n.(a®), para todo > a¢ € A.

eeGo eeGo e€Go
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Proposicao 2.1.8. A aplicacion : A — A#X, dada porn( > ae) = > 7ne(a®),
e€Go e€Go

para todo Y a® € A, € um homomorfismo injetor de anéis.
e€Go

Demonstragao: Consideremos > a® € A, tal que 77( > a€> = 0. Assim,

3 e€Go e€Go
0= > ne(a®) € A#X = P A°#X., o que implica n,.(a.) = 0, para todo e € Gj.
e€Go e€eGo
Como 7, ¢é injetiva, temos que a® = 0, para todo e € Gy. Logo, > a° =0, ou seja,

eeGo
n € injetiva.
Agora, consideremos ag4, b, € A. Assim, ag € A°e by, € Al com e, f € G,.
Usando novamente a Proposi¢ao 1.1.2 (i4i), juntamente com a multiplicagao em

A# X, segue que

Ne(ag)ne(bn), se e = f
n(ag)n(br) = ne(ag)ns(bn) = !
0, caso contrario

ne(agby), se e = f

0, caso contrario

n(agb)-

Além disso, n(15) =77< > 15) = Y (1) = ¥ Laegx, = Ligy. Portanto,

ecGy ecGy eeGo
1 é um homomorfismo injetor de anéis. [

Corolario 2.1.9. Nas condi¢coes anteriores,
(i) se a, € A, entdo a, - Ligx = n(ag);
(i1) se a, € A e bpd, € A#X, entio n(a,)(bnd,) = a, - (bnd,);
(i) se ay0, € A#X, entdo ayd, = n(ay)(lig)ds);
(iv) seay € A ex € X, entdo (1,(5)0,)n(ay) = (gla,_; (a)-

Demonstragao:

(i) Se a, € A, entdo a, € A° para algum e € G. Lembremos da Proposicao
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1.1.2 (zii), que n(ay) = ne(ay) = > @404, . Assim,

re€Xe
ag - lapx = ag - Z Z 1f5mf = Z agledy,
JE€EGo zyEXy ze€Xe
= Z a/g(sze - 77(@9)'
ze€Xe

(i7) Se a,4 € A e byd, € A#X, ou seja, g € G, e bpd, € AT#X; com e, f € Gy,
entao n(ay)(byds) = ne(ay)(brd,). Notemos que quando e # f, este produto é nulo.

Assim, supondo que e = f, temos

n(ag)(brdz) = ne(ag)(bndz) ( Z (g0 ) (0n02) Z (ag0y) (brsz).

yEXe yeXe

Como ay, @ Xj,-1 — X, estd bem definida, se x € Xy = X),-1, entao existe unico

y € X, = Xy = X, tal que oy, (z) = y. Portanto,

agbpo,, se e=f
n(ag)(bnds) =3

0, caso contrario

= Qg (bhdx)

(4ii) Se a,0, € A#X, entdo a,0, € A°#X,, para algum e € Gy. Assim, g € G,

e r € X.. Entao, usando o item anterior, segue que
1(ag)(Lagg)0a) = ag - (lagg)0z) = aglag)da = ag0s.

(iv) Sea, € Aex € X,, entdo g € G, e x € X,, para algum e € Gy. Logo, pela

Proposigao 1.1.2 (iv), temos que (1,(5)0z)n(ag) = (1edz)ne(ag) = agda _ (@)- |

Encerramos esta secao com uma tltima observagcao.

Observagao 2.1.10. O conjunto B = {1.0, : e € Gy e x € X.} € um conjunto de

idempotentes ortogonais.
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De fato, considere 1.9,, 16, € B.

(1.6.)(1,5,) = 1146y, see=feaply) =z
eVz y) —
0, caso contrario

1oy, see=fex=y

0, caso contrario.

2.2 A Imersao de A#X em Ax; P

Como na secao anterior, sejam G um grupéide, onde Gy ¢ finito, A = @ A, um
anel G-graduado com unidade e X um G-conjunto finito via a = ({Xg}gegﬁczxg}geg),
tal que X = U X.. Vejamos qual ¢ a relagao entre o produto smash para grupoides
A#X e o skéivGoanel de grupdide A xg P, onde o grupéide P é uma uniao disjunta

de grupdides como no Exemplo 1.2.7.

Novamente, ressaltamos que, para cada e € Go, a) = ({Xg}gea., {agltsec.) é
uma acao global do grupo principal G, em X,, tal que g - = a4(x), para todo
g € G. e x € X,.. Portanto, para cada e € Gy, pelo Exemplo 1.2.7, existe o
grupéide P(X., G), com multiplicacdo dada por (z,¢g)(y, h) = (y, gh) se, e somente
se, ap(y) = z, onde (x,q), (y,h) € P(X,, Ge).

Lema 2.2.1. Se Gy = {ey,...,e,}, entio P = |J P(Xe,,Ge,) € um grupdide.

=1

Demonstragao: Pelo Exemplo 1.2.7, para cada i € {1,...,n}, podemos conside-
rar os grupdides dados por P(X,,,G,),..., P(X.,,Ge,). Se escolhermos (z,g) €
P(X.,,G.,) N P(X,,,G.,), entao g € Ge, NG, 0 que implica e; = 7(g) = ¢;, ou
seja, i = j. Portanto, P ¢ uma uniao disjunta dos grupdides P(X.,, G.,), para todo

i€ {1,....,n}. Pelo Exemplo 1.2.5, segue que P é um grupdide. [ |

Se (z,9), (y,h) € P, entao existem tnicos i, tais que (z,g) € P(X,,,G.,) e

(y,h) € P(X,;,G,,). Assim, pelos Exemplos 1.2.5 e 1.2.7, segue que (z,9) e (y, h)
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sao operaveis em P se, e somente se i = j e d((z,g)) =r((y, h)) em P(X,,, Ge,), ou
seja, (x,¢e;) = (an(y), €;). Assim, (z,¢), (y,h) s@o operdveis em P se, e somente se,

e; =ej e v = ay(y). Feitas essas consideragoes, enunciemos a préxima proposicao.

Proposigao 2.2.2. O grupdide P age no anel A = @ A°, onde A° = @ A,

_ ecGo B g€Ge
para cada e € Go, via f = ({Aw@.g) }e.geP 1B@g) F@ger), tal que Ag g = ? Ay,
heGy(g)
€ B(x,g)( z CLh) = Z Qp, CcOm Z ap € A(w,g)*:l; para todo (1;79) €p.
hEGT<g) hEGT(g) hEGT(Q)

Demonstracao: Fixemos (z,g) € P, entao existe unico i € {1,...,n} tal que
(x,9) € P(X.,,G.,). Logo, pelo Exemplo 1.2.7, segue que
Avg= D =D =D A= D 4=A0ws =40y
hGGT(g) hEGei hEGd(g) h€G7,<g_1)
ou seja, B(z,q) esta bem definida. Por um cédlculo semelhante, é facil ver que fl(x,g) =

A ((z,9))- Provemos agora que fl(w) é um ideal bilateral de A.

De fato, sejam Y. a; € fl(m,g) e ay € A, disto segue que k € Gy, para algum
heG.,

f € Go. Se f = e;, entao ak( > ah> = > apay € fl(w). Se f # e;, entao

hed, hed,

ak( > ah) =0c A(x,g)- Analogamente, ( > ah) a € fl(x,g)

heGe, heGe,

Claramente, f(;q) ¢ um isomorfismo de ideais e [,((zq)) : flr((%g)) — AT((x,g))
é a aplicagao identidade para todo (x,g) € P. Por ultimo, consideramos (z,g),
(y,k) € P, ou seja, existem unicos 7, j € {1,...,n} tais que (z,9) € P(X,,,G,,) e
(y, k) € P(X,,G,,). Suponhamos d((,g)) = r((y,k)), j& vimos que isso ocorre se,

e somente se, ¢; = e; e ax(y) = z. Disto segue que, para todo > ay € A(M) =

heGe,
f_l(%k)a, temos
B (ﬁ(yvk)< 2. ah)) = 5(%9)( > ah) =) a
heGe; heGe, heG,
- 5(%9’“)( Z ah) - B(Lg)(y,k)< Z ah)-
hGGej hEGej
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Portanto, P age em A = P ( . Ag) via [. [ |

CEGO QEGS

Observagao 2.2.3. Consideremos (z,g) € P, como jd vimos antes, eziste inico

i € {1,..,n} tal que (z,9) € P(X.,,G,). Notemos que Az = > ap = A%.
heGe,

Nestas condicgoes, o ideal [l(x,g) tem unidade dada por 1(; 4 = 1¢,, onde 14 = 1.,.
i=1

Pela proposicao anterior e pela Definicao 1.2.35, podemos considerar o skew anel
de grupdide A*z P = P /_l(x,g)e(x,g). De acordo com a Definicao 1.2.35, vejamos

(w.g)eP
como sera a multiplicacao neste anel.

Sejam ae(q,g), big(y,n) € Axg P. Disto segue que existem tnicos 4, j € {1,...,n}
tais que (z,g) € P(X.,,Ge,) e (y,h) € P(X,,G.,), o que implica k € G, el € G.,.
Entao,

Wk Ba,g) (D)€ (w,g)wh)> s€ d((z,9)) =r((y,h))

0, caso contrario

(arE(e,g)) (biE(yn)) =

1B (2,9) (b1)Ey.gh)> S€ €1 = €j € ap(y) =
0, caso contrario
arbig(ygny; s€ €; =ej e ap(y) =2

0, caso contrario.

Notemos que se e; = e;, entdo d(k) = r(I). Além disso, podemos observar
que Py = {d((z,9)) : (z,9) € P} = {(z,e) : e € Gpex € X.}. Como Gy e
X sao finitos, entdo Py é finito. Assim, temos que A %3 P tem unidade dada por

La,p = Y lweef@ee = 2o 2. l@eo)f@ee = 2o 2. lef@ee):

(ze,e)EPy e€Go xe€Xe e€Go ze€Xe

Para encerrarmos esta secao, mostremos que o anel A#X pode ser “imerso”em

Teorema 2.2.4. A aplicacio p : A#X — Axg P, definida por p(ay0,) = a4e (),

para todo a,6, € A#X, é um homomorfismo injetor de anéis.
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Demonstragao: Se a,d, € A#X, entdo a,d, € A“#X,,, para algum i € {1,...,

n},

ou seja, g € G, e v € X,,. Assim, (z,9) € P(X,,,Ge,) € a5 € Ay, 0 que

prova a boa definicao de . Agora, consideremos ag40,, byd, € A#X, ou seja,

ag0, € A“H#X,, e byd, € A# X, , para i, j € {1,...,n}. Logo,

agbhéy , S€ € = €5 € Qp =7
o(a,5.)(bus,)) = 4 Poatno) ()

0, caso contrario

agbrEygn), se e; =ej e ap(y) =x

0, caso contrario

= (ag€ )(bhé y,h))
= 90<a95x)90(bh5y)'

Além disso,

i) =0 5 10.) = 5 X el

ecGo reeXe e€Go re€Xe
= E : E 165(%76) = 1A*BP-
ecGo re€Xe

Por dltimo, consideremos ) >’ a40,, € Kery. Segue que

e€Go 9€Ge
rzeXe

SR TA B 3 S

ecGy 9€Ge ecGy 9EGe
rg€EXe X

rgeXe
=D D g €A P= B Aymcun
ecGy 9€Ge (y,h)eP
zg€Xe

o que implica que a, = 0, para todo (z,,¢g) € P na soma acima. Portanto, ¢ é

injetiva.

48



2.3 A Equivaléncia das Categorias A#X — mod e
(G7 X7 A) — gr

Novamente, sejam G um grupdide, tal que Gy é finito, A = @ A, um anel G-
_ 9€G _
graduado, com unidade dada por 14 = > 1., e A o subanel de A definido por A =
ecGo
P A°, onde A°= P A,, e X um G-conjunto finito via a = ({ X, }seq, {ag}sea)s

e€Go geGe

tal que X = U X,.. O produto smash considerado serd como na Definicao 2.1.1.
e€Go

Definicao 2.3.1. Nas condicdes anteriores, seja M um A-mddulo a esquerda unitdrio.

Dizemos que M é X -graduado, se M = @@ M,, tal que para cada x € X, M, é
zeX

subgrupo do grupo aditivo de M, e

C Moy (z), sex € Xe

AGM, ¢
0, caso contrdrio,
para quaisquer x € X e g € G, onde e € Gy. Neste caso, dizemos que M é um

A-mdédulo graduado de tipo X.

Observacgao 2.3.2. Na definicao anterior, podemos escrever M = € ( &P Mx>

@ Me. Assim, se M é um A-médulo graduado de tipo X, entgeochex;ei;n A°-
;ii(oljiiulo graduado de tipo X, (ver Defini¢cdo 1.1.4), para cada e € Gy.

De fato, lembremos que, para cada e € Gy, G, é um grupo que age globalmente
no conjunto X, via g-x = ay(x), quaisquer que sejam g € G, x € X.. Além disso,
A® = @@ A,. Paracada e € Gy, temos que M°= @ M,,. Sege G.ex e X,

g€G, re€Xe
entao ay(x) € X.. Logo, se a, € A® e m, € M®, temos que agm, € My, ) € M°.

Dessa maneira, temos que se M é um A-médulo graduado de tipo X no sen-
tido de grupdides, entao M é uma soma direta de A°-moédulos graduados de tipo
X, no sentido de grupos, indexada por Gy. A partir disto, segue nossa préxima
proposicao, a qual estabelece uma relacao entre A-médulos graduados de tipo X e

A4 X-médulos & esquerda unitarios.
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Proposicao 2.3.3. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) M é um A-médulo graduado de tipo X ;
(ii) M € um A#X-mddulo & esquerda unitdrio.

Demonstracao: Suponhamos que M é um A-médulo graduado de tipo X, entdo
M = @ M¢, onde M¢ é um A°-médulo graduado de tipo X, para cada e € Gy.
Pelo rli:cfﬁema 1.1.5, temos que M€ é um A°#X.-mébdulo a esquerda unitario, para
todo e € Gp. Sejamm = >, m® € M e a,0, € A#X. Assim, existe f € Gy, tal que
a,0, € AT#X;. Pelo Teoieeiia 1.1.5, definimos a,d, - m = (a,0,) - m’ = a,(m’), =
agmg. Sejam a,d0,, bd, € A#X, entdo a,6, € ANH#Xy e byd, € A2#X,,, com
fi, fo € Go. Se f1 # fa, ent@o (ay0;)(bpd,) = 0. Suponhamos que f; = fa, logo

(ag0.)(bnd,) € AN# X, . Entao, usando o Teorema 1.1.5, para todo m € M, temos

((agém)(bh(Sy)) -mft, se fi = fo

0, caso contrario

((ag0,) (brd,)) - m =

(ag0z) - ((bady) - m!), se fr = fo

0, caso contrario.

Por outro lado, (a40,) - ((brdy) - m)) = (agd,) - ((bady) - m#). Se fi # f2, entdo
(ag6s) - ((bndy) - m’2) = 0. Suponhamos que fi = fa, logo
(%51’) ) ((bh(sy) -m) = (ag(sm) ) ((bhéy) ) mh)

(ay0,) - ((bhéy) . mfl), se f1 = fo

0, caso contrario.

Portanto, ((ay0;)(bndy)) -m = (ay0,)- ((bxd,) -m). Além disso, se m € M, entdo

Ligx -m= (Z 1A6#Xe) -m = Z(lAe#Xe-me): Zme:m.

e€eGo eeGo eeGo

Dessa maneira, M é um A# X-modulo a esquerda unitario.
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Reciprocamente, suponhamos que M é um A#X-médulo & esquerda unitério.
Pela Proposicio 2.1.8, podemos definir uma agio de A em M dada por a, - m =

n(ag)m. Dessa maneira, M é um A-mddulo a esquerda unitério.

Agora, notemos que, para cada xr € X = U X,, existe tunico e € G, tal que
e€Go

x € X.. Definimos M, = (1.0,)M. Se considerarmos m € M, entao

mz(lA#Xm—(Z > 15xe)m_z > (Leda,)m

e€Go re€Xe e€Go re€Xe
istoé, me Y. > (ledy )M C > M,.
e€Go re€Xe zeX

Usando a Observagao 2.1.10, segue por um calculo analogo ao do Teorema 1.1.5,

que M, N ( > My> = 0. Portanto, M = @ M,.

yeX zeX
y#T

Finalmente, consideremos a, € Aem € M,, ouseja, g € G., para algum e € Gj,.
Suponhamos primeiro que x € X,. Assim, m = (1.0, )n, para algum n € M. Entao,

usando o Corolario 2.1.9, segue que

Qg - M = Qg - ((Lebz)n) = (n(ag)(leéw))n = (ay0,)n = (165ag(x))(a95x)nv
logo ag - m = (ag0y)n = (1eba,(x))(g0e)n € My, (2)-

Agora, suponhamos que z € Xy, tal que f # e. Assim, m = (1;0,)n, para

algum n € M. Logo,
ag - m = ag - ((1502)n) = nlag)((1502)n)

— {ay) (18, )n = ( 3 5) (1y8.)n
= Z ag 1f(5

yeXy
Como g € G. e f # e, temos que a,1; = 0. Assim, pela multiplicagdo em A#X,
ag - m = 0. Dessa maneira,

A M C My, (z), se v € X,
gty

0, caso contrario.
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Portanto, M é um A-médulo graduado de tipo X. [ |

Vamos denotar por A#X — mod, a categoria dos A#X-médulos a esquerda
unitarios, e por (G, X, A) — gr, a categoria dos A-médulos graduados de tipo X.
Se M, N € (G,X,A) — gr, entdo um homomorfismo em (G, X, A) — gr é uma
aplicacdo ¥ : M — N, tal que ¢¥(am) = ayp(m), para quaisquer a € A e m € M,
e Y(M,) C N,, para todo x € X. Pela Proposigao 2.3.3, temos que M e N sdo

A4 X-médulos & esquerda unitarios. Consideremos g0, € A#X e m € M. Logo,

b((agde) - m) = Y(agms) = ag(ms) = ag(P(m)). = (agds) - ¢ (m),

logo, se ¢ : M — N é um homomorfismo em (G, X, A) — gr, entdo ¢ é um homo-

morfismo em A#X — mod.

Por outro lado, consideremos um homomorfismo ¢ : M — N em A#X — mod.
Novamente, pela Proposicao 2.3.3, temos que M e N sao A-médulos graduados de
tipo X. Sejam a, € A e m € M, entdo ¢(a, - m) = w(n(a,)m) = n(a,)e(m) =
ag - ¢(m). Além disso, se x € X = U X,, entao existe tnico e € Gy, tal que
r € X.. Logo, se m € M,, entao meE:GO(leém)n, onde n € M. Assim, ¢(m) =
©((1.0,)n) = (162)p(n) € N,. Portanto, se ¢ : M — N é um homomorfismo em

A#X — mod, entdo ¢ é um homomorfismo em (G, X, A) — gr.
Dessa maneira, pela Proposicao 2.3.3, podemos definir os funtores:
F:(G,X,A) —gr - A#X —mod e G:A#X —mod — (G, X,A) — gr

tais que F(M) = M* e F(¢) = ¢#, onde M# é o A-médulo graduado de tipo X
M, com estrutura de A#X-médulo e % =1, e G(N) = N9 e G(p) = ¢, onde
N9 é 0 A#X-médulo & esquerda N, com estrutura de A-médulo graduado de tipo
X epd = .

Por toda a construgao feita até agora, podemos enunciar um dos principais

resultados dessa secao.

52



Teorema 2.3.4. As categorias A#X —mod e (G, X, A) — gr sdo equivalentes.

Demonstracao: Para cada M € A#X — mod, definimos a transformacdo natural
0 : A#X — mod — A#X — mod, por Oy : M — M9I#, tal que Oy (m) = m,
para todo m € M. Claramente, 0, é uma bijecao. Resta mostrar que é um

homomorfismo de A#X-mddulos. Sejam a,6, € A#X e m € M, entao
(ag0z) - Orr(m) = ag(Orr(m))s = agms = (ay0;) - m = O ((agds) - m).

Portanto, I14x_mea = F 0 G.

Reciprocamente, para cada N € (G, X, A) — gr, definimos a transformacio
natural v : (G, X, A) — gr — (G, X, A) — gr, por yn : N — N#9 tal que y(n) =
n, para todo n € N. Claramente, vy é uma bijecao. Provemos que vy é um
homorfismo de A-médulos. De fato, sejam n = > n, € N e a, € A, entdo g € G,,

yeX
para algum e € GGy. Logo,

o (o ) S

yeX yeX

Como N é A-médulo graduado de tipo X, temos que agn, = 0, para todo
y ¢ X.. Assim,

elagn) = ( 3 n) _ 7N( 3 n> =Y apn,

yeX yeXe yEXe

= ( Z a95y> -n=n(agn =ay-n = a,-yn(n).

yeXe

Portanto, vy ¢ um homorfismo de A-médulos. Agora, se € X, entdo j& vimos
que existe unico e € Gy, tal que v € X,. Assim, se n € N,, entdao n = 1;n =
( > 1f)n = > lm=1.n,pois Iyn € AyN, C Ny, () se, e somente se, v € Xj.

feGo feGo
Logo, (1.0;)n = 1.n, = n, = n. Logo, yn(n) =n = (1.0,)n € N,.

Portanto, I(g x a4)—qr = G o F. Sendo assim, as categorias A#X — mod e

(G, X, A) — gr sdo equivalentes. [
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Ainda generalizando alguns resultados de [16], vamos apresentar a construgao
de um contexto de Morita, a qual serve como uma aplicagao do teorema anterior.
Para o que segue nesta se¢ao, vamos fixar um elemento x € X. Logo, existe unico

e € Gg, tal que z € X.. A partir disto, segue nossa proxima definicao.

Definicao 2.3.5. O conjunto G, = {h € G. : ap(x) = x} € definido como sendo o

estabilizador de x em (.

Notemos que se h € G, entao X;, = X, = X},-1, o que implica na boa definicao

de G.. Além disso, temos que G, é um subgrupo de G.. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.6. Consideremos o grupéide G = {g,¢7*,d(g),r(g9)}. Pelo Exemplo
1.2.22, temos que X = G é um G-conjunto via a = ({X,}seq, {og}gec), onde
X, = {r(9), 9} = Xog), Xy = {d(9), 97"} = Xugy), (g = Idx,, aa) = Idx__,,
g @ X1 = X, é tal que ay(g7') = r(9), ag(d(9)) = ge a1 : Xy, = X,1 6
tal que a,-1(g9) = d(g) e ay-1(r(g9)) = g~'. Temos que Gy = G,y = {r(g9)} e
Gy = Gag) = {d(9)}-

Exemplo 2.3.7. Consideremos Gy = {e,k : k? = e}, o grupo ciclico de ordem
2, ¢ Gy = {f,g,h,gh : > = h* = (gh)* = f}, o grupo de Klein. Pelo Exemplo
1.2.4, podemos considerar o grupéide G = G1UG5. Novamente, X = G é um G-
conjunto via @ = ({Xi}ieq, {u}tieq), tal que Gy =T, = X, = X, Gy = Ty =
Xy =Xy = Xp = Xgn, e = ldx,, ap = Idx,, axle) =k, ax(k) = ¢, ay(f) = g,
ag(h) = gh, ag(g) = f, ag(gh) = h, an(f) = h, an(g) = gh, an(h) = f, an(gh) = g,
agh(f) = gh, ag(g) = h, ag(h) = g e ag(gh) = f. Temos que G, = {e}, para
todo x € G e G, = {f}, para todo = € Gs.

Como G, é um subgrupo de G., podemos definir o subanel de A dado por

A% = @ A,. Claramente, 1, é uma unidade para A%,
heGy
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Agora, consideremos y € X. Portanto, existe inico f € Gy, tal que y € X;.
Definimos

V,= @ A4 e W= P A

heSyNTe heTyNSe
ap, (y)=z ap, (z)=y

No caso de V,, observemos que y € Xy = Xyp) = Xp-1 ez € Xe = Xy =
Xp. Analogamente, para W, temos que z € X, = Xyp) = X1 ey € Xy =

X,y = Xp. Portanto, V,, e W, estao bem definidos, para todo y € X. Além

disso, podemos perceber que V, = @ A, = @ A, = A%. Analogamente,
hefe)mTe heGy
ah T )=x

W, = A% . Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.8. Novamente, sejam o grupéide G = {g,¢7*,d(g),r(g)} e a acdo de
G em X = (G, mencionada no Exemplo 2.3.6. Consideremos a algebra de grupdide
A= Kuy,® Kug1 @ Kupg) @ Kugg), onde K é um anel comutativo. Fixemos g € X,
entdo g € X,(y). Ja vimos que Gy = {r(g)}, o que implica V;, = W, = A% = Ku,,).
Além disso, um célculo simples nos mostra que V-1 = & = Vi, Vi) = Kuy,

ngl =g = Wr(g) e Wd(g) = Kugfl.

Exemplo 2.3.9. Consideremos G = G1UG», onde Gy = {e, k : k* = e} é o grupo
ciclico de ordem 2, e Gy = {f,g,h,gh : ¢> = h? = (gh)*> = f} é o grupo de
Klein. Dado K um anel comutativo, consideremos também a algebra de grupdide
A = @ Ku;. Pelo Exemplo 2.3.7, X = G é um G-conjunto com agao dada por
a = (l?g(l}leg, {au}ieq). Fixemos g € G. Ja vimos que G, = {f}, o que implica
que V, = W, = A% = K ug. Um célculo simples nos mostra que V, = @ =V,
Vi = Kug, Vi, = Kugn, Vg, = Kuy, We = & = Wy, Wy = Kuy, W), = Kug, e
W = Kuy,.

A préxima proposigao caracteriza V,, e W, como A%>-mddulos, para todo y € X.

Proposicao 2.3.10. Seja y € Xy, tal que V,, # @. Entao,
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(i) V, € um A% _médulo & esquerda unitdrio, via multiplicacdo em A;
(i) W, é um A% -mddulo a direita unitdrio, via multiplicagio em A.

Demonstragao: (i) Sejam a;, € A% e b, € V,. Assim, h € G, k € S; N T,
ap(x) =z e ag(y) = x. Notemos que d(h) = e = r(k), logo apby € Apr. Além disso,
d(hk) = d(k) = f e r(hk) = r(h) = e, ou seja, hk € Sy NT,. Mais ainda, ap,(y) =
ap(ag(y)) = an(x) = . Portanto, apb, € V,,. Notemos que 1.0, = 1,09br = by.
As demais condi¢oes de modulo seguem diretamente da associatividade do anel A.

Sendo assim, V, ¢ um A%-mddulo & esquerda unitdrio, via multiplicacdo em A.

(77) Segue analogo ao caso anterior. [

Definimos V.= @ V,, e W= @ W,,. Pela proposicao anterior, segue que
feGy feGy
vpeXy vpeXy

V é um A%-médulo & esquerda unitério e W é um A% -médulo & direita unitario.

Antes da proxima proposicao, facamos uma observacao.

Observacao 2.3.11. Seja y € Xy, tal que W, # &. Para todo h € Sy, temos que
/1h14/§ c W/vDéh(y)'

De fato, sejam aj, € Ay, e by, € W, ou seja, k € S, N1y e ag(x) = y. Temos que
apby, € Apg, pois d(h) = f = r(k). Além disso, d(hk) = d(k) = e e r(hk) = r(h),
isto é, hk € Se N Ty(n). Mais ainda, apip(x) = ap(ar(z)) = ax(y). Dessa maneira,

ahbk S Lpbh(y%

Proposicao 2.3.12. Nas condi¢oes dessa secdo, W é um A#X-mddulo & esquerda

unitdrio, via az0, - W = agwy,, pare quaisquer ago, € A#X ew € W.

Demonstracao: Vamos mostrar que W é um A-médulo graduado de tipo X. Por

defini¢ao, temos que W = @ W,,. Além disso, W é um A-médulo a esquerda

unitdrio via multiplicacio. De fato, consideremos a;, € A = @ A/ e b, € W.
f€Go

Assim, existem tnicos fi, fo € Gy, tais que ap, € A" e b, € W, com y € Xy,
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ou seja, h € Gy, k € S NT}, e ay(z) = y. Notemos que se d(h) # r(k), entao
apbr, = 0. Logo, suponhamos f; = d(h) = r(k) = fs. Neste caso, pela observacao
anterior, apby € W,y € W. Mais ainda, 140, = ( > 1f> b, = Lyybr = by
Novamente, por cédlculos ja feitos, se h € Gy,, entao fﬁ%o/z C Wa,(2), para todo
2z € Xy, e AW, =0, para todo z ¢ Xy,. Portanto, W é um A-médulo graduado
de tipo X. Sendo assim, pela Proposicdo 2.3.3, temos que W é um A# X-médulo

a esquerda unitdrio, via a40, - w = ayw,, para quaisquer a,0, € A#X ew e W. B

Vamos mostrar que V' é um A#X-médulo a direita unitario. Antes disso, assim

como em W, facamos uma observacao.

Observagao 2.3.13. Consideremos y € Xy. Para todo h € Sy, tal que V,, ) # 9,

vale que Vg, ) An C V.

De fato, sejam ap € Ay, e by € Vi, (), ou seja, k € S,y N1, e agan(y)) = .
Notemos que d(k) = r(h), entdo byap € Ag,. Além disso, d(kh) = d(h) = f e
r(kh) = r(k) = e, isto é, kh € Sy NT,. Mais ainda, z = ai(an(y)) = arn(y).

Portanto, byay, € V.

Proposicao 2.3.14. Nas condicoes dessa se¢do, V é um A#X-mddulo & direita

unitdrio, via v - (apd,) = (vay),, para quaisquer v € V e apd, € A#X.

Demonstragao: Provemos primeiramente que esta acao esta bem definida, mostrando
que V é um A-médulo a direita unitério via multiplicacdo. De fato, sejam a, € A
e by € V), para algum y € Xy, ou seja, h € Gy,, para algum fy € Gy, k € Sy, NT,
e ag(y) = z. Notemos que se d(k) # r(h), entdo brap, = 0. Logo, suponhamos
que f1 = d(k) = r(h) = fo. Neste caso, pela observagao anterior, bya, € V, A, =

Vah(ahq(y))Ah g Vahfl(y) g V. Além diSSO, bklg = bk< Z 1f) = bkld(k) = bk.
feGo

Agora, se f € G, entao consideremos ¢; € V,, para algum y € X;. Sejam

também ay,d,,, byd,, € A#X. Logo, l € S;NT., and,, € AN#X,,, bpd., € APH#X,),
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para fi, fo € Go, e ay(y) = x. Assim,

c - ((ah5Z1)(bk522)) _ C - (ahbk ZQ) se fl f2 e ak(ZQ) — 2

0, caso contrario

(clanbp)z,, se f = fi = frear(z) =2

0, caso contrario,

entretanto, ¢apb, € VyAn, =V,

Qhk (a(hk)fl (y

DA € V.

Ay —1(y

). Logo,

a - ((ands,)(bidsy)) = capb, se f = f1=fo, ar(z2) =21 € app(z2) =y

0, caso contrario.

Por outro lado, temos que

(cian)s - (brds,), se [ = fi

0, caso contrario,

(1 (ans,)) - (Bidey) =

entretanto, ¢a, € V,A, C V.

Ap=1l(y)"

Logo,

(- (and) - (o) = 4 o B0 se [ =Frey=onlz)
1 \WhUz *(0k0z, ) =

0, caso contrario

_ { (cranbi).,, se f=fi=frey=an(z)

0, caso contrario,

capby, se f = fi=fo, y= ah(zl) € Oéhk(22) =Y

0, caso contrario.

Provemos que se f = fi = fo e apr(22) =y, entdo ax(z2) = 21 se, e somente se,
y = an(z). Se ax(za) = 21, entio y = an(z2) = an(on(z2)) = an(z1). Reciproca-
mente, se y = a(21), entdao 21 = ap-1(y) = ap-1(apr(22)) = ap-101(22) = ar(22).

Portanto, Cp- ((ahézl)(bk(SZQ)) = (Cl . (ahézl)) . (bk(522>

Por 1ltimo, notemos que
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Cl'lﬁ#X =C - ( Z Z 1f052> = Z Z (Cl]-fo)z

fo€Go ZGXfO fo€Go ZEXfO

=Y (aly). = (a), =a

ZGXf

Portanto, V é um A# X-médulo a direita unitdrio, via v- (ayd,) = (v-a),, para

quaisquer v € V e a6, € A#X. [ |

J4 mostramos que V é um A% -médulo & esquerda unitario e um A#X-mdédulo
a direita unitario. Também mostramos que W é um A%-médulo a direita unitario
e um A#X-modulo a esquerda unitario. A préxima proposicao ira associar estas

estruturas.

Proposicao 2.3.15. Nas condi¢oes anteriores,
(1) V € um (A% A4 X)-bimddulo;
(ii) W é um (A#X, A%)-bimddulo.

Demonstragao: (i) Sejam y € X;, para algum f € Gy, by € V,, a, € A% e
ad, € A#X. Assim, k € S;NT,, h € G, 6, € A4 X, para f; € Gy, ax(y) ==

e ay(r) = x. Logo,

ah<bkcl)z7 se f =/

0, caso contrario,

an(bi - (a6.)) =

entretanto, se f = fi, entao bye; € V,A; C Varl(y). Logo,

apbrc, see=f=fiewm(z) =y
ap (bk : (Cl5z)) = 1

0, caso contrario.

Por outro lado, temos que
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(ahbk> : (0152) = apby - (Cléz), see=f

0, caso contrario

(anbrcy). se e = f = fi

0, caso contrario,

mas se e = f = fi, entao apbrc € AGm%Al C V,A C Valfl(y) (ver Proposicao
2.3.10). Assim,

apbipc, see=f = fie 041(2) =Y

an (bk : (0152)) =

0, caso contrario.

Sendo assim, ay, (bk . (cléz)) =ay, (bk . (cldz)).

(i4) Sejam y € Xy, para algum f € Gy, by € W, a € A% e ¢f, € A#X.
Assim, k € S.NTy, h € G, a0, € A#X,;,, para f; € Gy, ap(x) =y e ap(z) = .

Logo,

abran, se fi=f=eez=y
((Cl5z) : bk)(lh = ¢i(br).an =

0, caso contrario.

Por outro lado, seque que

(¢10,) - (bray), se f=e

0, caso contrario.

(ci62) - (bkan) =

c(bgap)., se f=e

0, caso contrario.

cbrap, se fi=f=eez=y

0, caso contrario,

pois se f = e, entdo bya, € W,A% C W, (ver Proposiciao 2.3.10). Sendo assim,
((cléz) : bk)ah = (cléz) : (bkah). |
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Vamos definir a aplicacao ¢ : VxW — A% por p(v,w) = Y. (vw), quaisquer
que sejam v € V e w € W. Notemos que esta aplicagao é fl:i?g-balanceada. De
fato, consideremos fi, fo € Go, y € Xy, 2 € Xy, b € V), g € W, e a6, € A#X,
isto é, a,0; € AT#X;, para algum f € Gy, k € Sy, NT., 1 € SeNTy,y, ax(y) =x e

ay(x) = z. Logo,

90<<bka9>t7 Cl)? se fl - f

0, caso contrario,

@(br, - (aghs), cr) =

entretanto, notemos que se f; = f, entao bya, € V, A, C Vagfl(y). Assim,

gp(bk . (agdt),Cl) _ @(bk(lg’cl)u se fi=fe ag(t) =y

0, caso contrario

brager, se fi = f = fa, ay(t) =y e kgl € G,

0, caso contrario.

Por outro lado, temos que

@(bk, (ag0t) - 1) = (b, aglar)e) = POk, agcr), se fo=fet=2z

0, caso contrario

brager, se fr = fao=f, t=zekgle G,

0, caso contrario.

Para mostrar que ¢(by, - (ay0:), ¢1) = @(b, (ag0:) - i), resta provar que se f =
fi = fo e kgl € G, entdo a4(t) = y se, e somente se, t = z. Observemos que se
kgl € G, entao © = agg(r) = apg(ou()) = ary(2), isto é, 2 = g -1(x). Assim,
se agy(t) =y, entao z = apg)-1(z) = ag-1(ap-1(x)) = ag-1(y) = t. Reciprocamente,

se t =z, entao ay(t) = ay(2) = ag(amg-1(x)) = a1 (x) = ¥.

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, estd bem definida

a aplicacao (,) : V ®ux W — A%, dada por (v,w) = Y. (vw)y, para quaisquer
heGy
veVewellW.
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Proposigao 2.3.16. A aplicagdo (,) : V @ zux W — A% ¢ um homomorfismo de

ASe bimddulos.

Demonstragao: Sejam f, fo € Go, y € Xp,, 2 € Xy,, by €V, 1 € W, e a, € A%,
isto é, ke Sy, NT,,l e S.NTy,, g€ Ge, ay(y) =z, y(z) = 2 e ay(x) = z. Logo,
agbrc, se fi = fa ekl € G,

ag(bk” Cl) =
0, caso contrario.

Por outro lado, temos que

agbkcl, se fl = f2 e gk‘l € G,
(agbk7 Cl) =
0, caso contrario.

Notemos que se f; = fo, entao kl € G, se, e somente se, gkl € G,. De
fato, se kl € G,, entdo d(gkl) = d(kl) = e e r(gkl) = r(g) = e. Além disso,
g () = ag(a(x)) = ay(x) = . Reciprocamente, suponhamos gkl € G,. Assim,
d(kl) = d(l) = e e r(kl) = r(k) = e. Além disso, x = ay-1(z) = ay-1(ogu(z)) =

ap(x). Assim, a,4(by, ¢;) = (agby, ).

Analogamente, mostramos que (b, ¢;)a, = (by, cag). Portanto, (,) é um homo-

morfismo de A% -bimédulos. [ |

Por tudo o que j4 fizemos, podemos observar que ao considerarmos os anéis A=
e A#X, construfmos o (A%, A#X)-bimédulo V e o (A#X, A%)-bimédulo W.
Também definimos uma aplicacao (,) : V ® gux W — A% a qual é um homomor-
fismo de A% -bimédulos. A fim de que tenhamos um contexto de Morita envolvendo
estas estruturas, devemos contruir uma aplicacao [,] : W ®y4c. V — A#X, a qual
seja um homomorfismo bem definido de A# X-bimédulos. Entretanto, isso ndo é
possivel se nao impormos uma condicao para a acao o de G em X. E isto que

discutiremos nos préximos resultados.
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Proposicao 2.3.17. Nas condi¢oes dessa se¢ao, suponhamos que a ac¢ao de G em

X, dada por a = ({X,}gea: {ag}gea), € tal que X = U Xy e, para todo g € G
feGo
tal que g ¢ T, e r(g) # d(g), temos V, = W, = @, para todo y € X, . Entdo,

a aplicagdo [,] : W ® 6. V. — A##X, dada por [w,v] = > > wv,6,,, para
feGo nyXf
quaisquerw € Wev= > > vy, €V, estd bem definida e é um homomorfismo
feGo nyXf

de A# X -bimddulos.

Demonstracao: Primeiramente, provemos que a aplicac¢do [,]| estd bem definida.

Definimos 1 : W x V. — A#X, por ¥(w,v) = >, > wv, 0y, para quaisquer
feGoyreXy

que sejam w € Wewv = > > v, € V. Consideremos f € Gy, tal que
feGo nyXf
f # e. Vamos mostrar que V,, = W, = &, para todo y € X;. De fato, lembremos

que V, = @ A, masse h € SpNT,, entao y € Xy = Xyp) = Xopp1) ©
h€S pNTe
ap (y)==

r(h™') =d(h) = f # e. Além disso, d(h™) =r(h) =e # f=d(h) =r(h™1), o que

implica, por hipétese, que V,, = &. Analogamente, W, = &. Portanto,

V=V, ¢ w=w,

yEXe yeXe

Logo, se ap, € W, e by € V,, com z, y € X,, entdo segue que ¥(ap,by) =
anbrd, € A°#X, C A#X. Sendo assim, 1) estd bem definida. E f4cil ver que v é
A% _balanceada. Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, est4

bem definida a aplicagdo [,] : W ®4¢. V — A#X, dada por [w,v] = Y wv,d,,
yeXe
para quaisquer w € Wev= ) v, €V.
yeXe

Resta mostrar que [,] ¢ um homomorfismo de A#X-bimédulos. Sejam y, z € X,
b, € W,, ¢ € V, e a0, € A#X, ou seja, k, | € G, ap(z) =y, ay(z) = z e
ay0; € AT# X, para algum f € Gp. Assim,

aghrcid,, se f=eeag(z)=t
(ag0) [k, 1] = (agh)(brcidz) = §

0, caso contrario.
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Por outro lado, segue que

asbpcd,, se f=eet=y
[(agdy) - br, ] = [ag(br)r ) = S
0, caso contrario.
No caso em que e = f, suponhamos que ag(z) = t, entdo t = ay(z) =
ar(a(2)) = ax(z) = y. Reciprocamente, se e = f et =y, entdo t =y = ag(x) =

ai(ay(2)) = ag(2). Sendo assim, (a,0:)[bk, ¢1] = [(agd:) - by, ¢]. Mais ainda,

brcra, 0, se e = f e ay(t) =z
bk, 1] (agdt) = (braid,)(agd;) = kCi0gO0y 5(t)

0, caso contrario.

Por outro lado, segue que

bocr- (a5 = 4 (el se f=e

0, caso contrario,

entretanto, se f = e, temos que ¢a, € V. A, C Vag,l(z)- Logo,

b, crag), se f=eeag1(z)=t

b, 1 - (agdy)] =
0, caso contrario
bpciagdy, se f=ee ay(t) ==z
N 0, caso contrario.
Assim, [bg, ¢](ag0) = [bk, - (ay0:)] e, portanto, [,] é um bem definido homo-
morfismo de A# X-bimédulos. |

Nas condicoes da proposicao anterior, temos que V é um (A% A# X)-bimédulo,
W é um (A#X, A%)-bimédulo, a aplicacdo [,] : W ®46. V — A#X é um homo-
morfismo de A# X-bimédulos e a aplicacao (,) : V® Apx W — A% & um homomor-
fismo de A% -bimédulos. A partir disso, podemos enunciar o préximo resultado, o
qual nada mais ¢ do que uma consequéncia de toda a construgao feita até agora,

juntamente com a proposicao anterior.
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Corolario 2.3.18. Nas condicoes da Proposicio 2.3.17, [A#X,V,W, A% [|],(,)]

¢ um contexto de Morita associado a V.

Demonstragao: Resta apenas mostrar as condigdes de associatividade v’ - [w, v] =
(v, w)v e [w,v]-w = w(v,w’), para quaisquer que sejam v,v" € Ve w,w’ € W (ver
pag 24). Provemos a primeira condicdo. Sejam y, z et € X, a, € V,, by € W, e
c € Vi, isto é, ay(y) =z, ag(x) = 2z e y(t) = =. Logo,
ag - [br, 1] = ag - (braidr) = (agbrer)r = agbici; se au(t) =y
0, caso contrario,
pois agzbic; € V, Ay C Va(kl)_l(y).

Por outro lado, temos que

agbrcy, se gk € G,
(agv bk‘)cl =
0, caso contrario.

Notemos que ay(t) = y se, e somente se, gk € G,. De fato, se ay,(t) = y, entao
2z = ag(x) = ap(og(t)) = ag(t) = y. Assim, agp(x) = ag(ar(z)) = ay(2) = ay(y) =
x. Reciprocamente, se gk € G, entdo y = o,-1(x) = o1 (ag(z)) = au(z) = 2.
Logo, ak(t) = ax(ay(t)) = ag(x) = z = y. Portanto, a, - [bg, ¢;] = (agy, bi)c.

Provemos agora a segunda condigao. Sejam y, z et € X., ag € Wy, by €V, e
c € Wy, isto é, ay(x) =y, ap(2) =z e oy(x) = t. Logo,

agbycy, se z =t

[ag, bk] s C = (Clgbkéz) cCp = agbk(cl)z =
0, caso contrario.

Por outro lado, segue que
agbrcy, se kl € Gy

ag<bk7 Cl) = )
0, caso contrario.

De maneira andloga a primeira condi¢ao, temos que z = t se, e somente se,
kl € G,. Portanto, [a,, by] - ¢, = a,(bg, ¢;), provando que [A#X,V, W, A% [[],(,)] é

um contexto de Morita associado a V. |
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Notemos que se G é um grupdide, tal que Gy é finito e d(g) = r(g), para todo
g € G, entao qualquer G-conjunto finito X satisfaz a Proposicao 2.3.17. Em geral,
se nao supormos na ac¢ao « que, para todo g € G, tal que g ¢ T, e d(g) # r(g),
temos que V, = W, = &, para todo y € X,(,), entao nao temos necessariamente a

boa defini¢ao de [,], como nos mostra o préximo exemplo.

Exemplo 2.3.19. Consideremos o Exemplo 2.3.8. Temos que d(g9) € X,-1 =
Xog-1y, 7(g7") = d(g) # r(g) e d(g™") = r(9) # d(g) = r(¢7"). Além disso,
Vi) # @ e Wy # 2. Ja vimos que V = Ku,) ® Kug e W = Ku,g) © Kug1.
Pela Definicdo 2.1.1, A#X = Ky (g)0r(g) DK Up(4)0g D K gg) 0a(g) DK Ug(g)0g—1. Sejam
V= MUy + Aty €V e w = A3ty(g) + Mg € W, entao [w, v] = A\ Agtp(g)0r(g) +
M AgUG-10,(g) + AaAsUgly + Ao Aatig(g)0g & A#X.

Este exemplo sugere a reciproca da Proposicao 2.3.17.

Proposigao 2.3.20. Sejam G um grupdide, tal que Gy € finito, A = @ A, um anel
geG
G-graduado com unidade e X um G-congunto finito via o = ({X,}geq, {0 }sec),

tal que X = U X.. Fizemos x € X, entao existe unico e € Gy, tal que x € X,.

eceGo _
Se a aplicagdo [,] : W ®yc. V — A##X, dada por (w,v] = > > wv,6,,, para
f€Go nyXf
quaisquer w € W ev= > > w, €V, estd bem definida, entdo a agdo o € tal

feGop nyXf
que Vy = Wy, = @, para todo y € X, (), onde g € G € tal que g ¢ T e d(g) # r(g).

Demonstracao: Suponhamos que exista g € G, onde g ¢ T, e d(g) # r(g), tal
que V,, # @, para algum y € X, (. Notemos que se V), # @, entao W, # &, onde
2z = ay-1(y). De fato, se aj € V,, entdo ¢ facil ver que agg-1 € W.. Logo, podemos
considerar ap € V, e by, € W, isto é, h € Sy NT,, k € Sc N Tyy), an(y) =z e
ag(x) = z. Assim, [b, ap] = brardy e d(kh) = d(h) = r(g) # d(g) = r(k) = r(kh),
ou seja, [b,an] ¢ A#X, mostrando que [,] ndo estd bem definida. Um raciocinio
analogo se faz se W, # &. Portanto, a ¢ tal que V,, = W, = &, para todo y € X, y),
onde g € G é tal que g ¢ T, e d(g) # r(g). |
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Capitulo 3

Teorema de Dualidade para Acoes

de Grupodides

Consideremos G' e H grupos, A = @ A, um anel G-graduado com unidade
e X um (G, H)-conjunto finito, tal que gaf(ixgéo de H em X é completamente fiel.
Lembremos novamente que, por 1.1.1, podemos definir o produto smash A#.X. Sob
estas condicoes, S. Dascalescu, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e B. Torrecillas
demonstraram em [6, Theorem 2.7], que H é finito e age por automorfismos no anel

A# X, o conjunto das H-6rbitas de X, denotado O, ¢ um G-conjunto & esquerda

e, 0 mais importante, existe o seguinte isomorfismo de anéis:

(A#X) * H = Mg (A#0™).

Este resultado é chamado Teorema de Dualidade para Anéis Graduados. Nosso
intuito neste capitulo é construir uma generaliza¢ao dos resultados obtidos em [6],
com a finalidade de obter um analogo deste isomorfismo para o produto smash

A4 X definido no capitulo anterior.
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3.1 Preliminares

Vamos apresentar algumas definigoes e resultados que serao usados na prova do
Teorema de Dualidade para Grupdides. Vamos considerar o produto smash como
na Definicao 2.1.1. Sejam G um grupdide, tal que Gy é finito, A = @ A, um anel

geG

G-graduado com unidade dada por 14 € Ae A= @ A°, onde A° = @ A,, para

ecGo gGGe
cada e € G.

Suponhamos que X e Y sado G-conjuntos finitos via o = ({X,}seq, {ay}gec)
e B = ({Yy}eea, {By}gec), respectivamente, tais que X = U X,eY = U Yy

e€Go feGo
Consideremos ¢ : X — Y um homomorfismo de G-conjuntos (ver Defini¢ao 1.2.26).

Para cada e € Gy, podemos considerar a aplicacao ¢, = ¢|x, : X — Y, pois
o(X.) C Y. E facil ver que ., ¢ um homomorfismo de Ge-conjuntos (caso de
grupos). Logo, pela Proposigao 1.1.3, para cada e € Gy, temos que a aplicagao

o+ A°H#Y, — A°#X,, definida por

Y. agps, se existir x € X, tal que ¢ (z) =y
90:(agpy) = vi(ex))(iy

0, caso contrario,
para todo az0, € A°#Y., ¢ um homomorfismo de anéis.

Observemos que A#X = @ A#X. e A#Y = @ AT#Y;, logo podemos

e€Go feGo
definir a aplicacdo ¢* : A#Y — A#X, por gp*( > aeéye) = Y ¢i(a%,,), qual-
_ ecGo ecGo
quer que seja Y ad, € A#Y. A partir disso, segue a préxima proposigao.

e€Go
Proposicao 3.1.1. Seja ¢ : X — Y um homomorfismo de G-conjuntos. Entdo, a

aplicacio ©* : A#Y — A#X € um homomorfismo de anéis.

Demonstracao: Consideremos a0, € by, € A#Y | logo existem e, f € Gy, tais
que a,0, € A°#Y, e byd, € AT#Y;. Notemos que (a,d,)(bnd.) # 0 se, e somente se,

e = f e, neste caso, (a,0,)(bnd.) € A°#Y.. Analogamente, ¢ (a,d,)p}(brd.) # 0 se,
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e somente se, e = f. Assim,

©:((agdy)(bnd.)), se e = f

0, caso contrario

" ((agdy)(bndz)) =

@ (agdy, )i (bnd.), se e = f
0, caso contrario
=, (ag(sy)@}(bh(SZ)

=" (a95y>90* (bro2).

Além disso, usando novamente a Proposicao 1.1.3, temos que ¢*(1iuy) =
<P*( 2 1A6#Ye> = 2 e(laeay.) = 20 Lacgx. = Lagx. u
e€Go e€Go e€Go
Observacao 3.1.2. Consideremos a categoria dos G-conjuntos finitos, onde G é um
grupoide, denotada G — sets, e a categoria dos anéis, denotada Rings. Entao, pela
proposicdo anterior, o funtor F' : G — sets — Rings, definido por F(X) = A#X
e F(p) = ¢*, onde X € um G-conjunto e ¢ : X — Y é um homomorfismo de

G-conjuntos, € um funtor contravariante.

Lema 3.1.3. Nas condi¢oes anteriores, se ¢ : X — Y € um homomorfismo de

eEGO geGe
ygIme

G-conjuntos, entio Keryp* = P b Ag5y>.

Demonstragao: Claramente temos que €D ( D A95y> C Kery*.

eeGo g€Ge
ygIme

Consideremos agora ( > ag5y> € Kery*. Logo,

ecGo g€Ge
YyEYe

TP LTI R 35 SETVIED 95 b 3Pt

e€Go 9€Ce e€Go 9€Ge e€Go 9€Ce zEXe
yEYe yEYe yEYe ¢(x)=y

Notemos que para todo e € Gy, g € G, y € Y. tal que y € I'my, temos a, = 0,
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eEG() geGe
ygEImep

igualdade desejada. [

por definicio de A#X. Assim, Kerp* C ( b A96y>. Portanto, vale a

Corolario 3.1.4. Se ¢ € sobrejetiva, entao ¢* € injetiva.

Observacao 3.1.5. Também podemos mostrar que se ¢ € injetiva, entao p* é

sobrejetiva.

De fato, consideremos a,d, € A#X, ou seja, a,0, € A°#X., para algum e € G,.

Seja y = p(z), entdao y € Yy, ja que z € X,. Logo,

90*<a95y) = Z agéz = agéac)

z€Xe
w(2)=y

onde esta 1ltima igualdade se da pelo fato de ¢ ser injetiva.

Para completar os resultados dessa secao, vamos explorar um pouco mais a nogao
de G-conjuntos, onde G é um grupdide. As defini¢oes e resultados que seguem sao

generalizagoes do caso de grupos.

Definicao 3.1.6. Sejam G e K grupoides. Consideremos X um conjunto. Dizemos

que X é um (G, K)-conjunto, se
(i) X € um G-conjunto via o = ({X,}geq, {0 toec);
(i1) X é um K-conjunto via 8 = ({Yi }rerc, { Bk trex);
(1ii) Para quaiquer g € G e k € K, é vdlido que
ag( X, NY,) CXgNYe e Be(XygNYe-1) C X NYy;

Se existirem g € G e k € K, tais que X, NY, = &, entao convencionamos que

ay(X,~1 NY,) = @. Analogamente para Xy N Yj-1.

(iv) Para todo x € Xy—1 NYy-1, € vdlido que oy(Br(x)) = Br(ag()).

Por (iii), vale que Bk(ngl NY-1) C Xg1NYge Oég(ngl NY-1) C Xg N Yy,

para todo g € G e k € K. Assim, faz sentido definir (iv).
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Exemplo 3.1.7. Consideremos G um grupédide finito e H C G um subgrupdide.
Temos que X = G é um (G, H)-conjunto.

Pelo Exemplo 1.2.22, X = G é um G-conjunto via a = ({X,}sea, {ag}gea),
onde Xy = T,y € oy(l) = gl, para todo [ € X ,-1. Além disso, pelo Exemplo 1.2.25,
X = G é um H-conjunto via 3 = ({Yi}hen, {Bn}ren), onde Y, = Sypy e Bu(l) =
[h~1, para todo [ € Yj,-1. Consideremos | € X ;-1 NY}, quaisquer que sejam g € G
e h € H. Temos que ay4(l) = gl € X, Além disso, d(gl) = d(I) = r(h), ou seja,
ay(Xy-1NYy) € X, NY),. Consideremos agora [ € X, NY),-1, quaisquer que sejam
g € Gehe H. Temos que 8,() =h™' € Y;,. Mais ainda, r(lh™) = r(l) = r(g),
isto é, Br(XgNYy-1) € X,NY,. Por tdltimo, se considerarmos | € X,-1NY},-1, temos
que Bu(ag(l)) = Bulgl) = (g™ = g(Ih™") = ay(Ih™") = ay(Bu(l)). Portanto,
X =G éum (G, H)-conjunto.

No exemplo anterior, se considerarmos o grupdide G' = {g,¢7*,d(g),7(g9)}, e o
subgrupdide H = Gy, ¢é facil ver que X, NY), # &, quaisquer que sejam g € G e
h e H.

Exemplo 3.1.8. Consideremos GG um grupdide finito e H C G um subgrupdide
normal. Entdao, X = G/H é um (G, G/H)-conjunto.

Pelo Exemplo 1.2.24, X = G/H é um G-conjunto via o = ({ X, }seq, {0y }gea)
onde X, = {I{H € G/H : |l € T,y } e ay(IH) = glH, para todo {H € G/H. Mais
ainda, X = G/H é um G/H-conjunto via o par § = ({Yin bkrec/n, {Ber frrea/n),
onde Yy = Srgemy € Ben(IH) = IH(KH) ™ = lk™'H. Seja lH € X,-1 N Yyy, para
quaisquer que sejam g € G e kH € G/H. Temos que ay(lH) = glH € X, e
d(glH) = d(gl)H = d(I)H = d(IH) = r(kH). Dessa maneira, ogz(X,-1 N Yiy) C
Xy NYyer. Agora, seja IlH € Xy N Yyp)-1. Temos que apy(lH) = lk—'*H € Yy e
r(lk=') = r(l) = r(g). Dessa maneira, ayy (X, N Ygm-1) € Xy N Yem. Por dltimo,
consideremos [H € Xy N Y1, entdo Bry(ay(lH)) = Bru(glH) = glk™'H =
a,(lk~'H) = ay(Bru(lH)). Portanto, X = G/H é um (G, G/H)-conjunto.
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No exemplo anterior, se escolhermos o grupdide G = {g,97',d(g),7(9)}, e o
subgrupéide normal H = Gy, é facil ver que X, N Y,z # &, quaisquer que sejam

geGekH e G/H.

Proposicao 3.1.9. Consideremos G e K grupdides, X um (G, K)-conjunto, via 0s
pares o = ({Xg}gea, {ag}gec) € B = ({Yitrer, {Br}rer), respectivamente. Entao,
para cada k € K, Y, € um G-conjunto. Em particular, B : Yi-1 — Y. € um

homomorfismo de G-conjuntos, para todo k € K.

Demonstracao: Fixemos k € K. Para todo g € G, definimos o conjunto Y}, =
Y, N X, Sex € Y}, ,-1, entdo, usando a definicdo de (G, K)-conjunto, segue que
ag(r) € (YN Xy-1) C YVpeN X, = Yy, Logo, estd bem definida a aplicacao
o0F = agly, i+ Yeg1 — Yig, para todo g € G. Vamos mostrar que Yy é um

G-conjunto, via 0¥ = ({Yig}tgeq, {05 }oeq)-

J& temos que 9’; ¢ injetiva, paratodo g € G. Sejay € Y, , = Y, NX,, entao existe
tnico z € X -1, tal que oy(z) = y. Logo, usando a definicao de (G, K)-conjunto,
temos que z = ay-1(y) € ay-1(YeNX,y) C YVpiNX,~1 =Y, 1. Portanto, a aplicagao
9’; é uma bijecao, para todo g € G. As demais propriedades de G-conjunto sao
claramente satisfeitas por 07 = %ly, - Sendo assim, 0" = ({Yeglgea: {05 }gec)

define uma acao de G em Y}, para todo k € K.

Por tltimo, consideremos z € Yj-1 4 = Y;-1 N X,. Usando novamente a definicao
de (G, K)-conjunto, temos que fi(x) € Bi(Yi-1 N X,) C Y, N X, implicando que
Br(Yi-14) € Yig, para todo g € G. Além disso, se © € Y151 = Y1 N X1,
entao B (0%(x)) = Be(ay(x)) = ag(Be(x)) = 0F(Br(x)). Assim, By : Vi1 — YV} é um

homomorfismo de G-conjuntos, para todo k € K. [ |

Vejamos alguns exemplos, nos quais se aplica a proposicao anterior.

Exemplo 3.1.10. Sejam G um grupdide finito e H C G um subgrupdide. Pelo

Exemplo 3.1.7, temos que X = G é um (G, H)-conjunto via o = ({ X, }seq, {og }gea),
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onde Xy = Ty(y) € ay(l) = gl, para todo | € X1, € = ({Yn}nen, {Bn}nen), onde
Yy = Symy € Br(l) = Ih™!, para todo | € Y,-1. De acordo com a Proposicao 3.1.9,
segue que, para todo h € H, Y;, é um G-conjunto via 6" = ({Yi,}eq, {Hg}geg),
onde Yy, g = Y, N Xy = Sy N Tyg) € 02(1) = ay(l) = gl, para quaisquer [ € Y}, ;1 e
g € G. Além disso, para todo h € H, temos que S : Y;,-1 — Y} é um homomorfismo

de G-conjuntos.

Exemplo 3.1.11. Consideremos GG um grupdide finito e H C G um subgrupdide
normal. Logo, de acordo com o Exemplo 3.1.8, temos que X = G/H é um
(G, G/H)-conjunto, via o = ({X,}geq, {ay}gec), onde X, = {IH € G/H : 1 €
Trg)} e ag(lH) = glH, para todo [H € G/H, e B = ({Yer frrea/m { Prer frrea/ i)
onde Yy = Sy(kmy € Bem(IH) = lk~'H. Novamente, pela Proposicao 3.1.9, temos
que, para todo kH € G/H, Yy é um G-conjunto via 0" = ({Yemg}tgea, {05 }oec),
onde Yig, = Vi N Xy = Syemy N Xy e ng“H(lH) = a4(lH) = glH, para quais-
quer lH € Yyy,1 e g € G. Além disso, para todo kH € G/H, temos que

Brr @ Yamy-1 — Yer € um homomorfismo de G-conjuntos.

Consideremos K um grupéide e X um K-conjunto via 8 = ({Yi }rer, { Bk trek),

tal que X = |J Y}. Dessa maneira, se © € X, entdo existe inico f € K, tal que
feKo
xr € Yy. A partir disto, segue nossa proxima definicao.

Definicao 3.1.12. Nas condicies anteriores, definimos a K -orbita de x como sendo
o conjunto o(x) = {fi(x) : 1 € Sy}.
Podemos observar na definicao acima que se [ € Sy, entao v € Xy = Xy) =

X;-1. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.13. Consideremos o grupdide K = {r(k),d(k), k, k~1}. Pelo Exem-
plo 1.2.22) temos que X = K é um K-conjunto via 8 = ({Yi}rer, {Bk }rer), onde
Vi = {r(k),k} = Yoy, Yir = {d(k),k™'} = Yaw), Brwy = Idy,, Bagy = Idy,_,,
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Br : Vi1 — Yy é tal que Br(k7Y) = r(k), Bu(d(k)) =k e Be-1 : Y — Vi1 é tal que
B1(k) = d(k) e Ber(r(K)) = k1. Dessa maneira, o(k) = {8y (), Bt (6)} =

{k,d(k)}. As demais 6rbitas sdo calculadas de maneira andloga.

Exemplo 3.1.14. Consideremos o grupdide K = {r(k),d(k), k,k~'}. Pelo Exem-
plo 1.2.25, X = K é um K-conjunto via 5 = ({Yi}rer,{Bk}rer), onde Y, =
{r(k),k™'} = Yy, Y = {d(k),k} = Yaw), Brwy = Idy,, Bawy = Idy .,
Br : Vi1 — Yy é tal que By(k) = r(k), Be(d(k)) =k e Bp-1 : Yy — Y1 é tal que
By—1(k~') = d(k) e B—1(r(k)) = k. Dessamaneira, o(k™') = {B,x)(k™), B (K71} =

{k=1 d(k)}. As demais érbitas sao calculadas de maneira andloga.

Observacao 3.1.15. Sejam K um grupdide e = ({Yi}rer, {Br}rex) uma agao

de K em um conjunto X. Se y € Yi—1, entdo o(y) = o(z), tal que z = Bi(y).

De fato, como y € Yj-1, temos que o(y) = {Ai(y) : | € Sy} e, como z € Y,
temos que o(z) = {B(2) : t € S,gy}. Logo, se Bi(2) € o(z), entdo d(t) = r(k) e
tk € Saw), logo Bi(2) = Bi(Br(y)) = Bu(y) € o(y). Reciprocamente, se 5(y) € o(y),
entdo d(l) = d(k) = r(k™") e Ik™' € Sy, logo Bi(y) = Bi(Br-1(2)) = Bu-1(2) €

o(z). Portanto, o(y) = o(z).
Nossa proxima proposicao nos dé mais uma classe de exemplos de G-conjuntos.

Proposicao 3.1.16. Sejam G e K grupdides, X um (G, K)-conjunto via o =

({ Xy} e {agteea) € B = ({Yitrer, {Brtrek), respectivamente, tal que X = U X,

e€Go

e X = U Y;. Entao, o conjunto OF das K-drbitas de X é um G-conjunto.
feKo

Demonstragao: Fixemos g € G. Entao, definimos OF = {o(z) : z € X } e

Ag 1 O — OF, por N(o(x)) = o(ay(x)), onde o(z) € OF,. Devemos mostrar

que a aplicagdo A\, estd bem definida, ou seja, que se considerarmos o(z) = o(y) em

Of_l, entdo o(ay(x)) = o(ay(y)). Notemos que z, y € X = fQ?{ Yy, logo existem
€Ko

fi, fa € Ko, tais que z € Yy, e y € Yy,. Pela defini¢do de (G, K)-conjunto, temos

que a4(z) € ag(Xy;1 NYy) € X, NYy e, analogamente, oy(y) € X, NYy,. Seja
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Bi(ay(z)) € o(ay(x)) = {Bi(ay(z)) : L € Sp}. Como z € o(x) = o(y), entdo temos
que = = (;(y), para algum t € Sy,. Notemos que, neste caso, v € Yy, NY; =Yy N
Y1), logo r(t) = fi1, pois X = U Y;. Agora, usando mais uma vez a defini¢ao de
(G, K)-conjunto e o fato de quefyg;O Xy1NYy, = Xg-1NYye) = X,-1NY,-1, seque que
Bilag () = Bilay(By))) = BBy (1)) = Aulay(y)), onde esta tiltima igualdade
se da pelo fato de que d(I) = f; = r(t). Logo, o(ay(x)) € o(ay(y)). Por uma

argumentacao analoga obtemos a outra inclusdo. Portanto, o(ay(x)) = o(ay(y))

e, sendo assim, )\, estd bem definida. Provemos que OF é um G-conjunto via
A= ({04 }gea: {Ag}gea)-

E facil ver que A\,—1 é uma inversa para Ay, sendo assim, A, ¢ bije¢ao. Temos
também que OF = Oﬁg) e Arg) - Oﬁg) — Offg) ¢ a aplicacao identidade, para
todo ¢ € G. E mais, dados g, h € G tais que d(g) = r(h) e x € X;-1, entdo
AgAn(0(x)) = Ag(oan(2))) = olag(an(z))) = olag(x)) = Agn(z).

Portanto, O% é um G-conjunto via A = ({OF }seq, {Ag}gec)- |

3.2 Teorema de Dualidade

Finalmente, vamos nos preparar para dar uma versao do Teorema de Dualidade
para Anéis Graduados, [6, Theorem 2.7], considerando grupéides ao invés de grupos.

Novamente, o produto smash considerado sera como na Definicao 2.1.1.

Sejam G e K grupdides, tais que Gy e K sao finitos, e consideremos X um

(G, K)-conjunto finito via o = ({X,}gea, {ag}gec) € B = ({Yi}rer, {Brtrer), res-

pectivamente, tal que X = U Xee X = U Y.
e€Go feKo

Consideremos também A = @@ A, um anel G-graduado com unidade e o subanel
_ geG
A= @ A°de A, onde A° = P A,, para todo e € Gy. Dessa maneira, podemos
eGGo gEGe

formar o produto smash A#X = @ A*#X..

eeGo
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Na préxima proposicao, construiremos o skew anel de grupéide (A#X) *, K.
Antes disso, pela Proposicao 3.1.9, lembremos que, para cada k € K fixado, Y}, é

um G-conjunto finito. Portanto, para cada k € K, podemos considerar o produto

smash:
A= @ a#v = @D ( ® Agax),
eeGo e€Go g€Ge
€Y, NXe
com unidade dada por 1y = > > 1.0, = >, >, 1.0,
e€Go CCEY]C’@ e€Go z€YrNXe

Notemos que este conjunto é distinto do vazio, pois se x € Y}, para algum k € K,
entao r € X = U X.. Assim, existe e € G tal que z € X,, ou seja, x € X, NY,.

e€Go -~
Logo, temos que a.0, € A#Y}, para todo a. € A..

Proposicao 3.2.1. Nas condi¢oes anteriores, temos que o grupoide K age no anel

A#X . Em particular, existe o skew anel de grupdide (A#X) *y K.

Demonstracao: Provemos que A#Y, é um ideal bilateral de A#X, para todo
k € K. Sejam a,6, € A#X e byd, € A#Yy, ou seja, a,0, € A“#X,,, para algum

e1 € Gy, e bpo, € A®#Y}, .,, para algum ey € Gy. Temos que

a,bpo,, see; =eyeap(y) =x
(ag0:)(bndy) = o

0, caso contrario.
No caso em que e; = ey, temos que gh € G, e y € Y.,. Dessa maneira,
(ay0.)(bnd,) € A#Ys.
Por outro lado, segue que

bpagb,, se ey =eeay(r)=
3oyt = § 0 eeaT el =

0, caso contrario.

No caso em que e; = ey, temos que hg € G.,. Além disso, se ay(z) =y €
Yie, = Yie, = Y N X,,, entao, usando a defini¢ao de (G, K)-conjunto, segue que

= a,1(y) € a;1(Xe, NYy) C X, NY, =Y. Portanto, (b,6,)(a,0,) € A#Y.
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Notemos que, como X é um K-conjunto, temos Y; = Y,), o que implica
A#Y), = A#Yr(k). Pela Proposicao 3.1.9, lembremos que, fi-1 : Yy — Y1 é
um isomorfismo de G-conjuntos, para todo k € K. Logo, pela Proposicao 3.1.1, a
aplicacao v, = B;_1 : A#Y,—1 — A#Y,,, definida por

Vi(agds) = Z g0y = Gg0p, (a),

yEY
B—1(y)=z

para todo a,0, € A#Y)-1, é um isomorfismo de anéis. Além disso, é facil ver
que v : A#Y; — A#Y; é a identidade de A#Y;, para todo f € Ky, e se [,
k € K sdo tais que d(l) = r(k), entdo v, = g Portanto, K age em A#X
via v = ({A#Yi brers {7V brer)- Sendo assim, podemos considerar o skew anel de

grupéide (A#X) *, K. |

Observagao 3.2.2. Nas condi¢oes anteriores, A#X = P A#Yf.
f€Ko

De fato, consideremos a0, € A# X, dessa maneira ay0, € A°#X,, para algum

e € Gy. Logo, v € X, C X = |J Y;. Assim, existe tnico f € K, tal que z € Yy,

feKo B B B
ou seja, x € X, NYy, o que implica a,0, € A#Y;. Portanto, A#X = > A#Y;.
fe€Ko
Agora, consideremos w € A#Y; N ( > A#Yf/>, onde f € K,. Entao, w =
fleKg

#f
Yoo > agh, = Y. >, >, bpd,. J4 mostramos que 1y é um unidade

ecGo 9€Ge fleKy e'€Gy  heEG,
zeXeﬁYf Fl£f yeXe’me/

para fl#Yf, logo w = wly. Por outro lado, temos que

w1f:<z > bh(sy)lf

flekg e'€Gy  heGy
fIAf YEX /NY g

(ox s m)( £ )

fleKgy e’eGy heG e'’eGy
fl£f yeXe/ﬁYf/ z n€X Yy
= E E § E (bhdy)(le//§$e,/).
fleKg e’€Gy  heG, e'’eGy
fl£f yeXe/ﬁYf/ Ze//GXe//ﬁYf
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Observemos que by 1.s # 0, e somente se, €’ = d(h) = €'. Logo,

U)lf = Z Z Z Z bh5 1 /6955’)‘

flekg e’'eGoy  heGy  xeXNYy
fl#f yEXE/ﬁYf/

Para que a soma acima seja distinta de zero, para algum z., € X MY}, deve
existir y € X NYy tal que 2o = o (xer) = y, mas se isso ocorrer, entdao y € X NYy,

o que é um absurdo, pois y € Yy e f' # f (lembremos que X = U Ys). Logo, a
feK,

soma acima é nula e A#Y; N ( > A#Yf,> = 0.
EKO
J1Ef

Portanto, A#X = @ A#Y;.

feKo

Pelo feito até aqui, temos que K age no anel A#X viay = ({A#Y: brere, {7k b ek )-
Da Definicao 1.2.33, o subanel de A#X dos elementos invariantes pela acdo de K

é dado por
(A#X)y = {w € A#X : ’yk(wld(k)) = wlT(k),Vk € K},

onde denotaremos (A#X)Y = (A#X)X. Pelo Teorema 1.2.37, existe o contexto de
Morita [(A#X) *, K, A# X, A# X, (A#X)5, 7/, 7].

Vejamos quem serao as aplicacoes 7 e 7/ deste contexto, usando a multiplicacao
em A#X. Comecemos por 7 e consideremos os elementos a,0, e byd, € A#X.

Assim, a,0, € A #X,, e by, € A2#X,,, para ey, es € Gy. Logo,

T(ag6; @ bpdy) = try((ay0.)(brdy)) Z ’yk (ay0y, bhéy)lkfl)

keK

Z 7k(agbh5y1k71), 5€ €1 =€2¢€ O./h('y) =7
— keK

0, caso contrario.

No caso em que e; = €9 € ay(y) = x, segue que
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T(ay0, & bpdy) = Z Vi (agbhé*ylkq) = Z Vi ((agbh5y) ( Z Z 16(52))

keK keK e€Go z€Y, —1NXe

- Z Z Z ’}/k((agbhéy)(leéz))'

keK ecGo ZEYk71 NXe

Notemos que a soma acima ¢é distinta de zero se, e somente se, e; = d(gh) = e.

Logo,
7(ag0y ® bpdy) = Z Z 7k<(agbh5y)(le152)) = Z Z 'Yk((agbhéy)(le152))
k€K z€Y, 1NXe, k€K 2€Y), _1NXe,
=3 > wlaghid) = D> wlaghid,) = D aghuds, )
kEK €Y, _1NXe, kK keEK
aeq (2)=y YEY, 1 YeEY 1
Portanto,

Y. agbrdp, ), seer=exeap(y) ==
keK

T(Clgdv (059 bhéy) = yeY, 1

0, caso contrario.

Agora, por calculos exatamente analogos feitos para 7, temos que
7' (ay0, ® bpd,) = Z(agéx)yk (bhéylkq)&k
keK

> agbndp, e, seer = ey e an(Bi(y)) ==
= yek}%:il

0, caso contrario.
Consideremos K um grupo, com unidade f € K, agindo globalmente em um
conjunto finito X. Lembremos que se existir z € X tal que k.x = x implicar
k = f, entao dizemos que esta acao é completamente fiel. Daremos um analogo

dessa definicao para o caso de agoes globais de grupdide.

Definicao 3.2.3. Consideremos K um grupoide e X um K-conjunto via a =
({Yitrer, {Brtrex). Dizemos que a a¢ao de K em X ¢é completamente fiel se,

para algum x € Yy N Y1, tivermos fi(z) = x, entao k = r(k) = d(k).
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Exemplo 3.2.4. Seja K um grupdide e consideremos o Exemplo 1.2.22. Temos
que a acao de K em X = K é completamente fiel.

De fato, suponha que exista [ € T, N Ty, tal que og(l) = I. Temos que
r(k) = r(l) = d(k). Além disso, | = ay(l) = kl. Assim, pela unicidade de r(l),
segue que k =r(l) = r(k) = d(k).

Exemplo 3.2.5. Sejam K um grupdéide e H C K um subgrupdide normal. Con-
sideremos a acdo de K em X = K/H dada no Exemplo 1.2.24. Temos que a agao
de K em X = K/H é completamente fiel.

De fato, suponha que exista [H € Y, N Y,-1, tal que ay(IH) = [H. Uma conta
simples mostra que r(kH) = r(IH) = d(kH). Além disso, [H = ax(IH) = klH =
(kH)(IH). Assim, pela unicidade de r(IH), segue que kH = r(lH) = r(kH) =
d(kH).

Vamos agora demonstrar o resultado mais importante deste capitulo. Além do
isomorfismo obtido, o proximo teorema ird garantir a sobrejetividade da aplicacao

7', definida anteriormente.

Teorema 3.2.6. Sejam G e K grupdides, tais que Gy e K sao finitos. Con-

sideremos X um (G, K)-conjunto finito via os pares o = ({Xy}geq, {ag}gec) €

B = ({Yitrer,{Br}rer), respectivamente, tal que X = U X, e X = U Ys.
e€Go feKo

Suponhamos que Y, = Y,-1, para todo k € K, e que a acao de K em X é comple-

tamente fiel. Consideremos também A = @ A, um anel G-graduado, o subanel de

B geG
A dado por A= @ A, tal que A° = @ A,, para todo e € Gy, e o conjunto OF
GGGO geGe

das K-orbitas de X. Entao, existe o sequinte isomorfismo de anéis

Demonstragao: Consideremos a aplicagao ¢ : X — OF, dada por ¢(z) = o(z),

para todo z € X. A aplicacao ¢ estd bem definida e é claramente sobrejetiva. Pela
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Proposicao 3.1.16, para cada g € GG, temos que

o(Xy) = {p(x) :x € X;} = {o(z) : x € X,} = OF.

Além disso, para todo z € X -1, vale que p(oy(x)) = o(ay(x)) = Ag(o(x)) =
Ag(p(z)). Logo, ¢ é um homomorfismo de G-conjuntos. Assim, pela Proposigao

3.1.1 e Coroldrio 3.1.4, a aplicagao ¢* : A#OK — A#X, dada por ¢*(aydem)) =

> ag6, = >, ay0y, para todo a,0,q) € AH#OK| para todo e € Gy, é um
yeXe yeXe
(y)=o(x) o(y)=o(x)

homomorfismo injetor de anéis. Logo, A#0K = p*(A#OX).

Sabemos que o grupéide K age no anel A#X, via v = ({A#Yi brer, {7 brer),
(ver Proposicao 3.2.1). Da Definicao 1.2.33, temos que o subanel de A#X dos

elementos invariantes pela acao de K é dado por

(A#X)E ={w € A#X : we(wlaw) = wlw), Yk € K}

Provemos que o*(A#O0X) = (A# X)X,

Consideremos ay0,(;) € A#0OX | ou seja Ag0o(z Af#O para algum f € Gy.

Para todo k € K, temos que 144 = 151, logo

(" (ag0o(z)) Law) = ”Vk(( > a95y> (Z 2 165%))

yEX e€Go ze€XeNY, 1
o(y)=o(x)

= Vk( Z Z Z (ag5y)(1e5re)> :

YEXs  e€Go z€XNY) 1
o(y)=o(=)

Observemos que a,1. # 0 se, e somente se, e = d(g) = f. Neste caso, temos

V(0" (@g00(z)) Lacr) ) < Z Z (ag§y>(1f5:vf))

yeXy :EfEXfﬂY 1
o(y)=o(x)

X X% )

YyEXy wpEXpNY, g
o(y)=o(z) zy=ay(zs)=y
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= Yk ( Z a95y> = Z g0y (y)-
yEX MY, |1

YEX MY, 1
o(y)=o(x) o(y)=o(x)

Por outro lado, temos que 1,4) = 14, logo

(p*<a950(x)>1r(k) = ( Z a962> <Z Z 165%)
z€Xy

e€Go e €EXNYy
o(z)=o(x)

= > D D (ag8:)(1e6s,).

z€Xy  e€lGo re€XeNYy
o(z)=o(x)

Novamente, observemos que a,1. # 0 se, e somente se, e = d(g) = f. Logo,

P (agbo) by = > D (ag8.)(140,)
z€Xy IfEXfﬂYk
o(z)=o(x)
=2 2 by
zeX

szXfﬁYk
o(z)=o(x) xf:af(:cf):z

= Z ay0,.

zEXfﬁYk
o(z)=o(x)

Observemos que dado z € Xy NY}, como B : Y1 — Yj € uma bijecao, entao
existe inico y € Y1 tal que Si(y)

= z. Além disso, pela definigao de (G, K)-

conjunto, temos que y = By-1(2) € Gp-1(XyNYy) € Xy N Y1, Mais ainda, ja
vimos que se z = Gx(y), entdo o(z) = o(y). Portanto,

P (ag0o)) Ly = Y, agda= >

YEX MY, 1
o(z)=o(x)

ag08, (v) = Vk(©" (ag0o(x)) Lawk)),
o(y)=o(x)

para todo k € K. Assim, ¢*(A#0X) C (A#X)E.

Consideremos agora ». > a,0,, € (A#X)X. Logo,

e€Gy 9€Ge
zg€Xe

’yk<< Z Z agazg> 1d(k)) = (Z Z agézg> 1r(k)7
e€Go 9€Ge

e€Go 9€Ge
Tg e zg€X
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para todo k € K.

Vejamos o que isso significa. Seja k € K, temos que

(o) (Bze)( £ )

ecGy 9€Ge ecGy 9€Ge feGy
zg€Xe zg€Xe zfeXfﬁYk_l
= E g E (ag0e,)(156z, ).
ecGy 9EGe feGy

xgEXe xfeXfﬂYk71

Notemos que a,1; # 0 se, e somente se, f = d(g) = e. Neste caso,

(Z Z “g5xg>1d<k)= Z Z Z (ag0z,)(Lebz,)

e€Gy 9€Ge e€Gp 9€Ge z€XNY) 1
zg€Xe

zgEXe
= Z Z Z agla(g)Oz,

ecGy 9€Ge erXeﬁY
zg€Xe :re_ae(re)_rq

=2, 2 b

GEGO geGe

.’L‘gEXsﬂYk71

o que implica que

Vk (( Z Z agézg) 1d(l~c)) =Yk ( Z Z ag(sa:g)
eeGo IQgGEGXee ecGo g€Ge

zgeXeﬁYk_l
= z : § : agéﬁk(xg)7
e€Go g€Ge

ngXeﬂYk,1

para todo k € K. Analogamente,

(Z > %5rg>1r(k>= DD ag,

ecGo 9EGe ecGy geGe
zg€Xe zg€XeNYy

para todo k € K. Por hipdtese, Y,-1 = Y}, logo temos vilida a igualdade

Z Z a’géﬂk(zg) = Z Z ag(sxgy

e€Go g€Ge e€Go g€Ge

xgEXeﬂYk,1 CCgEXeﬂYk71

para todo k € K.
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Para cada e € G, fixemos g € G. na soma y, Y. az0,, € (A#X)X. Con-

e€Go 9€Ge
zg€Xe

sideremos {z,} C X, como sendo os representantes das K-érbitas de {z,} C X..

Agora, seja >, > aglu(,) € A#OX. Assim,
ecGo g€Ge )
o(zg)€OK

W(Z S agao<zg>)=z S o (ariuey)

e€eGy 9€Ge e€Go 9€Ge
o(zQ)GO‘g{ zgeXe

PO DD DR
e€Goy 9€Ge yzg €EXe

zg€Xe O(Z/zQ):O(Zg)

Na igualdade acima, como X = |J Y}, para cada g € G., temos que existe
feKo

fq € Ko, tal que z, € Yy . Além disso, y., € o(y,,) = o(z,). Logo, y., = B, (2),

com [, € Sy,. Sendo assim,

w(z 5 ag(so<zg>) S Y

ecG geG ecGo 9€Ge | S
c€Go e S OZgEXFe zge fg

o(zg)eOK
- Z Z g 5519 (zg)

Assim, usando (3.1) e o fato de que lg_1 € K depende de z, € X,

90*< Z Z ag(sO(zg)) = Z Z a’g(sﬂlg(mg)

ecGy 9€Ge ecGy g€Ge
zg€Xe SCgEXemYlgfl
= E E g0y, = g E Ag0q, -
e€Go g€Ge e€Gy 9€Ge
ngXef‘lYlg_l rg€Xe

Assim, (A#X)E C o*(A#0X) e, portanto, segue a igualdade desejada. Dessa
maneira, temos que A#OX = p*(A#O0K) = (A#X)K.

Provemos agora que a extensao (A#X)X C A#X é uma extensdo de Galois.

Por 1.2.38, precisamos encontrar um sistema de coordenadas {p;, ¢;}1<i<m, para

A#X.
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Lembremos que Gy ¢ finito e fixemos e € GGy. Como X ¢ finito, segue que X, é

finito. Definimos p. = ¢. = >_ 1.0,. Consideremos k € K tal que k ¢ Kj. Assim,
r€EXe

usando a Observagao 2.1.10, temos

SN Meb) (L) o) = > Y (Led, %(15)< > 1f5$f>)

e€Go reXe e€Go reXe feGy
szXfﬁYk_l

SDID BTN (D SRR AIRY

e€eGo reXe feGy
szankal

=3 ) (16,)(Ledy)

e€Go r€XeNY, 1

= Z Z (1e5a:)(1e5,3k(93))'

e€Go TEXNY, 1
Novamente, pela Observacao 2.1.10, a soma acima é distinta de zero apenas se
existir algum = € X, N Yj-1, tal que z = Bi(z). Se isto ocorrer, como a agdo de K
em X é completamente fiel, segue que k = (k) = d(k), o que é um absurdo, ja que

k ¢ Ko. Logo, > (10)7k((1e0:)1x-1) = 0, para todo k € K \ K.

xEXe

Por outro lado, se f € Ky, procedendo de modo analogo ao céalculo anterior,

temos que

SN Wby (Leda)ly) = > Y (Lede)(Ledp (@)

ecGo reXe e€Go xeXeNYy

= D (L&)(Ld)

@eGo J?EXeﬂYf

=> ) L& =1,

eeGo IEXeﬂYf

Assim, {pe, Ge tecq, ¢ um sistema de coordenadas de Galois e, portanto, a ex-
tensao (A# X)X C A#X é uma extensdo de Galois. Dessa maneira, pelo Teorema

1.2.39, segue que

(A#X) %, K = End(A#X) apxx = End(A#X) 405
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Corolario 3.2.7. A aplicacdo 7' : A#X@(A#X)K A#X — (A#X)*, K, do contexto
de Morita [(A#X )., A#X, A# X, (A#X)K 7/, 7], € sobrejetiva.

Demonstracao: Pelo Teorema anterior, a extensao (A# X)X C A#X ¢ Galois, o

que implica pelo Teorema 1.2.39 que a aplicacao 7 é sobrejetiva. [ |

Facamos mais algumas consideracoes importantes.

(1) Fixemos e € Gy, entdo Yy, = Y N X, é um G.-conjunto finito, para todo
k € K, via g- 2 = ay4(x), para quaisquer g € G, e x € Y;.. Logo, podemos

considerar o produto smash no caso de grupos dado por A°#Y, . = @ A°,, com
xEkae

unidade dada por 15, = > 1.6,.

TEY e

(2) Por uma construcao exatamente andloga a Proposi¢ao 3.2.1, temos que o
grupéide K age no produto smash de grupo A°#X., para cada e € Gy, via a
agio 7 = ({A“#Yeodrercs {1Edre), onde g+ A#Yy 1, — A4V, ¢ dada por
Yelagdy) = agds (x), para todo azd, € A°#Yj-1.. Logo, podemos considerar o
skew anel de grupdide (A°#X.) *, K, para cada e € G. Além disso, A°# X, =

P A#Yy..

feKo

(3) Por uma construcao andloga ao Teorema 3.2.6, temos que
(AHX)" = QI (AHO7),

onde ¢! : A#OF — A*#X., é dada por ¢} (agdew) = ; aq0,, para todo
Yy e
o(y)=o(x)

aglo() € A*H#OK. Sendo assim,

(XS — ( ® Ae#o§<> _ @) a0k

eeGo e€Go

= P (A #0K) = P (A#X.)".

e€Go e€Go

(4) Para finalizar, por uma construgao andloga ao Teorema 3.2.6, temos que

(Ae#Xe) *oye K= End(Ae#Xe)Ae#Oé(,
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para cada e € Gy. Dessa maneira,

(A#X) %, K = P (A#Yr)er = P (@ < & Agax»gk

keK keK e€Go 9€Ge
xeyk,e

@ (@) @ e )

keK \ e€Go e€Go \keK
= P (AH#X.) %,e K 2 (P End(AHX.) acyor.
ecGo ecGo
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Capitulo 4

O Produto Smash Parcial A#X

Neste capitulo, vamos definir uma nova versao do produto smash apresentado
na Secao 1.1.1. Para isso, vamos considerar acoes parciais de grupos em conjuntos,
e nao mais agoes globais. Na Se¢ao 4.1, apresentamos esta nova defini¢ao, junta-
mente com algumas propriedades. Na Secao 4.2, vamos exibir condigoes necessarias
e suficientes para que o produto smash parcial A#X seja Morita equivalente ao
produto smash global A#X, onde (X,a) é a envolvente da acdo parcial o (ver
Teorema 1.3.5). Esta tultima sec¢@o foi baseada nos resultados de A. Paques e D.

Bagio, apresentados em [3].

4.1 Definicao e Propriedades

Consideremos G um grupo, com unidade e € @, tal que G age parcialmente

em um conjunto finito X, via @ = ({X,}eq, {gleec), ¢ A = @ A, um anel
geG

G-graduado com unidade dada por 14 € A.

Definicao 4.1.1. Nestas condigoes, definimos o produto smash parcial, denotado
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A# X, como sendo
A#X = P Ay,

geG
rzeX _q
g

onde 9, ’s sao simbolos, dois elementos sao iquais se coincidem em cada coordenada

x € Xg1, para todo g € G, a soma € dada de maneira usual e a multiplicagdo é

definida por:

a,bpoy,, se ap(y) =z
(ag0)(brdy) = T

0, caso contrdrio,

onde, g eh € G, a,€ Ay, by € Ap, v € Xy ey € Xp1.

Observemos que a multiplicacao acima estd bem definida, pois se x € X -1 ¢é tal
que x = ay(y), entdo y = ap-1(x) € ap-1(Xg1 N Xp) € X151 N X1 © Xy,

pela definicao de agao parcial.

Exemplo 4.1.2. Seja G = {e,g,h,gh : g> = h* = (gh)*? = ¢}, o grupo de Klein.
Consideremos o subconjunto de G dado por X = {e, g,gh}. Pelo Exemplo 1.3.4,
existe uma acao parcial de G em X dada por o = ({ X, }eq, {au }ieq), onde X, = X,
Xy =Xy ={e, g}, Xo = Xpr = {g,9h}, Xgn = X(gn-1 = {e,9h}, ac = Idx,
a,: Xy, — X, étal que ay(e) =g, ay(g) =€, ap : Xp = X, € tal que ap(g) = gh,
an(gh) = g, e agn = Xgn = Xgn € tal que agn(e) = gh e agn(gh) = e. Consideremos
a algebra de grupo A = Ku, ® Kuy ® Ku, ® Kug, onde K é um anel comutativo.

Dessa maneira,
A#X = Ku.be ® Kuedy ® Kuedgn
® Kugde ® Kuyd, © Kupd,
D Kupdgn, ® Kugpde © Kugndg.
Exemplo 4.1.3. Sejam G = {e, g, h,gh : > = h? = (gh)? = e}, o grupo de Klein,

e R um anel finito qualquer. Consideremos X = R x R x R. Pelo Exemplo 1.3.2,

temos que existe uma agao parcial de G em X dada por o = ({X;}ieq, {1 }ieq),
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onde X, = X, X, = X,1 = Rx0x R, Xj = Xp-1 = Rx Rx0, Xp =
Xyt = 0X RX R, a, = Ildx, ayg : Xg — X, ¢é tal que aoy((r,0,5)) = (s,0,7),
ap © X, = X, € tal que ap((r,5,0)) = (5,7,0), e agn : Xgn = Xgn, é tal que
agn((0,7,5)) = (0,s,7), para quaisquer r e s € R. Consideremos novamente a
algebra de grupo A = Ku, ® Kuy, ® Kuj, @ Kug,, onde K é um anel comutativo.

Dessa maneira,

A#X = ( @ Kue(s(r,s,t)) @ ( @ Ku96(770’5)>

r,s,teER r,s€R
@ ( @ Kuhé(r,s,0)> @ ( @ Kughé(o,r,s)> .
r,sER r,sER

Exemplo 4.1.4. Seja G = {e,9,9%, 9> : ¢* = e}, o grupo ciclico de ordem 4.

Consideremos o subconjunto de G dado por X = {g, g%, g°}. Pelo Exemplo 1.3.4,
existe uma agao parcial de G em X dada por o = ({ X, }eq, {au }ieq), onde X, = X,
X, ={%¢*} X2 = {9.9°}, Xpp = {9,9°}, ae = Idx, oy : Xz — X, é tal que
ag(g) = 9%, ag(9®) = ¢°, ag + X — Xpe é tal que ap(g) = ¢°, agp(g’) = g, e

ap Xy = X 6 tal que agp(g?) = g e ag(g®) = g%

Consideremos a algebra
de grupo A = Ku, ® Kuy ® Kugpe @ Kugs, onde K é um anel comutativo. Dessa

maneira,

A#X = Kuedg ® Kuedge @ Kuedgs
D Kugdy © Kugdye @ Kug2d,
D Kug2ys © Kugsdge @ Kugsdgs.
Exemplo 4.1.5. Sejam G = {e,g,9% ¢ : ¢g* = e}, o grupo ciclico de ordem 4, e
R um anel finito qualquer. Consideremos X = R x R x R. Pelo Exemplo 1.3.3,
existe uma acao parcial de G em X dada por a = ({ X, }ieq, {au tieg), onde X, = X,
Xg=RXxRERx0, Xp=Rx0XR Xs=0xRxR, a =1Idx, og: Xgs = X,
é tal que ay((0,7,5)) = (1,5,0), o2 : X2 — X2 é tal que a2((r,0,5)) = (s,0,7),

e ags @ Xy = Xgs, € tal que ag((r,s,0)) = (0,7,s), para quaisquer 7 e s € R.
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Consideremos novamente a algebra de grupo A = Ku, ® Kuy ® Kug © Kugs, onde

K é um anel comutativo. Dessa maneira,

A#X = ( @ Kued(r,s,t)> @ ( @ Kugé(o,r,s))

r,s,teER rsER
@ ( @ Kug25(r,o,s)> @ ( @ Kug35(r7370)>.
rsER r,sER

A proxima proposicao caracteriza A# X como um anel associativo com unidade.

Proposicao 4.1.6. Seja X um conjunto finito tal que G age parcialmente em X via
a = ({Xyteea, {ogteec) e A = @ A, um anel G-graduado com unidade. Entdo,

geG

A#X € um anel associativo com unidade dada por 1agx = > 140,.
zeX

Demonstragao: Sejam ay0,, byd, e ¢, € A#X, ou seja, v € X1, y € Xj1 e

z € Xp-1. Temos que

aghndy)(crd,), se ap(y) =
(0,8.)(bud,)(xb.) = | \@oPro)(ed)s se an(y)

0, caso contrario

(aghp)croz, se ap(z) =y e ap(y) =

0, caso contrario.
Por outro lado,

ag05)(brcroy), se ap(z) =
(0,0, (0B, ) (cad)) = | @90 (rende). se anlz) =y

0, caso contrario

ag(bnck)ds, se app(z) =z e ap(2) =y

0, caso contrario.

Para que o produto em A#X seja associativo, devemos mostrar que ay(z) =y
e ap(y) = x se, e somente se, apr(2) = x e ag(z) = y. De fato, se ay(z) = y e
ap(y) =z, entdo z = agp-1(y) € ap-1(Xp1 N X)) € X111 N X1 © X1, isto

¢, 2 € Xppy—1 N Xp—1. Assim, © = ap(y) = ap(ar(z)) = ane(2). Reciprocamente,
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suponhamos que api(z) = e ag(2) =y, entdao ay(z) € Xj-1. Assim, x = ap(z) =

ap(ak(z)) = an(y) € Xj. Portanto, A#X é um anel associativo.
Provemos agora que A#X tem unidade. Consideremos a,0, € A#X, logo
y € Xg-1. Assim,

(ay0,) (Z 1A5x> = (ag8,)(1a0:) = > aglads = a4,

zeX zeX zeX=Xe

e=ae(2)=y

pois 14 € A,.

Por outro lado temos

(Z 1A5x> (ag0,) = Z(lA(sm)mg‘sy)-

zeX zeX

Como oy : X;-1 — X, estd bem definida, existe inico x € X1 C X tal que

ay(y) = z. Logo,

<Z 1A5x) (ag0,) = 1aay0, = a 0,

zeX

Dessa maneira, A#X tem unidade 144x = > 140,. [ |
rzeX

Observagao 4.1.7. O conjunto B = {149, : * € X} € um conjunto de idempo-
tentes ortogonazis.

De fato, consideremos 1490,, 149, € B. Entao,

14140, se ac(y) ==
(1402)(1a0y) = ’

0, caso contrario

146, sex =y

0, caso contrario.
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4.2 Morita Equivaléncia entre o Smash Parcial

A#X e o Smash Global A#X

Sejam G um grupo com unidade e € G, A = @@ A, um anel G-graduado com
geG

unidade 14 € A, e X um conjunto finito, tal que G age parcialmente via a =

({X,}gea: {ag}tgec). Assim, pela Definicao 4.1.1, podemos considerar o produto

smash parcial A#X.

Seja (X, &) a envolvente da acdo parcial «, cuja a existéncia é assegurada pelo

Teorema 1.3.5. Portanto, X = (G x X)/ ~, onde (g,z) ~ (h,y) se, e somente se,

r € Xy e oq-14(x) =y, e a(g, (h,x)) = (gh,x), para quaisquer g, h € G e z,
y € X. Dessa maneira, pela Definicao 1.1.1, podemos considerar o produto smash
global A#X, como sendo o A-médulo & esquerda livre com base indexada pelos
elementos de X, ou seja,

A#X = P Asgy= P Aduy

\ geG
(hy)eX yeX

Se agém, bk(S@ € A#X, entdo

agbk(S@, se dk((l, y)) = (h, l’)

0, caso contrario

(agém) (bkamT)) =

agbedg s, se (kl,y) = (h,z)

0, caso contrario.

Vamos denotar por R = A#X e S = A#X. Ja vimos que 1p = > 140, e, de
zeX
acordo com a Proposi¢ao 1.1.2, 1g = > 1 Aé@' Vejamos alguns exemplos.

(hy)eX

Exemplo 4.2.1. Consideremos o produto smash R = A#X do Exemplo 4.1.2.

Nestas condicoes, é facil ver que X = {(e,e), (e, g), (e, gh), (g, gh)}. Assim,
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S =A#X = Ku.6— @ Kugé( o @ Kuh5 y Kugh5

(e,e)

D Kue5 5 & Kugé y D Kupb— D Kugh(5

(e,9) (e,9)

&) Kueé(ejgh) ® Kugd(e o P Kuh(5 oy @ Kugno—~

(e,gh)

&) Kueé( @ Kugé(g @ Kuh5 @ Kugh(S

(g,gh)"

Exemplo 4.2.2. Consideremos o produto smash R = A#X do Exemplo 4.1.4.

Nestas condigoes, é facil ver que X = {(e, g), (e, 92), (e, ¢%), (g, ¢*)}. Assim,

S =A#X = Kueéeg)@Kug5eg)EBKugz(5 EBKugs(5

@Kueé( )GBKug(S @Kugzé @Kugsé

(e,9?)

@Kueé( )GBKugc?( 3)@Kug25 @Kugzé

@Kue5( )EBKug5( )EBKugz5 @Kugs5

Pelo Teorema 1.3.5, existe uma aplicacao injetiva i : X — X, definida por

i(x) = (e, z), para todo z € X. Com base nisto, segue nossa préxima proposigao.

Proposigao 4.2.3. A aplicagio ¢ : R — S, definida por ¢(a40,) = agdis), para

todo azo, € R, € um homomorfismo injetor de anéis.

Demonstracao: Claramente, ¢ estd bem definida. Consideremos ayd,, byd, € R.

Logo,

agbnd,), se an(y) =
0 ((ay8,)(bnd,)) = a ) (v)

0, caso contrario

agbndy, se an(y) ==

0, caso contrario.

Por outro lado,

agbrdry, se (h,y) = (e, x)

0, caso contrario.

90(a95x)90<bh5y) = (agé eac)) (bh(S )
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Notemos que by, € R, ou seja, y € X;-1, entdo (h,y) = (e,x) se, e somente
se, ay(y) = x. Portanto, ¢((ay0,)(brdy)) = ¢(asds)e(brdy), provando que ¢ é

multiplicativa. A injetividade de ¢ é 6bvia. |

Observemos que, pela proposigao anterior, podemos considerar 1z = > 1 A5
zeX

Proposicao 4.2.4. Nas condicoes desta secao,

(1) Slp= P Agé@’

g,heG

yeX, 1

(i) 1aS = @ Aduyy
g,heG
VEX (gny—1

(iii) 1xS1z = R.

Demonstragao: (i) Consideremos a5 € S. Logo,

(Cbgém)lR = (ag5(h’y)> (Z 1A5(e,x)) = Z ( (5( )(1A5 e:v)) Z agém.

zeX rzeX zeX

Podemos observar que se existir x, z € X tais que (e,z) = (h,y) = (e, z), entao
x =z, pois (e,x) ~ (e,z), ouseja, v € X, = X e x = a(x) = 2. Logo,

agdw, se existir z € X tal que (h,y) = (e, x)

(g0 1R =
! 0, caso contrario.

Notemos que se y € Xj,-1, entdo (h,y) = (e, an(y)). Reciprocamente, se existir

z € X, tal que (h,y) = (e, ), entdo y € Xj,-1 e ap(y) = x. Portanto,

a 07—, sey € Xp-1
(agbggin=1 """
0, caso contrario.

Para a outra inclusao, notemos que se agé( ) étal quey € Xj,-1, entao ag5(h 5=

g0t an) = (agém) 1, mostrando assim a igualdade desejada.
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(77) Segue exatamente andlogo ao item anterior, observando que

%5@’ se existir x € X tal que (gh,y) = (e, )
13(%5@) ==
0, caso contrario

ag5m, sey e X(gh)*l

0, caso contrario.

(¢12) Claramente, R C 1zS1g. Consideremos ayd7,y € S. Assim, pelos célculos
anteriores,
ag(S@, se y € X(gh)—l N X5

13(0,9(5@)1}3: o
0, caso contrario.

Se y € X(gn)—1 N Xp-1, entao y € Xj-1, logo agém = agé( Além disso,

ean(y))’

an(y) € ap(Xgny—1 N Xp-1) € X,-1, ou seja, 1R(a95m) lr € R. |

Consideremos M = 1gS e N = Slg. Assim, M é um (R,S)-bimédulo, via
r-lgs =rlgse lgs-t = lgst, e N é um (S, R)-bimédulo, via slg - r = slgr e
t-slg = tslg, para quaisquer r € R e s, t € S. Além disso, usando a Propriedade
Universal do Produto Tensoral, juntamente com a proposicao anterior, é facil ver
que estao bem definidas as aplica¢oes 7: M ®s N — R, dada por 7(m ® n) = mn,
et : N®r M — S, dada por 7'(n ® m) = nm, quaisquer que sejam m € M e
n € N. Notemos também que, pela proposicao anterior, a aplicacao 7 é sobrejetiva.

Com isso, segue nossa proxima proposicao.
Proposicao 4.2.5. Nas condi¢oes dessa secao, [R, N, M, S, T,7'| € um contexto de
Morita. Além disso, se A € fortemente G-graduado, entdo este contexto é estrito.

Demonstracao: E facil ver que [R,N,M,S,T,7'] é um contexto de Morita (ver
pagina 24). Provemos a segunda afirmagao. Suponhamos que A é fortemente G-

graduado e consideremos a40p, 5 € 5. Temos que ag € Ay = AgpAy-1, pois A é
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fortemente G-graduado, entao existem finitos elementos b, € Ay, e ¢; € Aj-1, tais

que a, = Z bic;. Logo,

1,J

3 bici0 . se (hh,y) = (e.y)
Z blé@ Z Cjé@ == b
i J

0, caso contrario

=D ey
1,7

= CLQ(SW,

onde ) bidy €N e > cjéw € M. Portanto, temos que 7’ é sobrejetiva. [ |
i ’ J ’
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Capitulo 5

Teorema de Dualidade para Acoes

Parciais de Grupo

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar mais uma versao do Teorema de Dua-
lidade [6, Theorem 2.7], agora para agdes parciais de um grupo G em um conjunto
finito X. Vamos generalizar alguns resultados de S. Dascalescu, C. Nastasescu, F.
Van Oystaeyen e B. Torrecillas, demonstrados em [6], e também apresentar mais
algumas propriedades e defini¢oes relativas a acoes parciais de grupos em conjuntos,
com a finalidade de que nos auxiliem na demonstracao do Teorema de Dualidade.

O produto smash considerado neste capitulo sera como na Definicao 4.1.1.

5.1 Preliminares

Consideremos G' um grupo, com unidade e € G, e A = @ A, um anel G-
geG
graduado, com unidade 14 € A. Sejam X e Y conjuntos finitos, tais que G age

parcialmente em ambos, via o = ({X,}seq, {ogteec) € B = {Yy}eea: {Bg}gec)
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respectivamente. Consideremos ¢ : X — Y um homomorfismo de acoes par-
ciais (ver Defini¢ao 1.3.6), tal que ¢ (Y,) C X,, para todo g € G. Definimos
o T A#Y — A#X, por p*(az0,) = D a4, para todo azd, € A#Y, e esten-
ZEXg—l
(z)=y

demos por linearidade. Se nao existir x € X -1 tal que p(x) = y, entao definimos

¢*(ag0,) = 0. A partir disto, segue nossa préxima proposicao.

s

Proposicao 5.1.1. Nas condi¢oes anteriores, a aplicacao ©* : A#Y — A#X ¢

um homomorfismo de anéis.

Demonstracao: Sejam ag40y,, bpd,, € A#Y, ou seja, y1 € Y1 e yp € Yj-1.
Queremos mostrar que ©*((agdy, )(brdy,)) = @*(agdy, )" (bpdy,). Vamos dividir a

prova em dois casos:

Caso 1: 5h(3/2) =Y1-

Se Bn(y2) = y1, entdo podemos observar que existe z; € X -1, tal que ¢(21) =y
se, e somente se, existe zp € Xj-1, tal que p(z2) = yo. De fato, suponhamos que
existe z; € X1, tal que ¢(z1) = y1 = Bu(y2). Segue que z1 € ¢ *(y1) C o 1(V3) C
Xp. Logo, yo = Bu-1(p(21)) = @(ap-1(21)). Reciprocamente, suponhamos que
existe zp € Xj,-1, tal que p(29) = yo. Assim, y1 = Bi(y2) = Br(w(22)) = p(an(z2)),
pois zp € Xj-1. Notemos que yo = By-1(y1) € Br-1(Yn, N Y1) C Yigp)-1. Logo,
2 € @ (y2) € o' (Vigny-1) € X(gn)—1. Sendo assim, o (22) € a(Xp—1 N X(gpy-1) C

X1,

Entao, suponhamos que existe z; € X,-1, tal que ¢(21) = y;. Pela multiplicagao
em A#Y, segue que

¢*(<a95y1)(bh5y2>) = 90*(agbh5y2) = Z agby0,

#€ X (gn)—1
P (2)=y2

Pelos célculos feitos anteriormente, temos que ap-1(21) € ap-1(X;, N Xy-1) C

Xgny-1 € plap-1(21)) = y2. Isso mostra que *((aydy, )(brdy,)) # 0. Além disso,
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por célculos ja feitos, z € X(4)-1 N Xj,-1. Logo,

@*((agézﬂ)(bh(syz)) = Z &gbhéz.

ZEX(gh)—lth—l

#(2)=y2
Por outro lado,

90*(a95y1)90*(bh5y2):< Z a95t>( Z bh5w)

teX 1 weX, 1

o(t)=y1 p(w)=ys

= 3 Y (4,8 (0nd)

texg_1 weX, 1
p(t)=y; W)=y

= Z Z agbh5w.

wEXh,1 tEX971

pw)=vya  o(t)=y;
t=ayp (w)

Observemos que para cada w € X1 tal que p(w) = ys, existe t € X}, tal que
ap(w) = t. Entretanto, ndo é necessario que t € X,-1NXy e p(t) = y1. Quando isso

ocorrer, podemos observar que w = a-1(t) € ap-1(X, N Xg1) © Xgp)-1. Assim,

©"(ag0y, )" (brdy,) = Z (gbROw-
weX, 10X (g1
(w)=ys
Para que ¢* seja multiplicativa, devemos mostrar que a soma acima ¢é distinta
de zero, ou seja, existe w € X;-1 com p(w) = yo, tal que existe t € X,-1 N X}, com
ap(w) =t e p(t) = y1. Lembremos que estamos supondo S, (y2) = y1 e que existe
21 € X1, tal que p(21) = y1. Neste caso, mostramos que existe 2, € Xj,-1, tal
que p(29) = y2. Escolhemos w = 29 e t = ap(22). Pela defini¢do de homomorfismo
de agdes parciais, temos que p(t) = p(an(22)) = Bu(@(22)) = fulys) = 1 € Vymr, 0

que implica t € ' (y1) C o H(Y,-1) C X1
Portanto, se existe z; € X,-1, tal que p(21) = y1, entao ¢* é multiplicativa.

Suponhamos agora que nao existe t € X,-1, tal que p(t) = y;. Entao, ndo existe

z € Xp,-1 tal que p(z) = yo. Pela definigao de ¢* e pelos calculos feitos até agora,

segue que ©*(agdy, )" (bndy,) = 0 = ©* ((agdy, ) (bndy,)).
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Caso 2: fr(y2) # -

Claramente, ¢*((ay0y,)(brdy,)) = 0. Suponhamos que ¢*(aydy, )¢*(bpdy,) # 0.
Entao, por cédlculos ja feitos, temos que existe w € Xj-1 com p(w) = ys, tal
que existe t € X,-1 N X, com op(w) = t e o(t) = y;. Logo, y1 = ¢(t) =
p(an(w)) = Bu(p(w)) = Bu(y2), 0 que é um absurdo. Assim, ©*(aydy, )" (brdy,) =
0 = & (a0, ().

Por ultimo, provemos agora que ¢*(1axy) = lagx. Temos que

so*(lA#w:so*(ZlAay) =Y @ (1ad) =D D> lade= Y > 14d,

yey yey yey zeX yelmyp zeX
w(@)=y w(@)=y

pois, para todo y € Y, tal que nao existe x € X com ¢(x) =y, entao ¢*(140,) = 0.

Por outro lado,

Lagx =Y Lade= > > lade= > > 1ib.

zeX yeY zeX yelmep =X
y=¢p(x) p(z)=y
Portanto, ¢*(lagy) = Lagx € ¢* é um homomorfismo de anéis. [ |

Lema 5.1.2. Nas condi¢oes anteriores, se ¢ : X — Y ¢é um homomorfismo

de agoes parciais, tal que o~ (Y,) C X,, para todo g € G, entio Kerp* =

EB( D Ag5y>-
gEG \ vEY 1
yEIme

Demonstracao: Claramente, ( &P A95y> C Kerp*.

geG yeY 1

ygIme

Consideremos agora y. a,0, € Kery*. Logo,

geG
yGYg—1
_ * — * _
= | 2wl = X b)) = > Xl
9eG ide 9EG  @E€X
er9*1 yeyg*1 erg*1 p(z)=y

Notemos que para todo g € G, onde y € Y1 ¢ tal que y € Imeyp, temos a, = 0,
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por definicdo de A#X. Assim, Kery* C P &b Agéy). Portanto, vale a

geCG YEY 1

ygIme

igualdade. [ |
Corolario 5.1.3. Se ¢ € sobrejetiva, entao ¢* € injetiva.

Observacao 5.1.4. Também podemos mostrar que se ¢ € injetiva, entao p* €
sobrejetiva.

De fato, basta mostrar para cada a,0, € A#X, quaisquer que sejam z € X -1
e g € G. Consideremos y = ¢(x), entao

p*(ag0y) = Z ag0; = ag0a,

z€EX _
g 1

w(z)=y

onde esta 1ltima igualdade se da pelo fato de ¢ ser injetiva.

Vamos agora tratar um pouco mais sobre agoes parciais de grupos. No que
segue, faremos algumas generalizacoes de defini¢oes e resultados de acoes globais

de grupos.

Definicao 5.1.5. Sejam G e K grupos, com unidades e € G e f € K, respecti-
vamente. Consideremos X um conjunto. Dizemos que X €é um (G, K)-conjunto

parcial, se
(i) G age parcialmente em X via o = ({Xg}gea, {0 teec);
(17) K age parcialmente em X wvia 5 = ({Yktrer, { Bk trex);
(1i) Para quaisquer g € G e k € K, é vdlido que
ay(X, 1 NY) CX,NY: e Bu(X,NY1) C X,NY
Se existirem g € G e k € K, tais que X,-1 NY, = &, entdo convencionamos que
ag(Xy-1 NYy) = . Analogamente para Xy N Yj-1.

(tv) Para todo v € Xy-1 NYy-1, € valido que oy(Br(x)) = Br(ay(z)).
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Por (7ii) temos que fi(X,;-1 NYj-1) € Xp-1NYy e ag(X,-1 NYe-1) € XgNYj,
para quaisquer ¢ € G e k € K. Logo, faz sentido definir (iv). Vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 5.1.6. Consideremos G = {e, g, h,gh : g* = h* = (gh)*> = e}, o grupo
de Klein, e o subconjunto de G dado por X = {e,g,gh}. Sejam K = {e, g} e
H = {e, h} subgrupos de G. Pelo Exemplo 1.3.4, temos que K age parciamente
em X, via @ = ({ Xy} rer, {on}rer), onde X, = X, X, = {e,g}, a. = Idx e
ay: X, = X,, é tal que ay(e) = g e ay(g) = e. E facil ver que H age parcialmente
em X, via 8 = ({Ya}nen, {Bntnen), onde Yo = X, V), = {e,g}, B = Idx e
Br : Yy — Yy, é tal que B, = Idx,. Um calculo simples nos mostra que X é um

(K, H)-conjunto parcial, via estas acoes.

Exemplo 5.1.7. Nas mesmas hipdteses do exemplo anterior, consideremos a agao
parcial de K em X, dada por o = ({Xy}rer, {ax}trer). Agora, vamos definir
uma agao parcial de H em X, dada por 8 = ({Yi}nen, {Bn}nen), onde Y, = X,
Y, =A{e, g}, Be = 1dx e By : Yy, — Yy, é tal que By(e) = g e Bi(g) = e. Novamente,

um calculo simples nos mostra que X é um (K, H)-conjunto parcial, via estas agoes.

Exemplo 5.1.8. Sejam G = {e,g,h,gh : g* = h? = (gh)?}, o grupo de Klein, e
K = {f,k,k* k* : k* = f}, o grupo ciclico de ordem 4. Consideremos R um anel
qualquer e definimos o conjunto X = R x R x R. Consideremos os subgrupos de
G e K dados por H = {e,g} e L = {f,k?}, respectivamente. Temos que H age
parcialmente em X, via o = ({Xp }nen, {on }hen), onde X, = X, X, = R x 0 x R,
a. = Idx e oy : X, — X, é definida por a,((r,0,s)) = (s,0,r), quaisquer que
sejam 7, s € R. Também podemos definir uma acao parcial de L em X dada por
B = {Yi}ier, {Bi}ier), onde Yy = X, YVio = Rx 0 X R, By = Idx e B2 : Vi2 — YVjo,
é definida por Bi2((r,0,s)) = (s,0,r), quaisquer que sejam r, s € R. Um célculo

facil mostra que X é um (H, L)-conjunto parcial, via estas agoes.
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Exemplo 5.1.9. Sejam G = Qs = {1,—1,4,—1i,j,—j, k,—k} e, o subgrupo de G,
H = {1,—1,i,—i}. Consideremos apenas a estrutura de conjunto em X = Q.
Temos que H age parcialmente em X, via a = ({ Xy, }nen, {an}ren), onde Xy = X,
X_y = {1,-1,i,—i}, Xi = {1, —1,4,—i,j}, X_; = {1,—1,4,—i,—j}, a1 = Idy,
a_1: X1 — X_q,édadapor a_i(1)=—1,a1(-1) =1, a_1(i) = —i, a_1(—1) =
i, ;0 Xy — X4, édada por a_i(1) = —i, a_y(—1) =i, a_;(i) = 1, a_;(—1) = —1,
ai(j)=—jeaq; : Xy = X;, é dada por oy(1) = i, oy(—1) = —i, (i) = —1,
a;(—i) = 1lea;(—j) = j. De modo andlogo, podemos definir outra acdo de H em X,
dada por = ({Ya}nem, {Brtnen), onde Y1 = X, Y 1 = X 1, Y, = {1, 1,4, —i, k},
Yo, ={1,-1,1,—i,—k}, 1 = ldx, f-1 = a_1, B_; : Y; = Y_;, tal que B_;(1) = —i,
Boi(=1) =4, (i) = 1, Boi(—i) = =1, Bi(k) = =k e B : Y; — Vi, tal que
Bi(1) =i, Bi(—=1) = —i, Bi(i) = —1, Bi(—i) = 1 e Bi(—k) = k. Um calculo facil

mostra que X é um (H, H)-conjunto parcial, via estas agoes.

Exemplo 5.1.10. Seja G = A4, o grupo das permutacoes pares de ordem 4.
Denotemos seus elementos por e, o1 = (12)(34), 0o = (13)(24), o3 = (14)(23),
o, = (123), 05 = (132), 06 = (124), o, = (142), 05 = (134), 09 = (143),
o0 = (234) e o117 = (243). Consideremos apenas a estrutura de conjunto em
X = A4 e os subgrupos de G dados por H = {e,01,09,03} e L = {e,01}. Temos
que H age parcialmente em X, via a = ({Xp}nen, {an}nen), onde os subcon-
juntos sdo X, = X, X,, = {e,01,09,03,04,05}, X5, = {e,01,092,03,06,07} €
X,, = {e,01,09,03,08,09}, e as aplicagdes sao o, = Idyx, ay : X, — X,
tal que a, (e) = 01, Ay, (01) = €, ay, (02) = 03, Ay (03) = 02, y (04) = 05,
g, (05) = 04, gy + Xoy, = Xy, tal que ay,(€) = 09, ay,(01) = 03, ay,(02) = €,
Uy (03) = 01, Qgy(0g) = 07, (g, (07) = 06 e, finalmente, oy, @ Xy, — Xy, tal que
py(€) = 03, Qs (01) = 02, Ay (02) = 01, Apy(03) = €, Ay (08) = 09, Qyy(09) = 0.
Também temos que L age parcialmente em X, via 8 = ({Yi}ier, {81 her), onde os

subconjuntos sao dados por Y, = X, Y, = {e,01,09,03,010,011}, € as aplicagoes
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sao Be = IdX7 ﬁal : Y01 — Yal) tal que 501(6) = 01, ﬁal(al) = €, 6a1<0-2) = 03,
By, (03) = 09, Bo,(010) = 011, 0y, (011) = 019. De um célculo facil, segue que X é

um (H, L)-conjunto parcial, via estas agoes.

Proposicao 5.1.11. Consideremos G e K grupos, X um (G, K)-conjunto parcial,
via o = ({Xgbgea, {ogtgec) € B = ({Yitker, {Br}rex), respectivamente. Entdo,
para cada k € K, temos que G age parcialmente no conjunto Yy. Em particular, a

aplicacao By, : Yi—1 — Yy € um isomorfismo de agoes parciais, para todo k € K.

Demonstracao: Fixemos & € K. Para todo g € G, definimos Y, , = Y, N X,.
Definimos também a aplicacao 0’; = Oég’ykyg_ : Yy gt — Yig, para todo g € G.
Notemos que, pela defini¢ao de (G, K')-conjunto parcial, se z € Y ;-1 = Y, N X -1,
entao ay(r) € ag(Ye N Xy1) € Vi N Xy = Yy, ou seja, 07 estd bem definida.
Além disso, 9’; é claramente injetiva, para todo g € G. Para a sobrejetividade,
consideremos y € Yj, = Y N X,, logo existe tnico z € X,-1, tal que o,(x) = .
Assim, usando a defini¢do de (G, K)-conjunto parcial, temos que = o -1(y) €
a;-1(X,NYy) € X1 NY, =Y, 1. Além disso, as propriedades de agao parcial
sao claramente satisfeitas por 95. Portanto, Y; é um G-conjunto, via o par 6% =

({Yk,g}geGa {95}966’)'

Por tltimo, usando a definicao de (G, K')-conjunto, temos que B (Yi-1,4) C Y g,
para todo g € G. Mais ainda, para todo x € Yj-1 g1, B(0F(x)) = 05(B(z)). Assim,

Bk : V-1 — Y, é um homomorfismo de acoes parciais, para todo k € K. [ |

Definicao 5.1.12. Sejam K um grupo e X um conjunto tal que K age parcialmente
via = ({Yitrer, {Bktrer). Definimos a K-drbita de x como sendo o conjunto

o(x) = {Bk(x) : k € K € tal que x € Yi-1}.

Observemos que na definicao acima, necessariamente x € X = X, entao pelo

menos = € o(x), implicando que o(z) # &. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 5.1.13. Consideremos a agao parcial do Exemplo 4.1.2. Entao, o(g) =

{e.g.gh} = X.

Exemplo 5.1.14. Consideremos a agao parcial do Exemplo 4.1.4. Entao, o(g) =

{9.9°.¢°} = X.

Observagao 5.1.15. Sejam K um grupo e 5 = ({Yi}rer, {Bk}rerx) uma agao
parcial de K em um conjunto X. Se z € Yy-1, entao o(z) = o(w), tal que w = Pi(2).

De fato, por definigao segue que o(w) = {5(w) : | € K é tal que w € Y;-1} e
o(z) ={Bi(z2) : t € K é tal que z € Y;-1}. Seja fi(w) € o(w), entdo w € Yi-1 NYj.

Dessa maneira,

Bi(w) = Bi(Br(2)) = Bu(2),

pois z = Bp-1(w) C Br-1(Y-1 NYy) € Y1 N Ye-1. Logo, Bi(w) € o(z). Analoga-

mente, se f5;(z) € o(z), entao z € Y;-1 N Y,-1. Dessa maneira,

Bi(2) = Bi(Br-1(w)) = By (w),

pois w = fi(2) C Br(Yi1 N Y1) C Vg1 NY, = Y11 NY,. Logo, Bi(2) € o(w)
e, portanto, o(z) = o(w).
A préxima proposi¢ao nos dard mais uma classe de exemplos de conjuntos onde

um grupo GG age parcialmente.

Proposigcao 5.1.16. Sejam G e K grupos, com unidades e € G e f € K, res-
pectivamente, X um (G, K)-conjunto parcial finito via o = ({X,}geq, {ag}eec) €
B = ({Yk}trer, {Bk trex), respectivamente. Entdo, G age parcialmente no conjunto

OF ={o(z) : v € X} das K-drbitas de X.

Demonstragao: Para cada g € G, definimos O = {o(z) : € X }. Consideremos
também A, : Oy — OF, onde A\y(o(x)) = o(ay()), para todo o(x) € OF,. Para

que a aplicacdo A, esteja bem definida, devemos mostrar que se o(z) = o(y) em

106



O, entdo o(ay(r)) = o(ay(y)) em OJ. Consideremos fi(ay(z)) € o(ay(x)),
entdo k € K ¢ tal que ay(x) € Yiy-1. Logo, usando mais uma vez a defini¢ao de
(G, K)-conjunto, temos que = € ay-1(Xy N Yy-1) € X,-1 N Y,-1. Notemos que
r € o(r) = o(y), entdo x = [(y), para algum [ € K, tal que y € Y;-1. Disto
segue que y € X1 NY1 ey = B1(x) € B-1 (YN Y1) C Y1, Assim, temos
que ag(y) € ag(X, 1 N Y1) € X, N Y. Logo, Bulay(x)) = Bulag(Bily)) =
Br(Bi(cg(y))) = Bri(ay(y)). Logo, o(ay(z)) C o(ay(y)). A outra inclusao se faz de

modo analogo, mostrando assim a boa defini¢ao de Ay, para todo g € G.

E facil ver que A, é uma inversa para A4, sendo assim, A, é bijecao. Temos
também que OX = OX e )\, é a aplicacao identidade em O¥. Suponhamos agora
que o(z) € Of_l NOf, para g, h € G. Assim, z € X, N X}, o que implica
ag(r) € ag(Xg1 N Xp) © Xy N Xgn. Logo, Ag(o(z)) = o(ay(z)) € OF N O,

Por ultimo seja o(z) € 07, N OF -1, para g, h € G, entao & € Xp-1 N X(gn)-1.

(gh
Logo, Ag(An((o(2))) = o(ag(an(x))) = olag(x)) = Agn(o(z)). Portanto, G age
parcialmente em O via A = ({OF}jeq, {Ag}gea)- |

5.2 Teorema de Dualidade

Enfim, vamos apresentar mais uma generalizacao do Teorema de Dualidade para
Anéis Graduados, [6, Theorem 2.7|, considerando agdes parciais de grupo ao invés de
acoes globais. Sejam G e K grupos com unidades e € G e f € K, respectivamente.
Consideremos X um (G, K)-conjunto parcial finito, via o = ({X,}seq, {og}tsec) €
B = ({Yi}rer, {Brtrer), respectivamente. Consideremos também A = @ A, um

geG
anel G-graduado com unidade. Dessa maneira, podemos formar o produto smash

A#X = @ Ay,

geG
reX _q
g

Na préxima proposicao, construiremos o skew anel de grupdide (A#X) *., K.
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Antes disso, pela Proposicao 5.1.11, lembremos que, para cada k € K fixado, Y é

um G-conjunto finito. Portanto, para cada k € K, podemos considerar o produto

smash:
A#Yi= P A= G A,
geG geG
aceth,l xeYy‘}Xg,l
com unidade dada por 1 = > 140,. Podemos observar que se z € Y}, entdo
TEY

x € X = X,.. Assim, 140, € A#Y}, logo A#Y), # O.

Proposicao 5.2.1. Nas condigoes anteriores, temos que K age parcialmente no

anel A#X. Em particular, existe o skew anel de grupo parcial (A#X) %, K.

Demonstragao: Para cada k € K, provemos que A#Y}; é um ideal bilateral de
A#X. Sejam ay0, € A#X e byo, € A#Y}, ouseja, v € X1,y € Xj,-1NY}. Logo,
azbpdy, se ap(y) =
(ag0s)(bndy) = o
0, caso contrario.
Como a multiplicacao em A#X estd bem definida, segue que y € X(gp)-1 N Y.
Assim, (ag5m)(bh5y) c A#Yk

Por outro lado,

bragdy, se ay(z) =1y
(bndy)(agdy) =
0, caso contrario.
Novamente, como a multiplicacao estd bem definida, temos x € X;4)-1. Além
disso, usando a definicao de (G, K)-conjunto parcial, temos que x = a,-1(y) €

Qg1 (Xg N Yk) - ngl Ny, CY,.. LOgO, x € X(hg)—l NY, e (bhéy)(agéx) c A#Yk
Portanto, A#Y}, é um ideal de A# X, para todo k € K.

Notemos que, como K age parcialmente em X, temos X = Y, o que implica

A#X = A#Y;. Pela Proposicao 5.1.11, lembremos que, fBi-1 : Yy — Yj-1 é um
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isomorfismo de agoes parciais, para todo k € K. Logo, pela Proposicao 5.1.1, a

aplicacao v, = B;-1 : A#Y1 — A#Y),, definida por

Vi(agds) = Z g0y = Gg0B, (),

erk’g—l

By—1 ()=
para todo az0, € A#Yi-1, ¢ um isomorfismo de anéis. Claramente, temos que
vr t A#X — A#X é a aplicacao identidade de A#X. Além disso, é facil ver
que Ve((A#Ye-1) N (A#Y))) C (A#Yy) N (A#Yy), para quaisquer k, [ € K, e que
se agy € (A#Yj1) N (A#Yu-1), entdo v(vi(agds)) = mk(agdy). Portanto, K
age parcialmente em A#X via v = ({A#Y: beer, {7k brer ). Sendo assim, podemos

considerar o skew anel de grupo (A#X) *, K. |

Da Definicao 1.3.9, o subanel de A#X dos elementos invariantes pela agao

parcial de K é dado por
(A#X)" ={w € A#X : y(wlp-1) = wlg,Vk € K},

onde denotaremos (A#X)? = (A#X)X. Pelo Teorema 1.3.13, existe o contexto de
Morita [(A#X) *, K, A#X, A#X, (A#X)% 7', 7].

Vejamos quem serdo as aplicagoes 7 @ A#X Qagx),x A#X — (A#X)E e
T A#X @agxyx A#FX — (A#X) x, K deste contexto, usando a multiplicagao
em A#X. Comecemos por 7 e consideremos a,d, e byd, € A#X. Logo,

7(ag0y © bnd,) = tr((agd:) (0nd,)) = D 7 ((ag0.)(brd,) L)

keK

Z Yk (agbhéylk*1)7 s5€ Oéh(y) =7
= keK

0, caso contrario.

No caso em que ap(y) = z, temos
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7(ay0; ® byd, Z’Yk agbpdyly-1) = Z’Yk ((agbh5y)< Z 1A5z>>

keK keK 2€Y, 1
3 Y llahi)000) = Y awlash)
k}EKZEYk 1 keK zEY 1
Qe<z):y
= Z ’Yk(agbhéy) = Z agbrog,(y)-
kEK kEK
YyeEY, 1 yeyY, 1

Portanto,

D Agbndp (), se an(y) =
keK

T(Cl,g(sz & bhéy) = YEY) 1

0, caso contrario.

Agora, por calculos exatamente analogos feitos para 7, temos que

7/ (ag00 @ bndy) = Y (ag0s) vk (bndyli—1)ex

keK

> agbnds,r, se an(B(y)) ==

keK

— yEYk

0, caso contrario.
Consideremos K um grupo, com unidade f € K, agindo globalmente em um
conjunto finito X. Novamente, lembremos que essa acao ¢ dita completamente fiel,
se existir x € X tal que k.x = x, entao k = f. Daremos um andalogo dessa defini¢ao

para o caso de acoes parciais.

Definicao 5.2.2. Consideremos um grupo K, com unidade f € K, agindo parcial-
mente em um conjunto finito X via 5 = ({Yi}rer, {Brtrer). Dizemos que a agdo

parcial de K em X € completamente fiel, se, para algum x € Yy N Y,-1, ocorrer

Br(x) = x, entdo k= f.

Exemplo 5.2.3. As acgoes dos Exemplos 4.1.2 e 4.1.4 sao completamente fiéis.

Entretanto, as dos Exemplos 4.1.3 e 4.1.5 nao sao. De fato, no caso do Exemplo

110



4.1.3, se considerarmos (r,0,7) € X, = X, -1, para r € R, temos que a4((r,0,7)) =
(r,0,7) e g # e. Analogamente, no caso do Exemplo 4.1.5, se considerarmos também

(r,0,7) € Xg2 = X(g2)-1, para r € R, temos que ag2((r,0,7)) = (r,0,7) e g* # e.

No caso de uma acao global completamente fiel de um grupo K em um conjunto
X, é facil ver que se X é finito, entao K também ¢é finito. Queremos um analogo

desse resultado para agoes parciais. Para isso, necessitamos da préxima proposicao.

Proposicao 5.2.4. Sejam K um grupo, com unidade f € K, e X um conjunto
finito tal que K age parcialmente via B = ({Yi}rer,{Br}rer). Consideremos a

agdo envolvente B de 3 (ver Teorema 1.5.5). Sdo equivalentes:
(1) A agdo parcial § € completamente fiel;
(2) A acgdo envolvente B é completamente fiel.

Demonstragao: Fagamos (1) implica (2). Pelo Teorema 1.3.5 (ii), consideremos
y €Y = U B(i(X)), tal que existe k € K com Bi(y) = y. Podemos escrever
y = Bt(z(af)e)l,( para algum t € K e v € X. Como y = Si(y), temos B (i(x)) =
B(Buli(2))), o que implica i(z) = Frsei(i(x)). Ento, i(z) € i(X) N frorge(i(X))
e, pela condigao (i7i) do Teorema 1.3.5 e pelo fato de que i : X — [(X) é injetiva,
temos que x € Y;-13. Analogamente, mostramos que x € Y-1;-1. Logo, usando
(iv) do Teorema 1.3.5, i(x) = Brip(i(z)) = i(Br1pe(w)). Como i : X — i(X)
¢ injetiva, segue que x = [;-1;4(z). Por hipdtese, temos que a ac¢do parcial § é

completamente fiel, entao t~*kt = f, ou seja, k = f.

Provemos a reciproca (2) implica (1). Seja x € Yi-1 NY} tal que Bi(z) = x.
Aplicando i em ambos lados da igualdade temos i(x) = i(Bx(z)) = Bi(i(z)), onde
esta ultima igualdade se da pela condicao (iv) do Teorema 1.3.5. Como a agdo

global 3 é completamente fiel, temos k = f. [ |

Disto decorre o préximo corolario.
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Corolario 5.2.5. Sejam K um grupo e X um conjunto finito tal que K age par-
cialmente via f = ({ Xk rer, {Br}trex). Se a agdo parcial B € completamente fiel,

entdo K € finito.

Demonstracao: Basta considerar a acdo envolvente 8 de 3, pois o resultado é

valido para o caso global. [

Vamos agora demonstrar o resultado mais importante deste capitulo. Além do
isomorfismo obtido, o proximo teorema ird garantir a sobrejetividade da aplicacao

7', definida anteriormente.

Teorema 5.2.6. Sejam G e K grupos com unidades e € G e f € K, respectiva-
mente. Consideremos X um (G, K)-conjunto parcial finito via o« = ({X,}geq, {ag}gec)
e B = ({Yitrer, {Bktrex), respectivamente. Suponhamos que a agao de K em
X € completamente fiel e Y- = Yy, para todo k € K. Consideremos também
A= @ A, um anel G-graduado com unidade e OX o conjunto das K-drbitas de

geG
X. Entao, K € finito e existe o sequinte isomorfismo de anéis

Demonstracao: Ja mostramos no Corolério 5.2.5 que o grupo K ¢ finito. Con-
sideremos a aplicacio ¢ : X — OX, dada por p(r) = o(z), para todo z € X. A
aplicacao ¢ estd bem definida e é claramente sobrejetiva. Mais ainda, usando a
acao parcial de G em OX, dada na Proposicao 5.1.16, temos que ¢ é um homo-
morfismo de acdes parciais. De fato, pois p(X,) = {o(z) : € X} = OF, para
todo g € G. Além disso, se x € X, -1, para todo g € G, entao o(x) € Of_l e
o(ay(z)) = o(ay(z)) = Ay(o(x)) = Ay(¢(x)). Mais ainda, podemos observar que,

para todo g € GG, é valido que

go’l(O;{) ={re X g e Of}

={z € X :0(zx) € O}
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={re X :3dye X, como(x)=o0(y)}

Suponhamos que existe y € X, tal que o(z) = o(y). Entretanto, como z €
o(z) = o(y), entdo x = fi(y), para algum k € K, tal que y € Yj-1. Usando a
defini¢ao de (G, K)-conjunto, temos que = = Bi(y) € Bi(Yr-1NX,) CYiNX, C X,.
Assim, ™1 (OF) C X,.

Assim, pela Proposicao 5.1.1 e Corolario 5.1.3, a aplicacao ¢* : A#OK — A#X,

dada por ¢*(aglem)) = D, a4y = > a4y, ¢ um homomorfismo injetor de
yeX 1 yeX _q
p(y)=0(x) o(y)=0(x)

anéis. Portanto, p*(A#OX) = A#OX.

Pela Proposicao 5.2.1, K age no anel A#X via v = ({A#Y% brer, {Vk brer)-
Novamente, da Definicao 1.3.9, o subanel de A#X dos elementos invariantes pela

acao de K é dado por

(A#X)E = {w € A#X : yp(wlp-1) = wly, Vk € K}.

Provemos que p*(A#0%) = (A#X)E.

Consideremos a40,(z) € A#O¥ . Para todo k € K, temos

Ve(9* (agdo(w)) Li—1) :'7k<< Z ag%)( Z (1A52)>>

o(y)=o(=)

=%( > ) (ag8,)(1a0s )—%( >y aglA(S)

X X Y,
yeX —1 2€Y, 1 yeX -1 z€

o(y)=o(x) o(y)=o(x) *= ae(z) =Y
= Tk E : agl; | = § : g0y (2)-
zeXg,lﬁYk,1 zeX 71ﬁYk 1
o(z)=o(x) o(z) o(z)

Por outro lado, temos que

(p*<ag6o(m))1k = ( Z ag(5y> ( Z 1,4(511,) Z Z ag 1A(5

yex _q weYy yEXg,1 wEYy
o(y)=o(x) o(y)=o(=)
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Z Z gl A0y = Z g0y

y€Xg71 weYy wGX971 NYg
o(y)=o(x) w=e(w)=y o(w)=o(x)

Na soma acima, notemos que w € X1 NYj e By @ Y1 — Y, é uma bijegao,
logo existe tnico z € Yi-1 tal que Bi(z) = w. Além disso, usando a defini¢ao de
(G, K)-conjunto parcial, z = Fy-1(w) € By-1(Xy-1 NY;) € Xy-1 NYj-1. Mais ainda,

ja vimos que se w = Bx(2), entdo o(z) = o(w).

Dessa maneira, para todo k € K,

P (ag0o@) k= Y abu= Y ag0s,(s = W(©" (ag0o()) Lr)-
weX _1NYy 2€X,_10Y, 1
o(wA):o(:c) o(z) o(z)

Portanto, ¢*(A#O0X) C (A#X)K

Consideremos agora  ». a0, € (A#X)". Logo,

geqG
a:geXg_l
Yk E agdxg 1k—1 = E agéxg 1k,
geG geG
zg€X 1 zg€X -1

para todo k € K.

Vejamos o que isso significa. Seja k € K, temos

< 3 a95%>1k1:< 3 agaxg>< > 1A5yg) Yo > (agh,)(1ad,,)

geG gEG Yg€Y, —1 9EG  yg€Y, 1
2g€X 1 2g€X 1 9=k zg€X 1 9=k
= E , E , aglady, = E : ag0s,,
geG YgEY, geG
xgex -1 yg= ae@g) zg ocgEnglekfl

o que implica

71{(( > “géx">1k_l>: Y e,
geG gea

a:gEX971 ngnglr’kail

para todo k € K.
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Analogamente,

geG geG
x;;EXg,l mgenglr‘]Yk

para todo k € K. Por hipdtese, Y,-1 = Y}, logo temos vélida a seguinte igualdade

Z g0B, () = Z ag0qz,, (5.1)

geG geG

zgenglﬂkal ngnglﬁYkil

para todo k € K.

Para cada g € G na soma Yy, a4, € (A#X)X, considere o conjunto

geG
rgeX _
g g 1

{2y} € X,~1 dos representantes das K-érbitas dos {z,} C X ,-1. Agora, seja
S 40z, € A#OF. Logo,

geG
ZQEXg,1
* JR—
2 ( E : %50(»29)> = E : ©*(ay0 O(Zq) E : E , ag(gy@'
geaG geaG geaG yzgex _
ZQEXg,I ngXg,l ngX 1 0<yzg) O(Zg)

Na igualdade acima, para cada g € G, como y., € o(y., ), temos que y., € 0(z,).

Dessa maneira, para cada g € G, y,, = B, (%), para k., € K e 2z, € Xy MYk, )-1-

Logo,
* _ —
Ol YD e | = D > aglh ) = Y ag0s, ).
geG geG kzgeK geG
Zg6X971 zQEX —1 zg€Y, (k: )1 IgGnglﬁY(kg)*l

Pela igualdade (5.1) e pelo fato de que k;l € K depende de z, € X, ou seja, a

soma percorrendo X, MY}, -1 ¢ a mesma soma que percorre X,, temos que

90*< > %5o<x9>) = > g0y, (xg) =

geG geG
p'e X ny,
zg€ g_1 Tg€ g_l (kg)_l
= E g0y, = E g0y,
geG geG
zg€X ny, X
TgeX 1 (kg)—1 TgeX —1
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Assim, (A#X)E C ¢*(A#0X) e, portanto, segue a igualdade desejada. Dessa
maneira, (A#X)E = o*(A#0%) = A#0OK.
Provemos agora que a extensao (A# X)X C A#X é Galois. Por 1.3.15, pre-

cisamos encontrar {p;, g; }1<i<m, sistema de coordenadas de Galois. Como X é

finito, consideremos p, = ¢, = 146,, tal que x € X. Seja k € K, tal que k # f,

entao
D (1a0) (10 151) = D (1ada) (1A5a:)< > 1A5y>)
= Z(lA(Sx)’Yk Z (1A5x)(1A(5y)>
=S| 3 <1A6y>>

y=ae(y)==

= Z (1A5$)(1A56k(93))’

.TEYk,l
Pela Observacao 4.1.7, a soma acima ¢é distinta de zero se existe x € Y,-1 =Y},
tal que x = Bi(x). Entretanto, a acdo de K em X é completamente fiel, logo k = f,

o que é um absurdo. Portanto, se k # f, entdo ) (1404)7%((14d,)1x-1) = 0.
zeX

Para k = f, temos

> (a0 (Lado) 1) =Y (Lade)vs ((1/4596)( > my))
= Z(1A5ﬂc)7f< Z (1A5x>(1145y)>

zeX yGYf:X
= Z(lAéx)Vf(lAéw)
zeX
= (146,)(1adp,(@))
zeX
= "(146,)(1ads) = Lagx.
zeX

Portanto, a extensdo (A#X)X C A#X ¢ Galois.
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Dessa maneira, pelo Teorema 1.3.16, temos o seguinte isomorfismo de anéis
[

Corolario 5.2.7. A aplicagio 7' : A#X @apx)x A#FX — (A#X)*, K, do contexto
de Morita [(A#X )%, A#X, A# X, (A# X)X, 7/, 7], € sobrejetiva.

Demonstragao: Pelo Teorema anterior, a extensao (A#X)% C A#X é Galois, o

que implica pelo Teorema 1.3.16 que a aplicacao 7' é sobrejetiva. [
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