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Ao Márcio, pelo imenso apoio. Por entender o quanto a vida acadêmica é
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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar generalizações de resultados conhecidos

na literatura, nos contextos de Ações Parciais de Grupos e de Ações de Grupóides,

respectivamente. Dentre estes resultados, exploramos Teoria de Morita e Dualidade

para Anéis Graduados [6, Theorem 2.7]. As principais estruturas envolvidas aqui são

duas versões do produto smash definido em [17] dentro destes dois novos contextos.



Abstract

In this work we intend to show generalizations of known results in the literature

in the context of Partial Actions of Groups and Groupoids Actions, respectively.

Among this results, we explore Morita Theory and Duality for Graded Rings [6,

Theorem 2.7]. The main structures involved here are two versions of smash products

defined in [17] whithin these two new contexts.
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Introdução

A noção de grupóide foi originalmente definida em 1926, por H. Brandt, em [4].

Normalmente um grupóide é definido como uma categoria pequena, na qual todo

morfismo é invert́ıvel. Aqui, usaremos uma definição axiomática (ver [13]), a qual

é equivalente a esta, e onde podemos perceber mais claramente a generalização que

este conceito dá a noção de grupo. Para nós, um grupóide será um conjunto não

vazio, munido de uma operação binária definida parcialmente, na qual sempre que

elementos são operáveis, então são válidos os axiomas de grupo.

Por outro lado, a noção de ação parcial de grupos nasceu nos anos noventa, nos

trabalhos de R. Exel em C∗-álgebras, podendo ser encontrada em [9], [7], [1], entre

outros. Quando tratamos de ações globais de um grupo G em um conjunto X,

consideramos um homomorfismo de grupos entre G e o grupo das bijeções de X,

que a cada elemento do grupo associa uma bijeção. No caso de ações parciais, a

cada elemento do grupo G associamos, sob certas condições, uma bijeção entre sub-

conjuntos de X. Além disso, é fácil obter exemplos de ações parciais por restrições

de ações globais.

Os principais resultados deste trabalho são baseados nos resultados de B. Torre-

cillas, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen, S. Dascalescu e Zhou Borong, apresentados

em [17], [16] e [6], e nos resultados de A. Paques e D. Bagio, apresentados em [3].
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Para especificar um pouco mais sobre o que trataremos aqui, consideremos G um

grupo, A um anel G-graduado com unidade e X um G-conjunto finito. A partir

disto, podemos definir um novo produto smash (ver [17]), denotado A#X, como

sendo o A-módulo à esquerda livre com base {px : x ∈ X} e multiplicação dada

por (agpx)(bhpy) = (agbh)py, se h · y = x, e (agpx)(bhpy) = 0, caso contrário, para

quaisquer agpx, bhpy ∈ A#X. O que faremos aqui é apresentar duas generalizações

desta definição, uma considerando ações de grupóides em um conjunto finito X,

e outra considerando ações parciais de grupos em um conjunto finito X. Vamos

explorar propriedades e resultados para estes novos conceitos. Entre os resultados

mais importantes generalizados no texto, destacamos contruções de contextos de

Morita, equivalências de categorias e duas versões para o Teorema de Dualidade

para Anéis Graduados (ver [6]).

No Caṕıtulo 1, faremos uma śıntese de definições e resultados já conhecidos na

literatura, com a finalidade de obter pré-requisitos para uma boa leitura do texto.

Dividimos este caṕıtulo em duas seções. Na Seção 1.1, trataremos basicamente

de noções e resultados no contexto de grupos, abordando a construção do produto

smash A#X, bem como algumas propriedades desta definição, a noção de ação par-

cial de grupos em conjuntos, existência da envolvente e a teoria de Galois para ações

parciais. Na Seção 1.2, nos situaremos no contexto de grupóides. Apresentaremos

definições como ações de grupóides em conjuntos, skew anel de grupóide, álgebra

graduada por grupóide e a teoria de Galois para grupóides. A partir de todos estes

conceitos, tanto no caso de grupos, como no caso de grupóides, abordaremos exem-

plos, propriedades e resultados relevantes. Uma observação importante a fazer, é

que a teoria de Galois explorada aqui, nos dá ferramentas de essencial importância

para a prova dos teoremas de Dualidade desenvolvidos neste trabalho.

No Caṕıtulo 2, consideraremos G um grupóide, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado

com unidade eX umG-conjunto finito. Definiremos o produto smash para grupóides
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Ā#X, onde Ā é o subanel de A dado por Ā =
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge

Ag

)
. Vamos apresentar

exemplos e propriedades desta nova definição. Na Seção 2.2, constrúıremos uma

imersão deste novo produto smash em um certo skew anel de grupóide Ā ∗β P ,

onde P é uma união disjunta de grupóides. Por último, na Seção 2.3, estabele-

ceremos uma equivalência entre a categoria dos Ā#X-módulos à esquerda, deno-

tada Ā#X − mod, e a categoria dos Ā-módulos graduados de tipo X, denotada

(G,X, Ā)− gr. Como uma aplicação desta equivalência, contrúıremos um contexto

de Morita, generalizando os resultados de C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e Zhou

Borong, apresentados em [16].

No Caṕıtulo 3, apresentaremos um Teorema de Dualidade para Anéis Graduados

por Grupóides, o qual generaliza o Teorema de Dualidade para Anéis Graduados,

demonstrado por S. Dascalescu, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e B. Torrecillas,

em [6].

No Caṕıtulo 4, consideraremos G um grupo, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado

com unidade, X um conjunto finito e α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), uma ação parcial

do grupo G no conjunto X. Sob estas condições, vamos definir o produto smash

parcial, denotado A#X. Na Seção 4.1 apresentaremos exemplos e propriedades

desta nova definição. Na Seção 4.2, vamos exibir condições necessárias e suficientes

para que o produto smash parcial A#X seja Morita equivalente ao produto smash

global A#X̄, onde (X̄, ᾱ) é a envolvente da ação parcial α (ver Teorema 1.3.5).

Por último, no Caṕıtulo 5, apresentaremos um Teorema de Dualidade para Anéis

Graduados, agora considerando ações parciais de grupo e o produto smash parcial

A#X. Este resultado também nos dá uma generalização de [6, Theorem 2.7].
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo introduzimos conceitos e resultados já conhecidos na literatura

que serão essenciais para uma boa leitura do texto. Alguns destes serão enunciados

sem suas demonstrações, as quais podem ser encontradas nas referências citadas.

1.1 O Produto Smash A#X

Consideremos G um grupo. Conhecemos na literatura a noção de produto smash,

a qual vem sendo muito usada para obter resultados de dualidade e equivalências

de categorias. Em [17], C. Nastasescu, S. Raianu e F. Van Oystaeyen apresentaram

uma generalização desta definição, na qual são considerados anéis G-graduados e

G-conjuntos finitos.

Lembremos que um anel A é ditoG-graduado, se existe uma famı́lia {Ag : g ∈ G}

de subgrupos do grupo aditivo de A, tal que A =
⊕
g∈G

Ag e AgAh ⊆ Agh, quaisquer

que sejam g, h ∈ G. Além disso, dizemos que um conjunto X é um G-conjunto

à esquerda, se existir um homomorfismo de grupos entre o grupo G e o grupo das
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bijeções do conjunto X. Com base nisto, podemos então definir o produto smash

de [17].

Definição 1.1.1. [17] Sejam G um grupo, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com

unidade e X um G-conjunto à esquerda finito. Definimos o produto smash A#X,

como sendo o A-módulo à esquerda livre com base {px : x ∈ X}, e multiplicação

dada por

(agpx)(bhpy) =

 agbhpy, se h · y = x,

0, caso contrário,

para quaisquer que sejam g, h ∈ G, ag ∈ Ag, bh ∈ Ah e x, y ∈ X.

Na próxima proposição listamos algumas propriedades decorrentes desta definição.

Proposição 1.1.2. [17, Proposition 2.11] Nas condições anteriores:

(i) A#X é um anel associativo, com unidade dada por 1A#X =
∑
x∈X

1Apx;

(ii) B = {1Apx : x ∈ X} é um conjunto de idempotentes ortogonais;

(iii) A aplicação η : A → A#X, dada por η(a) =
∑
x∈X

apx, para todo a ∈ A, é

um homomorfismo injetor de anéis;

(iv) Para quaisquer ag ∈ Ag e x ∈ X, (1Apx)η(ag) = agpg−1·x.

Demonstração:

(i) Sejam agpx, bhpy e clpz ∈ A#X. Temos que

(agpx)
(
(bhpy)(clpz)

)
=

 agbhclpz, se l · z = y e hl · z = x,

0, caso contrário.

Por outro lado,

(
(agpx)(bhpy)

)
(clpz) =

 agbhclpz, se h · y = x e l · z = y,

0, caso contrário.
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Podemos observar que se l · z = y e hl · z = x, então x = hl · z = h · (l · z) = h · y.

Reciprocamente, se h · y = x e l · z = y, então x = h · y = h · (l · z) = hl · z. Dessa

maneira, a multiplicação em A#X é associativa. Além disso, se agpy ∈ A#X, então

(agpy)

(∑
x∈X

1Apx

)
=
∑
x∈X

(agpy)(1Apx) =
∑
x∈X

1G·x=y

ag1Apx = agpy.

Por outro lado,(∑
x∈X

1Apx

)
(agpy) =

∑
x∈X

(1Apx)(agpy) =
∑
x∈X
x=g·y

1Aagpy = agpy.

Assim, A#X é um anel associativo, com unidade dada por 1A#X =
∑
x∈X

1Apx.

(ii) Sejam 1Apx e 1Apy ∈ B. Então,

(1Apx)(1Apy) =

 1Apy, se 1G · y = x,

0, caso contrário

=

 1Apy, se y = x,

0, caso contrário.

(iii) A boa definição e injetividade da aplicação η segue diretamente da definição

de A#X. Agora, se considerarmos ag, bh ∈ A, então

η(ag)η(bh) =

(∑
x∈X

agpx

)(∑
y∈X

bhpy

)
=
∑
x∈X

∑
y∈X

(agpx)(bhpy)

=
∑
y∈X

∑
x∈X
x=h·y

agbhpy =
∑
y∈X

agbhpy = η(agbh).

Observemos que na sequência de igualdades acima, para cada y ∈ X, existe um

único x ∈ X, tal que h · y = x. Além disso, claramente temos que η(1A) = 1A#X .

(iv) Se ag ∈ Ag e x ∈ X, então

(1Apx)η(ag) = (1Apx)

(∑
y∈X

agpy

)
=
∑
y∈X

(1Apx)(agpy) =
∑
y∈X
g·y=x

agpy = agpg−1·x.

�
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Sejam finG− set, a categoria dos G-conjuntos à esquerda finitos, e ϕ : X → Y

um morfismo nesta categoria, isto é, ϕ(g · x) = g · ϕ(x), para quaisquer g ∈ G e

x ∈ X. Definimos a aplicação ϕ∗ : A#Y → A#X, por ϕ∗(agpy) =
∑
x∈X
ϕ(x)=y

agpx, para

todo agpy ∈ A#Y . Se não existir x ∈ X, tal que ϕ(x) = y, então convencionamos

que ϕ∗(agpy) = 0. A próxima proposição nos diz que ϕ∗ : A#Y → A#X é um

homomorfismo de anéis, implicando que o funtor F : finG− set→ Rings, tal que

F (X) = A#X e F (ϕ) = ϕ∗, é um funtor contravariante.

Proposição 1.1.3. [6, Proposition 2.1] Se ϕ : X → Y é um morfismo na categoria

finG− set, então ϕ∗ : A#Y → A#X é um homomorfismo de anéis.

Demonstração: Consideremos agpy1 , bhpy2 ∈ A#Y . Queremos mostrar que

ϕ∗((agpy1)(bhpy2)) = ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2). Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso 1: h · y2 = y1.

Neste caso, podemos observar que existe z1 ∈ X, tal que ϕ(z1) = y1 se, e

somente se, existe z2 ∈ X, tal que ϕ(z2) = y2. De fato, se existe z1 ∈ X, tal que

ϕ(z1) = y1, então ϕ(z1) = y1 = h · y2, ou seja, y2 = h−1 · ϕ(z1) = ϕ(h−1 · z1).

Reciprocamente, se existe z2 ∈ X, tal que ϕ(z2) = y2, então ϕ(z2) = y2 = h−1 · y1,

ou seja, y1 = h ·ϕ(z2) = ϕ(h · z2). Logo, podemos supor, sem perda de generalidade

que existe z2 ∈ X, tal que ϕ(z2) = y2. Nestas hipóteses, temos que

ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2) =

( ∑
z∈X

ϕ(z)=y1

agpz

)( ∑
w∈X

ϕ(w)=y2

bhpw

)

=
∑
z∈X

ϕ(z)=y1

∑
w∈X

ϕ(w)=y2

(agpz)(bhpw)

=
∑
w∈X

ϕ(w)=y2

∑
z∈X

ϕ(z)=y1
z=h·w

agbhpw,

onde, para cada w ∈ X, com ϕ(w) = y2, existe único z ∈ X, tal que z = h · w.
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Além disso, ϕ(z) = ϕ(h · w) = h · ϕ(w) = h · y2 = y1. Logo,

ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2) =
∑
w∈X

ϕ(w)=y2

agbhpw = ϕ∗(agbhpy2) = ϕ∗((agpy1)(bhpy2)).

Dessa maneira, se h · y2 = y1 e existe z2 ∈ X tal que ϕ(z2) = y2, então

ϕ∗((agpy1)(bhpy2)) = ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2).

Suponhamos que não existe x ∈ X tal que ϕ(x) = y2. Então, pelos cálculos

anteriores, temos que ϕ∗((agpy1)(bhpy2)) = 0 = ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2).

Caso 2: h · y2 6= y1.

Temos que ϕ∗((agpy1)(bhpy2)) = 0. Suponhamos que ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2) 6= 0,

então, novamente pelos cálculos anteriores, existe z ∈ X, tal que ϕ(z) = y1 e z =

h·w, para algum w ∈ X, tal que ϕ(w) = y2. Assim, y1 = ϕ(z) = ϕ(h·w) = h·ϕ(w) =

h · y2, o que é um absurdo. Portanto, ϕ∗((agpy1)(bhpy2)) = 0 = ϕ∗(agpy1)ϕ∗(bhpy2).

Dessa maneira, ϕ∗ é multiplicativa. Claramente, ϕ∗(1A#Y ) = 1A#X . �

Vamos encerrar esta seção com mais um resultado envolvendo categorias. De-

notaremos por A#X −mod, a categoria dos A#X-módulos à esquerda unitários.

A outra categoria a ser considerada depende da próxima definição.

Definição 1.1.4. [16] Sejam G um grupo, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com

unidade e X um G-conjunto finito. Dizemos que um A-módulo à esquerda unitário

M é A-módulo graduado de tipo X, se M =
⊕
x∈X

Mx, tal que Mx é subgrupo do

grupo aditivo de M , para cada x ∈ X, e AgMx ⊆ Mg·x, para quaisquer g ∈ G e

x ∈ X.

Consideremos agora a categoria dos A-módulos graduados de tipo X, denotada

por (G,X,A) − gr. Se ϕ : M → N é um morfismo nesta categoria, então ϕ é

A-linear e ϕ(Mx) ⊆ Nx, para todo x ∈ X. O próximo resultado estabelece um

isomorfismo entre as categorias A#X −mod e (G,X,A)− gr.
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Teorema 1.1.5. [16, Theorem 2.1(2)] Nas condições anteriores, existe um isomor-

fismo de categorias entre A#X −mod e (G,X,A)− gr.

Demonstração: Consideremos M ∈ A#X −mod. Pela Proposição 1.1.2, temos

que M é um A-módulo à esquerda unitário via a · m = η(a)m, para quaisquer

a ∈ A e m ∈ M . Agora, para cada x ∈ X, definimos Mx = (1Apx)M . Se m ∈ M ,

então m = 1A#Xm =

( ∑
x∈X

1Apx

)
m =

∑
x∈X

(1Apx)m ∈
∑
x∈X

Mx. Além disso, se

m ∈ Mx ∩
( ∑
y 6=x

My

)
, então m = (1Apx)m

′ =
∑
y 6=x

(1Apy)m
y. Novamente, pela

Proposição 1.1.2 (ii), temos que

m = (1Apx)m = (1Apx)

(∑
y 6=x

(1Apy)m
y

)
=
∑
y 6=x

(1Apx)(1Apy)m
y = 0.

Assim, M =
⊕
x∈X

Mx. Por último, se ag ∈ A e m ∈ Mx, para x ∈ X, temos que

m = (1Apx)m
′. Logo,

ag ·m = η(ag)((1Apx)m
′) =

(∑
y∈X

agpy

)
((1Apx)m

′) =
∑
y∈X

(agpy)(1Apx)m
′

= (agpx)m
′ = (1Apg·x)((agpx)m

′) = (1Apg·x)m
′′ ∈Mg·x.

Portanto, M é um A-módulo graduado de tipo X. Mais ainda, se ϕ : M →M ′ é

um morfismo em A#X −mod, então ϕ(a ·m) = ϕ(η(a)m) = η(a)ϕ(m) = a · ϕ(m),

quaisquer que sejam a ∈ A e m ∈ M . Se m = (1Apx)m
′ ∈ Mx, então ϕ(m) =

ϕ((1Apx)m
′) = (1Apx)ϕ(m′) ∈M ′

x. Portanto, ϕ é um morfismo em (G,X,A)− gr.

Reciprocamente, consideremos N ∈ (G,X,A) − gr. Definimos (apx) · n = anx,

quaisquer que sejam apx ∈ A#X e n ∈ N . Temos que N é um A#X-módulo à

esquerda unitário via esta ação. De fato, sejam agpx, bhpy ∈ A#X e n ∈ N . Assim,

(
(agpx)(bhpy)

)
· n =

 (agbhpy) · n, se h · y = x,

0, caso contrário

=

 agbhny, se h · y = x,

0, caso contrário.
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Por outro lado, segue que (agpx) ·((bhpy) ·n) = (agpx) ·(bhny) = ag(bhny)x. Como

N ∈ (G,X,A)− gr e bhny ∈ Nh·y, temos

(agpx) · ((bhpy) · n) =

 agbhny, se h · y = x,

0, caso contrário.

Mais ainda, se n ∈ N , então é fácil ver que 1A#X · n = n. Portanto, N é um

A#X-módulo à esquerda unitário. Por último, considere ψ : N → N ′ um morfismo

em (G,X,A)−gr. Se n ∈ N e apx ∈ A#X, então ψ((apx)·n) = ψ(anx) = aψ(nx) =

a(ψ(n))x = apx · ψ(n). Logo, ψ é um morfismo em A#X −mod. �

1.2 Grupóides e Propriedades

1.2.1 Grupóides

A noção de grupóide é uma generalização da noção de grupo, no sentido de que

um grupóide é um conjunto não-vazio, onde nem todos os elementos são operáveis,

mas quando são, as condições usuais de grupo devem valer nesse contexto. Neste

caso, temos que todo grupo é um grupóide. Usualmente os grupóides são apresen-

tados como sendo uma categoria pequena, na qual cada morfismo é invert́ıvel. De

fato, essas duas definições são equivalentes, mas é a primeira que nos interessa aqui.

Definição 1.2.1. [13] Seja G um conjunto não-vazio equipado com uma operação

binária definida parcialmente, que será denotada pela concatenação. Se g, h ∈ G,

escrevemos ∃gh, sempre que o produto gh estiver definido. O conjunto G é chamado

um grupóide, se

(G1) para quaisquer g, h, l ∈ G, ∃g(hl) se, e somente se, ∃(gh)l, e neste caso

são iguais;

(G2) para quaisquer g, h, l ∈ G, ∃g(hl) se, e somente se, ∃gh e ∃hl;
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(G3) para cada g ∈ G, existem (únicos) elementos r(g), d(g) ∈ G tais que

∃r(g)g e ∃gd(g), onde r(g)g = g = gd(g);

(G4) para cada g ∈ G, existe um elemento g−1 ∈ G, tal que r(g) = gg−1 e

d(g) = g−1g.

Um elemento e ∈ G é chamado uma identidade de G, se e = d(g) = r(g−1),

para algum g ∈ G. Neste caso, e é chamado identidade domı́nio de g e identidade

imagem de g−1. Para o que segue, vamos considerar os conjuntos:

(1) Ge = {g ∈ G : d(g) = e = r(g)},

(2) Se = {g ∈ G : d(g) = e},

(3) Te = {g ∈ G : r(g) = e},

para cada e ∈ G0. É fácil ver que Ge é um grupo com unidade dada por e. Este

será chamado de grupo principal associado a e. Além disso, denotaremos por G2 o

conjunto dos pares (g, h) ∈ G×G, tais que o elemento gh existe.

O lema a seguir listará algumas propriedades as quais decorrem da definição de

grupóides.

Lema 1.2.2. Consideremos G um grupóide. Então, são válidas as seguintes pro-

priedades:

(1) Para todo g ∈ G, o elemento g−1 satisfazendo g−1g = d(g) e gg−1 = r(g) é

unicamente determinado;

(2) Para todo g ∈ G, d(g−1) = r(g) e r(g−1) = d(g);

(3) Para todo g ∈ G, (g−1)−1 = g;

(4) Para todo g, h ∈ G, (g, h) ∈ G2 se, e somente se, d(g) = r(h);

(5) Para todo g, h ∈ G, (h−1, g−1) ∈ G2 se, e somente se, (g, h) ∈ G2 e, neste

caso, (gh)−1 = h−1g−1;
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(6) Para todo (g, h) ∈ G2, d(gh) = d(h) e r(gh) = r(g);

(7) Para todo e ∈ G0, d(e) = r(e) = e e e−1 = e;

(8) Para todo (g, h) ∈ G2, gh ∈ G0 se, e somente se, g = h−1;

(9) Para todo g, h ∈ G, existe l ∈ G tal que g = hl se, e somente se, r(g) = r(h);

(10) Para todo g, h ∈ G, existe l ∈ G tal que g = lh se, e somente se, d(g) =

d(h).

A seguir veremos alguns exemplos de grupóides.

Exemplo 1.2.3. Todo grupo G é um grupóide, onde todos seus elementos são

operáveis e r(g) = d(g) = 1G, para todo g ∈ G.

Exemplo 1.2.4. A união disjunta de grupos
⋃̇
λ∈Λ

Gλ é um grupóide, onde dois

elementos g, h ∈
⋃̇
λ∈Λ

Gλ são operáveis se, e somente se, g e h pertencem ao mesmo

Gλ.

Exemplo 1.2.5. A união disjunta de grupóides
⋃̇
λ∈Λ

Gλ é um grupóide, onde dois

elementos g, h ∈
⋃̇
λ∈Λ

Gλ são operáveis se, e somente se, g e h pertencem a algum

Gλ e são operáveis em Gλ.

Exemplo 1.2.6. Seja I um conjunto não-vazio. Considere em I × I a operação

binária parcial:

∃(i, j)(l, k) se, e somente se, j = l e, neste caso, (i, j)(l, k) = (i, k).

Com esta operação temos que I × I torna-se um grupóide, onde d(i, j) = (j, j),

r(i, j) = (i, i) e (i, j)−1 = (j, i), para todo (i, j) ∈ I × I. Neste exemplo podemos

observar que G0 = {(i, j) ∈ I × I : i = j}.

Exemplo 1.2.7. Seja G um grupo agindo por bijeções em um conjunto X. Em

X ×G, definimos a seguinte operação parcial:

∃(x, g)(y, h) se, e somente se, h · y = x e, neste caso, (x, g)(y, h) = (y, gh).
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O conjunto X × G com essa multiplicação parcial será denotado P (X,G). Temos

que P (X,G) é um grupóide, onde d(x, g) = (x, 1G), r(x, g) = (g ·x, 1G) e (x, g)−1 =

(g · x, g−1).

Vamos agora apresentar mais definições e propriedades conhecidas envolvendo

grupóides.

Definição 1.2.8. Sejam G um grupóide e H um subconjunto não-vazio de G. Dize-

mos que H é um subgrupóide de G se satisfaz as seguintes condições:

(i) Para todo g, h ∈ H, se ∃gh, então gh ∈ H;

(ii) Se g ∈ H, então g−1 ∈ H, para todo g ∈ G.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.9. Seja G um grupóide e considere G0 ⊆ G. Claramente, G0 é um

subgrupóide de G.

Exemplo 1.2.10. No Exemplo 1.2.7, considere H ⊆ G um subgrupo. É fácil ver

que P (X,H) é um subgrupóide de P (X,G).

Quando tratamos de grupóides, outra definição que nos cabe mencionar é a de

subgrupóide normal. A partir da noção de subgrupóide normal, bem como no caso

de grupos, vamos poder considerar o subgrupóide quociente.

Definição 1.2.11. Consideremos G um grupóide e H um subgrupóide de G. Para

todo g ∈ G, definimos o subconjunto

g−1Hg = {g−1hg : r(h) = r(g) = d(h)}.

Dizemos que H é normal, se o subconjunto g−1Hg 6= ∅ e g−1Hg ⊆ H, para todo

g ∈ G.
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Vejamos alguns exemplos de subgrupóides normais.

Exemplo 1.2.12. Seja G um grupóide. Então G0 é um subgrupóide normal de G.

Exemplo 1.2.13. Pelo Exemplo 1.2.4, temos que a união disjunta de grupos
⋃̇
λ∈Λ

Gλ

é um grupóide. Agora, para cada λ ∈ Λ, considere Hλ um subgrupo normal de Gλ.

Temos que
⋃̇
λ∈Λ

Hλ é um subgrupóide normal de
⋃̇
λ∈Λ

Gλ.

Exemplo 1.2.14. Seja P (X,G) como no Exemplo 1.2.7. Se considerarmos H um

subgrupo normal de G, temos que P (X,H) é um subgrupóide normal de P (X,G).

Nossa próxima definição nos fornecerá uma classe de exemplos de subgrupóides

normais.

Definição 1.2.15. Dizemos que um grupóide G é abeliano, se satisfaz as seguintes

condições:

(i) Para cada g ∈ G, r(g) = d(g);

(ii) Para cada g, h ∈ G tal que d(g) = r(h), gh = hg.

Com isso, temos que todo o subgrupóide H de um grupóide abeliano G é normal,

pois g−1Hg = H, para todo g ∈ G.

Queremos agora apresentar a construção do grupóide quociente G/H, onde H

é um subgrupóide normal do grupóide G. Para isso, necessitaremos das próximas

definições e resultados.

Definição 1.2.16. Seja G um grupóide e ≡ uma relação de equivalência em G.

Suponhamos que ḡ denote a classe de equivalência de g ∈ G. Dizemos que ≡ é uma

congruência, se para quaisquer g, h, k, l ∈ G, tais que ∃gh e ∃kl, ḡ = k̄ e h̄ = l̄,

então gh = kl.

Definição 1.2.17. Consideremos G um grupóide e H um subgrupóide de G. Dize-

mos que H é amplo de H0 = G0.
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Observação 1.2.18. Notemos que se H é um subgrupóide normal de G, então H

é amplo.

De fato, pela definição de subgrupóide normal, temos que g−1Hg 6= ∅, para todo

g ∈ G. Dessa maneira, se g ∈ G, então existe h ∈ H, tal que r(g) = r(h) = d(h).

Assim, r(g) ∈ H, para todo g ∈ G, o que implica G0 ⊆ H. Portanto, G0 = H0.

Lema 1.2.19. Sejam G um grupóide e H um subgrupóide amplo de G. Defina em

G a seguinte relação ≡H : para todo g, k ∈ G, g ≡H k se, e somente se, r(k) = r(g)

e k−1g ∈ H. Então, ≡H é uma relação de equivalência. Mais ainda, se H é um

subgrupóide normal, então ≡H é uma congruência.

Demonstração: Provemos primeiramente que ≡H é uma relação de equivalência:

(i) g ≡H g, para todo g ∈ G, pois g−1g = d(g) ∈ G0 = H0 ⊆ H;

(ii) Sejam g, k ∈ G, tais que g ≡H k, logo r(k) = r(g) e k−1g ∈ H. Assim,

existe h ∈ H tal que h = k−1g. Como H é um subgrupóide de G, temos que

h−1 = (k−1g)−1 = g−1k ∈ H, ou seja, k ≡H g;

(iii) Sejam g, k, l ∈ G, tais que g ≡H k e k ≡H l. Logo, r(k) = r(g), r(l) = r(k),

k−1g ∈ H e l−1k ∈ H. Notemos que d(l−1) = r(l) = r(k) = r(g), logo existe l−1g.

Além disso, d(l−1k) = d(k) = r(k−1) = r(k−1g), logo existe l−1kk−1g e, como H

é um subgrupóide de G e l−1k, k−1g ∈ H, segue então que l−1g = l−1r(g)g =

l−1r(k)g = l−1kk−1g ∈ H. Assim, g ≡H l.

Portanto, ≡H define uma relação de equivalência.

Suponhamos agora que H é um subgrupóide normal de G. Consideremos g, k, l

e t ∈ G, tais que ∃gk, ∃lt, g ≡H l e k ≡H t. Logo, r(l) = r(g), r(t) = r(k), l−1g ∈ H

e t−1k ∈ H. Notemos que r(lt) = r(l) = r(g) = r(gk), então existe (lt)−1gk. Mais

ainda, l−1g ∈ H e H é normal, o que implica (lt)−1gk = t−1l−1gk ∈ t−1Hk ⊆ H.

Portanto, gk ≡H lt e, sendo assim, ≡H é uma congruência. �
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Nas condições do lema anterior, temos que a classe de equivalência de um ele-

mento g ∈ G é dada por gH = {gh : h ∈ H e r(h) = d(g)}. Além disso, notemos

que se H é normal, então H é amplo. Logo, G0 = H0 ⊆ H, implicando assim que

gH 6= ∅, para todo g ∈ G. A partir da contrução feita até agora, podemos enfim

considerar o grupóide G/H, através do próximo lema.

Lema 1.2.20. Consideremos G um grupóide, H um subgrupóide normal de G e

≡H a relação de equivalência em G, dada no lema anterior. Então, G/H é um

grupóide com multiplicação definida por:

gHkH = gkH, se d(g) = r(k).

Chamamos G/H de grupóide quociente.

Demonstração: Como H é um subgrupóide normal, então ≡H é uma congruência.

Logo, a operação em G/H está bem definida. As demais propriedades da definição

de grupóide são de fácil verificação. Notemos que r(gH) = r(g)H, d(gH) = d(g)H

e (gH)−1 = g−1H, para todo g ∈ G. �

1.2.2 G-conjuntos

Apresentaremos agora a definição de G-conjunto para um grupóide G, a qual é

de suma importância neste texto. No Caṕıtulo 2, daremos uma definição de produto

smash que depende fortemente da noção de G-conjunto.

Definição 1.2.21. [20, Definição 2.2.1] Sejam G um grupóide e X um conjunto.

Uma ação de G em X é uma coleção de subconjuntos Xg ⊆ X (g ∈ G) e bijeções

αg : Xg−1 → Xg, tais que Xg = Xr(g), e são satisfeitas as seguintes propriedades:

(i) αe : Xe → Xe é a aplicação identidade em Xe, para todo e ∈ G0;

(ii) αg(αh(x)) = αgh(x), para quaisquer g, h ∈ G tal que d(g) = r(h) e para

todo x ∈ Xh−1 = X(gh)−1.
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Neste caso, dizemos que X é um G-conjunto.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.22. Sejam G um grupóide e H ⊆ G um subgrupóide. Se escrevermos

X = G, então definimos Xh = Tr(h) = {g ∈ G : r(g) = r(h)} e αh : Xh−1 → Xh,

por αh(l) = hl, para quaisquer l ∈ Xh−1 e h ∈ H. Note que αh está bem definida,

pois se l ∈ Xh−1 = Tr(h−1), então d(h) = r(h−1) = r(l) e r(hl) = r(h). As demais

propriedades são facilmente verificadas. Logo, X = G é um H-conjunto via α =

({Xh}h∈H , {αh}h∈H). Em particular, todo grupóide G é um G-conjunto.

Exemplo 1.2.23. Sejam novamente G um grupóide e H um subgrupóide normal

de G. Consideremos também a relação de equivalência ≡H , dada no Lema 1.2.19.

Então, como um caso particular do exemplo anterior, temos que se X = G/H, então

X é um G/H-conjunto via α = ({XlH}lH∈G/H , {αlH}lH∈G/H), tal que XlH = Tr(lH)

e αlH : X(lH)−1 → XlH é definida por αlH(kH) = lHkH, onde kH ∈ X(lH)−1 .

Exemplo 1.2.24. [20, Exemplo 2.2.3] Sejam G um grupóide e H um subgrupóide

normal de G. Consideremos também a relação de equivalência ≡H , dada no Lema

1.2.19. Então o conjunto das classes de equivalência G/H = {gH : g ∈ G} é um

G-conjunto. Para X = G/H, definimos Xg = {lH ∈ G/H : l ∈ Tr(g)}, para todo

g ∈ G, e αg : Xg−1 → Xg, por αg(lH) = glH, para lH ∈ Xg−1 . Note que αg está

bem definida, já que r(l) = r(g−1) = d(g) e r(gl) = r(g). As demais propriedades

são facilmente verificadas.

Exemplo 1.2.25. Consideremos G um grupóide e H ⊆ G um subgrupóide. Sendo

assim, X = G é um H-conjunto via α = ({Xh}h∈H , {αh}h∈H), onde Xh = Sr(h) =

{g ∈ G : d(g) = r(h)} e αh : Xh−1 → Xh, é dada por αh(l) = lh−1, para quaisquer

l ∈ Xh−1 e h ∈ H.

Se X e Y são G-conjuntos, é natural introduzir a definição de homomorfismo de

G-conjuntos e é o que faremos agora.
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Definição 1.2.26. [20, Definição 2.2.7] Consideremos X e Y dois G-conjuntos via

α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yg}g∈G, {βg}g∈G), respectivamente. Dizemos que

ϕ : X → Y é um homomorfismo de G-conjuntos, se satisfaz:

(i) ϕ(Xg) ⊆ Yg, para todo g ∈ G;

(ii) ϕ(αg(x)) = βg(ϕ(x)), para todo x ∈ Xg−1.

1.2.3 Álgebras Graduadas por Grupóides

Outro conceito de muita importância para a construção do produto smash, feita

no Caṕıtulo 2, é a de uma K-álgebra G-graduada A, onde G é um grupóide.

Definição 1.2.27. [15] Sejam K um anel comutativo, A uma K-álgebra com unidade

e G um grupóide. Dizemos que A é G-graduada, se existe um conjunto {Ag}g∈G de

K-submódulos de A, tais que

A =
⊕
g∈G

Ag,

e para quaisquer g, h ∈ G, temos

AgAh

 ⊆ Agh, se d(g) = r(h),

0, caso contrário.

Se AgAh = Agh, para todo g, h ∈ G, tal que d(g) = r(h), então dizemos que A

é fortemente G-graduada.

Exemplo 1.2.28. Seja G um grupóide finito. Se K é um anel comutativo, então

podemos definir a álgebra de grupóide, KG =
⊕
g∈G

Kug, como sendo o K-módulo

livre com base {ug : g ∈ G} e multiplicação definida por

uguh =

 ugh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário,

para g, h ∈ G. A unidade em KG é dada por 1KG =
∑
e∈G0

ue. É fácil ver que KG é

uma álgebra G-graduada.
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Vejamos uma propriedade sobre K-álgebras G-graduadas.

Proposição 1.2.29. [14, Proposition 2.2] Se G é um grupóide, tal que G0 é finito,

e A é uma K-álgebra com unidade G-graduada, então Ae é um subanel de A, para

cada e ∈ G0, e 1A ∈
⊕
e∈G0

Ae.

Demonstração: Pela definição de K-álgebra G-graduada, temos que AeAe ⊆ Ae,

de onde segue que Ae é um subanel de A. Consideremos 1A =
∑
g∈G

ag e bh ∈ Ah.

Então, bh = 1Abh =
∑
g∈G

agbh. Para g /∈ Sr(h), temos que agbh = 0. Sendo assim,

bh ∈
∑

g∈Sr(h)

Agh. Entretanto, bh ∈ Ah e A =
⊕
g∈G

Ag, logo agbh = 0, para todo

g ∈ Sr(h), tal que agbh /∈ Ah, ou seja, agbh = 0, para todo g ∈ Sr(h), tal que gh 6= h.

Assim, agbh = 0, para todo g ∈ Sr(h), tal que g 6= r(h). Logo, para que se tenha

agbh 6= 0, devemos ter g = r(h). Consideremos b =
∑
h∈G

bh ∈ A arbitrário. Então,

se g /∈ G0, segue que agbh = 0, para todo h ∈ G, pois não existirá h ∈ G, tal que

g = r(h). Logo, agb = 0, se g /∈ G0, para todo b ∈ A. Portanto, 1A ∈
⊕
e∈G0

Ae. �

Observação 1.2.30. Se A é uma K-álgebra G-graduada, então Ae tem unidade

para cada e ∈ G0.

De fato, pela proposição anterior, temos que 1A ∈
⊕
e∈G0

Ae, logo podemos escrever

1A =
∑
e∈G0

1e. Disto segue que, para cada f ∈ G0, af = af1A = af

( ∑
e∈G0

1e

)
=∑

e∈G0

af1e = af1f . Analogamente, mostramos que af = 1faf .

1.2.4 Teorias de Morita e Galois

Queremos introduzir conceitos e resultados sobre as Teoria de Morita e Ga-

lois para Grupóides. Esta seção nos fornecerá fortes ferramentas para a prova do

Teorema de Dualidade no Caṕıtulo 3.

Definição 1.2.31. [2] Sejam G um grupóide, K um anel comutativo e R uma K-

álgebra unitária. Uma ação de G sobre R é um par β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G), onde
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para cada g ∈ G, Eg = Er(g) é um ideal de R e βg : Eg−1 → Eg é um isomorfismo

de K-álgebras satisfazendo as seguintes condições:

(i) βe : Ee → Ee é a aplicação identidade em Ee, para todo e ∈ G0;

(ii) βg(βh(x)) = βgh(x), para quaisquer g, h ∈ G tais que d(g) = r(h) e para

todo x ∈ Eh−1 = E(gh)−1.

Exemplo 1.2.32. [2] Consideremos o grupóide G = {g, g−1, r(g), d(g)} e a K-

álgebra R dada por R = Ke1 ⊕ Ke2 ⊕ Ke3 ⊕ Ke4, tal que e1, e2, e3 e e4 são

idempotentes dois a dois ortogonais, cuja a soma é 1R. Definimos Eg = Er(g) =

Ke3⊕Ke4, Eg−1 = Ed(g) = Ke1⊕Ke2, βr(g) = IEr(g) , βd(g) = IEd(g) , βg(xe1 + ye2) =

xe3 + ye4 e βg−1(xe3 + ye4) = xe1 + ye2, para quaisquer x, y ∈ K. Assim definida,

é fácil ver que β = ({Eh}h∈G, {βh}h∈G) é uma ação de G em R.

Para os próximos resultados, vamos considerar β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma

ação de um grupóide G, tal que G0 é finito, sobre uma K-álgebra com unidade R,

onde Ee é unitário com unidade 1e, para todo e ∈ G0. Suponhamos também que

R =
⊕
e∈G0

Ee.

Definição 1.2.33. [3] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de um grupóide G

sobre uma K-álgebra com unidade R, tal que Ee é unitário com unidade 1e, para

todo e ∈ G0. A subálgebra dos elementos invariantes sobre a ação de β é definida

por Rβ = {x ∈ R : βg(x1g−1) = x1g, ∀g ∈ G}.

Definimos também a aplicação traço, trβ : R → R, por trβ(r) =
∑
g∈G

βg(r1g−1),

para todo r ∈ R. Esta aplicação, bem como a próxima proposição, é de fundamental

importância para as teorias de Morita e Galois desenvolvidas aqui.

Proposição 1.2.34. [3, Lemma 4.2] A aplicação trβ : R→ R é um homomorfismo

de (Rβ, Rβ)-bimódulos. Além disso,

(i) trβ(R) ⊆ Rβ;
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(ii) trβ(βg(r)) = trβ(r), para quaisquer r ∈ Eg−1 e g ∈ G.

Demonstração: Um cálculo simples mostra que trβ é um homomorfismo de (Rβ, Rβ)-

bimódulos.

(i) Sejam r ∈ R e h ∈ G. Assim,

βh(trβ(r)1h−1) = βh

(∑
g∈G

βg(r1g−1)1h−1

)
.

Notemos que βg(r1g−1)1h−1 ∈ Eg ∩ Eh−1 = Er(g) ∩ Ed(h). Logo, se r(g) 6= d(h),

então βg(r1g−1)1h−1 = 0. Assim,

βh(trβ(r)1h−1) = βh

( ∑
g∈G

r(g)=d(h)

βg(r1g−1)1h−1

)
=

∑
g∈G

r(g)=d(h)

βh(βg(r1g−1)1h−1)

=
∑
g∈G

r(g)=d(h)

βhg(r1(hg)−1)1h.

Podemos observar que l = hg se, e somente se, r(l) = r(h). Logo,

βh(trβ(r)1h−1) =
∑
l∈G

r(l)=r(h)

βl(r1l−1)1h =
∑
l∈G

βl(r1l−1)1h = trβ(r)1h.

(ii) Sejam r ∈ Eg−1 e g ∈ G. Como βg(r1g−1)1h−1 ∈ Eg ∩ Eh−1 , segue que

trβ(βg(r)) =
∑
h∈G

βh(βg(r)1h−1) =
∑
h∈G

d(h)=r(g)

βhg(r1(hg)−1)1h

=
∑
l∈G

d(l)=d(g)

βl(r1l−1)1lg−1 =
∑
l∈G

d(l)=d(g)

βl(r1l−1) = trβ(r),

pois Elg−1 = Er(lg−1) = Er(l) = El. �

A partir da definição de ação de grupóide sobre um anel, podemos definir o que

vem a ser o skew anel de grupóide associado a esta ação.

Definição 1.2.35. [2] Seja β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação do grupóide G sobre

uma K-álgebra R. O skew anel de grupóide, R ∗β G, correspondente a ação β, é
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definido como a soma direta

R ∗β G =
⊕
g∈G

Egεg,

no qual ε′gs são śımbolos, com a adição usual e a multiplicação definida por

(agεg)(bhεh) =

 agβg(bh)εgh, se d(g) = r(h)

0, caso contrário,

para quaisquer g, h ∈ G, ag ∈ Eg e bh ∈ Eh.

Por [2, Remark 3.2], temos que R∗βG é uma K-álgebra associativa. Além disso,

nas condições dessa seção, por [2, Proposition 3.3], se G0 é finito, então R ∗β G é

unitário, com unidade dada por 1R∗βG =
∑
e∈G0

1eεe, onde 1e denota o elemento

identidade de Ee, para todo e ∈ G0.

Claramente, R é um Rβ-módulo à esquerda e à direita via multiplicação. Com

isso, temos a próxima proposição.

Proposição 1.2.36. Nas condições dessa seção,

(i) R é um R ∗β G-módulo à direita unitário, via r · agεg = βg−1(rag), quaisquer

que sejam r ∈ R e agεg ∈ R ∗β G. Além disso, R é um (Rβ, R ∗β G)-bimódulo;

(ii) R é um R ∗β G-módulo à esquerda unitário, via agεg · r = agβg(r1g−1),

quaisquer que sejam r ∈ R e agεg ∈ R ∗β G. Além disso, R é um (R ∗β G,Rβ)-

bimódulo.

Demonstração: (i) Consideremos r ∈ R e agεg, bhεh ∈ R ∗β G. Logo,

(
r · agεg

)
· bhεh =

(
βg−1(rag)

)
· bhεh = βh−1(βg−1(rag)bh).

Notemos que βg−1(rag)bh ∈ Eg−1 ∩ Eh = Ed(g) ∩ Er(h). Assim, βg−1(rag)bh 6= 0
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se, e somente se, d(g) = r(h). Logo,

(
r · agεg

)
· bhεh =

 βh−1(βg−1(rag)bh), se d(g) = r(h)

0, caso contrário

=

 βh−1(βg−1(rag)βg−1(βg(bh))), se d(g) = r(h)

0, caso contrário

=

 βh−1(βg−1(ragβg(bh))), se d(g) = r(h)

0, caso contrário

=

 β(gh)−1(ragβg(bh)), se d(g) = r(h)

0, caso contrário

=

 r ·
(
agβg(bh)εgh

)
, se d(g) = r(h)

0, caso contrário

= r ·
(
(agεg)(bhεh)

)
.

Temos que 1R∗βG =
∑
e∈G0

1eεe. Sendo assim, para todo r ∈ R, segue que

r · 1R∗βG = r ·
∑
e∈G0

1eεe =
∑
e∈G0

βe(r1e) =
∑
e∈G0

r1e = r

(∑
e∈G0

1e

)
= r,

onde a última igualdade segue do fato que R =
⊕
e∈G0

Ee.

Por último, consideremos r ∈ R, s ∈ Rβ e agεg ∈ R ∗β G. Logo,

s(r · agεg) = sβg−1(rag) = s1d(g)βg−1(rag) = βg−1(s1r(g))βg−1(rag)

= βg−1(s1r(g)rag) = βg−1(srag) = (sr) · agεg.

Portanto, R é um (Rβ, R ∗β G)-bimódulo.

(ii) Segue por cálculos análogos ao item anterior. �

Consideremos agora a aplicação ϕ : R×R→ Rβ, definida por ϕ(r, s) = trβ(rs),

quaisquer que sejam r, s ∈ R. Pela Proposição 1.2.34, temos que ϕ está bem
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definida. Além disso, ϕ é R∗βG-balanceada. De fato, sejam r, s ∈ R e agεg ∈ R∗βG.

Logo,

ϕ(r · (agεg), s) = ϕ(βg−1(rag), s) = trβ(βg−1(rag)s) =
∑
h∈G

βh(βg−1(ra)s1h−1).

Novamente, notemos que βg−1(ra)s1h−1 ∈ Eg−1 ∩ Eh−1 = Ed(g) ∩ Ed(h). Assim,

ϕ(r · (agεg), s) =
∑
h∈G

d(h)=d(g)

βh(βg−1(rag)s1h−1) =
∑
h∈G

d(h)=d(g)

βh(βg−1(rag)βg−1(βg(s1g−1))1h−1)

=
∑
h∈G

d(h)=d(g)

βh(βg−1(ragβg(s1g−1))1h−1) =
∑
h∈G

d(h)=d(g)

βhg−1(ragβg(s1g−1)1gh−1)

=
∑
h∈G

d(h)=d(g)

βhg−1(r(agεg · s)1gh−1) =
∑
l∈G

d(l)=r(g)

βl(r(agεg · s)1l−1)

= trβ(r(agεg · s)) = ϕ(r, (agεg) · s).

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está bem definida

a aplicação τ : R⊗R∗βG R→ Rβ, dada por τ(r⊗ s) = trβ(rs), quaisquer que sejam

r, s ∈ R.

Podemos também definir ψ : R × R → R ∗β G, por ψ(r, s) =
∑
g∈G

rβg(s1g−1)εg,

quaisquer que sejam r, s ∈ R. Um cálculo simples mostra que ψ é Rβ-balanceada.

Assim, novamente pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está bem

definida a aplicação τ ′ : R⊗Rβ R→ R ∗β G, dada por τ ′(r ⊗ s) =
∑
g∈G

rβg(s1g−1)εg,

quaisquer que sejam r, s ∈ R.

Por [12], lembremos que um contexto de Morita é uma sextupla [B, V,W,C, ρ, ρ′],

onde B e C são anéis, V é um (C,B)-bimódulo, W é um (B,C)-bimódulo e ρ e ρ′

são aplicações satisfazendo:

(i) ρ : W ⊗C V → B é um homomorfismo de B-bimódulos;

(ii) ρ′ : V ⊗B W → C é um homomorfismo de C-bimódulos;
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(iii) quaisquer que sejam v, v
′ ∈ V e w,w

′ ∈ W temos ρ′(v, w)v
′

= vρ(w, v
′
) e

wρ′(v, w
′
) = ρ(w, v)w

′
.

Além disso, dizemos que o contexto de Morita [B, V,W,C, ρ, ρ′] é estrito, se

as aplicações ρ e ρ′ deste contexto forem sobrejetivas, implicando assim que as

categorias dos B-módulos e C-módulos à esquerda são equivalentes.

A partir disto, temos condições de enunciar o próximo resultado.

Teorema 1.2.37. [3, Proposition 4.4] Nas condições anteriores, [R∗βG,R,R,Rβ, τ ′, τ ]

é um contexto de Morita. Além disso, τ é sobrejetiva se, e somente se, existe r ∈ R

tal que trβ(r) = 1R.

Demonstração: Resta apenas mostrar as condições de associatividade. Se r, s,

s′ ∈ R, então

r · τ ′(s⊗ s′) = r ·
(∑

g∈G

sβg(s
′1g−1)εg

)
=
∑
g∈G

βg−1(rsβg(s
′1g−1))

=
∑
g∈G

βg−1(rs1g)s
′ = τ(r ⊗ s)s′.

Mais ainda,

τ ′(r ⊗ s) · s′ =
(∑

g∈G

rβg(s1g−1)εg

)
· s′ =

∑
g∈G

rβg(s1g−1)βg(s
′1g−1)

=
∑
g∈G

rβg(ss
′1g−1) = rtrβ(ss′) = rτ(s⊗ s′).

A segunda afirmação é de fácil verificação. �

Por [10, Lema 1.3.4], a aplicação ϕ : R → R ∗β G, dada por ϕ(r) =
∑
e∈G0

r1eεe,

para todo r ∈ R, é um homomorfismo injetor de anéis (a injetividade de ϕ se dá

pelo fato de que estamos supondo R =
⊕
e∈G0

Ee). Assim, se M é um R ∗β G-módulo

à esquerda, então M é um R-módulo à esquerda via r ·m = ϕ(r)m, para quaisquer

r ∈ R e m ∈M . Logo, podemos definir o conjunto dos elementos invariantes de M
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sobre G como

MG = {m ∈M : (1gεg)m = 1gm,∀g ∈ G}.

Definimos agora a aplicação j : R ∗β G → End(R)Rβ , por j(
∑
g∈G

agεg)(r) =∑
g∈G

agβg(r1g−1), para quaisquer
∑
g∈G

agεg ∈ R ∗β G e r ∈ R. Em [3], A. Paques e D.

Bagio provaram que j é um homomorfismo de R-módulos à esquerda e também um

homomorfismo de K-álgebras unitárias. Logo, R é um R ∗β G-módulo à esquerda

via

( ∑
g∈G

agεg

)
· s = j

( ∑
g∈G

agεg

)
(s), para quaisquer

∑
g∈G

agεg ∈ R ∗β G e s ∈ R.

Em particular, RG = Rβ.

A seguir definiremos um dos principais objetos de estudo nesta seção e veremos

como este se relaciona com o contexto de Morita construido anteriormente.

Definição 1.2.38. [3] Sejam G um grupóide finito, R uma K-álgebra unitária

e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de G sobre R. Dizemos que R é uma ex-

tensão de Galois de Rβ, se existem elementos {xi, yi ∈ R : 1 ≤ i ≤ m} tais que
m∑
i=1

xiβg(yi1g−1) = εg,e1e, para quaisquer g ∈ G e e ∈ G0. O conjunto {xi, yi}1≤i≤m

é chamado sistema de coordenadas de Galois de R sobre Rβ.

O próximo teorema é o mais importante desta seção. Por ser muito longa,

omitiremos sua prova. Uma demonstração completa deste pode ser encontrada em

[3, Theorem 5.3], para o caso de ações parciais de grupóides. A partir deste teorema,

iremos estabelecer condições necessárias e suficientes para que o contexto de Morita

[R ∗β G,R,R,Rβ, τ ′, τ ] seja estrito. Além disso, este é uma forte ferramenta para

demonstrar o Teorema de Dualidade no Caṕıtulo 3, por isso sua importância.

Teorema 1.2.39. [3, Theorem 5.3] Consideremos G um grupóide finito, R uma

K-álgebra unitária e β = ({Eg}g∈G, {βg}g∈G) uma ação de G sobre R tal que, para

todo e ∈ G0, Ee é unitário com unidade 1e. Suponha também que R =
⊕
e∈G0

Ee. As

seguintes afirmações são equivalentes:
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(1) R é uma extensão de Galois de Rβ;

(2) R é um Rβ-módulo à direita projetivo finitamente gerado e a aplicação j :

R∗βG→ End(R)Rβ , definida por j(
∑
g∈G

agεg)(r) =
∑
g∈G

agβg(r1g−1), para todo r ∈ R,

é um isomorfismo de K-álgebras e de R-módulos à esquerda;

(3) Para todo R ∗β G-módulo à esquerda M , a aplicação µ : R ⊗Rβ MG → M ,

dada por µ(r ⊗m) = rm, é um isomorfismo de R-módulos à esquerda;

(4) A aplicação ρ : R ⊗Rβ R →
∏
g∈G

Eg, dada por ρ(r ⊗ s) = (rβg(s1g−1))g∈G, é

um isomorfismo de R-módulos à esquerda;

(5) RtR = R ∗β G, onde t =
∑
g∈G

1gεg;

(6) A aplicação τ ′ é sobrejetiva;

(7) R é um gerador para a categoria dos R ∗β G-módulos à esquerda.

Além disso, sob a hipótese de que qualquer uma das afirmações anteriores vale,

então as seguintes afirmações adicionais são equivalentes:

(8) trβ(R) = Rβ;

(9) R é um gerador na categoria dos Rβ-módulos à direita;

(10) O contexto de Morita [R ∗β G,R,R,Rβ, τ ′, τ ] é estrito.

1.3 Conceitos e Resultados envolvendo Grupos

1.3.1 Ações Parciais de Grupos

Abordaremos aqui algumas definições e resultados referentes à noção de ação

parcial de grupos. Comecemos com a própria definição de ação parcial.

Definição 1.3.1. [9, Definition 1.2] Sejam G um grupo, com elemento identidade

e, e X um conjunto. Uma ação parcial de G em X é uma coleção de subconjuntos
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Xg ⊆ X, g ∈ G, e bijeções αg : Xg−1 → Xg, tais que:

(i) Xe = X e αe é a aplicação identidade em X;

(ii) αg(Xg−1 ∩Xh) ⊆ Xg ∩Xgh;

(iii) αg(αh(x)) = αgh(x), para todo x ∈ Xh−1 ∩X(gh)−1.

Exemplo 1.3.2. Sejam G = {e, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = e}, o grupo de Klein, e

R um anel qualquer. Consideremos X = R×R×R. Temos que G age parcialmente

em X, via a ação α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), onde Xe = X, Xg = Xg−1 = R × 0× R,

Xh = Xh−1 = R × R × 0, Xgh = X(gh)−1 = 0 × R × R, αe = IdX , αg : Xg → Xg

é tal que αg((r, 0, s)) = (s, 0, r), αh : Xh → Xh é tal que αh((r, s, 0)) = (s, r, 0), e

αgh : Xgh → Xgh, é tal que αgh((0, r, s)) = (0, s, r), para quaisquer r e s ∈ R.

Exemplo 1.3.3. Sejam G = {e, g, g2, g3 : g4 = e}, o grupo ćıclico de ordem 4, e R

um anel qualquer. Consideremos X = R × R × R. Temos que G age parcialmente

em X, via α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), onde Xe = X, Xg = R×R×0, Xg2 = R×0×R,

Xg3 = 0 × R × R, αe = IdX , αg : Xg3 → Xg é tal que αg((0, r, s)) = (r, s, 0),

αg2 : Xg2 → Xg2 é tal que αg2((r, 0, s)) = (s, 0, r), e αg3 : Xg → Xg3 , é tal que

αg3((r, s, 0)) = (0, r, s), para quaisquer r e s ∈ R.

A pergunta natural que nos cabe fazer é: dada uma ação global de um grupo

G em um conjunto X, então podemos restringir esta ação de modo que se torne

uma ação parcial? O próximo exemplo nos fornecerá uma resposta afirmativa a

esta pergunta.

Exemplo 1.3.4. [1, Example 1.1] Sejam G um grupo e X um G-conjunto à es-

querda. Consideremos Y ⊂ X, um subconjunto de X distinto do vazio. Definimos,

para todo g ∈ G, Yg = Y ∩ (g · Y ) ⊂ Y e αg : Yg−1 → Yg, por αg(x) = g · x, para

todo x ∈ Yg−1 . Sendo assim, o par α = ({Yg}g∈G, {αg}g∈G) define uma ação parcial

de G em Y .
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Dessa maneira, dada uma ação global sempre podemos restringi-la à uma ação

parcial. Podemos nos perguntar se a rećıproca é verdadeira, ou seja, dada uma

ação parcial α, será que existe uma ação global tal que ao restringi-la, como no

exemplo anterior, obtemos novamente a ação parcial α? A resposta é positiva e sua

justificativa segue do próximo teorema.

Teorema 1.3.5. [1, Theorem 1.1] Consideremos α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) uma ação

parcial do grupo G no conjunto X. Então, existe um par (i, ᾱ), onde ᾱ é uma ação

global de G em um conjunto Y e i : X → Y é uma aplicação satisfazendo:

(i) i : X → i(X) é uma bijeção;

(ii) Y =
⋃
g∈G

ᾱg(i(X));

(iii) i(Xg) = i(X) ∩ ᾱg(i(X));

(iv) i(αg(x)) = ᾱg(i(x)), para todo x ∈ Xg−1.

Além disso, se existir outro par (ψ, β) satisfazendo as hipóteses do teorema,

então existe um único morfismo ψ̄ : Y → Z, onde Z é um conjunto sobre o qual

β age globalmente e ψ̄ ◦ i = ψ. Mais ainda, o par (i, ᾱ) é único a menos de

equivalência.

Neste caso dizemos que ᾱ é uma ação envolvente de α.

Demonstração: Nosso primeiro passo é encontrar o conjunto Y e a ação global ᾱ

de G em Y . Consideremos a aplicação γ : G × (G × X) → G × X, definida por

γ(g, (h, x)) = (gh, x), para quaisquer g, h ∈ G e x ∈ X. Claramente, γ define uma

ação global de G em G×X. Agora, vamos considerar em G×X a seguinte relação

de equivalência:

(g, x) ∼ (h, y) se, e somente se, x ∈ Xg−1h e αh−1g(x) = y,

para quaisquer (g, x), (h, y) ∈ G×X.
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Vamos definir Y = (G × X)/ ∼ e ᾱ : G × Y → Y , aplicação induzida por γ,

definida por ᾱ(g, (h, x)) = (gh, x), para quaisquer g, h ∈ G e x ∈ X. É fácil ver

que ᾱ está bem definida, pois se (g, (h, x)) e (g′, (k, y)) ∈ G × Y , então g = g′ e

(h, x) ∼ (k, y), o que implica (gh, x) ∼ (gk, y), mostrando que (gh, x) = (gk, y).

Agora, definimos a aplicação i : X → Y , por i(x) = (e, x), para todo x ∈ X. Se

x, y ∈ X são tais que (e, x) = (e, y), então x ∈ Xe = X e x = αe(x) = y, ou seja, i

é injetiva, o que prova (i).

Considere (g, x) ∈ Y , então (g, x) = ᾱg((e, x)) = ᾱg(i(x)), ou seja, Y =⋃
g∈G

ᾱg(i(X)). Para mostrar (iii), seja x ∈ Xg. Logo, x = αg(y), para algum

y ∈ Xg−1 . Claramente, (e, αg(y)) ∼ (g, y), então (e, αg(y)) = (g, y). Assim,

i(x) = (e, x) = (e, αg(y)) = (g, y) = ᾱg((e, y)) = ᾱg(i(y)),

o que implica i(Xg) ⊆ i(X)∩ᾱg(i(X)). A inclusão contrária se faz de modo análogo.

Agora, se x ∈ Xg−1 , então i(αg(x)) = (e, αg(x)) = (g, x) = ᾱg((e, x)) = ᾱg(i(x)),

provando então (iv).

Finalmente, suponhamos que existe um par (ψ, β), onde β : G× Z → Z é uma

ação global de G em um conjunto Z e ψ : X → Z, satisfazendo as hipóteses do

teorema. Definimos ψ′ : G×X → Z, dada por ψ′
(
(g, x)

)
= βg(ψ(x)), para quaisquer

g ∈ G e x ∈ X. É fácil ver que ψ′
(
γh
(
(g, x)

))
= βh

(
ψ′
(
(g, x)

))
, para todo h ∈ G.

Suponhamos agora que (g, x) ∼ (h, y) em G×X, então x ∈ Xg−1h e αh−1g(x) = y.

Logo, βh−1

(
ψ′
(
(g, x)

))
= βh−1(βg(ψ(x))) = βh−1g(ψ(x)) = ψ(αh−1g(x)) = ψ(y), ou

seja, ψ′
(
(g, x)

)
= βh(ψ(y)) = ψ′

(
(h, y)

)
. Dessa maneira, a aplicação ψ̄ : Y → Z,

dada por ψ̄
(
(g, x)

)
= ψ′(g, x) = βg(ψ(x)), para quaisquer g ∈ G, x ∈ X, está bem

definida. Claramente, ψ̄
(
ᾱg
(
(h, x)

))
= βg

(
ψ̄
(
(h, x)

))
, quaisquer que sejam g, h ∈ G

e x ∈ X. Além disso, para todo x ∈ X, temos ψ̄(i(x)) = ψ̄
(
(e, x)

)
= ψ′(e, x) =

βe(ψ(x)) = ψ(x), ou seja, ψ̄ ◦ i = ψ.
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Resta mostrarmos que ψ̄ é uma bijeção. Por (ii), se z ∈ Z =
⋃
g∈G

βg(ψ(X)),

então existe um g ∈ G tal que z = βg(ψ(x)), para algum x ∈ X. Logo, ψ̄
(
(g, x)

)
=

βg(ψ(x)) = z, o que mostra a sobrejetividade de ψ̄. Agora, consideremos (g, x),

(h, x′) ∈ Y tais que ψ̄
(
(g, x)

)
= ψ̄

(
(h, x′)

)
, isto é, βg(ψ(x)) = βh(ψ(x′)). Logo,

ψ(x) = βg−1(βh(ψ(x′))) = βg−1h(ψ(x′)) ∈ ψ(X) ∩ βg−1h(ψ(X)) = ψ(Xg−1h), isto é,

x ∈ Xg−1h, pois ψ é injetiva. Assim,

ψ(x′) = βh−1(βg(ψ(x))) = βh−1g(ψ(x)) = ψ(αh−1g(x)),

onde a última igualdade segue da propriedade (iv). Como ψ é injetiva, temos que

x ∈ Xg−1h e x′ = αh−1g(x), ou seja, (g, x) ∼ (h, x′), o que implica (g, x) = (h, x′),

mostrando a injetividade de ψ̄.

Portanto, se (ψ, β) é outro par satisfazendo as hipóteses do teorema, então

existe um único morfismo ψ̄ : Y → Z, onde Z é um conjunto sobre o qual β age

globalmente, e ψ̄ ◦ i = ψ, ou seja, o par (i, ᾱ) é único a menos de equivalência. �

Definição 1.3.6. [1] Sejam G um grupo, X e Y dois conjuntos finitos tais que G

age parcialmente em ambos, via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yg}g∈G, {βg}g∈G),

respectivamente. Dizemos que ϕ : X → Y é um homomorfismo de ações parciais,

se:

(i) ϕ(Xg) ⊆ Yg, para todo g ∈ G;

(ii) βg(ϕ(x)) = ϕ(αg(x)), para todo x ∈ Xg−1.

1.3.2 Teorias de Morita e Galois

Nesta seção vamos tratar de alguns resultados sobre Teoria de Morita e Teoria

de Galois, envolvendo ações parciais de grupos em anéis.

Definição 1.3.7. [18] Uma ação parcial de um grupo G sobre um anel S é um par
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α = ({Sg}g∈G, {αg}g∈G), onde Sg é um ideal de S, para cada g ∈ G, e αg : Sg−1 → Sg

é um isomorfismo de ideais satisfazendo as seguintes condições:

(i) Se = S e αe é o automorfismo identidade IS em S;

(ii) αg(Sg−1 ∩ Sh) ⊆ Sg ∩ Sgh, quaisquer que sejam g, h ∈ G;

(iii) αg(αh(s)) = αgh(s), para todo s ∈ Sh−1 ∩ S(gh)−1.

Exemplo 1.3.8. [7] Suponhamos que um grupo G age em uma álgebra B por

automorfismos βg : B → B e consideremos S um ideal de B. Sejam Sg = S ∩ βg(S)

e αg : Sg−1 → Sg, a restrição de βg em Sg−1 , para todo g ∈ G. É fácil verificar que

α = ({Sg}g∈G, {αg}g∈G) é uma ação parcial de G no ideal S.

Agora, para nosso propósito, consideremos G um grupo agindo parcialmente em

um anel S via α = ({Sg}g∈G, {αg}g∈G), onde cada ideal Sg tem elemento identidade

dado por 1g. Neste caso, Sg = S1g e αg(1g−1) = 1g, para todo g ∈ G. Sob essas

condições, vamos definir o que vem a ser subanel dos elementos invariantes pela

ação de α.

Definição 1.3.9. [8] O subanel de S dos elementos invariantes pela ação de α,

denotado Sα, é definido como sendo Sα = {s ∈ S : αg(s1g−1) = s1g, ∀g ∈ G}.

Nas hipóteses dessa seção, consideremos a aplicação trα : S → S, definida por

trα(s) =
∑
g∈G

αg(s1g−1), para todo s ∈ S. Esta aplicação é denominada aplicação

traço e é de suma importância para o que será desenvolvido aqui.

Proposição 1.3.10. [8] A aplicação trα : S → S é um homomorfismo de (Sα, Sα)-

bimódulos. Além disso,

(i) trα(S) ⊆ Sα

(ii) trα(αg(s)) = trα(s), para quaisquer s ∈ Sg−1 e g ∈ G.

Demonstração: É fácil ver que trα é um homomorfismo de (Sα, Sα)-bimódulos.
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(i) Sejam s ∈ S e h ∈ G. Lembremos que αg(Sg−1 ∩ Sh) ⊆ Sg ∩ Sgh, quaisquer

que sejam g, h ∈ G, o que implica αg(1g−11h) = 1g1gh. Assim,

αh(trα(s)1h−1) = αh

(∑
g∈G

αg(s1g−1)1h−1

)
=
∑
g∈G

αh(αg(s1g−1)1h−1)

=
∑
g∈G

αhg(s1(hg)−1)1h =
∑
l∈G

αl(s1l−1)1h = trα(s)1h.

(ii) Consideremos g ∈ G e s ∈ Sg−1 . Assim,

trα(αg(s)) =
∑
h∈G

αh(αg(s)1h−1) =
∑
h∈G

αhg(s1(hg)−1)1h

=
∑
l∈G

αl(s1l−1)1l1lg−1 =
∑
l∈G

αl(s1l−1)αl(1l−11g−1)

=
∑
l∈G

αl(s1l−11g−1) =
∑
l∈G

αl(s1l−1) = trα(s).

�

Além da aplicação traço, outra definição de suma importância neste trabalho é

a definição de skew anel de grupo parcial.

Definição 1.3.11. [8] Nas condições dessa seção, definimos o skew anel de grupo

parcial, denotado S ∗α G, como sendo a soma direta

S ∗α G =
⊕
g∈G

Sgεg,

onde ε′gs são śımbolos, a soma é dada de maneira usual e a multiplicação dada pela

regra

(aεg)(bεh) = aαg(b1g−1)εgh,

para quaisquer g, h ∈ G, a ∈ Sg, b ∈ Sh.

Por [7], temos que S ∗α G é um anel associativo (não-comutativo), com ele-

mento identidade 1Sεe. Notemos que S é um Sα-módulo à esquerda e à direita via

multiplicação. Com base nisto, segue nossa próxima proposição.
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Proposição 1.3.12. Nas condições dessa seção,

(i) S é um S ∗α G-módulo à direita unitário, via s · aεg = αg−1(sa), quaisquer

que sejam s ∈ S e aεg ∈ S ∗α G. Além disso, S é um (Sα, S ∗α G)-bimódulo;

(ii) S é um S∗αG-módulo à esquerda unitário, via aεg ·s = aαg(s1g−1), quaisquer

que sejam s ∈ S e aεg ∈ S ∗α G. Além disso, S é um (S ∗α G,Sα)-bimódulo.

Demonstração: (i) Consideremos aεg, bεh ∈ S ∗α G e s ∈ S. Assim,(
s · aεg

)
· bεh =

(
αg−1(sa)

)
· bεh = αh−1(αg−1(sa)b) = αh−1(αg−1(sa)b1g−1)

= αh−1(αg−1(sa)αg−1(αg(b1g−1))) = αh−1(αg−1(saαg(b1g−1)))

= α(gh)−1(saαg(b1g−1)) = s ·
(
aαg(b1g−1)εgh

)
= s ·

(
(aεg)(bεh)

)
.

Claramente, s · 1S∗αG = s, para todo s ∈ S. Portanto, S é um S ∗α G-módulo à

direita unitário. Por último, consideremos r ∈ Sα, aεg ∈ S ∗α G e s ∈ S. Logo,

r
(
s · aεg

)
= r
(
αg−1(sa)

)
= r1g−1αg−1(sa)

= αg−1(r1g)αg−1(sa) = αg−1(rsa) = (rs) · aεg,

mostrando assim que S é um (Sα, S ∗α G)-bimódulo.

(ii) Segue por cálculos análogos aos do item anterior. �

Consideremos agora a aplicação ϕ : S × S → Sα, definida por ϕ(r, s) = trα(rs),

quaisquer que sejam r, s ∈ S. Pela Proposição 1.3.10, temos que ϕ está bem

definida. Além disso, ϕ é S ∗αG-balanceada. De fato, sejam r, s ∈ S e aεg ∈ S ∗αG,

assim

ϕ(r · (aεg), s) = ϕ(αg−1(ra), s) = trα(αg−1(ra)s) =
∑
h∈G

αh(αg−1(ra)s1h−1)

=
∑
h∈G

αh(αg−1(ra)αg−1(αg(s1g−1))αg−1(1g1gh−1))

=
∑
h∈G

αh(αg−1(raαg(s1g−1)1gh−1)) =
∑
h∈G

αhg−1(raαg(s1g−1)1gh−1)
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=
∑
h∈G

αhg−1(r(aεg · s)1gh−1) =
∑
l∈G

αl(r(aεg · s))1l−1)

= trα(r(aεg · s)) = ϕ(r, (aεg) · s).

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está bem definida

a aplicação τ : S ⊗S∗αG S → Sα, dada por τ(r ⊗ s) = trα(rs), quaisquer que sejam

r, s ∈ S.

Podemos também definir ψ : S × S → S ∗α G, por ψ(r, s) =
∑
g∈G

rαg(s1g−1)εg,

quaisquer que sejam r, s ∈ S. Um cálculo simples mostra que ψ é Sα-balanceada.

Assim, novamente pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está bem

definida a aplicação τ ′ : S ⊗Sα S → S ∗α G, dada por τ ′(r ⊗ s) =
∑
g∈G

rαg(s1g−1)εg,

quaisquer que sejam r, s ∈ S.

A partir disto, temos condições de enunciar o próximo resultado.

Teorema 1.3.13. [3, Proposition 4.4] Nas condições anteriores, [S∗αG,S, S, Sα, τ ′, τ ]

é um contexto de Morita. Além disso, τ é sobrejetiva se, e somente se, existe s ∈ S

tal que trα(s) = 1S.

Demonstração: Resta apenas mostrar as condições de associatividade (ver pág

24). Se r, s, s′ ∈ S, então

r · τ ′(s⊗ s′) = r ·
(∑

g∈G

sαg(s
′1g−1)εg

)
=
∑
g∈G

αg−1(rsαg(s
′1g−1))

=
∑
g∈G

αg−1(rs1g)s
′ = τ(r ⊗ s)s′.

Mais ainda,

τ ′(r ⊗ s) · s′ =
(∑

g∈G

rαg(s1g−1)εg

)
· s′ =

∑
g∈G

rαg(s1g−1)αg(s
′1g−1)

=
∑
g∈G

rαg(ss
′1g−1) = rtrα(ss′) = rτ(s⊗ s′).
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A segunda afirmação é de fácil verificação. �

Observação 1.3.14. De um modo geral, para todo S ∗α G-módulo à esquerda M ,

temos que M é um S-módulo à esquerda via a imersão x → xδe de S em S ∗α G.

Denotamos por MG, o Sα-submódulo dos elementos invariantes pela correspondente

ação de G sobre M , ou seja,

MG = {x ∈M : 1gδg · x = 1gx,∀g ∈ G}.

Em particular, S é um S∗αG-módulo à esquerda via a ação sδg ·x = sαg(x1g−1),

para todo g ∈ G, s ∈ Sg e x ∈ S. Neste caso, SG coincide com Sα.

A seguir definiremos um dos principais objetos de estudo nessa seção e veremos

como este se relaciona com o contexto de Morita construido anteriormente.

Definição 1.3.15. [8, Definition 3.1] Sejam S ⊇ R uma extensão de anéis e α

uma ação parcial de um grupo finito G sobre S. Dizemos que S é uma extensão de

Galois α-parcial de R, se

(i) R = Sα;

(ii) existem elementos xi, yi ∈ S, 1 ≤ i ≤ m, tais que
m∑
i=1

xiαg(yi1g−1) = δe,g1S,

para todo g ∈ G.

O conjunto {xi, yi}mi=1, é chamado um sistema de coordenadas de Galois de S

sobre R.

Enunciamos agora um resultado que será uma forte ferramenta para a prova

do Teorema de Dualidade para Ações Parciais, feito no Caṕıtulo 4. Além disso, o

próximo teorema apresenta condições necessárias e suficientes para que o contexto

de Morita [S ∗α G,S, S, Sα, τ ′, τ ] seja estrito. Por ser muito longa, omitiremos sua

prova. Uma demonstração completa pode ser encontrada em [3, Theorem 5.3], para

o caso de ações parciais de grupóides.
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Teorema 1.3.16. [3, Theorem 5.3] Sejam S um anel e α = ({Sg}g∈G, {αg}g∈G)

uma ação parcial de um grupo finito G sobre S. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

(1) S é uma extensão de Galois α-parcial de Sα;

(2) S é um Sα-módulo à direita projetivo finitamente gerado, e a aplicação

j : S∗αG→ End(S)Sα, definida por j
( ∑
g∈G

rgδg
)
(s) =

∑
g∈G

rgαg(s1g−1), para quaiquer∑
g∈G

rgδg ∈ S ∗α G e s ∈ S, é um isomorfismo de anéis e de S-módulos à esquerda;

(3) Para todo S ∗α G-módulo à esquerda M , a aplicação µ : S ⊗Sα MG → M ,

dada por µ(s⊗m) = sm, é um isomorfismo de S-módulos à esquerda;

(4) A aplicação ρ : S ⊗Sα S →
∏
g∈G

Sg, dada por ρ(r ⊗ s) = (rαg(s1g−1))g∈G, é

um isomorfismo de S-módulos à esquerda;

(5) StS = S ∗α G, onde t =
∑
g∈G

1gεg;

(6) A aplicação τ ′ é sobrejetiva;

(7) S é um gerador na categoria dos S ∗α G-módulos à esquerda;

Além disso, sob a hipótese de que qualquer uma das afirmações anteriores vale,

então as seguintes afirmações adicionais são equivalentes:

(8) trα(S) = Sα;

(9) S é um gerador na categoria dos Sα-módulos à direita;

(10) O contexto de Morita [S ∗α G,S, S, Sα, τ ′, τ ] é estrito.
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Caṕıtulo 2

O Produto Smash para Grupóides

Ā#X

Consideremos G um grupo, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado e X um G-conjunto

à esquerda finito. De acordo com a Seção 1.1.1, podemos definir o produto smash

A#X, como sendo o A-módulo à esquerda livre com base {px : x ∈ X} e mul-

tiplicação dada por (agpx)(bhpy) = agbhpy, se h · y = x, e (agpx)(bhpy) = 0, caso

contrário, para quaisquer agpx, bhpy ∈ A#X. Nosso objetivo neste caṕıtulo é apre-

sentar resultados para uma nova versão desta definição, que será denotada por

Ā#X, na qual consideramos grupóides ao invés de grupos. Vamos generalizar algu-

mas propriedades de [17], construir uma imersão deste novo produto smash em um

certo skew anel de grupóide Ā ∗β P , onde P é uma união disjunta de grupóides, e

estabeleber uma equivalência entre a categoria dos Ā#X-módulos à esquerda, de-

notada Ā#X −mod, e a categoria dos Ā-módulos graduados de tipo X, denotada

(G,X, Ā)− gr, obtendo uma generalização dos resultados de C. Nastasescu, F. Van

Oystaeyen e Zhou Borong, apresentados em [16].
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2.1 Definição e Propriedades

Consideremos G um grupóide, tal que G0 é finito, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-

graduado com unidade dada por 1A =
∑
e∈G0

1e (ver Observação 1.2.30) e o subanel

de A definido por Ā =
⊕
e∈G0

Ae, onde Ae =
⊕
g∈Ge

Ag, para cada e ∈ G0. Notemos que

Ae é um subanel de A com unidade 1e, para cada e ∈ G0. Seja X um G-conjunto

finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe (ver Definição 1.2.21).

Observemos que, para cada e ∈ G0, α(e) = ({Xg}g∈Ge , {αg}g∈Ge) é uma ação

global do grupo principal Ge em Xe, tal que g · x = αg(x), para quaisquer g ∈ Ge e

x ∈ Xe, ou seja, Xe é um Ge-conjunto à esquerda finito. Além disso, Ae =
⊕
g∈Ge

Ag

é um anel Ge-graduado. Portanto, podemos considerar o produto smash Ae#Xe,

para cada e ∈ G0 (ver Definição 1.1.1). A partir disto, vamos definir o produto

smash para grupóides.

Definição 2.1.1. Nestas condições, definimos o produto smash para grupóides,

denotado Ā#X, como sendo a soma direta

Ā#X =
⊕
e∈G0

Ae#Xe,

com multiplicação dada através do produto dos anéis Ae#Xe, para todo e ∈ G0.

Notemos que, pela Definição 1.1.1, se agpx, bhpy ∈ Ae#Xe, para algum e ∈ G0,

então

(agpx)(bhpy) =

 agbhpy, se αh(y) = x,

0, caso contrário.

Se agpx, bhpy ∈ Ā#X, então agpx ∈ Ae#Xe e bhpy ∈ Af#Xf , para e, f ∈ G0.

Assim, estendendo por linearidade a multiplicação em Ae#Xe, temos que

(agpx)(bhpy) =

 agbhpy, se e = f e αh(y) = x,

0, caso contrário.
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Notemos que a multiplicação acima está bem definida, pois se e = f , então

agbh ∈ Agh e gh ∈ Gf . Portanto, o produto smash para grupóides, nada mais é do

que a soma direta de produtos smash para o caso de grupos, indexada por G0. Além

disso, a multiplicação na soma direta será dada coordenada a coordenada. A partir

de agora, vamos representar um elemento de Ā#X, como agδx, para diferenciar do

produto smash do caso de grupos. A próxima proposição caracteriza Ā#X como

sendo um anel associativo com unidade.

Proposição 2.1.2. Nas condições anteriores, Ā#X é um anel associativo com

unidade dada por 1Ā#X =
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eδxe.

Demonstração: Pela Proposição 1.1.2 (i), para cada e ∈ G0, temos que Ae#Xe

é um anel associativo, logo Ā#X é associativo. Além disso, usando novamente a

Proposição 1.1.2 (i), segue que 1Ā#X =
∑
e∈G0

1Ae#Xe =
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eδxe . �

Vejamos alguns exemplos de produto smash.

Exemplo 2.1.3. Consideremos G um grupo, com unidade e ∈ G, A =
⊕
g∈G

Ag um

anel G-graduado com unidade 1A ∈ A, e X um G-conjunto finito. Neste caso,

G0 = {e}, Ge = G, Xe = X e Ae = A. Assim,

Ā#X =
⊕
f∈G0

Af#Xf = Ae#Xe = A#X.

Assim, quando consideramos G um grupo, o produto smash Ā#X coincide com

o produto smash A#X, definido em 1.1.1.

Exemplo 2.1.4. Sejam G um grupóide finito e K um anel comutativo. Como

no Exemplo 1.2.28, consideremos a álgebra de grupóide, KG =
⊕
g∈G

Kug, a qual é

G-graduada. Agora, pelo Exemplo 1.2.22, temos que X = G é um G-conjunto via

α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), onde Xg = Tr(g) e αg : Xg−1 → Xg é dada por αg(l) = gl,

para todo l ∈ Xg−1 . Além disso, se g ∈ G, então g ∈ Tr(g) = Xr(g). Logo,

40



X =
⋃
e∈G0

Xe. Mais ainda, se existir l ∈ Xe∩Xf , com e, f ∈ G0, então e = r(l) = f ,

ou seja, Xe = Xf . Portanto, X =
⋃̇
e∈G0

Xe. Vejamos como fica o produto smash

neste caso.

KG#X =
⊕
e∈G0

(KG)e#Xe =
⊕
e∈G0

(⊕
g∈Ge
h∈Te

Kugδh

)
.

Sejam ugδh, ulδk ∈ KG#X, ou seja, ugδh ∈ (KG)e#Xe e ulδk ∈ (KG)f#Xf ,

para e, f ∈ G0. Assim, a multiplicação em KG#X é dada por

(ugδh)(ulδk) =

 ugulδk, se e = f e αl(k) = h

0, caso contrário

=

 uglδk, se e = f e lk = h

0, caso contrário.

Exemplo 2.1.5. Como um caso particular do exemplo anterior, podemos conside-

rar o grupóide G = I × I, onde I é um conjunto finito, como no Exemplo 1.2.6.

Então,

KG#X =
⊕
e∈G0

( ⊕
(i,j)∈Ge
(l,k)∈Te

Ku(i,j)δ(l,k)

)
.

Sejam u(i,j)δ(l,k) ∈ (KG)e#Xe, u(a,b)δ(c,d) ∈ (KG)f#Xf . Neste caso, (i, j) ∈ Ge,

então (i, i) = r((i, j)) = e = d((i, j)) = (j, j), ou seja i = j. Da mesma maneira

a = b. Além disso, (l, l) = r((l, k)) = r((i, j)) = (i, i) e (c, c) = r((c, d)) =

r((a, b)) = (a, a), isto é, l = i e c = a. Assim, a multiplicação em KG#X é definida

por

(u(i,j)δ(l,k))(u(a,b)δ(c,d)) = (u(i,i)δ(i,k))(u(a,a)δ(a,d))

=

 u(i,i)(a,a)δ(a,d), se e = f e (a, a)(a, d) = (i, k)

0, caso contrário

=

 u(i,i)(a,a)δ(a,d), se (i, i) = (a, a) e (a, d) = (i, k)

0, caso contrário
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=

 u(i,i)(a,a)δ(a,d), se i = a e k = d

0, caso contrário

=

 u(i,i)δ(i,d), se i = a e k = d

0, caso contrário.

Vamos explorar um pouco mais do produto smash Ā#X e sua relação com o

subanel Ā de A.

Proposição 2.1.6. Para cada e ∈ G0, Ae#Xe é um Ā-módulo à esquerda unitário

com ação definida por

ag · (bhδx) =

 agbhδx, se e = f

0, caso contrário,

onde ag ∈ Af , para algum f ∈ G0, e bhδx ∈ Ae#Xe.

Demonstração: Sejam bhδx ∈ Ae#Xe e ag ∈ Af , para algum f ∈ G0, ou seja,

g ∈ Gf . Notemos que esta ação está bem definida, pois se e = f , então agbh ∈ Agh

e gh ∈ Ge, ou seja, agbhδx ∈ Ae#Xe. Claramente, as propriedades de Ā-módulo à

esquerda são verificadas. Além disso,

1Ā · bhδx =

( ∑
f∈G0

1f

)
· bhδx =

∑
f∈G0
f=r(h)

1fbhδx = 1r(h)bhδx = bhδx.

Portanto, Ā#X é um Ā-módulo à esquerda unitário. �

Corolário 2.1.7. O produto smash Ā#X =
⊕
e∈G0

Ae#Xe é um Ā-módulo à esquerda

unitário.

De acordo com a Proposição 1.1.2 (iii), observemos que, para cada e ∈ G0, a

aplicação ηe : Ae → Ae#Xe, definida por ηe(a) =
∑

xe∈Xe
apxe , para todo a ∈ Ae, é um

homomorfismo injetor de anéis. A partir disso, definimos a aplicação η : Ā→ Ā#X,

por η

( ∑
e∈G0

ae
)

=
∑
e∈G0

ηe(a
e), para todo

∑
e∈G0

ae ∈ Ā.
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Proposição 2.1.8. A aplicação η : Ā→ Ā#X, dada por η

( ∑
e∈G0

ae
)

=
∑
e∈G0

ηe(a
e),

para todo
∑
e∈G0

ae ∈ Ā, é um homomorfismo injetor de anéis.

Demonstração: Consideremos
∑
e∈G0

ae ∈ Ā, tal que η

( ∑
e∈G0

ae
)

= 0. Assim,

0 =
∑
e∈G0

ηe(a
e) ∈ Ā#X =

⊕
e∈G0

Ae#Xe, o que implica ηe(ae) = 0, para todo e ∈ G0.

Como ηe é injetiva, temos que ae = 0, para todo e ∈ G0. Logo,
∑
e∈G0

ae = 0, ou seja,

η é injetiva.

Agora, consideremos ag, bh ∈ Ā. Assim, ag ∈ Ae e bh ∈ Af , com e, f ∈ G0.

Usando novamente a Proposição 1.1.2 (iii), juntamente com a multiplicação em

Ā#X, segue que

η(ag)η(bh) = ηe(ag)ηf (bh) =

 ηe(ag)ηe(bh), se e = f

0, caso contrário

=

 ηe(agbh), se e = f

0, caso contrário

= η(agbh).

Além disso, η(1Ā) = η

( ∑
e∈G0

1e

)
=
∑
e∈G0

ηe(1e) =
∑
e∈G0

1Ae#Xe = 1Ā#X . Portanto,

η é um homomorfismo injetor de anéis. �

Corolário 2.1.9. Nas condições anteriores,

(i) se ag ∈ Ā, então ag · 1Ā#X = η(ag);

(ii) se ag ∈ Ā e bhδx ∈ Ā#X, então η(ag)(bhδx) = ag · (bhδx);

(iii) se agδx ∈ Ā#X, então agδx = η(ag)(1d(g)δx);

(iv) se ag ∈ Ā e x ∈ Xg, então (1r(g)δx)η(ag) = agδαg−1 (x).

Demonstração:

(i) Se ag ∈ Ā, então ag ∈ Ae, para algum e ∈ G0. Lembremos da Proposição

43



1.1.2 (iii), que η(ag) = ηe(ag) =
∑

xe∈Xe
agδxe . Assim,

ag · 1Ā#X = ag ·
∑
f∈G0

∑
xf∈Xf

1fδxf =
∑
xe∈Xe

ag1eδxe

=
∑
xe∈Xe

agδxe = η(ag).

(ii) Se ag ∈ Ā e bhδx ∈ Ā#X, ou seja, g ∈ Ge e bhδx ∈ Af#Xf , com e, f ∈ G0,

então η(ag)(bhδx) = ηe(ag)(bhδx). Notemos que quando e 6= f , este produto é nulo.

Assim, supondo que e = f , temos

η(ag)(bhδx) = ηe(ag)(bhδx) =

(∑
y∈Xe

agδy

)
(bhδx) =

∑
y∈Xe

(agδy)(bhδx).

Como αh : Xh−1 → Xh está bem definida, se x ∈ Xf = Xh−1 , então existe único

y ∈ Xe = Xf = Xh tal que αh(x) = y. Portanto,

η(ag)(bhδx) =

 agbhδx, se e = f

0, caso contrário

= ag · (bhδx).

(iii) Se agδx ∈ Ā#X, então agδx ∈ Ae#Xe, para algum e ∈ G0. Assim, g ∈ Ge

e x ∈ Xe. Então, usando o item anterior, segue que

η(ag)(1d(g)δx) = ag · (1d(g)δx) = ag1d(g)δx = agδx.

(iv) Se ag ∈ Ā e x ∈ Xg, então g ∈ Ge e x ∈ Xe, para algum e ∈ G0. Logo, pela

Proposição 1.1.2 (iv), temos que (1r(g)δx)η(ag) = (1eδx)ηe(ag) = agδαg−1 (x). �

Encerramos esta seção com uma última observação.

Observação 2.1.10. O conjunto B = {1eδx : e ∈ G0 e x ∈ Xe} é um conjunto de

idempotentes ortogonais.
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De fato, considere 1eδx, 1fδy ∈ B.

(1eδx)(1fδy) =

 1e1fδy, se e = f e αf (y) = x

0, caso contrário

=

 1eδx, se e = f e x = y

0, caso contrário.

2.2 A Imersão de Ā#X em Ā ∗β P

Como na seção anterior, sejam G um grupóide, onde G0 é finito, A =
⊕
g∈G

Ag um

anelG-graduado com unidade eX umG-conjunto finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),

tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe. Vejamos qual é a relação entre o produto smash para grupóides

Ā#X e o skew anel de grupóide Ā ∗β P , onde o grupóide P é uma união disjunta

de grupóides como no Exemplo 1.2.7.

Novamente, ressaltamos que, para cada e ∈ G0, α(e) = ({Xg}g∈Ge , {αg}g∈Ge) é

uma ação global do grupo principal Ge em Xe, tal que g · x = αg(x), para todo

g ∈ Ge e x ∈ Xe. Portanto, para cada e ∈ G0, pelo Exemplo 1.2.7, existe o

grupóide P (Xe, Ge), com multiplicação dada por (x, g)(y, h) = (y, gh) se, e somente

se, αh(y) = x, onde (x, g), (y, h) ∈ P (Xe, Ge).

Lema 2.2.1. Se G0 = {e1, ..., en}, então P =
n⋃
i=1

P (Xei , Gei) é um grupóide.

Demonstração: Pelo Exemplo 1.2.7, para cada i ∈ {1, ..., n}, podemos conside-

rar os grupóides dados por P (Xe1 , Ge1), ..., P (Xen , Gen). Se escolhermos (x, g) ∈

P (Xei , Gei) ∩ P (Xej , Gej), então g ∈ Gei ∩ Gej , o que implica ei = r(g) = ej, ou

seja, i = j. Portanto, P é uma união disjunta dos grupóides P (Xei , Gei), para todo

i ∈ {1, ..., n}. Pelo Exemplo 1.2.5, segue que P é um grupóide. �

Se (x, g), (y, h) ∈ P , então existem únicos i, j tais que (x, g) ∈ P (Xei , Gei) e

(y, h) ∈ P (Xej , Gej). Assim, pelos Exemplos 1.2.5 e 1.2.7, segue que (x, g) e (y, h)
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são operáveis em P se, e somente se i = j e d((x, g)) = r((y, h)) em P (Xei , Gei), ou

seja, (x, ei) = (αh(y), ei). Assim, (x, g), (y, h) são operáveis em P se, e somente se,

ei = ej e x = αh(y). Feitas essas considerações, enunciemos a próxima proposição.

Proposição 2.2.2. O grupóide P age no anel Ā =
⊕
e∈G0

Ae, onde Ae =
⊕
g∈Ge

Ag,

para cada e ∈ G0, via β = ({Ā(x,g)}(x,g)∈P , {β(x,g)}(x,g)∈P ), tal que Ā(x,g) =
⊕

h∈Gr(g)
Ah

e β(x,g)

( ∑
h∈Gr(g)

ah

)
=

∑
h∈Gr(g)

ah, com
∑

h∈Gr(g)
ah ∈ Ā(x,g)−1, para todo (x, g) ∈ P .

Demonstração: Fixemos (x, g) ∈ P , então existe único i ∈ {1, ..., n} tal que

(x, g) ∈ P (Xei , Gei). Logo, pelo Exemplo 1.2.7, segue que

Ā(x,g) =
⊕

h∈Gr(g)

Ah =
⊕
h∈Gei

Ah =
⊕

h∈Gd(g)

Ah =
⊕

h∈Gr(g−1)

Ah = Ā(αg(x),g−1) = Ā(x,g)−1 ,

ou seja, β(x,g) está bem definida. Por um cálculo semelhante, é fácil ver que Ā(x,g) =

Ār((x,g)). Provemos agora que Ā(x,g) é um ideal bilateral de Ā.

De fato, sejam
∑

h∈Gei
ah ∈ Ā(x,g) e ak ∈ Ā, disto segue que k ∈ Gf , para algum

f ∈ G0. Se f = ei, então ak

( ∑
h∈Gei

ah

)
=

∑
h∈Gei

akah ∈ Ā(x,g). Se f 6= ei, então

ak

( ∑
h∈Gei

ah

)
= 0 ∈ Ā(x,g). Analogamente,

( ∑
h∈Gei

ah

)
ak ∈ Ā(x,g)

Claramente, β(x,g) é um isomorfismo de ideais e βr((x,g)) : Ār((x,g)) → Ār((x,g))

é a aplicação identidade para todo (x, g) ∈ P . Por último, consideramos (x, g),

(y, k) ∈ P , ou seja, existem únicos i, j ∈ {1, ..., n} tais que (x, g) ∈ P (Xei , Gei) e

(y, k) ∈ P (Xej , Gej). Suponhamos d((x, g)) = r((y, k)), já vimos que isso ocorre se,

e somente se, ei = ej e αk(y) = x. Disto segue que, para todo
∑

h∈Gej
ah ∈ Ā(y,k) =

Ā(y,k)−1 , temos

β(x,g)

(
β(y,k)

( ∑
h∈Gej

ah

))
= β(x,g)

( ∑
h∈Gej

ah

)
=
∑
h∈Gej

ah

= β(y,gk)

( ∑
h∈Gej

ah

)
= β(x,g)(y,k)

( ∑
h∈Gej

ah

)
.

46



Portanto, P age em Ā =
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge

Ag

)
via β. �

Observação 2.2.3. Consideremos (x, g) ∈ P , como já vimos antes, existe único

i ∈ {1, ..., n} tal que (x, g) ∈ P (Xei , Gei). Notemos que Ā(x,g) =
∑

h∈Gei
ah = Aei.

Nestas condições, o ideal Ā(x,g) tem unidade dada por 1(x,g) = 1ei, onde 1A =
n∑
i=1

1ei.

Pela proposição anterior e pela Definição 1.2.35, podemos considerar o skew anel

de grupóide Ā ∗β P =
⊕

(x,g)∈P
Ā(x,g)ε(x,g). De acordo com a Definição 1.2.35, vejamos

como será a multiplicação neste anel.

Sejam akε(x,g), blε(y,h) ∈ Ā ∗β P . Disto segue que existem únicos i, j ∈ {1, ..., n}

tais que (x, g) ∈ P (Xei , Gei) e (y, h) ∈ P (Xej , Gej), o que implica k ∈ Gei e l ∈ Gej .

Então,

(akε(x,g))(blε(y,h)) =

 akβ(x,g)(bl)ε(x,g)(y,h), se d((x, g)) = r((y, h))

0, caso contrário

=

 akβ(x,g)(bl)ε(y,gh), se ei = ej e αh(y) = x

0, caso contrário

=

 akblε(y,gh), se ei = ej e αh(y) = x

0, caso contrário.

Notemos que se ei = ej, então d(k) = r(l). Além disso, podemos observar

que P0 = {d((x, g)) : (x, g) ∈ P} = {(x, e) : e ∈ G0 e x ∈ Xe}. Como G0 e

X são finitos, então P0 é finito. Assim, temos que Ā ∗β P tem unidade dada por

1Ā∗βP =
∑

(xe,e)∈P0

1(xe,e)ε(xe,e) =
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1(xe,e)ε(xe,e) =
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eε(xe,e).

Para encerrarmos esta seção, mostremos que o anel Ā#X pode ser “imerso”em

Ā ∗β P .

Teorema 2.2.4. A aplicação ϕ : Ā#X → Ā ∗β P , definida por ϕ(agδx) = agε(x,g),

para todo agδx ∈ Ā#X, é um homomorfismo injetor de anéis.
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Demonstração: Se agδx ∈ Ā#X, então agδx ∈ Aei#Xei , para algum i ∈ {1, ..., n},

ou seja, g ∈ Gei e x ∈ Xei . Assim, (x, g) ∈ P (Xei , Gei) e ag ∈ Ā(x,g), o que

prova a boa definição de ϕ. Agora, consideremos agδx, bhδy ∈ Ā#X, ou seja,

agδx ∈ Aei#Xei e bhδy ∈ Aej#Xej , para i, j ∈ {1, ..., n}. Logo,

ϕ((agδx)(bhδy)) =

 ϕ(agbhδy), se ei = ej e αh(y) = x

0, caso contrário

=

 agbhε(y,gh), se ei = ej e αh(y) = x

0, caso contrário

= (agε(x,g))(bhε(y,h))

= ϕ(agδx)ϕ(bhδy).

Além disso,

ϕ(1Ā#X) = ϕ

(∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eδxe

)
=
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

ϕ(1eδxe)

=
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eε(xe,e) = 1Ā∗βP .

Por último, consideremos
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
x∈Xe

agδxg ∈ Kerϕ. Segue que

0 = ϕ

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

ϕ(agδxg)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agε(xg ,g) ∈ Ā ∗β P =
⊕

(y,h)∈P

Ā(y,h)ε(y,h),

o que implica que ag = 0, para todo (xg, g) ∈ P na soma acima. Portanto, ϕ é

injetiva. �
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2.3 A Equivalência das Categorias Ā#X −mod e

(G,X, Ā)− gr

Novamente, sejam G um grupóide, tal que G0 é finito, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-

graduado, com unidade dada por 1A =
∑
e∈G0

1e, e Ā o subanel de A definido por Ā =⊕
e∈G0

Ae, onde Ae =
⊕
g∈Ge

Ag, e X um G-conjunto finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),

tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe. O produto smash considerado será como na Definição 2.1.1.

Definição 2.3.1. Nas condições anteriores, seja M um Ā-módulo à esquerda unitário.

Dizemos que M é X-graduado, se M =
⊕
x∈X

Mx, tal que para cada x ∈ X, Mx é

subgrupo do grupo aditivo de M , e

AgMx

 ⊆Mαg(x), se x ∈ Xe

0, caso contrário,

para quaisquer x ∈ X e g ∈ Ge, onde e ∈ G0. Neste caso, dizemos que M é um

Ā-módulo graduado de tipo X.

Observação 2.3.2. Na definição anterior, podemos escrever M =
⊕
e∈G0

( ⊕
xe∈Xe

Mxe

)
=⊕

e∈G0

M e. Assim, se M é um Ā-módulo graduado de tipo X, então Me é um Ae-

módulo graduado de tipo Xe (ver Definição 1.1.4), para cada e ∈ G0.

De fato, lembremos que, para cada e ∈ G0, Ge é um grupo que age globalmente

no conjunto Xe, via g ·x = αg(x), quaisquer que sejam g ∈ Ge, x ∈ Xe. Além disso,

Ae =
⊕
g∈Ge

Ag. Para cada e ∈ G0, temos que M e =
⊕

xe∈Xe
Mxe . Se g ∈ Ge e x ∈ Xe,

então αg(x) ∈ Xe. Logo, se ag ∈ Ae e mx ∈M e, temos que agmx ∈Mαg(x) ⊆M e.

Dessa maneira, temos que se M é um Ā-módulo graduado de tipo X no sen-

tido de grupóides, então M é uma soma direta de Ae-módulos graduados de tipo

Xe no sentido de grupos, indexada por G0. A partir disto, segue nossa próxima

proposição, a qual estabelece uma relação entre Ā-módulos graduados de tipo X e

Ā#X-módulos à esquerda unitários.
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Proposição 2.3.3. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) M é um Ā-módulo graduado de tipo X;

(ii) M é um Ā#X-módulo à esquerda unitário.

Demonstração: Suponhamos que M é um Ā-módulo graduado de tipo X, então

M =
⊕
e∈G0

M e, onde M e é um Ae-módulo graduado de tipo Xe, para cada e ∈ G0.

Pelo Teorema 1.1.5, temos que M e é um Ae#Xe-módulo à esquerda unitário, para

todo e ∈ G0. Sejam m =
∑
e∈G0

me ∈M e agδx ∈ Ā#X. Assim, existe f ∈ G0, tal que

agδx ∈ Af#Xf . Pelo Teorema 1.1.5, definimos agδx ·m = (agδx) ·mf = ag(m
f )x =

agmx. Sejam agδx, bhδy ∈ Ā#X, então agδx ∈ Af1#Xf1 e bhδy ∈ Af2#Xf2 , com

f1, f2 ∈ G0. Se f1 6= f2, então (agδx)(bhδy) = 0. Suponhamos que f1 = f2, logo

(agδx)(bhδy) ∈ Af1#Xf1 . Então, usando o Teorema 1.1.5, para todo m ∈M , temos

(
(agδx)(bhδy)

)
·m =


(
(agδx)(bhδy)

)
·mf1 , se f1 = f2

0, caso contrário

=

 (agδx) ·
(
(bhδy) ·mf1

)
, se f1 = f2

0, caso contrário.

Por outro lado, (agδx) ·
(
(bhδy) ·m)

)
= (agδx) ·

(
(bhδy) ·mf2

)
. Se f1 6= f2, então

(agδx) ·
(
(bhδy) ·mf2

)
= 0. Suponhamos que f1 = f2, logo

(agδx) ·
(
(bhδy) ·m

)
= (agδx) ·

(
(bhδy) ·mf2

)
=

 (agδx) ·
(
(bhδy) ·mf1

)
, se f1 = f2

0, caso contrário.

Portanto,
(
(agδx)(bhδy)

)
·m = (agδx) ·

(
(bhδy) ·m

)
. Além disso, se m ∈M , então

1Ā#X ·m =

(∑
e∈G0

1Ae#Xe

)
·m =

∑
e∈G0

(1Ae#Xe ·me) =
∑
e∈G0

me = m.

Dessa maneira, M é um Ā#X-módulo à esquerda unitário.
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Reciprocamente, suponhamos que M é um Ā#X-módulo à esquerda unitário.

Pela Proposição 2.1.8, podemos definir uma ação de Ā em M dada por ag · m =

η(ag)m. Dessa maneira, M é um Ā-módulo à esquerda unitário.

Agora, notemos que, para cada x ∈ X =
⋃̇
e∈G0

Xe, existe único e ∈ G0, tal que

x ∈ Xe. Definimos Mx = (1eδx)M . Se considerarmos m ∈M , então

m = (1Ā#X)m =

(∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

1eδxe

)
m =

∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

(1eδxe)m,

isto é, m ∈
∑
e∈G0

∑
xe∈Xe

(1eδxe)M ⊆
∑
x∈X

Mx.

Usando a Observação 2.1.10, segue por um cálculo análogo ao do Teorema 1.1.5,

que Mx ∩
( ∑

y∈X
y 6=x

My

)
= 0. Portanto, M =

⊕
x∈X

Mx.

Finalmente, consideremos ag ∈ Ā e m ∈Mx, ou seja, g ∈ Ge, para algum e ∈ G0.

Suponhamos primeiro que x ∈ Xe. Assim, m = (1eδx)n, para algum n ∈M . Então,

usando o Corolário 2.1.9, segue que

ag ·m = ag · ((1eδx)n) = (η(ag)(1eδx))n = (agδx)n = (1eδαg(x))(agδx)n,

logo ag ·m = (agδx)n = (1eδαg(x))(agδx)n ∈Mαg(x).

Agora, suponhamos que x ∈ Xf , tal que f 6= e. Assim, m = (1fδx)n, para

algum n ∈M . Logo,

ag ·m = ag · ((1fδx)n) = η(ag)((1fδx)n)

= η(ag)(1fδx)n =

( ∑
y∈Xg

agδy

)
(1fδx)n

=
∑
y∈Xg

(agδy)(1fδx)n.

Como g ∈ Ge e f 6= e, temos que ag1f = 0. Assim, pela multiplicação em Ā#X,

ag ·m = 0. Dessa maneira,

AgMx

 ⊆Mαg(x), se x ∈ Xe

0, caso contrário.
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Portanto, M é um Ā-módulo graduado de tipo X. �

Vamos denotar por Ā#X − mod, a categoria dos Ā#X-módulos à esquerda

unitários, e por (G,X, Ā) − gr, a categoria dos Ā-módulos graduados de tipo X.

Se M , N ∈ (G,X, Ā) − gr, então um homomorfismo em (G,X, Ā) − gr é uma

aplicação ψ : M → N , tal que ψ(am) = aψ(m), para quaisquer a ∈ Ā e m ∈ M ,

e ψ(Mx) ⊆ Nx, para todo x ∈ X. Pela Proposição 2.3.3, temos que M e N são

Ā#X-módulos à esquerda unitários. Consideremos agδx ∈ Ā#X e m ∈M . Logo,

ψ((agδx) ·m) = ψ(agmx) = agψ(mx) = ag(ψ(m))x = (agδx) · ψ(m),

logo, se ψ : M → N é um homomorfismo em (G,X, Ā) − gr, então ψ é um homo-

morfismo em Ā#X −mod.

Por outro lado, consideremos um homomorfismo ϕ : M → N em Ā#X −mod.

Novamente, pela Proposição 2.3.3, temos que M e N são Ā-módulos graduados de

tipo X. Sejam ag ∈ Ā e m ∈ M , então ϕ(ag · m) = ϕ(η(ag)m) = η(ag)ϕ(m) =

ag · ϕ(m). Além disso, se x ∈ X =
⋃̇
e∈G0

Xe, então existe único e ∈ G0, tal que

x ∈ Xe. Logo, se m ∈ Mx, então m = (1eδx)n, onde n ∈ M . Assim, ϕ(m) =

ϕ((1eδx)n) = (1eδx)ϕ(n) ∈ Nx. Portanto, se ϕ : M → N é um homomorfismo em

Ā#X −mod, então ϕ é um homomorfismo em (G,X, Ā)− gr.

Dessa maneira, pela Proposição 2.3.3, podemos definir os funtores:

F : (G,X, Ā)− gr → Ā#X −mod e G : Ā#X −mod→ (G,X, Ā)− gr

tais que F (M) = M# e F (ψ) = ψ#, onde M# é o Ā-módulo graduado de tipo X

M , com estrutura de Ā#X-módulo e ψ# = ψ, e G(N) = N gr e G(ϕ) = ϕgr, onde

N gr é o Ā#X-módulo à esquerda N , com estrutura de Ā-módulo graduado de tipo

X e ϕgr = ϕ.

Por toda a construção feita até agora, podemos enunciar um dos principais

resultados dessa seção.
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Teorema 2.3.4. As categorias Ā#X −mod e (G,X, Ā)− gr são equivalentes.

Demonstração: Para cada M ∈ Ā#X −mod, definimos a transformação natural

θ : Ā#X − mod → Ā#X − mod, por θM : M → M gr#, tal que θM(m) = m,

para todo m ∈ M . Claramente, θM é uma bijeção. Resta mostrar que é um

homomorfismo de Ā#X-módulos. Sejam agδx ∈ Ā#X e m ∈M , então

(agδx) · θM(m) = ag(θM(m))x = agmx = (agδx) ·m = θM((agδx) ·m).

Portanto, IĀ#X−mod
∼= F ◦G.

Reciprocamente, para cada N ∈ (G,X, Ā) − gr, definimos a transformação

natural γ : (G,X, Ā) − gr → (G,X, Ā) − gr, por γN : N → N#gr, tal que γ(n) =

n, para todo n ∈ N . Claramente, γN é uma bijeção. Provemos que γN é um

homorfismo de Ā-módulos. De fato, sejam n =
∑
y∈X

ny ∈ N e ag ∈ Ā, então g ∈ Ge,

para algum e ∈ G0. Logo,

γN(agn) = γN

(
ag

(∑
y∈X

ny

))
= γN

(∑
y∈X

agny

)
.

Como N é Ā-módulo graduado de tipo X, temos que agny = 0, para todo

y /∈ Xe. Assim,

γN(agn) = γN

(∑
y∈X

agny

)
= γN

(∑
y∈Xe

agny

)
=
∑
y∈Xe

agny

=

(∑
y∈Xe

agδy

)
· n = η(ag)n = ag · n = ag · γN(n).

Portanto, γN é um homorfismo de Ā-módulos. Agora, se x ∈ X, então já vimos

que existe único e ∈ G0, tal que x ∈ Xe. Assim, se n ∈ Nx, então n = 1Ān =( ∑
f∈G0

1f

)
n =

∑
f∈G0

1fn = 1en, pois 1fn ∈ AfNx ⊆ Nαf (x) se, e somente se, x ∈ Xf .

Logo, (1eδx)n = 1enx = nx = n. Logo, γN(n) = n = (1eδx)n ∈ Nx.

Portanto, I(G,X,Ā)−gr
∼= G ◦ F . Sendo assim, as categorias Ā#X − mod e

(G,X, Ā)− gr são equivalentes. �
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Ainda generalizando alguns resultados de [16], vamos apresentar a construção

de um contexto de Morita, a qual serve como uma aplicação do teorema anterior.

Para o que segue nesta seção, vamos fixar um elemento x ∈ X. Logo, existe único

e ∈ G0, tal que x ∈ Xe. A partir disto, segue nossa próxima definição.

Definição 2.3.5. O conjunto Gx = {h ∈ Ge : αh(x) = x} é definido como sendo o

estabilizador de x em G.

Notemos que se h ∈ Ge, então Xh = Xe = Xh−1 , o que implica na boa definição

de Gx. Além disso, temos que Gx é um subgrupo de Ge. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.6. Consideremos o grupóide G = {g, g−1, d(g), r(g)}. Pelo Exemplo

1.2.22, temos que X = G é um G-conjunto via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), onde

Xg = {r(g), g} = Xr(g), Xg−1 = {d(g), g−1} = Xd(g), αr(g) = IdXg , αd(g) = IdXg−1 ,

αg : Xg−1 → Xg é tal que αg(g
−1) = r(g), αg(d(g)) = g e αg−1 : Xg → Xg−1 é

tal que αg−1(g) = d(g) e αg−1(r(g)) = g−1. Temos que Gg = Gr(g) = {r(g)} e

Gg−1 = Gd(g) = {d(g)}.

Exemplo 2.3.7. Consideremos G1 = {e, k : k2 = e}, o grupo ćıclico de ordem

2, e G2 = {f, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = f}, o grupo de Klein. Pelo Exemplo

1.2.4, podemos considerar o grupóide G = G1∪̇G2. Novamente, X = G é um G-

conjunto via α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), tal que G1 = Te = Xe = Xk, G2 = Tf =

Xf = Xg = Xh = Xgh, αe = IdXe , αf = IdXf , αk(e) = k, αk(k) = e, αg(f) = g,

αg(h) = gh, αg(g) = f , αg(gh) = h, αh(f) = h, αh(g) = gh, αh(h) = f , αh(gh) = g,

αgh(f) = gh, αgh(g) = h, αgh(h) = g e αgh(gh) = f . Temos que Gx = {e}, para

todo x ∈ G1 e Gx = {f}, para todo x ∈ G2.

Como Gx é um subgrupo de Ge, podemos definir o subanel de A dado por

ĀGx =
⊕
h∈Gx

Ah. Claramente, 1e é uma unidade para ĀGx .
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Agora, consideremos y ∈ X. Portanto, existe único f ∈ G0, tal que y ∈ Xf .

Definimos

Vy =
⊕

h∈Sf∩Te
αh(y)=x

Ah e Wy =
⊕

h∈Tf∩Se
αh(x)=y

Ah.

No caso de Vy, observemos que y ∈ Xf = Xd(h) = Xh−1 e x ∈ Xe = Xr(h) =

Xh. Analogamente, para Wy temos que x ∈ Xe = Xd(h) = Xh−1 e y ∈ Xf =

Xr(h) = Xh. Portanto, Vy e Wy estão bem definidos, para todo y ∈ X. Além

disso, podemos perceber que Vx =
⊕

h∈Se∩Te
αh(x)=x

Ah =
⊕
h∈Gx

Ah = ĀGx . Analogamente,

Wx = ĀGx . Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.3.8. Novamente, sejam o grupóide G = {g, g−1, d(g), r(g)} e a ação de

G em X = G, mencionada no Exemplo 2.3.6. Consideremos a álgebra de grupóide

A = Kug⊕Kug−1⊕Kur(g)⊕Kud(g), onde K é um anel comutativo. Fixemos g ∈ X,

então g ∈ Xr(g). Já vimos que Gg = {r(g)}, o que implica Vg = Wg = ĀGg = Kur(g).

Além disso, um cálculo simples nos mostra que Vg−1 = ∅ = Vr(g), Vd(g) = Kug,

Wg−1 = ∅ = Wr(g) e Wd(g) = Kug−1 .

Exemplo 2.3.9. Consideremos G = G1∪̇G2, onde G1 = {e, k : k2 = e} é o grupo

ćıclico de ordem 2, e G2 = {f, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = f} é o grupo de

Klein. Dado K um anel comutativo, consideremos também a álgebra de grupóide

A =
⊕
l∈G

Kul. Pelo Exemplo 2.3.7, X = G é um G-conjunto com ação dada por

α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G). Fixemos g ∈ G. Já vimos que Gg = {f}, o que implica

que Vg = Wg = ĀGg = Kuf . Um cálculo simples nos mostra que Ve = ∅ = Vk,

Vf = Kug, Vh = Kugh, Vgh = Kuh, We = ∅ = Wk, Wf = Kug, Wh = Kugh e

Wgh = Kuh.

A próxima proposição caracteriza Vy e Wy como ĀGx-módulos, para todo y ∈ X.

Proposição 2.3.10. Seja y ∈ Xf , tal que Vy 6= ∅. Então,
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(i) Vy é um ĀGx-módulo à esquerda unitário, via multiplicação em A;

(ii) Wy é um ĀGx-módulo à direita unitário, via multiplicação em A.

Demonstração: (i) Sejam ah ∈ ĀGx e bk ∈ Vy. Assim, h ∈ Ge, k ∈ Sf ∩ Te,

αh(x) = x e αk(y) = x. Notemos que d(h) = e = r(k), logo ahbk ∈ Ahk. Além disso,

d(hk) = d(k) = f e r(hk) = r(h) = e, ou seja, hk ∈ Sf ∩ Te. Mais ainda, αhk(y) =

αh(αk(y)) = αh(x) = x. Portanto, ahbk ∈ Vy. Notemos que 1ebk = 1r(k)bk = bk.

As demais condições de módulo seguem diretamente da associatividade do anel A.

Sendo assim, Vy é um ĀGx-módulo à esquerda unitário, via multiplicação em A.

(ii) Segue análogo ao caso anterior. �

Definimos V =
⊕
f∈G0
yf∈Xf

Vyf e W =
⊕
f∈G0
yf∈Xf

Wyf . Pela proposição anterior, segue que

V é um ĀGx-módulo à esquerda unitário e W é um ĀGx-módulo à direita unitário.

Antes da próxima proposição, façamos uma observação.

Observação 2.3.11. Seja y ∈ Xf , tal que Wy 6= ∅. Para todo h ∈ Sf , temos que

AhWy ⊆ Wαh(y).

De fato, sejam ah ∈ Ah e bk ∈ Wy, ou seja, k ∈ Se ∩ Tf e αk(x) = y. Temos que

ahbk ∈ Ahk, pois d(h) = f = r(k). Além disso, d(hk) = d(k) = e e r(hk) = r(h),

isto é, hk ∈ Se ∩ Tr(h). Mais ainda, αhk(x) = αh(αk(x)) = αh(y). Dessa maneira,

ahbk ∈ Wαh(y).

Proposição 2.3.12. Nas condições dessa seção, W é um Ā#X-módulo à esquerda

unitário, via agδy · w = agwy, para quaisquer agδy ∈ Ā#X e w ∈ W .

Demonstração: Vamos mostrar que W é um Ā-módulo graduado de tipo X. Por

definição, temos que W =
⊕
f∈G0
yf∈Xf

Wyf . Além disso, W é um Ā-módulo à esquerda

unitário via multiplicação. De fato, consideremos ah ∈ Ā =
⊕
f∈G0

Af e bk ∈ W .

Assim, existem únicos f1, f2 ∈ G0, tais que ah ∈ Af1 e bk ∈ Wy, com y ∈ Xf2 ,
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ou seja, h ∈ Gf1 , k ∈ Se ∩ Tf2 e αk(x) = y. Notemos que se d(h) 6= r(k), então

ahbk = 0. Logo, suponhamos f1 = d(h) = r(k) = f2. Neste caso, pela observação

anterior, ahbk ∈ Wαh(y) ⊆ W . Mais ainda, 1Ābk =

( ∑
f∈G0

1f

)
bk = 1r(k)bk = bk.

Novamente, por cálculos já feitos, se h ∈ Gf1 , então AhWz ⊆ Wαh(z), para todo

z ∈ Xf1 , e AhWz = 0, para todo z /∈ Xf1 . Portanto, W é um Ā-módulo graduado

de tipo X. Sendo assim, pela Proposição 2.3.3, temos que W é um Ā#X-módulo

à esquerda unitário, via agδy · w = agwy, para quaisquer agδy ∈ Ā#X e w ∈ W . �

Vamos mostrar que V é um Ā#X-módulo à direita unitário. Antes disso, assim

como em W , façamos uma observação.

Observação 2.3.13. Consideremos y ∈ Xf . Para todo h ∈ Sf , tal que Vαh(y) 6= ∅,

vale que Vαh(y)Ah ⊆ Vy.

De fato, sejam ah ∈ Ah e bk ∈ Vαh(y), ou seja, k ∈ Sr(h) ∩ Te e αk(αh(y)) = x.

Notemos que d(k) = r(h), então bkah ∈ Akh. Além disso, d(kh) = d(h) = f e

r(kh) = r(k) = e, isto é, kh ∈ Sf ∩ Te. Mais ainda, x = αk(αh(y)) = αkh(y).

Portanto, bkah ∈ Vy.

Proposição 2.3.14. Nas condições dessa seção, V é um Ā#X-módulo à direita

unitário, via v · (ahδy) = (vah)y, para quaisquer v ∈ V e ahδy ∈ Ā#X.

Demonstração: Provemos primeiramente que esta ação está bem definida, mostrando

que V é um Ā-módulo à direita unitário via multiplicação. De fato, sejam ah ∈ Ā

e bk ∈ Vy, para algum y ∈ Xf1 , ou seja, h ∈ Gf2 , para algum f2 ∈ G0, k ∈ Sf1 ∩ Te

e αk(y) = x. Notemos que se d(k) 6= r(h), então bkah = 0. Logo, suponhamos

que f1 = d(k) = r(h) = f2. Neste caso, pela observação anterior, bkah ∈ VyAh =

Vαh(αh−1 (y))Ah ⊆ Vαh−1 (y) ⊆ V . Além disso, bk1Ā = bk

( ∑
f∈G0

1f

)
= bk1d(k) = bk.

Agora, se f ∈ G0, então consideremos cl ∈ Vy, para algum y ∈ Xf . Sejam

também ahδz1 , bkδz2 ∈ Ā#X. Logo, l ∈ Sf ∩Te, ahδz1 ∈ Af1#Xf1 , bkδz2 ∈ Af2#Xf2 ,
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para f1, f2 ∈ G0, e αl(y) = x. Assim,

cl ·
(
(ahδz1)(bkδz2)

)
=

 cl · (ahbkδz2), se f1 = f2 e αk(z2) = z1

0, caso contrário

=

 (clahbk)z2 , se f = f1 = f2 e αk(z2) = z1

0, caso contrário,

entretanto, clahbk ∈ VyAhk = Vαhk(α(hk)−1 (y))Ahk ⊆ Vα(hk)−1 (y). Logo,

cl ·
(
(ahδz1)(bkδz2)

)
=

 clahbk, se f = f1 = f2, αk(z2) = z1 e αhk(z2) = y

0, caso contrário.

Por outro lado, temos que

(
cl · (ahδz1)

)
· (bkδz2) =

 (clah)z1 · (bkδz2), se f = f1

0, caso contrário,

entretanto, clah ∈ VyAh ⊆ Vαh−1(y)
. Logo,

(
cl · (ahδz1)

)
· (bkδz2) =

 clah · (bkδz2), se f = f1 e y = αh(z1)

0, caso contrário

=

 (clahbk)z2 , se f = f1 = f2 e y = αh(z1)

0, caso contrário,

=

 clahbk, se f = f1 = f2, y = αh(z1) e αhk(z2) = y

0, caso contrário.

Provemos que se f = f1 = f2 e αhk(z2) = y, então αk(z2) = z1 se, e somente se,

y = αh(z1). Se αk(z2) = z1, então y = αhk(z2) = αh(αk(z2)) = αh(z1). Reciproca-

mente, se y = αh(z1), então z1 = αh−1(y) = αh−1(αhk(z2)) = αh−1hk(z2) = αk(z2).

Portanto, cl ·
(
(ahδz1)(bkδz2)

)
=
(
cl · (ahδz1)

)
· (bkδz2).

Por último, notemos que
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cl · 1Ā#X = cl ·

( ∑
f0∈G0

∑
z∈Xf0

1f0δz

)
=
∑
f0∈G0

∑
z∈Xf0

(cl1f0)z

=
∑
z∈Xf

(cl1f )z = (cl)y = cl.

Portanto, V é um Ā#X-módulo à direita unitário, via v · (ahδy) = (v ·ah)y, para

quaisquer v ∈ V e ahδy ∈ Ā#X. �

Já mostramos que V é um ĀGx-módulo à esquerda unitário e um Ā#X-módulo

à direita unitário. Também mostramos que W é um ĀGx-módulo à direita unitário

e um Ā#X-módulo à esquerda unitário. A próxima proposição irá associar estas

estruturas.

Proposição 2.3.15. Nas condições anteriores,

(i) V é um (ĀGx , Ā#X)-bimódulo;

(ii) W é um (Ā#X, ĀGx)-bimódulo.

Demonstração: (i) Sejam y ∈ Xf , para algum f ∈ G0, bk ∈ Vy, ah ∈ ĀGx e

clδz ∈ Ā#X. Assim, k ∈ Sf ∩ Te, h ∈ Ge, clδz ∈ Af1#Xf1 , para f1 ∈ G0, αk(y) = x

e αh(x) = x. Logo,

ah
(
bk · (clδz)

)
=

 ah(bkcl)z, se f = f1

0, caso contrário,

entretanto, se f = f1, então bkcl ∈ VyAl ⊆ Vαl−1 (y). Logo,

ah
(
bk · (clδz)

)
=

 ahbkcl, se e = f = f1 e αl(z) = y

0, caso contrário.

Por outro lado, temos que
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(ahbk) · (clδz) =

 ahbk · (clδz), se e = f

0, caso contrário

=

 (ahbkcl)z se e = f = f1

0, caso contrário,

mas se e = f = f1, então ahbkcl ∈ ĀGxVyAl ⊆ VyAl ⊆ Vαl−1 (y) (ver Proposição

2.3.10). Assim,

ah
(
bk · (clδz)

)
=

 ahbkcl, se e = f = f1 e αl(z) = y

0, caso contrário.

Sendo assim, ah
(
bk · (clδz)

)
= ah

(
bk · (clδz)

)
.

(ii) Sejam y ∈ Xf , para algum f ∈ G0, bk ∈ Wy, ah ∈ ĀGx e clδz ∈ Ā#X.

Assim, k ∈ Se ∩ Tf , h ∈ Ge, clδz ∈ Af1#Xf1 , para f1 ∈ G0, αk(x) = y e αh(x) = x.

Logo,

(
(clδz) · bk

)
ah = cl(bk)zah =

 clbkah, se f1 = f = e e z = y

0, caso contrário.

Por outro lado, seque que

(clδz) · (bkah) =

 (clδz) · (bkah), se f = e

0, caso contrário.

=

 cl(bkah)z, se f = e

0, caso contrário.

=

 clbkah, se f1 = f = e e z = y

0, caso contrário,

pois se f = e, então bkah ∈ WyĀ
Gx ⊆ Wy (ver Proposição 2.3.10). Sendo assim,(

(clδz) · bk
)
ah = (clδz) · (bkah). �
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Vamos definir a aplicação ϕ : V ×W → ĀGx , por ϕ(v, w) =
∑
h∈Gx

(vw)h, quaisquer

que sejam v ∈ V e w ∈ W . Notemos que esta aplicação é Ā#X-balanceada. De

fato, consideremos f1, f2 ∈ G0, y ∈ Xf1 , z ∈ Xf2 , bk ∈ Vy, cl ∈ Wz e agδt ∈ Ā#X,

isto é, agδt ∈ Af#Xf , para algum f ∈ G0, k ∈ Sf1 ∩ Te, l ∈ Se ∩ Tf2 , αk(y) = x e

αl(x) = z. Logo,

ϕ(bk · (agδt), cl) =

 ϕ((bkag)t, cl), se f1 = f

0, caso contrário,

entretanto, notemos que se f1 = f , então bkag ∈ VyAg ⊆ Vαg−1 (y). Assim,

ϕ(bk · (agδt), cl) =

 ϕ(bkag, cl), se f1 = f e αg(t) = y

0, caso contrário

=

 bkagcl, se f1 = f = f2, αg(t) = y e kgl ∈ Gx

0, caso contrário.

Por outro lado, temos que

ϕ(bk, (agδt) · cl) = ϕ(bk, ag(cl)t) =

 ϕ(bk, agcl), se f2 = f e t = z

0, caso contrário

=

 bkagcl, se f1 = f2 = f, t = z e kgl ∈ Gx

0, caso contrário.

Para mostrar que ϕ(bk · (agδt), cl) = ϕ(bk, (agδt) · cl), resta provar que se f =

f1 = f2 e kgl ∈ Gx, então αg(t) = y se, e somente se, t = z. Observemos que se

kgl ∈ Gx, então x = αkgl(x) = αkg(αl(x)) = αkg(z), isto é, z = α(kg)−1(x). Assim,

se αg(t) = y, então z = α(kg)−1(x) = αg−1(αk−1(x)) = αg−1(y) = t. Reciprocamente,

se t = z, então αg(t) = αg(z) = αg(α(kg)−1(x)) = αk−1(x) = y.

Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está bem definida

a aplicação (, ) : V ⊗Ā#X W → ĀGx , dada por (v, w) =
∑
h∈Gx

(vw)h, para quaisquer

v ∈ V e w ∈ W .
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Proposição 2.3.16. A aplicação (, ) : V ⊗Ā#X W → ĀGx é um homomorfismo de

ĀGx-bimódulos.

Demonstração: Sejam f1, f2 ∈ G0, y ∈ Xf1 , z ∈ Xf2 , bk ∈ Vy, cl ∈ Wz e ag ∈ ĀGx ,

isto é, k ∈ Sf1 ∩ Te, l ∈ Se ∩ Tf2 , g ∈ Ge, αk(y) = x, αl(x) = z e αg(x) = x. Logo,

ag(bk, cl) =

 agbkcl, se f1 = f2 e kl ∈ Gx

0, caso contrário.

Por outro lado, temos que

(agbk, cl) =

 agbkcl, se f1 = f2 e gkl ∈ Gx

0, caso contrário.

Notemos que se f1 = f2, então kl ∈ Gx se, e somente se, gkl ∈ Gx. De

fato, se kl ∈ Gx, então d(gkl) = d(kl) = e e r(gkl) = r(g) = e. Além disso,

αgkl(x) = αg(αkl(x)) = αg(x) = x. Reciprocamente, suponhamos gkl ∈ Gx. Assim,

d(kl) = d(l) = e e r(kl) = r(k) = e. Além disso, x = αg−1(x) = αg−1(αgkl(x)) =

αkl(x). Assim, ag(bk, cl) = (agbk, cl).

Analogamente, mostramos que (bk, cl)ag = (bk, clag). Portanto, (, ) é um homo-

morfismo de ĀGx-bimódulos. �

Por tudo o que já fizemos, podemos observar que ao considerarmos os anéis ĀGx

e Ā#X, constrúımos o (ĀGx , Ā#X)-bimódulo V e o (Ā#X, ĀGx)-bimódulo W.

Também definimos uma aplicação (, ) : V ⊗Ā#X W → ĀGx , a qual é um homomor-

fismo de ĀGx-bimódulos. A fim de que tenhamos um contexto de Morita envolvendo

estas estruturas, devemos contruir uma aplicação [, ] : W ⊗AGx V → Ā#X, a qual

seja um homomorfismo bem definido de Ā#X-bimódulos. Entretanto, isso não é

posśıvel se não impormos uma condição para a ação α de G em X. É isto que

discutiremos nos próximos resultados.
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Proposição 2.3.17. Nas condições dessa seção, suponhamos que a ação de G em

X, dada por α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), é tal que X =
⋃̇

f∈G0

Xf e, para todo g ∈ G

tal que g /∈ Te e r(g) 6= d(g), temos Vy = Wy = ∅, para todo y ∈ Xr(g). Então,

a aplicação [, ] : W ⊗AGx V → Ā#X, dada por [w, v] =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

wvyf δyf , para

quaisquer w ∈ W e v =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

vyf ∈ V , está bem definida e é um homomorfismo

de Ā#X-bimódulos.

Demonstração: Primeiramente, provemos que a aplicação [, ] está bem definida.

Definimos ψ : W × V → Ā#X, por ψ(w, v) =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

wvyf δyf , para quaisquer

que sejam w ∈ W e v =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

vyf ∈ V . Consideremos f ∈ G0, tal que

f 6= e. Vamos mostrar que Vy = Wy = ∅, para todo y ∈ Xf . De fato, lembremos

que Vy =
⊕

h∈Sf∩Te
αh(y)=x

Ah, mas se h ∈ Sf ∩ Te, então y ∈ Xf = Xd(h) = Xr(h−1) e

r(h−1) = d(h) = f 6= e. Além disso, d(h−1) = r(h) = e 6= f = d(h) = r(h−1), o que

implica, por hipótese, que Vy = ∅. Analogamente, Wy = ∅. Portanto,

V =
⊕
y∈Xe

Vy e W =
⊕
y∈Xe

Wy.

Logo, se ah ∈ Wz e bk ∈ Vy, com z, y ∈ Xe, então segue que ψ(ah, bk) =

ahbkδy ∈ Ae#Xe ⊆ Ā#X. Sendo assim, ψ está bem definida. É fácil ver que ψ é

ĀGx-balanceada. Portanto, pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, está

bem definida a aplicação [, ] : W ⊗AGx V → Ā#X, dada por [w, v] =
∑
y∈Xe

wvyδy,

para quaisquer w ∈ W e v =
∑
y∈Xe

vy ∈ V .

Resta mostrar que [, ] é um homomorfismo de Ā#X-bimódulos. Sejam y, z ∈ Xe,

bk ∈ Wy, cl ∈ Vz e agδt ∈ Ā#X, ou seja, k, l ∈ Ge, αk(x) = y, αl(z) = x e

agδt ∈ Af#Xf , para algum f ∈ G0. Assim,

(agδt)[bk, cl] = (agδt)(bkclδz) =

 agbkclδz, se f = e e αkl(z) = t

0, caso contrário.
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Por outro lado, segue que

[(agδt) · bk, cl] = [ag(bk)t, cl] =

 agbkclδz, se f = e e t = y

0, caso contrário.

No caso em que e = f , suponhamos que αkl(z) = t, então t = αkl(z) =

αk(αl(z)) = αk(x) = y. Reciprocamente, se e = f e t = y, então t = y = αk(x) =

αk(αl(z)) = αkl(z). Sendo assim, (agδt)[bk, cl] = [(agδt) · bk, cl]. Mais ainda,

[bk, cl](agδt) = (bkclδz)(agδt) =

 bkclagδt, se e = f e αg(t) = z

0, caso contrário.

Por outro lado, segue que

[bk, cl · (agδt)] =

 [bk, (clag)t], se f = e

0, caso contrário,

entretanto, se f = e, temos que clag ∈ VzAg ⊆ Vαg−1 (z). Logo,

[bk, cl · (agδt)] =

 [bk, clag], se f = e e αg−1(z) = t

0, caso contrário

=

 bkclagδt, se f = e e αg(t) = z

0, caso contrário.

Assim, [bk, cl](agδt) = [bk, cl · (agδt)] e, portanto, [, ] é um bem definido homo-

morfismo de Ā#X-bimódulos. �

Nas condições da proposição anterior, temos que V é um (ĀGx , Ā#X)-bimódulo,

W é um (Ā#X, ĀGx)-bimódulo, a aplicação [, ] : W ⊗ĀGx V → Ā#X é um homo-

morfismo de Ā#X-bimódulos e a aplicação (, ) : V ⊗Ā#XW → ĀGx é um homomor-

fismo de ĀGx-bimódulos. A partir disso, podemos enunciar o próximo resultado, o

qual nada mais é do que uma consequência de toda a construção feita até agora,

juntamente com a proposição anterior.
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Corolário 2.3.18. Nas condições da Proposição 2.3.17, [Ā#X, V,W, ĀGx , [, ], (, )]

é um contexto de Morita associado a V .

Demonstração: Resta apenas mostrar as condições de associatividade v′ · [w, v] =

(v′, w)v e [w, v] ·w′ = w(v, w′), para quaisquer que sejam v, v′ ∈ V e w,w′ ∈ W (ver

pág 24). Provemos a primeira condição. Sejam y, z e t ∈ Xe, ag ∈ Vy, bk ∈ Wz e

cl ∈ Vt, isto é, αg(y) = x, αk(x) = z e αl(t) = x. Logo,

ag · [bk, cl] = ag · (bkclδt) = (agbkcl)t =

 agbkcl, se αkl(t) = y

0, caso contrário,

pois agbkcl ∈ VyAkl ⊆ Vα(kl)−1 (y).

Por outro lado, temos que

(ag, bk)cl =

 agbkcl, se gk ∈ Gx

0, caso contrário.

Notemos que αkl(t) = y se, e somente se, gk ∈ Gx. De fato, se αkl(t) = y, então

z = αk(x) = αk(αl(t)) = αkl(t) = y. Assim, αgk(x) = αg(αk(x)) = αg(z) = αg(y) =

x. Reciprocamente, se gk ∈ Gx, então y = αg−1(x) = αg−1(αgk(x)) = αk(x) = z.

Logo, αkl(t) = αk(αl(t)) = αk(x) = z = y. Portanto, ag · [bk, cl] = (ag, bk)cl.

Provemos agora a segunda condição. Sejam y, z e t ∈ Xe, ag ∈ Wy, bk ∈ Vz e

cl ∈ Wt, isto é, αg(x) = y, αk(z) = x e αl(x) = t. Logo,

[ag, bk] · cl = (agbkδz) · cl = agbk(cl)z =

 agbkcl, se z = t

0, caso contrário.

Por outro lado, segue que

ag(bk, cl) =

 agbkcl, se kl ∈ Gx

0, caso contrário.

De maneira análoga a primeira condição, temos que z = t se, e somente se,

kl ∈ Gx. Portanto, [ag, bk] · cl = ag(bk, cl), provando que [Ā#X, V,W, ĀGx , [, ], (, )] é

um contexto de Morita associado a V . �
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Notemos que se G é um grupóide, tal que G0 é finito e d(g) = r(g), para todo

g ∈ G, então qualquer G-conjunto finito X satisfaz a Proposição 2.3.17. Em geral,

se não supormos na ação α que, para todo g ∈ G, tal que g /∈ Te e d(g) 6= r(g),

temos que Vy = Wy = ∅, para todo y ∈ Xr(g), então não temos necessariamente a

boa definição de [, ], como nos mostra o próximo exemplo.

Exemplo 2.3.19. Consideremos o Exemplo 2.3.8. Temos que d(g) ∈ Xg−1 =

Xr(g−1), r(g
−1) = d(g) 6= r(g) e d(g−1) = r(g) 6= d(g) = r(g−1). Além disso,

Vd(g) 6= ∅ e Wd(g) 6= ∅. Já vimos que V = Kur(g) ⊕Kug e W = Kur(g) ⊕Kug−1 .

Pela Definição 2.1.1, Ā#X = Kur(g)δr(g)⊕Kur(g)δg⊕Kud(g)δd(g)⊕Kud(g)δg−1 . Sejam

v = λ1ur(g) + λ2ug ∈ V e w = λ3ur(g) + λ4ug−1 ∈ W , então [w, v] = λ1λ3ur(g)δr(g) +

λ1λ4ug−1δr(g) + λ2λ3ugδg + λ2λ4ud(g)δg /∈ Ā#X.

Este exemplo sugere a rećıproca da Proposição 2.3.17.

Proposição 2.3.20. Sejam G um grupóide, tal que G0 é finito, A =
⊕
g∈G

Ag um anel

G-graduado com unidade e X um G-conjunto finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),

tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe. Fixemos x ∈ X, então existe único e ∈ G0, tal que x ∈ Xe.

Se a aplicação [, ] : W ⊗AGx V → Ā#X, dada por [w, v] =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

wvyf δyf , para

quaisquer w ∈ W e v =
∑
f∈G0

∑
yf∈Xf

vyf ∈ V , está bem definida, então a ação α é tal

que Vy = Wy = ∅, para todo y ∈ Xr(g), onde g ∈ G é tal que g /∈ Te e d(g) 6= r(g).

Demonstração: Suponhamos que exista g ∈ G, onde g /∈ Te e d(g) 6= r(g), tal

que Vy 6= ∅, para algum y ∈ Xr(g). Notemos que se Vy 6= ∅, então Wz 6= ∅, onde

z = αg−1(y). De fato, se ah ∈ Vy, então é fácil ver que a(hg)−1 ∈ Wz. Logo, podemos

considerar ah ∈ Vy e bk ∈ Wz, isto é, h ∈ Sr(g) ∩ Te, k ∈ Se ∩ Td(g), αh(y) = x e

αk(x) = z. Assim, [bk, ah] = bkahδy e d(kh) = d(h) = r(g) 6= d(g) = r(k) = r(kh),

ou seja, [bk, ah] /∈ Ā#X, mostrando que [, ] não está bem definida. Um racioćınio

análogo se faz se Wy 6= ∅. Portanto, α é tal que Vy = Wy = ∅, para todo y ∈ Xr(g),

onde g ∈ G é tal que g /∈ Te e d(g) 6= r(g). �
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Caṕıtulo 3

Teorema de Dualidade para Ações

de Grupóides

Consideremos G e H grupos, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com unidade

e X um (G,H)-conjunto finito, tal que a ação de H em X é completamente fiel.

Lembremos novamente que, por 1.1.1, podemos definir o produto smash A#X. Sob

estas condições, S. Dascalescu, C. Nastasescu, F. Van Oystaeyen e B. Torrecillas

demonstraram em [6, Theorem 2.7], que H é finito e age por automorfismos no anel

A#X, o conjunto das H-órbitas de X, denotado OH , é um G-conjunto à esquerda

e, o mais importante, existe o seguinte isomorfismo de anéis:

(A#X) ∗H ∼= M|H|(A#OH).

Este resultado é chamado Teorema de Dualidade para Anéis Graduados. Nosso

intúıto neste caṕıtulo é construir uma generalização dos resultados obtidos em [6],

com a finalidade de obter um análogo deste isomorfismo para o produto smash

Ā#X, definido no caṕıtulo anterior.
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3.1 Preliminares

Vamos apresentar algumas definições e resultados que serão usados na prova do

Teorema de Dualidade para Grupóides. Vamos considerar o produto smash como

na Definição 2.1.1. Sejam G um grupóide, tal que G0 é finito, A =
⊕
g∈G

Ag um anel

G-graduado com unidade dada por 1A ∈ A e Ā =
⊕
e∈G0

Ae, onde Ae =
⊕
g∈Ge

Ag, para

cada e ∈ G0.

Suponhamos que X e Y são G-conjuntos finitos via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G)

e β = ({Yg}g∈G, {βg}g∈G), respectivamente, tais que X =
⋃̇
e∈G0

Xe e Y =
⋃̇

f∈G0

Yf .

Consideremos ϕ : X → Y um homomorfismo de G-conjuntos (ver Definição 1.2.26).

Para cada e ∈ G0, podemos considerar a aplicação ϕe = ϕ|Xe : Xe → Ye, pois

ϕ(Xe) ⊆ Ye. É fácil ver que ϕe é um homomorfismo de Ge-conjuntos (caso de

grupos). Logo, pela Proposição 1.1.3, para cada e ∈ G0, temos que a aplicação

ϕ∗e : Ae#Ye → Ae#Xe, definida por

ϕ∗e(agpy) =


∑
x∈Xe
ϕe(x)=y

agpx, se existir x ∈ Xe, tal que ϕe(x) = y

0, caso contrário,

para todo agδy ∈ Ae#Ye, é um homomorfismo de anéis.

Observemos que Ā#X =
⊕
e∈G0

Ae#Xe e Ā#Y =
⊕
f∈G0

Af#Yf , logo podemos

definir a aplicação ϕ∗ : Ā#Y → Ā#X, por ϕ∗
( ∑
e∈G0

aeδye

)
=
∑
e∈G0

ϕ∗e(a
eδye), qual-

quer que seja
∑
e∈G0

aeδye ∈ Ā#Y . A partir disso, segue a próxima proposição.

Proposição 3.1.1. Seja ϕ : X → Y um homomorfismo de G-conjuntos. Então, a

aplicação ϕ∗ : Ā#Y → Ā#X é um homomorfismo de anéis.

Demonstração: Consideremos agδy e bhδz ∈ Ā#Y , logo existem e, f ∈ G0, tais

que agδy ∈ Ae#Ye e bhδz ∈ Af#Yf . Notemos que (agδy)(bhδz) 6= 0 se, e somente se,

e = f e, neste caso, (agδy)(bhδz) ∈ Ae#Ye. Analogamente, ϕ∗e(agδy)ϕ
∗
f (bhδz) 6= 0 se,
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e somente se, e = f . Assim,

ϕ∗((agδy)(bhδz)) =

 ϕ∗e((agδy)(bhδz)), se e = f

0, caso contrário

=

 ϕ∗e(agδy)ϕ
∗
e(bhδz), se e = f

0, caso contrário

= ϕ∗e(agδy)ϕ
∗
f (bhδz)

= ϕ∗(agδy)ϕ
∗(bhδz).

Além disso, usando novamente a Proposição 1.1.3, temos que ϕ∗(1Ā#Y ) =

ϕ∗
( ∑
e∈G0

1Ae#Ye

)
=
∑
e∈G0

ϕ∗e(1Ae#Ye) =
∑
e∈G0

1Ae#Xe = 1Ā#X . �

Observação 3.1.2. Consideremos a categoria dos G-conjuntos finitos, onde G é um

grupóide, denotada G− sets, e a categoria dos anéis, denotada Rings. Então, pela

proposição anterior, o funtor F : G − sets → Rings, definido por F (X) = Ā#X

e F (ϕ) = ϕ∗, onde X é um G-conjunto e ϕ : X → Y é um homomorfismo de

G-conjuntos, é um funtor contravariante.

Lema 3.1.3. Nas condições anteriores, se ϕ : X → Y é um homomorfismo de

G-conjuntos, então Kerϕ∗ =
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge
y/∈Imϕ

Agδy

)
.

Demonstração: Claramente temos que
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge
y/∈Imϕ

Agδy

)
⊆ Kerϕ∗.

Consideremos agora
∑
e∈G0

( ∑
g∈Ge
y∈Ye

agδy

)
∈ Kerϕ∗. Logo,

0 = ϕ∗

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
y∈Ye

agδy

)
=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
y∈Ye

ϕ∗e(agδy) =
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
y∈Ye

∑
x∈Xe
ϕ(x)=y

agδx

Notemos que para todo e ∈ G0, g ∈ Ge, y ∈ Ye tal que y ∈ Imϕ, temos ag = 0,
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por definição de Ā#X. Assim, Kerϕ∗ ⊆
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge
y/∈Imϕ

Agδy

)
. Portanto, vale a

igualdade desejada. �

Corolário 3.1.4. Se ϕ é sobrejetiva, então ϕ∗ é injetiva.

Observação 3.1.5. Também podemos mostrar que se ϕ é injetiva, então ϕ∗ é

sobrejetiva.

De fato, consideremos agδx ∈ Ā#X, ou seja, agδx ∈ Ae#Xe, para algum e ∈ G0.

Seja y = ϕ(x), então y ∈ Ye, já que x ∈ Xe. Logo,

ϕ∗(agδy) =
∑
z∈Xe
ϕ(z)=y

agδz = agδx,

onde está última igualdade se dá pelo fato de ϕ ser injetiva.

Para completar os resultados dessa seção, vamos explorar um pouco mais a noção

de G-conjuntos, onde G é um grupóide. As definições e resultados que seguem são

generalizações do caso de grupos.

Definição 3.1.6. Sejam G e K grupóides. Consideremos X um conjunto. Dizemos

que X é um (G,K)-conjunto, se

(i) X é um G-conjunto via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G);

(ii) X é um K-conjunto via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K);

(iii) Para quaiquer g ∈ G e k ∈ K, é válido que

αg(Xg−1 ∩ Yk) ⊆ Xg ∩ Yk e βk(Xg ∩ Yk−1) ⊆ Xg ∩ Yk;

Se existirem g ∈ G e k ∈ K, tais que Xg−1 ∩ Yk = ∅, então convencionamos que

αg(Xg−1 ∩ Yk) = ∅. Analogamente para Xg ∩ Yk−1.

(iv) Para todo x ∈ Xg−1 ∩ Yk−1, é válido que αg(βk(x)) = βk(αg(x)).

Por (iii), vale que βk(Xg−1 ∩ Yk−1) ⊆ Xg−1 ∩ Yk e αg(Xg−1 ∩ Yk−1) ⊆ Xg ∩ Yk−1 ,

para todo g ∈ G e k ∈ K. Assim, faz sentido definir (iv).
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Exemplo 3.1.7. Consideremos G um grupóide finito e H ⊆ G um subgrupóide.

Temos que X = G é um (G,H)-conjunto.

Pelo Exemplo 1.2.22, X = G é um G-conjunto via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),

onde Xg = Tr(g) e αg(l) = gl, para todo l ∈ Xg−1 . Além disso, pelo Exemplo 1.2.25,

X = G é um H-conjunto via β = ({Yh}h∈H , {βh}h∈H), onde Yh = Sr(h) e βh(l) =

lh−1, para todo l ∈ Yh−1 . Consideremos l ∈ Xg−1 ∩ Yh, quaisquer que sejam g ∈ G

e h ∈ H. Temos que αg(l) = gl ∈ Xg. Além disso, d(gl) = d(l) = r(h), ou seja,

αg(Xg−1 ∩ Yh) ⊆ Xg ∩ Yh. Consideremos agora l ∈ Xg ∩ Yh−1 , quaisquer que sejam

g ∈ G e h ∈ H. Temos que βh(l) = lh−1 ∈ Yh. Mais ainda, r(lh−1) = r(l) = r(g),

isto é, βh(Xg∩Yh−1) ⊆ Xg∩Yh. Por último, se considerarmos l ∈ Xg−1∩Yh−1 , temos

que βh(αg(l)) = βh(gl) = (gl)h−1 = g(lh−1) = αg(lh
−1) = αg(βh(l)). Portanto,

X = G é um (G,H)-conjunto.

No exemplo anterior, se considerarmos o grupóide G = {g, g−1, d(g), r(g)}, e o

subgrupóide H = G0, é fácil ver que Xg ∩ Yh 6= ∅, quaisquer que sejam g ∈ G e

h ∈ H.

Exemplo 3.1.8. Consideremos G um grupóide finito e H ⊆ G um subgrupóide

normal. Então, X = G/H é um (G,G/H)-conjunto.

Pelo Exemplo 1.2.24, X = G/H é um G-conjunto via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),

onde Xg = {lH ∈ G/H : l ∈ Tr(g)} e αg(lH) = glH, para todo lH ∈ G/H. Mais

ainda, X = G/H é um G/H-conjunto via o par β = ({YkH}kH∈G/H , {βkH}kH∈G/H),

onde YkH = Sr(kH) e βkH(lH) = lH(kH)−1 = lk−1H. Seja lH ∈ Xg−1 ∩ YkH , para

quaisquer que sejam g ∈ G e kH ∈ G/H. Temos que αg(lH) = glH ∈ Xg e

d(glH) = d(gl)H = d(l)H = d(lH) = r(kH). Dessa maneira, αg(Xg−1 ∩ YkH) ⊆

Xg ∩ YkH . Agora, seja lH ∈ Xg ∩ Y(kH)−1 . Temos que αkH(lH) = lk−1H ∈ YkH e

r(lk−1) = r(l) = r(g). Dessa maneira, αkH(Xg ∩ Y(kH)−1) ⊆ Xg ∩ YkH . Por último,

consideremos lH ∈ Xg−1 ∩ Y(kH)−1 , então βkH(αg(lH)) = βkH(glH) = glk−1H =

αg(lk
−1H) = αg(βkH(lH)). Portanto, X = G/H é um (G,G/H)-conjunto.
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No exemplo anterior, se escolhermos o grupóide G = {g, g−1, d(g), r(g)}, e o

subgrupóide normal H = G0, é fácil ver que Xg ∩ YkH 6= ∅, quaisquer que sejam

g ∈ G e kH ∈ G/H.

Proposição 3.1.9. Consideremos G e K grupóides, X um (G,K)-conjunto, via os

pares α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente. Então,

para cada k ∈ K, Yk é um G-conjunto. Em particular, βk : Yk−1 → Yk é um

homomorfismo de G-conjuntos, para todo k ∈ K.

Demonstração: Fixemos k ∈ K. Para todo g ∈ G, definimos o conjunto Yk,g =

Yk ∩ Xg. Se x ∈ Yk,g−1 , então, usando a definição de (G,K)-conjunto, segue que

αg(x) ∈ αg(Yk ∩ Xg−1) ⊆ Yk ∩ Xg = Yk,g. Logo, está bem definida a aplicação

θkg = αg|Yk,g−1 : Yk,g−1 → Yk,g, para todo g ∈ G. Vamos mostrar que Yk é um

G-conjunto, via θk = ({Yk,g}g∈G, {θkg}g∈G).

Já temos que θkg é injetiva, para todo g ∈ G. Seja y ∈ Yk,g = Yk∩Xg, então existe

único x ∈ Xg−1 , tal que αg(x) = y. Logo, usando a definição de (G,K)-conjunto,

temos que x = αg−1(y) ∈ αg−1(Yk ∩Xg) ⊆ Yk ∩Xg−1 = Yk,g−1 . Portanto, a aplicação

θkg é uma bijeção, para todo g ∈ G. As demais propriedades de G-conjunto são

claramente satisfeitas por θkg = αg|Yk,g−1 . Sendo assim, θk = ({Yk,g}g∈G, {θkg}g∈G)

define uma ação de G em Yk, para todo k ∈ K.

Por último, consideremos x ∈ Yk−1,g = Yk−1∩Xg. Usando novamente a definição

de (G,K)-conjunto, temos que βk(x) ∈ βk(Yk−1 ∩ Xg) ⊆ Yk ∩ Xg, implicando que

βk(Yk−1,g) ⊆ Yk,g, para todo g ∈ G. Além disso, se x ∈ Yk−1,g−1 = Yk−1 ∩ Xg−1 ,

então βk(θ
k
g (x)) = βk(αg(x)) = αg(βk(x)) = θkg (βk(x)). Assim, βk : Yk−1 → Yk é um

homomorfismo de G-conjuntos, para todo k ∈ K. �

Vejamos alguns exemplos, nos quais se aplica a proposição anterior.

Exemplo 3.1.10. Sejam G um grupóide finito e H ⊆ G um subgrupóide. Pelo

Exemplo 3.1.7, temos queX = G é um (G,H)-conjunto via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G),
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onde Xg = Tr(g) e αg(l) = gl, para todo l ∈ Xg−1 , e β = ({Yh}h∈H , {βh}h∈H), onde

Yh = Sr(h) e βh(l) = lh−1, para todo l ∈ Yh−1 . De acordo com a Proposição 3.1.9,

segue que, para todo h ∈ H, Yh é um G-conjunto via θh = ({Yh,g}g∈G, {θhg}g∈G),

onde Yh,g = Yh ∩Xg = Sr(h) ∩ Tr(g) e θhg (l) = αg(l) = gl, para quaisquer l ∈ Yh,g−1 e

g ∈ G. Além disso, para todo h ∈ H, temos que βh : Yh−1 → Yh é um homomorfismo

de G-conjuntos.

Exemplo 3.1.11. Consideremos G um grupóide finito e H ⊆ G um subgrupóide

normal. Logo, de acordo com o Exemplo 3.1.8, temos que X = G/H é um

(G,G/H)-conjunto, via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), onde Xg = {lH ∈ G/H : l ∈

Tr(g)} e αg(lH) = glH, para todo lH ∈ G/H, e β = ({YkH}kH∈G/H , {βkH}kH∈G/H),

onde YkH = Sr(kH) e βkH(lH) = lk−1H. Novamente, pela Proposição 3.1.9, temos

que, para todo kH ∈ G/H, YkH é um G-conjunto via θkH = ({YkH,g}g∈G, {θkHg }g∈G),

onde YkH,g = YkH ∩ Xg = Sr(kH) ∩ Xg e θkHg (lH) = αg(lH) = glH, para quais-

quer lH ∈ YkH,g−1 e g ∈ G. Além disso, para todo kH ∈ G/H, temos que

βkH : Y(kH)−1 → YkH é um homomorfismo de G-conjuntos.

Consideremos K um grupóide e X um K-conjunto via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K),

tal que X =
⋃̇

f∈K0

Yf . Dessa maneira, se x ∈ X, então existe único f ∈ K0, tal que

x ∈ Yf . A partir disto, segue nossa próxima definição.

Definição 3.1.12. Nas condições anteriores, definimos a K-órbita de x como sendo

o conjunto o(x) = {βl(x) : l ∈ Sf}.

Podemos observar na definição acima que se l ∈ Sf , então x ∈ Xf = Xd(l) =

Xl−1 . Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.1.13. Consideremos o grupóide K = {r(k), d(k), k, k−1}. Pelo Exem-

plo 1.2.22, temos que X = K é um K-conjunto via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), onde

Yk = {r(k), k} = Yr(k), Yk−1 = {d(k), k−1} = Yd(k), βr(k) = IdYk , βd(k) = IdYk−1 ,
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βk : Yk−1 → Yk é tal que βk(k
−1) = r(k), βk(d(k)) = k e βk−1 : Yk → Yk−1 é tal que

βk−1(k) = d(k) e βk−1(r(k)) = k−1. Dessa maneira, o(k) = {βr(k)(k), βk−1(k)} =

{k, d(k)}. As demais órbitas são calculadas de maneira análoga.

Exemplo 3.1.14. Consideremos o grupóide K = {r(k), d(k), k, k−1}. Pelo Exem-

plo 1.2.25, X = K é um K-conjunto via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), onde Yk =

{r(k), k−1} = Yr(k), Yk−1 = {d(k), k} = Yd(k), βr(k) = IdYk , βd(k) = IdYk−1 ,

βk : Yk−1 → Yk é tal que βk(k) = r(k), βk(d(k)) = k−1 e βk−1 : Yk → Yk−1 é tal que

βk−1(k−1) = d(k) e βk−1(r(k)) = k. Dessa maneira, o(k−1) = {βr(k)(k
−1), βk−1(k−1)} =

{k−1, d(k)}. As demais órbitas são calculadas de maneira análoga.

Observação 3.1.15. Sejam K um grupóide e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K) uma ação

de K em um conjunto X. Se y ∈ Yk−1, então o(y) = o(z), tal que z = βk(y).

De fato, como y ∈ Yk−1 , temos que o(y) = {βl(y) : l ∈ Sd(k)} e, como z ∈ Yk,

temos que o(z) = {βt(z) : t ∈ Sr(k)}. Logo, se βt(z) ∈ o(z), então d(t) = r(k) e

tk ∈ Sd(k), logo βt(z) = βt(βk(y)) = βtk(y) ∈ o(y). Reciprocamente, se βl(y) ∈ o(y),

então d(l) = d(k) = r(k−1) e lk−1 ∈ Sr(k), logo βl(y) = βl(βk−1(z)) = βlk−1(z) ∈

o(z). Portanto, o(y) = o(z).

Nossa próxima proposição nos dá mais uma classe de exemplos de G-conjuntos.

Proposição 3.1.16. Sejam G e K grupóides, X um (G,K)-conjunto via α =

({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente, tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe

e X =
⋃̇

f∈K0

Yf . Então, o conjunto OK das K-órbitas de X é um G-conjunto.

Demonstração: Fixemos g ∈ G. Então, definimos OK
g = {o(x) : x ∈ Xg} e

λg : OK
g−1 → OK

g , por λg(o(x)) = o(αg(x)), onde o(x) ∈ OK
g−1 . Devemos mostrar

que a aplicação λg está bem definida, ou seja, que se considerarmos o(x) = o(y) em

OK
g−1 , então o(αg(x)) = o(αg(y)). Notemos que x, y ∈ X =

⊕
f∈K0

Yf , logo existem

f1, f2 ∈ K0, tais que x ∈ Yf1 e y ∈ Yf2 . Pela definição de (G,K)-conjunto, temos

que αg(x) ∈ αg(Xg−1 ∩ Yf1) ⊆ Xg ∩ Yf1 e, analogamente, αg(y) ∈ Xg ∩ Yf2 . Seja
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βl(αg(x)) ∈ o(αg(x)) = {βl(αg(x)) : l ∈ Sf1}. Como x ∈ o(x) = o(y), então temos

que x = βt(y), para algum t ∈ Sf2 . Notemos que, neste caso, x ∈ Yf1 ∩ Yt = Yf1 ∩

Yr(t), logo r(t) = f1, pois X =
⋃̇

f∈K0

Yf . Agora, usando mais uma vez a definição de

(G,K)-conjunto e o fato de que y ∈ Xg−1∩Yf2 = Xg−1∩Yd(t) = Xg−1∩Yt−1 , seque que

βl(αg(x)) = βl(αg(βt(y))) = βl(βt(αg(y))) = βlt(αg(y)), onde esta última igualdade

se dá pelo fato de que d(l) = f1 = r(t). Logo, o(αg(x)) ⊆ o(αg(y)). Por uma

argumentação análoga obtemos a outra inclusão. Portanto, o(αg(x)) = o(αg(y))

e, sendo assim, λg está bem definida. Provemos que OK é um G-conjunto via

λ = ({OK
g }g∈G, {λg}g∈G).

É fácil ver que λg−1 é uma inversa para λg, sendo assim, λg é bijeção. Temos

também que OK
g = OK

r(g) e λr(g) : OK
r(g) → OK

r(g) é a aplicação identidade, para

todo g ∈ G. E mais, dados g, h ∈ G tais que d(g) = r(h) e x ∈ Xh−1 , então

λgλh(o(x)) = λg(o(αh(x))) = o(αg(αh(x))) = o(αgh(x)) = λgh(x).

Portanto, OK é um G-conjunto via λ = ({OK
g }g∈G, {λg}g∈G). �

3.2 Teorema de Dualidade

Finalmente, vamos nos preparar para dar uma versão do Teorema de Dualidade

para Anéis Graduados, [6, Theorem 2.7], considerando grupóides ao invés de grupos.

Novamente, o produto smash considerado será como na Definição 2.1.1.

Sejam G e K grupóides, tais que G0 e K são finitos, e consideremos X um

(G,K)-conjunto finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), res-

pectivamente, tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe e X =
⋃̇

f∈K0

Yf .

Consideremos também A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com unidade e o subanel

Ā =
⊕
e∈G0

Ae de A, onde Ae =
⊕
g∈Ge

Ag, para todo e ∈ G0. Dessa maneira, podemos

formar o produto smash Ā#X =
⊕
e∈G0

Ae#Xe.
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Na próxima proposição, construiremos o skew anel de grupóide (Ā#X) ∗γ K.

Antes disso, pela Proposição 3.1.9, lembremos que, para cada k ∈ K fixado, Yk é

um G-conjunto finito. Portanto, para cada k ∈ K, podemos considerar o produto

smash:

Ā#Yk =
⊕
e∈G0

Ae#Yk,e =
⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge

x∈Yk∩Xe

Agδx

)
,

com unidade dada por 1k =
∑
e∈G0

∑
x∈Yk,e

1eδx =
∑
e∈G0

∑
x∈Yk∩Xe

1eδx.

Notemos que este conjunto é distinto do vazio, pois se x ∈ Yk, para algum k ∈ K,

então x ∈ X =
⋃̇
e∈G0

Xe. Assim, existe e ∈ G0 tal que x ∈ Xe, ou seja, x ∈ Xe ∩ Yk.

Logo, temos que aeδx ∈ Ā#Yk, para todo ae ∈ Ae.

Proposição 3.2.1. Nas condições anteriores, temos que o grupóide K age no anel

Ā#X. Em particular, existe o skew anel de grupóide (Ā#X) ∗γ K.

Demonstração: Provemos que Ā#Yk é um ideal bilateral de Ā#X, para todo

k ∈ K. Sejam agδx ∈ Ā#X e bhδy ∈ Ā#Yk, ou seja, agδx ∈ Ae1#Xe1 , para algum

e1 ∈ G0, e bhδy ∈ Ae2#Yk,e2 , para algum e2 ∈ G0. Temos que

(agδx)(bhδy) =

 agbhδy, se e1 = e2 e αh(y) = x

0, caso contrário.

No caso em que e1 = e2, temos que gh ∈ Ge2 e y ∈ Yk,e2 . Dessa maneira,

(agδx)(bhδy) ∈ Ā#Yk.

Por outro lado, segue que

(bhδy)(agδx) =

 bhagδx, se e2 = e1 e αg(x) = y

0, caso contrário.

No caso em que e2 = e1, temos que hg ∈ Ge1 . Além disso, se αg(x) = y ∈

Yk,e2 = Yk,e1 = Yk ∩ Xe1 , então, usando a definição de (G,K)-conjunto, segue que

x = αg−1(y) ∈ αg−1(Xe1 ∩ Yk) ⊆ Xe1 ∩ Yk = Yk,e1 . Portanto, (bhδy)(agδx) ∈ Ā#Yk.
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Notemos que, como X é um K-conjunto, temos Yk = Yr(k), o que implica

Ā#Yk = Ā#Yr(k). Pela Proposição 3.1.9, lembremos que, βk−1 : Yk → Yk−1 é

um isomorfismo de G-conjuntos, para todo k ∈ K. Logo, pela Proposição 3.1.1, a

aplicação γk = β∗k−1 : Ā#Yk−1 → Ā#Yk, definida por

γk(agδx) =
∑
y∈Yk

β
k−1 (y)=x

agδy = agδβk(x),

para todo agδx ∈ Ā#Yk−1 , é um isomorfismo de anéis. Além disso, é fácil ver

que γf : Ā#Yf → Ā#Yf é a identidade de Ā#Yf , para todo f ∈ K0, e se l,

k ∈ K são tais que d(l) = r(k), então γgγh = γgh. Portanto, K age em Ā#X

via γ = ({Ā#Yk}k∈K , {γk}k∈K). Sendo assim, podemos considerar o skew anel de

grupóide (Ā#X) ∗γ K. �

Observação 3.2.2. Nas condições anteriores, Ā#X =
⊕
f∈K0

Ā#Yf .

De fato, consideremos agδx ∈ Ā#X, dessa maneira agδx ∈ Ae#Xe, para algum

e ∈ G0. Logo, x ∈ Xe ⊆ X =
⋃̇

f∈K0

Yf . Assim, existe único f ∈ K0 tal que x ∈ Yf ,

ou seja, x ∈ Xe ∩ Yf , o que implica agδx ∈ Ā#Yf . Portanto, Ā#X =
∑
f∈K0

Ā#Yf .

Agora, consideremos w ∈ Ā#Yf ∩
( ∑

f ′∈K0
f ′ 6=f

Ā#Yf ′

)
, onde f ∈ K0. Então, w =∑

e∈G0

∑
g∈Ge

x∈Xe∩Yf

agδx =
∑
f ′∈K0
f ′ 6=f

∑
e′∈G0

∑
h∈Ge′

y∈Xe′∩Yf ′

bhδy. Já mostramos que 1f é um unidade

para Ā#Yf , logo w = w1f . Por outro lado, temos que

w1f =

( ∑
f ′∈K0
f ′ 6=f

∑
e′∈G0

∑
h∈Ge′

y∈Xe′∩Yf ′

bhδy

)
1f

=

( ∑
f ′∈K0
f ′ 6=f

∑
e′∈G0

∑
h∈Ge′

y∈Xe′∩Yf ′

bhδy

)( ∑
e′′∈G0

xe′′∈Xe′′∩Yf

1e′′δxe′′

)

=
∑
f ′∈K0
f ′ 6=f

∑
e′∈G0

∑
h∈Ge′

y∈Xe′∩Yf ′

∑
e′′∈G0

xe′′∈Xe′′∩Yf

(bhδy)(1e′′δxe′′ ).
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Observemos que bh1e′′ 6= 0, e somente se, e′′ = d(h) = e′. Logo,

w1f =
∑
f ′∈K0
f ′ 6=f

∑
e′∈G0

∑
h∈Ge′

y∈Xe′∩Yf ′

∑
xe′∈Xe′∩Yf

(bhδy)(1e′δxe′ ).

Para que a soma acima seja distinta de zero, para algum xe′ ∈ Xe′ ∩ Yf , deve

existir y ∈ Xe′∩Yf ′ tal que xe′ = αe′(xe′) = y, mas se isso ocorrer, então y ∈ Xe′∩Yf ,

o que é um absurdo, pois y ∈ Yf ′ e f ′ 6= f (lembremos que X =
⋃̇

f∈Ko
Yf ). Logo, a

soma acima é nula e Ā#Yf ∩
( ∑

f ′∈K0
f ′ 6=f

Ā#Yf ′

)
= 0.

Portanto, Ā#X =
⊕
f∈K0

Ā#Yf .

Pelo feito até aqui, temos queK age no anel Ā#X via γ = ({Ā#Yk}k∈K , {γk}k∈K).

Da Definição 1.2.33, o subanel de Ā#X dos elementos invariantes pela ação de K

é dado por

(Ā#X)γ = {w ∈ Ā#X : γk(w1d(k)) = w1r(k),∀k ∈ K},

onde denotaremos (Ā#X)γ = (Ā#X)K . Pelo Teorema 1.2.37, existe o contexto de

Morita [(Ā#X) ∗γ K, Ā#X, Ā#X, (Ā#X)K , τ ′, τ ].

Vejamos quem serão as aplicações τ e τ ′ deste contexto, usando a multiplicação

em Ā#X. Comecemos por τ e consideremos os elementos agδx e bhδy ∈ Ā#X.

Assim, agδx ∈ Ae1#Xe1 e bhδy ∈ Ae2#Xe2 , para e1, e2 ∈ G0. Logo,

τ(agδx ⊗ bhδy) = trγ((agδx)(bhδy)) =
∑
k∈K

γk
(
(agδx)(bhδy)1k−1

)

=


∑
k∈K

γk
(
agbhδy1k−1

)
, se e1 = e2 e αh(y) = x

0, caso contrário.

No caso em que e1 = e2 e αh(y) = x, segue que
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τ(agδx ⊗ bhδy) =
∑
k∈K

γk
(
agbhδy1k−1

)
=
∑
k∈K

γk

(
(agbhδy)

(∑
e∈G0

∑
z∈Yk−1∩Xe

1eδz

))

=
∑
k∈K

∑
e∈G0

∑
z∈Yk−1∩Xe

γk
(
(agbhδy)(1eδz)

)
.

Notemos que a soma acima é distinta de zero se, e somente se, e1 = d(gh) = e.

Logo,

τ(agδx ⊗ bhδy) =
∑
k∈K

∑
z∈Yk−1∩Xe1

γk
(
(agbhδy)(1e1δz)

)
=
∑
k∈K

∑
z∈Yk−1∩Xe1

γk
(
(agbhδy)(1e1δz)

)
=
∑
k∈K

∑
z∈Y

k−1∩Xe1
αe1 (z)=y

γk
(
agbhδz

)
=
∑
k∈K

y∈Y
k−1

γk
(
agbhδy

)
=
∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y).

Portanto,

τ(agδx ⊗ bhδy) =


∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y), se e1 = e2 e αh(y) = x

0, caso contrário.

Agora, por cálculos exatamente análogos feitos para τ , temos que

τ ′(agδx ⊗ bhδy) =
∑
k∈K

(agδx)γk
(
bhδy1k−1

)
εk

=


∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y)εk, se e1 = e2 e αh(βk(y)) = x

0, caso contrário.

Consideremos K um grupo, com unidade f ∈ K, agindo globalmente em um

conjunto finito X. Lembremos que se existir x ∈ X tal que k.x = x implicar

k = f , então dizemos que esta ação é completamente fiel. Daremos um análogo

dessa definição para o caso de ações globais de grupóide.

Definição 3.2.3. Consideremos K um grupóide e X um K-conjunto via α =

({Yk}k∈K , {βk}k∈K). Dizemos que a ação de K em X é completamente fiel se,

para algum x ∈ Yk ∩ Yk−1, tivermos βk(x) = x, então k = r(k) = d(k).
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Exemplo 3.2.4. Seja K um grupóide e consideremos o Exemplo 1.2.22. Temos

que a ação de K em X = K é completamente fiel.

De fato, suponha que exista l ∈ Tr(k) ∩ Td(k), tal que αk(l) = l. Temos que

r(k) = r(l) = d(k). Além disso, l = αk(l) = kl. Assim, pela unicidade de r(l),

segue que k = r(l) = r(k) = d(k).

Exemplo 3.2.5. Sejam K um grupóide e H ⊆ K um subgrupóide normal. Con-

sideremos a ação de K em X = K/H dada no Exemplo 1.2.24. Temos que a ação

de K em X = K/H é completamente fiel.

De fato, suponha que exista lH ∈ Yk ∩ Yk−1 , tal que αk(lH) = lH. Uma conta

simples mostra que r(kH) = r(lH) = d(kH). Além disso, lH = αk(lH) = klH =

(kH)(lH). Assim, pela unicidade de r(lH), segue que kH = r(lH) = r(kH) =

d(kH).

Vamos agora demonstrar o resultado mais importante deste caṕıtulo. Além do

isomorfismo obtido, o próximo teorema irá garantir a sobrejetividade da aplicação

τ ′, definida anteriormente.

Teorema 3.2.6. Sejam G e K grupóides, tais que G0 e K são finitos. Con-

sideremos X um (G,K)-conjunto finito via os pares α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e

β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente, tal que X =
⋃̇
e∈G0

Xe e X =
⋃̇

f∈K0

Yf .

Suponhamos que Yk = Yk−1, para todo k ∈ K, e que a ação de K em X é comple-

tamente fiel. Consideremos também A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado, o subanel de

A dado por Ā =
⊕
e∈G0

Ae, tal que Ae =
⊕
g∈Ge

Ag, para todo e ∈ G0, e o conjunto OK

das K-órbitas de X. Então, existe o seguinte isomorfismo de anéis

(Ā#X) ∗γ K ∼= End(Ā#X)Ā#OK .

Demonstração: Consideremos a aplicação ϕ : X → OK , dada por ϕ(x) = o(x),

para todo x ∈ X. A aplicação ϕ está bem definida e é claramente sobrejetiva. Pela
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Proposição 3.1.16, para cada g ∈ G, temos que

ϕ(Xg) = {ϕ(x) : x ∈ Xg} = {o(x) : x ∈ Xg} = OK
g .

Além disso, para todo x ∈ Xg−1 , vale que ϕ(αg(x)) = o(αg(x)) = λg(o(x)) =

λg(ϕ(x)). Logo, ϕ é um homomorfismo de G-conjuntos. Assim, pela Proposição

3.1.1 e Corolário 3.1.4, a aplicação ϕ∗ : Ā#OK → Ā#X, dada por ϕ∗(agδo(x)) =∑
y∈Xe

ϕ(y)=o(x)

agδy =
∑
y∈Xe

o(y)=o(x)

agδy, para todo agδo(x) ∈ Āe#OK
e , para todo e ∈ G0, é um

homomorfismo injetor de anéis. Logo, Ā#OK ∼= ϕ∗(Ā#OK).

Sabemos que o grupóide K age no anel Ā#X, via γ = ({Ā#Yk}k∈K , {γk}k∈K),

(ver Proposição 3.2.1). Da Definição 1.2.33, temos que o subanel de Ā#X dos

elementos invariantes pela ação de K é dado por

(Ā#X)K = {w ∈ Ā#X : γk(w1d(k)) = w1r(k), ∀k ∈ K}.

Provemos que ϕ∗(Ā#OK) = (Ā#X)K .

Consideremos agδo(x) ∈ Ā#OK , ou seja agδo(x) ∈ Af#OK
f , para algum f ∈ G0.

Para todo k ∈ K, temos que 1d(k) = 1k−1 , logo

γk(ϕ
∗(agδo(x))1d(k)) = γk

(( ∑
y∈Xf

o(y)=o(x)

agδy

)(∑
e∈G0

∑
xe∈Xe∩Yk−1

1eδxe

))

= γk

( ∑
y∈Xf

o(y)=o(x)

∑
e∈G0

∑
xe∈Xe∩Yk−1

(agδy)(1eδxe)

)
.

Observemos que ag1e 6= 0 se, e somente se, e = d(g) = f . Neste caso, temos

γk(ϕ
∗(agδo(x))1d(k)) = γk

( ∑
y∈Xf

o(y)=o(x)

∑
xf∈Xf∩Yk−1

(agδy)(1fδxf )

)

= γk

( ∑
y∈Xf

o(y)=o(x)

∑
xf∈Xf∩Yk−1
xf=αf (xf )=y

agδxf

)
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= γk

( ∑
y∈Xf∩Yk−1
o(y)=o(x)

agδy

)
=

∑
y∈Xf∩Yk−1
o(y)=o(x)

agδβk(y).

Por outro lado, temos que 1r(k) = 1k, logo

ϕ∗(agδo(x))1r(k) =

( ∑
z∈Xf

o(z)=o(x)

agδz

)(∑
e∈G0

∑
xe∈Xe∩Yk

1eδxe

)

=
∑
z∈Xf

o(z)=o(x)

∑
e∈G0

∑
xe∈Xe∩Yk

(agδz)(1eδxe).

Novamente, observemos que ag1e 6= 0 se, e somente se, e = d(g) = f . Logo,

ϕ∗(agδo(x))1r(k) =
∑
z∈Xf

o(z)=o(x)

∑
xf∈Xf∩Yk

(agδz)(1fδxf )

=
∑
z∈Xf

o(z)=o(x)

∑
xf∈Xf∩Yk
xf=αf (xf )=z

agδxf

=
∑

z∈Xf∩Yk
o(z)=o(x)

agδz.

Observemos que dado z ∈ Xf ∩ Yk, como βk : Yk−1 → Yk é uma bijeção, então

existe único y ∈ Yk−1 tal que βk(y) = z. Além disso, pela definição de (G,K)-

conjunto, temos que y = βk−1(z) ∈ βk−1(Xf ∩ Yk) ⊆ Xf ∩ Yk−1 . Mais ainda, já

vimos que se z = βk(y), então o(z) = o(y). Portanto,

ϕ∗(agδo(x))1r(k) =
∑

z∈Xf∩Yk
o(z)=o(x)

agδz =
∑

y∈Xf∩Yk−1
o(y)=o(x)

agδβk(y) = γk(ϕ
∗(agδo(x))1d(k)),

para todo k ∈ K. Assim, ϕ∗(Ā#OK) ⊆ (Ā#X)K .

Consideremos agora
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg ∈ (Ā#X)K . Logo,

γk

((∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1d(k)

)
=

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1r(k),
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para todo k ∈ K.

Vejamos o que isso significa. Seja k ∈ K, temos que(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1d(k) =

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)( ∑
f∈G0

xf∈Xf∩Yk−1

1fδxf

)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

∑
f∈G0

xf∈Xf∩Yk−1

(agδxg)(1fδxf ).

Notemos que ag1f 6= 0 se, e somente se, f = d(g) = e. Neste caso,(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1d(k) =

∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

∑
xe∈Xe∩Yk−1

(agδxg)(1eδxe)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

∑
xe∈Xe∩Yk−1
xe=αe(xe)=xg

ag1d(g)δxe

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk−1

agδxg ,

o que implica que

γk

((∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1d(k)

)
= γk

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk−1

agδxg

)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk−1

agδβk(xg),

para todo k ∈ K. Analogamente,(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg

)
1r(k) =

∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk

agδxg ,

para todo k ∈ K. Por hipótese, Yk−1 = Yk, logo temos válida a igualdade

∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk−1

agδβk(xg) =
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Yk−1

agδxg , (3.1)

para todo k ∈ K.
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Para cada e ∈ G0, fixemos g ∈ Ge na soma
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg ∈ (Ā#X)K . Con-

sideremos {zg} ⊆ Xe como sendo os representantes das K-órbitas de {xg} ⊆ Xe.

Agora, seja
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

o(zg)∈OKe

agδo(zg) ∈ Ā#OK . Assim,

ϕ∗

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge

o(zg)∈OKe

agδo(zg)

)
=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
zg∈Xe

ϕ∗(agδo(zg))

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
zg∈Xe

∑
yzg∈Xe

o(yzg )=o(zg)

agδyzg .

Na igualdade acima, como X =
⋃̇

f∈K0

Yf , para cada g ∈ Ge, temos que existe

fg ∈ K0, tal que zg ∈ Yfg . Além disso, yzg ∈ o(yzg) = o(zg). Logo, yzg = βlzg (zg),

com lzg ∈ Sfg . Sendo assim,

ϕ∗

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge

o(zg)∈OKe

agδo(zg)

)
=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
zg∈Xe

∑
lzg∈Sfg

agδβlzg (zg)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Y
l−1
g

agδβlg (xg)

Assim, usando (3.1) e o fato de que l−1
g ∈ K depende de xg ∈ Xg,

ϕ∗

(∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδo(xg)

)
=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Ylg−1

agδβlg (xg)

=
∑
e∈G0

∑
g∈Ge

xg∈Xe∩Ylg−1

agδxg =
∑
e∈G0

∑
g∈Ge
xg∈Xe

agδxg .

Assim, (Ā#X)K ⊆ ϕ∗(Ā#OK) e, portanto, segue a igualdade desejada. Dessa

maneira, temos que Ā#OK ∼= ϕ∗(Ā#OK) = (Ā#X)K .

Provemos agora que a extensão (Ā#X)K ⊆ Ā#X é uma extensão de Galois.

Por 1.2.38, precisamos encontrar um sistema de coordenadas {pi, qi}1≤i≤m, para

Ā#X.
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Lembremos que G0 é finito e fixemos e ∈ G0. Como X é finito, segue que Xe é

finito. Definimos pe = qe =
∑
x∈Xe

1eδx. Consideremos k ∈ K tal que k /∈ K0. Assim,

usando a Observação 2.1.10, temos∑
e∈G0

∑
x∈Xe

(1eδx)γk((1eδx)1k−1) =
∑
e∈G0

∑
x∈Xe

(1eδx)γk

(
(1eδx)

( ∑
f∈G0

xf∈Xf∩Yk−1

1fδxf

))

=
∑
e∈G0

∑
x∈Xe

(1eδx)γk

( ∑
f∈G0

xf∈Xf∩Yk−1

(1eδx)(1fδxf )

)

=
∑
e∈G0

∑
x∈Xe∩Yk−1

(1eδx)γk(1eδx)

=
∑
e∈G0

∑
x∈Xe∩Yk−1

(1eδx)(1eδβk(x)).

Novamente, pela Observação 2.1.10, a soma acima é distinta de zero apenas se

existir algum x ∈ Xe ∩ Yk−1 , tal que x = βk(x). Se isto ocorrer, como a ação de K

em X é completamente fiel, segue que k = r(k) = d(k), o que é um absurdo, já que

k /∈ K0. Logo,
∑
x∈Xe

(1eδx)γk((1eδx)1k−1) = 0, para todo k ∈ K \K0.

Por outro lado, se f ∈ K0, procedendo de modo análogo ao cálculo anterior,

temos que ∑
e∈G0

∑
x∈Xe

(1eδx)γf ((1eδx)1f ) =
∑
e∈G0

∑
x∈Xe∩Yf

(1eδx)(1eδβf (x))

=
∑
e∈G0

∑
x∈Xe∩Yf

(1eδx)(1eδx)

=
∑
e∈G0

∑
x∈Xe∩Yf

1eδx = 1f .

Assim, {pe, qe}e∈G0 é um sistema de coordenadas de Galois e, portanto, a ex-

tensão (Ā#X)K ⊆ Ā#X é uma extensão de Galois. Dessa maneira, pelo Teorema

1.2.39, segue que

(Ā#X) ∗γ K ∼= End(Ā#X)(Ā#X)K
∼= End(Ā#X)Ā#OK .

�
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Corolário 3.2.7. A aplicação τ ′ : Ā#X⊗(Ā#X)K Ā#X → (Ā#X)∗γK, do contexto

de Morita [(Ā#X)∗γ, Ā#X, Ā#X, (Ā#X)K , τ ′, τ ], é sobrejetiva.

Demonstração: Pelo Teorema anterior, a extensão (Ā#X)K ⊆ Ā#X é Galois, o

que implica pelo Teorema 1.2.39 que a aplicação τ ′ é sobrejetiva. �

Façamos mais algumas considerações importantes.

(1) Fixemos e ∈ G0, então Yk,e = Yk ∩ Xe é um Ge-conjunto finito, para todo

k ∈ K, via g · x = αg(x), para quaisquer g ∈ Ge e x ∈ Yk,e. Logo, podemos

considerar o produto smash no caso de grupos dado por Ae#Yk,e =
⊕

x∈Yk,e
Aeδx, com

unidade dada por 1k,e =
∑

x∈Yk,e
1eδx.

(2) Por uma construção exatamente análoga a Proposição 3.2.1, temos que o

grupóide K age no produto smash de grupo Ae#Xe, para cada e ∈ G0, via a

ação γe = ({Ae#Yk,e}k∈K , {γek}k∈K), onde γek : Ae#Yk−1,e → Ae#Yk,e, é dada por

γek(agδx) = agδβk(x), para todo agδx ∈ Ae#Yk−1,e. Logo, podemos considerar o

skew anel de grupóide (Ae#Xe) ∗γe K, para cada e ∈ G0. Além disso, Ae#Xe =⊕
f∈K0

Ae#Yf,e.

(3) Por uma construção análoga ao Teorema 3.2.6, temos que

(Ae#Xe)
K = ϕ∗e(A

e#OK
e ),

onde ϕ∗e : Ae#OK
e → Ae#Xe, é dada por ϕ∗e(agδo(x)) =

∑
y∈Xe

o(y)=o(x)

agδy, para todo

agδo(x) ∈ Ae#OK
e . Sendo assim,

(Ā#X)K = ϕ∗

(⊕
e∈G0

Ae#OK
e

)
=
⊕
e∈G0

ϕ∗(Ae#OK
e )

=
⊕
e∈G0

ϕ∗e(A
e#OK

e ) =
⊕
e∈G0

(Ae#Xe)
K .

(4) Para finalizar, por uma construção análoga ao Teorema 3.2.6, temos que

(Ae#Xe) ∗γe K ∼= End(Ae#Xe)Ae#OKe ,
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para cada e ∈ G0. Dessa maneira,

(Ā#X) ∗γ K =
⊕
k∈K

(Ā#Yk)εk =
⊕
k∈K

(⊕
e∈G0

( ⊕
g∈Ge
x∈Yk,e

Agδx

))
εk

=
⊕
k∈K

(⊕
e∈G0

Ae#Yk,e

)
εk =

⊕
e∈G0

(⊕
k∈K

(Ae#Yk,e)εk

)

=
⊕
e∈G0

(Ae#Xe) ∗γe K ∼=
⊕
e∈G0

End(Ae#Xe)Ae#OKe .
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Caṕıtulo 4

O Produto Smash Parcial A#X

Neste caṕıtulo, vamos definir uma nova versão do produto smash apresentado

na Seção 1.1.1. Para isso, vamos considerar ações parciais de grupos em conjuntos,

e não mais ações globais. Na Seção 4.1, apresentamos esta nova definição, junta-

mente com algumas propriedades. Na Seção 4.2, vamos exibir condições necessárias

e suficientes para que o produto smash parcial A#X seja Morita equivalente ao

produto smash global A#X̄, onde (X̄, ᾱ) é a envolvente da ação parcial α (ver

Teorema 1.3.5). Esta última seção foi baseada nos resultados de A. Paques e D.

Bagio, apresentados em [3].

4.1 Definição e Propriedades

Consideremos G um grupo, com unidade e ∈ G, tal que G age parcialmente

em um conjunto finito X, via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G), e A =
⊕
g∈G

Ag um anel

G-graduado com unidade dada por 1A ∈ A.

Definição 4.1.1. Nestas condições, definimos o produto smash parcial, denotado
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A#X, como sendo

A#X =
⊕
g∈G

x∈X
g−1

Agδx,

onde δx’s são śımbolos, dois elementos são iguais se coincidem em cada coordenada

x ∈ Xg−1, para todo g ∈ G, a soma é dada de maneira usual e a multiplicação é

definida por:

(agδx)(bhδy) =

 agbhδy, se αh(y) = x

0, caso contrário,

onde, g e h ∈ G, ag ∈ Ag, bh ∈ Ah, x ∈ Xg−1 e y ∈ Xh−1.

Observemos que a multiplicação acima está bem definida, pois se x ∈ Xg−1 é tal

que x = αh(y), então y = αh−1(x) ∈ αh−1(Xg−1 ∩Xh) ⊆ Xh−1g−1 ∩Xh−1 ⊆ X(gh)−1 ,

pela definição de ação parcial.

Exemplo 4.1.2. Seja G = {e, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = e}, o grupo de Klein.

Consideremos o subconjunto de G dado por X = {e, g, gh}. Pelo Exemplo 1.3.4,

existe uma ação parcial de G em X dada por α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), onde Xe = X,

Xg = Xg−1 = {e, g}, Xh = Xh−1 = {g, gh}, Xgh = X(gh)−1 = {e, gh}, αe = IdX ,

αg : Xg → Xg é tal que αg(e) = g, αg(g) = e, αh : Xh → Xh é tal que αh(g) = gh,

αh(gh) = g, e αgh : Xgh → Xgh é tal que αgh(e) = gh e αgh(gh) = e. Consideremos

a álgebra de grupo A = Kue⊕Kug ⊕Kuh⊕Kugh, onde K é um anel comutativo.

Dessa maneira,

A#X = Kueδe ⊕Kueδg ⊕Kueδgh

⊕Kugδe ⊕Kugδg ⊕Kuhδg

⊕Kuhδgh ⊕Kughδe ⊕Kughδgh.

Exemplo 4.1.3. Sejam G = {e, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = e}, o grupo de Klein,

e R um anel finito qualquer. Consideremos X = R × R × R. Pelo Exemplo 1.3.2,

temos que existe uma ação parcial de G em X dada por α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G),
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onde Xe = X, Xg = Xg−1 = R × 0 × R, Xh = Xh−1 = R × R × 0, Xgh =

X(gh)−1 = 0 × R × R, αe = IdX , αg : Xg → Xg é tal que αg((r, 0, s)) = (s, 0, r),

αh : Xh → Xh é tal que αh((r, s, 0)) = (s, r, 0), e αgh : Xgh → Xgh, é tal que

αgh((0, r, s)) = (0, s, r), para quaisquer r e s ∈ R. Consideremos novamente a

álgebra de grupo A = Kue ⊕Kug ⊕Kuh ⊕Kugh, onde K é um anel comutativo.

Dessa maneira,

A#X =

( ⊕
r,s,t∈R

Kueδ(r,s,t)

)⊕(⊕
r,s∈R

Kugδ(r,0,s)

)
⊕(⊕

r,s∈R

Kuhδ(r,s,0)

)⊕(⊕
r,s∈R

Kughδ(0,r,s)

)
.

Exemplo 4.1.4. Seja G = {e, g, g2, g3 : g4 = e}, o grupo ćıclico de ordem 4.

Consideremos o subconjunto de G dado por X = {g, g2, g3}. Pelo Exemplo 1.3.4,

existe uma ação parcial de G em X dada por α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), onde Xe = X,

Xg = {g2, g3}, Xg2 = {g, g3}, Xg3 = {g, g2}, αe = IdX , αg : Xg3 → Xg é tal que

αg(g) = g2, αg(g
2) = g3, αg2 : Xg2 → Xg2 é tal que αg2(g) = g3, αg2(g3) = g, e

αg3 : Xg → Xg3 é tal que αg3(g2) = g e αg3(g3) = g2. Consideremos a álgebra

de grupo A = Kue ⊕ Kug ⊕ Kug2 ⊕ Kug3 , onde K é um anel comutativo. Dessa

maneira,

A#X = Kueδg ⊕Kueδg2 ⊕Kueδg3

⊕Kugδg ⊕Kugδg2 ⊕Kug2δg

⊕Kug2δg3 ⊕Kug3δg2 ⊕Kug3δg3 .

Exemplo 4.1.5. Sejam G = {e, g, g2, g3 : g4 = e}, o grupo ćıclico de ordem 4, e

R um anel finito qualquer. Consideremos X = R × R × R. Pelo Exemplo 1.3.3,

existe uma ação parcial de G em X dada por α = ({Xl}l∈G, {αl}l∈G), onde Xe = X,

Xg = R × R × 0, Xg2 = R × 0 × R, Xg3 = 0 × R × R, αe = IdX , αg : Xg3 → Xg

é tal que αg((0, r, s)) = (r, s, 0), αg2 : Xg2 → Xg2 é tal que αg2((r, 0, s)) = (s, 0, r),

e αg3 : Xg → Xg3 , é tal que αg3((r, s, 0)) = (0, r, s), para quaisquer r e s ∈ R.
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Consideremos novamente a álgebra de grupo A = Kue⊕Kug⊕Kug2 ⊕Kug3 , onde

K é um anel comutativo. Dessa maneira,

A#X =

( ⊕
r,s,t∈R

Kueδ(r,s,t)

)⊕(⊕
r,s∈R

Kugδ(0,r,s)

)
⊕(⊕

r,s∈R

Kug2δ(r,0,s)

)⊕(⊕
r,s∈R

Kug3δ(r,s,0)

)
.

A próxima proposição caracteriza A#X como um anel associativo com unidade.

Proposição 4.1.6. Seja X um conjunto finito tal que G age parcialmente em X via

α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com unidade. Então,

A#X é um anel associativo com unidade dada por 1A#X =
∑
x∈X

1Aδx.

Demonstração: Sejam agδx, bhδy e ckδz ∈ A#X, ou seja, x ∈ Xg−1 , y ∈ Xh−1 e

z ∈ Xk−1 . Temos que

((agδx)(bhδy))(ckδz) =

 (agbhδy)(ckδz), se αh(y) = x

0, caso contrário

=

 (agbh)ckδz, se αk(z) = y e αh(y) = x

0, caso contrário.

Por outro lado,

(agδx)((bhδy)(ckδz)) =

 (agδx)(bhckδz), se αk(z) = y

0, caso contrário

=

 ag(bhck)δz, se αhk(z) = x e αk(z) = y

0, caso contrário.

Para que o produto em A#X seja associativo, devemos mostrar que αk(z) = y

e αh(y) = x se, e somente se, αhk(z) = x e αk(z) = y. De fato, se αk(z) = y e

αh(y) = x, então z = αk−1(y) ∈ αk−1(Xh−1 ∩Xk) ⊆ Xk−1h−1 ∩Xk−1 ⊆ X(hk)−1 , isto

é, z ∈ X(hk)−1 ∩ Xk−1 . Assim, x = αh(y) = αh(αk(z)) = αhk(z). Reciprocamente,
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suponhamos que αhk(z) = x e αk(z) = y, então αk(z) ∈ Xh−1 . Assim, x = αhk(z) =

αh(αk(z)) = αh(y) ∈ Xh. Portanto, A#X é um anel associativo.

Provemos agora que A#X tem unidade. Consideremos agδy ∈ A#X, logo

y ∈ Xg−1 . Assim,

(agδy)

(∑
x∈X

1Aδx

)
=
∑
x∈X

(agδy)(1Aδx) =
∑

x∈X=Xe
x=αe(x)=y

ag1Aδx = agδy,

pois 1A ∈ Ae.

Por outro lado temos(∑
x∈X

1Aδx

)
(agδy) =

∑
x∈X

(1Aδx)(agδy).

Como αg : Xg−1 → Xg está bem definida, existe único x ∈ Xg−1 ⊆ X tal que

αg(y) = x. Logo, (∑
x∈X

1Aδx

)
(agδy) = 1Aagδy = agδy.

Dessa maneira, A#X tem unidade 1A#X =
∑
x∈X

1Aδx. �

Observação 4.1.7. O conjunto B = {1Aδx : x ∈ X} é um conjunto de idempo-

tentes ortogonais.

De fato, consideremos 1Aδx, 1Aδy ∈ B. Então,

(1Aδx)(1Aδy) =

 1A1Aδy, se αe(y) = x

0, caso contrário

=

 1Aδx, se x = y

0, caso contrário.
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4.2 Morita Equivalência entre o Smash Parcial

A#X e o Smash Global A#X̄

Sejam G um grupo com unidade e ∈ G, A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com

unidade 1A ∈ A, e X um conjunto finito, tal que G age parcialmente via α =

({Xg}g∈G, {αg}g∈G). Assim, pela Definição 4.1.1, podemos considerar o produto

smash parcial A#X.

Seja (X̄, ᾱ) a envolvente da ação parcial α, cuja a existência é assegurada pelo

Teorema 1.3.5. Portanto, X̄ = (G ×X)/ ∼, onde (g, x) ∼ (h, y) se, e somente se,

x ∈ Xg−1h e αh−1g(x) = y, e ᾱ(g, (h, x)) = (gh, x), para quaisquer g, h ∈ G e x,

y ∈ X. Dessa maneira, pela Definição 1.1.1, podemos considerar o produto smash

global A#X̄, como sendo o A-módulo à esquerda livre com base indexada pelos

elementos de X̄, ou seja,

A#X̄ =
⊕

(h,y)∈X̄

Aδ(h,y) =
⊕
g∈G

(h,y)∈X̄

Agδ(h,y).

Se agδ(h,x), bkδ(l,y) ∈ A#X̄, então

(
agδ(h,x)

)(
bkδ(l,y)

)
=

 agbkδ(l,y), se ᾱk((l, y)) = (h, x)

0, caso contrário

=

 agbkδ(l,y), se (kl, y) = (h, x)

0, caso contrário.

Vamos denotar por R = A#X e S = A#X̄. Já vimos que 1R =
∑
x∈X

1Aδx e, de

acordo com a Proposição 1.1.2, 1S =
∑

(h,y)∈X̄
1Aδ(h,y). Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1. Consideremos o produto smash R = A#X do Exemplo 4.1.2.

Nestas condições, é fácil ver que X̄ = {(e, e), (e, g), (e, gh), (g, gh)}. Assim,
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S = A#X̄ = Kueδ(e,e) ⊕Kugδ(e,e) ⊕Kuhδ(e,e) ⊕Kughδ(e,e)

⊕Kueδ(e,g) ⊕Kugδ(e,g) ⊕Kuhδ(e,g) ⊕Kughδ(e,g)

⊕Kueδ(e,gh) ⊕Kugδ(e,gh) ⊕Kuhδ(e,gh) ⊕Kughδ(e,gh)

⊕Kueδ(g,gh) ⊕Kugδ(g,gh) ⊕Kuhδ(g,gh) ⊕Kughδ(g,gh).

Exemplo 4.2.2. Consideremos o produto smash R = A#X do Exemplo 4.1.4.

Nestas condições, é fácil ver que X̄ = {(e, g), (e, g2), (e, g3), (g, g3)}. Assim,

S = A#X̄ = Kueδ(e,g) ⊕Kugδ(e,g) ⊕Kug2δ(e,g) ⊕Kug3δ(e,g)

⊕Kueδ(e,g2) ⊕Kugδ(e,g2) ⊕Kug2δ(e,g2) ⊕Kug3δ(e,g2)

⊕Kueδ(e,g3) ⊕Kugδ(e,g3) ⊕Kug2δ(e,g3) ⊕Kug3δ(e,g3)

⊕Kueδ(g,g3) ⊕Kugδ(g,g3) ⊕Kug2δ(g,g3) ⊕Kug3δ(g,g3).

Pelo Teorema 1.3.5, existe uma aplicação injetiva i : X → X̄, definida por

i(x) = (e, x), para todo x ∈ X. Com base nisto, segue nossa próxima proposição.

Proposição 4.2.3. A aplicação ϕ : R → S, definida por ϕ(agδx) = agδi(x), para

todo agδx ∈ R, é um homomorfismo injetor de anéis.

Demonstração: Claramente, ϕ está bem definida. Consideremos agδx, bhδy ∈ R.

Logo,

ϕ
(
(agδx)(bhδy)

)
=

 ϕ(agbhδy), se αh(y) = x

0, caso contrário

=

 agbhδ(e,y), se αh(y) = x

0, caso contrário.

Por outro lado,

ϕ
(
agδx

)
ϕ
(
bhδy

)
=
(
agδ(e,x)

)(
bhδ(e,y)

)
=

 agbhδ(e,y), se (h, y) = (e, x)

0, caso contrário.
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Notemos que bhδy ∈ R, ou seja, y ∈ Xh−1 , então (h, y) = (e, x) se, e somente

se, αh(y) = x. Portanto, ϕ
(
(agδx)(bhδy)

)
= ϕ

(
agδx

)
ϕ
(
bhδy

)
, provando que ϕ é

multiplicativa. A injetividade de ϕ é óbvia. �

Observemos que, pela proposição anterior, podemos considerar 1R =
∑
x∈X

1Aδ(e,x).

Proposição 4.2.4. Nas condições desta seção,

(i) S1R =
⊕
g,h∈G
y∈X

h−1

Agδ(h,y);

(ii) 1RS =
⊕
g,h∈G

y∈X
(gh)−1

Agδ(h,y);

(iii) 1RS1R = R.

Demonstração: (i) Consideremos agδ(h,y) ∈ S. Logo,

(
agδ(h,y))1R =

(
agδ(h,y)

)(∑
x∈X

1Aδ(e,x)

)
=
∑
x∈X

(
agδ(h,y)

)(
1Aδ(e,x)

)
=

∑
x∈X

(e,x)=(h,y)

agδ(e,x).

Podemos observar que se existir x, z ∈ X tais que (e, x) = (h, y) = (e, z), então

x = z, pois (e, x) ∼ (e, z), ou seja, x ∈ Xe = X e x = αe(x) = z. Logo,

(
agδ(h,y))1R =

 agδ(h,y), se existir x ∈ X tal que (h, y) = (e, x)

0, caso contrário.

Notemos que se y ∈ Xh−1 , então (h, y) = (e, αh(y)). Reciprocamente, se existir

x ∈ X, tal que (h, y) = (e, x), então y ∈ Xh−1 e αh(y) = x. Portanto,

(
agδ(h,y))1R =

 agδ(h,y), se y ∈ Xh−1

0, caso contrário.

Para a outra inclusão, notemos que se agδ(h,y) é tal que y ∈ Xh−1 , então agδ(h,y) =

agδ(e,αh(y)) =
(
agδ(e,αh(y))

)
1R, mostrando assim a igualdade desejada.
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(ii) Segue exatamente análogo ao item anterior, observando que

1R
(
agδ(h,y)) =

 agδ(h,y), se existir x ∈ X tal que (gh, y) = (e, x)

0, caso contrário

=

 agδ(h,y), se y ∈ X(gh)−1

0, caso contrário.

(iii) Claramente, R ⊆ 1RS1R. Consideremos agδ(h,y) ∈ S. Assim, pelos cálculos

anteriores,

1R
(
agδ(h,y)

)
1R =

 agδ(h,y), se y ∈ X(gh)−1 ∩Xh−1

0, caso contrário.

Se y ∈ X(gh)−1 ∩ Xh−1 , então y ∈ Xh−1 , logo agδ(h,y) = agδ(e,αh(y)). Além disso,

αh(y) ∈ αh(X(gh)−1 ∩Xh−1) ⊆ Xg−1 , ou seja, 1R
(
agδ(h,y)

)
1R ∈ R. �

Consideremos M = 1RS e N = S1R. Assim, M é um (R, S)-bimódulo, via

r · 1Rs = r1Rs e 1Rs · t = 1Rst, e N é um (S,R)-bimódulo, via s1R · r = s1Rr e

t · s1R = ts1R, para quaisquer r ∈ R e s, t ∈ S. Além disso, usando a Propriedade

Universal do Produto Tensoral, juntamente com a proposição anterior, é fácil ver

que estão bem definidas as aplicações τ : M ⊗S N → R, dada por τ(m⊗ n) = mn,

e τ ′ : N ⊗R M → S, dada por τ ′(n ⊗ m) = nm, quaisquer que sejam m ∈ M e

n ∈ N . Notemos também que, pela proposição anterior, a aplicação τ é sobrejetiva.

Com isso, segue nossa próxima proposição.

Proposição 4.2.5. Nas condições dessa seção, [R,N,M, S, τ, τ ′] é um contexto de

Morita. Além disso, se A é fortemente G-graduado, então este contexto é estrito.

Demonstração: É fácil ver que [R,N,M, S, τ, τ ′] é um contexto de Morita (ver

página 24). Provemos a segunda afirmação. Suponhamos que A é fortemente G-

graduado e consideremos agδ(h,y) ∈ S. Temos que ag ∈ Ag = AghAh−1 , pois A é
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fortemente G-graduado, então existem finitos elementos bi ∈ Agh e cj ∈ Ah−1 , tais

que ag =
∑
i,j

bicj. Logo,

(∑
i

biδ(e,y)

)(∑
j

cjδ(h,y)

)
=


∑
i,j

bicjδ(h,y), se (h−1h, y) = (e, y)

0, caso contrário

=
∑
i,j

bicjδ(h,y)

= agδ(h,y),

onde
∑
i

biδ(e,y) ∈ N e
∑
j

cjδ(h,y) ∈M . Portanto, temos que τ ′ é sobrejetiva. �
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Caṕıtulo 5

Teorema de Dualidade para Ações

Parciais de Grupo

Nosso objetivo neste caṕıtulo é apresentar mais uma versão do Teorema de Dua-

lidade [6, Theorem 2.7], agora para ações parciais de um grupo G em um conjunto

finito X. Vamos generalizar alguns resultados de S. Dascalescu, C. Nastasescu, F.

Van Oystaeyen e B. Torrecillas, demonstrados em [6], e também apresentar mais

algumas propriedades e definições relativas a ações parciais de grupos em conjuntos,

com a finalidade de que nos auxiliem na demonstração do Teorema de Dualidade.

O produto smash considerado neste caṕıtulo será como na Definição 4.1.1.

5.1 Preliminares

Consideremos G um grupo, com unidade e ∈ G, e A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-

graduado, com unidade 1A ∈ A. Sejam X e Y conjuntos finitos, tais que G age

parcialmente em ambos, via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yg}g∈G, {βg}g∈G),
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respectivamente. Consideremos ϕ : X → Y um homomorfismo de ações par-

ciais (ver Definição 1.3.6), tal que ϕ−1(Yg) ⊆ Xg, para todo g ∈ G. Definimos

ϕ∗ : A#Y → A#X, por ϕ∗(agδy) =
∑

x∈X
g−1

ϕ(x)=y

agδx, para todo agδy ∈ A#Y , e esten-

demos por linearidade. Se não existir x ∈ Xg−1 tal que ϕ(x) = y, então definimos

ϕ∗(agδy) = 0. A partir disto, segue nossa próxima proposição.

Proposição 5.1.1. Nas condições anteriores, a aplicação ϕ∗ : A#Y → A#X é

um homomorfismo de anéis.

Demonstração: Sejam agδy1 , bhδy2 ∈ A#Y , ou seja, y1 ∈ Yg−1 e y2 ∈ Yh−1 .

Queremos mostrar que ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
= ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2). Vamos dividir a

prova em dois casos:

Caso 1: βh(y2) = y1.

Se βh(y2) = y1, então podemos observar que existe z1 ∈ Xg−1 , tal que ϕ(z1) = y1

se, e somente se, existe z2 ∈ Xh−1 , tal que ϕ(z2) = y2. De fato, suponhamos que

existe z1 ∈ Xg−1 , tal que ϕ(z1) = y1 = βh(y2). Segue que z1 ∈ ϕ−1(y1) ⊆ ϕ−1(Yh) ⊆

Xh. Logo, y2 = βh−1(ϕ(z1)) = ϕ(αh−1(z1)). Reciprocamente, suponhamos que

existe z2 ∈ Xh−1 , tal que ϕ(z2) = y2. Assim, y1 = βh(y2) = βh(ϕ(z2)) = ϕ(αh(z2)),

pois z2 ∈ Xh−1 . Notemos que y2 = βh−1(y1) ∈ βh−1(Yh ∩ Yg−1) ⊆ Y(gh)−1 . Logo,

z2 ∈ ϕ−1(y2) ⊆ ϕ−1(Y(gh)−1) ⊆ X(gh)−1 . Sendo assim, αh(z2) ∈ αh(Xh−1 ∩X(gh)−1) ⊆

Xg−1 .

Então, suponhamos que existe z1 ∈ Xg−1 , tal que ϕ(z1) = y1. Pela multiplicação

em A#Y , segue que

ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
= ϕ∗(agbhδy2) =

∑
z∈X

(gh)−1

ϕ(z)=y2

agbhδz

Pelos cálculos feitos anteriormente, temos que αh−1(z1) ∈ αh−1(Xh ∩ Xg−1) ⊆

X(gh)−1 e ϕ(αh−1(z1)) = y2. Isso mostra que ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
6= 0. Além disso,
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por cálculos já feitos, z ∈ X(gh)−1 ∩Xh−1 . Logo,

ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
=

∑
z∈X

(gh)−1∩Xh−1

ϕ(z)=y2

agbhδz.

Por outro lado,

ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2) =

( ∑
t∈X

g−1

ϕ(t)=y1

agδt

)( ∑
w∈X

h−1
ϕ(w)=y2

bhδw

)

=
∑

t∈X
g−1

ϕ(t)=y1

∑
w∈X

h−1
ϕ(w)=y2

(agδt)(bhδw)

=
∑

w∈X
h−1

ϕ(w)=y2

∑
t∈X

g−1

ϕ(t)=y1
t=αh(w)

agbhδw.

Observemos que para cada w ∈ Xh−1 tal que ϕ(w) = y2, existe t ∈ Xh tal que

αh(w) = t. Entretanto, não é necessário que t ∈ Xg−1∩Xh e ϕ(t) = y1. Quando isso

ocorrer, podemos observar que w = αh−1(t) ∈ αh−1(Xh ∩Xg−1) ⊆ X(gh)−1 . Assim,

ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2) =
∑

w∈X
h−1∩X(gh)−1

ϕ(w)=y2

agbhδw.

Para que ϕ∗ seja multiplicativa, devemos mostrar que a soma acima é distinta

de zero, ou seja, existe w ∈ Xh−1 com ϕ(w) = y2, tal que existe t ∈ Xg−1 ∩Xh com

αh(w) = t e ϕ(t) = y1. Lembremos que estamos supondo βh(y2) = y1 e que existe

z1 ∈ Xg−1 , tal que ϕ(z1) = y1. Neste caso, mostramos que existe z2 ∈ Xh−1 , tal

que ϕ(z2) = y2. Escolhemos w = z2 e t = αh(z2). Pela definição de homomorfismo

de ações parciais, temos que ϕ(t) = ϕ(αh(z2)) = βh(ϕ(z2)) = βh(y2) = y1 ∈ Yg−1 , o

que implica t ∈ ϕ−1(y1) ⊆ ϕ−1(Yg−1) ⊆ Xg−1 .

Portanto, se existe z1 ∈ Xg−1 , tal que ϕ(z1) = y1, então ϕ∗ é multiplicativa.

Suponhamos agora que não existe t ∈ Xg−1 , tal que ϕ(t) = y1. Então, não existe

z ∈ Xh−1 tal que ϕ(z) = y2. Pela definição de ϕ∗ e pelos cálculos feitos até agora,

segue que ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2) = 0 = ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
.
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Caso 2: βh(y2) 6= y1.

Claramente, ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
= 0. Suponhamos que ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2) 6= 0.

Então, por cálculos já feitos, temos que existe w ∈ Xh−1 com ϕ(w) = y2, tal

que existe t ∈ Xg−1 ∩ Xh com αh(w) = t e ϕ(t) = y1. Logo, y1 = ϕ(t) =

ϕ(αh(w)) = βh(ϕ(w)) = βh(y2), o que é um absurdo. Assim, ϕ∗(agδy1)ϕ∗(bhδy2) =

0 = ϕ∗
(
(agδy1)(bhδy2)

)
.

Por último, provemos agora que ϕ∗(1A#Y ) = 1A#X . Temos que

ϕ∗(1A#Y ) = ϕ∗
(∑
y∈Y

1Aδy

)
=
∑
y∈Y

ϕ∗(1Aδy) =
∑
y∈Y

∑
x∈X
ϕ(x)=y

1Aδx =
∑
y∈Imϕ

∑
x∈X
ϕ(x)=y

1Aδx,

pois, para todo y ∈ Y , tal que não existe x ∈ X com ϕ(x) = y, então ϕ∗(1Aδy) = 0.

Por outro lado,

1A#X =
∑
x∈X

1Aδx =
∑
y∈Y
y=ϕ(x)

∑
x∈X

1Aδx =
∑
y∈Imϕ

∑
x∈X
ϕ(x)=y

1Aδx.

Portanto, ϕ∗(1A#Y ) = 1A#X e ϕ∗ é um homomorfismo de anéis. �

Lema 5.1.2. Nas condições anteriores, se ϕ : X → Y é um homomorfismo

de ações parciais, tal que ϕ−1(Yg) ⊆ Xg, para todo g ∈ G, então Kerϕ∗ =⊕
g∈G

( ⊕
y∈Y

g−1

y/∈Imϕ

Agδy

)
.

Demonstração: Claramente,
⊕
g∈G

( ⊕
y∈Y

g−1

y/∈Imϕ

Agδy

)
⊆ Kerϕ∗.

Consideremos agora
∑
g∈G

y∈Y
g−1

agδy ∈ Kerϕ∗. Logo,

0 = ϕ∗

( ∑
g∈G

y∈Y
g−1

agδy

)
=
∑
g∈G

y∈Y
g−1

ϕ∗(agδy) =
∑
g∈G

y∈Y
g−1

∑
x∈X

g−1

ϕ(x)=y

agδx.

Notemos que para todo g ∈ G, onde y ∈ Yg−1 é tal que y ∈ Imϕ, temos ag = 0,
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por definição de A#X. Assim, Kerϕ∗ ⊆
⊕
g∈G

( ⊕
y∈Y

g−1

y/∈Imϕ

Agδy

)
. Portanto, vale a

igualdade. �

Corolário 5.1.3. Se ϕ é sobrejetiva, então ϕ∗ é injetiva.

Observação 5.1.4. Também podemos mostrar que se ϕ é injetiva, então ϕ∗ é

sobrejetiva.

De fato, basta mostrar para cada agδx ∈ A#X, quaisquer que sejam x ∈ Xg−1

e g ∈ G. Consideremos y = ϕ(x), então

ϕ∗(agδy) =
∑

z∈X
g−1

ϕ(z)=y

agδz = agδx,

onde está última igualdade se dá pelo fato de ϕ ser injetiva.

Vamos agora tratar um pouco mais sobre ações parciais de grupos. No que

segue, faremos algumas generalizações de definições e resultados de ações globais

de grupos.

Definição 5.1.5. Sejam G e K grupos, com unidades e ∈ G e f ∈ K, respecti-

vamente. Consideremos X um conjunto. Dizemos que X é um (G,K)-conjunto

parcial, se

(i) G age parcialmente em X via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G);

(ii) K age parcialmente em X via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K);

(iii) Para quaisquer g ∈ G e k ∈ K, é válido que

αg(Xg−1 ∩ Yk) ⊆ Xg ∩ Yk e βk(Xg ∩ Yk−1) ⊆ Xg ∩ Yk.

Se existirem g ∈ G e k ∈ K, tais que Xg−1 ∩ Yk = ∅, então convencionamos que

αg(Xg−1 ∩ Yk) = ∅. Analogamente para Xg ∩ Yk−1.

(iv) Para todo x ∈ Xg−1 ∩ Yk−1, é válido que αg(βk(x)) = βk(αg(x)).
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Por (iii) temos que βk(Xg−1 ∩ Yk−1) ⊆ Xg−1 ∩ Yk e αg(Xg−1 ∩ Yk−1) ⊆ Xg ∩ Yk−1 ,

para quaisquer g ∈ G e k ∈ K. Logo, faz sentido definir (iv). Vejamos alguns

exemplos.

Exemplo 5.1.6. Consideremos G = {e, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2 = e}, o grupo

de Klein, e o subconjunto de G dado por X = {e, g, gh}. Sejam K = {e, g} e

H = {e, h} subgrupos de G. Pelo Exemplo 1.3.4, temos que K age parciamente

em X, via α = ({Xk}k∈K , {αk}k∈K), onde Xe = X, Xg = {e, g}, αe = IdX e

αg : Xg → Xg, é tal que αg(e) = g e αg(g) = e. É fácil ver que H age parcialmente

em X, via β = ({Yh}h∈H , {βh}h∈H), onde Ye = X, Yh = {e, g}, βe = IdX e

βh : Yh → Yh, é tal que βh = IdXh . Um cálculo simples nos mostra que X é um

(K,H)-conjunto parcial, via estas ações.

Exemplo 5.1.7. Nas mesmas hipóteses do exemplo anterior, consideremos a ação

parcial de K em X, dada por α = ({Xk}k∈K , {αk}k∈K). Agora, vamos definir

uma ação parcial de H em X, dada por β = ({Yh}h∈H , {βh}h∈H), onde Ye = X,

Yh = {e, g}, βe = IdX e βh : Yh → Yh, é tal que βh(e) = g e βh(g) = e. Novamente,

um cálculo simples nos mostra que X é um (K,H)-conjunto parcial, via estas ações.

Exemplo 5.1.8. Sejam G = {e, g, h, gh : g2 = h2 = (gh)2}, o grupo de Klein, e

K = {f, k, k2, k3 : k4 = f}, o grupo ćıclico de ordem 4. Consideremos R um anel

qualquer e definimos o conjunto X = R × R × R. Consideremos os subgrupos de

G e K dados por H = {e, g} e L = {f, k2}, respectivamente. Temos que H age

parcialmente em X, via α = ({Xh}h∈H , {αh}h∈H), onde Xe = X, Xg = R × 0× R,

αe = IdX e αg : Xg → Xg, é definida por αg((r, 0, s)) = (s, 0, r), quaisquer que

sejam r, s ∈ R. Também podemos definir uma ação parcial de L em X dada por

β = ({Yl}l∈L, {βl}l∈L), onde Yf = X, Yk2 = R× 0×R, βf = IdX e βk2 : Yk2 → Yk2 ,

é definida por βk2((r, 0, s)) = (s, 0, r), quaisquer que sejam r, s ∈ R. Um cálculo

fácil mostra que X é um (H,L)-conjunto parcial, via estas ações.
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Exemplo 5.1.9. Sejam G = Q8 = {1,−1, i,−i, j,−j, k,−k} e, o subgrupo de G,

H = {1,−1, i,−i}. Consideremos apenas a estrutura de conjunto em X = Q8.

Temos que H age parcialmente em X, via α = ({Xh}h∈H , {αh}h∈H), onde X1 = X,

X−1 = {1,−1, i,−i}, Xi = {1,−1, i,−i, j}, X−i = {1,−1, i,−i,−j}, α1 = IdX ,

α−1 : X−1 → X−1, é dada por α−1(1) = −1, α−1(−1) = 1, α−1(i) = −i, α−1(−i) =

i, α−i : Xi → X−i, é dada por α−i(1) = −i, α−i(−1) = i, α−i(i) = 1, α−i(−i) = −1,

α−i(j) = −j e αi : X−i → Xi, é dada por αi(1) = i, αi(−1) = −i, αi(i) = −1,

αi(−i) = 1 e αi(−j) = j. De modo análogo, podemos definir outra ação de H em X,

dada por β = ({Yh}h∈H , {βh}h∈H), onde Y1 = X, Y−1 = X−1, Yi = {1,−1, i,−i, k},

Y−i = {1,−1, i,−i,−k}, β1 = IdX , β−1 = α−1, β−i : Yi → Y−i, tal que β−i(1) = −i,

β−i(−1) = i, β−i(i) = 1, β−i(−i) = −1, β−i(k) = −k e βi : Y−i → Yi, tal que

βi(1) = i, βi(−1) = −i, βi(i) = −1, βi(−i) = 1 e βi(−k) = k. Um cálculo fácil

mostra que X é um (H,H)-conjunto parcial, via estas ações.

Exemplo 5.1.10. Seja G = A4, o grupo das permutações pares de ordem 4.

Denotemos seus elementos por e, σ1 = (12)(34), σ2 = (13)(24), σ3 = (14)(23),

σ4 = (123), σ5 = (132), σ6 = (124), σ7 = (142), σ8 = (134), σ9 = (143),

σ10 = (234) e σ11 = (243). Consideremos apenas a estrutura de conjunto em

X = A4 e os subgrupos de G dados por H = {e, σ1, σ2, σ3} e L = {e, σ1}. Temos

que H age parcialmente em X, via α = ({Xh}h∈H , {αh}h∈H), onde os subcon-

juntos são Xe = X, Xσ1 = {e, σ1, σ2, σ3, σ4, σ5}, Xσ2 = {e, σ1, σ2, σ3, σ6, σ7} e

Xσ3 = {e, σ1, σ2, σ3, σ8, σ9}, e as aplicações são αe = IdX , ασ1 : Xσ1 → Xσ1 ,

tal que ασ1(e) = σ1, ασ1(σ1) = e, ασ1(σ2) = σ3, ασ1(σ3) = σ2, ασ1(σ4) = σ5,

ασ1(σ5) = σ4, ασ2 : Xσ2 → Xσ2 , tal que ασ2(e) = σ2, ασ2(σ1) = σ3, ασ2(σ2) = e,

ασ2(σ3) = σ1, ασ2(σ6) = σ7, ασ2(σ7) = σ6 e, finalmente, ασ3 : Xσ3 → Xσ3 , tal que

ασ3(e) = σ3, ασ3(σ1) = σ2, ασ3(σ2) = σ1, ασ3(σ3) = e, ασ3(σ8) = σ9, ασ3(σ9) = σ8.

Também temos que L age parcialmente em X, via β = ({Yl}l∈L, {βl}l∈L), onde os

subconjuntos são dados por Ye = X, Yσ1 = {e, σ1, σ2, σ3, σ10, σ11}, e as aplicações
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são βe = IdX , βσ1 : Yσ1 → Yσ1 , tal que βσ1(e) = σ1, βσ1(σ1) = e, βσ1(σ2) = σ3,

βσ1(σ3) = σ2, βσ1(σ10) = σ11, ασ1(σ11) = σ10. De um cálculo fácil, segue que X é

um (H,L)-conjunto parcial, via estas ações.

Proposição 5.1.11. Consideremos G e K grupos, X um (G,K)-conjunto parcial,

via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente. Então,

para cada k ∈ K, temos que G age parcialmente no conjunto Yk. Em particular, a

aplicação βk : Yk−1 → Yk é um isomorfismo de ações parciais, para todo k ∈ K.

Demonstração: Fixemos k ∈ K. Para todo g ∈ G, definimos Yk,g = Yk ∩ Xg.

Definimos também a aplicação θkg = αg|Yk,g−1 : Yk,g−1 → Yk,g, para todo g ∈ G.

Notemos que, pela definição de (G,K)-conjunto parcial, se x ∈ Yk,g−1 = Yk ∩Xg−1 ,

então αg(x) ∈ αg(Yk ∩ Xg−1) ⊆ Yk ∩ Xg = Yk,g, ou seja, θkg está bem definida.

Além disso, θkg é claramente injetiva, para todo g ∈ G. Para a sobrejetividade,

consideremos y ∈ Yk,g = Yk ∩ Xg, logo existe único x ∈ Xg−1 , tal que αg(x) = y.

Assim, usando a definição de (G,K)-conjunto parcial, temos que x = αg−1(y) ∈

αg−1(Xg ∩ Yk) ⊆ Xg−1 ∩ Yk = Yk,g−1 . Além disso, as propriedades de ação parcial

são claramente satisfeitas por θkg . Portanto, Yk é um G-conjunto, via o par θk =

({Yk,g}g∈G, {θkg}g∈G).

Por último, usando a definição de (G,K)-conjunto, temos que βk(Yk−1,g) ⊆ Yk,g,

para todo g ∈ G. Mais ainda, para todo x ∈ Yk−1,g−1 , βk(θ
k
g (x)) = θkg (βk(x)). Assim,

βk : Yk−1 → Yk é um homomorfismo de ações parciais, para todo k ∈ K. �

Definição 5.1.12. Sejam K um grupo e X um conjunto tal que K age parcialmente

via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K). Definimos a K-órbita de x como sendo o conjunto

o(x) = {βk(x) : k ∈ K é tal que x ∈ Yk−1}.

Observemos que na definição acima, necessariamente x ∈ X = Xf , então pelo

menos x ∈ o(x), implicando que o(x) 6= ∅. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 5.1.13. Consideremos a ação parcial do Exemplo 4.1.2. Então, o(g) =

{e, g, gh} = X.

Exemplo 5.1.14. Consideremos a ação parcial do Exemplo 4.1.4. Então, o(g) =

{g, g2, g3} = X.

Observação 5.1.15. Sejam K um grupo e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K) uma ação

parcial de K em um conjunto X. Se z ∈ Yk−1, então o(z) = o(w), tal que w = βk(z).

De fato, por definição segue que o(w) = {βl(w) : l ∈ K é tal que w ∈ Yl−1} e

o(z) = {βt(z) : t ∈ K é tal que z ∈ Yt−1}. Seja βl(w) ∈ o(w), então w ∈ Yl−1 ∩ Yk.

Dessa maneira,

βl(w) = βl(βk(z)) = βlk(z),

pois z = βk−1(w) ⊆ βk−1(Yl−1 ∩ Yk) ⊆ Y(lk)−1 ∩ Yk−1 . Logo, βl(w) ∈ o(z). Analoga-

mente, se βt(z) ∈ o(z), então z ∈ Yt−1 ∩ Yk−1 . Dessa maneira,

βt(z) = βt(βk−1(w)) = βtk−1(w),

pois w = βk(z) ⊆ βk(Yt−1 ∩ Yk−1) ⊆ Ykt−1 ∩ Yk = Y(tk−1)−1 ∩ Yk. Logo, βt(z) ∈ o(w)

e, portanto, o(z) = o(w).

A próxima proposição nos dará mais uma classe de exemplos de conjuntos onde

um grupo G age parcialmente.

Proposição 5.1.16. Sejam G e K grupos, com unidades e ∈ G e f ∈ K, res-

pectivamente, X um (G,K)-conjunto parcial finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e

β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente. Então, G age parcialmente no conjunto

OK = {o(x) : x ∈ X} das K-órbitas de X.

Demonstração: Para cada g ∈ G, definimosOK
g = {o(x) : x ∈ Xg}. Consideremos

também λg : OK
g−1 → OK

g , onde λg(o(x)) = o(αg(x)), para todo o(x) ∈ OK
g−1 . Para

que a aplicação λg esteja bem definida, devemos mostrar que se o(x) = o(y) em
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OK
g−1 , então o(αg(x)) = o(αg(y)) em OK

g . Consideremos βk(αg(x)) ∈ o(αg(x)),

então k ∈ K é tal que αg(x) ∈ Yk−1 . Logo, usando mais uma vez a definição de

(G,K)-conjunto, temos que x ∈ αg−1(Xg ∩ Yk−1) ⊆ Xg−1 ∩ Yk−1 . Notemos que

x ∈ o(x) = o(y), então x = βl(y), para algum l ∈ K, tal que y ∈ Yl−1 . Disto

segue que y ∈ Xg−1 ∩ Yl−1 e y = βl−1(x) ∈ βl−1(Yl ∩ Yk−1) ⊆ Y(kl)−1 . Assim, temos

que αg(y) ∈ αg(Xg−1 ∩ Y(kl)−1) ⊆ Xg ∩ Y(kl)−1 . Logo, βk(αg(x)) = βk(αg(βl(y))) =

βk(βl(αg(y))) = βkl(αg(y)). Logo, o(αg(x)) ⊆ o(αg(y)). A outra inclusão se faz de

modo análogo, mostrando assim a boa definição de λg, para todo g ∈ G.

É fácil ver que λg−1 é uma inversa para λg, sendo assim, λg é bijeção. Temos

também que OK
e = OK e λe é a aplicação identidade em OK . Suponhamos agora

que o(x) ∈ OK
g−1 ∩ OK

h , para g, h ∈ G. Assim, x ∈ Xg−1 ∩ Xh, o que implica

αg(x) ∈ αg(Xg−1 ∩ Xh) ⊆ Xg ∩ Xgh. Logo, λg(o(x)) = o(αg(x)) ∈ OK
g ∩ OK

gh.

Por último seja o(x) ∈ OK
h−1 ∩ OK

(gh)−1 , para g, h ∈ G, então x ∈ Xh−1 ∩ X(gh)−1 .

Logo, λg(λh((o(x))) = o(αg(αh(x))) = o(αgh(x)) = λgh(o(x)). Portanto, G age

parcialmente em OK via λ = ({OK
g }g∈G, {λg}g∈G). �

5.2 Teorema de Dualidade

Enfim, vamos apresentar mais uma generalização do Teorema de Dualidade para

Anéis Graduados, [6, Theorem 2.7], considerando ações parciais de grupo ao invés de

ações globais. Sejam G e K grupos com unidades e ∈ G e f ∈ K, respectivamente.

Consideremos X um (G,K)-conjunto parcial finito, via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G) e

β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente. Consideremos também A =
⊕
g∈G

Ag um

anel G-graduado com unidade. Dessa maneira, podemos formar o produto smash

A#X =
⊕
g∈G

x∈X
g−1

Agδx.

Na próxima proposição, construiremos o skew anel de grupóide (A#X) ∗γ K.
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Antes disso, pela Proposição 5.1.11, lembremos que, para cada k ∈ K fixado, Yk é

um G-conjunto finito. Portanto, para cada k ∈ K, podemos considerar o produto

smash:

A#Yk =
⊕
g∈G

x∈Y
k,g−1

Agδx =
⊕
g∈G

x∈Yk∩Xg−1

Agδx,

com unidade dada por 1k =
∑
x∈Yk

1Aδx. Podemos observar que se x ∈ Yk, então

x ∈ X = Xe. Assim, 1Aδx ∈ A#Yk, logo A#Yk 6= ∅.

Proposição 5.2.1. Nas condições anteriores, temos que K age parcialmente no

anel A#X. Em particular, existe o skew anel de grupo parcial (A#X) ∗γ K.

Demonstração: Para cada k ∈ K, provemos que A#Yk é um ideal bilateral de

A#X. Sejam agδx ∈ A#X e bhδy ∈ A#Yk, ou seja, x ∈ Xg−1 , y ∈ Xh−1 ∩Yk. Logo,

(agδx)(bhδy) =

 agbhδy, se αh(y) = x

0, caso contrário.

Como a multiplicação em A#X está bem definida, segue que y ∈ X(gh)−1 ∩ Yk.

Assim, (agδx)(bhδy) ∈ A#Yk.

Por outro lado,

(bhδy)(agδx) =

 bhagδx, se αg(x) = y

0, caso contrário.

Novamente, como a multiplicação está bem definida, temos x ∈ X(hg)−1 . Além

disso, usando a definição de (G,K)-conjunto parcial, temos que x = αg−1(y) ∈

αg−1(Xg ∩ Yk) ⊆ Xg−1 ∩ Yk ⊆ Yk. Logo, x ∈ X(hg)−1 ∩ Yk e (bhδy)(agδx) ∈ A#Yk.

Portanto, A#Yk é um ideal de A#X, para todo k ∈ K.

Notemos que, como K age parcialmente em X, temos X = Yf , o que implica

A#X = A#Yf . Pela Proposição 5.1.11, lembremos que, βk−1 : Yk → Yk−1 é um
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isomorfismo de ações parciais, para todo k ∈ K. Logo, pela Proposição 5.1.1, a

aplicação γk = β∗k−1 : A#Yk−1 → A#Yk, definida por

γk(agδx) =
∑

y∈Y
k,g−1

β
k−1 (y)=x

agδy = agδβk(x),

para todo agδx ∈ A#Yk−1 , é um isomorfismo de anéis. Claramente, temos que

γf : A#X → A#X é a aplicação identidade de A#X. Além disso, é fácil ver

que γk((A#Yk−1) ∩ (A#Yl)) ⊆ (A#Yk) ∩ (A#Ykl), para quaisquer k, l ∈ K, e que

se agδx ∈ (A#Yk−1) ∩ (A#Y(lk)−1), então γl(γk(agδx)) = γlk(agδx). Portanto, K

age parcialmente em A#X via γ = ({A#Yk}k∈K , {γk}k∈K). Sendo assim, podemos

considerar o skew anel de grupo (A#X) ∗γ K. �

Da Definição 1.3.9, o subanel de A#X dos elementos invariantes pela ação

parcial de K é dado por

(A#X)γ = {w ∈ A#X : γk(w1k−1) = w1k,∀k ∈ K},

onde denotaremos (A#X)γ = (A#X)K . Pelo Teorema 1.3.13, existe o contexto de

Morita [(A#X) ∗γ K,A#X,A#X, (A#X)K , τ ′, τ ].

Vejamos quem serão as aplicações τ : A#X ⊗(A#X)∗γK A#X → (A#X)K e

τ ′ : A#X ⊗(A#X)K A#X → (A#X) ∗γ K deste contexto, usando a multiplicação

em A#X. Comecemos por τ e consideremos agδx e bhδy ∈ A#X. Logo,

τ(agδx ⊗ bhδy) = trγ((agδx)(bhδy)) =
∑
k∈K

γk
(
(agδx)(bhδy)1k−1

)

=


∑
k∈K

γk
(
agbhδy1k−1

)
, se αh(y) = x

0, caso contrário.

No caso em que αh(y) = x, temos
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τ(agδx ⊗ bhδy) =
∑
k∈K

γk
(
agbhδy1k−1

)
=
∑
k∈K

γk

(
(agbhδy)

( ∑
z∈Yk−1

1Aδz

))

=
∑
k∈K

∑
z∈Yk−1

γk
(
(agbhδy)(1Aδz)

)
=
∑
k∈K

∑
z∈Y

k−1
αe(z)=y

γk
(
agbhδz

)
=
∑
k∈K

y∈Y
k−1

γk
(
agbhδy

)
=
∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y).

Portanto,

τ(agδx ⊗ bhδy) =


∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y), se αh(y) = x

0, caso contrário.

Agora, por cálculos exatamente análogos feitos para τ , temos que

τ ′(agδx ⊗ bhδy) =
∑
k∈K

(agδx)γk
(
bhδy1k−1

)
εk

=


∑
k∈K

y∈Y
k−1

agbhδβk(y)εk, se αh(βk(y)) = x

0, caso contrário.

Consideremos K um grupo, com unidade f ∈ K, agindo globalmente em um

conjunto finito X. Novamente, lembremos que essa ação é dita completamente fiel,

se existir x ∈ X tal que k.x = x, então k = f . Daremos um análogo dessa definição

para o caso de ações parciais.

Definição 5.2.2. Consideremos um grupo K, com unidade f ∈ K, agindo parcial-

mente em um conjunto finito X via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K). Dizemos que a ação

parcial de K em X é completamente fiel, se, para algum x ∈ Yk ∩ Yk−1, ocorrer

βk(x) = x, então k = f .

Exemplo 5.2.3. As ações dos Exemplos 4.1.2 e 4.1.4 são completamente fiéis.

Entretanto, as dos Exemplos 4.1.3 e 4.1.5 não são. De fato, no caso do Exemplo
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4.1.3, se considerarmos (r, 0, r) ∈ Xg = Xg−1 , para r ∈ R, temos que αg((r, 0, r)) =

(r, 0, r) e g 6= e. Analogamente, no caso do Exemplo 4.1.5, se considerarmos também

(r, 0, r) ∈ Xg2 = X(g2)−1 , para r ∈ R, temos que αg2((r, 0, r)) = (r, 0, r) e g2 6= e.

No caso de uma ação global completamente fiel de um grupo K em um conjunto

X, é fácil ver que se X é finito, então K também é finito. Queremos um análogo

desse resultado para ações parciais. Para isso, necessitamos da próxima proposição.

Proposição 5.2.4. Sejam K um grupo, com unidade f ∈ K, e X um conjunto

finito tal que K age parcialmente via β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K). Consideremos a

ação envolvente β̄ de β (ver Teorema 1.3.5). São equivalentes:

(1) A ação parcial β é completamente fiel;

(2) A ação envolvente β̄ é completamente fiel.

Demonstração: Façamos (1) implica (2). Pelo Teorema 1.3.5 (ii), consideremos

y ∈ Y =
⋃
t∈K

β̄t(i(X)), tal que existe k ∈ K com β̄k(y) = y. Podemos escrever

y = β̄t(i(x)), para algum t ∈ K e x ∈ X. Como y = β̄k(y), temos β̄t(i(x)) =

β̄k(β̄t(i(x))), o que implica i(x) = β̄t−1kt(i(x)). Então, i(x) ∈ i(X) ∩ β̄t−1kt(i(X))

e, pela condição (iii) do Teorema 1.3.5 e pelo fato de que i : X → l(X) é injetiva,

temos que x ∈ Yt−1kt. Analogamente, mostramos que x ∈ Y(t−1kt)−1 . Logo, usando

(iv) do Teorema 1.3.5, i(x) = β̄t−1kt(i(x)) = i(βt−1kt(x)). Como i : X → i(X)

é injetiva, segue que x = βt−1kt(x). Por hipótese, temos que a ação parcial β é

completamente fiel, então t−1kt = f , ou seja, k = f .

Provemos a rećıproca (2) implica (1). Seja x ∈ Yk−1 ∩ Yk tal que βk(x) = x.

Aplicando i em ambos lados da igualdade temos i(x) = i(βk(x)) = β̄k(i(x)), onde

esta última igualdade se dá pela condição (iv) do Teorema 1.3.5. Como a ação

global β̄ é completamente fiel, temos k = f . �

Disto decorre o próximo corolário.
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Corolário 5.2.5. Sejam K um grupo e X um conjunto finito tal que K age par-

cialmente via β = ({Xk}k∈K , {βk}k∈K). Se a ação parcial β é completamente fiel,

então K é finito.

Demonstração: Basta considerar a ação envolvente β̄ de β, pois o resultado é

válido para o caso global. �

Vamos agora demonstrar o resultado mais importante deste caṕıtulo. Além do

isomorfismo obtido, o próximo teorema irá garantir a sobrejetividade da aplicação

τ ′, definida anteriormente.

Teorema 5.2.6. Sejam G e K grupos com unidades e ∈ G e f ∈ K, respectiva-

mente. Consideremos X um (G,K)-conjunto parcial finito via α = ({Xg}g∈G, {αg}g∈G)

e β = ({Yk}k∈K , {βk}k∈K), respectivamente. Suponhamos que a ação de K em

X é completamente fiel e Yk−1 = Yk, para todo k ∈ K. Consideremos também

A =
⊕
g∈G

Ag um anel G-graduado com unidade e OK o conjunto das K-órbitas de

X. Então, K é finito e existe o seguinte isomorfismo de anéis

(A#X) ∗γ K ∼= End(A#X)A#OK .

Demonstração: Já mostramos no Corolário 5.2.5 que o grupo K é finito. Con-

sideremos a aplicação ϕ : X → OK , dada por ϕ(x) = o(x), para todo x ∈ X. A

aplicação ϕ está bem definida e é claramente sobrejetiva. Mais ainda, usando a

ação parcial de G em OK , dada na Proposição 5.1.16, temos que ϕ é um homo-

morfismo de ações parciais. De fato, pois ϕ(Xg) = {o(x) : x ∈ Xg} = OK
g , para

todo g ∈ G. Além disso, se x ∈ Xg−1 , para todo g ∈ G, então o(x) ∈ OK
g−1 e

ϕ(αg(x)) = o(αg(x)) = λg(o(x)) = λg(ϕ(x)). Mais ainda, podemos observar que,

para todo g ∈ G, é válido que

ϕ−1(OK
g ) = {x ∈ X : ϕ(x) ∈ OK

g }

= {x ∈ X : o(x) ∈ OK
g }
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= {x ∈ X : ∃y ∈ Xg com o(x) = o(y)}.

Suponhamos que existe y ∈ Xg tal que o(x) = o(y). Entretanto, como x ∈

o(x) = o(y), então x = βk(y), para algum k ∈ K, tal que y ∈ Yk−1 . Usando a

definição de (G,K)-conjunto, temos que x = βk(y) ∈ βk(Yk−1∩Xg) ⊆ Yk∩Xg ⊆ Xg.

Assim, ϕ−1(OK
g ) ⊆ Xg.

Assim, pela Proposição 5.1.1 e Corolário 5.1.3, a aplicação ϕ∗ : A#OK → A#X,

dada por ϕ∗(agδo(x)) =
∑

y∈X
g−1

ϕ(y)=o(x)

agδy =
∑

y∈X
g−1

o(y)=o(x)

agδy, é um homomorfismo injetor de

anéis. Portanto, ϕ∗(A#OK) ∼= A#OK .

Pela Proposição 5.2.1, K age no anel A#X via γ = ({A#Yk}k∈K , {γk}k∈K).

Novamente, da Definição 1.3.9, o subanel de A#X dos elementos invariantes pela

ação de K é dado por

(A#X)K = {w ∈ A#X : γk(w1k−1) = w1k,∀k ∈ K}.

Provemos que ϕ∗(A#OK) = (A#X)K .

Consideremos agδo(x) ∈ A#OK . Para todo k ∈ K, temos

γk(ϕ
∗(agδo(x))1k−1) = γk

(( ∑
y∈X

g−1

o(y)=o(x)

agδy

)( ∑
z∈Yk−1

(1Aδz)

))

= γk

( ∑
y∈X

g−1

o(y)=o(x)

∑
z∈Yk−1

(agδy)(1Aδz)

)
= γk

( ∑
y∈X

g−1

o(y)=o(x)

∑
z∈Y

k−1
z=αe(z)=y

ag1Aδz

)

= γk

( ∑
z∈X

g−1∩Yk−1

o(z)=o(x)

agδz

)
=

∑
z∈X

g−1∩Yk−1

o(z)=o(x)

agδβk(z).

Por outro lado, temos que

ϕ∗(agδo(x))1k =

( ∑
y∈X

g−1

o(y)=o(x)

agδy

)( ∑
w∈Yk

1Aδw

)
=

∑
y∈X

g−1

o(y)=o(x)

∑
w∈Yk

(agδy)(1Aδw)
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=
∑

y∈X
g−1

o(y)=o(x)

∑
w∈Yk

w=αe(w)=y

ag1Aδw =
∑

w∈X
g−1∩Yk

o(w)=o(x)

agδw.

Na soma acima, notemos que w ∈ Xg−1 ∩ Yk e βk : Yk−1 → Yk é uma bijeção,

logo existe único z ∈ Yk−1 tal que βk(z) = w. Além disso, usando a definição de

(G,K)-conjunto parcial, z = βk−1(w) ∈ βk−1(Xg−1 ∩Yk) ⊆ Xg−1 ∩Yk−1 . Mais ainda,

já vimos que se w = βk(z), então o(z) = o(w).

Dessa maneira, para todo k ∈ K,

ϕ∗(agδo(x))1k =
∑

w∈X
g−1∩Yk

o(w)=o(x)

agδw =
∑

z∈X
g−1∩Yk−1

o(z)=o(x)

agδβk(z) = γk(ϕ
∗(agδo(x))1k−1).

Portanto, ϕ∗(A#OK) ⊆ (A#X)K .

Consideremos agora
∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg ∈ (A#X)K . Logo,

γk

(( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)
1k−1

)
=

( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)
1k,

para todo k ∈ K.

Vejamos o que isso significa. Seja k ∈ K, temos( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)
1k−1 =

( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)( ∑
yg∈Yk−1

1Aδyg

)
=

∑
g∈G

xg∈Xg−1

∑
yg∈Yk−1

(agδxg)(1Aδyg)

=
∑
g∈G

xg∈Xg−1

∑
yg∈Yk−1

yg=αe(yg)=xg

ag1Aδyg =
∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Yk−1

agδxg ,

o que implica

γk

(( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)
1k−1

)
=

∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Yk−1

agδβk(xg),

para todo k ∈ K.
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Analogamente, ( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg

)
1k =

∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Yk

agδxg ,

para todo k ∈ K. Por hipótese, Yk−1 = Yk, logo temos válida a seguinte igualdade∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Yk−1

agδβk(xg) =
∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Yk−1

agδxg , (5.1)

para todo k ∈ K.

Para cada g ∈ G na soma
∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg ∈ (A#X)K , considere o conjunto

{zg} ⊆ Xg−1 dos representantes das K-órbitas dos {xg} ⊆ Xg−1 . Agora, seja∑
g∈G

zg∈Xg−1

agδo(zg) ∈ A#OK . Logo,

ϕ∗

( ∑
g∈G

zg∈Xg−1

agδo(zg)

)
=

∑
g∈G

zg∈Xg−1

ϕ∗(agδo(zg)) =
∑
g∈G

zg∈Xg−1

∑
yzg∈Xg−1

o(yzg )=o(zg)

agδyzg .

Na igualdade acima, para cada g ∈ G, como yzg ∈ o(yzg), temos que yzg ∈ o(zg).

Dessa maneira, para cada g ∈ G, yzg = βkzg (zg), para kzg ∈ K e zg ∈ Xg−1∩Y(kzg )−1 .

Logo,

ϕ∗

( ∑
g∈G

zg∈Xg−1

agδo(zg)

)
=

∑
g∈G

zg∈Xg−1

∑
kzg∈K

zg∈Y(kzg )−1

agδβkzg (zg) =
∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Y(kg)−1

agδβkg (xg).

Pela igualdade (5.1) e pelo fato de que k−1
g ∈ K depende de xg ∈ Xg, ou seja, a

soma percorrendo Xg ∩ Ykg−1 é a mesma soma que percorre Xg, temos que

ϕ∗

( ∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδo(xg)

)
=

∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Y(kg)−1

agδβkg (xg) =

=
∑
g∈G

xg∈Xg−1∩Y(kg)−1

agδxg =
∑
g∈G

xg∈Xg−1

agδxg .
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Assim, (A#X)K ⊆ ϕ∗(A#OK) e, portanto, segue a igualdade desejada. Dessa

maneira, (A#X)K = ϕ∗(A#OK) ∼= A#OK .

Provemos agora que a extensão (A#X)K ⊆ A#X é Galois. Por 1.3.15, pre-

cisamos encontrar {pi, qi}1≤i≤m, sistema de coordenadas de Galois. Como X é

finito, consideremos px = qx = 1Aδx, tal que x ∈ X. Seja k ∈ K, tal que k 6= f ,

então ∑
x∈X

(1Aδx)γk((1Aδx)1k−1) =
∑
x∈X

(1Aδx)γk

(
(1Aδx)

( ∑
y∈Yk−1

1Aδy

))

=
∑
x∈X

(1Aδx)γk

( ∑
y∈Yk−1

(1Aδx)(1Aδy)

)

=
∑
x∈X

(1Aδx)γk

( ∑
y∈Y

k−1
y=αe(y)=x

(1Aδy)

)

=
∑

x∈Yk−1

(1Aδx)(1Aδβk(x)).

Pela Observação 4.1.7, a soma acima é distinta de zero se existe x ∈ Yk−1 = Yk,

tal que x = βk(x). Entretanto, a ação de K em X é completamente fiel, logo k = f ,

o que é um absurdo. Portanto, se k 6= f , então
∑
x∈X

(1Aδx)γk((1Aδx)1k−1) = 0.

Para k = f , temos∑
x∈X

(1Aδx)γf ((1Aδx)1f ) =
∑
x∈X

(1Aδx)γf

(
(1Aδx)

( ∑
y∈Yf=X

1Aδy

))

=
∑
x∈X

(1Aδx)γf

( ∑
y∈Yf=X

(1Aδx)(1Aδy)

)

=
∑
x∈X

(1Aδx)γf (1Aδx)

=
∑
x∈X

(1Aδx)(1Aδβf (x))

=
∑
x∈X

(1Aδx)(1Aδx) = 1A#X .

Portanto, a extensão (A#X)K ⊆ A#X é Galois.
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Dessa maneira, pelo Teorema 1.3.16, temos o seguinte isomorfismo de anéis

(A#X) ∗γ K ∼= End(A#X)(A#X)K
∼= End(A#X)A#OK .

�

Corolário 5.2.7. A aplicação τ ′ : A#X⊗(A#X)KA#X → (A#X)∗γK, do contexto

de Morita [(A#X)∗γ, A#X,A#X, (A#X)K , τ ′, τ ], é sobrejetiva.

Demonstração: Pelo Teorema anterior, a extensão (A#X)K ⊆ A#X é Galois, o

que implica pelo Teorema 1.3.16 que a aplicação τ ′ é sobrejetiva. �
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