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RESUMO
Analise do Modelo Fracionario de Cinética Pontual de Néutrons pelo Método da Decom-

posicao

O objetivo deste trabalho é realizar uma anélise sobre a cinética de néutrons uti-
lizando um modelo fracionario, recente na literatura. Este novo modelo envolve uma nova
relacao constitutiva entre a corrente de néutrons e o fluxo escalar de néutrons, em que uma
das suposigoes realizada para a relacao constitutiva classica (lei de Fick) nao é feita: a den-
sidade de corrente nao mais ¢é irrelevante se comparada a taxa de colisao. Ao considerar esta
hipdtese, este novo modelo aqui apresentado se torna mais abrangente que o modelo fickiano
classico. Para manter o cardter geral do modelo é considerado um operador diferencial de
ordem fracionaria em sua deducao, o que acresce ao modelo dois novos parametros: o tempo
de relaxacao e a ordem da derivada fracionaria. Considerando este modelo, é realizada a
deducao das equacoes de cinética de néutrons, com énfase na cinética pontual de néutrons.
A equacao fracionaria de cinética pontual de néutrons é resolvida analiticamente através do
método da decomposi¢ao, a fim de estudar o novo modelo minimizando os erros numéricos.
Os resultados obtidos através desta metodologia sao comparados com os resultados classicos
em diversos casos, com a finalidade de analisar a influéncia dos parametros fracionarios no

modelo.

Palavras-chave: Cinética pontual de néutrons, modelagem fraciondria, solucao analitica.
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ABSTRACT
Analysis of the Fractional Neutron Point Kinetics Model by the Decomposition Method

The objective of this work is to make an analysis about the neutron kinetics using a
recent model on the literature. This new model involves a new constitutive relation between
the neutron current and the neutron scalar flux, in which one of the simplifications made to
find the classical constitutive relation (Fick’s law) is not considered: the current density no
longer is irrelevant as compared to the collision rate. By considering this hypothesis, this new
model here presented becomes more general than the classic fickian model. In order to keep
the general property of the model, a differential operator with fractional order is considered
in its deduction, which adds two new parameters to the model: the relaxation time and
the fractional derivative order. Considering this model, the neutron kinetics equations are
deduced, with emphasis on the neutron point kinetics. The neutron point kinetic equation
is analytically solved by the Adomian’s decomposition method, in order to study the new
model minimizing numerical errors. The results obtained by this methodology are compared
to the classic results in several cases, in order to analyse the fractional parameters influences

to the model.

Keywords: Neutron point kinetics, fractional modeling, analytical solution.
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1 INTRODUCAO

Em um reator nuclear em operacao em nivel de poténcia constante, a taxa de
producao de néutrons via fissao deve ser balanceada pela taxa de perda de néutrons via
fuga ou absorgao. Se isto acontecer, considera-se que a densidade de néutrons ou o fluxo de
néutrons nao variam com o tempo, assim como a poténcia gerada. Qualquer desvio desta
condicao de regime permanente resulta em uma dependéncia do tempo na densidade de
néutrons, fluxo de néutrons ou poténcia gerada. Este desvio pode ser causado por diversos
fatores, pela alteragao do regime de funcionamento do reator nuclear. Portanto, a cinética
de reatores nucleares é a area da fisica de reatores que estuda o comportamento transiente
de curta duracao em reatores nucleares.

As equagoes que descrevem a dinamica temporal e espago-temporal da populagao de
néutrons da teoria de difus@o de néutrons sao chamadas equacoes de cinética, classificadas
respectivamente em equacao da cinética pontual e equacao de cinética espacial.

A equacao de cinética pontual descreve o comportamento da amplitude do fluxo
de néutrons pelo tempo, supondo separabilidade entre sua amplitude e forma, na qual a
forma espacial do fluxo de néutrons é conhecida, o que torna a equacao de cinética pontual
de néutrons dependente apenas da variavel tempo. Este modelo possui sua relevancia em
calculos de fisica de reatores pois descreve de forma suscinta variagoes na poténcia gerada pela
fissao nuclear no nucleo do reator. Os parametros conhecidos da equacao de cinética pontual
sao chamados parametros cinéticos e sao uma forma de demonstrar determinadas carac-
teristicas relevantes dos parametros nucleares na equacao de cinética pontual de néutrons.

A equacao de cinética pontual de néutrons possui cardter rigido (stiff), ou seja, os
seus termos diferem muito em suas escalas, grande parte disso acontece devido a diferenca de
entre os parametros cinéticos de néutrons prontos e atrasados. Isto implica que, ao aplicar
um método numérico para encontrar sua solucao, é necessario um incremento de tempo
muito pequeno para a obtencao de uma solucao precisa. Atualmente tem havido um grande

esfor¢o da comunidade da area de fisica de reatores na investigacao de métodos numéricos
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para encontrar solugdes de cinética pontual, como encontrado em [Aboanber e Nahla, 2002;
Nahla, 2011]. Estes métodos numéricos funcionam com sucesso para diversos casos, mas
possuem desvantagens envolvendo o passo de tempo maximo para que garantir a estabilidade
da solugao, fenomeno causado pelo carater rigido do problema. Em contrapartida, solugoes
analiticas para a cinética pontual sao fundamentais no sentido que eliminam o carater rigido
presente neste tipo de equacao. Alguns resultados recentes envolvendo solucoes analiticas
ou semi-analiticas para a cinética pontual de néutrons podem ser encontrados na literatura
para fungoes especificas da reatividade como por exemplo constante [Petersen, 2011; Palma
et al., 2009; Buzano et al., 1995; Ceolin, 2010; Ganapol, 2009; Silva Junior, 2011].

Tendo em vista que a equacgao de cinética pontual de neutrons pode ser derivada a
partir da equacao de difusao de néutrons, neste trabalho é estudada a generalizacao deste mo-
delo pela concepcao de uma modificacao da lei de Fick baseada no comportamento fractal dos
meios fissiondveis, incluindo assim termos derivativos de ordem fracionaria na sua deducao.
Portanto no modelo de difusao, operadores diferenciais e integrais de ordem fracionaria estao
sendo utilizados para modelar o fenémeno da difusao anomala [Nec e Nepomnyashchy, 2007a;
Pedron e Mendes, 2005; Chen et al., 2008]. Apesar disto, o cdlculo fracionério em cinética
de difusao de néutrons nao foi totalmente explorado. Dentre os recentes trabalhos na area,
citam-se [Espinosa-Paredes et al., 2008; Espinosa-Paredes et al., 2011; Saha Ray e Patra,
2012]. Em nenhum destes ultimos casos sao encontradas solugoes analiticas para a equagao
fracionéria de cinética pontual de néutrons. O anexo I contém demais informagcoes sobre o
calculo fracionério.

Dentre os métodos utilizados na equagao de cinética pontual de néutrons (e em qual-
quer outro modelo matematico), os métodos analiticos garantem precisao, exatidao e confi-
abilidade de forma mais que satisfatéria na estimativa do comportamento da populacao de
néutrons. Estas caracteristicas sao necessarias no calculo da populagao de néutrons no ntucleo
de um reator nuclear, pois afetam a capacidade de controle do processo auto-sustentavel de
fissao nuclear. Além disto, os métodos analiticos geram uma expressao fechada, com de-
pendeéncia explicita dos parametros nucleares e cinéticos, o que também desperta interesse
quando se quer ver a influéncia de um determinado parametro nuclear no resultado. Final-
mente, uma solugao analitica é apta para gerar bancos de dados de solugoes, 1til para a

validacao de cédigos computacionais. E no contexto de implementacao do modelo e geracao



de solucoes analiticas que esta dissertacao se enquadra.

Com a finalidade de explorar o potencial da area de cinética pontual de néutrons com
o calculo fracionario, é descrita neste trabalho uma forma de implementagao fraciondria na lei
de fechamento de difusao (lei de Fick), em que se tenta capturar os efeitos da difusao andémala.
A difusdo anomala envolve processos do meio que aceleram ou dificultam o processo difusivo,
e ultimamente vem sido estudada fortemente com a utilizagao de operadores diferenciais e
integrais de ordem fraciondria em sua modelagem. Por exemplo, Nec e Nepomnyashchy ([Nec
e Nepomnyashchy, 2007a]) mostram como uma implementacao fracionédria pode ser feita no
calculo de reagoes de reacao-difusao, utilizando um operador integral fracionaria no termo
difusivo de suas equagoes cinéticas. No trabalho de Pedron e Mentes ([Pedron e Mendes,
2005]), estes exploram o fenomeno da difusdo andémala ao seu limite, realizando uma andlise
de casos e verificando a viabilidade e aplicabilidade quando a difusao é caracterizada por
variagoes de seus parametros (coeficiente de difusao) no espago, utilizando efeitos da difusao
nao-linear com termo de arraste e inclusive com modelagem fracionaria para o problema de
fechamento da difusao. Além destes, varios outros pesquisadores devotam seus trabalhos ao
fenomeno de difusao anomala utilizando o calculo fracionario.

A partir da equagao de balanco de néutrons é realizada uma deducao, utilizando
uma relagao constitutiva nao fickiana, contendo um termo com derivadas de ordem nao
inteira, para encontrar a equacao de cinética espacial de néutrons. A partir desta equacao é
feita a deducao da equagao de cinética pontual de néutrons realizando integragoes no espaco
e energia, supondo separabilidade do fluxo escalar de néutrons em sua forma e amplitude
(esta ultima dependente apenas do tempo).

Apés isto, resolve-se com representacao analitica a equacao fracionaria de cinética
pontual pelo método da decomposicao, semelhante ao método da decomposicao de Adomian,
[Adomian, 1994], utilizado para solucionar problemas nao lineares. A ideia deste método
¢ expandir a densidade de néutrons e os precursores de néutrons atrasados em uma série,
posteriormente truncada segundo um critério de convergéncia. Substituem-se as séries na
equacao fracionaria de cinética pontual e, a partir desta, um sistema recursivo de equacoes
diferenciais lineares de primeira ordem é construido, idéntico a equagao cléssica de cinética
pontual de néutrons heterogénea. A solucao deste sistema recursivo é obtida através do

método direto da exponencial de matriz e convolucao. Para assegurar a convergéncia da série
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gerada pela decomposigao, é utilizado um critério de estabilidade e convergéncia da solugao
seguindo a ideia de Lyapunov no contexto da estabilidade e convergéncia. Para averiguar
os efeitos dos termos de ordem fracionaria na equagao fracionaria de cinética pontual de
néutrons e seus parametros, alguns casos alterando a reatividade e a fonte externa sao

estudados, gerando resultados numéricos.



2 EQUACOES FRACIONARIAS DE CINETICA DE NEUTRONS

Neste capitulo é mostrada a deducao da equacao de cinética pontual de néutrons
fracionaria, explicitando as consideragoes e simplificagoes feitas no processo, partindo da
primeira simplificacao feita da equacao de transporte de néutrons. Para a deducao da
equacgao de cinética espacial de néutrons fracionaria, é justificada e utilizada uma mode-
lagem nao fickiana de ordem nao inteira, da qual o carater fracionario da equacao diferencial
é oriundo. Em seguida, a fim de encontrar a equacao de cinética pontual de néutrons fra-
ciondria, é feita uma integracao no volume e energia, bem como uma fatoracao no fluxo
escalar de néutrons e na concentragao espacial dos precursores em suas fungoes forma e
amplitude. Durante esta deducao, sao descritos os parametros cinéticos e é feito um relato
sobre o modo de como encontra-los. Enquanto é realizado o procedimento anteriormente
descrito, ¢ demonstrado que uma modelagem de ordem fracionaria é generalizada, podendo-
se recuperar o modelo original simplesmente alterando os parametros fracionarios. Mais
informagoes sobre a deducao das equagoes de cinética pontual e espacial de néutrons podem
ser encontradas em [Sekimoto, 2007; Duderstadt e Hamilton, 1976; Henry, 1975; Lamarsh,
1965].

2.1 Cinética Espacial de Néutrons Fracionaria

A equacao de cinética espacial de néutrons é uma forma de expressar matemati-
camente o balanco de néutrons considerando sua difusao pelo meio. Apds a realizacao da
aproximagcao na equacao de transporte de néutrons, o que leva as equagoes (2.1a) e (2.1b),
sao feitas aproximacoes e consideracoes para ser encontrada a equacao de cinética espacial de
néutrons, a qual serd o comeco da dedugao da equacao de cinética pontual de néutrons. Este
procedimento (e inclusive procedimentos anteriores, de dedugao da equagao de transporte)
pode ser encontrado em [Duderstadt e Hamilton, 1976] para o caso classico. Neste trabalho
o enfoque é dado no caso fracionario.

O ponto de partida é a equagao de difusao de néutrons dependente do tempo e
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energia, juntamente com a equagao que descreve a corrente de néutrons (ambas deduzidas
através de integracao no angulo sélido da equagao de transporte de néutrons, conforme

consta em [Duderstadt e Hamilton, 1976]):

1 90¢(r, E,t) -
o(B) Ol V-J(r,E,t) + 5(r, E)o(r, B, t) = S(r, E, ) , (2.1a)
1 0J(r,E,t) 1
3 VO, ;1) + X (r, B)J(r, B, 1) = 2.1
U(E) ot 3V(b<1‘, at) + tr(r, )J(I‘, ,t) 0, ( b)
em que:
v(E) representa a velocidade do néutron;

¢(r, E,t) representa o fluxo escalar de néutrons;
J(r, E,t) representa a corrente de néutrons;
Y(r,E) representa a secao de choque macroscépica total;
Y (r, E) representa a se¢ao de choque macroscépica de transporte;
S(r, E,t) representa o termo fonte.
A partir da equagao (2.1b) é deduzida a lei de Fick e, para tal, é necessario fazer as

seguintes suposicgoes:

e o fluxo angular pode ser representado com dependéncia apenas linearmente anisotrépica;

fontes externas isotropicas;

densidade de corrente muda vagarosamente em comparacao a escala do tempo médio

de colisao;

probabilidade de absorgao consideravelmente menor que espalhamento;

variacao da distribuicao espacial dos néutrons é linear;

entre outros.
A terceira suposi¢ao implica que o primeiro termo da equagao (2.1b) é irrelevante

se comparado a taxa de colisao, ou seja:

1 ‘8J(r,E,t)

[, B0 ot ‘ O(B)R(r, E) , (2.2)
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e este fato se confirma na maioria dos casos em dinamica de reatores, sabendo que v(E)¥(r, E)
é tipicamente da ordem de 10°s™! ou maior. A constatacao é que apenas variacoes extrema-

mente réapidas invalidariam esta suposigao. Sabendo disto, a equagao (2.1b) torna-se
%ngﬁ(r, B 1)+ S(r, E)I(x, B,t) = 0 (2.3)
ou, rearranjando os termos:
J(r,E,t) = —D(r, E)Vo(r, E,t), (2.4)

onde

D(r,E) = m representa o coeficiente de difusao.

A equacao (2.4) é a cléssica lei de Fick, e ela é uma boa aproximagao na maior parte

das situacoes. Entretanto, neste trabalho o foco é exatamente nestas variagoes extremas
~ 1 OJ(r,Et) _~ .

na corrente de néutrons onde o termo o e hao pode ser simplesmente descartado.
Posteriormente neste capitulo é comentado como este termo pode ser incluido na equagao
de difusao e qual sua influéncia na cinética pontual de néutrons.

Retomando a equagao (2.1a), o seu termo fonte representa a inclusdo de néutrons,
ou seja, fissao, espalhamento e decaimento dos precursores. Trabalhando o termo fonte,

resultaria em defini-lo da seguinte forma:
S(I‘, Ea t) = / ES(I‘, E/ — E)¢(I‘, Ela t) dE/ + Z fl(E))‘zéz(rv t) + gea:t<r7 E> t)
F S REN By [ e BYoe, B1) dE (25)
J

sendo que a equacao para a concentracao de precursores fica:

(9C’Z»(r, t)

el (2.6)

Zﬁjil/j/zfj(ra E/>t)¢(r7 El?ﬂ dE/ - )\zéz(rat> =
J

em que:



I(E) representa a probabilidade que um néutron pronto apareca como

resultado de fissao do isétopo 7;

B; representa a fragao de néutrons atrasados para o isétopo j;
vj representa o nimero médio de néutrons gerados por fissao do isétopo j;
Ygi(r, E) representa a secao de choque macroscépica de fissao do isétopo j;

Ys(r, E" — E) representa a densidade de se¢ao de choque macroscopica de espalhamento;

fi(E) representa a probabilidade que um néutron atrasado apareca como
resultado de decaimento de um precursor do grupo ¢;

A representa a constante de decaimento do grupo ¢ de precursores de

néutrons atrasados;

Ci(r,t) representa a concentracao espacial do grupo ¢ de precursores de néutrons
atrasados;
Bji representa a fragao de neéutrons atrasados para o isétopo j que provém

de um precursor do grupo i;

N

Sext(r, B, 1) representa a fonte espacial externa de néutrons.
parat=1,2,....lej=1,2,...,J.

O termo de fonte externa S’m(r, E,t) pode ser desconsiderado na maioria dos pro-
blemas, pois o seu valor pratico é muito menor que o proprio valor da densidade de néutrons
em um reator operando a regime permanente. Neste trabalho o termo fonte é desconsiderado
a menos que explicitado o contrario.

Quanto as probabilidades de aparecimento de néutrons devido a fissao (fJ(E)) e

devido a decaimento (f;(E)), é importante notar que
/fg(E)dE = /f,-(E)dE =1, (2.7)
e quanto as fracoes de néutrons atrasados (Bﬁ),
= 29

Retomando o assunto da relagao constitutiva de difusao, em diversos problemas
fisicos esta sendo observado que alguns processos difusivos nao necessariamente seguem a lei

de Fick. Tal fenomeno é referido como difusao nao classica (ou anémala). Especificamente no
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caso do reator nuclear, alguns fenomenos de difusao anéomala ocorrem devido a configuracao
altamente heterogénea, em que um processo difusivo nao pode ser descrito com exatidao se
a relagao constitutiva fickiana for utilizada.

Explorando os efeitos da difusao anomala, Nec e Nepomnyashchy propuseram em
seu trabalho [Nec e Nepomnyashchy, 2007a] modificagoes de carater fraciondrio em mode-
lagens envolvendo difusao. A intencao é tentar capturar os efeitos da difusao andémala ao
modificar a relacao constitutiva de difusao por uma equivalente alterando a escala de difusao
para uma escala mais abrangente (ou seja, a difusao cldssica seria um caso particular desta
nova modelagem) e, para isso, utilizaram a inclusdo de um operador diferencial de ordem
fracionaria. A justificativa para isto é a utilizacao de uma nova ordem de grandeza para a di-
fusdo, alterando a escala da distancia quadrdtica média (r?(¢)) de uma particula de trajetéria
randomica pelo tempo (tipicamente, (r?(t)) ~ t) para uma mais abrangente: (r(t)) ~ ¢7.
Se 0 < v < 1, trata-se de um processo de sub-difusao, utilizado quando ha a presenca de
diversos elementos frenadores do processo de transporte, como em meios porosos e solucoes
poliméricas. Se 1 < v < 2, trata-se de um processo de super-difusao, caracterizado pela
aceleracao do transporte, como em escoamentos turbulentos. Mais trabalhos envolvendo o
fenémeno de difusdo anémala podem ser encontrados em [Nec e Nepomnyashchy, 2007b;
Chen et al., 2008]; e mais informagdes sobre célculo fraciondrio e aplicagdes podem ser en-
contrados em [Trencevski, 2003; Camargo, 2009; Debnath, 2003; Oldham e Spanier, 1974;
Miller e Ross, 1993; Magin, 2006; Edwards et al., 2002; Hilfer, 2000; Kilbas et al., 2006].

Com estas ideias em mente, uma versao fracionaria para a relacao constitutiva entre
a corrente de neutrons e o fluxo escalar de néutrons pode ser descrita como uma nova versao

da equagao (2.1b):

k
Tk—a J((;;kE,t) —|—J(I‘,E,t> - —D(I‘,E)V¢(I‘,E,t> ) (29)

na qual:

T representa o tempo de relaxacao;

k  representa a ordem de difusdo anomala (0 < k < 1);

Sobre o tempo de relaxacao*, ele pode ser justificado baseado em aspectos mi-

*1 rigorosamente seria dependente da posicao e da energia, pois é inversamente proporcional a

v(E)E (r, E), porém devido ao seu significado fisico (7 pode ser visto como um periodo de colisdo de
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croscopicos. Além de ser uma extensao de calculos da teoria cinética e da equacao de
Boltzmann para gases rarefeitos, é calculado através da mecanica estatistica newtoniana.

Neste trabalho o calculo do tempo de relaxacao e da ordem de difusao anomala nao
sao realizados. Ao invés disso, sao considerados como parametros de entrada para o calculo
da densidade de néutrons, e uma pequena nocao da ordem de grandeza destes parametros
é discutida. Apesar de uma estimativa conclusiva para estes parametros nao ser levada em
conta, este trabalho releva a importancia na determinacao precisa do tempo de relaxacao
e da ordem da derivada fracionaria. Ou seja, o enfoque é dado na aproximagao necessaria
para a estimativa dos parametros fracionarios.

De acordo com as hipdteses ressaltadas na deducdo da equacdo (2.4), o termo de

0*J(r,E,t)

s deve ser pequeno na maior parte dos casos. Portanto, neste trabalho, ¢ atribuido

ke, para capturar os efeitos de variacao da corrente com o tempo,

um valor pequeno para 7
atribui-se um valor para k proximo de 1, porém menor que 1, considerando que em um
reator nuclear ha mais fenomenos frenadores da difusao de néutrons do que aceleradores, o
que caracteriza a sub-difusao. A intencao ao fazer esta hipotese é de capturar os efeitos de
difusao anomala e manter a qualidade nos resultados onde a lei de Fick fornece uma boa
aproximacao.

k

E importante ressaltar que se considerarmos o caso em que 7° = (0 na equagao

(2.9)a lei de Fick é recuperada. Também cabe considerar o caso no qual 7 = % ek =1,
em que se encontra a relagao constitutiva andloga a citada por Cattaneo e Vernotte em seus
trabalhos, [Cattaneo, 1958; Vernotte, 1958], sobre difusao do calor. Em ambos os trabalhos,
sao propostas relagoes constitutivas nao fickianas, o que solucionava o problema de uma
inconsisténcia encontrada no classico modelo difusivo do calor ao trocar o carater da lei de
Fick (também chamada de lei de Fourier na condugao de calor) da forma parabdlica para
a hiperbdlica. Posteriormente serao demonstradas as equacoes difusivas de néutrons neste

caso particular.

Com estas consideragoes relevadas, a equagao (2.1a), com o termo fonte explicito,

transporte - que é praticamente constante), neste trabalho serd considerado constante.
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pode ser reescrita na seguinte forma:

VI B+ S B - Bj)uj/zfj(r, ENo(r, B 1)dE'

—Y4(r, E)o(r, E|t) +/Es(r, E' — E)¢(r,E' t) dE'

A A 1 09¢(r,E,t)
+ Z FAEINC(r,2) + Seat(r. Bot) = Som =5 (2.10)
k0% (2.10)

Ao estender a derivada convencional em 7%= 4-(2.10) e por conveniéncia omitir

as dependeéncias explicitas da posi¢ao, energia e tempo na corrente de néutrons, fluxo escalar

de néutrons e concentracao de precursores, bem como nos parametros nucleares, a equagao

(2.10) fica
() T o () o
30 0 ,
_2< 8t’“+¢> / (TkWﬂb) "

A akgea:t A 1 ak+1¢ a¢

Esta operagao realizada em (2.10) é realizada desta forma para favorecer a imple-

mentacao da expressao (2.9) em (2.11), o que origina a equagao

k k
V-DquS—Et( a¢+¢) / ( a¢+¢> dE'
b S 1 0% 9
+Zfz 7 < ) 8tk +Sezt - ; <Tkat7j + 6—gtb> (212)

Esta é a equacgao fracionaria de cinética espacial de néutrons , com dependéncia da

posicao, tempo e energia, a partir da qual é deduzidaa a equacao de cinética pontual de
néutrons. Percebe-se desde ji que, como o fechamento da equacao (2.1a) é feito através
de uma relacao entre a corrente e o fluxo escalar de néutrons, as equagoes cinéticas dos
precursores ficam inalteradas para o caso fracionario.

E importante ressaltar que a equagao (2.12) é de cunho genérico, ou seja, atribuindo

determinados valores para k e para 7 é possivel retornar ao modelo classico ou encontrar o
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modelo de onda. Para fins de demonstracao, primeiramente é considerado o caso em que

" = 0:

V.-DV¢— S0+ fo (1 - Bj) uj/zfj¢;dE/

19¢

S0 dE' NG+ St = —— 2.1
+/ 5¢ +zljfz zCz+Sext v@t ) ( 3)

que ¢é a equacao classica de cinética espacial de neéutrons, ttil para estimar o comportamento

da densidade de néutrons (ou “amplitude” do fluxo escalar de néutrons) em um reator nuclear

em operacao. Esta equagao é a mais conhecida e utilizada para realizar esta estimativa.
Caso seja considerado o caso em que 7 — % e k — 1, a equacao cinética difusiva

de onda de néutrons é encontrada:

V.DVg - zt<3fa¢+¢> / <3fa¢+¢) dE'
: 3D ,
+fo(1—ﬁj>uj/2fj<v a(f ¢>> dE
J

3D oC, . 3D0S.,; - 3D 9% 0
+Zfzz v - L ( ¢ ¢)

e o= e T

o +—— (2.14)

Esta equacao coincide com a equacao deduzida por Cattaneo e Vernotte em seus
trabalhos sobre a difusao do calor [Cattaneo, 1958; Vernotte, 1958], conforme citado anteri-
ormente. Nestes trabalhos, Cattaneo e Vernotte tentaram solucionar o problema do modelo

fickiano classico, que contradiz leis relativisticas’

"Em seus trabalhos, Cattaneo e Vernotte modificaram a lei de Fick para uma outra lei constitutiva,
mais abrangente (q = —KVT — 7'0 2 +q = —KVT). Esta lei nao contradizia um paradoxo da lei de
Fick: velocidade de propagacao do calor infinita em meios continuos, ou seja, de acordo com o modelo
classico, a velocidade de propagacao do calor é maior do que a da luz no vacuo, o que contradiz a teoria
da relatividade. Ou seja, de acordo com a classica lei de Fick, um pulso de calor na origem resulta em um
valor infinito no gradiente da temperatura na origem. Analogamente, se 0 mesmo caso é considerado para a
difusao de néutrons, uma fonte pulsada na origem resulta em um valor infinito no gradiente do fluxo escalar

de néutrons na origem.
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2.2 Cinética Pontual de Néutrons Fracionaria

Para a deducao da equacao de cinética pontual de néutrons fracionaria é feita uma

integracao no volume e energia da equacao :

v-ovoasav- [ [s(r9 100 ) az v
{// / Zf; (1-4) //zf( ak%:}) AE' dE dV
S el
S5
[ 0 St G i av

B 1/ o ¢
—//;< o +§) dE dV . (2.15)

Tendo em mente as relagoes (2.7), sabendo que

) dE dV

/ Su(r, B — B)dE = Sy(r,E') — Sa(r, E) (2.16)

e rearranjando os termos, a equagao (2.15) pode ser reescrita como:

// [V DV + (2(1 — By — za> ¢

+Z//\(J dV+T—Z//\C dv

/ / Seat + S dE dV
dk+1
——//—gdedV—IrT tkﬂ// ~¢ dEdV

+7 %// (Z —Z(l _BJ)VJEfJ> ¢ dEdv . (2.17)

J

dEdV

Neste instante é feita a suposicao que o fluxo escalar de néutrons e a concentracao

de néutrons atrasados podem ser fatorados como uma amplitude dependente do tempo vezes
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uma funcao forma:

o(r,E;t) = n(t)G(r,E,t)

N (2.18)
Ci(r,t) = Ciy(t)Fi(r,t),
na qual
n(t) representa a densidade de néutrons;
G(r,E,t) representa a funcao forma do fluxo escalar de néutrons;
Ci(t) representa a concentracao de precursores de néutrons atrasados do grupo i;

Fi(r,t) representa a funcao forma da concentracao espacial de precursores de

néutrons atrasados do grupo i; .

As funcoes forma sao atribuidas tais que

//% dEdV = /Fi(r,t) av =1, (2.19)

ou seja, omitindo algumas depenéncias,
G
t)//—dEdV:n(t) ,
v (2.20)

[[Lapa — [ [M06 s ar
/C v = //Ci(t)Fi dV:CZ-(t)//Fi dV = Cy(t)

Reescrevendo a equagao (2.17) considerando (2.18) e (2.20), encontra-se

t)// V-DVG+<2j:ijfj)G

d*C; L OF S
k ext
+§jAC+ § A dtk // + 8, dE dV

_dnft) ()

dt dtk

+rF I { // <E - Z(l - BJ)VJZfJ> G dEdV} (2.21)

J

dEdV

Procedimento semelhante pode ser realizado na equagao (2.6), resultando em:

/Zﬁﬂy]/zﬁ(r E O)G(r, E' 1) dE' dV — \Cy(t) = d(ih:() : (2.22)
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E quanto ao termo de fonte espacial externa S'm(r, Et):
O*Seat(r,E 1)
Sext(t) = //7k$ + Sept(r, E t) dE dV . (2.23)

em que
Sext(t) representa a fonte externa de néutrons.
A equacdo (2.21) indica que, uma vez conhecidas as fungoes forma G(r, E t) e
F;(r,t), as integrais na energia e volume podem ser realizadas, restando apenas a dependéncia
temporal. Por conveniéncia, aqui sdo definidos os parametros cinéticos. As equagoes (2.21)

e (2.22), quando escritas em termos dos parametros cinéticos, ficam
p(t) = (1) iy 4Gt
n(t)W + ;)\zcz(t) +7 Z )\ZW + Sext(t>

dn(t) d*n(t) d* 1 1-5()
= — + 7k s —I—Tkﬁ{n(t) (M A0 )} , (2.24a)

dC;(t)
dt

Bi(t)
n(t) NG

(2.24D)

p(t)  representa a reatividade;
Bi(t) representa a fragdo de néutrons atrasados do grupo i de precursores;
) representa a fragao (total) de néutrons atrasados;
t) representa o tempo médio de geragao de néutrons;
[(t)  representa a vida média do néutron.

Considerando n(t) e C;(t) como densidade de néutrons e concentragao de precursores
de néutrons atrasados respectivamente, estas funcoes representam a populagao de néutrons
e de precursores de neutrons atrasados no meio. Estas fungoes tém o sentido de média
volumétrica de populacoes, ou seja, a densidade de néutrons é a média de néutrons por em?
do reator, e a concentracao de precursores de neéutrons atrasados é a média de precursores de
néutrons atrasados por cm? do reator. O tempo de vida média do néutron, I(¢) é considerado
desde o momento de seu “nascimento”, ou seja, ¢ o tempo que um néutron demora até sofrer

reacao nuclear, seja provocando absorcao, espalhamento ou fissao, e sua ordem de grandeza

em reatores térmicos é em torno de 107*s. O tempo médio de geragao de néutrons, A(t) é
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o tempo médio que um néutron demora desde seu aparecimento até sua absor¢ao gerando
fissao. Este parametro, juntamente do ntimero de graus de liberdade que existem no sistema
de equacgoes de cinética pontual, é o responsavel pelo carater rigido da equacao de cinética
pontual (sua ordem de grandeza é em torno de 10~s, podendo chegar a valores ainda menores
em certas situagoes). As fracoes de néutrons atrasados (;(t) e B(t) sdo, respectivamente, a
fracao de néutrons oriundos de decaimento beta dos precursores de néutrons atrasados, ou
seja, dentre todos os néutrons gerados em um reator nuclear, § é a fragao de néutrons
gerados através de decaimento. O parametro nuclear p(t) é o parametro mais importante,
pois fornece uma ideia do balango entre os néutrons prontos no sistema. Este parametro tem
uma relacgao forte com a fracdo de néutrons atrasados, f(t), e na equagao (2.24) é possivel
observar o motivo: se p(t) > [(t), o coeficiente de n(t) se torna positivo, o que é uma situacao
critica para o reator nuclear. Exatamente este adjetivo, critico, é utilizado para caracterizar
o regime de operagao de um reator nuclear, baseado na reatividade: p(t) < 0 indica regime
sub-critico, p(t) = 0 denota regime critico (permanente), p(t) > 0 indica regime supercritico,
p(t) = B representa regime pronto-critico e se p(t) > [ o reator nuclear estd em regime super-
pronto-critico. Estes iltimos sao os mais graves, pois significam que o reator tem o processo
sustentavel de producado e perda de néutrons apenas com os néutrons gerados na fissao (ou
estes em excesso, no ultimo caso). Como o tempo de vida média do néutron tem ordem de
grandeza de 107%s, a cada 10~*s um ciclo de fissdo é realizado, gerando uma liberacao de
energia impossivel de ser controlada na pratica. A relacao da reatividade com a fracao de
néutrons atrasados é expressada explicitamente ao utilizar uma unidade adimensional que
indica a sua magnitude em relacao a fracao de néutrons atrasados. Esta unidade é o dolar,
[$], em que p(ty) = B — p(to) = 18.

Fisicamente, a equagdo (2.24) pode ser interpretada como uma equagao de balango,
em que os termos do lado esquerdo da equacao sao os termos de difusao classica e os demais
sao os termos gerados através da difusdo anomala. A equagao (2.24) é a equagao de cinética
pontual de néutrons fracionaria, que é trabalhada e resolvida analiticamente posteriormente

neste trabalho. E possivel identificar os parametros cinéticos ao comparar as equagoes (2.21)
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e (2.22) com as equagoes (2.24), concluindo que estes sao calculados da seguinte maneira:

// [V.DVG+ (Zyjzfj—za> G| dEdV
p(t) : ,
//Zyjzfjc dE dV
J
//Zﬁjiyjzfja dE dV
Bit) = : ;

//Zyjzfja dE dV

J
Z//Bjyjzfja dE dV
J

Bt) = => Bilt) . (2.25)

//Zyjzfjc; dE dV i
J

1

//Zyjzfjc: dE dV
J
1

- [ [

Este modelo nao fickiano inclui trés termos adicionas com respeito as equacoes de

[ . s s dRFfIn(t) dRa(t d*Ci(t
cinética pontual classicas, contendo derivadas de ordem fracionaria: dtkﬂ ), d’;ﬁ ) dt;f )

O significado fisico destes trés termos sugerem que, para processos de sub-difusao, o primeiro
termo ¢ uma contribuicao devido a mudancas rapidas na densidade de néutrons, enquanto o
segundo termo representa a importancia em mudancas relativamente lentas na densidade de
néutrons, por exemplo, durante o acionamento de uma usina nuclear envolvendo movimentos
suaves e controlados das barras de controle. O terceiro termo se torna mais importante, por
exemplo, quando o reator estd em processo de desligamento. Este termo também pode ser
relevante em processos de sistemas accelerator driven systems (ADS), que sao caracterizados
por uma fracao pequena de néutrons atrasados.

Conforme citado anteriormente, o modelo cléssico e o de onda podem ser restaurados
através da modelagem fraciondria. Se considerarmos 7% — 0, retorna-se ao modelo cldssico
de cinética pontual de neutrons:

dn(t)
dt

n@% F NG + Senlt) = (2.26)
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Por outro lado, se for levado em conta o caso em que 7 — % e k — 1, encontra-se a equagao

cinética de onda de néutrons:

n(t)% + Z NiCi(t) + % Z by d(“:;t(t) + Seat(1)

_ dn(t) (1 3D 1 3D1—5(t)) 3D d*n(t)

(2.27)

dt v lt) v A®) vooder

’

E importante ressaltar que a formulacao para a concentragao de precursores de
néutrons atrasados C;(t) é idéntica ao modelo cldssico, mesmo com um fechamento nao
fickiano.

Quanto ao calculo dos parametros nucleares, a verdade é que nao se sabe de fato
exatamente o comportamento das funcoes forma G(r, E,t) e F(r,t). Na verdade, sdo feitas
aproximacoes para estas funcoes baseadas em medigoes e observacoes de casos ja calculados
de funcao forma. Estas aproximacoes feitas na estimativa das fungoes forma nao caracteri-
zam a imprecisao dos parametros cinéticos, uma vez que o calculo dos mesmos é feito através
de integrais. Além disso, cabe notar que os parametros A(t), [(t) e 8;(t) (e, por consequéncia,
B(t)), ndo sao considerados dependentes do tempo nos modelos de cinética pontual. Este
fato nao acontece com a reatividade que, por praxe, possui dependéncia temporal e, rigo-
rosamente, possui dependéncia da propria densidade de néutrons. Levando estes fatos em
conta, a equacao de cinética pontual de néutrons fraciondria (2.24), considerando efeitos de

fonte externa, pode finalmente ser reescrita:

d t) — dk—l—l
i) — 'O()Tﬁn(t) - Z XNiCy(t) = Sem(t) = —7F ()
(1 1=p\ dF
-7 (7 - T) ")
dk
+ T’“;/\iﬁ(]i(t) : (2.28)
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3 SOLUCAO PELO METODO DA DECOMPOSICAO

A equacgao classica de cinética pontual de néutrons possui solucao analitica con-
hecida através da exponencial de matrizes e convolugao (se a fonte externa de néutrons for
considerada). Com a finalidade de desenvolver um resultado preciso e confidvel para qualquer
instante de tempo para o modelo matematico (2.28), é utilizado o método da decomposicao
como forma de obtencao de uma representacao analitica como solugao do problema. Este
método da decomposicao aqui utilizado é um método baseado na decomposicao de Adomian

*

para problemas nao lineares Utilizando esta metodologia e a decomposicao da densi-
dade de néutrons e da concentragao de precursores de néutrons atrasados, um arranjo de

equagoes recursivas é feito, utilizando os termos de fonte externa (S..(t)) e derivadas fra-

clonarias (T"’ %, Tk (% — %) d];?,gt) e Tk)\i%) como termos fonte deste novo sistema
de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem. As solugoes deste sistema recursivo
sao constituintes da solucao final. Para encontrar o resultado em periodos de tempo muito
longos, em que hé a necessidade da consideracao de muitos termos da série para um resul-
tado preciso, é utilizada a continuidade analitica. Uma anélise de convergéncia baseada no

critério de Lyapunov ¢ feita para a expansao em série realizada e para justificar a utilizagao

da continuidade analitica.

3.1 Metodologia Geral

No caso de cinética pontual de néutrons fraciondria, tanto a densidade de néutrons

quanto a concentracao de precursores sao expandidos nesta forma, considerando a série

*O método da decomposicao de Adomian, [Adomian, 1994], foi desenvolvido principalmente para a uti-
lizagao em problemas nao lineares. A aplicagao da decomposicao de Adomian envolve, entre outros tipos
de manejo, os polinémios de Adomian para a determinacdo dos termos fonte de sua decomposi¢ao, uma vez
que para o calculo destes termos fonte ha a necessidade de realizar produtos entre séries. Neste trabalho é
utilizada uma metodologia similar para a obtengéo da solucao de (2.28), porém, como a equagéo fracionéria
de cinética pontual de néutrons é linear, o uso dos polinomios de Adomian para problemas nao lineares nao

é necessario.
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truncada no R + 1-ésimo termo conforme um critério de parada. O critério de parada
utilizado foi o de estabilidade relativa, ou seja, para uma suposta expansao em séries f(z) =

Y2 [r(z), a série truncada em R, f () = Zf:o fr(z), é uma aproximacao satisfatéria (ou

fr(z)
fr—1(x)

e = 1075, Apesar deste critério de parada nao garantir a convergéncia, ele é eficaz devido a

seja, f(x) = f(z)) se, e somente se, < € para todo z. Neste caso, o valor de € é
aplicacao do critério de Lyapunov para convergéncia e estabilidade de expansoes em série.
No final deste capitulo, o critério de convergéncia segundo Lyapunov e a justificativa do
critério de parada utilizado sao mostrados. Com isto em mente, a densidade de néutrons e a

concentracao de precursores devidamente expandidos em séries de funcoes auxiliares ficam:

n(t) = Y n(t)=> n(t),
Y — (3.1)
Cl(t) = Z Cir<t> = Z Ozr(t>

Neste trabalho, as condicoes iniciais do problema sao sempre consideradas no primeiro
sistema recursivo, e as condigoes iniciais para as demais recursoes da decomposi¢ao sao nu-
las. No problema de cinética pontual classica, é considerada uma situagao de regime critico
(p = 0), logo as derivadas de primeira ordem sdo nulas no instante de tempo de referéncia
t = 0. No caso da modelagem fracionaria, devido a definicao de derivada fracionaria uti-

lizada, as derivadas fraciondrias no tempo de referéncia também serdo identicamente nulas’.

no(t =0) =n(t =0) =n(0), Ci(t=0)=Ci(t=0) = ﬂz)\n_E\O) : (3.2)
n.(t=0)=C;(t=0)=0 r=1,...,R;i=1, ,} (3.3)

Esta suposicao nao é uma regra da aplicacao da decomposicao, porém é um manejo para
garantir a dominancia do primeiro termo da série da decomposi¢ao. A importancia deste
fato esta relacionada com a convergéncia da série, e serd mostrada a seguir.

As expansoes (3.1) inseridas nas equagoes de cinética pontual de néutrons fracionaria

(2.28) (omitindo as dependéncias do tempo) e rearranjando a equagdo para que apenas os

tAlgumas definicoes de derivada fracionéria expressam a derivada fraciondria de uma constante como
sendo uma funcao dependente do tempo, neste caso. Neste trabalho, a escolha da definicao de derivada
fraciondria ocorreu exatamente devido ao fato de a definigado escolhida ao ser aplicada em uma constante

resulta em zero.
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termos com derivada de ordem fracionaria fiquem ao lado direito da igualdade, ficam:

I
dng+...+n —

(0 i R) — pAB(no—i—...—i-nR) — ;Al(czo—f‘—FCZR) — Dext

d**t(ng+...+n + +C-)

_ k 0 R k 10 iR

= -7 dph1 Z)‘
J— k _—

T [l A } T , (3.4)

A partir destas equagoes, € feito um arranjo recursivo de equagoes diferenciais de primeira

ordem. A equacao diferencial da primeira recursao é

dno(t) . P(t) i)\lc — emt(t)

dt( 5 (3.5)
dCiO ﬁz
As demais recursoes seguem o padrao
- () ; XiCir(t) = 5,(1)
dCi(t)  Bi
- i = :
7 () + G (1) =0, (3.6)
A, (1) 1 1-8] d*n,_y(t) L d*Cypn(8)
o k r—1 k r—1 k ‘ i(r—1)
sll) == g 7 [7_ A } a7 ;AZ dtk
parar = 1,..., R. As equagbes (3.6) e (3.5), reescritas em forma matricial, ficam
dY, ()
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em que
n,(t) p(t)Tfﬁ Al A sp(t)
Clr (t) % —>\1 O O 0
Y. (t) = A(L) = ,Sr(t) = , (38)
0
Cr(t) b0 Y 0
para r = 0,..., R, considerando que o termo fonte da primeira iteracao é o termo de fonte

externa (so(t) = Sext(1)).
A solugao da primeira recursao (3.5), Yo(t), é determinada através das conhecidas

solucoes de sistemas lineares de primeira ordem por exponencial de matriz e convolucao:

Yo(t) = exp < /0 t A(t’)dt’) Yo(0) + exp ( /0 t A(t’)dt’) £ Solt') - (3.10)

Com a intencao de resolver as demais equacoes recursivas, é preciso realizar o calculo
de s,(t). E conveniente lembrar que é possivel determinar o termo fonte s,(¢), uma vez que
na iteracao r é utilizado o resultado da iteragao anterior, r — 1, para o célculo de s,.(t) (para
r =1,...,R). Porém, para a determinacao do termo fonte, é necessario avaliar algumas
derivadas fracionarias. A escolha da defini¢ao de derivada fracionaria e o calculo especifico
das derivadas deste problemas serao considerados na proxima secao.

As solugoes das demais recursoes (3.6) sao encontradas através da conhecida solucao

por convolugao. A solucdo das demais recursoes Y, (t) é dada por

Y. (t) = exp (/OtA(t’)dt’) $S,(F), r=1,...R (3.11)

lembrando que as condigoes iniciais Y,.(0) sdo nulas parar =1,..., R.

A partir das solugbes Y ,.(t), sdo reconstruidas as solugoes do problema original pela

#Note que o produto convolutivo entre f(t) e g(t) é

F0 w9 = [ ta=at)ar = [ gy ar (3.9)
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relacao (3.1).

E conveniente lembrar que este procedimento, inspirado na decomposicao de Ado-
mian, fornece uma solugao analitica para qualquer instante de tempo, se as solugoes (3.11) e
(3.10) forem calculadas analiticamente. Nas proximas segoes sao descritas as aproximagoes
realizadas no processo a fim de encontrar uma solucao semi-analitica para a cinética pon-
tual de néutrons fracionaria, porém sem perda de generalidade e precisao. Além disso, nas
proximas segoes € descrito o porque da utilizacao da continuidade analitica para garantir a

convergeéncia da solugao.

3.2 Derivada Fracionaria

Para o cédlculo dos termos de fonte da decomposicao (s,(t)) é necessario encontrar
uma definicao de derivada fracionaria apropriada. Dentre as defini¢coes mais utilizadas,
destacam-se a de Riemann-Liouville, Caputo, Weyl e Griinwald-Letnikov. As trés primeiras
sao semelhantes e sao definidas como uma forma integral, enquanto a ultima é oriunda da
definicao de derivada utilizando o limite, sendo mais 1til na aplicagao de métodos discretos
como diferencas finitas. Dentre estas, a utilizada neste trabalho é a de Riemann-Liouville,
que além de ser uma das mais tradicionais, é a que melhor se adapta ao caso em questao.
De qualquer forma, é importante ressaltar que o operador derivada fraciondria (assim como

o operador integral fraciondria) é linear, ou seja:

d- dr dr
= (Af(8) + Bg(t) = AT f(t) + Booglt)  ABgeC. (3.12)

A definicao de derivada fracionédria de Riemann-Liouville é representada por

AP0 S A N
dte F(m_/i) dtm/c (t_t/)1+ﬁ_mdt ) (313)

para 0 < kK < m, m é um numero inteiro positivo e I'(x) denota a fun¢ao gama. ¢ é um limite
de integracao arbitrario, e deve ser determinado dependendo da funcao a ser derivada. Neste
trabalho, para o célculo dos termos fonte da decomposicao, é necessario avaliar derivadas
fracionarias de fungoes exponenciais, e exatamente por esta razao, a escolha mais apropriada
para ¢ é —oo. Esta escolha para ¢ também caracteriza a chamada defini¢ao de Liouville para

derivadas fracionarias. Além disto, neste trabalho é considerado o caso de sub-difusao, em
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que a ordem da derivada fracionaria é¢ 0 < k < 1, ou seja, nao ha necessidade de m ser maior
que 1. Em termos praticos, m = 1 e ¢ = —o00, logo forma da definicao de Riemann-Liouville
utilizada neste trabalho fica

e fey 1 d [t ),
dts F(l_’i)%/—oo mdt . (3.14)

Esta definicao, quando utilizada em funcgoes exponenciais, resulta em

dk
prs exp(at) = a* exp(at) , (3.15)

e a derivada fraciondria de constantes, utilizando exp(0) = 1 para representar as constantes,

resulta em

dF
s exp(0) =0. (3.16)

Mais informacgoes sobre o calculo fracionario e algumas de suas aplica¢bes podem

ser encontrados posteriormente neste mesmo trabalho no anexo I.

3.3 Reatividade, Fonte Externa e Termos Fonte da Decomposigao

Os parametros dependentes do tempo das equagoes (2.28), p(t) e Ses(t), exigem um
esforco extra ao serem trabalhados num cédigo computacional. Além destes termos, os ter-
mos de fonte gerados pela decomposicao s, (t) também geram complicagao semelhante. Neste
sentido sao feitas consideragoes relativas a implementacao computacional destes termos.

A tese de Petersen, [Petersen, 2011], demonstra com sucesso que a parte dependente
do tempo da reatividade pode ser incluida no termo fonte do sistema da decomposicao.
Porém, no presente estudo, sera utilizado o método da aproximacao constante da reativi-
dade, que consiste em aproximar a reatividade como uma fung¢ao constante por partes. Caso
a nao ocorram mudangas bruscas na reatividade (grandes mudangas em sua derivada em

o) ~

um pequeno intervalo de tempo, ~5* = 0), esta aproximagao fornece um resultado sat-

isfatoriamente preciso. Além disso, o resultado encontrado com esta aproximacao depende
fortemente do passo de tempo dado para cada parte considerada na aproximacao. A fim
de evitar confusao entre os passos de tempo da continuidade analitica e da aproximacao

da reatividade, neste trabalho é utilizado o mesmo intervalo para ambos, ou seja, p(t) serd
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representada somente como p, constante de agora em diante. Realizando esta aproximacao
e substituindo p(t) por p na matriz A(t), esta vira uma matriz de constantes A.

O termo de fonte externa, como dito no capitulo anterior, é relevante somente em
alguns casos, como no acionamento do reator nuclear. A fim de explorar a possibilidade de
um caso cujo termo de fonte externa seja relevante, é analisada sua inclusao no método da

decomposicao. Assim como a reatividade, espera-se que a funcao fonte seja suave, ou seja,

dQSezt (t)

5 = 0 para qualquer tempo e ¢é realizada uma aproximagao continua por partes no

termo de fonte externa. A precisao do resultado utilizando esta aproximagao também de-
pende do passo de tempo, que, como no caso da reatividade, ¢é igual ao passo da continuidade
analitica, ou seja, Se.(t) serd representado somente como S, constante nas formulagoes
posteriores. Este resultado afeta o vetor Sy(t), trocando seu tnico termo dependente do
tempo em uma constante. Este vetor sera descrito daqui para a frente sem a dependéncia
temporal: Sg.

Os termos de fonte da decomposicao, s,.(t), ja calculados seguindo orientagoes dadas
nas secoes anteriores, também sao aproximados por funcoes continuas para cada determinado
intervalo de tempo. Daqui para a frente, s,.(t) serd representado como s,., constante, para
r =1,...,R e, por consequéncia, S,(t) serd descrito como S,, um vetor independente do
tempo.

Cabe lembrar que, tanto no caso da reatividade quanto no caso de fonte externa e ter-
mos fonte da decomposi¢ao, na primeira secao deste capitulo é demonstrado que as solugoes
das recursoes da decomposicao Y, (t), tanto na primeira iteracdo quanto nas demais, sdo
encontradas utilizando um operador integral. Desta forma, as aproximacoes realizadas nao
possuem grande influéncia no resultado, se o intervalo de tempo for suficientemente pequeno
para que o valor da integral nao seja significativamente alterado devido as aproximacoes.

Por causa destas aproximagoes, a formulacao do problema pode ser implementada.
Como o operador da equacao de cinética pontual de neutrons é autoadjunto, os autovalores

de A sao distintos, logo a sua exponencial pode ser calculada da forma

exp ( /O tA(t’)dt’) — exp (Af) = Xexp (W) X, (3.17)

onde
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W  representa a matriz diagonal dos autovalores de A;
X representa a matriz dos autovetores de A;
e X! denota a matriz inversa de X.

Levando em conta estas simplificagoes e reescrevendo a expressao (3.10):

Yo(t) = exp (/Ot A(t’)dt’) Y, (0) + exp (/Ot A(t’)dt’) * So(t)
= exp (At) Yo(0) + exp (At) xSy
= Xexp(Wt) X 'Y(0) + XW ! exp (Wt) —I] X 'S, | (3.18)

ou, finalmente,
Yo(t) =X {exp (W) X 1Y (0) + W [exp (Wt) — 1] Xﬁlso} , (3.19)

onde I denota a matriz identidade.
Procedimento semelhante é feito com a expressao para a solucao de cada iteragao

da decomposicao, (3.11), encontrando

Y. (1) = XW ! exp (Wt) - 1] X'S, | (3.20)
sendo que, quando r = 1,..., R, a definigdo de derivada fraciondria (3.14), citada na segao
anterior, é utilizada:

d" d" -1 —1 —1
ﬁYg(t) = ﬁX {exp (W) X7'Y(0) + W' [exp (Wt) — I] X 'S, }
d* d*
= X {% exp (W) X~1Y(0) + W‘lﬁ [exp (Wt) — 1 X—lso}
= X {Wyiexp(Wt) X "Y((0) + W 'Wyexp (W) X'Sp} ,  (3.21)
dk+1
WYO(t) = X{Wyiexp(Wt) X 'Y((0) + W 'Wyexp (W) X'Sp} . (3.22)
Para os demais termos da decomposicao, r =1,..., R,

dk
%Yr(t) =W 'W,exp (Wt) X'S, | (3.23)
dk+1

WYr<t) =W 'W, exp(Wt) X 'S, | (3.24)
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em que, segundo a definicao de derivada fracionaria utilizada:

w0 0 w P 0 0
0 wgk .. 0 0 w2k+1 .. 0
W, = o , Wiy = ' ‘ , (3.25)
0 0 wr1" 0 0 Wiy P
nos quais
w, Trepresenta o g-ésimo autovalor de A, ¢ =1,...,1+ 1.

Nas expressoes (3.19) e (3.20) é mostrado explicitamente, e através de um método
direto, o cdlculo de Y, (t) (r =0,..., R), que sao partes constituintes do termo fonte S, e
da solucao final, Y (t), relacionados através de (3.1). E importante ressaltar que, com esta
metodologia, os resultados tanto para a densidade de néutrons quanto para as concentracoes
de precursores serao uma soma de exponenciais, como no caso da cinética pontual classica,

ou seja,

Q
n(t) = Zaqexp(aqt)
s (3.26)
Ci(t) = ) bigexp(agt)

3.4 Critério de Lyapunov

Com a intencao de garantir a estabilidade e convergéncia da solucao obtida através
do método da decomposicao de Adomian, o critério de convergéncia e estabilidade de Lya-
punov é utilizado. Sem perder generalidade, a andlise realizada por este critério é feita
considerando a densidade de néutrons, tendo em vista que o procedimento para as concen-
tragoes de precursores de néutrons atrasados é andlogo. A forma do critério de Lyapunov
utilizada foi a mesma utilizada em [Petersen, 2011] devido a semelhanca nas formulagoes

matematica e fisica envolvidas. Este critério de convergéncia implica que, se na expressao

|In(@)|] < mexp(—a(t —to)) [[n(to)]| (3.27)
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existirem m, a > 0 e € > 0 tais que ||n(to)|| < € n(t) é dito exponencialmente estavel
para t > ty. Este é o caso na aplicagao do método da decomposicao, de acordo com a
equagao (3.26). Este tipo de estabilidade é uma estabilidade forte, assintética, o que garante
a convergencia da soluc¢ao do problema aqui proposto. Além disso, o maior valor de a que
pode ser utilizado na expressao (3.27) é chamada a razao de convergéncia.

No caso dos problema resolvidos neste trabalho, esta metodologia se torna necessaria
para garantir a convergéncia das séries geradas através da decomposi¢ao, pois seu raio de
convergencia é restrito. Neste sentido, é escolhido um passo de tempo At menor que o
raio de convergéncia da série, o que garante a convergéncia da solugao naquele intervalo
de tempo. Além disso, devido as manipulacoes realizadas na reatividade e termos fonte, o
passo de tempo At utilizado deve ser tal que satisfaca as aproximacoes realizadas por todas
estas suposicoes, ou seja, deve ser o menor passo de tempo entre os requisitados por estas
suposicoes e pela convergéncia da série segundo o critério de Lyapunov.

Com isto, o resultado do céalculo da densidade de néutrons e concentracao de precur-
sores é considerado uma representacao semi-analitica, no sentido que mantém a precisao e
exatidao da solugao analitica, porém com aproximacoes e manejos necessarios para o calculo
de cinética pontual de neutrons a larga escala. Em suma, o procedimento utilizado tem a
intencao de ser preciso o suficiente e pratico o suficiente para uma solucao de engenharia em

que, por fim, seja possivel enxergar os objetivos do trabalho sem problemas.



29

4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Com a intencao de analisar os efeitos da difusao anomala e do tempo de relaxacao no
comportamento da densidade de néutrons, o modelo matematico (2.28) é resolvido analitica-
mente de acordo com a metodologia descrita anteriormente. Para fins de avaliagdo numeérica
sao utilizados os seguintes parametros nucleares obtidos de Kinard e Allen [Kinard e Allen,

2004] para todos os casos para comparagao entre casos:

Tabela 4.1 — Parametros nucleares

A =0,00001s [ =0,00024s B =0,007
B x 10%: 0,266 1,491 1,316 2,849 0,896 0,182
A [s7Y: 0,0127 0,0317 0,1550 0,311 1,40 3,87

Considerando 7 e k, aqui chamados de parametros fracionarios, sao realizados testes
para diferentes combinacoes entre esses a fim de analisar suas influéncias nos resultados,
ou seja, para um mesmo caso sao considerados diferentes tempos de relaxacao (0 - modelo
cldssico, 107%s, 107°s e 107%s) e diferentes ordens de derivada fracionaria (1; 0,99; 0, 98;
0,97 e 0,96). Também é mostrada uma comparacao entre os resultados obtidos com o
modelo fracionario e os encontrados utilizando o modelo cléssico, aqui chamado de resultado
normalizado, calculado como sendo a razao entre um determinado resultado utilizando o
modelo fraciondrio (para determinados valores de 7 e k) e o resultado do modelo cldssico de
cinética pontual.

Neste capitulo, sao analisados casos de reatividades constantes e dependentes do
tempo, simulando um afastamento da criticalidade do reator. Também sao considerado
alguns casos de partida do reator nuclear, partindo da condicao de densidade de néutrons
e concentracao de precursores nulas, considerando o termo fonte da equacao (2.28). Aqui,

devido ao estado de equilibrio do reator nuclear, para tempos menores que Os a reatividade é
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considerada nula. Para os casos em que a fonte de néutrons é desconsiderada e as alteracoes
no regime do reator ocorrem apenas devido a mudancgas na reatividade, as condicoes iniciais

utilizadas sao

n(0) = 1em™ , Cy(0) = (ABA) em™ i=1,...,1, (4.1)

enquanto no caso de simulagao da partida do reator, as condic¢oes iniciais ficam
n(0) = 0cm™ | C;(0) =0em™ i=1,....I. (4.2)

4.1 Reatividade Constante

Para os primeiros casos, sao calculadas a densidade de néutrons e a concentracao de
precursores de néutrons atrasados considerando trés valores constantes para a reatividade,
sendo dois sub-pronto-criticos (p < ) e um pronto-critico (p = ) para diferentes tempos.
O caso super-critico (p > () nao é considerado neste trabalho pois seus resultados numéricos
atingem o limite numérico (overflow) rapidamente para o modelo fraciondrio. De qualquer
forma, os casos de reatividade constante considerados nesta se¢ao sao suficientes para que
sejam percebidos os efeitos do modelo fracionario.

Esta secao tem a intencao de mostrar qual influéncia que a modelagem fracionaria
tem ao haver uma mudanca brusca na reatividade em comparacao com o modelo classico,
considerando entao p(t) = 0 para t < 0 e p(t) = a para t > 0, em que a é constante no
tempo. Sao considerados os valores de a = 0,003, a = 0,005 e a = 0,007 = 13, em que esta
ultima denota a reatividade pronto-critica. A seguir, as figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 mostram
os graficos do comportamento da densidade de néutrons através do tempo entre Os e 20s,
em seu valor absoluto e normalizado, para o caso em que a = 0,003 ao atribuir diferentes

valores de k e 7 *.

*Nos graficos em que sao atribuidos diferentes valores de 7, este nao é expresso em sua letra grega, mas
sim em seu andlogo fonético para o alfabeto portugués “tau”. Além disso, nos mesmos graficos os seus
valores sio representados da forma como o software de programacao SciLab® interpreta como poténcia. Por

exemplo: tau=10"-4s deve ser lido como 7 = 10~%s nos gréficos.
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Figura 4.2 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = a,

7 = 105 e diferentes valores de k, com a = 0, 003.
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Figura 4.3 — Densidade de néutrons para p(t) = a, k = 0,96 e dife-

rentes valores de 7, com a = 0, 003.
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k = 0,96 e diferentes valores de 7, com a = 0, 003.
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De acordo com estes gréaficos é possivel concluir que o modelo fracionédrio nao possui
uma diferenca relativa relevante nos resultados em relagao ao modelo cldssico. Mesmo para
instantes de tempo em torno de 20s, observa-se que os resultados nao diferem em mais do
que 5%, o que indica que a aplicacado do modelo fracionério se assemelha ao cldssico em
termos praticos e o uso de um ou de outro nao afeta significativamente a operacao de um
reator nuclear quando ha este especifico caso de salto de 0,003 na reatividade.

A seguir sao mostrados os graficos para a densidade de néutrons para a = 0,005,
o que indica um valor ainda menor que (§ para a reatividade. As figuras 4.5, 4.6, 4.7 e 4.8
mostram os graficos do comportamento da densidade de néutrons através do tempo entre Os
e bs, em seu valor absoluto e normalizado, para este caso, em que cada grafico é variado um

dos parametros fracionarios.

150

—— — — k=t
Al k=099
——— k=098 /
— k=097
k=0,96 i

-—-—-—-— classico /)

— 100 —

3)

densidade de néutrons [ cm”(-

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 35 4.0 45 5.0
tempo [s]

Figura 4.5 — Densidade de néutrons para p(t) = a, 7 = 10~*s e dife-

rentes valores de k, com a = 0, 005.
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Figura 4.7 — Densidade de néutrons para p(t) = a, k = 0,96 e dife-

rentes valores de 7, com a = 0, 005.
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Figura 4.8 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = a,

k = 0,96 e diferentes valores de 7, com a = 0, 005.

Estes graficos acima mostram com clareza que um salto maior na reatividade provoca
uma mudanca maior no resultado entre os modelos fracionério e classico. E possivel observar
também que os valores de k = 0,96 e 7 = 10~*s representam o modelo que mais se distancia
do caso cléassico. Além disso, apesar de estes graficos representarem apenas uma fragao do
intervalo de tempo considerado para o caso em que a = 0,003, os resultados dos modelos
fraciondrios se distanciaram muito mais se for considerado a = 0,005, chegando a atingir
mais de 40% de diferenca relativa em algumas combinagoes de k e 7. Esta diferenca pode ser
observada de forma semelhante para casos de reatividades pronto-criticas (a = ) e super
pronto-criticas (a > ), porém o resultado atinge o limite numérico (overflow) rapidamente,
levando a andlise a ser feita considerando apenas intervalos de tempo na ordem de 1s ou
menores. Apesar disso, alguns valores numéricos sao demonstrados a seguir para o caso de
reatividade pronto-critica a = 0,007 = (5. Para estes casos, entao, nao sao demonstrados os
graficos, ficando apenas o conhecimento de que quanto maior for o salto na reatividade, maior
a diferenca relativa entre os modelos fracionarios e classico para reatividade constante. A

seguir, nas tabelas 4.2 e 4.3 sao mostrados alguns valores numéricos da densidade de néutrons



para os casos avaliados em diversos instantes de tempo.

Tabela 4.2 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reativi-

dade constante (p(t) = a) e 7 = 10™*s para diferentes k

[em™3].
a k t=1s t=2s t =05s t=10s t =20s
0,003 1 2,2297054 - - 8,1814408 | 29,241476
0,99 2,2317091 - - 8,1990402 | 29, 345623
0,98 2,2339491 - - 8,2188183 | 29,462901
0,97 2, 2364540 - - 8,2410568 | 29, 595066
0, 96 2, 2392560 - - 8,2660767 | 29,744132
classico || 2,2126583 - - 8,0365911 | 28, 392266
0,005 1 8,5531686 17,317646 129,09743 - -
0,99 8,6307948 17, 541407 132, 32729 - -
0,98 8, 7180092 17,794152 136, 02668 - -
0,97 8,8162156 18, 080449 140, 28278 - -
0, 96 8,9270787 18, 405789 145, 20405 - -
classico || 7,8610561 15, 372080 102, 78221 - -
0,007 1 2,952 x 107 | 3,32 x 10157 overflow - -
0,99 7,042 x 1080 | 1,88 x 10160 overflow - -
0,98 1,679 x 10% | 1,07 x 10'63 overflow - -
0,97 || 3,999 x 10®3 | 6,03 x 106 overflow - -
0,96 || 9,518 x 10%* | 3,39 x 10'%® overflow - -
classico || 4,027 x 108 | 7,456 x 10'° | 4,734 x 10%7 - -




Tabela 4.3 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reatividade

constante (p(t) = a) e k = 0,96 para diferentes 7 [cm™?].

a 7 [9] t=1s t=2s t ="5s t =10s t =20s

0,003 0 2,2126583 - - 8,0365911 | 28, 392266
107¢ || 2,2129713 - - 8,0392701 | 28,407895
1077 || 2,2155192 - - 8,0610942 | 28,53535
1074 2,239256 - - 8,2660767 | 29,744132

0,005 | 0 7,8610561 15, 372080 102, 78221 - -
1076 || 7,8722184 | 15,402825 | 103,17424 ; ;
1075 7,9641766 15, 656939 106, 44399 - -
1074 || 8,9270787 18,405789 145,20405 - -

0,007 | 0 || 4,027 x 108 | 7,456 x 10 | 4,734 x 10%7 ] -
1076 || 3,824 x 10'° | 6,267 x 10 | 2,756 x 10%" - -
1075 || 1,455 x 10% | 7,954 x 107 | 1,17 x 10'% ; -
1074 ][ 9,518 x 108 | 3,39 x 10'68 overflow - -
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De acordo com os resultados obtidos, percebe-se uma maior influéncia dos termos

com derivadas fracionarias a medida que a intensidade da mudanca brusca da reatividade é
ressaltada. O tempo de relaxacao demonstra ser sensivel a mudancas bruscas, influenciando o
resultado significativamente mesmo para pequenas variagoes, enquanto a ordem da derivada
fracionéria nao varia muito o resultado ao compara-la com a ordem inteira da derivada, k = 1.
No caso de reatividade pronto-critica p = 0,007 para t = 5s o resultado sofre overflow
para todos os casos fracionarios, enquanto ainda gerava um valor numérico para o caso
classico, o que indica que o resultado da modelagem fracionaria nos casos citados sao muitas
vezes maiores que o classico. Ou seja, quanto maior é o tamanho do salto na reatividade,
maior é a influéncia dos termos fracinarios no modelo de cinética pontual. Além disso,
¢é possivel perceber, ao observar as figuras das densidades de néutrons normalizadas para

diferentes valores de k, que o resultado se aproxima do valor classico quando k se aproxima da

unidade. Apesar deste fato, mesmo os resultados quando k = 1 sao relativamente afastados
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do resultado classico e, assim como nos modelos em que 0 < k£ < 1, um salto maior na

reatividade também causa uma diferenca entre este modelo e o classico.

4.2 Reatividade Rampa

Nesta secao é analisada a situacao em que a reatividade varia linearmente, ou seja,
p(t) = bt, em que b é uma constante arbitraria. A intengao do estudo nesta segao é a
comparacao entre os valores da densidade de néutrons para os mesmos instantes de tempo,
considerando uma minima alteragao no valor de b de um caso para outro. Sao considerados
os casos em que b = 0,00021s7 = 0,03%/s e b = 0,000285~! = 0,04$/s entre 0s e 20s. As
figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12, abaixo, mostram o comportamento da densidade de néutrons
através do tempo para o caso de b = 0,00021s~!, para seus valores absolutos e normalizados,

relevando a variagao de um parametro fracionario a cada grafico.
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Figura 4.9 — Densidade de néutrons para p(t) = bt, 7 = 107*s e dife-

rentes valores de k, com b = 0,00021s~ .
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rentes valores de 7, com b = 0,00021s~ 1.
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Figura 4.12 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 0bt,

k = 0,96 e diferentes valores de 7, com b = 0,00021s~ .

Com estes gréficos, observa-se que, assim como para o caso de reatividade constante
em que a = 0,003, para a reatividade rampa (b = 0,00021s~!) nao ha variagao significativa
entre o modelo fraciondrio e o classico devido a pequena magnitude da reatividade em ambos
os casos. A diferenca relativa nos piores casos nao supera 7%, sendo bem menor que isso na
maior parte dos casos. Em seguida é mostrado o comportamento da densidade de néutrons
através do tempo para um b = 0,00028s~! nas figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16, também

analisando varia¢oes no modelo fracionario através de seus parametros k e 7.
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Figura 4.13 — Densidade de néutrons para p(t) = bt, 7 = 10715 e dife-

rentes valores de k, com b = 0,00028s~!.
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Figura 4.14 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 0t,

7 = 10*s e diferentes valores de k, com b = 0, 0002857 L.
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Figura 4.15 — Densidade de néutrons para p(t) = bt, k = 0,96 e dife-

rentes valores de 7, com b = 0,00028s~ .
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Figura 4.16 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 0bt,

k = 0,96 e diferentes valores de 7, com b = 0,00028s~ .
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Pode ser observado um acréscimo significativo na diferenca entre os modelos fra-
cionario e cldssico em certos casos, podendo ter valor superior a 70%. Uma pequena modifi-
cagao na reatividade (0,00007s™! ou 0,01$/s) provoca uma mudanca extrema na diferenga
entre os resultados. E sabido que esta pequena alteracao provoca a reatividade a assumir
valores bem maiores que os anteriores, mas cabe ressaltar que o modelo fracionario nao rel-
eva os efeitos da reatividade diretamente, e sim da densidade de néutrons. Esta pequena
variacao na reatividade provoca uma variacao modificada na densidade de néutrons, o que,
por sua vez, provoca uma relevancia dos termos fracionarios na equacao de cinética pontual.
As tabelas 4.4 e 4.5, abaixo, mostram valores numéricos da densidade de néutrons avaliada

em diversos instantes de tempo para diferentes 7 e k, respectivamente.

Tabela 4.4 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reatividade

rampa (p(t) = bt) e 7 = 10~*s para diferentes k [em™3].

b k t=1s t=2s t=10s t = 20s
0,00021s7! 1 1,0347948 | 1,2998965 | 2,1306430 | 23, 489036
ou 0,99 1,0348141 | 1,3000663 | 2,1316119 | 23,599813
0,03%/s 0,98 1,0348357 | 1,3002578 | 2,1327035 | 23, 724160
0,97 | 1,0348601 | 1,3004738 | 2,1339336 | 23, 863885
0,96 1,0348876 | 1,3007177 | 2,1353201 | 24,021073
classico || 1,0346400 | 1,2985845 | 2,1230160 | 22, 545160
0,00028s~! 1 1,0469144 | 1,4370581 | 3,0505170 | 995,48713
ou 0,99 1,0469408 | 1,4373426 | 3,0531506 | 1034, 3546
0,04%/s 0,98 1,4697040 | 1,4376632 | 3,0561095 | 1079, 6896
0,97 | 1,0470038 | 1,4380245 | 3,0594348 | 1132,9392
0,96 1,0470413 | 1,4384316 | 3,0631731 | 1195, 9844
classico || 1,0467012 | 1,4348326 | 3,0291037 | 700, 50253




Tabela 4.5 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reatividade

rampa (p(t) = bt) e k = 0,96 para diferentes 7 [cm ™3]

b T [s] t=1s t=5s t =10s t =20s
0,00021s~* 0 1,03464 | 1,2985845 | 2,1230160 | 22, 545160
ou 1079 || 1,034643 | 1,2986100 | 2,1231623 | 22,561882
0,03%/s 1075 || 1,034667 | 1,2988169 | 2,1243515 | 22, 698544
1074 || 1,0348876 | 1,3007177 | 2,1353201 | 24,021073
0,00028s~! 0 1,0467012 | 1,4348326 | 3,0291037 | 700, 50253
ou 1079 || 1,0467052 | 1,4348755 | 3,0295062 | 704, 48091
0,04%/s 1075 || 1,0467382 | 1,4352243 | 3,0327814 | 738,07751
1074 || 1,0470413 | 1,4384316 | 3,0631731 | 1195, 9844
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E possivel observar que a densidade de néutrons nao sofre uma variacao muito

~1 mesmo para

significativa ao variar os parametros fracionarios para b = 0,03 x 0,007s
o tempo de 20s, que indica um valor relativamente alto para a reatividade, p(t = 20s) =
0,0042 = 0,60$. Os dados coletados para b = 0,04-0,007s~! indicam que hd uma mudanca
significativa na densidade de néutrons ao considerar o modelo fracionario. A ordem da
derivada préoxima da unidade se destaca quando instantes de tempo afastados da origem
sao considerados, enquanto os tempos de relaxacao mais proximos de zero amenizam o
efeito do modelo fracionario. Ao comparar estes casos, é observado que uma mudanca de
0,01%/s na reatividade é capaz de causar uma alteragao acentuada na densidade de néutrons
normalizada. Este fato ocorre principalmente por causa da diferenca entre o desenvolvimento
da densidade de néutrons em relagao ao tempo. Como ¢é de se esperar, uma alteracao neste
desenvolvimento, mesmo suave, é capaz de alterar a influéncia dos termos de derivadas
fracionarias na solugao final.

Apesar disso é possivel amenizar os efeitos da modelagem

fracionaria com uma escolha adequada de k e principalmente 7, caso seja for necessario.
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4.3 Reatividade Senoidal

Para fins de analise de reatividade senoidal, sao considerados trés casos nesta secao,
alterando apenas o periodo da func¢ao trigonométrica (seno) entre um e outro caso. Sao
estudadas as reatividades do tipo p(t) = Asen(ft), em que A = 0,003 e para f sao atribuidos
os valores f = 2ws™ !, f=nste f =m/2s7. O objetivo desta segao é averiguar a influéncia
da modelagem fracionaria quando a densidade de néutrons tem comportamento oscilatorio
com o tempo, verificando se esta modifica o periodo de oscilacdo ou sua amplitude. As
figuras 4.17, 4.18, 4.19 e 4.20, a seguir, mostram as influéncias dos parametros k e 7 na
modelagem fracionaria para a reatividade senoidal, em comparacao com os resultados da

cinética pontual de néutrons classica e entre outras combinacoes de parametros fracionarios.
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k=0,99

e
| | | ( (

densidade de néutrons [ cm*(-3) ]
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Figura 4.17 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), 7 = 107%s

e diferentes valores de k, com A = 0,003 e f = 27s™ L.
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Figura 4.18 — Densidade de néutrons normalizada para
p(t) = Asen(ft), 7 = 107%s e diferentes valores
de k, com A =0,003 ¢ f =27s"L.
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Figura 4.19 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), k = 0,96

e diferentes valores de 7, com A = 0,003 e f = 27s™ L.
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Figura 4.20 — Densidade de neutrons normalizada para
p(t) = Asen(ft), k = 0,96 e diferentes valores de
7,com A=0,003 e f=2rs" L

Estes graficos mostram que a modelagem fracionaria influencia pouco quando ha a
presenca de um fator oscilatério na equacao fracionaria de cinética pontual de néutrons. Este
fato ocorre devido principalmente a definicao de derivada fracionaria escolhida, uma vez que
a forma da definicao de derivada fracionaria de Riemann-Liouville escolhida, quando aplicada
em uma funcao trigonométrica, mantém o carater trigonométrico. O resultado também nao
sofre alteracao significativa em relacao aos resultados classicos, contendo suas solugoes em
um desvio relativo de nao mais que 1,5% nos piores casos nos graficos mostrados. Apesar
disto, destaca-se o fato que a densidade de néutrons normalizada tem seus maiores valores
nos picos dos graficos (ft = gqn/2, com ¢ = 1,5,9,13...). Isto ocorre devido a magnitude
dada a pequenas variacoes na densidade de néutrons em um curto intervalo de tempo, o
que reforga o fato de que o modelo fraciondrio da importancia para os transientes curtos. A
seguir, as figuras 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24 mostram os valores da densidade de néutrons em
seus valores absolutos e normalizados para diferentes combinacoes de 7 e k para reatividade

senoidal, porém para f = ws~!.
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Figura 4.21 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), 7 = 1071s
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e diferentes valores de k, com A = 0,003 e f = 7ws™".
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Figura 4.23 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), k = 0,96

e diferentes valores de 7, com A = 0,003 e f =ws™".
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Nestes graficos hd uma diferenca maior na densidade de néutrons normalizada do que
o caso anterior, alcancando 2% em algumas combinagoes de k e 7 (comparando com os 1,5%
para f = 2ws~!). Isto nao acontece por causa da derivada fraciondria em si, mas sim pelo
proprio desenvolvimento temporal do problema. A evolugao no tempo aumenta a incidéncia
da relevancia dos termos fracionarios na equacao de cinética pontual para qualquer problema
na verdade, nao apenas para este caso especifico. Para maiores demonstracoes deste fato,
sao mostradas as figuras 4.25, 4.26, 4.27 e 4.28, que sao os graficos da densidade de néutrons
para reatividade senoidal com f = 7/2s71. Assim como em todos os casos deste capitulo, os
graficos representam o comportamento da densidade de néutrons pelo tempo para diferentes

combinagoes de k e 7, em seus valores absolutos e normalizados.
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Figura 4.25 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), 7 = 107*s
e diferentes valores de k, com A = 0,003 e f = m/2s" 1.
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Figura 4.26 — Densidade de néutrons normalizada para
p(t) = Asen(ft), 7 = 107%s e diferentes valores
de k, com A=0,003 e f=m/25"1.
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Figura 4.27 — Densidade de néutrons para p(t) = Asen(ft), k = 0,96

e diferentes valores de 7, com A = 0,003 e f = 7/2s7 L.
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Figura 4.28 — Densidade de neutrons normalizada para
p(t) = Asen(ft), k = 0,96 e diferentes valores de
7,com A=0,003e f=m/25"" .

Estes graficos representados desde a figura 4.17 até a figura 4.28 mostram que o mo-
delo fracionario nao influencia significativamente no resultado para a densidade de néutrons
oscilatéria, em contrapartida dos casos de reatividade constante e rampa citados nas secoes
anteriores. Com um valor maximo de 2,5% de diferenca entre os resultados dos modelos fra-
cionarios e classico, os graficos anteriores mostram que mesmo para casos de baixa frequéncia
ou alta frequéncia o modelo fracionario nao altera tanto o resultado em comparagao com o
classico. Nas proximas paginas constam tabelas com valores numéricos para a densidade
de néutrons considerando os trés casos: f = 2ws™!, f = ws7!e f = 7/2s7! considerando
variagoes em um dos parametros fracionarios em cada tabela. Nestas tabelas os valores das
densidades de néutrons sao averiguados para um mesmo nimero de oscilagoes, ou seja, um

mesmo valor de P = g—;, em que P denota o nimero de ciclos no tempo da fungao senoidal
27 P

da reatividade, ou seja, t = 7



Tabela 4.6 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reatividade
senoidal (p(t) = Asen(ft)) e 7 = 107%s para diferentes
k [em™3], com A = 0,003.

Fls |k P=1 P=5 P =10
o 1 0,9032765 | 0,9646923 | 1,0315063
0,99 || 0,9032719 | 0,9648265 | 1,0317950
0,98 || 0,9032674 | 0,9649772 | 1,0321183
0,97 || 0,9032631 | 0,9651463 | 1,0324805
0,96 || 0,9032590 | 0,9653363 | 1,0328866
cléssico || 0,9033303 | 0,9635540 | 1,0290403
w 1 0,9659586 | 1,0933182 | 1,2389145
0,99 || 0,9660275 | 1,0936833 | 1,2396499
0,98 || 0,9661041 | 1,0940912 | 1,2404721
0,97 || 0,9661896 | 1,0945473 | 1,2413919
0,96 || 0,9662850 | 1,0950576 | 1,2424214
cléssico || 0,9653377 | 1,0901665 | 1,2326042
/2 1 1,0207177 | 1,2728152 | 1,6113512
0,99 || 1,0208758 | 1,2735643 | 1,6130431
0,98 || 1,0210520 | 1,2744028 | 1,6149389
0,97 || 1,0212485 | 1,2753418 | 1,6170644
0,96 || 1,0214678 | 1,2763939 | 1,6194488
classico || 1,0193238 | 1,2664587 | 1,5971063
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Tabela 4.7 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para reatividade
senoidal (p(t) = Asen(ft)) e k = 0,96 para diferentes 7
[em™3], com A = 0,003.

f s | 7 [s] P=1 P=5 P =10
2w 0 0,9033303 | 0,9635540 | 1,0290403
107% || 0,9033294 | 0,9635750 | 1,0290856
107 || 0,9033220 | 0,9637456 | 1,0294540
10~* || 0,9032590 | 0,9653363 | 1, 0328866
s 0 0,9653377 | 1,0901665 | 1,2326042
107% || 0,9653489 | 1,0902241 | 1,2327196
1072 || 0,9654397 | 1,0906930 | 1,2336593
107% || 0,9662850 | 1,0950576 | 1,2424214
/2 0 1,0193238 | 1,2664587 | 1,5971063
107% || 1,0193491 | 1,2665757 | 1,5973685
1072 || 1,0195551 | 1,2675280 | 1, 5995034
107% || 1,0214678 | 1,2763939 | 1,6194488

Concluindo, com este caso de reatividade senoidal, considerando os diferentes valores
de f, os parametros fracionarios puderam ser averiguados sem duvida. Sua influéncia neste
tipo de situacao é bem definida e bem “comportada”. Quanto ao tempo de relaxacao, para
7 = 107%s, a densidade de néutrons normalizada nao ultrapassa 1,004, enquanto que para
7 = 10745 este valor sobe para mais de 1,02, conforme estd representado na figura 4.28, por
exemplo. Além disso a ordem da derivada fracionaria modifica o resultado praticamente da
mesma forma para praticamente qualquer ordem de derivada fracionaria (inclusive k = 1),
conforme consta nas figuras 4.18, 4.22 e 4.26. Apesar disto, a influéncia da modelagem
fracionaria neste caso é muito pequena se comparada aos casos anteriores de reatividade
constante e rampa. Isto provavelmente acontece devido ao fato da derivada fracionaria de
uma funcdo trigonométrica ser também uma fungao trigonométrica (assim como derivadas

de ordem inteiras), o que mantém o carater oscilatério da fungao, alterando muito pouco o
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resultado final. Para f = 7/2s7! a diferenca entre resultados é maior, porém isto também
ja é esperado uma vez que no ultimo caso foi considerado um maior desenvolvimento do
tempo, o que favorece alteracoes no resultado devido ao cardter de memoéria das derivadas

fracionérias.

4.4 Fonte Externa

Para simular a partida de um reator nuclear utilizando a modelagem fracionaria sao
utilizadas fontes externas constantes e exponenciais nesta secao, utilizando uma reatividade
praticamente nula para simular a situagao de reator desligado estavel. Nesta segao ¢ utilizada
a reatividade de p(t) = 107% e fontes externas do tipo Se.(t) = exp(—dt)em s, em que
d pode assumir os valores d = 1/30s7!, d = 1/10s7! e d = 0s™!, em que este dltimo torna
o termo fonte constante e igual a unidade. Como mencionado anteriormente, a condi¢ao
inicial para a densidade de néutrons nesta segao é n(t = 0) = Ocm™3, porém aqui ela
é aproximada por n(t = 0) = 107 7em ™3 para fins de calculo do valor da densidade de
néutrons normalizada. A seguir, as figuras 4.29, 4.30, 4.31 e 4.32 mostram o comportamento
da densidade de néutrons normal e normalizada para diversos modelos fracionarios com

1

diferentes k e 7, para d = 1/30s™', entre os instantes de tempo 0s e 120s.
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Figura 4.29 — Densidade de néutrons para p(t) = 1076
Sext(t) = exp(—dt)em™3s7', 7 = 107's e diferen-
tes valores de k, com d = 1/30s™".
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Figura 4.30 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 1079,

Sert(t) = exp(—dt)em™3s7!

, 7 = 10~%*s e diferentes val-

ores de k, com d = 1/30s™".
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Figura 4.31 — Densidade de néutrons para p(t) = 1076

Sext(t) = exp(—dt)em™3s7! k = 0,96 e diferentes

valores de 7, com d = 1/30s7".
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Figura 4.32 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 1079,

Sext(t) = exp(—dt)em™3s7', k = 0,96 e diferentes val-
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Estes graficos mostrados anteriormente mostram que, para este caso de fonte ex-
terna, nao ha influéncia significativa da modelagem fracionaria no resultado. De forma geral,
com diferencas relativas menores que 1%, os resultados utilizando modelagem fraciondria sao
semelhantes aos encontrados utilizando a modelagem classica fickiana. Nas figuras 4.33, 4.34,
4.35 e 4.36 constam graficos da densidade de néutrons normalizada e em seu valor absoluto
para diferentes combinacoes de k e 7, considerando a fonte externa e a reatividade nula, em

que d =1/10s71.
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Figura 4.33 — Densidade de néutrons para p(t) = 1076
Seut(t) = exp(—dt)em™3s™', 7 = 107's e diferen-

tes valores de k, com d = 1/10s™".
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Figura 4.36 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 1079,
Sext(t) = exp(—dt)em™3s71 k = 0,96 e diferentes val-

ores de 7, com d = 1/10s7%,

Os graficos acima mostram que nem para um amortecimento mais suave da funcao
fonte externa o resultado com modelagem fracionaria é alterado para quaisquer combinagoes
de k e 7. Na verdade os resultados normalizados sao aproximadamente os mesmos, como
pode ser observado em 4.30, 4.32, 4.34 e 4.36. A seguir, as figuras 4.37 e 4.39 mostram o
comportamento da densidade de néutrons através do tempo considerando o caso de fonte
externa em que d = 0s~! para diferentes valores de k e 7. Este caso denota a situacao em que
Sext(t) = lem™3s™1. Também é mostrado o comportamento da normalizagao da densidade

de néutrons através do tempo nas figuras 4.38 e 4.40.
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Figura 4.37 — Densidade de néutrons para p(t) = 1079,

Sert(t) = exp(—dt)em™3s™', 7 = 1071s e diferen-

tes valores de k, com d = 0s~ .
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Figura 4.38 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 1075,

Sert(t) = exp(—dt)em™3s™ 7 = 107%s e diferentes val-

ores de k, com d = 057!,
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Figura 4.39 — Densidade de néutrons para p(t) = 1079,
Sert(t) = exp(—dt)em™3s7!, k = 0,96 e diferentes

valores de 7, com d = 0s™ 1.
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Figura 4.40 — Densidade de néutrons normalizada para p(t) = 1075,

Sext(t) = exp(—dt)em™3s™1 k = 0,96 e diferentes val-

ores de 7, com d = 057!,
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Estes graficos mostram claramente que para uma funcao fonte amortecida de forma
exponencial, como sao os casos mostrados, o comportamento da modelagem fracionaria em
relacao aos casos de modelagem classica nao muda para qualquer tipo de fonte externa,
mesmo para uma grande evolugao no tempo (120s). Isto acontece devido ao fato da fonte
externa ser um termo a mais na equacao de cinética pontual de néutrons, ao contrario de
alteragoes na reatividade, que é coeficiente da densidade de néutrons. Através do método da
decomposicao aqui aplicado fica claro que a solucao para casos de fonte externa com mod-
elagem fracionaria sofre muito pouca alteracao em relacao a resultados do modelo classico,
pois a modificagao proposta tem sua influéncia logo na primeira recursao da decomposicao,
em que a solucao particular para a fonte externa é calculada através da sua convolugao com
a matriz de coeficientes de n(t), e em nenhum outro termo da decomposigao a fonte externa
¢ considerada. Por causa disto, estima-se que os mesmos motivos que a modelagem fra-
cionaria tem para se comportar do jeito que se comporta para fonte externa amortecida de
forma exponencial estao presentes também em qualquer caso de fonte externa. Em seguida,
tabelas mostram os valores da densidade de néutrons para diversos instantes de tempo para

as condicoes de parametros fracionarios relevados nesta sessao.



Tabela 4.8 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para fonte ex-
terna (Seat(t) = exp(—=dt)em™3s71) e 7 = 10715

para diferentes k [em™3].

d[s7!] k t=1s t=60s | t=120s
1/30 1 0,0018209 | 0,0036512 | 0,0034751
0,99 0,0018219 | 0,0036522 | 0,0034759

0,98 0,0018229 | 0,0036533 | 0,0034770

0,97 0,0018242 | 0,0036547 | 0,0034783

0,96 0,0018257 | 0,0036563 | 0,0034798

classico || 0,0018146 | 0,0036471 | 0,0034713

1/10 1 0,0017204 | 0,0012145 | 0,0011436
0,99 0,0017212 | 0,0012148 | 0,0011439

0,98 0,0017222 | 0,0012152 | 0,0011442

0,97 0,0017234 | 0,0012156 | 0,0011447

0,96 0,0017248 | 0,0012161 | 0,0011452

classico || 0,0017145 | 0,0012133 | 0,0011424

0 1 0,0018735 | 0,0104698 | 0,0173995
0,99 0,0018745 | 0,0104728 | 0,0174041

0,98 0,0018756 | 0,0104763 | 0,0174097

0,97 0,0018769 | 0,0104806 | 0,0174165

0,96 0,0018785 | 0,0104857 | 0,0174248

classico || 0,0018671 | 0,0104558 | 0,0173780




65

Tabela 4.9 — Valores da densidade de néutrons (n(t)) para fonte ex-

(Seat(t) = exp(—dt)em™3s71) e k = 0,96

para diferentes 7 [em™3].

terna

d[s7' | 7 [s] t=1s t=60s | t=120s
1/30 0 0,0018146 | 0,0036471 | 0,0034713
1076 || 0,0018148 | 0,0036472 | 0,0034714

107° || 0,0018158 | 0,0036481 | 0,0034723

10~* || 0,0018257 | 0,0036563 | 0,0034798

1/10 0 0,0017145 | 0,0012133 | 0,0011424
1076 | 0,0017146 | 0,0012133 | 0,0011424

1072 || 0,0017156 | 0,0012136 | 0,0011427

10~* || 0,0017248 | 0,0012161 | 0,0011452

0 0 0,0018671 | 0,0104558 | 0,0173780
1079 || 0,0018672 | 0,0104561 | 0,0173786

107° || 0,0018683 | 0,0104561 | 0,0173831

10=* || 0,0018785 | 0,0104857 | 0,0174248

Estes dados mostram com clareza que a modelagem fracionaria influencia muito
pouco no resultado em casos de partida do reator nuclear. Ainda por cima, é constatado que
a maior influéncia no procedimento a curto prazo da partida do reator nuclear é no comeco,
quando a fonte de néutrons assume seu maior valor e, novamente, causa uma tendéncia
brusca de mudanca na densidade de néutrons, provocando a diferenca acentuada entre os
resultados dos modelos fracionario e classico.

De acordo com os resultados obtidos ao observar os casos-teste deste capitulo, a
influéncia da modelagem fracionaria ocorre com maior magnitude quando a tendéncia de
mudanca da densidade de néutrons ¢é grande. E percebido que, para os casos aqui estu-
dados, os termos fraciondrios adicionados a equagao de cinética pontual de néutrons tém
um destaque maior ao interpretar os efeitos de transientes curtos, como as mudancas br-

uscas na reatividade descritos nos casos de reatividade constante e rampa. Além disso, o
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tempo de relaxacao tem sua maior contribuicao no resultado no sentido de “amplitude”,
servindo como um multiplicador dos efeitos de captura de transientes curtos; ja a ordem da
derivada fraciondria, como visto claramente no caso de reatividade senoidal, serve como um
amplificador de efeitos oscilatérios. Também é possivel perceber que o tempo de relaxacao
T provoca as maiores mudancas, o que constata que este deve ser o parametro fracionario
que deve ser avaliado com a maior precisdao. A ordem de derivada fracionaria préxima da
unidade gera resultados proximos do modelo de onda de néutrons, visto no segundo capitulo.
Os resultados gerados com este modelo de onda também diferem bastante do resultado fick-
iano classico, o que também reforca a implementacao de uma modelagem fracionaria: “qual
seriam os melhores valores de k e 7 para que o modelo fracionario satisfizesse tanto os re-
sultados obtidos pelo modelo classico de Fick quanto pelo modelo hiperbélico de onda?”.
Finalmente, através deste estudo, é possivel dizer que uma combinacao apropriada do tempo
de relaxacao e da ordem da derivada fracionédria podem ser implementados em problemas nos
calculos de cinética de reatores nucleares que utilizam a metodologia descrita neste trabalho

ou semelhante.
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5 CONCLUSAO

De acordo com a deducao das equagoes de cinética pontual, as equacoes fracionérias
para a cinética pontual de néutrons sao uma generalizacao das equacoes classicas. E demons-
trado neste trabalho que se 7 = 0, a equagao de cinética pontual baseadas na lei de Fick sao
recuperadas, enquanto se 7 = 3D /v e k = 1 a equagao “de onda” de néutrons baseada no mo-
delo difusivo de Cattaneo é encontrado. Além disso, o método da decomposi¢ao fornece uma
solucao analitica para o problema encontrada de forma recursiva, utilizando uma metodologia
conhecida de solugao para o caso classico. Além disso, as defini¢oes dos parametros cinéticos
foram mantidas em suas deducgoes, a fim de evitar o calculo do fluxo adjunto. Os resultados
demonstram que, quando ha um transiente curto na densidade, como nos casos de reativi-
dades constante ou rampa (em que a reatividade muda bruscamente seu comportamento),
pode haver uma maior diferenga entre os resultados classico e fracionédrio. Este resultado
geral mostra o que ja era conhecido, que o modelo classico funciona bem quando nao ha
transientes curtos que afetam a populacao de néutrons em reatores nucleares. Para ilustrar
o comego da pesquisa de cinética fracionédria de néutrons, é citado [Schramm et al., 2012],
apresentado no XII Congresso De Métodos Integrais em Ciéncia e Engenharia (IMSE2012).

Observando as solugoes dos problemas estudados para diferentes funcoes de reativi-
dade e fonte externa, é possivel imaginar que as solugoes estao localizadas entre as en-
contradas pelo modelo clédssico e os resultados da teoria de transporte de néutrons, com a
devida “calibragao” dos parametros nucleares, [Espinosa-Paredes et al., 2008]. Afora a boa
comparacao dos resultados obtidos, os argumentos fisicos para justificar o uso da derivada
fraciondria para a solugao da equacao cinética sao os que seguem: fendomenos em meios mul-
tiplicativos decorrentes da fissao nuclear possuem analogia com leis de escala e dimensoes
fractais, o que reforca o uso de um operador fracionario na construcao do modelo matematico.
Pela definicao de derivada fracionéria torna-se evidente que a ordem da derivada fracionaria
estd relacionada a uma escala diferencial com o “volume efetivo” que nao necessariamente

coincide com um numero inteiro.
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Devido a raridade na literatura, a metodologia proposta apresenta as seguintes
questoes abertas. Em primeiro, ressalta-se o estabelecimento de critérios para a deter-
minacao da ordem da derivada fracionaria, que neste trabalho foi analisada via tentativa
e comparacao. Também deve-se mencionar o desenvolvimento da lei de Fick generalizada
com derivada fracionaria para o modelo de difusao anomala. De fato, na difusao classica,
onde a hipdtese de Fick é utilizada, varias restrigoes sao feitas no coeficiente de difusao, onde
a razao da z-ésima derivada da densidade de corrente pela x + 1-ésima derivada do fluxo
escalar se mantém constante independente de xz. Nao é totalmente plausivel o porqué de
um processo difusivo em meio multiplicativo deva seguir tal restricao. Investigacoes neste
aspecto serao enfocados em um trabalho futuro.

Outra questao que nao foi respondida foi a discussao da existéncia e forma especifica
do fluxo adjunto. No presente estagio do trabalho, permanece em aberto se o fluxo adjunto
coincide com a expressao classica. Todavia, das diferencas encontradas entre as solugoes
classicas e as fracionarias pode-se questionar se o fluxo adjunto classico representa pelo
menos uma primeira aproximacao do fluxo adjunto fracionério, especialmente devido ao fato
da dependéncia das fungoes forma serem fracas. Implementacgao tedrica neste sentido estao

€111 Progresso.
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I Calculo Fracionario

O célculo fracionario vém ganhando espago no ramo da modelagem desde 1970,
porém varias duvidas surgem a existéncia, sobre o que seria e quais sao as aplicagoes do
calculo fracionario. Neste anexo sao ditos alguns breves topicos sobre o célculo fracionario.
Inicialmente serd mostrada uma breve introducao sobre o assunto, com algum apanhado
histérico desde a data de surgimento, contribuicoes de matematicos e importancia nos dias
de hoje. Em seguir, sao mostradas, para fim de ilustracao, a demonstragao das definicoes de
integral fracionaria de Riemann-Liouville, assim como as defini¢oes de derivada fracionaria
de Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov. Por tltimo, é mostrado um apanhado
de argumentos de modelagens utilizando calculo fracionario, com exemplos e com a resposta

para a frequente pergunta “qual seria o sentido fisico de um operador fracionario?”.

I.1 Histéria e Demais Informacoes

A rigor, o calculo fracionario deveria ser chamado “cdlculo de ordem arbitraria”,
uma vez que esta area de estudo engloba operadores diferenciais e integrais com valores
inteiros, racionais, reais e até imaginarios e complexos. A intencao da construcao do céalculo
fracionério é generalizar o cdlculo convencional, ou seja, suas definicoes devem englobar as
definigoes classicas do calculo convencional. Em outras palavras, o cédlculo convencional é
um caso particular do célculo fracionario.

Conforme citado no corpo do texto do trabalho, o calculo fracionédrio é quase tao
antigo quanto o calculo diferencial e integral classico, porém devido a falta de modelos
com sua aplicagao e inconsisténcia (de certa forma, até discordancia) entre as defini¢oes de
operador fraciondrio, este calculo nao teve destaque até meados de 1970. A primeira citacao
que se sabe sobre o calculo fracionario ocorreu em 1965 em uma carta de I’Hopital a Leibniz.
Na suposta carta, 'Hopital pergunta qual seria o significado de % quando n = 1/2. A

resposta de Leibniz continha a seguinte frase: este é um aparente paradoxo do qual um dia

importantes aplicacoes serao obtidas.



70

Durante os anos, diversos pesquisadores desenvolveram conceitos que, apesar de
aparentemente triviais, auxiliaram na construcao do célculo fracionario. Dentre eles, Lagrange,
Lacroix, Fourier, Abel, Liouville e Riemann se destacam.

Lagrange teve sua contribui¢ao no desenvolvimento do cédlculo fracionario quando
desenvolveu, em 1772, a lei dos expoentes, que implicava que:

dm dn _ dm+n
dom dan? T dpmn?

A lei dos expoentes tem sua importancia principalmente na definicao da derivada fracionaria
que, segundo a definicao de Riemann-Liouville, seria a derivada inteira de uma integral
fracionaria.

Em 1819, Lacroix publicou um livro em que citava de forma suscinta como seria
uma derivada fracionaria de um polinomio. Partindo dos conhecidos resultados de derivadas

inteiras de uma funcao f(z) = 2™, m >0

d m m—1

—z™ = mx

dx

d? 9

m o m—

T2t = m(m — 1)z

d" m!

™ = ——a™", m>r,reN,

dx” (m—r)!

com o uso da funcao gama, expandiu o resultado para derivadas de ordem arbitraria:

Fo T
—" = m>a,a :
dx® I'(m—a+1) ’ ’ *

Fourier, em 1822, utilizando sua representacao integral de funcoes

1) =5 [ 1@ [ costpto — )iy d

—0o0 —0o0
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conhecendo as derivadas inteiras das fungoes trigonométricas

%cos<a<w ~m)) = —asin(a(z - 20)) = acos (alz — ) + 3 )
% cos(a(z — z0)) = —a?cos(alz — o)) = o cos (a(:c — ) + 2%)
d—xnn cos(a(r — xg)) = a"cos (oz(m — ) + ng) , MEZ

e extendendo para as derivadas de ordem arbitraria

d 7r
i _ — o _ z
e cos(a(z — xg)) = " cos (a(:c To) + 72> , 71€C,

encontrou que

ﬁf(x) 1 /oo f(:%)/_oopVCos (p(x—:%)—i—wg) dp dz .

dx” T o o ~

Liouville, em 1832, inspirado pelos trabalhos de Fourier e Abel (citado a seguir),
foi o primeiro grande autor do estudo do calculo fracionéario. Liouville considerou funcoes
exponenciais para sua primeira expressao para derivadas fracionarias, partindo das relacoes

conhecidas de derivadas de exponenciais

d

—exp(ar) = aexp(ax)

&
@exp(ax) = a?exp(azx)
d—exp(aa:) = a"exp(ar) neN,
:U'fl

Liouville extendeu esta expressao para derivadas fracionarias:

d()é
e exp(ar) = a%exp(ax) a€C, .

A partir desta relacao, Liouville descreveu a primeira férmula para a derivada fracionaria:

d° — 4
e (x) = Z cqty exp(agr) .
q=0

Riemann teve uma grande participagao no desenvolvimento do calculo fracionario,
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ao ter seu trabalho publicado em 1892 (posterior & sua morte) em que dizia ter encontrado

a férmula para a integral fracionaria:

ﬂ x) = ! T @ x r) @
d.%'_af< ) F(OJ)/E (l’—ii’)l_ad +\Ij( ) €C+>

em que ¢ é uma constante arbitraria e W(z) é uma fungdo complementar. O operador de
derivada com expoente negativo descrito acima denota a integral.

Apesar deste progresso no calculo fracionario e as férmulas anteriores englobarem
uma série de funcgoes, estes estudos estao longe de serem definidos como defini¢ao de derivada
fraciondaria. A seguir serd mostrada a deducao da chamada integral fracionaria, a partir da

qual a maioria das defini¢oes de derivada fracionaria sao descritas.

1.2 Operadores Fracionarios

Para iniciar o conceito de operadores fracionérios, é considerada uma analogia com

operacgoes com expoentes. E de conhecimento geral que

X? = XxX
X2 = X xXxX=XxX?

XY = XxXxX---X (N vezes) .

Se, por analogia, tentar descrever v X = X'/? da mesma forma, o resultado sera frustrado.

Porém, ao tentar seguir uma logica inversa o seguinte resultado é encontrado:

X'P=yeyvy =X
Y xY =X,

Desta forma, X'/? se é descrito como “o ntimero o qual elevado & 2% poténcia é igual a
X”7. O mesmo pode ser feito para demais poténcias nao inteiras de X, o que torna todas
as poténcias racionais de X conhecidas de acordo com esta dedugao légica. Sem o rigor de
tentar realizar a deducao para poténcias irracionais e complexas, para a derivada fracionéria

uma légica de construcao semelhante pode ser aplicada segundo a lei dos expoentes, sem
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perda de generalidade. E sabido que:

d? d d
Az () = dr dr (7)
a3 d d d d d?

da? (z) = dx dx dx (z) = dx da? (z)

dN | d d d
N () = e () (N vezes) ,

. . di/2 .
e, por analogla, tentar encontrar o que seria Wf(l’) resulta em:

d/? d

(@) = Af() & A2 f(2) = - f (@)

em que A representa o operador %. Com esta relacao é possivel tentar encontrar as
derivadas fracionarias de diversas funcoes. Apesar deste breve estudo ser incompleto e de
certa forma ingénuo ele fornece uma tentativa de justificativa para as derivadas fracionarias.
Neste sentido, uma derivada de ordem racional seria um operador pelo qual, ao ser aplicado
em uma determinada funcao diversas vezes, uma derivada de ordem inteira é encontrada.
Prosseguindo, para continuar este trabalho, é considerada primeira a deducao da integral

fracionaria.

A fim de encontrar uma expressao para a integral fraciondaria, a seguinte integral

/ / / / 2)dT dre—1 drg_o---dry .

A efetuacgao desta integral, por sua vez, pode ser alterada segundo o teorema de Goursat,

sera considerada:

]NT—

gerando uma expressao para o = 2:

@ = [ sandn = [ @iz dn = [ - e

para a = 3:

d=3 d—?
Ff(‘r):/dl‘_g / / Ty — x2) f(22)dwadry

/ / x —x1) f(x1)dredr, = / - xl f(zy)dzy
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e, por analogia, para um « arbitrario:

1" -
INT = m/c (x —x1)* " f(z1)dxy .

Esta relacao, quando o € C, é a definicao de integral fracionaria de Riemann-Liouville, que
é a mais aceita atualmente. Se ¢ = 0, diz-se que é a defini¢do de Riemann (ou igualmente
Riemann-Liouville, segundo alguns autores), enquanto se ¢ — —o0o, esta definigdo também
é chamada de definicao de Liouville.

A partir da definicao da integral fracionaria de Riemann-Liouville é definida a
derivada fracionaria segundo Riemann-Liouville, que nada mais é do que a derivada inteira
de uma integral fracionaria, de acordo com a lei dos expoentes:

d” 1 Ny
@)= _ N
dx ['(N — «a)dz

/(:c—xl)No‘lf(:r;l)dxl 0O<a<N,NeN

Se o valor de ¢ for ¢ — —o0, esta defini¢cao é apropriada para manter o carater transcendental

ao avaliar a derivada fracionéria de funcoes transcendentais, ou seja:

(67

s exp(az) = a® exp(az) ,

que coincide pelo resultado encontrado por Liouville e, por tabela, com o utilizado por Fourier
na sua tentativa de encontrar o valor da derivada fracionaria da representacao em integral
de Fourier de uma funcao. Por outro lado, para esta defini¢ao, o valor de ¢ mais utilizado é
¢ = 0, pois ha a garantia da existéncia da integral fracionaria, entre outras caracteristicas.
Esta definigdo é a mais recomendada para o uso de fungoes da forma f(z) = 2™, m > —1.

Utilizando este valor de ¢, chega-se a seguinte relagao:

a . T'(m+1)

_ m

dre’ I'm+1-a«)

m—«

Esta relagao é notavel, e coincide com a expressao encontrada por Lacroix. Por outro lado,
funcoes transcendentais nao seguem as regras descritas por Fourier e Liouville. Outro fato
notavel desta definicao de derivada fracionaria com ¢ = 0 é que a derivada de uma constante
nao é 0. Portanto, como esta escolha de ¢ é mais apropriada para funcgoes tipo poténcias
de z, a forma de trabalhar com funcgoes exponenciais é via expansao em série de Taylor.

Com isso é conveniente definir agora as funcoes de Mittag-Leftler, que sao generalizagoes da
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expansao de fungoes exponenciais em série de Taylor:

qz;raqw Re(a) > 0, Re(b) >0 .

E pertinente comentar que esta definicao depende dos parametros a e b, escolhidos de acordo
com cada situacao. No caso em que a = 1 e b = 1, a funcao de Mittag-Leffler é idéntica
a espansao em série de Taylor da fungao exponencial, ou seja, Ejo(x) = exp(z). A partir

desta funcao sao definidas as derivadas fracionérias das fun¢des exponenciais:

i@

@ =5 Y =2 By _a(az) .
dzx™ exp(az) 4=0 F - q=0 Lg+1-a) ’ t1-a(az)

Principalmente devido ao fato de a derivada de uma constante nao ser nula de acordo
com a definicao de Riemann-Liouville, em alguns trabalhos é considerada a versao de Caputo
para a derivada fracionaria, que é basicamente idéntica a de Riemann-Liouville, porém com
a derivada inteira dentro da integral. Esta definicao normalmente é utilizada com ¢ = 0:

f() ;/x(x—x)Nalde(x)d:U 0<a< N ,NeN
d:Ca F(N—a) . dzN 1 1 , .

Atualmente esta definicao é mais aplicada em problemas de balanco devido ao fato de a
derivada da constante ser nula, desta forma uma contradicao envolvendo geracao de energia
ou massa em regimes permanentes ¢ evitada.

Por 1ltimo, é descrita a definicao de derivada fracionaria segundo Griinwald-Letnikov,

que parte diretamente da definicao de derivada pelo limite:

DO N W
d—f(a:) — lim 2 !

dxe h—0 he

Nitidamente esta definicao é mais apropriada para a implementacao computacional uti-

lizando métodos numéricos discretos, como o de diferencas finitas.

1.3 Atualizacoes e Aplicacoes

O primeiro a encontrar aplicagao para o calculo fracionario foi Abel, que solucionou

o problema da tautécrona utilizando operadores fracionarios. O problema da tautocrona
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consiste em responder a pergunta “qual curva pela qual o tempo de descida de um corpo
deixado em uma posicao arbitraria sobre ela seria o mesmo?”. Na sua forma classica, o

problema da tautécrona é descrito matematicamente na seguinte equagao:
R x
t:/ (x — )" Y2 f(&)d
0

em que t representa o tempo de descida. Esta equacao escrita em forma fracionaria fica

1/2
A= Vaf()

dl‘l/2

Por varios anos o calculo fracionario foi praticamente deixado de lado, voltando a
tona apenas em meados da década de 1970, quando vérios modelos fisicos progrediram para
sua forma fracionaria. Os operadores fracionarios estao relacionados com a heterogeneidade
de fenomenos e fractais, logo sao aplicaveis em diversos problemas fisicos. Ultimamente
o calculo fraciondrio vem sido utilizado em grande escala em problemas de conservagao
de massa, nas equacoes de onda de Schroedinger e em problemas envolvendo difusao e
cinética. Ainda ha uma gama de pesquisadores mais interessados em aprimorar as defini¢coes
de derivada fraciondria, uma vez que nao ha uma definicao definitiva.

Os problema envolvendo alta heterogeneidade sao os mais propensos a implementacao
fracionaria em seus modelos. Apesar disto, um operador fracionario nao é prontamente
implementado em modelos ja conhecidos. Ao invés disso, seria necessaria uma andlise mi-
croscopica de balango, em que o volume de controle escolhido pode ser maleavel com a
finalidade de manter propriedades de sistema. Neste caso, um operador integral fracionario
seria apropriado como demonstracao de uma média periédica do volume de controle es-
colhido, e com isso a alteragao da equagao da equagao inteira seria realizada ao aplicar o
operador derivada fracionaria para evitar trabalhar com a integral fracionaria. Neste tra-
balho isto foi feito levando em conta o balango de néutrons no nivel microscépico. Como
o balan¢o de néutrons no volume de controle, mesmo em regime permanente, o volume
microscopico considerado poderia nao ter exatamente a mesma quantidade de néutrons, o
que indica uma implementagao integral no tempo que, com a fun¢ao de “média”, teria uma
ordem fracionaria.

Outro fator importante na implementacao fraciondria em problemas de difusao é a
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discussao da distancia quadratica média, que classicamente segue a lei de escala 72 ~ ¢t. A
problemas difusivos que utilizam a classica lei de Fick, esta relacao de escala é utilizada, mas
a fim de implementacao fraciondria ¢ considerada uma relacao mais abrangente 72 ~ t%, em

que 0 < a < 1 nos casos de sub-difusao ou 1 < a < 2 no caso de superdifusao.
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