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Resumo

Neste trabalho estudamos a interagao feixe-plasma aplicando a teoria de turbuléncia
fraca. Primeiramente fazemos uma introducao a teoria cinética de plasmas, estudando
aspectos fundamentais como: a abordagem estatistica das equacoes do plasma, o trata-
mento a ser dado as fungoes de correlacdo que aparecem nessa abordagem, e o sistema

de equacoes de Vlasov-Maxwell.

Em seguida estudamos a aproximacao de Vlasov e a solug¢ao do sistema de Vlasov-
Maxwell na aproximacao linear, enfocando a descricao de ondas no plasma e o amor-
tecimento de Landau. Ao longo desse desenvolvimento fazemos uma apresentagao re-
lativamente detalhada dos procedimentos introduzidos por Landau ao tratar o sistema
Vlasov-Maxwell como um problema de valor inicial, incluindo uma discussao sobre a reso-
lucao de integrais no plano complexo, com polos no denominador, e a solucao da relacao
de dispersdo para encontrar os modos normais de oscilacdo no plasma. Apresentamos
também uma breve revisao a respeito da aproximacgao quase-linear do sistema de Vlasov-
Maxwell, na qual abordamos a obtencao da equacao quase-linear de difusdo no espaco
das velocidades para particulas e estudamos suas propriedades de conservacao. Nesse
contexto da teoria quase-linear, apresentamos uma revisao a respeito da evolucao tem-
poral do amortecimento de Landau no caso de distribuicao de velocidades Maxwelliana
e da instabilidade que pode ocorrer no caso de uma funcao distribuicao com um feixe

de particulas.

Depois dessa introducgao a aproximacao linear e a teoria quase-linear, abordamos a teoria
de turbuléncia fraca num plasma nao magnetizado, incluindo interagoes nao lineares en-
tre ondas e particulas. O formalismo apresentado inclui efeitos como emissao espontanea
e induzida, decaimento e espalhamento de ondas. O sistema de equagoes acopladas da
teoria de turbuléncia fraca é entao reduzido a uma aplicacao a um sistema considerando
duas dimensoes, depois re-escrito em termos de coordenadas polares e adaptado para
solugao numérica. Apresentamos entao uma descricao do c6digo numérico desenvolvido

usando linguagem Fortran, abordando um plasma com elétrons descritos por uma funcao
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distribuicao Maxwelliana com um feixe ténue, e ions descritos por uma funcao dis-

tribuicao Maxwelliana.

Finalmente, comparamos nossos resultados com outros obtidos por outros autores em
trabalhos anteriores, desenvolvidos usando coordenadas cartesianas, avaliando nosso tra-
balho. Por ultimo, discutimos algumas perspectivas para o desenvolvimento futuro do

trabalho.

Palavras chave: teoria cinética, teoria de turbuléncia fraca, teoria quase-linear, ins-

tabilidade feixe-plasma, oscilagoes de Langmuir e ondas ion-acusticas.



Abstract

In the present work we study the beam-plasma interaction using the weak turbulence
theory. We start with an introduction to the kinetic theory of plasmas, studying funda-
mental features, like the statistical approach to the plasma equations, the procedures to
be employed to deal with the correlation functions appearing in the statistical approach,

and the system of Vlasov-Maxwell equations.

In the sequence we discuss the Vlasov approximation and the solution of the Vlasov-
Maxwell system in the linear approximation, emphasizing the description of waves in the
plasma and the Landau damping. Along the development we present a relatively detailed
description of the procedures introduced by Landau to treat the Vlasov-Maxwell system
as an initial value problem, including a discussion about the resolution of integrals in the
complex plane, with poles in the denominator, and the solution of the dispersion relation
to find the normal mode of oscillations in the plasma. We also present a short review
about the quasilinear approximation of the Vlasov-Maxwell system, in which we discuss
the derivation of the quasilinear diffusion equation in the space of particle velocities,
and study its properties of conservation. In the context of the quasilinear theory, we
present a short review about the time evolution of the Landau damping in the case of
Maxwellian velocity distribution, and about the instability which can occur in the case

of a distribution function with a beam of particles.

After the introduction to the linear approximation and to the quasilinear theory, we
present the equations of weak turbulence theory for a unmagnetized plasma, including
non-linear interactions between waves and particles. The formalism which is presented
includes effects and spontaneous and induced emission, decay and scattering of waves.
The system of coupled equations of the weak turbulence theory is then reduced to
application to a bi-dimensional case, and then re-written in terms of polar coordinates
and adapted to numerical solution. We then present a description of the numerical code
developed using Fortran language, suitable to describe a plasma with electrons described
by a Maxwellian distribution function with a tenuous beam, and ions described by a

Maxwellian distribution.
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Finally, we compare our results with results obtained by other authors in previous works,
developed using cartesian coordinates, as a validation of our work. Lastly we discuss

some perspectives for future developments.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da natureza do universo desde a antiguidade tem sido uma das atividades mais
importantes para o homem, que permitiu o desenvolvimento da ciéncia nas civilizagoes.
Na atualidade a importancia do estudo do universo tem uma abrangéncia ainda maior,

com diversas linhas como: astrofisica, astronomia, fisica de plasmas, entre outras.

Uma parte muito importante e de nosso interesse é o estudo do plasma, considerado como
o quarto estado da matéria. O plasma representa aproximadamente 99% da matéria
“convencional” (conhecida como “matéria hadrénica”) no universo, embora em nosso
planeta a quantidade de plasma seja muito pequena comparada aos outros estados da
matéria (sélido, liquido e gasoso). O plasma na Terra estd localizado nas camadas
superiores da atmosfera e é produzido pela radiagao cosmica, em particular pelo Sol.
A camada da atmosfera em estado de plasma é chamada ionosfera. Ocorre plasma
também em descargas elétricas na atmosfera, mas é de curtissima duracao. Existem
também plasmas artificiais gerados em laboratério, com diferentes caracteristicas de

pressao, ionizacao e densidade.

Os primeiros estudos conhecidos do plasma datam do final do século XIX, feitos pelo
fisico-quimico inglés William Crookes. Ele chamou de matéria radiante ao gés ionizado
dentro do tubo de raios catédicos. Tempos depois, no inicio do século XX, o também
fisico-quimico norte-americano Irving Langmuir o chamaria de “plasma”, devido a ca-
pacidade de se moldar. Fisicamente um plasma pode ser definido como “um gas io-
nizado onde predominam as interagoes coletivas de longo alcance” (interacoes

electromagnéticas).

A complexidade de um sistema fisico desse tipo é devida a quantidade e diversidade de
particulas. As abordagens do plasma podem ser classificadas como macroscépicas ou mi-

croscépicas, que fazem uso de procedimentos estatisticos. Abordagens macroscépicas sao
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a magneto-hidrodinamica (MHD) e a teoria de fluidos (TF), enquanto a teoria cinética
pode ser classificada como uma abordagem microscépica. As duas primeiras sao baseadas
na teoria classica de fluidos (hidrodinamica) e a terceira é uma teoria construida esta-

tisticamente, compativel com as teorias de fluidos e MHD.

Dependendo do tipo de problema e fendémeno é mais conveniente usar uma ou outra das
teorias. Por exemplo, as teorias macroscépicas sao muito boas para descrever sistemas
em grande escala e alguns casos especificos de instabilidades. Por outro lado, a teoria
cinética é necessaria para estudar fenomenos que dependem de detalhes da funcao dis-
tribuicao de velocidades. Estas teorias tem limitacoes. As duas primeiras lidam apenas
com valores médios e dependem de uma equagao de estado. Por outro lado, o sistema
de equagoes da teoria cinética é muito complexo, mas tem a vantagem de nao estar limi-
tado pelo tipo de fungao distribuicao de velocidades e de nao precisar de uma equagao

de estado.

Uma aproximagao muito utilizada em estudos usando a teoria cinética consiste em de-
sprezar as correlacoes entre particulas, restando entao uma formulagao em que a equagao
que descreve a evolucao da funcao de distribuicao de velocidades das particulas fica gov-
ernada pelos campos eletromagnéticos médios gerados por todas as particulas. O sistema
de equagoes resultantes é conhecido como sistema de equacoes de Vlasov-Maxwell. Uma
abordagem muito frequente para o estudo deste sistema consiste na utilizacao de uma
aproximacao linear, pressupondo a existéncia de um estado de equilibrio e de flutuacoes
de pequena amplitude, de modo que fique justificado desprezar os termos nao lineares

nas flutuacoes.

Um passo no sentido da incorporacao de efeitos nao lineares consiste na chamada teoria
quase-linear, em que sao retidos alguns efeitos nao lineares enquanto outros sao des-
prezados. Especificamente, a teoria quase-linear considera que a fun¢ao de distribuicao
que caracteriza o estado de equilibrio do plasma pode evoluir lentamente, sob o efeito
das perturbacoes de pequena amplitude, mas continua desprezando as interacoes nao

lineares na evolugao das perturbacoes.

Um outro passo no sentido de incorporacgao de efeitos nao lineares caracteriza a chamada
teoria de turbuléncia fraca, que nao somente leva em conta a evolucao da funcao de
distribuicao de equilibrio, sob acao das perturbagoes, como leva em conta efeitos nao
lineares na evolucao dessas perturbacoes. A teoria de turbuléncia fraca teve boa parte de
sua formulagao basica desenvolvida em torno dos anos de 1960, e vem sendo retomada
ao longo de anos recentes, particularmente ao longo da ltima década, muito em fungao
da possibilidade de solucdo numérica oferecida pela evolucdo dos computadores. As
interacOes nao lineares tratadas pela teoria da teoria de turbuléncia fraca podem ser

importantes em muitos fendmenos que ocorrem em plasmas naturais e de laboratério,
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sendo por exemplo utilizadas na explicacao mais aceita dos fendmenos de emissoes solares
conhecidas como emissoes tipo II e tipo III. O grupo de plasmas do Instituto de Fisica
da UFRGS tem participado dessa retomada e contribuido com estudos sobre fenémenos
associadas a presencga de um feixe de particulas percorrendo um plasma, desenvolvendo

abordagens numéricas tanto em uma quando em duas dimensoes.

O objetivo desta dissertagao é apresentar um estudo da interacao feixe plasma usando
a teoria de turbuléncia fraca. Para introduzir a formulacdo tedrica a ser empregada,
iniciaremos apresentando uma introducao a teoria cinética, discutindo as condic¢oes que
levam a aproximacao de Vlasov. Abordaremos a solucao do sistema Vlasov-Maxwell,
apresentando como exemplo o caso de ondas eletrostaticas em um plasma e discutindo
o amortecimento de Landau e a instabilidade que pode ocorrer no caso de uma funcao
distribui¢do com um feixe de particulas. Faremos também uma breve introdugao a teo-
ria quase-linear e apresentaremos as equacoes da teoria de turbuléncia fraca. Como
aplicacao do formalismo, desenvolveremos essas equacoes considerando um sistema bi-
dimensional no espaco de nimero de ondas e de velocidades, levando em conta efeitos
quase-lineares, de flutuagoes espontaneas e de espalhamento onda-particula, usando co-
ordenadas polares. Em seguida descreveremos um cdédigo numérico que foi desenvolvido
visando solugao numérica do sistema de equagoes acopladas resultante do desenvolvi-
mento tedrico em coordenadas polares, e apresentaremos resultados obtidos considerando
como estado inicial um plasma Maxwelliano na presenca de um feixe ténue, comparando
com resultados que aparecem em trabalhos publicados na literatura e discutindo ao final

algumas perspectivas para continuidade do trabalho.
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Teoria cinética

Introducao

A teoria cinética é uma teoria estatistica complexa e auto-consistente, que permite es-
tudar detalhes do plasma que outras teorias nao descrevem. Especificamente no estudo
de instabilidades dependentes da funcao distribuicao das particulas, permitindo estudar

funcgoes quase-maxwellianas, kappa, entre outras.

Neste capitulo vamos fazer uma introdugao a teoria cinética baseados no capitulo 7 do

livro [1].

Para obter uma descrigao formal do plasma podemos definir uma funcao N, (x, v,t) que
contém a informacao de todo o sistema, isto é, posi¢cao e velocidade das particulas em

qualquer instante de tempo. Definimos a funcgao

Z 3[X — Xai(t)], (2.1)

1<i<NT

onde X = (x,Vv) e o subindice « diferencia os diferentes tipos de particulas do sistema.
Agora pode-se fazer o calculo do nimero total de particulas N!(t) num instante de

tempo t:

NT@t) = /d?’x d3v Ny (x,v,1). (2.2)

12
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2.1 Equacoes do sistema

Precisamos equacoes de movimento para as particulas. Essas equacoes dependem de

campos, e portanto precisamos também de equacoes para os campos.

2.1.1 Equacoes das particulas

As equacgoes de movimento das particulas estao dadas pela acdo dos campos pela forca

de Lorentz.

dx; dvi;  qQa v vxBM '
=v;, —=—|E — . 2.
at U at M, ( * c (23)

O super-indice M enfatiza que sao campos microscépicos, e a aspa quer dizer que as
particulas interagem somente com os campos das outras particulas. Pode-se escrever

mais uma equacao se o numero de particulas é conservado no espacgo de fase,

dN, 8N, o BM
=Ty yN, L (g Y22 ) v N, =0 (2.4)
dt ot Ma c

Esta nova equacao é chamada equacdo de Klimontovich-Dupree.

2.1.2 Equagoes dos campos

Podemos escrever os campos microscopicos das particulas em termos da nova fungao
Ny (x,v,t):

V-EM = 47Tan/Nad31), (2.5)
16BM
EM = -
VX c ot '’
V-BM =0, e

4 1 0EM
V x BM = —Wan/VNa(X,V,t)d:SU—F -
[ c Ot

2.2 Definicao estatistica

A funcao N, (X,t) ndo é uma funcao estatistica, precisamos definir uma nova funcao

densidade de probabilidade fy que contenha a informacao estatistica sobre todas as
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configuracoes possiveis para as particulas do sistema,
Iy = IN(Xat, o Xan; Xat, oo XpN)- (2.6)

Esta nova funcao de probabilidade estd normalizada
/fNHdﬁxnl...dGXnN =1, (2.7)
n

onde 7 é o tipo de particula. Mas trabalhar com uma fungdao que contém toda a in-
formacao do sistema é muito complexo, para maior simplicidade calculamos a funcao

distribuicao para uma particula integrando sobre todas as outras coordenadas

faXa1) =V / fndXgo...dXoN H d*X 1. dS X (2.8)
n
De acordo com essa definigao, a probabilidade de encontrar uma particula em uma regiao

do espaco de fase entre (x,v) e (x + 0x,v + 0v) é dada por

% (X ) (X o), (2.9)

onde V' é o volume total do sistema. Mas sabemos que a probabilidade de encontrar a
particula num ponto x pode ser alterada pela presenca de uma segunda particula em x’ ~
x, entdo a probabilidade de encontrar as duas particulas na regiao (Xa1,Xa2, Val, Va2) €

(Xal + 5Xala Xa2 + 5Xa2, Va1l + 6Va1a Va2 + 5Va2) éa

1
Wfal,aQ(XathQat)dG(Xal)dG(XaQ)- (210)

A funcao f,p ¢ obtida integrando a fungao fy sobre todas as demais coordenadas,
exceto X1 e X2, de forma similar ao que foi feito na equagao (2.8). Esta funcao de
probabilidade depende da interacao das particulas. No caso em que as particulas nao
interagem a probabilidade de encontrar as duas particulas em uma configuragao é o

produto das probabilidades individuais (fo1,02 = fa1fa2)-

Distribuicoes dependendo de coordenadas de trés ou mais particulas, fogy, fagys:---,
podem ser obtidas da mesma forma usada para a obtencao de f, e fo3. Ou seja,

integrando a fxn sobre as coordenadas de todas as demais particulas.
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A funcao fn permite obter o valor médio estatistico de qualquer funcao, como o ntmero

médio de particulas

(Na(X,1)) =/fN No(X,1)d*V X, (2.11)
- ﬁafoz(xv v, t)7

onde n, = NI'/V é a densidade de particulas da espécie o e d°V(X) é o elemento de volume.
A média conjunta de (N, (X,t)Ng(X',t)) é

(No (X, t)Ng (X', 1)) = fiafig faps(X, X' 1) + dapfiad (X — X) fo(X, 1), (2.12)

onde foi tomado o limite termodinamico V — oo.

Agora podemos fazer as médias sobre os campos microscépicos, obtendo os campos médios
E = (EM) = /fNEMdGNX, (2.13)
B = (BM) = /fNBMdGNX.

Como ja foi dito, em sistemas com grande nimero de particulas seria muito complexo e até
mesmo invidvel trabalhar com a func¢ao distribuigao fy. Por isso vamos trabalhar com a funcao
distribuigao para uma particula.

Fazendo a média da equagao de Klimontovich-Dupree (2.4) obtemos

M
%+V~Vfa+ _da <<EM+$> ~VUNQ>O, (2.14)

ot oM,

que pode ser re-escrita como

B
%+V.Vfa+q_o‘(E+vx )%

ot Me,
M
<<E+7B> .vv&> (mva) Oa
c N c ov

Pode ser mostrado que o termo do lado direito da equacao acima depende da funcao distribuicao

do
Mo

. (2.15)

_

para duas particulas, f,z. Esse termo estd portanto relacionado a interagao entre particulas do

plasma, ou seja, relacionado as correlagoes entre particulas.

Como o termo do lado direito da equagao depende da funcgao distribuigao para duas particulas,
¢ preciso obter uma equacao para fos. Essa pode ser também obtida com uso da equacao de
Klimontovich-Dupree, mas verifica-se que depende da funcao distribuicao para trés particulas,
fap~- Prosseguindo, obtém-se o que se conhece como cadeia de equacies estatisticas, envolvendo

todas as ordens de correlagoes entre particulas.
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2.3 Cadeia de equagoes cinéticas

Para melhor entender a estrutura da cadeia de equagoes estatisticas, vamos considerar uma
. ~ . . . ~ s M . .

situagao relativamente simples, fazendo a aproximacao eletrostatica B™ = 0, e ignorando efeitos

retardados (vie, < ¢, onde v, é a velocidade térmica). Pode-se entdo escrever o campo elétrico

como EM = —61#]”, onde
(x,1) an/N X,V t ) o' dt (2.16)
Para particulas reescrevemos explicitamente a equacao (2.15),
agta gﬁ(a’ Znﬁqﬁ/fﬁ (81' |x 1x’|) afgiX)dX/’
=S [ () e CONCON — ol

_ ; dadp _ /( o) #) - (fap(X, X! 1) = fafp)dX, (2.17)

Mg ne Ox |x — x|

onde foi usada a identidade (2.12). A equacao (2.17) inclui uma fun¢ao distribuigdo para duas
particulas, f,3, de modo que precisamos de mais uma equacao. Como ja foi mencionado ao final
da secao 2.2, procedemos de forma similar ao que foi feito para obtengao da equacao para a f,
e obtemos uma equacao para f.g, que depende de f,3,. Fazendo este cdlculo iterativamente
encontramos uma cadeia de equacoes, formando o que se conhece como hierarquia BBGKY
(Bogolyubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon).

As fungoes distribuigao de mais de uma particula podem ser expressas em termos de fungoes
distribuicao de uma particula e de correlacoes. Por exemplo, as fungoes distribuicao para duas

e trés particulas podem ser escritas como:

fozB :foz(Xat)fB(Xlat) +gOzB(XaX/’t)) (2'18)
faﬁ'y :f(l(Xv t)fﬁ(Xla t)f’Y(Xllv t) + gﬁ’Y(X/a X”a t)fll(Xv t) (219)
+ ga’Y(Xa X”a t)fﬁ(X/a t) =+ gaﬁ(Xv X/v t)f’Y(XNa t) =+ gaﬁ’Y(Xa X/, XH? t),

onde os termos gng € gagy sa0 as correlagdes para duas e tres particulas.

No caso de grande ntimero de particulas é complicado ou até mesmo invidvel trabalhar com essa
cadeia de equacgoes. No entanto, existem aproximagoes que podem ser feitas para as correlagoes
de forma que possamos obter um conjunto fechado de equagoes para as funcgoes distribuicao
reduzidas.

Um exemplo pratico para ver a relevancia das correlagoes é pegar um gés nao ionizado (As duas

préximas subsegoes estdo baseadas no trabalho [2]).



Capitulo. 2 Teoria cinética 17

2.3.1 Gas neutro (nao ionizado)

Se temos um gas neutro e rarefeito com uma distancia caracteristica 7o dentro da qual é sig-
nificativa a interagao entre as particulas, e onde a distancia média entre as particulas é dada
por n~1/3 (n a densidade do gds), muito maior do que ry, entdo pode-se considerar a correlagao
entre duas particulas da ordem de nr§ [2]. Portanto a gos < 1 e a correlagao de ordem mais alta
deve ser ainda menor, gog, ~ 0, de modo que podemos fechar a cadeia de equacgoes estatisticas

desprezando o efeito da correlagao ternaria.

2.3.2 Parametro do plasma

Nosso caso imaginemos um plasma com um determinado fon que gera um potencial de forma a
atrair os elétrons que o circundam, onde os elétrons que estao a uma distancia muito superior a
um dado comprimento Ap, nao sentem a presenca do mesmo. Isto ocorre devido a blindagem da
carga do fon feita pelos elétrons que estao mais proximos dele. Este comprimento A\p é chamado
de comprimento de Debye, definido como
kBTe
AD =1\ T (2.20)
4mnee
onde kp é a constante de Boltzmann, T,, n. e e sao a temperatura, densidade e carga eletronica;

este comprimento em torno do fon é o raio de uma esfera chamada esfera de Debye.

No caso em que a energia térmica do elétron é muito maior do que a energia de interacao
coulombiana entre ele e os outros componentes do plasma, podemos abordar o problema apro-

ximadamente como o de uma particula livre. Podemos escrever que

Moédulo energia média da interagdo  (1/7ie 1 %)

.- PET < 1. 2.21
Energia cinética média T. ( )
Agora podemos encontrar o nimero de elétrons numa esfera de raio Ap (Np) e definir um

parametro que é o inverso de Np,

1 _1/2

Ne
0p = — X753
Np T3/2’

4
onde Np = gmi’)ne. (2.22)
Usando (2.21) vemos que no caso de energia de intera¢do muito menor do que a energia cinética
teremos op < 1. Podemos definir um parametro que é proporcional a essa quantidade op para

medir a importancia da correlagao entre particulas, conhecido como parametro de plasma,

1

. (2.23)
neAd,

g =

2.4 Sistema de Vlasov-Maxwell

A mais simples aproximacao que pode ser feita na cadeia de equacoes estatisticas do plasma é

aquela em que desprezamos todas as possiveis correlagoes entre as particulas. A equacao assim
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obtida para f, é conhecida como equacdo de Viasov, definida como:

Ofa o B
L‘f‘v'vzfa‘i‘q_(E‘i‘vx )'vvfa:()- (2'24)
ot Ma c

Esta é uma boa aproximacao quando sao plasmas rarefeitos e suficientemente quentes, isto é,

que o tempo das oscilagoes do plasma é muito menor do que seu tempo de relaxamento.

A aproximagao de Vlasov tem a propriedade de conservar o numero de particulas.

%/ﬁafa(x,v, t)d3vd*x = 0. (2.25)

Os campos que aparecem na equagao de Vlasov sao campos médios. Equagoes para os campos
médios podem ser obtidas fazendo a média sobre as equagoes para os campos microscépicos. Ou

seja, fazendo a média sobre as equagdes (2.5), que leva ao seguinte conjunto de equagoes

V-E:47r2qa/fa(x,v,t)dgv, (2.26)

10B
E-_ -2
VX c ot’
V-B=0, e
47 10E
B-=" ey
V x - za:qa/vfa(x,v,t)d U+cat

O sistema de equagoes (2.24) e (2.26) é chamado sistema Vlasov-Mazwell.

2.4.1 Solugoes no equilibrio

O sistema tem muitos estados metaestaveis ou solugoes quase-estacionérias onde a f, nao tem

variagao no tempo, isto é,

0

&fao =0. (2.27)

Estas solugoes estaciondrias satisfazem a seguinte equagao

[v-v+q—a (E+VXCB) -vv] fao(x,v) = 0. (2.28)

M

Pode ser mostrado que a solugao estacionaria f,o pode ser qualquer funcao de coordenadas e

velocidades da forma seguinte,

foo(a(x',v"),b(x',v')...), (2.29)
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onde a e b sao fungoes conhecidas em fisica classica como constantes de movimento,

do_do dx  do v
At dx' dt!  dv'  dY
da ,  da dv' 0

oVt W

=0, (2.30)

Um exemplo comum sao fungoes dependentes das componentes da velocidade, que sao constantes

de movimento para um plasma com E =0 e B = 0. Por exemplo,

m \3/2 m
= _m 7 2.31
fao (27T/€T)a eXp( 2T )a (2.31)
_b_ 1
faO* 2 ’U4+'U61,

Jao :UO(S(Uz)é(Uy)(S(Ug - U(%)a €

1/2 2 .2
fao = (2:;T)a 8(v2)3(vy) exp (_%)a

Estas solugoes sao para estados particulares do plasma.

No préximo capitulo se faz a linearizacao das equagoes do sistema Vlasov-Maxwell para encontrar

a solugao por meio de transformadas.



Capitulo 3

Teoria de Vlasov de ondas do

plasma

Neste capitulo estudaremos a teoria de Vlasov do plasma linearizando o sistema de equagoes
de Vlasov-Maxwell e fazendo uma aproximagao eletrostatica, para oscilacoes de baixa e alta
frequéncia no plasma. Na teoria de Vlasov a interagao entre particulas carregadas ocorre por meio
dos campos médios, sendo estes consistentes com as densidades de carga e correntes elétricas.
Nesta aproximagao sao ignoradas as interacoes de curto alcance, isto é, supoe-se que os tempos
de colisoes sao muito maiores que os tempos de oscilacao do plasma. O conteudo desta secao

estd baseada na secao 8 de [1].

3.1 Linearizagao das equagoes

No sistema Vlasov-Maxwell os campos sao dependentes da funcao distribuigao e a equacao para
as particulas é nao-linear, sendo dificil resolver o sistema de equagoes. Podemos fazer uma
abordagem com teoria de perturbagoes linearizando as equagoes.

Para isto se pegam solucoes de equilibrio mais uma pequena perturbagao na fungao distribuicao

e nos campos (fa1, E1, B1), tais que:

fa(xa v, t) :fao(xa v, t) + efal(xv v, t)v
E.(x,t) =Eq0(x,t) + €Eq1(x,1), € (3.1)
B.(x,t) =Bao(x,t) + eBa1(x, ).

~

Inserindo a (3.1) em (2.27) podemos separar as equagoes de ordem zero e de ordem um, de-

sprezando termos de ordem €? e de ordem superior,

20
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Ofa
gto +V'vzfo¢0+ gl_a; (EO+V><(A) 'V’UfaO:Oa
V- -Ey = 473" qa [ fao(x, v, t)d3v, (3.2)
6 X EO = 7%65;0, e

V x By = Z1(—?X:OlqafVJ"OA)(>(,V,t)d:31)+ %8(550_

afod

5 +v-Vafart o (Eo + ¥xBo) . 7, far,
= _gl_(; (El + v><(i) 'vvfam
V-E; = 473" qa [ far(x, v, t)d3v, (3.3)
VxE; = —19B1 o

V x B, = Z1(—?Xjaqafvfod(x,v,t)dngr %%

O conjunto de equagoes (3.2) e (3.3) é valido para tempos menores que os tempos de colisdo,
e pode ser resolvido por métodos convencionais, permitindo estudar algumas propriedades para

oscilagoes de pequena amplitude no plasma.

3.2 Aproximacgao eletrostatica

Para investigar a solucao das equacoes obtidas na aproximacao linear, vamos considerar como
exemplo um caso relativamente simples. Consideremos um plasma uniforme livre de campos de

equilibrio. Podemos entao escrever
Eo =B =0, fao = fao(ve,vy, ). (3.4)
Também temos que em ¢t = 0 nao se tem carga liquida nem correntes internas, ou seja,
Pg = Z qaﬁa/faod?’v =0, e (3.5)
o

J = anﬁ/vfaodgv =0. (3.6)

Num tempo inicial ¢ = 0 aparece uma pequena perturbacao na funcao distribuicao que pode ser

causada por um deslocamento de uma ou varias cargas no plasma

f(t=0)= fao(vs,vy,v:) + €far(x,v,t = 0), (3.7)
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esta perturbacao f,1 ¢ eletrostatica, isto é, somente desloca a carga sem gerar correntes, portanto,

temos que

VxE, =0, (3.8)
E; = —Vé. (3.9)

Nesta aproximacao, as equacoes para fo1 € para o potencial ¢; ficam

0
<a v v> far= AV Vofu, (3.10)
v2¢1 = —Ar Za Naqo ffaldsv- (3'11)

E conveniente encontrar a solucao simultanea das equacdes diferenciais (3.10) e(3.11). Para isto

se faz uma transformada de Fourier nas coordenadas e de Laplace no tempo, definidas como

fox(v,t) Z#/fal(X,V,t)e(_ik'x)d?’x, (3.12)
1 —ik-x

olt) = / 615, £)e =) g3 (3.13)

fak(v,p) :/0 fax(v,t)e Ptdt, Re(p) > po, (3.14)

Fe(p) = / dr(t)e P, (3.15)

onde py é uma constante positiva (ver figura 3.1) que garante que a integral converge. As

transformadas inversas sao dadas por

) Po+ico ~ dp

far(x,v,t) = / (k) jf; / e forc (v, p) —, (3.16)
Po—ico 27
) po+ico N dp

Pa1 (X, v, 1) = / e (i) f; / Pl (p) ——. (3.17)
po—ico 27

Usando as transformadas (3.16) e (3.17), as equagoes (3.10) e (3.11) ficam mais simples

(p + ik - %) fore =forcl, v, = 0) + 2 (ik - V., fun) e, (3.18)
K> =47 Y fada / Faxd®v. (3.19)

Usando (3.18) e (3.19), obtemos

473 Nala [ fax(t=0) 3,

K i = - _pHiey , Re(p) > po. (3.20)
1 + am Zoz %ia % ipv—ukf‘t)o d31)

O denominador ¢ a funcao dielétrica das ondas eletrostaticas com frequéncia w = ip.

Nada 1 /k'V”faod%. (3.21)

D(k,ip):1+47rzm 2] kv
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Im(p)
F Plano complexo de p

. Caminho de integragao

Re(p)

FIGURA 3.1: po, fica & direita de todos os polos da integral (adaptada de [1]).

Para simplificar as integrais definimos uma transformada nas velocidades (integrando nas veloci-

dades perpendiculares)

Reescrevendo o sistema de equacoes

fak(vvp) +’Lk v |: + _(’Lk \Y fa0)¢k:| P
T ) Fak u,t = 0
%= P Dk Z W%‘/ u—ip/[k| i
8Fa0 /811,
=] — >
D(k,ip) =1 Z / w—ip/[K] ———————du Re(p) > po,

1/2

onde wpo = (4mna0g2/ma)'/? é a frequéncia do plasma.

Fazendo a transformada inversa, obtemos

. _ Fox(u,t=0
/{:2¢ (t) = /p—"_ZOO Am Za Nafa f pi(ilklu )duept@
8 p—ioco D(ka Zp) 2mi .

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

A inversdo analitica da integral do potencial somente pode-se fazer para algumas fungoes iniciais

longe do equilibrio (long-time). As solugdes sao dadas no limite assintdtico regidas pelos modos

normais de oscilagao do plasma, as solucao perto da perturbacao dependem das caracteristicas

da perturbacao inicial.

3.3 Solugao assintética para ¢(t)

Para resolver (3.26) precisamos lidar com integrais que tém polos no denominador. Para isso

usaremos um método conhecido como método de Landau. Este consiste em fazer uma integral
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Contorno de Landau para Re(p) > 0
Im(u)

Polo em 1':
X

=00 Re(u)

Contorno de Landau para Re(p) =0
Im(u)
Polo em 7

Tk +00
X

=00 L Re(u)

Contorno de Landau para Re(p) <0

Im(u)

+00

=00 é(b Re(u)

Polo em 1'|f

F1GUurA 3.2: Contorno de Landau (adaptada de [1]).

de caminho no plano complexo deformando o contorno sem passar pelos polos. No caso de ¢y se
tem que Re(p) > pp para garantir a convergéncia da integral para t > 0. Analisando a equagao

(3.24), vemos que a integral é da forma

o]

fu)

h(p) :/ ————du, Re(p) >0, (3.27)
oo U—ip/[K|

é conveniente que a f(u) seja uma fungdo analitica em |u| < oo; (as fungoes distribuigao

Maxwellianas satisfazem esta condigdo) para calcular a integral se deforma o contorno de in-

tegragao sem pasar pelos polos da u = ip/|k|, como se mostra na figura 3.2.

Agora podemos separar as integrais

20 L0 gy, Re(p) >0,

h(p) — - f&;;o u—ip/|k| ' ip
f—oo mdu + 27T’Lf (m) 5 Re(p) S 0

Os polos correspondem aos zeros de D[k, ip;(k)] = 0.

Na Figura 3.3 se mostram os polos e o contorno de Landau deformado. Agora observando a

figura podemos dividir a integral da seguinte forma:
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AIm(p) A
Polos de ¢, X

Caminho de integragiao
zeros de D(k.ip) b egrag

a

\ Re (p)
4

X<

(a)

Im (p) r‘w"'po

\ Caminho de integragao
deformado

—3

Re (p)

=)

IKURI

(b) _P°_I— i®+p,

FIGURA 3.3: Polos da integral. Deformacao do contorno de integragao (adaptada de

[1])-

v —100— - dp
_ pj(k)t t P
dic(t) —ZR]e”J + /_ . p)e” s, (3.28)
J
—a+i0o N d 100+p0 ~ d
pt_p pt_p
[ et [ e st

onde os polos estio localizados em p; de @i (p), e R é o residuo (R; = limy, ., (p — pj)Pr(p)).
Pode se ver avaliando (3.28) no infinito a contribuigao da segunda e quarta integral é muito
pequena [p — oo,d; — 0] e a terceira integral diminui exponencialmente com o tempo, ou seja

quando [t = o0] (com t < teop), ficamos somente com

Pt — 00) = Y Rjerr (", (3.29)
J

No caso dos polos que ficam & esquerda do eixo Re(p;) < 0, o que significa um amortecimento da
perturbacao, enquanto que para os polos que ficam a direita do eixo se tem uma instabilidade,
ou seja, um crescimento do campo elétrico. Por outro lado, a parte imaginédria de cada p;
corresponde a um comportamento oscilatério, de modo que cada termo na soma que aparece
na equacao (3.29) representa uma oscilagdo amortecida ou amplificada. Podemos colocar a
expressao em forma mais familiar definindo uma frequéncia angular, como w = ip, onde a parte

real d& conta das oscilagoes e a parte imaginaria da conta do amortecimento ou instabilidade da
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perturbagao. Reescrevendo a equagao (3.29) usando a varidvel w, temos
= Rje i, (3.30)
J

onde w; = wy + iw;, esta frequéncia satisfaz

D(k,w) =1 — Z /afo‘ow/(lj“ du = 0. (3.31)

Muitas vezes se tem que Refw(k)] >Im[w(k)], isto é, que as oscilagbes que aparecem perduram
depois da perturbacao inicial. Estas oscilagoes de frequéncias bem definidas, sao conhecidas

como modos normais de plasma e cumprem a relacao (3.31).

Podemos encontrar os modos normais procurando os zeros de D(w, k)
Dk, w(k)] =0. (3.32)

Esta é a relacao de dispersao, onde w é uma funcao que depende de k ou vice-versa. Na seguinte

se¢ao se faz um exemplo de encontrar a relacao de dispersao.

3.4 Ondas eletrostaticas num plasma

Na secao anterior apresentamos de forma breve a solugao das equacoes da aproximacao linear,
usando um método que usa transformadas de Fourier-Laplace. E possivel abordar o problema
de forma mais “préatica”, usando transformadas de Fourier e usando um contorno que passa par
baixo dos polos, nas integrais em dv, o que é conhecido como contorno de Landau. Vamos utilizar
essa abordagem para estudar em mais detalhe as ondas eletrostaticas que podem ocorrer em um

plasma. Comecamos com as equagoes em ordem um,

ot o
% VeV = i—awl Vo fao, (3.33)
Vo1 = —4n Y ot [ furd (3.34)

e escrevemos as perturbagoes em termos de transformadas de Fourier.

far(x,v,t) = fare™>e™", (3.35)
¢1(x) = re™ >’ (3.36)

Substituindo (3.35) e (3.36) em (3.33), obtemos

T%_(:(k'VVfaO)
w—k-v

fox =— P (3.37)
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Inserindo (3.37) em (3.34)

<1+Z /k VVf“O v) = 0. (3.38)

A solucao nao trivial se tem para

1 +Z /k Va0 gz, _ g, (3.39)

wkv

Mas a integral somente se pode resolver conhecendo o contorno de integracao de v. Entao nesse

caso temos o contorno de integragao da figura 3.2,

[ Tebo g, [ KTk, )
L

w—k-v w—k-v

onde L é o contorno de Landau.

As raizes da relagao de dispersao sao conhecidas como modos normais de oscilagao do plasma.
Estes sao causados por uma perturbagao inicial e persistem no tempo, porém, estes sao modos
reais e podem ter uma parte negativa muito pequena. No caso contrério em que |w;| é grande,
com w; negativo, a perturbagao é amortecida rapidamente. Para encontrar os modos normais do

plasma fazemos uma expansao na integral ao redor de w; =0

* f(v)div ) /°° f(v)d3v .0 ) /°° f(v)dv
JWIEY _ AN R 1 SR )4 341
o kv—w D0+ _Ook~vfwrfie+w8wr D0+ o kv —w, —ie * (341)

Reduzindo as integrais para uma dimensao

/faO < |k|v> dv. (3.42)

Fazendo uso da relacao

lim M :/ Glwdu | i (w=2)., (3.43)
0" J_oo U — 5E — 1€ cu— 5 k

a equagao (3.39) fica

2 0 auFao(u) . aFaO
1 — Z k2 <1 =+ szawr> /C ﬁdu —+ T < 6’“ )u_wr = 0 (344)

« K| — kT

Esta relacao de dispersao somente é valida para plasma livre de campos magnéticos.
Agora precisamos os zeros de D(k,w). Na secdo seguinte procuraremos estes modos normais

para uma funcao distribuicao maxwelliana e estudando os limites de alta e baixa frequéncia.

3.4.1 Ondas de alta frequéncia

Para estudar os modos normais do plasma precisamos conhecer a funcao distribuicao, neste caso

vamos considerar uma funcao distribuicao maxwelliana. Primeiro encontraremos a solucao da
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Funcao Distribuicao
F.o(u)

KA
ljki
[
|

Velocidade Y

FIGURA 3.4: Velocidade de fase muito maior & velocidade térmica (adaptada de [1]).

relagao de dispersao no limite de ondas de alta frequéncia, conhecidas como oscilagoes de Lang-
muir, as ondas de alta frequéncia estao no limite para particulas com velocidade muito maior do
que sua velocidade térmica (w/|k| > vier) como se mostra na Figura 3.4. Expandindo a primeira

integral de (3.44) em série de Taylor

B OuFoo " U u? N dw
/cu—wr/|k|d /o F[ o TR T o/ G T e B49)

Definimos a fungao distribuigao maxwelliana para os elétrons como

m 1/2 m u2
Fo=(z—-m) e 257, 3.46

0 (27rk:BT) (8.46)
Podemos ignorar o termo de {ons, cuja contribuigao é muito pequena devido a razao das massas
(me/m; < 1). Nesta aproximacao avaliamos a integral

2 2 4

w o0 OuF.o wy Tiw?2
lim 2re _ Guleo peka e, F. _ 4
65& k2 / u — wy/|k| — i€ w2 +3 -t L2 9 0(u)|u:wr/\k| (3.47)

T

Agora para encontrar os normais de oscilagio usamos a aproximagao |w;|/|w,| < 1, isto é, que
as ondas do plasma sdo fracamente amortecidas. Expandindo D(k,w) em séries de Taylor ao

redor de w; obtemos

0D (k,w)

D(k,w) ~D(K, w,) + iw;
(k,w) (k,wy) + iw R

]

Wr

Dy(k,w,) + iDs(k, w,) + wi [zaD (kw)  9Di(k,w)

ow ow

A parte real e a parte imaginaria da frequéncia se obtém de aproximar
D, (k,w,) ~0, (3.48)

e cortar a série até segunda ordem, obtendo a seguinte relagao para w;

Dz(k7 wr)
awDr(kv w)wr '

w; = —
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logo, usando as equagoes (3.48) e (3.49) para uma distribuigao Maxwelliana (3.46) no limite de

alta frequéncia (3.47) obtemos

wp =wl. (14 3K*XD,), (3.49)

Wy Ape (1 + gk2>\%e> e (3.50)
T Wpe (ﬁ‘F%)

PR . e %), 3.51

ST L (350

A parte real da frequéncia é igual a que se obtém usando teoria de fluidos. Além disso a teoria
cinética mostra que existe uma parte imagindria negativa, originando um leve amortecimento
das ondas conhecido como amortecimento de Landau. O sinal negativo de w; estd associado ao
fato de que a parte imaginéria de D; depende da derivada da funcao de distribuicao calculada na
velocidade de ressonéancia, conforme mostra a equacao (3.47), derivada essa que é negativa no caso

de uma distribuicao monotonicamente decrescente, como é o caso da distribuicao Maxwelliana.

3.4.2 Ondas de baixa frequéncia

Se consideramos a contribuicao dos ions em ondas de alta frequéncia quando as temperaturas
T; = T,, esta é muito pequena. Mas quando se tem elétrons quentes (7; < T¢) a contribuicao
dos elétrons fica mais reduzida, enquanto a contribui¢ao dos ions em ondas de baixa frequéncia

ganha importancia no intervalo (ver Figura 3.5)

T\ 1/2 T2
(kfl) <%<(k:1) . (3.52)

Podemos estudar a dindmica dos fons neste intervalo procurando os zeros de D(w,k). Para

modos normais (|w;| < w,) do plasma avaliamos a integral dos fons usando (3.52)

00 aqu k k2 k32 k43
/ Aduz/auFio(u-i—Hu—i—Hu—|—||u)du, (3.53)
Wy

oo wr/ [k —u wy w; wy

e para elétrons temos

o auF‘eO o auF‘eO w WQ
_Gule0 g Guleo fp W @7
[m%ﬂM*Uu [m u (*mu+mw
< _QF,
z—/ 2 au20du. (3.54)

— 00
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Fungao Distribuicao.
Filu), Felu)

e—muf/ZxTi

e-m u:/ 2xTy

FIGUrA 3.5: Localizacao das ondas ifon-actsticas (adaptada de [1]).

Fazendo o mesmo procedimento da se¢do anterior encontramos D, (w, k), D;(w, k) e a relacao de

dispersao
w2, 1
D, =1-—3 EIvae (3.55)
w? m V2 e w (—ﬂ>
Di: “pa (e} a =T 2k2kpTa 3.56
”za: 2 (27rk:BTa) FpTa K| ’ o
k*C?
2__M¥s
T RN o
Di(k7w7‘)
wz—_W7
3/2 (_  Te/Ti
I N AN e B ol (3.58)
A+ kX572 |\ T, m;
onde

KT\ /2
( 5 ) , (3.59)

é chamada velocidade fon-acustica. Essas ondas sao chamadas ondas de baixa frequéncia ou ondas
ton-acusticas, que no limite kAp < 1 se propagam com velocidade Cs. Quando o amortecimento
é muito pequeno, isto é (|w;| <), as ondas correspondem a modos normais de oscilagdo do
plasma.

De novo os resultados sao consistentes com os resultados obtidos na teoria de fluidos, mas a
teoria cinética vai um pouco além. A teoria cinética ndo precisa de equacao de estado e leva
naturalmente ao aparecimento da temperatura eletronica na relacao de dispersao, consistente
com a equagao de estado para elétrons isotérmicos usada na teoria de fluidos. Além disso, a

teoria cinética obtém o amortecimento das ondas ion-actisticas, que nao é obtido na teoria de

fluidos.

Na seguinte secao estudaremos a teoria “Quase-linear” que nos permitird estudar mais detalha-

damente ondas em plasmas e os novos termos obtidos na teoria cinética.



Capitulo 4

Teoria Quase-linear

Para entender mais detalhadamente o plasma, usaremos uma aproximagao que vai além da teoria
linear, chamada “teoria quase-linear”. Esta inclui um termo nao linear a mais, permitindo
estudar a evolugao do plasma depois de uma perturbagao inicial. Mostraremos de forma resumida
como obter uma equagao para a evolugao da funcao distribuicao de particulas, discutiremos
propriedades da teoria quase-linear, e analisaremos o amortecimento de Landau e a instabilidade
que pode ocorrer em uma fungao distribuicao com um feixe. O conteido deste capitulo estao

fortemente baseados no capitulo 10 de [1].

4.1 Equacao da funcgao distribuicao

Consideremos um plasma nao magnetizado com uma perturbagao no campo elétrico e na fungao

distribuicao das particulas da forma

E = EO + EEl,
fa:fa0+€fa17 (41)

descrito pelo sistema de Vlasov-Maxwell na aproximacao eletrostatica,

<8t+v~V+ Ti—“Evv) fal(x,v,t) =0, (4.2)
V-E= 4ﬂ2ﬁaqa/d3vfa(x,v,t). (4.3)

Uma funcao distribuicao média f,o, uniformemente distribuida, pode ser definida em fungao da

média espacial da f,
1
fuavit) = - [ fuloxov. i (4.4)

A diferenca da f,o da teoria linear, esta muda lentamente no tempo, dando lugar a uma troca

da energia das ondas do plasma com as particulas.

31
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Para resolver o sistema de Vlasov-Maxwell usamos as transformadas de Fourier dependentes do

tempo para Eq e fa1

E;(x,t) = (er)g / e XEy (t)dk,
fa = fao + eﬁ /eik‘xfak(t)dk:. (4.5)

Para um plasma inicialmente livre de campos médios, se tem que
(Eo) =0, (Bo)=0. (4.6)

Fazendo a média na equagao (4.2)

(fa) _ Ga
ot __V'<Vfoz>_m_a<E'vvfoz>7
O{fa o
<aj;f > - - :l_avv : <E1fa1>a (47)

onde (E1) =0, (fa1) = 0 e onde levamos em conta que a f,o nao depende de posi¢ao. Entao

a(fa) _ afon
ot ot

reescrevendo (4.7)

afao
ot

= *gfb_o;vv . <E1fa1>7 (48)

sendo que a média de f,o muda lentamente no tempo devido aos efeitos nao lineares da per-

turbagao. Agora podemos substituir (4.1) em (4.2), logo usamos (4.8), obtendo
Q+V~V a1 =~ T, Eifao — 2V, (Eifar — (B1fa) (4.9)
at ma mO{ ’

sendo o segundo termo da direita da equacao (4.9) da segunda ordem, pode ser desprezado.

Usando esta equagao junto com a equacao (4.8), ficamos com o seguinte conjunto de equagoes

acopladas,

afao
ot

0 o
(& +v- V) fa1 = —an—avu -E1 fao-

= *q_avv . <E1fa1>7
Me




Capitulo. 4 Teoria Quase-linear 33

Fazendo também a transformada de Fourier na varidvel ¢ da equacao (4.5), inserimos esta na

equacio (4.9), obtendo fur

(—iw + ik - V) for = —q—aEk * Vo fao,

Ma
7 4o Ei-Vifao
= — o Tk Volao 4.10
Jok Me ik v —w) (4.10)
Para o potencial usamos (4.3), a transformada de Laplace de (4.5) e (4.10)
. o _ 3 (a Er -V fao
ik-E = 47’(’;7’),&(]& |:/d ’L)m—alm} . (411)
Usando Ej, = —ik¢, a equagao (4.11) fica
. k- Vi fao
K26y, = 47y fiade | [ g3 vla
Pk ﬂza:nama [/d U(k.vw)¢k:| ;
5 2
Naqq 3 k- vvfaO
1-4 = 4.12
[ DI - § Lt | LR e

obtendo de novo a relacao de dispersao encontrada na teoria linear, que permite encontrar os
modos de oscilacao do plasma.
Agora precisamos determinar uma equacao para a funcao distribuicdo das particulas f,o. Para

isto, escrevemos explicitamente (4.8)

(e} 1 « 1
Oufor = 222 / PrEr - Vofar = — 2229, / 2B for. (4.13)

Usando as transformadas de Fourier para Eq e f,1, definidas na equacao (4.5), e escrevendo
Ex(t) e fox (t) na forma de uma amplitude dependente de frequéncia (fracamente dependente
do tempo) e uma oscilagdo rapida com a frequéncia obtida da relagdo de dispersdo, obtemos o

seguinte,

[e% 1 5 ’ . . ! . !
Orfor = — 20 20, / i / b [ LR By (w)em 0 foge (eI X (414)

ma V
Usando a identidade fei(k"’k/)‘xd%c = (27)36(k + k') simplificamos (4.14) para
Ot fao = —fl—i%vv : / %E_k(w)e_i[“(_k)"’w(k)]t Forc(w). (4.15)
Fazendo uso das propriedades de simetria de D(w, k) encontramos que
w(=k) + w(k) = 2iw; (k). (4.16)
Para |w;| pequeno aproximamos

E(w)e¥' ~ E(w). (4.17)
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Usando (4.10) e (4.15) reescrevemos a equagao para particulas

_ Yo s, Ek(Bx - Vi fax)
Oufonr = 29, /d TR (4.18)

com Ek = —ik¢k (§] E_k = ik¢_k

3k k(k-Vyfao)
Orfon =~V / 2 k - )qﬁkqb_k. (4.19)

, Ex-E_ N )
Dai, ¢_x¢r = =z, entao definimos

d3k Ey - E kK kik;
= . 4.2
ZJ m2V/ (kvfw) ( O)
Reescrevendo (4.19)
Orfao =Y O, (DijOs, o) - (4.21)
ij

A equagao (4.21) é chamada equagao quase-linear de difusio no espago das velocidades, e descreve
a dinamica das particulas num plasma livre de campos médios, dando conta da absorcao e emissao
de ondas num plasma.

Para fazer uma analise reescrevemos a equacao de difusao em termos da densidade de energia

1 1
=’k Eye™* - —— [ K By e’
<87r> 87TV/ / (2mp @ e (27r)3/ e

*
Eka

87TV (2 )
:/d%sk. (4.22)

Onde & =
(4.20)

87TV (27r) s Ex-E}. é conhecida como densidade de energia espectral, podemos reescrever

2
da 51( k'k"
D;; = — P —9 4.2
j 8 (ma) / kQ (k v — W) ( 3)

Na seguinte secao estudaremos propriedades desta teoria.

4.2 Propriedades da teoria quase-linear

A teoria quase-linear estd baseada na aproximacao de Vlasov, no entanto nesta teoria podem-

se estudar algumas das propriedades. Para estudéd-las vamos considerar o caso unidimensional
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(1D) com fao = fao(u), By = 2Ei(2)e*® e u = v, (pode ser estendido para trés dimensoes),

reescrevemos a equagao de difusao para 1D

Ofao(u,t) D g\’ & Ofao(u,t)

Também podemos escrever uma equagao para & usando as equagoes (4.17), (4.16) e sua definicao,
obtendo

OE
6—;‘ = 2w;E. (4.25)

Também reescrevemos a relacao de dispersao (4.11) em 1D

CUQQ 1 8fa0(u) .
1— ; % /L LD du = 0. (4.26)

ku—w Ou

4.2.1 Conservagao do nuimero de particulas

Para encontrar a conservac¢ao do ntimero de particulas integramos (4.24) nas velocidades

4 [ patwirin= [~ L, 2y, [ 28] gy

oo OU e

A integral é nula porque a f,o deve se anular para velocidades tendendo ao infinito. Portanto,

a integral [ fao(u,t)du é constante e o niimero de particulas se conserva.

4.2.2 Conservagao do momento
Multiplicamos (4.24) por fiamau e integramos sobre as velocidades para todas as particulas
0 _ & Ofao
a. a altl)a du = — 2 2 dk Y Y d y 4.28
61?;” /m u faodu ;wpa/ /i(kzu—w) 9 U ( )
usando (4.26) e avaliando ao lado direito

gk afon .
2 S _
Ea 2wy, / dk/ i —w) ou du = /QZkEkdk:. (4.29)

Como & ¢ simétrico em k, & o« E_yEy, entao [ Exkdk = 0, assim
0 > on / faodu =0 (4.30)
— Y g | maufaodu =0, )
ot & 0

o momento das particulas se conserva.
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A Distribuicdo

feolu)

Regido das ondas de plasma
\com amplitude finita

velocidade u

%)
FIGURA 4.1: Funcao distribuigao de elétrons (adaptada de [1]).
4.2.3 Conservagao de energia

A conservacao da energia pode ser demostrada multiplicando (4.21) por fiamau?/2 e integrando

sobre as velocidades
0 1_ 9 B 9 5 0 Ex dfao
8tza:/2namau faodu—;wpa/dk/u uilhu—w) ou du,
—2u 8f 0
_ 2 o
;wm/dk/ﬁki(kuw) o du

_ 2 -2 w  9fa
;wm/dk/fk F i —w) o du. (4.31)

Usando (4.26)

1
%Z §ﬁama/u2fa0du = Qi/wé’kdkz = —% /Ekdk:. (4.32)

Agora com (4.17) chegamos a

2i / wEdk = — / 2w;Exdk = f% / Exdk, (4.33)

podemos ver que a energia cinética que perdem as particulas é compensada pela energia que

ganham as ondas, devido ao amortecimento ou instabilidade das ondas no plasma.

4.3 Amortecimento de Landau

Para estudar o amortecimento de Landau consideremos o caso mostrado na figura 4.1, em que a

frequéncia angular das ondas® pode ser escrita da forma

3
W = Wpe (1 + §kz2)\%e) + ;. (4.34)

lobtida da relacio de dispersdo no capitulo anterior
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Como foi visto no capitulo anterior, essas sao ondas de alta frequéncia. Todas as ondas com ve-
locidades de fase compreendidas no intervalo mostrado na figura 4.1 sao fracamente amortecidas
devido ao declive da funcao distribuicao. O amortecimento ocorre para ondas com velocidade

de fase no intervalo A(w/k), e é associado & parte imagindria da frequéncia, dada por

Wi — zwgewTafeO(u)
2 K? du

(4.35)

u=w/k

Nosso interesse é encontrar de uma forma detalhada a transferéncia de energia entre ondas e

particulas e a distor¢ao da funcao distribuicao de elétrons governada pelas relagoes

Ofer _ 0 87‘(‘62/ Exdk ] Ofeo (4.36)
ot Odu | m2 J,i(ku—w)] Ou’ '
o0&

a—tk :2&]7;5[(,

onde w, = wy(feo); wi = wi(feo), € a integral em k é uma integral onde se faz uso do contorno
de Landau.

G(u)du Gu)du — wi w
= —G | —. 4.37
/Lkufw %ku7w+|k| k| (437)
Agora usando a identidade (4.37) podemos escrever a equagao ((4.31)) para a conservagao da
energia, separando a contribuigdo das particulas ressonantes com velocidades u =~ w/k e a con-

tribui¢ao das particulas nao ressonantes. Como m./m; < 1, podemos ignorar os fons, também

podemos aproximar w &~ w, lembrando que w; < w;, ficando com [1]

1 5 5 1 w Ofe0 w Afeo
= - _9 - v fadl
at/ g teltett Jeodu Wpe/ |k|gk l/cl(ku —w) Ou du 71-|k| ou

O primeiro termo da direita na equagao (4.38) corresponde & contribuigdo das particulas nao

dk.  (4.38)
u=w/k

ressonantes e o segundo a das particulas ressonantes. Usando (4.35) o segundo termo pode-se

escrever da forma:

dKres o o d
= / wiiedk = —2— | Exdk, (4.39)

vemos que a energia eletrostatica das ondas decresce devido ao amortecimento de Landau em
([ Exdk), além disso, a energia cinética das particulas ressonantes incrementa duas vezes a energia
das nao ressonantes. Também podemos reescrever o termo correspondente as particulas nao

ressonantes da forma:

dK d
et — — | & dk 4.40
dt dt/ K (4.40)
dK d
== dk 4.41
L o Exdk, (4.41)

onde as particulas nao ressonantes perdem a mesma energia das ondas, porém a energia total

que ganham as particulas é a mesma que perdem as ondas, conservando-se a energia.
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feo feo feo
] | | | |
u u u
K 3
K=W/y K=/, K=W/y
u u u
a. (1=0) b. (t=t,) c. (t—+0)

FI1GuRrA 4.2: Evolucao da fungao distribuicao de elétrons e da energia das ondas [1].

Amortecimento
wj

Tempo t

FIGURA 4.3: Taxa de amortecimento (adaptada de [1]).

Além da troca de energia, também podemos ver a deformacao da f.y durante o processo. Para

isto tomamos a equagao de difusdo para particulas ressonantes [1]

Ofc(u~w/k 8me? d 1 d w
Jelumw/b) s fro (w2 ).
U

G duult uR g
8me? 1 d? w
:m—ggk:w/uawfeo (’LL ~ E) 5 (442)
e a equagéo para as ondas
d
o Erdk = | 2w;Erdk. (4.43)

A aproximacao feita é valida para velocidades maiores que a velocidade térmica dos elétrons. Na

2
figura 4.2 mostra-se como a energia da f.o aumenta devido a 665 <0 > (), para w ~ ku, achatando

a feo na regiao de ressonancia. No entanto, a energia das ondas decresce. Este achatamento faz
que o amortecimento também decresca (ver figura 4.3) ja que w; depende da derivada na regiao
de ressonancia. Por outro lado, se a amplitude das ondas é grande o amortecimento desaparece

e as ondas podem perdurar no tempo; caso contrario desaparecem.
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Agora para a evolugdo da f.9, podemos analisar primeiro a parte da equagao de difusdo para

particulas ressonantes
2wpe d 1 d

87T2€2 0 1 dfeO
— (=) &= — = — ——E&u= 4.44
m2 Ou <u) k=w/u "y, wmwyk MeMe duu? dt usw/ks (444)

e usando (4.42) reescrevemos (4.44) como

d 2wpe d 1 d
. (feO,Tes - &___gu_w/k) =0. (445)

Se o nivel inicial da oscilagao do plasma nao é muito grande, £ vai para zero no limite assintdtico.

Neste caso, a f.o na regiao de ressonancia fica

f(:()(uat = OO) = f(:()(uvt :0) - —___Su:w/k(t = 0)7 (446)

Ex(t — o0) =0,
e integrando sobre as velocidades na regiao de ressonancia temos

/ feo(u,t — co0)du = / feo(u,t = 0)du, (4.47)
reg.res.

reg.res.

isto da conta que o nimero de particulas se conserva.
Para a maioria das particulas fora da regiao de ressonancia temos que w, > ku, assim o coefi-
ciente de difusdo destas é independente de u, portanto, podemos escrever (4.36) ignorando ku e

Wi

afeO nres 1 aneO 0 /
- — — dk = 0. 4.4
ot Neme Ou? Ot Ex 0 (4.48)

A parte nao ressonante da equagao de difusdo é muito pequena comparada com a parte resso-

nante, portanto, podemos aproximar

afeO - aneO(uat = 0)

ouz ou? (4.49)

Integrando (4.48) no tempo (supondo que E(t — oo0) = 0)

1 a2f€0

Q)T(U,tzoo):feo(t:())—ﬁm D02

/ Exlt = 0)dk. (4.50)

Agora podemos usar (4.46) e (4.50) para mostrar a mudanga da f.o quando desaparece o amor-
tecimento de Landau das oscilagoes Langmuir, ver figura 4.4.

Podemos encontrar uma relagdo para feo no limite ¢ — oo da mesma forma que para (4.48),
definindo

1
T= /gkdk’, (4.51)

NeMe
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eo

Funcao Distribuicao

— Funcéo distribuicio de
t=0

particulas ndo ressonantes
t=00

Distribuicao de
particulas ressonantes
t=0

FIGURA 4.4: feo no limite assintético (adaptada de [1]).

ficando com

(4.52)

Uma solucgao particular é

MeMe

o= /1 1 T T (4.53)
e S Edk 4 L

A caracteristica desta solugao é que o amortecimento das ondas muda a funcao distribuicao das
particulas nao ressonantes, portanto muda a temperatura efetiva do plasma, tornando a f.q mais

aguda. Este analise também pode se fazer para plasmas fracamente instaveis.

4.4 Funcao distribuicao com uma instabilidade

Um exemplo ilustrativo para estudar com teoria quase linear é o que envolve uma funcao dis-
tribuicao maxwelliana isotrépica com um feixe quente na cauda. Esta funcao é instavel para
ondas de Langmuir na regido mostrada na figura 4.5, devido a derivada positiva da fno. A insta-
bilidade associada a este tipo de fungao distribuigao é conhecida como gentle-bump instability.

O incremento da energia das ondas corresponde a perda de energia das particulas ressonantes
(4.39)

d d
dt WT /wzé'kdk: dt /&(dk,

sendo que a metade da perda de energia se transforma em energia das ondas e a outra metade

em energia para as particulas nao ressonantes (4.40)

d d 1d
EWW = /Ekdk = _§EWT'

A equacao de difusao das particulas ressonantes estd dada por
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feo(U)

t=0

feo feo
,
\./
L 1
Ug u [y u
€k €k Ek
. /\ /\
Ug w/k Yo w/K Uy  w/K
. (t=0) b. (t=t,) c. (t—=00)

FIGURA 4.6: Evolucao da fungdo distribuicao de elétrons e da energia das ondas (adap-
tada de [1]).

2

Podemos ver a evolucao da fungao distribuicao de elétrons e da energia das ondas na figura 4.6.

Por outro lado, a saturagio da instabilidade pode ser encontrada usando (4.45)

d 2Wpe d 1
dt (feO,T - _wp _—5k—w/u) =0 (4'55)

No limite assintético & — 0, entao

2wpe d 1
feo(u, t — 00) — feo(u,t =0) = ne;;e @Eé'k w/ult = 00), (4.56)

e fo se deforma até que deixa de ser instavel, isto é

afeO
ou

=0, (4.57)

ou seja, fq(u,t = c0) é constante na regiao ressonante formando-se um plateau (ver figura 4.7).
Também podemos obter a distribuicao da energia do campo elétrico integrando sobre o intervalo

de velocidade das particulas ressonantes (4.56)
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FI1GURA 4.7: Deformagao da fungao distribuigao eletrdonica [1].
Remeu® [2 , , ,
gk:w/“:T [fu' t = 00) — f(u',t — 0)]du, (4.58)
pe  Jul

onde u; é o limite inferior da velocidade ressonante (ver figura 4.7). A energia total das ondas

em (¢t — oo) pode ser calculada por conservagao de energia

/Ekdk: - _§EW‘” (4.59)

Além disso, podemos aproximar a mudanca na energia das particulas ressonantes
1., 9 _
AWk, ng(aneu ) &~ npmetuo(us — ug), (4.60)

onde escrevemos a mudanca de velocidade das particulas ressonantes como Au &~ us — ug, em
média [1]. Fazendo esta andlise vemos que a energia que ganham as ondas estd limitada pela

energia disponivel do feixe?.

Agora podemos calcular a fungao distribui¢ao das particulas como foi calculada na se¢ao anterior,

lembrando que (w/k) > u a equacao das particulas nao ressonantes fica

afeO,nr o 1 a2fe() 0
ot neme Ou Ot / Eicdk. (461)

De novo encontramos a mesma equacao cuja solugao particular é

2

= 74(7%6_{‘:kdk+%) Lo
feo = \/>\/ fgdk:‘f' Lo, _ (4.6

A diferenga com a se¢ao anterior é que [ Eydk incrementa no tempo. A funcao distribuigao das

particulas nao ressonantes ganha energia, este incremento parece mudar a temperatura. Este

aumento estd associado com a energia das ondas

Tke = =
NekB

/ Exdk. (4.63)

Diferenca na energia inicial do feixe e a energia final da distribuicio, isto é, quando a derivada na
regdo de resonancia é nula.
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1
FIGURA 4.8: Evolugao da fungao distribuicao de elétrons [1].
E claro que este aumento de temperatura nao é real; o que se tem sao oscilagoes coerentes de

particulas nao ressonantes como resposta & flutuagao do campo elétrico. Usando (4.57) e (4.62),

pode-se fazer a figura 4.8 [1].



Capitulo 5

Teoria da turbuléncia fraca

Em capitulos anteriores estudamos a dinamica do plasma com diferentes teorias. Neste capitulo
fazemos uma abordagem além da teoria quase-linear chamada teoria de turbuléncia fraca [3] que
mantém correlagoes e termos nao lineares.

Muitos autores contribuiram para os fundamentos da teoria de turbuléncia fraca, que podem
ser encontrados em livros bastante conhecidos [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]. Mais recentemente, foi
desenvolvida uma nova formulagao, inicialmente envolvendo apenas ondas eletrostaticas [3, 11] e
depois generalizada para incluir o caso de ondas eletromagnéticas [12, 13]. A formulagao restrita
ao caso de ondas eletrostdticas, como aparece em [3, 11], vai ser a base dos desenvolvimentos

apresentados nesse trabalho.

Neste trabalho nao serao mostrados os detalhes do desenvolvimento da teoria de turbuléncia
fraca, mas serao apresentadas as equacoes resultantes citando onde esses trabalhos foram apre-

sentados.

5.1 Equacao para as ondas e particulas

Vamos comecar apresentando equacgoes que descrevem a evolugao temporal das ondas presentes
no sistema, considerando um plasma nao magnetizado, em que o efeito de colisdes pode ser

desprezado, e levando em conta apenas o efeito de ondas eletrostaticas.

Tomando como referéncia [3], [14] e [15], escrevemos equagoes para ondas de Langmuir (L) e
fon-acusticas (S), contendo termos de emissao espontanea, emissao induzida, decaimento de on-
das e espalhamento.

As equacdes para as ondas estdo definidas em termos da densidade de energia espectral Ig1 =
(E9%) e ITS = (EZ?), onde E9? e EZ? representam os médulos quadrados das componentes de
Fourier dos campos elétricos associados aos dois tipos de ondas, com ¢ = £1 representando o

sinal da velocidade de fase da onda.

44
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Para ondas de Langmuir temos [15]

oIzx w2,
ot p e k2
_ L s i e (K20t il
T K 2T2 Z / A w7,

G'

o''s

P e LIULIkk’>5( L L S )

oL
dv 6(owi — k- V)(ﬁ€2Fe( )+ 7 (owg) k- BIE)\EV) I:ﬁ)

— ow
;U' ’ ;U'k )U'k/ ;U'k x/

+o"wi owy —o'wil — 0wy

s (k- K
+ ka /dk'/d L MZ:Q 7 i Slowl —o'w — (k=X - V]

’
oL Io L Ia-L
k

’fleZ IU I Me i(V
X [wge (awlf ;ﬁl —o'wi, Hﬁ)[F( )+ Ei(v )]+7rm s (k—K)- 6‘(’) .

(5.1)

Para ondas {on-acusticas

oIS gwl 9
s =1k 73 /dv S(owy —k-v)|fe? [F.(v) + F(v)]

OF, (v Me OF;(v)\ I¢®
+ 7 (owi) (k- %—i—ﬁ k- %) ﬁ}
i k

. Z/ dk’' 1 i e [k - (k= K))? oWk L—ﬁ'ﬁ
k 4Te2 K2k [k — K2 T

oo

+ g wk_k/ —L—fO'wk T O—wkfo—wk/fo— wk Kk’

’ ’ //L
. el L et L k/)é( 5 L L)
Hicr :“k K

g i (k- K)?
+ awk / dk’ / dv kk4kk,4 N Slowy —o'wi — (k—K') V]

e 12,8 Ig°
X | — Wik <0wL K ouwk k—> [Fe(v) + Fi(v)]
[w2 < <

me K IS 178 OF;(v)
+ 1 2 (Wiew + 00’ —> K (kK —] 5.2
e E e ) 250 (52)

Nessas equagoes, o primeiro termo do lado direito representa os efeitos de emissao espontanea
e induzida do plasma. Esse termo é o que seria obtido considerando apenas a aproximacao
quase-linear, com efeito de emissao espontanea. O segundo termo do lado direito de cada uma
das equagoes contém a condicdo §(owl — o’wf — o”wi ), que pode ser interpretada como
uma equacao de conservacao de energia do processo de decaimento de trés ondas, neste caso
envolvendo duas ondas L e uma S. O terceiro termo contém a condigao de ressonancia onda-
particula §lowl — o’wl, — (k — k') - v], associada ao espalhamento de ondas pelas particulas
(também conhecido como amortecimento de Landau nao-linear). Mais detalhes sobre a derivagao
dessas equagoes podem ser obtidos, por exemplo, no artigo de Yoon (2000) [11].

As relagoes de dispersao para as ondas L e S s@o dadas por
L 3,22
wi =wpe [ 1+ §kz e | (5.3)

I3 me\ /2 3T,
S De e i
Wk *Wpe(l T kz)\QDe)UQ (mi> <1 + T, > ) (5.4)
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onde wye = (4mnge?/m.)/? é a frequéncia de plasma dos elétrons (j& definida), v, = (2T, /m,)"/?

é a velocidade térmica dos elétrons, e onde aparecem quantidades adimensionais definidas como

1/2
S 343 Me 315 L
= |k|°\ - 1 =1. .
pi = |kl De<mi> ( + Te), e (5.5)

Nos termos de espalhamento da equagao para as ondas S aparece também a seguinte quantidade,

1)\? 1
Wiw =1+ —= 5.6
o =(145) T e >0
2(k-k'—ookk)
. S Sy
Wk o = o) = P = oo kP 0, o0
L T Me 1/2 me & . miTe?’ 1/2 T. &
I _es hiZe wpl —Z¢%
“\2m:) TPz me1?)  “P\"T2))
(ok—do'k')?
= k- k|2 (5.8)
Equagao para as particulas [3], [14]
OF,(v) me? k 0
— a k . (03 a k .
ot m2 zgja; ; / dle | 7 gy ) Hie dlowic =k v)
L ow
Mg OWy I7* k. OF,(v)
e 0 kX . 5.9
(47r2 k v) uy ko ov (5.9)

Para fazer o cdlculo numérico é conveniente escrever as equacoes em termos de varidveis adimen-
sionais. Portanto, definimos
w kv, v

z= , T =tWpe, q= , u= , 5.10
- o A= = (5.10)

e definimos as quantidades incorporando a normalizagao

(27)%g Iz«
mev? pp

D,(u) = UgFa(u)7 &gt =

onde

1
9= B Umza Ny

Podemos escrever as propriedades de simetria da relagao de dispersao da forma,

qu — 7Zq.

Devido a simetria azimutal reescrevemos a condigao de simetria em termos de g e g

fq1,—a: = TRqLgs (5.11)
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No caso das ondas sua amplitude é independente do sentido de propagacgao q, porém podemos

reescrever a condi¢ao de simetria em termos de ¢, e g,

E_q=E&q, Eqm*qu = Eqmqu = &q; S*CIL#IH = SCIL#IH = &q- (5.12)

Reescrevendo em termos das novas varidveis obtemos a seguinte equagao para ondas L,

OETL s 0P, (u)
a_ _ L L L e oL
5y —Ha o dud(ozg —q-u) <g Pe(u) + (024) q- a &q ) (5.13)
L S AV
L Hy Pa-q (4 9') L ¢S poL
- 20”(1 q Z / ' 2q?qd—q|? 0'2q Eq-ar€q

ol o

/" L o'Leol aLaS L /L "8
+ 0z _q EqEGT — 02y 5 &q )5(0zq 0'zg — 0" 2q o)

+0zLZ/dq/ G qq) Slozg —0'zy — (a—d) -yl

o’ o Me o6'L oo 09;(u
X [g <Uz£ Eq/L — a’zg/ qu) [@c(u) + P;(u)] + — Eq/quL (a—dq')- 81(1 )
E para ondas S
8505 T
—a?_ :ug e du 5(0,25 —q-u) {g[@e(u) + @, (u)] (5.14)

0P, (u Me 09;(u -
+ (UZCI{) (q.%—’—% q- %) 5qu|

s, L L 2

_ Z do Hq Hq Pq—q’ d" - (a—d)] o' 2L g9’ L oS

q ?q¢%|q—q? q’ “a—-d'~q

" L 'L coS 'L 'L S /L 1 L
+ 02 g g EG — 024 5‘7 5‘7 ) §(ozqg —0'2g — 0" 24 _q1)

S "2
sy (a-q

+ O’4ZL Z/dq /du (;4(q/4 ) 5[0257025 (a—d')-u]

. {g Wi (azg €55 _ ofzk, ggS) [e(w) + :(w)]

/
/ 0
+ _<Wkk/ +O’O’ 5) Eg/SggS ((]*q/) .

m;

Para as particulas obtemos a seguinte equagao
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0P,(u) €2 m? q 0 o @
5 e L faa(§ g )set-aw 619
a o a=L,S
L
Mg 02g q 0%.(u)
_ 4 @ oa 1 . .
X (gme . a(v) + &5 . 7

Para esta teoria ja foram feitas aplicagdes numéricas em 1D [16, 17, 18, 19, 20] e 2D [21, 14,
22, 23, 15]. Esses artigos sdo mencionados como exemplo e podem encaminhar o leitor interes-
sado a outros, por meio de suas referéncias. Nos artigos em 2D produzidos por integrantes do
grupo de Fisica de Plasmas da UFRGS as solugoes numéricas foram obtidas usando coordenadas
cartesianas, como nas jd mencionadas referéncias [21, 14, 22, 23] e outras. No presente tra-
balho faremos uma abordagem utilizando coordenadas polares e desenvolvendo um novo c6digo
numérico, visando comparacao dos resultados com resultados obtidos usando coordenadas carte-

sianas, como os que aparecem em [21] e [14].

5.2 Forma inicial da funcgao distribuicao das particulas

Por simplicidade propomos uma funcao distribuicao maxwelliana e estacionaria para fons da

forma

1 my; 3/2 m;
Fy=[—=— ——0? 1
(27r Ti) eXp( 2TZ-U) ’ (5.16)

o qual estd normalizada ([ dv F; = 1). Usando v, = (27\/m.)'/? para normalizar a velocidade,

obtemos
F; = (% %)3/2 exp (—%%UQ) . (5.17)

Portanto
O, = v3F, = (ﬂ)lw (Z—%)S/Q exp (—%%@R) . (5.18)

Além disso,

e aq)z e A T* 1 i T* 8/2 A T* T*
e =M M () ew (- ) = 2w (1)

m; Ouy, m; me T; (m)3/2

onde k pode ser x ou z.
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Para a funcao distribuicao de elétrons, adequada a um estudo da instabilidade feixe-plasma,
tomamos como estado inicial uma fungao maxwelliana somada a duas maxwellianas com veloci-

dade de deriva, para frente e para tras
3/2
ng 1 me Me 9
F, = —— — — | == — —
( e n) (27r Te) eXp( o7, (v v )

ng (1 m 3/2 m
+— (——e) exp (—ﬁ(ﬂi + (v) - Uf)Q))

ny [ 1 me 8/2 Me , o 9

o qual estd normalizada [ dv F, = 1. Usando v, = (2T,/ me)'/? para velocidade de normalizacéo,

obtemos
3/2
ny np 1 me T, 9
F,=(1-—2+—— —— —(u —
< e n) (271' T. ) eXp< 7, (U~ %) )
3/2
ng (1 me T,
+ne (27‘1‘ Tf) exp< Tf (UJ_ + (UH Uf) ))
3/2
ny [ 1 me T, 9
—|—n—e (2_?17) eXp( T (uJ_ (u) — up) )) )
Portanto,

(0w’

(4 + (= up)?))

|z
ﬂw‘
\H
[N~}
Y
H*
N————
<
i~}
]
4
o
/T\
CERCEIEE

(’U,J_ + (UH — Ub) )> 5 (520)

onde estd suposto que uy > 0 e up < 0. A quantidade ug foi introduzida para termos uma funcao
distribuicao sem deriva média. Em outras palavras, usando wug trabalhamos em um sistema
de referéncia onde a funcao distribuicao estd em repouso. A velocidade de deriva ug pode ser
facilmente ignorada, se for conveniente, uma vez que é muito pequena, no caso de feixes pouco

densos. A velocidade ug é obtida de

Coletando as funcgoes distribuicao para aplicacoes 3D,
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1 AN i T,
®; = v3F; = 373 (i—) exp (—ﬁ—uQ) . (5.21)

3/2
ny 1 T* T* 2 2
+——/(?) eXp(‘ﬁ@ﬁ(““‘“b” B

my; Ty mg; Ly o
() oo (). o2

5.3 Equacao para as particulas usando coordenadas po-

lares

Estamos interessados em uma situacao com uma funcao distribui¢ao composta por uma maxwelliana
somada a feixes de particulas, de baixa densidade, movendo-se ao longo de uma dada direcao.
Podemos fazer coincidir esta direcao com o eixo z e tratar o problema em duas dimensoes. Esta
aproximagao ¢ menos complexa que a abordagem em trés dimensoes, mas permite tratar de
ondas que se propagam em diferentes direcoes, e particulas que se movem em diferentes diregoes,

0 que nao pode ser feito em uma aproximacao uni-dimensional.

As relagoes de transformacao entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares para veloci-

dades das particulas e direcao de propagacgao estao definidas como:

U= 1u; ex+u, e, =usinf ex + ucosb e,,

q=¢s ex+ q, e, =qsind ex + qgcos e,

—1 Ug
u=/uZ+u2, 6 =tan" ' —Z.
u

z
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As derivadas em coordenadas polares ficam dadas por

O _ 0 00 w0 2100 et d
Oy Oup Ou  Ouy 90 w du w00 0w w 99’
0 ou 0 00 0 u, O u? uy O 0 sinf 0

= — + — =2 - 2 2 _ —cosf— — —.
ou, Ou,Ou Ou, 00 u Ou  u?u b ou uw 00

De (5.15) obtemos a equagao para a fungao distribuicao F,, que em 2D pode ser escrita da forma

seguinte
00, 0 B B o0, o0,
= A2 ® — (A% D D¢ D¢
or ~ou, e “Hauz( = ®a) + aum( " Py “auz)
(L 0D, 0,

a im ma a o
Al == / dqm/ dq. 2+q2 Z Hazq 0(02g — qutix

# o=+1 «a=L,S

a
ij

2
_%
2
Z o=+1a=L,S

Podemos escrever

o®, (. 0 cosf 0 a 0 sinf 0 a
5 <s1n98u+ ” 89>(A o) + <cos€ " )(A D,)

1n9£ | cost cosf 0O pa 0, COSH 0, 4 pe 96<I>a sinf 09,
u T Tw a0) \Te ou ' u 00 =\ u T Tu o0
0 sinf 0 u . 0P, cosf 0P, u 0d, sinf 0d,
+(Cose%_ ” ae)(D ( ou T u ae)‘LDZZ( o 09))'
Coletando os termos com A;,
0 0 cosf 0 sinf 9
inf— (A% @, 06— (A2, — (A% d AL D
Sind - (A2 ®,) + cosf- (A2 @,) + 0L (ar@,) - 02 (4t a,)
a a .3 a a cos a sin (l Slno a Coso a
—u[(Awsm@qLAzcos@)(I)a]Jr% [0 (A2 @,) — 28 (42 ,)] + (A2®,) + ” (A2 @,)
— 9 a : a 9 cos 0 a sm@ adp 1 a : a
=50 [(A2sin@ + AS cosl) @,] + 50 (=8 (A2D,) (A2®,)] + » — [(A%sind + AZ cosl) @,)
*12[ (A% sinf + A 9)@]+12[(A“ 60— A?sinf) o,
=g [ (Agsin cos o] + =55 [(Az cos ¢ sin a
10 " 10 20

onde definimos

Af = A7 sinf + A? cos 0,
Ay = A7 cos — AZsin6.
Portanto,

. €e2m? q(sin @ sin?d + cos @ cos ) o o
A“:_2m2 me/ dqx/ da. = 2+ ¢ 2.0 2 ras 0

o=+1 «=L,S

oo [e'e}
- i 9 agcoa s
€ mg /700 dqm /700 dqz Q:% + q2 Z Z Ha 5 T Qally — qzuz) .

- qzuz) ’

(5.25)

(5.26)

«
Zq 7Qzuzfqluz)a
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Aa:ﬁme a/%dﬂ/ q(sin @sin ¥ + cos @ cos ) Z Z UG 28 §(028 —qrtis—qaus).

u 2 2
Mg Me qm+qz o=+1 a=L,S

Fazendo o mesmo procedimento para A§, obtemos

AL\ elm? m, /Qﬂdﬂ/ood sin @ sin ¥ + cos 0 cos ¥
Ag e migme 0 0 i cos fsin® — sin f cos

X Z Z Hqzq 0(02g — qu(sin@sind + cos cosv)) .
oc=+1 a=L,S

Coletando os termos com Dj;,

.0 u . 0P, cosfod, u 8<I)a sinf 09,
sm@% (Dm (sm@ M + o0 ) + Dy, (0059 5 " ))

+ cos 982” <DZ$ (sin 0 aaq;a + co; 0 a;;a ) + D7, <cos 0 8;9@ sin 0 > )
+ CO; 0 59 <D“ (sin 0 aaq;a + co; 0 8;39@) + DS, (cos 988 a4 Slz 0 ) )
D (o, (a2 ) (e 0%))
Coletando os termos com duas derivadas na variavel u,
sin 982 (D“ sin 6;;; 988—) + cos Hag( sin 88@,1 ¢ cos aaia)
:% (Dgz sin 6 sin 6;;; <, sind cos 6;;; . €osfsin 68(1) ¢ 7 )
0

=—|( D5, sinfsinf + D2, sinfcosf + D3, cosOsind + DI, cosfcosb 0% | _ 2 D,
ou ou ou Gu

D, =D3, sinfsinf + D3, sinf cos + D7, cosfsinf + DZ, cosfcosb,

Do _€a me d sm ¥ sin? @+sin ¥ cos ¥ sin O cos +cos ¥ sin 9 cos 0 sin f-+cos® ¥ cos? 9)
uu e_2m2 dz 2 +q2 ;
X Z Z Maga’a — qxUy — QZUZ) ’
o=+1a=L,S
2 m 27
Dg., :—; / dﬂ/ dqq sin? ¥ sin® § 4 2 sin 1 cos ¥ sin A cos § 4 cos® ¥ cos? 9)
X Z Z Mozgaa — (aUy — q.zuz) )
o=+1a=L,S
62 m2 2m 00 5
De. = ; 5 dﬂ/ dq q (sin¥sin @ + cos ¥ cos )
m2
X Z Z palq” 0(0zg — qu(sinfsin ¥ + cosf cosv)) .

o=+1a=L,S

Coletando os termos com derivadas nas varidveis u e 6,

0 (Da cos 0P, , sind 8<I)a> 0 <D“ cosf 0, sin 6 8<I)a>

sinf g0 o8 P59 ) T, 20 "= u 00
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0 0 . 0 . 9 “ 5 " 109, o (1 ., 0%,
au[(D sinf cos@ — Dy, sin“ 0+ D7 cos” 0 — D7 cos@sm@) 89} 5 (uDue 89) ,

onde

D%, =D%_ sinfcosf — D%, sin®6@ + D%, cos® — D cos@sinb,

6 m
ZO o2 / dqz/ dqz 2+ (sm ¥ sin 0 cos @ —sin O cos ¥ sin® f+cos O sin 9 cos? —cos 19c05051n0)
X Z Z Magaa — QzUgy — q.zuz) 5
o=+1a=L,S
62 2 oS} oo
Y :_gm; / dq. / dgq. (sinfsind + cosf cos ) (cosfsin v — sin 6 cos )
X Z Z HaEq® 0(ozq — qu(sinfsind + cosf cos 1)) .
o=+1a=L,S

Coletando os termos com derivadas em 6 e u,

cosf 0 a 0P, sinf 0 a 0P,
u ae(D 0s6 au> u 69<D cosf au>

10 /(. . 00,
=90 (D ” " ¢, sinf cos @ 7 )

sinf (., . 0P, 0%, cosf (. 0%, u 0,
+ " (Dm sinf— i 5u ) + " (DZ sin 0 —— 5u + DZ, cosf 7 ),
10 /( . . 0P, . 5,00, 5, 0P, . 00,
w90 < o 9 2z S0 — o 9 %, sinfcosd 9 )

10 09, 0®, sin 6 . 09, 09,

——| DS D? Dy 0
+ u69<  0u T Qu > + u < e ou =z COSY 5 )

=0
+ cos 6 Dg, sin@aq)a + DZ, cos 9& ,
u ou ou
1 @,
=— 9 D%, cosfsin® — D2, sin®0 + D2, cos® — D2, sinf cos 6 0

u 06 ou

1 . g _ 0%,
+ —( D2, sin*0 + D2, sinfcosf + D?, cosfsinf + D2, cos® 0 B

u u

0

1 L 0P\ 1, 0D,
=00 (Deum) TPy

D§, = D¢, cos@sinf — D, sin? 0 + D, cos®> 0 — D?, sinfcosf = Dy, (5.27)
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e onde

D¢, sin?@ + D?_ sinfcosf + D¢, cosfsinf + D, cos’ 0

o o
¢ / dqz / dqz % (sin2 9 sin? 6+sin ¥ cos ¥ sin 0 cos H+cos ¥ sin 9 cos 6 sin O+cos? 9 cos? 0>
x z

:e_2m2
X Z Z luagaa *Qqufq{uz)v
o=+1a=L,S
02
,_g 2/ dqz/ dq. <sm Ysin? 0 + 2sin Y cos ¥ sin 0 cos 0 + cos® O cos? 9)

X3 Y T HAES 8028 — qas — gsus)

o=+x1a=L,S
o2
f_g 2/ dqz/ dq. (sin?Ysin6 + cos ¥ cos )
m
X Z Z Ha€q” 0(0zg — qua — qzuz) = Dy, (5.28)
o=+x1a=L,S

Coletando os termos com derivadas na variavel 0

cosf 0 . cosf o, . sinf od, sinf 0 . cosf o, . sinf 0d,
u %(D g0~ P ae) u ae(D o0 =y ae)

19 o 2 a . . . . 10®,
—uao[(D cos“ 0 — D, cosfsinf — D7 sinf cosf + D7, sin 9)u 89}
Jrsim@ o €080 0P, , sinf 0P, +cos€ o C0s00®, , sinf 0P,
w00 w06 ow 00 = w00
:iaae <D99185; > +%<Dg$ sinf cosf — D, sin? @ + D¢, cos®> — D%, cos@sin@) 89a’
10 109, 1 8@a
= Dy — Dz
uae< 007, 59>+ wpp

2
m
DZG _—g— / dqm / dqz ﬁ (sin2 9 cos? —sin ¥ cos ¥ cos § sin §—cos 9 sin ¥ sin @ cos +cos? 9 sin? 9)

X Z Z Mozgo’a — qrUy — q.zuz) B

o=+1a=L,S
m2

;/ dqm/ dq. (sinﬂcos@—cosﬂsin9)2

X Z Z He€q” 0(02g — Quus — qzuz)

o=+1a=L,S

2

€

a __“a
D99 ——2

Podemos escrever as equagoes para as particulas

od, 10 g 10 ag
or u@ (uAy®a) + 69(A )

L 0%, 0 (., 0%\ & [, 100,
* Duua +3_(Duua )+3U(D“9u ao)

10 (1, 00\ 10 [, 100, 00,
T ae(Df’“a—u)+ ao(D ao)+ 2P 5
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00 10 tup LD 10 . 0%,
or  wou (A ®a) + w06 (A5®a) + u Ou (UD““ ou ) (5.29)

10 ( ,00,\ 10 0, 10/, 09,
+aa—(wa)+ ae(D W)JF?%(D‘” ae)'

Re-escrevemos aqui os coeficientes, todos juntos, para facilitar a leitura.

Al e2m? m, [*" o0 sin @ sin ¥ + cos 0 cos V)
=—=—9 dv dq
Aj €My Me Jo 0 cosfsin? — sin @ cos
X Z Z Hgzq 0(02g — qu(sin@sind 4 cosf cosv)) ,
o=+1 a=L,S

Dg, 22 2 (sin @ sin 4 + cos 6 cos )
D¢, :—; dd dq q | (sinfsind 4+ cosf cos?)(cosfsind — sin b cos )
D3, (cos sin ) — sin @ cos )2

— qu(sin@sind + cos cosv)) ,

Dfg, = Dig

u

No apéndice se avaliam os coeficientes A; e D;;.

5.4 Equacao para ondas Langmuir em coordenadas polares

Consideremos somente os efeitos de emissao espontanea e induzida. Temos da equagao (5.13),

82‘EL ;T—Q/du §(ozf —q-u) (g P+ 025" q a;::), (5.30)
32§L ;r_2/027r p /°° du 5(025 — qu(sin @sin 9 + cos 0 cos )

X (g<I>e + azé Equsmﬂ (sm@‘%e + Coi‘g ) + 024 EUchosﬂ (COSH% — #%))7
ag(;;—L :;-_2 /F do /OO du u 6(025 — qu(sin @ sin ¥ 4 cos 0 cos¥))

X (g<I>e +azé Equsmﬂ(smGaq’e + o8P COS(’M’ ) + 024 EUchosﬂ(COSH% — Sigeaggﬂ))

27 0
+ 12 / d9/ du u 6(025 — qu(sin @ sin ¥ 4 cos O cos ¥))
q T 0

X <g<I>e + o2k €50 qsin ¥ (sin e + <2888y 4 52l eTE g cos ) (cos 052 —

sinf 0P, )
u 00 .
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No segundo termo trocamos de varidvel definindo o = 2w — 6,

agaL T o)
a—j_ :;—_2/0 d9/0 du u §(ozy — qu(sin 0 sind + cos  cos V) (5.31)
X <g D, + ozl T gsin ¥ (sin 0%Pe + 2898 4 2L £7L g cos) (cos 092 — #%))
0 0o
+ 12 / (fdoz)/ du u 5(025 — qu(sin(27 — @) sin ¥ + cos(27 — ) cos V)
q T 0
X [g D, + O'Zé‘ EgL qsin (sin(27r - Q)% 7005(2570‘) %36_‘;)
L col 0. in2r—a) 0%, da
+02q Eq7 qcosV (cos(27r —a)Ge — %W%)} .
Usando sin(27 — ) = —sina e cos(2m — a) = cos
o€t ™ o0
a—j_ :;—_2/0 de/o du u 6(025 — qu(sin @ sin 9 4 cos 0 cos¥)) (5.32)

L ool . nOP. | cosl OP, L coL 9%, _ sinf 9P,
X (g@e—f—azng qsmﬂ(sm@a—ue—i— - 699)+Uzq5q qcosﬁ(cos@aue " 699))

+12/ da/ duué(ozéfqu(fsinasinﬂqLcosozcosﬂ))
a Jo 0

X (g P, + ozé SgL qsin?d (f sinoz—aaq;e — e —%%) + O'Z(I{ S(‘;L q cos (cosoz‘r)‘aq;e — —Siza —%‘iﬂ ))

Trocando de nome o — 6 no segundo termo,

agaL T e8]
q T L . .
——2/ d9/ du u §(0zg4 — qu(sin@sind + cos 6 cos 7))
or qa Jo 0
X <g<I>E+azé SgL qsinﬁ(Sino% —+ —CO,:G%)Jra'zé 5;chosﬁ(C089% — %%))
T T oo
+ —2/ d@/ du u 5(025 + qu(sin O sin ¥ — cos 6 cos ¥))
a Jo 0
X (glbe—ozé‘ Squsinﬂ(sinH% C050%>+0z£‘ Equcosﬂ(COSG% — Sizeaf;};)),
agaL T T o'}
4 :—2/ d9/ du v §(oz5 — qu(sin @ sind + cos  cos V)
or qa Jo 0

X <g <I>e+azé SgL q(sin 6 sin Y+4-cos 6 cos V) 6;;8 +o’z§ SgL q(cos 0 sin¥—sin 6 cos ) L 6;’98 )

+12/ d@/ duué(ozé+qu(sinﬁsin197cos€cosz9))
a Jo 0

X (g @e—ozé SgL q(sin 6 sin ¥—cos 6 cos V) a;)ue —azg SgL q(cos 0 sin ¥+sin 0 cos 19)% a;;}e ) s
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aggL T ™ 00 I
5y :q_2/0 d@/o du u 6(0zg — qucos(f — V)

0P,
ou

. 1 0%,
X <g¢e+UZ£SquCOS(919) fazéﬁqusm(@fﬁ)E 50 )

+12/ dG/ duué(azéfqucos(GJrﬂ))
q Jo 0

0P,
X (g D, + 02k ET" qeos( + V) 5

agoL - T o 1 O’ZL
q _ " _ qa
or  ¢2 /0 d@/o du u|qcos(9 -] 0| u gcos(f — )

0P, 109,
X (g@eJrJzé Squcos(Ofﬁ) 9 gEqusm(@ 9)— 90 )

46 5 _ %
+_/ / |qcos 9+19)| u_qCOS(9+19)

. 1 0%,
éEqusm(H—i—ﬂ) 89)'

100,
L ¢coL
a €q” asin( +9)— 89)

Q.
X (g ® + 02k €T qeos(0 + V) 8au

Temos

L L

024 Zg
= = . 5.33
qgeos(0 £9)  qocos(6 1) (5:33)

A quantidade us nado pode ser negativa, caso contrario ndo ha tem ressonancia. Portanto,

podemos escrever

ocg” 7 L)/W 4 —_Olocos( + )]
ar @Al o Y Teos(@ o) o

109
L ¢oL e
< — oz EG qsin(0 + V)~ 59) .

od
X (g o, + O’Zé‘ Squcos(O +9)—— ™

Teny [fag — 1 _
+ q4(zq)/0 do |COS(9719)|2®[0(:0S(9 )]
0P 109,
L coL _ e
X (g@e—i—azq Eq qcos(0 — 1) o™ o qsin(0 —9J)— 89) . (5.34)

O estado inicial é obtido supondo uma fungao distribuicao maxwelliana para as particulas e

buscando o equilibrio entre a emissao induzida e a espontanea,

T ™ o0
0 :q—2 /0 dG/O du u 5(0,25 — qucos(d — 9)) (g D, + O’zé‘ 53L qcos(f — 19)(2u<1)e))
T (7 - L L coL
+ e / d@/ du u (024 — qucos(f + 7)) <g Qe + oz Eq7 qeos(f + 19)(2u<1)e)),
:—/ d9/ duuéaz —qucos(d — )| g P —202 EULQ))

+—/ d@/ duuéaz — qu cos(6 —H9))( P, —2(‘72 )QEqu)e)

= &3M0) =

e é) (5.35)
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5.5 Termo associado ao espalhamento envolvendo ondas L

Da equagao (5.13), o termo associado ao espalhamento de ondas L é

2
Z/dq/duuquq 4 5[025702 —(g—d) -y
o’ o Mme o’ o 6(1)1 u
X [g* (U’zé 5q’L - U/Zé’ qu) [®e(u) + ©i(u)] + P gq’quL (a— q/) ) %

Essa é a forma do termo que usamos nesse trabalho, compativel com a aproximacao usada na
Ref. [15]. Entretanto, a derivacao pode ser feita um pouco mais completa com a inclusao de
um termo associado a contribuicao dos elétrons para o espalhamento induzido, proporcional &

derivada de ®. [3], mesmo que esse termo seja desprezado ao final, para uso na abordagem

numérica.
a-q)” q
Z/dq/du [azé—az —(g—d) -y
Te o/=%+1

X {g* ozl (0'2k GV — o2 Eg,lL) (D + D)

/ 0
+ &G ET (a—d)- a—((azL—az ) @, ——(azé)fbi)}

Z / dqm/ dqz/ dum/ duy & O'Z —0 zé (¢ — @)uz — (= — q;)uz}

o/==%1

(029, + 4:4.)° ,
X —qz (”;/2 +Zq’z2) G azé (a'zé, EgL - azé Eg,L) (D, + ;)
x z

O'/ o a
P a - e (5 = 0’5 B - (2 )

’ (9 me
Jrgg,LSgL(qZ,q;)auz <(Uzé‘oz ) D f(ozé)@i)],

2T 2
_ / dsﬁ/ df |~ q|/ d¢/ du | - ul
o/'==+1

) [azé —0’ z — (gsing — ¢'sin¢")usin g — (gcos ¢ — ¢’ cos ¢’ )u cos ¢|
2 1200
% q-q (Sm@smqggq—; COS (Y COS ) {g* O‘Z(I{ (U/Z(I{/ 5gL o O‘Z(I{ Eg,L) ((I)e 1 ;)
/ 0 cos¢p O Me
o'L goL : Y / : - -~ L _ ve L .
+ Eg " Eq” (gsing — ¢ sing’) (smgbau + " 5¢> <(O’Zq 0'2g L) o, - (024) @z)
/ 0 sing 0 Me
o'L coL o / . -~ L P L
+ Eq " Eq7 (qeosp — ¢ cos @) (cos gbau " 6(;5) ((qu o'z Lyo, - (024) P )]

Usando a forma explicita da funcdo distribuigao para fons (5.23), e tratando de forma aproximada
a contribuicao dos elétrons para o espalhamento, consideramos apenas a func¢ao distribuicao

maxwelliana de fundo dos elétrons (5.24). Portanto, as derivadas em ¢ se anulam. Obtemos
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entao

2m 2m
/ d(p/ dq’ q/ dqﬁ/ du u
o'=%1

) [azé —0 z — (gsing — ¢'sin¢')using — (gcos ¢ — ¢’ cos ¢’ )ucos ¢|

2 12 _ ’
. a (C(;i(;ﬁﬁ )’ {g* ozl (0'28 ESY — 02L EGT) (R + @)

, T, T,
+ Eg,L 5(‘;L (gsing — ¢’ sing’)usin ¢ (—QF(UZ(I{ —0'zg Ly, +2f (azé)@ )

€

/ T, Ty
JrSg,LSgL(qcosgpq’cosgp’)ucos¢(2F(azéJz ') D +2f (ozé)@)].

€

Usando a condicao de ressonancia simplificamos

Z /%d(p/ dqq/%dqﬁ/ du u

o'=+1
) [azL —0 z — (gsing — ¢'sin¢")usin g — (gcos ¢ — ¢’ cos ¢’ )u cos ¢|

a
2¢"% cos?(p — ,
x 14 " q(f ?) [g* ozk (028 Y — 02l ET) (P + @)
o’ o T, T,
—Eq,LEqL(Uzé—azq)(QE(Uzé—az ) P —2?1( é)@i)}

As integrais a resolver sdo as seguintes,
2m
/ dgb/ duu ®; . [Jz -0 zL (gsin — ¢'sin " )using — (qcos o — ¢’ cos ¢’ )u cos ¢
/ dum/ du, ;.6 [Uz -0’ z —(qw — @& )ug — (g2 — q’z)uz] )
Usando (C.3) com =L e~vy=L,

/ dum/ du, @, 5 O'Z — S90 zé (g — 14, )uz — (qz — SQ(];)UZ:I

mo T, (osk —o'2b)? )

exp [ — —
+(g: — ¢.)? ( me To (¢ — 4,)* + (4= — ¢2)°

1ma T\ ? 1
wme To V(@ — d,)?

Agora,

(¢ — ¢.)° + (q- — ¢.)* = (gsinp — ¢'sin¢’)* + (gcos p — ¢ cos ¢')?
= ¢" +q” — 2q¢ (sinpsin ¢’ + cos pcos ') = ¢* + ¢ — 2qq’ cos(p — ).
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Usando estes resultados,
27rd d COSQ((p—(p/)
s 7 V@ +q% —2qq' cos(p — @)
o'= :|:1
, 17,0\ /2 T, ( —o'zk)?
L (1 L golL L co'L * a’

X [g* Ozg (O’ 2g €q" —0zg Eg ) {(;i) exp (Tq — 2qq P pP—
" 1m; T, 1/2 m; T (Uzé—az

2T exp | ——2 2%

mme T; P\rme i+ g2 —2quOS<p ¢')

, T (O’ZL O'/ZL )2
_ golL gol L _ oo Ly (9% gyl _ L * a q’
@ fa (77— ) T. (72a = o2a) {7 T T 27— 200 cos(p — o)

oL (gory (Lmi Ty 12 m; T, (02 — 0'zg)?
—2— (o2 - exp | —— .
T, ‘% \Zm. T, P\ e T @ + 4% — 29 cos(p — )

Separando as duas contribuigoes,

cos(p — ¢')
s [ iyt
e = n V@ + 47 = 2qq' cos(p — ¢)
, 17T 1/2 T, ( L O’IZL)2
L /L coL L ¢co'LL * q
X [9*Uzq (o2 &57 —02a Eq )K%Te) S e cos(p — ')

" 1 m; T, 1/2 m; T, (O’Z(g _UZ
- exp| ———=
T me T; P me T g% + ¢ f2qqcosw @)

/ T (UZL _ U/ZL )2
_ g0 Lol (o L _ oLy (olr D L T, a a’
@ 8 oz — o) ( 29 (o2 — o) T PN P 2 =29 cos(p — &)

T, 1m; T.\ "/ i T. 02q —0'2)"
A e

T T me T me Ti ¢* + ¢'% — 2qq' cos(p — ¢')

/ dso/ dq' ¢ corle ¢)
=11 V@& +q7 = 2qq cos(p — ')

(1T T (02g —0'2q)?
L( 1 L coL L co'L * — . .

« /5 - 5/ o

X [9 02 (0'2q €57 — 02 &4 )|:<7TT6) . p( T. % +q” — 2qq cos(p — ')

1/2 L L2
+ (lﬂg> / exp <ﬂ£ (O’Zq _Ulzq) >:|

6

Tme T; me T; ¢* + ¢ — 2qq’ cos(p — ¢')
1/2 L /L
/ T 17T, T (024 — 0’24 )2
o'L goL (L _ 1 L * (gl _ ol - 4
— &g &g (ozg —0'zg)) (2?6(020l -0z /) (ﬂ'T exp <iq2 T2 —2qq cos(go (p/))

oL (02F) Lm; T\ m; T (024 — 0'zg)”
—2—(oz —— exp | —— :
T, """ \ 7 m. T, P U T @+ 02— 200 cos(p — #)
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Mudando de varidvel ¢’ — —¢' na primeira integral,

cos® (¢ + ¢')

0
=— — (—dso’)/ dq' q'
Ne U%JW 0 V@ + % —2qq cos(p + @)

L L L 'L
X |:g* O%q (U Z_qsin g’ ,q’ cos ¢’ 5g — 0Zq ggq sin ¢’,q’ COblp)
1/2
X 1T, : exp L (Jzé — J/ZEQ/ sin ¢’ ,q’ cos«p’)2
T Te ¢®+q'? —2qq cos(p + ¢')

1/2 L /L 2
+ (lﬂg> exp (ﬂ& (U’Zq -0 Z—q’sinz,a/,q/cosz,a/) >:|

mme T; me T; g% + q'* — 2qq’ cos(p + ¢')

T.

o' L oL L ' L * L 'L

57(] sin ¢’,q’ cos ¢’ Eq (qu -0 qu/ sin ’,q’ cos«p’) <2?(O—Zq -0 qu’ sin ¢’ ,q’ cos«p’)
e

1/2
» 17 / exp T (azé — a’zfq, sin /g’ COW,)Q
1, Te q%+q"? —2qq' cos(p + ¢')

T 1m; T.\"? s T (02E — o' 2L o )?
—2— (O'Zé) (—E—) exp _E_( a q Y,q <P) ):|

T; 7me T; me Ti q? 4 q'* — 2qq’ cos(p + ¢')
n T e} COS2 ©— s0/

- — Z / dy’ dq' ¢’ 2 72 ( 7 ) 7
ne ~ Jo 0 V@ +q% —2q¢ cos(p — ¢')

, 17\ /2 T (ozk — U’ZL)
L (/L ¢oL L co'L * * a
X [g* 02y (a 2g €q” — 02y EG ) [(; e) exp | — AR P p——

1m; T\ Y2 i T ozl — o' 21?2
+(_&_) exp<_ﬁ_ ( a q) : ]

7 me T; me T; % + q'% — 2qq’ cos(p — ¢')
L /L

, T 17\ Y T, (074 = 0'z)’
o' L ool I ;L % L /L * * q q’
- ot Eg (Uzq -0 qu) (QF(UZq -0 Zq’) (;i) exp <_Fe q* + q"% — 2qq’ cos(p — ')

oL (025) Lm; T\ Y2 mi Tk (024 —0'2g)*
—2— (o2 -—— = exXp | —— = .
T, """ \ 7 m. T, Pl T @+ a2 — 200 cos(p — @)

Usando as simetrias da relagao de dispersao (5.11) e da amplitude do espectro de ondas (5.12),

il Z /Wd(p//oodq/ q cos®(p + ¢')
0 0 V@ + ¢ — 2qq cos(p + ¢)

X az, 9L gy Lgo'L )

|: q’ sin¢’,q’ cos p’ “q q “q’sin¢’,q’ cos @’
T,
T;

L ! L 2
( *(O-Zqio-zq sin ¢’ qcosgp) )
L L 2
+ lm exp 7”’%’5 (qu 7O—Zq/51n<p .q’ cosgp)
T Me

Te ¢* + ¢ — 2q¢ cos(p + ¢')
me T; q% + ¢ — 2qq’ cos(p + ¢')
T
5:17 sLlan ,q’ cos ! Sq ( é - UIZ¢1L’ sin ¢’,q’ cos Lp/) <2T(O'Z£ - UIZ¢1L’ sin ¢’,q’ cos Lp/)
e

1/2
(LN o (T (5 = 2 i con )
e T. ¢° + q'%> — 2qq' cos(p + ¢')

QT* ( ) 1 my; T, 1/2 my; Tk (Uzé — (T',qu,SU[WJ ¢ cos ! /)2
—2— (o2 - exp | ——=
T; q Tme Ty P me T; ¢% 4+ q'2 — 2qq’ cos(¢ + ¢')
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_ B Z /Wd(p//oodq/q/ cos®(p — ¢')
e o/=+1"0 0

V@ + q"* — 2qq’ cos(p — ¢')

1/2 L 1 L\2
' T, ozZ — 0z
< |k e —oheg ) |(27) eXp( ot )

T, q?+q? —2q¢ cos(p — @)

1/2 L L2
L(LmL) . <ﬂ£ (02 —o'24) )}

7 me T me T; q* + ¢ — 2q¢’ cos(¢ — ¢')

’ 1 170\ "? I (o2 —o'2L)?
o'L oL (L _ 1L ¥ L _ 1L * * a q
— &g Eq (ozg —0'zy) <2 ) (024 —0'2g) <; e) exp | — T a7 = 2qq coslp — )

oL (galy (LM L 12 mi T, (o2g —0'2g)°
—2—(0zg) | =——= ) exp|—7F :
T, ‘) \ T T, P AT T 2 + 4% — 240 cos(p — @)

Ainda podemos separar a expressao em mais duas partes,

_ Mok /2 ’ > ’o COS2(50 + 50/)
T Z dp dq g 2 2 _ 9qq 7
e =, Jo 0 V@ + a7 —2qq cos(p +¢')

q q q “q’ sin’,q’ cos ¢’

X Kl E) v exp ( T, (azé _ UIZ(IL’ sin ¢’,q" cos ga/)2>

7T, T ¢? +q? —2qq cos(p + @)

1/2 L /L 2
+ <lﬂ£> exp <ﬂ£ (qu -0 Zq/sincp’,q’coscp’) >:|

L /L oL L ¢co'L
X {g*azq (azlsinw,,q,cowlff —o0z4 € )

2 /2 / /

mme T; me T ¢* + ¢ — 2qq' cos(p + ¢')
750'/L SO'L( L L ) 2&( L L )
¢’ sin ¢’ ,q’ cos ¢’ ©q UZq g Zq/ sin ¢’ ,q’ cos ¢’ Te UZq g Zq/ sin ¢’ ,q’ cos ¢’

7T, T q® +q"% —2q¢ cos(p + ¢')

1/2 L _ 1L 2
X (1 T*) exp < T, (024 — 0’2y sin ¢’ ,q’ COS@D’) )

1/2
oD (gt (L N (i T (028~ 0 g o)
T; q Tme Ty me T; ¢% 4+ q'2 — 2qq’ cos(¢ + ¢')

n. B > cos® (¢ +¢')
o Z / dgp’/ dq' ¢ 2 2 7 7
ne = Jxpp " Jo V@ + 42 = 2q¢ cos(p + ¢')

g

L /L oL L ¢o'L
X |:g* UZq (U Zq/ sin ¢’ ,q’ cos ¢’ Sq — UZq 5(]/ sin ¢’ ,q’ cos Lp/)

1/2
X lg / exp _E (Uzé B Ulz¢1L’ sin ¢’,q’ cos @’)2
T Te T. ¢ + ¢'% — 2qq’ cos(p + ¢')

1/2 L _ 1 L 2
+ <lﬁ£> exp <ﬂ£ (O‘Zq g Zq’sinap’,q’cosgp’) >:|

2 12 /! /
T me T; me Ti q* + q'* — 2qq' cos(p + ¢')
_gU/L 5UL( L L ) QE( L L )
q/ sin &P’,q, cos LP/ q O’Zq g Zq/ sin &P’,q, cos tP, T O’Zq g Zq/ sin &P’,q, cos LP,
e

X <l E) " exp 75 (Uzé — U/ZqL' sin ¢’,q’ cos 90/)2
wTe Te ¢* + " — 2qq' cos(p + ¢')
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ol ot (mz>/p <gz< >>>}

mme T; me T; ¢* + ¢ —2qqcos(<p—|—<p)
2 A
/ d@/ oy cos?(p — &)
a/ s V@& + % = 2qq cos(p — ¢')
/ 170\ 2 T. (028 —0'2k)?
L ' L coL L ¢co'L * * a
X * , E — 7, _— N
|:g 0zq (O’ 2q' ©¢q 0Z2q ¢q ) |:<7T Te> exp T, q2 4 ql2 —2qq’' COS((p (PI)
1m; T\ 2 m; T, (028 —o'2k)?
+ | —— exp| ———=—
T me T; me T; q* + q'% — 2qq’ cos(p — ')

, T 17,0\ "2 T (025 —o'2g)”
o' L ool I /L « L ;L * * q qa’
— &G ET (02 —0'2k) (Qi(azq —0'zq) (; Te) PN T @+ ¢ — 2q¢ cos(p — &)

T. 1m; T.\ /2 T ozl — o2k
— 2 (ozky (22 exp [~ % 1)
T; q Tme Ty me T g% + ¢'% — 2qq’ cos(p — ¢')
cos?(¢ — ¢
/ dig! / dd' ¢ ——; ( 7 ) 7
= S V@@ + 47 —2qq’ cos(p — ¢')

" o 170\ 2 T, (ozl —o'2E)?
a5 o Erebtorit

CTe ? + ¢ — 294 cos(p — @)

1/2 L L
+(lﬂ£) eXp(_mg (07E — o' zL)? )}

me T; % + q'2 — 2qq’ cos(p — ¢')

/ T, 17,0\ 2 T, ozl — o' 21?2
— &L g7l (02k — o'2L) (QF(O‘ZL —o'2k) (——) exp [ —= (02 a)

Te ¢ + q'? — 2qq’ cos(p — @)

T o (1m T\ m; T (02f — o'z
—2—(0zg) | =— &+ Xp | 5 - .
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Mudando de varidvel ¢’ — 7 — ¢’ no segundo e terceiro termo,
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N 0 P A cos®(p — @' + )
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Agora usamos cos(a+ ) = — cosa e sin(m — ) = sinq,

cos®(p + ¢')
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cos®(p + ¢’
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Usando de novo a simetria da relagao de dispersao (5.11) e da amplitude do espectro de ondas
(5.12),
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Sg SLmLp 1’ cos ¢’ Sq ( é a UIZ‘IL/ sing’,q’ cos LP/) <2?(UZ£ o OJZqL’ sin ¢’,q" cos Lp/)
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T,

o'L oL /L L
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e



Capitulo. 5 Teoria de turbuléncia fraca

67

7T, CT.q®+q?%+2qq ¢
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sin ¢’,q’ cos ¢
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Tomando em conta que ¢ e ¢’ estdo no primeiro quadrante do plano cartesiano, as relagoes de

dispersao somente sao fungoes dos médulos de g ou ¢’ (Devido as propriedades j4 mencionadas),
2 /
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Dos termos exponenciais com ozX — ¢’zL | a contribuicdo mais importante é quando ¢’ = o, e
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Separando as contribuicoes dos elétrons e dos fons, obtemos o termo associado ao espalhamento

espontaneo e induzido, envolvendo ondas L,
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- — ® q q -
ne Jo 0 VaZ + a2 +2qq" cos(p + ¢') \mme T;

T
L L L L o—oL —oL L L L * L
X {g* zg (zq/ Sg — z4 Sq,g ) + Sq,d Sg (24 72"7/)2? (zq)].
i

n. [(©/2 , foo -, cosz(cp+<p/) 1 T\ 1/2 Ty
- _/ de / g’ g 2 2 N\ 7T PN T 2 7 7
ne J0 0 q? +q'? —2qq’ cos(p + ') \ 7w Te Te g2 + q'? — 2qq’ cos(p + ¢’)

ns (©/2 , foo -, cos? (¢ — ') 1T\ 1/2 T
- —/ dep / dq q - — exp | ——
ne Jo 0 Va? +q'2 + 2qq’ cos(p — ¢’) \ 7 Te

n. [(©/2 , foo -, , cos? (¢ + ') 1 Tw\1/2 T
[ [l SR (AR (2
ne Jo 0 VaZ + a2 +2qq" cos(p + ') \7 Te

L L2
(zq - Zq/)

]

L L2
(Zq *Zq/)

T.
L L ool L o—oL —oL oL L L * L L
X {g* £ (zq/ Eq — 24 Eq, ) — Eq, Eq” (24 7zq/)2Tf€(zq 7zq/)]

Te g2 + q'? + 2qq’ cos(p — W))

L L2
(Zq *Zq/)

2 T,
exp | —

Te % + q'? — 2qq’ cos(p — W))

L L2
(Zq *Zq/)

T.
L L oL L o—oL —oL oL L L * L L
X {g*z (zq/ Eq — 24 Sq, ) — Sq, Eq” (24 7zq/)2Tf€(zq 7zq/)>]

1/2
) exp [ -
1/2
) exp [ -
1/2
) exp | —

1/2
) exp | —

m;

Me

Te 9% +q'% + 2qq’ cos(p + v’))

(z

L
(Zq - Zq/)2
T; 4% + q'% — 2qq’ cos(p + @)

q

L ZqL/)z
T; a2 + q'? +2qq’ cos(¢p — ¢')

Tw

L \2
(Zq - Zq/)
T; 9% +q'2 — 2qq’ cos(p — ')

(s

L ZqL/)z
T; a2 + q'2 + 2qq’ cos(¢ + @)

Pode-se fazer mais aproximagoes, como ignorar a contribuicao dos elétrons no termo de espa-

lhamento induzido, como ja mencionado. Vemos também que, devido aos fatores exponenciais,

a parte relevante da regiao de integracao é ao redor de ¢’ = ¢,,, onde z

L
q

=z

L

qm*

No caso, isto
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corresponde a ¢’ = q,

3 3
1 _271 v 2
+2q +2(Ima

= qm =q.

Outras aproximacoes podem ser feitas, como expandir o argumento da funcao exponencial,
também podemos introduzir os sinais s; e s2 obtendo,

(£ — 25)

V@ + 4% = 522qq cos(p — s1¢)

N (28 = zk) N
V@ + 07 — 5229¢ cos(p — s1¢') |

_ (ZqL — ZqL/)(@/aq’)\/q2 + "% — 592qq’ cos(p — s1¢')
q* + q'* — 522qq’ cos(p — s1¢’)

3 ¢ V@ +q? — $22qq cos(p — s1¢)

2(2L) ¢®+q” — 522qq cos( — s1¢')

1 (@' — aqm),

3 gm (¢ —aqm)

2 (24,) V@ + 42 — 52244}, cos(p — 51¢')
3 gm (¢ —am)

2 (k) \/q2 +q2 — $22qq., cos(p — 5150’).

Usando esta expressao, escrevemos (para a contribuicao no “termo de emissao esponténea”)

me TN (o T (25 — 2q)’
me 1o, P me To ¢2 + ¢"% — $22qq’ cos(p — s1¢")

ma T\ ma 1.9 ¢4 (@ — am)?
~ — exp | — —
Me Ta P Me Ta 4 (25)2 q2 + q72n - 522qqm COS(‘P - 5190/) ’
(z

2 (zF)
= ﬁgq—q\/QQ + ¢2, — $22qqm cos(¢ — 51¢')0(q" — Gm)-

Podemos definir

ma T 9 g, 1

de modo que a expressao aproximada é

<ma T, >1/2 o (ma 7,9 ¢ (' — qm)? >

me T, me To 4 (22 1 GB, — 52200 cos(ip — 1)

= (ma 2) . exp (—aa(qd = gm)?) -

me T,

A largura média da expressao pode-se obter com a relagdao

1 m. [T, 2 (25)
Dy = —— = | — 22222 a2 42— 52 — e o).
I o \/@ Mea T* 3 dm \/q i dn S22 COS(SD 1 )
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O méximo desta largura depende de ¢ e do sinal de s1 e so. Consideremos a largura p—s1¢’ = /2

€ ¢ = ¢m, como representativa

me [To2,
—— 2.
ma V T 3(zq )\/_

Esta largura é muito menor para ions que para elétrons. Consideremos que qu é do ordem da

unidade, para g < 1, a aproximacao do delta pode ser boa para ions mas nao para elétrons.

7 . 7’ . ~ — — 2
Além disso, podemos ver o maximo da expressio (z — xq)e~4==20)",

% [(ac — xo)e_“(z_zo)Q} =0,

e~a(@=z0)® [1 —2a(x — zo)ﬂ =0 = z=xr=2x0x1/V2a.
O valor maximo da expressao é

2 1
_ —a(z—xzp) - —-1/2
[(Jc Zo)e Loil/\/ﬁ + _2ae )

Para |a| suficientemente grande, a fungao exponencial é muito estreita, no caso contrario podemos

usar a seguinte aproximagcao valida somente dentro de uma integral,

s 1 _ —alo— V2a)? L g 7™
(z — xp)e 4@ | ~ E () ——=e 1/ 2emalzmaoFl/V20)" o~ - g $6 (x — xs) .
|: ] vV2a V2a a s—=+

+

Por outro lado, a contribuicao do “termo de emissao induzida” é
(zF - 25)

q q (moz T*)1/2 exp _mag (ZQL 7qu’)2
V@ + q? — $22qq cos(p — s1¢') \me Ta me To q? + G2, — 522qqm cos(¢ — s1¢’)

_ 3 (¢ —gm)
227 /@ + 42, — 522qqm cos(p — s1¢')
o (e T UQGX ma T 9 gy (¢ —aqm)?
Me Ta P Me Ta 4 (ZL)2 q2 + q2 - 522(]%71 COS(‘P - 5190/) ’
q m

e usando a definicao de a,, a expressao fica
— aa(q/ — qm )exp ( aoz(q - Q'm

1
—1/2 _ _
\/aa\/— Voo 285 q —qs), qs—qm+sm

2671/2( ) T, me
T—
3 V2 qm T, ma

1/2
= - ) V@ + &, — 592qam cos(p — s19') Y s5(d —q5).

s==+1
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Utilizando as aproximagoes delta para os termos espontaneo e induzido (usada somente para a

contribuigao dos fons)

Z/ dy¢’ cos? —81(,0)/ dq' ¢

81,82

) V@ + a2, — 522G, cos(p — 8190’)6( )

L 5520L) q - qm)

L (L coL
X [g* 2y (20 EG" —

- &poteqhe

qa’

3 qm VE+q7 -

$22qq’ cos(p — s1¢’)

T

T;

(24) 3

2 6_1/2 (

3 V2

(&

T; me
T, m;

1/2
) V@& + @2, — $22qqm cos(p — s1¢')

Z 50 (q/ —qs)

s==+1

Simplificando,

Z/ dy’ cos®( fslcp)/ dq'

51,82

X (ZL gsza'L _ zL EO'L) q_l \/qQ + q72n B 522qqm COS((‘D _ Sl(pl)
9« \24 eq T o P+ 7 — 52290 cos(p — 519

0(q" — qm)

T

T,

T; me
T, m;

+EphEqh2

V2 Gm

( >1/2 e—1/2 o

Integrando sobre ¢’ (e tomando em conta que g, = q),

ey |

/2
gszaL
gsin¢’,qcos @’

dg' cos*(p — s19') [g* “

T, me

/@ + 2, — $:2qqm cos(p — s1¢') > s6 (¢ — qs)] -

s==+1

— &)

sooL
gs sin ¢’ ,qs cos ¢

Te S$1,52 0
o (

Ti m

1/2
) e 1/2¢\/1 = sy cos(p — s1¢) (

i

s==1

qs
Z sqmé’

) 5:;L}

Usando este resultado e coletando as contribuicoes de ions e elétrons, reescrevemos o termo de

espalhamento da forma

1T,
T

()

§1,82

Ny 2
Ne 3

Z/ dsﬁ/ dq ¢

cos®(p — s1¢")
V@ + q”% — 522qq’ cos(p — s1¢')

T, me
T; m;

1/2
) 6_1/2(]\/1—82COS =519 <

(3

T, (24 — 2g)?
L ¢os2oL L L * q q
X | G EX0H — 2 ET -
[g S o ta )]eXp< Te ¢* + ¢'* — 522qq’ cos(p — s1¢')
L T/ / 2 / L L
s20
+ __(Zq)/ d(p CoS (505190)|: (Sq;ngp ,q cos @’ Sg )
0
520L

) aﬂ.

Y st

s==+1

gs sin ¢’,qs cos

Ainda podemos simplificar mudando de notacao e introduzindo

ficando com

0s sinais 0/ = so0 e 00’ = 59,

J
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n. (1T, cos®(p — s1¢')
n—(;?) Z / dﬂ”/ e ¢ — e —
e e o \/q +q oa’qq’ cos(p — s1¢')
, T (zF — 2L)2
L ¢co'L L coL * 9q q
X9+ (Zq 501' — Zq 501 ) EXpP |~ 3 2 _ ! ! _ /
T. ¢* + ¢ — 200" qq’ cos(p — s1¢")

Z / d(p cos?(p — 51(;0) |:g* (gqu:,a ,q cos ¢’ 5gL)

Ty me
s==+1

1/2
T, E) e 12q\/1 — 00’ cos(p — s1¢') <

qS s go I
qs sin ¢’ ,qs cos ¢’

H( V)

O termo descrevendo o decaimento de trés ondas pode ser tratado de forma similar. Da mesma

m

forma, a equagao para a evolugao das ondas S pode ser também escrita em termos de coordenadas

polares.

5.6 Equacao de diferencgas finitas para a fungao distribuicao

de elétrons em coordenadas polares

Para um abordagem numérica das equacoes de turbuléncia fraca, vamos transformar as equagoes
diferenciais da teoria em equacoes de diferengas finitas. Comecgaremos com a equagao para a

funcao distribuicao dos elétrons.

Da equagao (5.29), temos,

W 2 D (uagd) + 2 (450,) (5.36)
(0550 )+ w (P ) = L (P ) + s (P )

e = (A5 + 1o (A5) 1 (AS3,)
g (P ) e (P )+ uan (P ) e (i) + (Diu o

Podemos usar ® em vez de ®., por simplicidade, assim como A4; e D;; em vez de A

9 0 ) 0P 10 oP . . 00
ACu
+1£(A D) + +10(p,, 22) L0 (p,, 02 o
wog \f wdo\ " ou) " w2oo\"" 90 )
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0P 54 1 oD 1 0P 9?® 10D, 0d 1 9%
— = 5" _Au (I) Au ot _Duu a Duu— - an —Lubd 5 an
or (8“ u ) +( Tt )8u+ 8u2+u ou 89+u  9u08
Loy
1 04, oe 1 9?® 10Dy, 00 1 0%
-0 1A L 0Dep) —_ 4 — — 4+ = 4+ —Dpy—— .
taon O AT =) 5p t PG Y Lo au T u " Bade
Ly

(5.38)

Usamos o indice 7 para a coordenada u,, com 1 < ¢ < n;, e j para a coordenada 6, com
1 < j < nj. Para o tempo normalizado 7, usamos o indice n, e o intervalo de tempo A7. Para a

solugao numérica usaremos o método conhecido como splitting, que é aplicado da seguinte forma:

e para todo intervalo aplicamos £, e Ly sobre ¢", gerando funcoes ®,, e ®y;
e entdo escrevemos ®"H = @, + O, — O

e finalmente aplicamos as condicdes de fronteira sobre a funcao ®"+!.

5.6.1 Aplicagcao do operador L,:

00 (04, 1 ODuu 1 00 20 10Dwdd 1 0%
9% _ Lo o+ (4 1D ) L2 4D, L8 102w 0% 1y, 070
o <au T “) +< vt ou ““> ou TP T 0w 96 T u " a0
(5.39)
00 (94, 1 0Dy 1 00 920 10D od 1 92
a_ _Au D — Au _Duu a_ Duu— = - an —Uuwbd 5 A5 -
o ( U > ( T ) ou 02w ou 90 u " uon
(5.40)

Aplicamos o operador de forma parcialmente explicita e parcialmente implicita. Para todo

1<j<nje2<i<n;—1, podemos aplicar as derivadas centradas em u, e derivada avancada

em T,
n+1 n n+1 n+1
Pig TP L (04 Ly Ngr Ly O0Duw L (P — P
AT 2\ Ju u 4 2 ou u i 2Au
n+1 n+1 n+1
1, Pithy 2% R
9 U (Au)? ’
1 0Dy, 1 noo—dn N1 or 200 4+
=— (A, 4+ ~Duu Y B Gt SV = Duu i+1,j i,] i—1,j
2 ( + ou + u )” ( 2Au + 2 (Au)?
1 /0A, 1 1 0D, OD™ 1 02"
— —A, ) ®". + — ZDyg—— .
+2(8u +u ) tJ ou 00 +u Y 9ud0

(5.41)



Capitulo. 5 Teoria de turbuléncia fraca

76

Multiplicando por AT,

RN RIS ER I (NP gy
- Duuﬁ (7, — 2071 + @71 )
= (Au + % + %Duu)m ZLAA—TU (@71, — @71 ;) + Duuﬁ (P41, — 207, + Oy )
+ (‘E“ %Au> Sa, + E S e+ ue%] (ar) .
(5.42)
Podemos definir
o= (A“ + %D““)i_j zLAA—:L - ““2(22)2 ’
Bi=1- (5(;1; + %Au) & +2Duu2(i—;>2 ,
nes (Au i %Duu)m ‘*AA—Z‘ B Duuﬁ 7 (5.43)
s (Y L) S (L0000 1, PO (o
+ <Au + ag:u + %Duu>i7j LLAA—TU ( M1~ (I)?—l,j)
+ Duu%iiz)z (®Fy1; — 295 + 2Ly j)
obtendo
ar ®PHL 4 BT oy BT =y (5.44)

para2 <i<mn; —1lel < j<mn,; Asderivadas explicitas sao avaliadas usando um esquema

apropriado. Por exemplo, derivada de 5-pontos, com aproximagoes de derivada centrada de 3-

pontos para frente ou para tras perto das bordas. Com este procedimento, a Equagao (5.44) é

valida para todos os valores de j. As condigoes de fronteira em wu, para qualquer j, sdo dadas

por

ou

0Py, ;

=0, ou

= constant .

(5.45)

A motivagao para escolher estas condi¢oes de contorno em u = uy;;, é a seguinte: Supomos que

as fronteiras sao suficientemente longe da regiao mais povoada, assim que nao mudard muito

a distribuicao. Portanto, as derivadas permanecem como a inicial. Com esta escolha podem



Capitulo. 5 Teoria de turbuléncia fraca T

ocorrer algumas mudancgas na funcao distribuicao, que acontecem se nao supusermos os valores
da funcao distribuicao na fronteira como constantes.

Uma alternativa para usar estas condigoes de fronteira é desenvolver uma equacao de diferengas
finitas para os pontos de fronteira. Quanto a L, a condi¢ao proposta para ¢ = 1 ainda pode
ser utilizada. Para i = n;, podemos desenvolver equacoes de diferencas finitas usando derivadas
“para tras” (backward derivatives), tanto para primeira quanto para segunda ordem. As derivadas

de segunda ordem podem ser escritas na forma explicita, para manter o sistema de equagoes na

(9u U i

forma tri-diagonal.

P _ pr. 1 /04, 1 1
LY R IV - O N Ky ey B W
( AT ) 2 ( ou + u ) v 2 +

n+1 n+1
i — Pty
Au

1 oD 1 o — P or . — 207 | .+ DI,
I Au uu —Duu 171/] Duu 1,7 1— ] 1— ]
L T e e ] G e
1 /0A, 1 10D, 00" 1 o*on
2\ Ou u ou 00 u oudl
(5.46)
Multiplicando por Ar.
AT [0A 1 AT 0D 1
ntl _gn ) - L u ntl =7 L ntl _ gpntl
(q)i’j q)”) 2 ( ou U u> i 2Au <Au ou + uDuu>ij (q)” ®icy J)
At D, n AT oy n
:2Au (Au+ + Du") 7@1 1J)+D“u(A) (@ — 29 1J+q)z 2])
AT (0A, 1 1 aDug aqw 1 o*on
2 \ Ou u " uoo
(5.47)
Podemos definir para i = n;,
0D, 1 AT
= Au _Duu A
o ( * ou i u )i,j 2Au
0D, 1 AT 04, 1 AT
=1-(Ay — Dy oA —Ay | — ,
b < + ou Jru >” 2Au <6u Jru ) 2
m=0,
94, 1.\ Ar 10Dy 93" 1 02" (5.48)
= o, —A, o7 - —Dyg—— A
V=9t ( ou > <u Ju_ 00 "au%)i,j( ™)
0Dy, 1 AT
A, —Dyu — — PP
Jr< ou u >” 2Au( b 1)
D AT @” — 20" 0]
+ uu(Au) ( 11]+ 12])7

Usando equagoes (5.43) e

A solucao em i = 1 se obtém usando as condicbes de contorno.

(5.48), podemos usar a equagao (5.44) para 2 <i <n; e 1 < j < n,.
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5.6.2 Aplicacao de Ly:

09 194y 1 1 0Dgg\ 0% 1 . 0*°® 10Dp, 00 1. 0*®
= O+ (—Ag+ — —D = o ZDpu—— , (5.49
o7 w00 +< ot ae>59+ ot w90 ou T ul g 049
0b 104, 1 1 ODgg\ 09 1 0?® 10Dy, 09 1 %P
S ey Y ey P o D = - o ZDpu—— . (550
or  u 00 ( URETERT) ) a0 P = w90 ou T g 00

Para todo 1 <i < n; e2 < j <n;—1, aplicamos as derivadas centradas derivadas em 6 e a

derivada avancada em 7.

T Py ) 11049 g 1 (1, 10D (@0 — @0
AT 2u 00 " 2 \u u? 00 i 2A0

B L Pl — 2071 4 P
o6 (AG)

1

2u

1/1 1 9Dyy or .~ N\ 11 OP L, — 207, + BT,
—~-(ZA i,J+ 2] D 1,7+ i,J—
2( RTERT )j( 570 T3 R

1

2u

(5.51)

1049, 10Dy, 0% 1 92d
20 YT W00 ou | u “o0ou

Multiplicando a expressao por At

1 aAG AT 1 1 0Dy AT
n+1 n+1 n+1 ntl
((I)i’j 7@]—) u 00 2 -5 % <_A9 * u2 Ou, ) N ((I) 1 — i 1)
1 AT el ntl | ol
D05 TINE (@71 — 2077 + @)t
1 0Dgyy AT n n 1 AT n
< A0 u2 00 > ) m (®i7j+1 @z] 1) + DGG (AH) (@i,j+1 2@ + (I)’Lj 1)
10Ag AT 1 aD9u od 1 0P
it |- =Dgu=— | (AT) .
w9 2 [ 90 ou " ul"eau| A7)
(5.52)
Podemos definir
_ 1 1 5D99 AT 1 AT
a2 = (aAH MR ) 180 w2 P 3Age
1 0A9 AT 2 AT
=1-——""—+ S Dpy=—r
B2 u 00 2 + u2 GGQ(AG)Q ’
1 1 0Dy AT 1 AT
=—(=4 = Dy
2 <u" u? 89)j4A9 w2 5(n0 55
’ 5.53
1 aAg AT 1 8D9u 0P 1 82
=0 ®; —~ —D A
wQ Z,]+u 90 ] 2 ( 90 8u u 9“898 ( T)
1 1 aDgg AT n n
' (EA" T o ).j VAT Y
A n
+ - Dee e (®F 1 — 207, + @7, _,) ,

e obtemos
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ap @7+ By )+ @ = (5.54)

Parai <i<n; e2<j<n;—1. Como condi¢bes de fronteira, usamos (para todo i)

09,1

a9~V

. (5.55)

Estas condicoes de fronteira sao motivadas pela simetria azimutal.

Para finalizar esta se¢@ao, mencionamos que as equagoes de evolugao das intensidades das ondas
também devem ser expressas na forma de diferencgas finitas. O procedimento é similar ao adotado
para a equacao de evolucao da funcao distribuicao. Entretanto, as equagoes de evolucao das
intensidades nao contém derivadas parciais, de modo que para elas utilizamos o bem conhecido

método Runge-Kutta de quarta ordem, ao invés do método de splitting.
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Resultados

Para estudar a evolucao temporal do sistema, vamos considerar um caso relativamente simples,
levando em conta apenas as ondas de Langmuir e os processos de emissao espontanea e induzida
e o espalhamento. Para tratar as equagoes normalizadas e discretizadas de ondas e particulas
desenvolvemos um cédigo numérico usando linguagem de programagcao FORTRAN-90, linguagem

adequada para resolver problemas de ciéncia e engenharia.

Pegando as equagoes da teoria de turbuléncia fraca ja mencionadas no capitulo anterior, equagao
(5.13) para as ondas e equacao (5.15) para as particulas, resolvemos numericamente pelo método
splitting' a equacao das particulas e pelo método Runge-Kutta de quarta ordem a equacio das

ondas, iterando para fazer evoluir o sistema no tempo.

No ¢6digo usamos grades com 51 x 51 pontos para (g,1), na faixa 0 < ¢ < 0,5e 0 < ¢ < 27.
Para as velocidades, usamos grades com 101 x 101, cobrindo a faixa de velocidades 0 < u < 12
e 0 < ¥ < 27. O nimero de pontos nas grades foi escolhido de forma que os graficos tivessem

boa resolugao e o tempo de rodamento do cédigo nao fosse muito longo.

Para todas as solugoes numéricas, consideramos a razao entre elétrons do feixe e elétrons térmicos
dada por ny/ng = 1,0 x 10~4, velocidade de feixe normalizada vf/ve = 5,0, temperatura do
feixe Ty/T. = 1, razdo de temperaturas entre elétrons e fons T./T; = 7,0, e o parametro de

plasma g = 5 x 1073, Nao consideramos feixe indo para trds, de modo que usamos ny/n. = 0.0.

Os resultados obtidos com o programa, para diferentes instantes de tempo, tanto para a fungao
distribuigao de velocidades como para o espectro de ondas, sao representados em graficos feitos
com o software “Gnuplot”, usando escala logaritmica no eixo z para mostrar com mais detalhe
os resultados da interacao entre particulas e ondas. Em cada figura se mostra no grafico superior
a funcao distribuicao de elétrons e na parte inferior a densidade espectral das ondas, para um
dado valor do tempo normalizado 7, sendo que na primeira figura, Fig. 6.1, se mostra a funcao

distribuicao de elétrons inicial e o espectro inicial de ondas L, ambos normalizados.

1Usado para resolver equacdes com derivadas parciais.

80
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FIGURA 6.1: ®.(1 =0) e EL(T=0)

6.1 Evolucao temporal da funcao distribuicao e da densi-

dade espectral de ondas

Nas figuras se mostra a funcao distribuigao de velocidades e a intensidade espectral das ondas L
normalizadas, para diferentes valores do tempo normalizado. As figuras 6.2, 6.4 e 6.6 mostram
resultados obtidos levando em conta a contribuicao do termo de emissao espontanea e induzida
na equacao das ondas (5qL|emiss). As figuras 6.3, 6.5 e 6.7 sao obtidas levando em conta tanto os
termos de emissao espontanea e induzida como o termo de espalhamento (5qL|e,m'ss + 6’qL|Scatt).

Observando as figuras da fungao distribuicao de elétrons vemos que gradualmente se forma

um plateau, como previsto na teoria quase-linear e como também é obtido em artigos anteriores,
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FIGURA 6.2: ®.(r = 100), EL(T = 100), levando em conta os termos de emissdo
espontanea e induzida.

feitos usando coordenadas cartesianas, que mostram solugoes em 2D levando em conta efeitos
nao lineares [21, 14] 2. Por outro lado vemos que o termo de espalhamento de ondas L muda
muito pouco as funcoes distribuicao nos graficos das figuras 6.2 e 6.4, que mostram resultados

em 7 = 100 e 7 = 500, respectivamente. Na figura 6.6, para 7 = 1000, vemos que as curvas de

20 primeiro desses artigos leva em conta apenas efeitos de decaimento de ondas L e ndo o efeito
do termo de espalhamento. O segundo levava em conta tanto os termos de espalhamento como os de
decaimento.
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FIGURA 6.3: ®c(r = 100), EL(T = 100), levando em conta os termos de emissdo
espontanea e induzida e os termos de espalhamento.

nivel da fungao distribuigao ja comegam a se deformar, principalmente na regiao do feixe. Esses
efeitos do termo de espalhamento também podem ser vistos no artigo [15] 3.

Observando os graficos dos espectros das ondas nas figuras 6.2 e 6.3 (7 = 100) vemos que as duas

figuras mostram espectros muito semelhantes entre si. Nas figuras 6.4 e 6.6, que mostram os

3Este artigo levou em conta também o efeito dos elétrons no termo de espalhamento espontaneo, que
nao estava incluido no estudo feito na Ref. [14].
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FIGURA 6.4: ®.(r = 500), EL(T = 500), levando em conta os termos de emissdo
espontanea e induzida.

resultados obtidos para 7 = 500 e 7 = 1000, respectivamente, sem o efeito do espalhamento, nao
se verifica a formagao do anel observado em estudos anteriores [14, 21]. Entretanto, nos gréficos
obtidos levando em conta o termo de espalhamento, nas figuras 6.5 e 6.7, se verifica a formagao
do anel. Além disso, vemos um preenchimento parcial do centro do anel, que nao aparecia em
[14, 21]. Este preenchimento é associado & contribuigdo dos elétrons ao termo de espalhamento

espontaneo, como também se observa no artigo [15].
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Capitulo 7

Conclusoes e comentarios finais

Nesta dissertacao apresentamos uma revisao da teoria cinética de plasmas, utilizando uma
metodologia que nos conduziu desde os aspectos fundamentais da teoria até o conjunto de
equacoes acopladas da teoria de turbuléncia fraca, que apresentam diferentes termos, que podem
ser interpretados como associados a mecanismos de emissao espontanea e induzida, decaimento

envolvendo trés ondas, e espalhamento onda-particula.

As equagoes da turbuléncia fraca foram utilizadas para um estudo da interacao feixe-plasma.
Neste estudo levamos em conta apenas o efeito de ondas eletrostéticas e o efeito de termos de
emissao induzida e espontanea e espalhamento. Consideramos uma situacao inicial em que a
distribuicao de elétrons é descrita como uma distribuicao Maxwelliana acrescida de um feixe
ténue, e tratamos o problema considerando duas dimensoes nos espacos de velocidade e de
nimero de onda. A abordagem bi-dimensional permite a investigagao de fendmenos que nao
podem ser analisados em uma andlise uni-dimensional, como o espalhamento de ondas para
direcoes diferentes da direcao original de propagagao, sem a complexidade computacional que

seria exigida por uma abordagem tri-dimensional.

Para a obtencao de solugoes numéricas para a evolucao temporal do sistema de ondas e particulas,
escrevemos as equagoes da teoria de turbuléncia fraca em termos de coordenadas polares, e
posteriormente as escrevemos em termos de equagoes de diferencas finitas. Desenvolvemos entao
um cédigo numérico para solugao do sistema de equagoes, com o qual pudemos comparar os
efeitos de diferentes termos e mecanismos incorporados nas equagoes, sobre as distribuigoes de
velocidades e sobre os espectros das ondas. As solugoes numéricas obtidas considerando os
processos de emissao espontanea e induzida de ondas de Langmuir, mostraram tanto a formagao
do plateau na fungao de distribuicao quanto o crescimento da energia das ondas com ntmeros
de ondas ressonantes com velocidades na regiao de derivada positiva do feixe, conforme previsto
pela teoria quase-linear. Também foram obtidos resultados incluindo o efeito de espalhamento
de ondas de Langmuir, que mostraram a formagao de um anel no espago de nimero de ondas,
além de preenchimento parcial da regiao central do anel. Na funcao distribui¢ao obtivemos um
aquecimento dos elétrons, mostrado pelo alargamento da funcao distribuicao. Estas mudancas

nas ondas e na distribuicao de velocidades das particulas sao proprias do espalhamento.

88
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Os resultados obtidos com o cédigo usando coordenadas polares mostraram boa concordancia
com resultados anteriores, obtidos por outros autores usando coordenadas cartesianas. Entre-
tanto, verificamos que surgem instabilidades na solucao se a evolucao temporal é acompanhada
além de 7 = 1500, o que mostra que o cédigo usando coordenadas polares ainda necessita aper-
feigopamento. Além disso, o cddigo em coordenadas polares pode também evoluir no sentido da
inclusao de efeitos de decaimento, interagoes eletromagnéticas e outras ainda nao incluidos nesta

Versao.
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Avaliacao das componentes A; e

A.1 Avaliacao das componentes A;

As componentes AS podem ser escritas como na equagao (5.29)

Aj g/%dﬂ/mdq sin@si'nﬂ—i—cochosﬂ
A 0 0

cosfsind — sin 6 cos ¥

X Z 02§ 0(0zk — qu(sin@sind + cos b cos V)
o=%1

sin @ sin ¥ + cos 0 cos Y
oLl ()

cosfsind — sinf cos ¥

X Z az o( O‘Zé‘ — qu(sin@sin ¥ + cos 6 cos ¥))
o=%+1

i > sin @ sin 9 + cos 0 cos ¥
+g/ d19/ dq
0 0 cos 0 sinv — sin 0 cos ¥

X Z azé (5(025 — qu(sin@sin ¥ + cos 6 cos ¥))
o=%1

Trocando 9 — —1 na primeira integral

Ae ™ oo 1 ] _ —
“ ) o / 29 / dq sin 0 51'11( 9) + c?s 0 cos(—1)
Ag 0 0

cos 0 sin(—1) — sin 0 cos(—1)

X Z Uquln( ¥),q cos(—1) 6( qbln( 9),qcos(—19) (SIDHSin(_ﬂ)+COS€COS(_0)))
o==+1
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i o0 sin 6 sin ¥ + cos 8 cos ¥
+g dy dq
0 0 cos 0 sinv — sin 6 cos ¥
X Z oquSinﬂchosﬂ 5(oquSin197qcosﬂ — qu(sin@sin ¥ + cos 6 cos ¥))
o=%+1

Usando as propriedades de cos(—9) = cos ¢ e sin(—) = —sind,

AS g e —sin#sind + cosf cos
=g dv dq
A 0 0 —cosf@siny — sinf cos
X Z szqsinﬂ,qcow 5(ozquinﬁ7qcosﬁ — qu(—sinf#sind 4 cos b cos 1))
o=%1

g > sin 0 sin ¥ + cos 6 cos ¥
+g dv dq
0 0 cos fsind — sin f cos
X Z Uqusinﬂ,qcow 5(UZquim9,qcos19 — qu(sin @ sin ¥ + cos 6 cos¥))
o==+1

Usando a relagao de dispersao,

AS i o —sinfsind + cos b cos v
=g dvy dq
A 0 0 —cosfsint — sinf cos
X Z UZquin 9.qcosd 5(UZquin 9.qcosd — qu(—sinfsind + cosf cosvJ))
o==+1

4 o0 sin @ sin 1 + cos 8 cos ¥
+g dy dg ) )
0 0 cosfsind — sinf cos
X Z UZquin 9.q cosd 5(UZquin 9.qcosd — qu(sin@sind + cos cosvJ))
o==+1

Estas equacoes podem ser separadas em duas partes.

AS /2 o —sin @ sin® + cos f cos ¥
:g/ dﬂ/ dg
A 0 0 —cosfsiny — sin 6 cos ¥
X Z quLSinﬁ’qCOSﬁ 5(oquSin191qcosﬂ — qu(—sinfsind + cosf cosv))
o==+1

4 o0 —sin @ sin + cos 6 cos ¥
+g/ dﬂ/ dq
7/2 0 — cosf sin — sin 0 cos ¥

L L . .
X E 024 sin9.qcosd 0(T24sin9.qcosv — qu(—sin@sind + cos 6 cos 1))
o=%1

/2 > sin 6 sin ¥ + cos 0 cos ¥
+g dv dg
0 0 cosfsin v — sin 6 cos

L L . .
X E 024 sin9.qcosd 0(T24sin9.gcoso — qu(sindsind + cos b cosJ))
o=%1
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T o sin @ sin ¥ + cos 6 cos ¥
+g dy dg
7/2 0 cos @ sinv — sin 6 cos ¥
X Z oquSinﬂchosﬂ 5(oquSim97qcosﬂ — qu(sin@sin ¥ + cos 6 cos ¥))
o=%+1

Trocando de variavel 9 — 7 — 9 no segundo e quarto termos,

AS /2 e —sin @ sin® + cos f cos ¥
:g/ dﬂ/ dg
A 0 0 —cosfsiny — sinf cos?d
X Z 02 sin g qeosd 002 sin g qeosy — qu(—sinfsind + cos  cos )
o==+1

+g/0 4(t) /oo d ( —sin@sin(r — ¥) + cos f cos(m — ¢) )
/2 0

/ —cosfsin(m — ) — sinf cos(r — ¢)

L
X E : 02 sin(pi—10),q cos(m—1)
o==+1

d(o qum (r—0),qcos(n—9) — qu(—sindsin(m — ) + cosf cos(m — 7))
sin 6 sin ¥ + cos 8 cos ¥

+g d19 dq
cosfsind — sin 6 cos

x § Uzq51n19qC0519 5( qsm19,qC0519 qu(SiHGSinﬂ—i_COSGCOSﬂ))
o==+1

» /o it /Ooo " ( sin @ sin(m — ) + cos 6 cos(m — 1) >

/2 cos O sin(m — ) — sin 6 cos(m — V)
x Z O-Z;Sin(ﬂ'—ﬂ),qCOS(ﬂ'—’&)
o==+1

§(ozk

g sin(w—19),q cos(m—19)

— qu(sin@sin(r — ) + cos b cos(m — 1)))

Agora usamos cos(m — ¥) = —cos? e sin(r — ) = sind, trocando os limites das integrais no

primeiro e quarto termos.

AS g/W/Qdﬁ/mdq —sin@si'nﬂ—i—(:(')s@cosﬂ
Ag 0 0 —cosfsiny — sinf cos?d
X Z UquSinﬁ’qCOSﬁ 5(0quSin191qcosﬁ — qu(—sinfsin ¥ + cosf cos 1))
o==*1

™/2 > —sinf#sind — cos b cos v
+g/ dﬂ/ dg
0 0 —cosfsind + sinf cos ¥

X E Uqumﬁ —qcosV 5( qsm19 —qcos?d qu(—sin@sinﬂ—cos@cosﬂ))
o=+1
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/2 > sin @ sin ¥ + cos 6 cos ¥
+g dy dq
0 0 cos 0 sind — sin § cos vV
X Z oquSinﬂchosﬂ 5(oquSin197qcosﬂ — qu(sin@sin ¥ + cos 0 cos 1))
o=%+1

/2 > sin @ sin ¥ — cos # cos ¥
+g dv dq
0 0 cos @ sind + sin 6 cos ¥

L L . .
X g T2 sin 9. —qcos® (025 5in 9, —geosy — qu(sin@sind — cosd cos )
o=%1

Usando de novo a propriedades de simetria da relagao de dispersao, e simplificando

AS /2 e —sin @ sin® + cos f cos ¥
:g/ dﬂ/ dg
Ag 0 0 —cosfsiny — sin 6 cos ¥
X Z quLSinﬁ’qCOSﬁ 5(oquSin191qcosﬂ — qu(—sinfsind + cosf cosv))
o==+1

/2 > sin 6 sin ¥ + cos 0 cos ¥
+g dy dg
0 0 cos 0 sinv — sin 0 cos ¥
X Z quLSinﬁ’qCOSﬁ 5(oquSin191qcosﬂ — qu(sin@sin 9 + cos 0 cos))
o==+1

n /deﬂ/ood sin 6 sin ¥ + cos 8 cos ¥
g q
0 0 cos 0 sinv — sin 0 cos ¥
X Z UZquinﬂ,qcosﬁ 5(Uqusim9,qcos19 — qu(sin @ sin ¥ + cos @ cosv))
o==+1

n /”/Qdﬂ/md —sinfsin Y + cos @ cos
g q
0 0 — cosfsind — sin 6 cos
X Z UZquin 9.qcosd 5(UZquin 9.qcosd — qu(—sin@sind + cosf cosJ))
o==+1

O primeiro e quarto termos podem ser recolhidos num sé, como também o segundo e o terceiro,

AS /2 e —sin#sin ) + cos f cos ¥
:29/ dﬂ/ dg
A 0 0 —cosfsiny — sin 0 cos

L L . .
X E 024 sin9,qcosd 0(T2gsin9,qcosw — qu(—sinfsind + cos 6 cos¥))

o==+1
4 /deﬂ/ood sin @ sin ¥ + cos 6 cos ¥
g q
0 0 cos 6 sind — sin § cos vV
X Z UZquinﬂ,qcosﬁ 5(Uqusim9,qcos19 — qu(sin @ sin ¥ + cos @ cosv))

o==+1
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Na regiao de integracao tanto sinv quanto cosv sao quantidades positivas. Portanto podemos

L
q>

Ag Qg/W/Qdﬁ/oodq sin @ sinv — cos § cos 9
Ag 0 0 cos fsin ) + sin 6 cos
X Z ozl 8(oz) + qu(sinfsind — cos b cos V)
o=%+1

+29/“/2d19/°°dq sin 6 sin ) + cos 6 cos

0 0 cos fsin? — sin 0 cos

X Z aqu 6(025 — qu(sin@sin ¥ + cos 6 cos 1))
o=%1

escrever a relagao de dispersao como z

—cos(f + 9)
) dﬂ/ ozl §(ozl — qucos(6 + 9
g/ ( sin(6 + 9) )Z o 0o 4 ( )

o=%+1
0—9
n 29/ dﬁ/ ( C(;Sn ) é) ) Z o'qu 5(O'qu — qucos(9 - 19))
- o==+1
0+ )
- o=+1
06—
+29/ dﬁ/ ( cc:n . 7;) ) Z ozy 8(ozk — qucos(6 — 0))
- o==+1

Introduzindo um sinal para representar a soma e diferenca de angulos,

29/ d19/ dq Z cos(® + 519) Uqu
okl —sin(0 4 $19)

d(ozy — qucos(d + 1))

cos(f + s10)
=2 dﬂ/ d wcos(0 + 519)0 |0 cos(0 + 510
g/ qmzﬂ<_sm9+w)>q (0+ 51) [ cos(0 + 519)]

— qucos(f + s19))

(0 9
fQQ/ dﬁ/ dg Z cos(f +s19) qu cos(0 + $19)0 [o cos(0 + s19)]
oame1 \ —sin(d + s199)

5(qu — quo cos(0 + s119))

Usando a condigao de ressonancia dada pela equacao (B.1),

29/ cm/ dg Y

o,s1==+1

(0 9
( cos(0 + 51) )qucos(@—i—su?)

—sin(0 4 s19)

u| cos(f + s19)]

2 2 _
X " cos?(0 + 510) - 3/2|5( — Qos, )O[u” cos®(0 + o) — 3/2]O [0 cos( + s119)]
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Devido a condigao o cos(6+s11), a quantidade cos(6+s11), pode ser escrita como o| cos(6+s17)]

(6 + 510 2 e
72gu/ dﬁ/ dg Z ( cos(0 + 519) )qCOS (0 +519)5(q — o)

2 T sn@+ ) ) o020+ 510) — 32
x O[u? cos? (0 + 519) — 3/2]O [0 cos(0 + s199)]

Integrnado sobre ¢, obtemos

S

u 229u2 Z o /F/2 dy COS(@ + 8119) Gos; COSQ(G + 8119)
Ag _ 0

—sin(f + s510) ) |u? cos?(0 + s519) — 3/2|
x O [u® cos®(0 + s19) — 3/2] © [0 cos(6 + s19)]

(A.1)
Alternativamente, podemos usar a expressao para o valor de ¢,s,, eq. (B.1), e obter
Ae cos(f + 519 cos?(0 + s19
" *qu2 Z / 1 ) ( 1 ) 7
A5 e —sin(0 + 519) ) [u? cos?(0 + s19) — 3/2]
x © [u” cos®(0 + s19) — 3/2] Oo cos(0 + s19)] (A.2)

A.2 Avaliacao das componentes D;;

As componentes Df; podem ser escritas como na (5.29),
D¢, o (sin@sind + cos 0 cos9)?

D¢y | = / dv / dg q | (sin@sind 4 cos @ cos¥)(cos @ sin ) — sin  cos )

Dg, (cos @ sind — sin 6 cos9)?

X Z SUL d(o qu(sinfsinv + cosf cos?)) ,
o==+1
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(sin@sin® + cos 0 cos ¥)?
= / dd / dqgq | (sinfsind + cosfcost)(cosfsin® — sin 6§ cos )

(cos @ sin 1) — sin 6 cos )2

X Z EgL 6(025 — qu(sin @ sin ¥ 4 cos O cos¥))
o=%1

(sin @ sin ¥ + cos 6 cos 9)?
+ / dd / dqq| (sinfsind + cosfcost)(cosfsin¥ — sin 6 cos J)

(cos sin ) — sin @ cos )2

x 3 E5E §(02E — quisin O sin Y + cos f cos ) |
o==+1

Trocando ¥ — —9 na primeira integral,

. - (sin 0 sin(—1) + cos 6 cos(—19))?
= /0 dﬂ/o dg q | (sindsin(—19) + cos 8 cos(—1))(cos O sin(—¥) — sin @ cos(—1))
(cos O sin(—19) — sin 0 cos(—19))?

X Z 5q51n( 9),q cos(—13) 5( qsm( ¥),qcos(—9) (Sin@sjn(iﬂ)+COS€COS(719)))
o==+1

(sin@sind + cos 0 cos ¥)?
+ / d / dg q | (sin@sind 4+ cosf cos)(cosf sin} — sin 6 cos )

(cos @ sind — sin 6 cos )2

X Z Eqsmﬂ qcos? 5( qsm19 gcos?d qu (sin@sin19+cost9(‘,osz9)),
o==+1

Usando as propriedades cos(—1) = cos¥ e sin(—9) = —sin v,

(—sin@sin ) + cos d cos ¥)?
:/ dﬂ/ dgq | (—sinfsin® + cosfcos?)(— cosfsing — sinf cos )

(— cos @ sin) — sin 6 cos )2

X Z Equmﬁ qcos? 5( 7qsm19 gcos?d qu (*Siﬂ@SiHﬁﬁ*COS@COSﬁ))
o=%+1

(sin@sind + cos  cos)?
+ / dd / dqgq | (sinfsind + cosfcost)(cosfsin® — sin 6§ cos J)

(cos @ sin 1 — sin 6 cos99)?

X Z Eqsmﬁqcosﬁ(s( qsm19 gcos?d qu (sin@sin19+cost9(‘,osz9)),
o==+1
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(sin @ sind — cos 0 cos9)?
= / dﬂ/ dgq | (sin@sind — cosfcos¥)(cosbsind + sinf cos )
(cos @ sind + sin 6 cos 9)?

oL L . .
X & —gsin¥,q cos ¥ 6( 7qsin19,qcos19 - qu(_ SIDQSID§+COSGCOS19))
o==+1

(sin @ sin ¥ + cos 6 cos 9)?
+ / dd / dqq| (sinfsinv + cosfcost)(cosfsin¥ — sin 6 cos )

(cos sin ) — sin @ cos ¥)?

X Z gqsmﬁqcosﬁ 6( qsmﬁqcosﬁ qu (SineSinﬂ—i_COSGCOSﬂ)))
o==+1

Usando as simetrias da relagao de dispersao e o espectro de ondas,

(sin @ sind — cos 0 cos19)?

/ dy / dg q | (sin@sind — cosfcos®)(cosfsin® + sin b cos )
(cos @ sind + sin 6 cos )2

X Z 5qsm19qc0519 5( qsm19,qcos19 qu (7Sin981nﬂ+COSQCOSﬂ))
o=+1

(sin@sind + cos 0 cos9)?
+ / dv / dg q | (sin@sind 4 cosf cos¥)(cos @ sin ) — sin 6 cos )

(cos @ sin1 — sin 6 cos9)?

X Z Eqsmﬁqcosﬁ 5( qsmﬁqcosﬁ qu (sin@sinﬂJrcosﬁcosﬂ)),
o=%+1

Estas expressoes podem ser separadas em duas partes,

(sin @ sin? — cos 6 cos )

/ dy / dg q | (sinf@sind — cosfcos®)(cosfsin + sin 6 cos )
(cos 0 sin ¥ + sin @ cos ¥)?

X Z gqsmﬂ qcos?d 6( qsmﬂ,qcosﬁ qu(_ sinfsind + COSGCOS@))
o=+1

(sin @sin ¥ — cos 6 cos¥)?

/ dy / dg q | (sin@sind — cosf cos®?)(cosd sin + sin 6 cos )
/2 (cos O sin® + sin 6 cos )?

X Z 51n19 ,qcos? 5( qsmﬂ,qcosﬁ qu (7811198111194»("089("0819))
o=+1
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(sin@sind + cos 0 cos )?
—|—/ dﬂ/ dqgq | (sinfsind + cosf cost)(cosfsin® — sin 6§ cos J)

(cos @ sin 1) — sin 6 cos )2

oL L . .
X E Eqsin g cosd 6(Uzqsin191qcosﬁ — qu(sin@sin ¥ 4 cosf cos})) ,
o==+1

(sin @ sin 4 + cos 6 cos 9)?
+ / dﬂ/ dgq | (sin@sind + cos@ cosd)(cosfsind — sin b cos )

(cos 0 sin ¥ — sin @ cos )2

X Z gqsmﬁqcosﬁ ( quinﬁ,qcosﬁ_qu(SiDGSinﬂ—’—COSHCOSﬂ))5
o==+1

Trocando de varidvel ¥ — 7 — 9 no segundo e quarto termos

(sin@sind — cos 6 cos)?
/ d19/ dg q | (sin@sind — cosf cos¥)(cosdsin} + sin b cos )

(cos @ sin 4 + sin 6 cos )2
X Z 5qsm19 qcosY 5( qsm19,qcos19 qu (7 sin@sind + cos 6 cos 19))
o==+1
0 (sin @ sin(m — 1) — cos @ cos(m — 19))?

+ / d(—7) / dgq | (sin@sin(r — ) — cosfcos(m — ¥))(cos O sin(m — ) + sin 6 cos(m — 1))
/2 0 (cos @ sin(m — ) + sin 0 cos(m — 9))?

X Z Eqsm(ﬂ' 9),q cos(m—1) 5( q51n(7r 9),qcos(m—19) qu(i SIHQSIH(W - 19) + COS@COS(W - 19)))
o==+1

(sin@sin ¥ + cos d cos ¥)?
—|—/ dﬂ/ dgq| (sinfsind + cosf cosd)(cosfsint — sin b cos )

(cos @ sin1 — sin 6 cos )

X Z Eqsmﬁqcosﬁ 5( qsmﬁqcosﬁ qu (SinoSinﬂ+COSQCOSﬂ))a
o==+1

0 - (sin @ sin(m — 9) + cos @ cos(m — 19))?
+ / d(—9) / dqgq | (sinfsin(m — ) + cosf cos(m — 9))(cos O sin(r — ) — sin 6 cos(m — ¥))
/2 0 (cos O sin(m — 1) — sin @ cos(m — 19))?

X Z 5qsm(ﬂ' 9),q cos(m—19) 6( q51n(7r 9),qcos(m—19) U(SiHHSin(ﬂ. - 19) + COS@COS(TF - 19))) )
o==+1
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Agora usamos cos(m — ) = — cos ¥ e sin(m — ) = sind, e mudando os limites de integracao da

segunda e quarta integral,

(sin @ sin ) — cos 6 cos )2

/ dd / dg q | (sinfsind — cosf cos¥)(cos fsin ) + sin b cos )
(cos §sin ) + sin @ cos V)2

X Z gqsmﬂ qcos 6( qsm19,qcos19 qu(_ sin@sinﬂ—l—cos@cosﬂ))
o=+1

(sin @ sin 9 + cos 6 cos 1)
/ 19/ dg q | (sin@sind 4 cosf cos)(cos f sin} — sin  cos )

(cos fsin ) — sin 0 cos ¥)?

X § 6q51n19—qcos195 qsm19, qcos?¥ qu (7811198111197(3089(}0819))
o==+1

(sin @ sin 9 + cos @ cos ¥)?
/ dﬂ/ dg q | (sin@sind 4 cosf cos)(cos f sin} — sin  cos )

(cos @ sind — sin 6 cos19)?

X Z Sqmﬁqcow 5(qusm19qcos§ qu(sin@sind + cosf cosv)) ,
o==+1

/2 S
+/ dﬂ/ dq q
0 0

oL
X E quinﬁ,chosﬁ
o==+1

(sinfsin ¥ — cos @ cos ¥)(cos § sin ¥ + sin O cos )

(cos @ sin 4 + sin 6 cos )2

( (sin @ sin ¥ — cos @ cos ¥)?
d(o

qsmﬁ _geosd — qu(sin@sind — cosf cosV)) ,

Usando de novo a simetria da relacao de dispersao e o espectro de onda, simplificamos

(sin @ sin ) — cos 6 cos9)?

/ dvd / dg q | (sinfsind — cosf cosd)(cosfsind + sin b cos )
(cos sin ¥ + sin @ cos )2

X § 51n19 ,qcos 6( qsm19,qcos19 qu(_ sin 6 sin J + cos 6 cos 19))
o==+1

(sin @ sin 9 + cos 6 cos 1)
/ dﬂ/ dg q | (sin@sind 4 cosf cos¥)(cos @ sin} — sin f cos )

(cos fsin ) — sin 0 cos ¥)?

X Z qumﬂ qcos 5( qsm19,qcos19 qu (sin@sinﬂ+cos€cosﬂ))
o=+1
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(sin@sind + cos 0 cos )?
—|—/ dﬂ/ dqgq | (sinfsind + cosf cost)(cosfsin® — sin 6§ cos J)
(cos @ sin 1) — sin 6 cos )2
X Z EgSLinﬁﬁq cosd 6(025511”9# cosy — qu(sin@sin ¥ 4 cos @ cos})) ,
o==+1
(sin @ sin — cos 6 cos )2
—|—/ dﬂ/ dqgq| (sinfsind — cosf cost)(cosfsin® + sin 6 cos )
(cos Bsin® + sin 6 cos )?
X Z EgSLinﬁ_’qcosﬁ 6(025511]19_“0579 — qu(—sinfsiny + cosf cos 1)) ,
o==+1
O primeiro e o quarto termos podem ser unidos, como também o segundo e o terceiro. Além disso,
podemos escrever a relagao de dispersao e o espectro de ondas como z e 5 , respectivamente,

porque na regiao de integracao as quantidades sin ¢ e cos sao positivas,

(sin @ sin ) — cos 6 cos9)?
= / dd / dqq| (sinfsind — cosfcost)(cosfsinv + sin 6 cos )
(cos §sin ) + sin @ cos )2
X Z EgL 5(0qu — qu(—sinfsin ¥ + cosf cos 1))
o==+1
(sin @ sin 4 + cos 6 cos )2
+2 / d19/ dg q | (sinfsind + cosf cosd)(cosfsin — sin b cos )
(cos Bsin® — sin 6 cos )?
X Z ETF 6(oz) — qu(sinfsind + cos f cos V)
o==*1
/2 - (—cos(f +19))?
2/0 dﬂ/o dgq | (—cos(f+0))(sin(0+9) | > E7" (o2l — qucos(+ 1))

(sin(6 + 0))> o=+l
(cos(6 — 19))?
+ 2/ d19/ dgq | (cos(6 —1))(—sin(d —9)) Z EFL 8(oz — qucos(d — V)
(—sin( — 09))? o=+l
cos?(0 + 9)
—2/ dﬂ/ dgq| —cos(@+0)sin(@+9) | > EF d(ozk — qucos(0 + 1))
sin?(0 + ) o=+l
cos?(0 — 1)
+2/ dﬂ/ dgq| —cos(f—1)sin(6—9) Z E‘TL 5(0,2 — qucos(f — 1))
sin?(6 — ) o=+l

Introduzindo um sinal designando a soma e diferenca de angulos,

cos?(0 + s19)
*2/ dﬂ/ dq q Z —cos(f + s19) sin(0 + s19) EUL 5(02 — qucos(0 + s119))
o,51==%1 sin2(9—|—5119)
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Usando a condicao de resonancia dado pela equagao (B.1),
/2 - cos?(0 + s199)
=2/ dﬂ/ dq q Z —cos(0 + s10) sin(0 + s19) | E7F
0 0 o,s1==+1 sin2(9+5119)
u| cos(f + s19)] 5 o
0(q — qos 0 9) —3/2 0 U,
X Zcos2 (0 + 510) — 32 (¢ — qos, )Ou” cos® (0 + s19) — 3/2]O [0 cos(f + s19)]
Integrando sobre ¢,
D¢, /2 cos?(0 + s199)
Dy | =2u Z / dv —cos(f + s19) sin(f + s19)
Dge o,s1==%1 0 Sin2(9 + 5119)
qgslé'ng | cos(8 + s19)| s
= ] 0 9)—3/2|0 0 U, A3
X Toont (64 sy — 372 © 11 % O+ =) =8/2] Olpcosl@md)] (A3
Alternativamente, podemos usar a expressao ¢,s,, dada pela equagao (B.1), e obtendo
D¢, /2 cos?(0 + s199)
D¢y | =2u / dd | —cos(0 + s19)sin(f + s199)
Dio Frer =170 sin?(0 + s19)
E9L | cos(0 + 510
doc ( ) © [u? cos®(0 + s19) — 3/2] © [ cos(0 + s19)]  (A.4)

X
[u2 cos?(6 + s19) — 3/2)>/*




Apeéndice B

Condicoes de ressonancia para A,
& DZ]

A condicao de ressonancia é expressada pela funcao 4,

5(quL — qucos(0 + s19)) =0 [o cos(f + 517)] 5(quL — qucos( + s119))
=0 [0 cos(f + s19)] (2} — quo cos(f + s119))

O valor de g que satisfaz a condicao de ressonancia é q,5,, portanto,

- ol — o) 0 COS s
7|(Z<1L)_1(3/2)q—UUCOS(9+19)|@[ (0 + s19)]
5((] — qo’sl)

B |(quo cos(0 + 5199))~1(3/2)q — uo cos(0 + V)] © [o cos(f + 519)]

|uo cos(0 4 519)[6(q — qos, )
13/2 —u2cos2(0 + )|
~ufcos(f + 519)6(q — gos,)
3/2 — u2cos?(0 + 0)]

O [0 cos(0 + s199)]

O [0 cos(0 + s119)]

Para obter o valor ressonante ¢,s,, consideramos a condi¢ao de ressonancia
quL = qucos(f £ )

Elevando ao quadrado e usando a relagao de dispersao desta para ondas L,

(20)? =¢*u® cos*(0 + 0))

1+ qu =q*u? cos* (0 £ 9)
1 =¢* (u2 cos?(0 £19) — g)
1

N Vu?cos2(0 £9) — 3/2

q O[u? cos?(0 £ 19) — 3/2]
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Portanto,
L _ ufcos(0 + s10)| B
(S(O’Zq QUCOS(9+8119)) _|3/27u2 COS2(9+19)|6(q QUS1)
x O[u? cos? (0 + 1) — 3/2]0 [0 cos(0 + 519)]
B 1
o Vu2 cos?(0 £09) — 3/2
x O[u? cos?(0 + 1) — 3/2]O[0 cos(6 £ )] (B.1)




Apéndice C
Integrais

C.1 Avaliacao das integrais sobre velocidades

A integral a fazer é,
oo (oo}
/ duz/ du, ®, 6 Uzg — O'/Zg/ —(qz — @)ug — (g2 — ¢ )us|
—o0 —o0

onde 3, v sao os tipos de ondas e « é o tipo de particula. Agora temos que integrar na variavel

Uz,

1 oo
) |
2= — ¢zl /oo wam (02— 057, ~ (4s—a})us) /(g —L)

A integral na varidvel u, pode-se fazer da seguinte forma,

/ duy [tl)a
—oo 024—0"'2),—(4x—4})uz)/ (4=~ L)

[
<

u
I

—

1 (mg T e
= ( —) / duz |:exp (a(ui+uz)>:|
T\ me Ty —0o0 wy=augtb
1 o T* 0 oo
—_ (m _) |:/ dum [exp(—a(ui-{-ui))} +/ duz [exp(—a(uiﬂ—ui))] :|
T \Me T‘l —0o0 wy=aug+b 0 uy=aug+b
1 (mgy T, & &
=— ( —) |:/ dux |:exp<a(ui+uﬁ)):| +/ dux |:exp<a(ui+u§)):| :|
™ me Ta 0 Uuz=—aug+b 0 Uuz=aug+b
onde
Mo T Qe — 4. Uzg —0o'z),
o = —_, a = — I, b= L B
Me To qz — Q,/z q> — Q,/z

Usando o valor de u,,

/ duy exp{a (1 + a®) u? £ 2abu, +b*)|.
0
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O méaximo para b =0 é

D) o

e para b # 0,

) B

Consideramos o caso de b # 0, entao usamos (C.2) e integramos em uy

o0
me T, (42 —a) %+ (az —a})? ) u2 —2(qw —aly) (02 —o' 27 ) ug +(ozh UZW)
/ dug exp{ O‘—*{( ) w2 a—o'=), s
0

Me Ta (gz—al)?
oo
me T ((quq;)zﬂqudm)z)“i+2(quq§p)(f’zg*°/z’yr)“N(C’ZB*UIZ’Y/)
+/O duz exp |: Me T_a |: (az—d})? . :|
:l (ﬁme &)1/2 - - 7ma£ (ng J/Z(’I )2
2 mea T \/(qx - qz;)Q + (QZ - qg)2 me Ta (Qz o q/Z) + ((Iz N q;)2
w1 et [ e L (40 — 4) |a: — €2 (024 —'2q)
Me Ta q> — q; qz — q; \/(qz - q;)Q + (qz - q,/z)Q

1 me Ty 1/2 lg- — %] m; T (ng — 0/231 )?
A T, - P\ =T /)2 /)2
2\ ma ) e —40)? + (¢ — dL)? me Ti (¢ — @) + (q= — L)

x |1 —erf | — Mo T (92 — ¢) lg- — 42| (Uzgfo'/zg)
meTa qz_q,{g (Zz—q; \/(ql_qlz)2+(q,z_q;)2

Usando erf(—z) = —erf(z), obtemos,
(o) () e nal (0
= — | | T— = exp | ——=—
T\ me Ty me T \/(Q1 —q.)?+ (¢: — ¢.)? me To (qo — q4)* + (4= — ¢2)?

— (l Ma, 5)1/2 lq. — d.| exp ~ma Ts (Uzg — glz(})2
™ me To V(e —¢0)? + (¢: — d.)? me T (4o — ¢4)* + (4= — ¢2)?

Além disso, dividimos por |¢, — ¢ |,

B
/ duz/ du, ®, 5 qu —0 zg, —(qz — ¢)ug — (g2 — q’z)uz}

1mg T, ma T, (028 —0'2,)?
- T, o P | T T 72 2
+ (qz - qz) Me T‘l (qI - qx) + (qz - qz)

1/2 1
SE) Ve

(C.3)
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