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RESUMO

A abordagem de regressão MIDAS (Mixed Data Sampling), proposta por Ghysels et al. (2004),
permite relacionar diretamente variáveis em freqüências distintas. Esta característica é particu-
larmente atraente quando se deseja utilizar os dados nas freqüências em que são disponibilizados,
bem como quando o objetivo é calcular previsões multi-períodos à frente. Nesta tese, utiliza-se a
abordagem de regressão MIDAS em três ensaios em que são realizadas aplicações empíricas nas
áreas de finanças e macroeconomia. Os três ensaios são de caráter comparativo. Com aplicações
em diferentes contextos de previsão, objetiva-se contribuir fornecendo evidências empíricas com-
parativas. No primeiro ensaio, são explorados resultados comparativos no contexto de previsão
de volatilidade multi-períodos. Compara-se a abordagem MIDAS com dois métodos amplamente
utilizados no cálculo de previsões multi-períodos à frente: as abordagens direta e iterada. Seus
desempenhos relativos são investigados em um estudo de Monte Carlo e em um estudo empírico
em que são computadas previsões de volatilidade para horizontes de até 60 dias à frente. Os resul-
tados do estudo de Monte Carlo indicam que a abordagem MIDAS fornece as melhores previsões
para os horizontes iguais ou superiores a 15 dias. Em contraste, as previsões geradas a partir
da abordagem iterada são superiores nos horizontes de 5 e 10 dias à frente. No estudo empírico,
utilizando-se retornos diários dos índices S&P 500 e NASDAQ, os resultados não são tão conclu-
sivos, mas sugerem um melhor desempenho para a abordagem iterada. Todas as análises são fora
da amostra. No segundo ensaio, são comparados diversos modelos de previsão de volatilidade
multi-períodos, especificamente das famílias MIDAS e HAR. As comparações são realizadas em
termos da acurácia das previsões de volatilidade fora da amostra. Combinações das previsões dos
referidos modelos também são consideradas. São utilizados retornos intradiários do IBOVESPA
no cálculo de medidas de volatilidade, tais como variância realizada, variação potente realizada
e variação bipotente realizada, sendo estas medidas usadas como regressores em ambos os mo-
delos. Adicionalmente, utiliza-se um procedimento não paramétrico na estimação das medidas
de variabilidade dos componentes contínuo e de saltos do processo de variação quadrática. Estas
medidas são utilizadas como regressores separados em especificações MIDAS e HAR. Quanto às
evidências empíricas, os resultados em termos de erro quadrático médio sugerem que regressores
baseados em medidas de volatilidade robustas a saltos (i.e., variação bipotente realizada e vari-
ação potente realizada) são melhores em prever volatilidade futura. Entretanto, observa-se que,
em geral, as previsões baseadas nestes regressores não são estatisticamente diferentes daquelas
baseadas na variância realizada (o regressor benchmark). Além disso, observa-se que, de modo
geral, o desempenho relativo das três abordagens de previsão (i.e., MIDAS, HAR e combinação
de previsões) é estatisticamente equivalente. No terceiro ensaio, busca-se comparar os modelos
MS-MIDAS (Markov-Switching MIDAS) e STMIDAS (Smooth Transition MIDAS) em termos
de acurácia preditiva. Para tanto, realiza-se um exercício de previsão em tempo real em que
são geradas previsões fora da amostra para o crescimento do PIB trimestral dos Estados Unidos
com o uso de indicadores financeiros mensais. Neste exercício, também são considerados modelos
lineares MIDAS e outros modelos de previsão (lineares e não-lineares) que incluem informação
dos indicadores (via agregação temporal das observações mensais) para fins comparativos de de-
sempenho preditivo. A partir dos resultados do estudo empírico, observa-se que, de modo geral,
os modelos MS-MIDAS fornecem previsões mais acuradas que os modelos STMIDAS.

Palavras-chave: Abordagem de regressão MIDAS. Modelos não-lineares MIDAS. Previsão.
Volatilidade. Atividade econômica.



ABSTRACT

The Mixed Data Sampling (MIDAS) regression approach, proposed by Ghysels et al. (2004),
allows us to directly relate variables at different frequencies. This characteristic is particularly
attractive when one wishes to use the data at their original sampling frequencies, as well as when
the objective is to calculate multi-period-ahead forecasts. In this thesis, we use the MIDAS
regression approach in three papers in which we perform empirical applications in the areas of
finance and macroeconomics. All papers are comparative studies. With applications in different
forecasting contexts, we aim at contributing with empirical comparative evidence. In the first
paper, we explore comparative results in the context of multi-period volatility forecasting. We
compare the MIDAS approach with two widely used methods of producing multi-period fore-
casts: the direct and the iterated approaches. Their relative performances are investigated in a
Monte Carlo study and in an empirical study in which we forecast volatility at horizons up to 60
days ahead. The results of the Monte Carlo study indicate that the MIDAS forecasts are the best
ones at horizons of 15 days ahead and longer. In contrast, the iterated forecasts are superior for
shorter horizons of 5 and 10 days ahead. In the empirical study, using daily returns of the S&P
500 and NASDAQ indexes, the results are not so conclusive, but suggest a better performance
for the iterated forecasts. All analyses are out-of-sample. In the second paper, we compare
several multi-period volatility forecasting models, specifically from MIDAS and HAR families.
We perform our comparisons in terms of out-of-sample volatility forecasting accuracy. We also
consider combinations of the models forecasts. Using intra-daily returns of the IBOVESPA, we
calculate volatility measures such as realized variance, realized power variation, and realized
bipower variation to be used as regressors in both models. Further, we use a nonparametric
procedure for separately measuring the continuous sample path variation and the discontinuous
jump part of the quadratic variation process. Thus, MIDAS and HAR specifications with the
continuous sample path and jump variability measures as separate regressors are estimated. Our
results in terms of mean squared error suggest that regressors involving volatility measures which
are robust to jumps (i.e., realized bipower variation and realized power variation) are better at
forecasting future volatility. However, we find that, in general, the forecasts based on these
regressors are not statistically different from those based on realized variance (the benchmark
regressor). Moreover, we find that, in general, the relative forecasting performances of the three
approaches (i.e., MIDAS, HAR and forecast combinations) are statistically equivalent. In the
third paper, we compare the Markov-Switching MIDAS (MS-MIDAS) and the Smooth Transition
MIDAS (STMIDAS) models in terms of forecast accuracy. We perform a real time forecasting
exercise in which out-of-sample forecasts for the quarterly U.S. output growth are generated
using monthly financial indicators. In this exercise, we also consider linear MIDAS models, and
other forecasting models (linear and nonlinear) that include information on the indicators (via
temporal aggregation of the monthly observations) for comparative purposes. From the results of
the empirical study, we observe that, in general, the MS-MIDAS models provide more accurate
forecasts than do the STMIDAS models.

Keywords: MIDAS regression approach. Nonlinear MIDAS models. Forecasting. Volatility.
Economic activity.
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1 Introdução

A disponibilidade de dados em séries temporais amostrados em freqüências distintas se apresenta

como um problema adicional para aqueles interessados em calcular previsões. Por exemplo, me-

didas de atividade econômica que recebem especial atenção por parte dos agentes econômicos,

como o Produto Interno Bruto (PIB) e a produção industrial, são disponibilizadas nas freqüências

trimestral e mensal, respectivamente. Por outro lado, existe uma gama de indicadores macroe-

conômicos observados mensalmente e diversas variáveis financeiras observadas diariamente com

potencial poder preditivo para estas medidas. Uma questão relevante é que a maior parte dos

modelos de previsão não relaciona variáveis observadas em freqüências distintas. Desta forma,

um procedimento usual é o de agregar temporalmente as observações da variável de maior fre-

qüência (por exemplo, por meio de uma média simples) antes de estimar o modelo de previsão.

Todavia, procedimentos simples de conversão dos dados para a mesma freqüência podem levar

ao descarte de informações relevantes.

Modelos de regressão que relacionam diretamente variáveis em freqüências distintas são uma

alternativa atraente pois permitem a utilização dos dados nas freqüências em que são disponibi-

lizados. Em particular, os modelos de regressão MIDAS (Mixed Data Sampling) de Ghysels et

al. (2004) possibilitam que se regrida diretamente uma variável de baixa freqüência sobre uma

variável de alta freqüência. Isto é possível graças à especificação de um esquema de ponderação

para os dados da variável de maior freqüência amostral.

A possibilidade de relacionar variáveis em freqüências distintas em um modelo de previsão

também é relevante quando se objetiva calcular previsões multi-períodos à frente. Em finanças,

por exemplo, previsões de volatilidade multi-períodos são importantes para a tomada de decisões

relativas ao gerenciamento de risco, apreçamento de ativos, alocação de carteiras e supervisão

regulatória. Dentre as abordagens existentes para obtenção de previsões de volatilidade multi-

períodos, há três fundamentalmente distintas. A primeira abordagem consiste em estimar um

modelo de previsão de volatilidade, tal como um GARCH, utilizando retornos mensais, por e-

xemplo. Então, a partir do modelo estimado, pode-se computar de forma direta uma previsão

para a volatilidade do próximo mês. A segunda abordagem consiste em estimar um modelo
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de previsão de volatilidade auto-regressivo diário e então iterar sobre as previsões diárias para o

número necessário de períodos de modo a gerar uma previsão para a volatilidade do próximo mês.

A primeira e a segunda abordagens são referenciadas na literatura como direta e iterada, respec-

tivamente (ver Marcellino et al. (2006)). A terceira abordagem, alternativa, é a MIDAS. Neste

caso, estima-se uma regressão MIDAS com variáveis preditoras diárias (retornos ao quadrado,

retornos absolutos, entre outras) e então gera-se de forma direta uma previsão para a volatilidade

multi-períodos. A abordagem MIDAS incorpora as melhores características dos dois primeiros

métodos, quais sejam: prever de forma direta e utilizar informação na maior freqüência disponível

para os preditores (ANDREOU et al., 2011; GHYSELS et al., 2012).

Na literatura sobre finanças empíricas existe uma gama de estudos em que a abordagem

MIDAS é utilizada na previsão de volatilidade multi-perídos com o uso de preditores diários

(ver, por exemplo, Forsberg e Ghysels (2007), Ghysels e Sohn (2009), Ghysels et al. (2006, 2009),

entre outros). Recentemente, a abordagem de regressão MIDAS tem sido aplicada com sucesso

na previsão de séries temporais macroeconômicas trimestrais com a utilização de dados mensais

ou diários (ver, por exemplo, Andreou et al. (2013), Clements e Galvão (2008), Galvão (2013) e

Kuzin et al. (2013)). Neste contexto, uma das vantagens de se utilizar regressões MIDAS está

na possibilidade de atualizar as previsões trimestrais na medida em que novas observações da

variável em alta freqüência estejam disponíveis.

Nesta tese, utiliza-se a abordagem de regressão MIDAS em três ensaios independentes em

que são realizadas aplicações empíricas nas áreas de finanças e macroeconomia. Os três ensaios

que compõem a tese são de caráter comparativo. Nestes ensaios, modelos da classe MIDAS são

comparados entre si bem como em relação a outros modelos de previsão alternativos em termos

de acurácia preditiva fora da amostra. Com aplicações em diferentes contextos de previsão,

objetiva-se contribuir fornecendo evidências empíricas comparativas. Os três ensaios, com uma

contextualização de seus temas, são descritos brevemente a seguir.

As abordagens de previsão direta, iterada e MIDAS têm sido utilizadas amplamente na li-

teratura de finanças empíricas. Entretanto, existem poucos resultados comparativos entre os

métodos no contexto de previsão de volatilidade multi-períodos. Diebold et al. (1998) e Hawkes

e Date (2007) são exemplos de trabalhos que examinam os métodos direto e iterado. Em um
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estudo recente, Ghysels et al. (2009) encontram resultados robustos para a abordagem MIDAS

em comparação com os métodos direto, iterado e outras abordagens de obtenção de previsões

de volatilidade multi-períodos. Os autores utilizam um conjunto de dados formado por retornos

diários do mercado de ações dos Estados Unidos (EUA) e prevêem volatilidade futura em hori-

zontes de até 60 dias de negociação. Em termos gerais, Ghysels et al. (2009) encontram evidências

de que as previsões obtidas a partir da abordagem MIDAS são significativamente mais acuradas

que as geradas por meio das demais abordagens em horizontes de previsão superiores a 10 dias.

Os resultados empíricos obtidos por Ghysels et al. (2009) a partir do uso de regressões MIDAS

motivaram o tema do primeiro ensaio desta tese. Neste ensaio, Capítulo 2 da tese, são explorados

resultados comparativos entre as abordagens MIDAS, direta e iterada no contexto de previsão

de volatilidade multi-períodos. Em particular, as previsões com as abordagens direta e iterada

são computadas a partir de modelos da classe GARCH. O desempenho relativo dos métodos

de previsão é examinado em um estudo de Monte Carlo e em um estudo empírico em que são

computadas previsões de volatilidade fora da amostra para horizontes de 5 a 60 dias à frente.

No estudo de Monte Carlo, são avaliadas duas especificações baseadas em quadrados de

retornos para cada método de previsão. Os resultados gerais deste estudo são bastante favoráveis

à abordagem MIDAS. Os resultados indicam um melhor desempenho para a abordagem MIDAS

nos horizontes de previsão iguais ou superiores a 15 dias. Para horizontes de 5 e 10 dias, as

previsões obtidas a partir do método iterado são superiores às demais. No estudo empírico,

são consideradas especificações baseadas em quadrados de retornos e (ou) retornos absolutos

para cada abordagem de previsão. São utilizados nesta aplicação retornos diários dos índices

S&P 500 e NASDAQ. Em relação aos resultados, as previsões geradas a partir da abordagem

iterada apresentam o melhor desempenho em termos de erro quadrático médio em quase todos os

horizontes de previsão. Contudo, em geral as três abordagens fornecem previsões estatisticamente

equivalentes de acordo com o teste de Diebold e Mariano (1995).

A abordagem de regressão MIDAS permite que se avalie o poder preditivo de diversas medi-

das de volatilidade disponíveis. Por exemplo, prevendo volatilidade em horizontes relativamente

mais curtos (a partir de um dia até um mês à frente), Ghysels et al. (2006) consideram várias

medidas de volatilidade diárias, tais como variância realizada, variação potente realizada (i.e.,
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soma de retornos absolutos intradiários), entre outras, que são utilizadas como regressores em

modelos MIDAS. As medidas de volatilidade diárias são computadas a partir dos retornos in-

tradiários do índice Dow Jones. Em particular, a variação potente realizada é uma medida de

volatilidade, proposta por Barndorff-Nielsen e Shephard (2003, 2004), que é robusta à presença

de saltos. A partir de um estudo empírico extenso, Ghysels et al. (2006) concluem que a me-

dida de variação potente realizada é a melhor preditora de volatilidade futura (i.e., incrementos

futuros em variação quadrática) nos diferentes horizontes considerados.

As evidências empíricas encontradas em Ghysels et al. (2006) relativas ao bom desempenho

da medida de variação potente realizada em previsão foram corroboradas por análises adicionais

em Forsberg e Ghysels (2007). Em uma análise empírica, Forsberg e Ghysels (2007) consideram

medidas de volatilidade tais como variância realizada, variação potente realizada e variação

bipotente realizada, que são utilizadas como covariáveis em regressões MIDAS assim como em

regressões HAR (Heterogeneous Autoregressive Regressions), propostas por Corsi (2004, 2009).

As medidas de volatilidade são calculadas a partir dos retornos intradiários do índice S&P 500.

Em particular, a medida de variação bipotente realizada foi introduzida por Barndorff-Nielsen

e Shephard (2004) como uma medida alternativa à variância realizada quando há saltos no pro-

cesso dos preços. Utilizando-se a medida de variação bipotente (que é robusta a saltos), pode-se

estimar a variação quadrática do componente contínuo dos preços na presença de saltos. Alter-

nativamente, a diferença entre as medidas de variância realizada e variação bipotente realizada

estima a variação quadrática do componente de saltos. Forsberg e Ghysels (2007) mostram

que regressores baseados na medida de variação potente realizada são melhores em prever in-

crementos futuros em variação quadrática em diferentes horizontes de previsão. Os argumentos

favoráveis à medida de variação potente realizada referem-se a, por exemplo, robustez a saltos e

alta persistência.

Baseando-se nos resultados teóricos de Barndorff-Nielsen e Shephard (2004, 2006) para me-

didas de variação bipotente, Andersen et al. (2007) propõem um procedimento não paramétrico

prático para mensurar separadamente a variação da trajetória amostral contínua e a parte des-

contínua de saltos do processo de variação quadrática. Os autores aplicam o método a um

conjunto de dados formado por retornos de alta freqüência oriundos dos mercados de câmbio,



12

ações e renda fixa. Além disso, Andersen et al. (2007) propõem a utilização das medidas de

variabilidade dos componentes contínuo e de saltos como regressores separados em um modelo

de regressão HAR. Prevendo a volatilidade dos retornos nos horizontes diário, semanal e men-

sal, os autores encontram evidências de que quase toda a previsibilidade advém do componente

contínuo e que a especificação HAR proposta leva a ganhos significativos em termos de acurácia

preditiva.

No segundo ensaio, Capítulo 3 da tese, são exploradas as abordagens e evidências empíricas

apresentadas nos parágrafos anteriores em um estudo empírico comparativo. Neste estudo, são

comparadas diversas regressões MIDAS e HAR, que diferem principalmente em relação à es-

pecificação dos regressores, em termos de acurácia das previsões de volatilidade fora da amostra.

Ainda, combinações simples das previsões dos modelos MIDAS e HAR também são consideradas.

São utilizados retornos intradiários do índice BOVESPA no cálculo de medidas de volatilidade,

tais como variância realizada, variação potente realizada e variação bipotente realizada, sendo

estas medidas usadas como covariáveis em regressões MIDAS e HAR. Além disso, o procedimento

não paramétrico proposto por Andersen et al. (2007) é adotado na estimação das medidas de

variabilidade dos componentes contínuo e de saltos que são utilizadas como regressores separados

em regressões MIDAS e HAR. Neste estudo empírico, são computadas previsões de volatilidade

fora da amostra para horizontes de um dia, e de uma semana até quatro semanas à frente.

Em relação aos regressores examinados, os resultados em termos de erro quadrático médio su-

gerem que aqueles baseados em medidas de volatilidade robustas a saltos (i.e., variação bipotente

realizada e variação potente realizada) são melhores em prever volatilidade futura. Entretanto,

utilizando-se o teste Diebold e Mariano (1995) modificado de Harvey et al. (1997), observa-se

que, em geral, as previsões baseadas nas medidas robustas a saltos como regressores não são

estatisticamente distintas em relação àquelas baseadas na variância realizada como regressor (o

regressor benchmark). Além disso, observa-se que, de modo geral, o desempenho relativo das

três abordagens de previsão (i.e., MIDAS, HAR e combinação de previsões) é estatisticamente

equivalente.

Nos últimos anos, diversas extensões têm sido propostas para o modelo linear MIDAS básico.

Em se tratando de modelos não-lineares, por exemplo, Galvão (2013) propôs um modelo MI-
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DAS que possibilita captar mudanças na capacidade preditiva do regressor observado em alta

freqüência por meio de uma função de transição suave que depende de uma variável de transição

observável. Em Galvão (2013), o modelo STMIDAS (Smooth Transition MIDAS) é utilizado

no cálculo de previsões para o crescimento do PIB trimestral dos EUA e do Reino Unido com

o uso de indicadores financeiros semanais e diários como preditores. A possibilidade de captar

mudanças no poder preditivo de um indicador pode ser relevante, por exemplo, ao se calcular pre-

visões de atividade econômica utilizando um spread entre taxas de juros de longo e curto prazo.

Em particular, existem evidências empíricas que apontam que este indicador possui poder pre-

ditivo apenas para períodos de crescimento econômico baixo ou negativo (ver Galbraith e Tkacz

(2000)).

Guérin e Marcellino (2013) propõem uma abordagem alternativa para incorporar mudança

de regime nos parâmetros do modelo de regressão MIDAS, introduzindo o modelo MS-MIDAS

(Markov-Switching MIDAS). O modelo proposto pelos autores permite captar mudanças de

regime em quase todos os parâmetros do modelo MIDAS básico. Na obra referenciada, o modelo

MS-MIDAS é utilizado para gerar previsões para o crescimento do PIB trimestral dos EUA e do

Reino Unido com o uso de indicadores financeiros mensais.

No terceiro ensaio, Capítulo 4 da tese, objetiva-se comparar empiricamente os modelos MS-

MIDAS e STMIDAS em termos de acurácia preditiva. Dado que estes modelos foram propostos

recentemente na literatura, visa-se contribuir fornecendo evidências empíricas acerca da capaci-

dade preditiva relativa dos mesmos. Para tanto, realiza-se um exercício de previsão fora da

amostra em que são utilizados dados em tempo real do PIB trimestral dos EUA. Neste exercício,

são geradas previsões para o crescimento do PIB trimestral com o uso de indicadores financeiros

mensais, sendo os indicadores adotados na análise empírica semelhantes aos considerados nos

estudos de Galvão (2013) e Guérin e Marcellino (2013). Em particular, são utilizados três in-

dicadores financeiros: um spread entre taxas de juros de longo e curto prazo, retornos de um

índice de ações e a taxa efetiva de juros dos Federal Funds. No exercício de previsão, também

são considerados modelos lineares MIDAS e outros modelos de previsão (lineares e não-lineares)

que incluem informação dos indicadores (via agregação temporal das observações mensais) para

fins comparativos de desempenho preditivo.



14

Em relação aos resultados do estudo empírico, observa-se que, de modo geral, os modelos MS-

MIDAS fornecem previsões mais acuradas que os modelos STMIDAS. Adicionalmente, observam-

se diferenças mais expressivas em acurácia preditiva entre os modelos da classe MIDAS e os

demais modelos de previsão apenas nos resultados obtidos com os retornos do índice de ações.

Neste caso, os modelos da classe MIDAS geram previsões notadamente mais acuradas quando

são utilizados dados do indicador mensal disponíveis para os meses do trimestre de previsão.
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2.1 Introduction

The literature on volatility forecasting exhibits a large quantity of papers in which the focus is on

the accuracy of one-period-ahead forecasts of volatility, see for example, Engle (1982), Bollerslev

(1986), Andersen and Bollerslev (1998), Hansen and Lunde (2005), among many others. In

contrast, studies on long-horizon (multi-period-ahead) volatility forecasts exist in small number.

In particular, multi-period volatility forecasts are quite relevant for risk management, portfolio

allocation and regulatory supervision.

Among the approaches to produce multi-period forecasts of volatility, there are the direct,

the iterated, and the relatively less explored mixed data sampling (MIDAS). Regarding the first

approach, the basic idea is to estimate a volatility model, such as a GARCH, with 5-day, 10-day

or k-day returns and then directly calculate the volatility forecasts over the next 5 days, 10

days, and so on. On the other hand, in the iterated approach a volatility forecasting model,

e.g. a GARCH, is estimated using daily returns. Then, the 5-day, 10-day or k-day forecasts of

the conditional variance are obtained by iterating over the one-period-ahead forecasts for the

necessary number of periods.1 Alternatively, as a middle ground between the direct and iterated

approaches, the MIDAS forecasting regressions are estimated with daily predictors (squared

returns, absolute returns, among others) and directly produce multi-period volatility forecasts.

MIDAS regression models were introduced by Ghysels et al. (2004, 2005).

The aforementioned approaches have been widely used in the empirical finance literature.

However, there exist few comparative results in the context of multi-period volatility forecasting.

Diebold et al. (1998), Andersen et al. (1999), and Hawkes and Date (2007) are examples of studies

that examine the direct and iterated methods.2 In a comprehensive empirical study, Ghysels et

al. (2009) find robust results for the MIDAS approach in comparison with the direct, the iterated,

and other approaches of obtaining multi-period forecasts of volatility. Ghysels et al. (2009) use

a data set consisting of daily returns of the U.S. stock market and they forecast future return

volatility at horizons up to 60 trading days. Their overall findings indicate that at horizons of

5 and 10 days ahead, the iterated forecasts are quite accurate. On the other hand, at horizons
1For surveys covering theoretical aspects of the direct and iterated methods, see, e.g., Bhansali (1999, 2002).
2Forecasting the level of a large number of U.S. macroeconomic time series variables, Marcellino et al. (2006)

provide empirical evidence on the relative forecasting performance of the direct and iterated methods.
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of 10 days ahead and longer, the MIDAS forecasts are significantly better than those obtained

from the other approaches. Focusing on relatively shorter horizons (one day, and from one week

to four weeks), Ghysels et al. (2006) examine the forecasting ability of a set of daily predictors

of future volatility in the context of MIDAS regressions. Moreover, they compare the MIDAS

forecasts with iterated forecasts computed from an ARFIMA model. Using intra-daily data of

the U.S. stock market, they consider daily regressors such as squared returns, absolute returns,

daily ranges, realized variance and realized power (i.e., sum of intra-daily absolute returns). In

particular, realized power variation is a volatility measure proposed by Barndorff-Nielsen and

Shephard (2003, 2004). Ghysels et al. (2006) find that daily realized power is the best overall

predictor of future volatility. They also find that MIDAS specifications involving daily absolute

returns as forecasting variables outperform specifications based on daily squared returns. When

comparing the MIDAS forecasts with the iterated forecasts from the benchmark model in terms

of accuracy, the MIDAS forecasts perform best.

In this paper, our objective is to explore comparative results in the context of multi-period

volatility forecasting using the MIDAS regression approach. We compare the MIDAS approach

with two widely used methods of producing multi-period forecasts of volatility: the direct and

the iterated approaches. In particular, the direct and the iterated forecasts of volatility are

calculated from a set of GARCH models. The relative performance of the forecasting approaches

is investigated in a Monte Carlo study and in an empirical study in which we compute out-of-

sample forecasts of volatility for horizons ranging from 5 days to 60 days ahead. In the Monte

Carlo study, we evaluate two specifications based on squared returns for each forecasting method.

Further, we consider a Data Generating Process (DGP) in which, depending on the assumptions

about the innovations, we are able to test the robustness of the methods. The overall findings are

quite favorable to the MIDAS approach. We find that the MIDAS forecasts are the best ones at

horizons of 15 days ahead and higher. In contrast, the iterated forecasts are superior for shorter

horizons of 5 and 10 days ahead. In the empirical study, we consider specifications involving

squared returns and (or) absolute returns for each forecasting approach. Our data sets consist

of daily returns of the S&P 500 and NASDAQ stock indexes. Regarding the results, the iterated

forecasts dominate in terms of Mean Squared Error (MSE) in almost all forecasting horizons.
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However, in general, the three approaches provide forecasts that are not statistically different

based on the Diebold and Mariano (1995) test. Lastly, take notice that all of the reported results

are related to the out-of-sample performance of the forecasting approaches.

The remainder of the paper is organized as follows: Section 2.2 covers three approaches

of producing multi-period forecasts of volatility, focusing on the MIDAS approach; Section 2.3

includes the numerical applications, the Monte Carlo study and the empirical study; and, finally,

Section 2.4 concludes.

2.2 Methodology

In this section, we briefly review three fundamentally distinct approaches of obtaining multi-

period forecasts of volatility: the direct, the iterated and the MIDAS. We focus on the MIDAS

method because it is relatively less explored. A final subsection covers the way we evaluate the

performance of the forecasts in the applications.

2.2.1 Direct, Iterated and MIDAS Methods

To present the methodology, we partially follow the notation used in Ghysels et al. (2009). We

define the daily returns as rd = lnPd − lnPd−1, d = 1, 2, . . . , D. For ease of notation we use

a fractional lag to define the multi-period returns (at periods of k days) as Rkt =
∑k−1

j=0 rt−j/k,

t = 1, 2, . . . , Tk, where Tk = [D/k] and [·] is the integer operator. In this notation, t − j/k

indexes the daily returns as a fraction of the k-period returns. Also, the multi-period returns are

computed without overlap to avoid inserting serial dependence into the data. In our numerical

applications, for example, we have D = 7500 daily observations, with which we can calculate

non-overlapping returns of 5 days T5 = 1500, 10 days T10 = 750, and so on. Notice that the

number of non-overlapping returns changes with the horizon k.

There are two information sets, one associated with the daily returns and the other with the

multi-period returns. The information set of daily returns at time t is

It = {rt, rt−1/k, . . . , rt−(k−1)/k, r(t−1), r(t−1)−1/k, . . . , r(t−1)−(k−1)/k,

. . . , r1, r1−1/k, . . . , r1−(k−1)/k}.

Similarly, Ikt = {Rkt , Rkt−1, . . . , R
k
1} is the information set of the non-overlapping k-period returns.
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Moreover, let Vt denote the conditional variance of the daily return at time t and V k
t denote that

of the multi-period return. In particular, our goal is to forecast V k
t for several horizons of k days.

To this end, we will consider three distinct forecasting approaches.

Direct Approach

The first forecasting approach consists in using the k-period returns Rkt to directly forecast V k
t .

One of the possible alternatives, for example, is to model V k
t as a GARCH(p, q) and estimate the

model using the multi-period returns in Ikt . Then, a direct forecast for the next-period variance

V k
t+1|Ikt

can be computed from the estimated model in one step. We denote the forecasts from

the direct approach by V̂ k
DI;t+1. As Ghysels et al. (2009) point out, the direct method is robust

to biases arising from model misspecification. Nevertheless, it is less efficient when compared to

methods in which the forecasts are computed from daily returns.

In our numerical applications, we generate direct forecasts from different models of the

GARCH family.3 Furthermore, in the empirical analysis we select the order of the GARCH

models using the Akaike Information Criterion (AIC), Bayesian Information Criterion (BIC)

and other standard statistics of goodness-of-fit.

Iterated Approach

The second approach consists in using the daily returns rt in It to obtain forecasts for the daily

volatility k periods ahead, Vt+1/k|It , Vt+2/k|It , . . . , Vt+k/k|It . For instance, iterated forecasts of the

daily volatility k periods ahead can be computed from a daily GARCH model and, assuming

that the conditional covariances are zero, a forecast of V k
t+1|It may be obtained by summing

the one-period-ahead forecasts, V̂ k
t+1|It =

∑k
j=1 V̂t+j/k|It . We denote the multi-period forecasts

obtained from the iterated approach by V̂ k
I;t+1. In particular, the iterated method produces more

efficient parameter estimates than the direct method, but it is prone to bias if the one-period

forecasting model is misspecified (Marcellino et al., 2006).

To summarize the description of the GARCH models considered in this paper for both the
3We use R codes, particularly the fGarch package. The GARCH-type models are estimated by MLE.
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direct and iterated approaches, we use a daily specification of the APARCH(p, q) model

rt = E(rt|It−1/k) + εt,

εt = σtzt, zt ∼ D(0, 1),

σδt = ω +

p∑
i=1

αi(|εt−i/k| − γiεt−i/k)δ +

q∑
j=1

βjσ
δ
t−j/k, (2.2.1)

where δ > 0, −1 < γi < 1, and D(0, 1) is the probability density function (pdf) of the iid process

zt with zero mean and unit variance. This model was introduced by Ding et al. (1993) and adds

the flexibility of a varying exponent with an asymmetry coefficient to take the leverage effect into

account. A stationary solution exists if ω > 0, and
∑

i αiκi+
∑

j βj < 1, where κi = E(|z|+γiz)δ.

Notice that, if γ 6= 0 and (or) δ 6= 2, κi depend on the assumptions made on the innovation

process. Additionally, if E(rt|It−1/k) 6= 0 we use an ARMA(p, q) model to remove the serial

correlation of the returns series. The APARCH model nests the GARCH models that we employ

as special cases:

• ARCH model of Engle (1982) when δ = 2, γi = 0, and βj = 0.

• GARCH model of Bollerslev (1986) when δ = 2, and γi = 0.

• TS-GARCH model of Taylor (1986) and Schwert (1989) when δ = 1, and γi = 0.

• GJR model of Glosten et al. (1993) when δ = 2.

• TGARCH model of Zakoian (1994) when δ = 1.

MIDAS Approach

A third method, the mixed data sampling (MIDAS) approach, consists in using the daily returns

rt in It and directly calculate a multi-period forecast. In a MIDAS forecasting regression it is

possible to use data sampled at different frequencies for the dependent variable and regressors.

A MIDAS regression may be written as

Ṽ k
t+1 = µk + φk

jmax−1∑
j=0

bk(j, θ)r
2
t−j/k + εk,t+1, (2.2.2)

where Ṽ k
t+1 is a measure of (future) volatility such as realized variance, e.g. Ṽ k

t+1 = RV k
t+1 ≡∑k−1

j=0 r
2
t+1−j/k, and the lag coefficients bk(j, θ) (weights) are parameterized as a function of a
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low-dimensional vector of parameters θ. In particular, the regression in equation (2.2.2) involves

data sampled at different frequencies. For instance, in our applications the realized variance

(low frequency variable) is measured at horizons from 5 days (one week) to 60 days (three

months), whereas the regressors (high frequency variables) are available at daily frequencies.

Thus, assuming jmax = 60 and k = 5, for example, means that we are using up to 60 past

daily squared returns to compute a forecast of next week’s volatility. According to Ghysels and

Valkanov (2012), the choice of jmax can be done conservatively, by taking a large value, and

letting the weights bk(j, θ) die out as determined by the parameter estimation.4 In this regard,

we use jmax = 60 in our analyses.5 Moreover, following Ghysels et al. (2006), we also consider

daily absolute returns |rt−j/k| as forecasting variables in the empirical study.

One of the most important features in a MIDAS regression is the weighting function. The

parametric restriction imposed on the lag coefficients bk(j, θ) circumvents the problem of param-

eter proliferation. In this regard, there are several ways of parameterizing bk(j, θ). We adopt a

specification based on the Beta function that has only two parameters, or θ = (θ1; θ2):

bk(j, θ) =
f( j

jmax , θ1; θ2)∑jmax

i=1 f( i
jmax , θ1; θ2)

, (2.2.3)

where f(z, a, b) = za−1(1−z)b−1/β(a, b) and β(a, b) is the Beta function, β(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+

b). This weighting scheme, introduced in Ghysels et al. (2004), provides positive coefficients,

which we need for the positivity of the forecasted volatility. Besides, the weights add up to

one, which allows the identification of the scale parameter φk. The specification (2.2.3) can take

various shapes depending on the values of θ1 and θ2. For example, with θ1 = 1 and θ2 > 1

the weights have a slowly decaying pattern.6 We also consider a restricted version of the Beta

weighting scheme (i.e., with θ1 = 1) in which only θ2 needs to be estimated.7 As Ghysels et

al. (2009) point out, the MIDAS approach allows us to circumvent the iteration and aggregation

issues that are typical of the iterated approach and also the inefficient use of multi-period returns

as is the case in the direct approach. We denote the MIDAS forecasts by V̂ k
M ;t+1.

4The parameters of the MIDAS regression in equation (2.2.2) are estimated by NLS using R codes.
5We examined other lag lengths and the results were very similar.
6We refer to Ghysels et al. (2004, 2007) for further details about the Beta lag structure and alternative weighting

functions.
7This restricted specification is frequently adopted in the context of volatility forecasting and it provides

declining weights (see, e.g., Ghysels et al., 2006; Forsberg and Ghysels, 2007; Ghysels and Sohn, 2009; among
others).



22

2.2.2 Evaluating the Forecasts

In this subsection, we present the criteria that are used to evaluate the forecasts from the three

approaches (i.e., iterated, direct and MIDAS) in two numerical applications: a Monte Carlo

study and an empirical study. In these applications, we compute forecasts for horizons ranging

from 5 days to 60 days ahead. In the Monte Carlo study we are able to assess which of the

forecasting approaches produces better forecasts of the true k-period variance. In this case, the

out-of-sample forecast error is given by

ekf ;t+1 = V k
t+1 − V̂ k

f ;t+1, (2.2.4)

where V̂ k
f ;t+1 is the forecasted variance from one of the approaches (i.e., f = I,DI or M) and

V k
t+1 is the true k-period variance. We obtain a measure for the true k-period variance from

a Data Generating Process (DGP) in which we simulate daily observations. In particular, we

obtain the k-period variance by aggregating the true one-period variances, V k
t+1 =

∑k
j=1 Vt+j/k.

Having simulated the data set, for each time series replicated from the DGP we split the

sample into two parts; an in-sample period in which we estimate the parameters of the models

and an out-of-sample period for evaluating the forecasts. Also, the models are re-estimated in

the out-of-sample period after each k-period ahead forecast. We adopt a robust loss function,

specifically the Median Absolute Error (MdAE), to measure the performance of the forecasts

and deal with the occurrence of outliers. Therefore, for each forecast horizon k, we evaluate the

performance of the forecasts from the three approaches by computing the MdAE as follows

MdAEk,if = median
(
|ek,if ;t+1|

)
, t = t∗, . . . , Tk − 1, f = I,DI,M, for i = 1, . . . , 1000, (2.2.5)

where i indexes the replicated time series. Of note, the first forecast is obtained by estimating

the models using data up to t = t∗.

In our empirical analysis, we use the realized variance RV k
t as a proxy for V k

t since the true

k-period variance is latent. As shown in Andersen et al. (1998), the realized variance is a more

precise estimator of the conditional variance than the squared return. Nevertheless, the realized

variance measure is constructed from high-frequency returns. Given that we do not have high-

frequency data for our sample period, we compute the multi-period measures of realized variance

from daily returns, which is the same procedure adopted in Ghysels et al. (2009). As a result,
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our RV k
t estimates will be noisy proxies of the true k-period variances. Substituting the realized

variance for the latent k-period variance, the out-of-sample forecast error is given by

ûkf ;t+1 = RV k
t+1 − V̂ k

f ;t+1, f = I,DI,M. (2.2.6)

In our empirical study we also split the sample into two parts (an initial estimation sample and

an out-of-sample period for evaluating the forecasts) in a similar manner to the Monte Carlo

exercise. We use the Mean Squared Error (MSE) to assess the performance of the forecasts

MSEkf =
1

Tk − t∗
Tk−1∑
t=t∗

(
ûkf ;t+1

)2
, f = I,DI,M. (2.2.7)

The use of MSE is related to the work of Patton (2011), who classifies the measure as belonging

to a class of loss functions that are robust to the presence of noise in the volatility proxy used,

thus producing a consistent ranking of the forecasts even in the absence of the true volatility.

Moreover, we use the Diebold and Mariano (1995) test of equal forecast accuracy to assess

whether the forecasts from the three approaches are statistically different.

2.3 Numerical Applications

We carry out two exercises in which the objective is to forecast future return volatility for

horizons of k days. We compare the multi-period forecasts of volatility obtained by the MIDAS,

the direct and the iterated methods for horizons from 5 to 60 days ahead. Firstly, we examine

the relative performance of the forecasting methods in a Monte Carlo study. Next, we analyze

the forecasting approaches using the S&P 500 and NASDAQ daily returns series in an empirical

study. In particular, all the forecasts are out-of-sample.

2.3.1 Monte Carlo Study

In this section, we simulate daily observations from an ARCH(2) model, defined as follows:

rt = σtzt,

σ2
t = 0.1 + 0.5r2

t−1/k + 0.2r2
t−2/k, (2.3.1)

where zt ∼ N(0, 1) for one set of simulations, and zt ∼ t6 for the other set. For both distribu-

tions of zt, we replicate 1000 time series each with 7500 observations. Also, for the estimation

procedures, we consider the conditional mean as known and equal to zero. We compute, for each
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time series, non-overlapping k-period returns Rkt , and realized variances RV k
t for the horizons

k = 5, 10, 15, 20, 30 and 60. Recall that the daily returns rt are used to produce the iterated

GARCH and MIDAS forecasts, whereas the returns Rkt are used in the direct GARCH approach.

Regarding the models, we compare the forecasts from six models based on squared returns:

two MIDAS regressions, one with the unrestricted Beta function (V̂ k
M1) and the other with

the restricted Beta function (V̂ k
M2); two direct GARCH models, a GARCH(1,1), (V̂ k

DI1) and a

GJR(1,1), (V̂ k
DI2); an iterated GARCH(1,1), (V̂ k

I1); and an iterated GJR(1,1), (V̂ k
I2).

8 In particu-

lar, for each replicated time series, the first 6000 observations are used to estimate the parameters

of the models. We leave 1500 final observations to evaluate the out-of-sample forecasts. More-

over, we re-estimate the models after each k-period ahead forecast. Figure 2.1 shows the box

plots of the Median Absolute Errors (MdAEs) of the six models using three forecasting methods.

In addition, Table 2.1 presents some statistics of these simulations for Gaussian innovations.

Considering the results, the MIDAS regressions present the best performance, in terms of

bias, for longer forecasting horizons (k ≥ 15), with slightly better results for the V̂ k
M2 forecasts.

In contrast, the iterated GARCH models are superior to the others for relatively short horizons

(5 and 10 days ahead). Also, the iterated approach shows less variability for the out-of-sample

forecasts relative to the MIDAS approach. Lastly, the direct GARCH models exhibit the worst

performance.

When we specify a distribution with heavier tails than the Normal for zt, the results are even

better for the MIDAS models. Figure 2.2 and Table 2.2 include the results of the simulations

for Student-t innovations. In terms of bias, the MIDAS models provide the best forecasts in

almost all horizons (k ≥ 10). Besides, the models present less variability in their forecasts for

longer horizons, especially the MIDAS model specified with the restricted Beta function (V̂ k
M2

forecasts). The iterated GARCH models are the best ones, considering the bias, for the first

horizon (k = 5); however, they are the worst ones for longer horizons (k ≥ 20). Additionally, the

direct GARCH approach presents more variability in its forecasts when compared to the other

approaches, for all horizons.
8We drop the time subscript of the forecasts to simplify the exposition.
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2.3.2 Empirical Study

In this empirical study, we have 7500 daily returns of the S&P 500 and NASDAQ stock indexes

from August 31, 1981 to May 20, 2011.9 A few descriptive statistics of the daily returns are

provided in Table 2.3. Similarly to the Monte Carlo experiment, we use the first 6000 observations

to estimate the parameters of the models. Then, we generate [1500/k] out-of-sample forecasts

for each forecasting horizon of k days. The models’ parameters are re-estimated in the out-of-

sample period after each k-period ahead forecast. We consider four MIDAS regressions using

squared returns (V̂ k
M1s and V̂ k

M2s forecasts) and absolute returns (V̂ k
M1a and V̂ k

M2a forecasts) as

regressors. In these regressions, the unrestricted Beta function is used for (V̂ k
M1s, V̂

k
M1a), whereas

the restricted version of the Beta function is used for (V̂ k
M2s, V̂

k
M2a). For the direct and iterated

approaches, we always estimate a GARCH(1,1) model as benchmark (V̂ k
DI1 and V̂ k

I1 forecasts),

and another specification of the GARCH family (GJR, TS-GARCH or TGARCH) for V̂ k
DI2 and

V̂ k
I2. The GARCH-type models are selected by information criteria and other usual goodness-

of-fit measures.10 Notice that the model for V̂ k
DI2 forecasts may be distinct for each forecasting

horizon, given that the time series of k-period returns Rkt changes according to each k.

Firstly, for the S&P 500 return series, the iterated forecasts V̂ k
I2 are calculated from a GJR(1,1)

model with Student-t distribution for the errors.11 In particular, for both iterated models we

specify for the conditional mean equation an ARMA(1,2) model. Additionally, the direct forecasts

V̂ k
DI2 are computed from a GJR(1,1) model for (k ≤ 20) and using a TGARCH(1,1) model for

k = 30, 60. These models are estimated with Gaussian errors and, for the first forecast horizon

(k = 5), we use an AR(1) model for the mean equation.

The comparative results of the multi-period forecasts are presented in Table 2.4. The main

evidence is that the iterated forecasts V̂ k
I2 present the smallest MSEs for all horizons. The

MIDAS method is the second best method for the horizons k = 5, 10, considering the V̂ k
M1s

and V̂ k
M2s forecasts. In contrast, the direct method is the second best for longer horizons (k ≥

15), specifically the V̂ k
DI2 forecasts. Besides, using the iterated forecasts V̂ k

I2 as benchmark, we

apply the Diebold-Mariano test to assess whether the forecasts from the distinct approaches are
9The data were obtained from Yahoo! Finance.

10Also, we specify two distributions for the errors, the Normal and the Student-t.
11The GARCH(1,1) model (V̂ k

I1 forecasts) is also estimated with Student-t errors.
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statistically different. Based on the results of the Diebold-Mariano test, we observe that the

forecasts are not statistically different in almost all cases. The exceptions are the direct forecasts

V̂ k
DI1, for the horizons k = 5, 10, that are significantly outperformed by the benchmark forecasts.

Secondly, for the NASDAQ return series, the iterated forecasts V̂ k
I1 are computed from an

ARMA(1,2)-GARCH(1,1) model with Gaussian distribution for the errors, whereas the V̂ k
I2 fore-

casts are calculated from an ARMA(1,2)-GJR(1,1) model with Student-t errors. Furthermore,

the direct forecasts V̂ k
DI2 are obtained from an AR(1)-GJR(1,1) model for the horizons (k = 5,

10) and from an AR(1)-TGARCH(1,1) model for k = 15. For longer horizons (k ≥ 20), they

are calculated using a TS-GARCH(1,1) model. Also, these models are estimated with Student-t

errors for (k ≤ 15) and with Gaussian errors for (k ≥ 20). Lastly, the GARCH(1,1) model used

to obtain the V̂ k
DI1 forecasts is estimated with Gaussian errors and, for the horizons (k ≤ 15),

we include an AR(1) model for the mean equation.

Table 2.5 includes the out-of-sample forecasting results for the NASDAQ series. Once again,

the iterated forecasts V̂ k
I2 present the smallest MSEs, except for the horizon k = 10 in which

the direct forecasts V̂ k
DI2 are slightly superior. Regarding the methods, the MIDAS method

is the second best for all horizons, excluding k = 10. Also, the direct method has the worst

performance. Finally, from the results of the Diebold-Mariano test, we observe a significant

difference in terms of accuracy only for the horizon k = 5 in which the direct forecasts V̂ k
DI1 are

outperformed by the iterated forecasts V̂ k
I2 (benchmark forecasts).

2.4 Conclusions

We study multi-period forecasts of volatility using the MIDAS approach in two numerical appli-

cations. We compare the MIDAS method with more traditional methods of obtaining multi-step

ahead forecasts of volatility: the direct and the iterated approaches. In particular, to compute

the iterated and direct forecasts of volatility we use a set of GARCH models. We examine the

performance of the forecasting approaches in a Monte Carlo study and in an empirical study.

In these applications, we compute out-of-sample forecasts for horizons ranging from one week (5

days) to three months (60 days).

In the Monte Carlo study, we evaluate two specifications based on squared returns for each
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forecasting method. Additionally, we consider a DGP in which, depending on the assumptions

about the innovations, we may test the robustness of the methods. Our results of the Monte

Carlo simulations are quite favorable to the MIDAS method. We find that the MIDAS forecasts

are the best ones at horizons of 15 days ahead and higher. In contrast, the iterated forecasts are

superior for shorter horizons (i.e., 5 and 10 days ahead). When we test robustness, the forecasting

results of the MIDAS approach are even better relative to those of the other approaches.

In the empirical study, we consider specifications involving squared returns and (or) absolute

returns for each forecasting approach. We use data sets consisting of daily returns of the S&P

500 and NASDAQ stock indexes. Our results indicate a better performance for the iterated

approach when compared with the other approaches. The iterated forecasts dominate in terms

of MSE in almost all forecasting horizons. The MIDAS approach is generally the second best.

However, using the Diebold-Mariano test, we find that the forecasts from the three approaches

are not statistically different in almost all cases.
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2.6 Appendix A: Figures
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Figure 2.1: Median absolute errors of the multi-period forecasts - Normal distribution
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Figure 2.2: Median absolute errors of the multi-period forecasts - Student-t distribution
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2.7 Appendix B: Tables

Table 2.1: Median absolute errors of the multi-period forecasts - Normal distribution.

Method Forecasting horizon
5 10 15 20 30 60

MIDAS
V̂ k
M1 M 0.439 0.933 1.400 1.823 2.602 4.537

SD 0.077 0.163 0.246 0.371 0.643 1.363
V̂ k
M2 M 0.426 0.921 1.397 1.815 2.571 4.451

SD 0.079 0.156 0.249 0.356 0.550 1.408
DIRECT
V̂ k
DI1 M 0.570 1.125 1.601 2.044 2.877 5.246

SD 0.096 0.277 0.446 0.673 1.152 2.754
V̂ k
DI2 M 0.567 1.113 1.577 2.028 2.866 5.400

SD 0.095 0.281 0.443 0.677 1.177 2.989
ITERATED
V̂ k
I1 M 0.366 0.896 1.429 1.907 2.767 4.879

SD 0.033 0.108 0.203 0.307 0.524 1.232
V̂ k
I2 M 0.366 0.897 1.430 1.908 2.768 4.879

SD 0.033 0.108 0.204 0.308 0.524 1.234
Note: M and SD denote, respectively, the mean and the standard deviation.

Table 2.2: Median absolute errors of the multi-period forecasts - Student-t distribution.

Method Forecasting horizon
5 10 15 20 30 60

MIDAS
V̂ k
M1 M 0.443 0.953 1.432 1.890 2.746 4.827

SD 0.101 0.207 0.316 0.510 1.090 1.606
V̂ k
M2 M 0.434 0.943 1.427 1.870 2.654 4.704

SD 0.103 0.205 0.311 0.465 0.665 1.646
DIRECT
V̂ k
DI1 M 0.606 1.173 1.674 2.138 3.061 5.786

SD 0.152 0.366 0.730 0.901 1.699 3.604
V̂ k
DI2 M 0.603 1.160 1.646 2.108 3.025 5.841

SD 0.151 0.364 0.687 0.874 1.678 3.669
ITERATED
V̂ k
I1 M 0.370 0.980 1.584 2.158 3.213 5.852

SD 0.046 0.154 0.293 0.470 0.771 1.716
V̂ k
I2 M 0.370 0.980 1.585 2.160 3.216 5.862

SD 0.046 0.154 0.293 0.472 0.771 1.718
Note: M and SD denote, respectively, the mean and the standard deviation.
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Table 2.3: Summary statistics of the S&P 500 and NASDAQ daily re-
turns.

S&P 500 NASDAQ
Mean 3.48× 10−4 3.54× 10−4

Standard deviation 0.011 0.014
Skewness −0.222 −0.231
Excess kurtosis 9.053 8.591
Q1(10) 40.92 (0.000) 27.01 (0.003)
Q2(10) 4970.85 (0.000) 5088.01 (0.000)

Note: Q1(10) and Q2(10) are Ljung-Box statistics for up to tenth order serial
correlation, for returns and squared returns, with the p-values in parentheses.

Table 2.4: Multi-period forecasts (MSEs) – S&P 500 index.

Method Forecasting horizon
5 10 15 20 30 60

V̂ k
M1s 0.025 0.102 0.342 0.440 0.808 2.919

(0.274) (0.105) (0.107) (0.308) (0.320) (0.325)
V̂ k
M2s 0.026 0.098 0.324 0.499 0.810 3.233

(0.111) (0.124) (0.133) (0.271) (0.292) (0.297)
V̂ k
M1a 0.028 0.109 0.276 0.465 0.834 3.307

(0.210) (0.216) (0.380) (0.493) (0.290) (0.290)
V̂ k
M2a 0.030 0.105 0.271 0.500 0.844 3.405

(0.116) (0.246) (0.390) (0.419) (0.291) (0.268)
V̂ k
DI1 0.042 0.161 0.356 0.596 0.955 4.166

(0.051) (0.095) (0.216) (0.363) (0.217) (0.268)
V̂ k
DI2 0.031 0.116 0.202 0.390 0.457 1.882

(0.160) (0.187) (0.773) (0.658) (0.337) (0.319)
V̂ k
I1 0.026 0.089 0.242 0.380 0.558 1.739
V̂ k
I2 0.021 0.071 0.186 0.322 0.342 0.762

Note: The smallest MSEs are in bold. We test the hypothesis of equal forecast
accuracy for all models (methods) against the best overall model (method),
V̂ k
I2. In parentheses, the p-values of the Diebold-Mariano test.

Table 2.5: Multi-period forecasts (MSEs) – NASDAQ index.

Method Forecasting horizon
5 10 15 20 30 60

V̂ k
M1s 0.018 0.082 0.211 0.299 0.633 3.212

(0.792) (0.410) (0.395) (0.918) (0.306) (0.285)
V̂ k
M2s 0.020 0.082 0.218 0.323 0.614 2.874

(0.266) (0.442) (0.401) (0.781) (0.343) (0.312)
V̂ k
M1a 0.020 0.080 0.207 0.311 0.605 3.041

(0.396) (0.501) (0.429) (0.871) (0.304) (0.314)
V̂ k
M2a 0.022 0.080 0.206 0.330 0.594 2.776

(0.248) (0.514) (0.463) (0.773) (0.324) (0.325)
V̂ k
DI1 0.031 0.080 0.314 0.502 0.750 —

(0.081) (0.498) (0.211) (0.414) (0.220) —
V̂ k
DI2 0.023 0.062 0.225 0.541 0.891 3.821

(0.283) (0.922) (0.397) (0.363) (0.187) (0.284)
V̂ k
I1 0.020 0.072 0.191 0.293 0.323 0.916
V̂ k
I2 0.017 0.064 0.150 0.287 0.298 0.708

Note: The smallest MSEs are in bold. We test the hypothesis of equal forecast
accuracy for all models (methods) against the best overall model (method),
V̂ k
I2. In parentheses, the p-values of the Diebold-Mariano test. Also, (—)

indicates that the estimates for the model did not converge.
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Abstract. In this paper we compare several multi-period volatility forecasting models, specifically from
MIDAS and HAR families. We perform our comparisons in terms of out-of-sample volatility forecast-
ing accuracy. We also consider combinations of the models forecasts. Using intra-daily returns of the
BOVESPA index, we calculate volatility measures such as realized variance, realized power variation,
and realized bipower variation to be used as regressors in both models. Further, we use a nonparametric
procedure for separately measuring the continuous sample path variation and the discontinuous jump
part of the quadratic variation process. Thus, MIDAS and HAR specifications with the continuous sam-
ple path and jump variability measures as separate regressors are estimated. Our results in terms of
mean squared error suggest that regressors involving volatility measures which are robust to jumps (i.e.,
realized bipower variation and realized power variation) are better at forecasting future volatility. How-
ever, we find that, in general, the forecasts based on these regressors are not statistically different from
the ones based on realized variance (the benchmark regressor). Moreover, we find that, in general, the
relative forecasting performances of the three approaches (i.e., MIDAS, HAR and forecast combinations)
are statistically equivalent.
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3.1 Introduction

Given the importance of asset return volatility for several practical financial decisions, such as

risk management, asset allocation and asset pricing, there have been extensive efforts to provide

accurate estimates and forecasts of return volatility. Until recently, most of the empirical results

in the literature were based on the use of daily or lower-frequency data, combined with the

GARCH family models or stochastic volatility (SV) models (see Engle, 1982; Bollerslev, 1986;

Taylor, 1986; and for a recent survey, see Andersen et al., 2006). Nevertheless, a more recent

branch of the literature reports the benefits of incorporating high-frequency data into longer-

run volatility modeling and forecasting problems through the use of simple reduced form time

series models for daily realized volatility measures based on the summation of intra-daily squared

returns (see, for example, Andersen et al., 2003; Corsi, 2004, 2009; Pong et al., 2004; Koopman

et al., 2005; amongst others).

In the context of multi-period volatility forecasting, Ghysels et al. (2006) consider several daily

volatility measures, such as realized variance, realized power variation (i.e., sum of intra-daily

absolute returns), among others, which are used as regressors in Mixed Data Sampling (MIDAS)

models, proposed by Ghysels et al. (2004). The daily volatility measures are computed from

intra-daily returns of the Dow Jones index. In particular, realized power variation is a measure

proposed by Barndorff-Nielsen and Shephard (2003, 2004), which is robust to the presence of

jumps. From an extensive empirical study, Ghysels et al. (2006) find that daily realized power

variation is the best predictor of future volatility (measured as increments in quadratic variation)

at different forecast horizons.

The empirical evidence in Ghysels et al. (2006) concerning the quite good performance of

realized power variation as predictor of future volatility was corroborated by theoretical and

further empirical work by Forsberg and Ghysels (2007). Building on a continuous time stochas-

tic volatility model for asset returns suggested by Barndorff-Nielsen and Shephard (2001), they

study the persistence and linear regression properties of various volatility-related processes. In

this context, Forsberg and Ghysels (2007) show that realized power variation has the most desir-

able population forecasting properties. In the empirical study, they consider volatility measures

such as realized variance, realized power variation and realized bipower variation, for example,
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that are used as covariates in MIDAS regressions, and in Heterogeneous Autoregressive (HAR)

regressions, proposed by Corsi (2004, 2009). The volatility measures are calculated from intra-

daily returns of the S&P 500 index. In particular, realized bipower variation was introduced

by Barndorff-Nielsen and Shephard (2004) as an alternative measure to realized variance when

there are jumps in the price process. The bipower variation measure is constructed from the

summation of appropriately scaled cross-product of adjacent high-frequency absolute returns.

Using the realized bipower variation, which is a measure robust to jumps, one can estimate the

quadratic variation of the continuous component of prices in the presence of jumps. Alternatively,

the difference between realized variance and realized bipower variation estimates the quadratic

variation of the jump component. Forsberg and Ghysels (2007) show that regressors involving

realized power variation are better at forecasting future increments in quadratic variation at

different forecast horizons. Some of the favorable arguments to realized power variation refer to

robustness to jumps, high persistence, and better sampling error behavior.

Building on the theoretical results in Barndorff-Nielsen and Shephard (2004, 2006) for bipower

variation measures, Andersen et al. (2007) provide a practical nonparametric procedure for sep-

arately measuring the continuous sample path variation and the discontinuous jump part of the

quadratic variation process. They apply the method to a data set consisting of high-frequency

returns from the foreign exchange, equity, and fixed income markets. Further, Andersen et

al. (2007) propose the use of the continuous sample path and jump variability measures as sep-

arate regressors in a HAR regression model. They find that almost all of the predictability in

daily, weekly, and monthly return volatilities comes from the continuous component, resulting in

significant gains in terms of forecast accuracy.

In this paper, we aim at comparing results in the context of multi-period volatility forecasts.

In an empirical study using data from the Brazilian stock market, we compare several MIDAS and

HAR regressions, that differ mostly in the specification of the regressors, in terms of out-of-sample

volatility forecast accuracy.1 We also consider simple forecast combinations of the MIDAS and
1In the literature, some authors include in their empirical analyses traditional GARCH-type models for com-

parative purposes. In particular, it is commonly found that simple HAR models outperform these popular latent
volatility models in terms of forecast accuracy (see, for instance, McAleer and Medeiros, 2008; Martens et al.,
2009; Scharth and Medeiros, 2009; among others). Also, in an extensive empirical study, Ghysels et al. (2009)
find superior forecasting results for the MIDAS approach relative to direct and iterated GARCH approaches for
long-horizon volatility forecasting.
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HARmodels.2 We use intra-daily data (15-minute returns) of the BOVESPA Index (IBOVESPA)

to calculate volatility measures such as realized variance, realized power variation, and realized

bipower variation, which are used as covariates in MIDAS and HAR regressions. Further, we

use the nonparametric approach proposed by Andersen et al. (2007) for separately measuring

the continuous sample path variation and the discontinuous jump part of the quadratic variation

process. Therefore, we also consider MIDAS and HAR specifications with the continuous sample

path and jump variability measures as separate regressors. To provide as much empirical evidence

as possible, we forecast realized variance and also focus on models for the realized variance in

standard deviation and log form. We compute out-of-sample volatility forecasts for horizons

of one day, and from one week to four weeks ahead. Regarding the regressors, our results in

terms of mean squared error (MSE) suggest that those involving volatility measures which are

robust to jumps (i.e., realized bipower variation and realized power variation) are better at

forecasting future volatility. Using the modified Diebold and Mariano (1995) test of Harvey et

al. (1997), however, we find that, in general, the forecasts based on realized bipower variation

and realized power variation as regressors are not statistically different from the ones based on

realized variance, considered as the benchmark regressor. Moreover, we find that, in general,

the relative forecasting performances of the three approaches (i.e., MIDAS, HAR and forecast

combinations) are statistically equivalent.

The remainder of the paper is organized as follows. Section 3.2 provides a brief review of

the relevant theory and the construction of the pertinent volatility measures. It also introduces

the regression models for volatility forecasting and presents the criteria to evaluate the fore-

casts. Section 3.3 includes the comparative empirical study of the forecasting performance of the

considered models. Section 3.4 concludes the paper.

3.2 Methodology

In this section, we briefly present the volatility measures of our interest and their asymptotic

properties. Next, we describe the MIDAS and HAR regression models, focusing on the MIDAS

approach, and also present our approach for combining MIDAS and HAR forecasts. At the end,
2For recent studies in the context of volatility forecasting using forecast combinations, see e.g., Becker and

Clements (2008), McAleer and Medeiros (2008), Patton and Sheppard (2009), among others.
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we evaluate the forecasts.

3.2.1 Volatility Measures

To begin, let p(t) denote the log-price at time t of a financial asset. The continuous-time jump

diffusion process used in asset pricing can be characterized by the following stochastic differential

equation:

dp(t) = µ(t)dt+ σ(t)dW (t) + κ(t)dq(t), 0 ≤ t ≤ T, (3.2.1)

where µ(t) is a continuous and locally bounded variation process, σ(t) is a strictly positive

stochastic volatility process with a sample path that is right continuous and has well-defined

limits, W (t) is a standard Brownian motion, q(t) is a pure jump process with intensity λ(t) and

κ(t) is the jump size.

The quadratic variation for the cumulative return process, r(t) ≡ p(t)− p(0), is given by

[r, r]t =

∫ t

0
σ2(s)ds+

∑
0<s≤t

κ2(s), (3.2.2)

where the summation consists of the q(t) squared jumps that occurred between time 0 and time

t. In the absence of jumps, i.e., q(t) ≡ 0, the summation disappears and the quadratic variation

equals the integrated variance3 of the continuous sample path component.

Moreover, let the discretely sampled ∆-period returns be denoted by rt,∆ ≡ p(t)− p(t−∆).

To simplify the notation, we normalize the daily time interval to unity and denote the daily

returns by a single time subscript,4 rt+1 ≡ rt+1,1 ≡ rt+∆,∆ + rt+2∆,∆ + · · · + rt+1,∆. The daily

realized variance (RV) is defined by the summation of the corresponding 1/∆ intra-daily squared

returns,

RVt+1(∆) ≡
1/∆∑
j=1

r2
t+j·∆,∆, (3.2.3)

where 1/∆ is assumed to be an integer. For instance, when dealing with typical stock market

data, 1/∆ = 78 and 1/∆ = 28 correspond to 5-minute and 15-minute sampling frequencies,

respectively. When the sampling frequency of the returns increases, for ∆→ 0, then the realized

variance converges uniformly in probability to the increment of the quadratic variation process,5

RVt+1(∆)→
∫ t+1

t
σ2(s)ds+

∑
t<s≤t+1

κ2(s). (3.2.4)

3See, for instance, Andersen et al. (2010) for a review on the subject.
4We adopt the same notation as in Andersen et al. (2007).
5See Andersen et al. (2001, 2003, 2010), Barndorff-Nielsen and Shephard (2002a,b, 2007), among others.
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Therefore, in the absence of jumps the realized variance is a consistent estimator of the integrated

variance, which is central to certain models of option pricing with stochastic volatility.

The result in equation (3.2.4) motivates the direct modeling and forecasting of realized vari-

ances, as in Andersen et al. (2003). Nevertheless, given that the realized variance jointly measures

the contributions to volatility of the continuous sample path component and the jump component,

Andersen et al. (2007) argue that potentially superior forecasting models may be constructed by

separately measuring and modeling the jump and nonjump components. To accomplish that,

Andersen et al. (2007) use the asymptotic results of Barndorff-Nielsen and Shephard (2004,

2006) that allow for separate identification of the two components of the quadratic variation pro-

cess. Barndorff-Nielsen and Shephard (2004) introduced the concept of realized bipower variation

(BPV),

BPVt+1(∆) ≡ µ−2
1

1/∆∑
j=2

|rt+j·∆,∆| |rt+(j−1)·∆,∆|, (3.2.5)

where µ1 ≡
√

2/π, and established that for ∆→ 0,

BPVt+1(∆)→
∫ t+1

t
σ2(s)ds. (3.2.6)

Thus, the contribution to the quadratic variation process due to the jumps may be consistently

estimated by

RVt+1(∆)−BPVt+1(∆)→
∑

t<s≤t+1

κ2(s), (3.2.7)

for ∆→ 0.

In addition, Barndorff-Nielsen and Shephard (2003, 2004) proposed another volatility measure

that is asymptotically (∆→ 0) immune to jumps, the so-called realized power variation (RPV),

RPVt+1(∆) ≡ µ−1
1 ∆1/2

1/∆∑
j=1

|rt+j·∆,∆| →
∫ t+1

t
σ(s)ds. (3.2.8)

In particular, Forsberg and Ghysels (2007) show that regressors involving RPV are better at

forecasting future volatility (measured by increments in quadratic variation) for several reasons,

such as robustness to jumps, desirable population predictability features, and better sampling

error behavior.

The result in equation (3.2.7) allows us to identify jumps; however, these jumps may be too

small to be statistically significant. In this regard, Barndorff-Nielsen and Shephard (2004) derive
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the asymptotic distribution and provide the test statistic,

∆−1/2 RVt+1(∆)−BPVt+1(∆)[
(µ−4

1 + 2µ−2
1 − 5)

∫ t+1
t σ4(s)ds

]1/2
⇒ N(0, 1), (3.2.9)

for ∆ → 0, under the assumption of no jumps. Therefore, a large value of the standardized

difference between RVt+1(∆) and BPVt+1(∆) is treated as evidence of a significant jump over the

time interval from t to t+1. In order to implement this test, one needs to estimate the integrated

quarticity,
∫ t+1
t σ4(s)ds. This can be done, as suggested in Andersen et al. (2004, 2007), by the

jump-robust realized tripower quarticity measure,6

TQt+1(∆) ≡ ∆−1µ−3
4/3

1/∆∑
j=3

|rt+j·∆,∆|4/3|rt+(j−1)·∆,∆|4/3|rt+(j−2)·∆,∆|4/3, (3.2.10)

where µ4/3 ≡ 22/3 · Γ(7/6) · Γ(1/2)−1. Further, they note that for ∆→ 0,

TQt+1(∆)→
∫ t+1

t
σ4(s)ds, (3.2.11)

even in the presence of jumps. Thus, significant jumps may be identified using the feasible test

statistic

Wt+1(∆) ≡ ∆−1/2 RVt+1(∆)−BPVt+1(∆)[
(µ−4

1 + 2µ−2
1 − 5)TQt+1(∆)

]1/2
, (3.2.12)

where Wt+1(∆) ∼ N(0, 1) under the null hypothesis of no jumps.

The simulation results in Huang and Tauchen (2005) indicate that the test statistic in equa-

tion (3.2.12) tends to overreject the null hypothesis for large critical values. Alternatively, Huang

and Tauchen (2005) suggest using the ratio-statistic,

Zt+1(∆) ≡ ∆−1/2 [RVt+1(∆)−BPVt+1(∆)]RVt+1(∆)−1[
(µ−4

1 + 2µ−2
1 − 5)max{1, TQt+1(∆)BPVt+1(∆)−2}

]1/2
, (3.2.13)

which is normally distributed under the null. Andersen et al. (2007) identify significant jumps

by the realizations of Zt+1(∆) in excess of some critical value Φ−1(1−α), for a significance level

α, based on the standard normal distribution,

Jt+1,α(∆) ≡ I[Zt+1(∆) > Φ−1(1− α)] · [RVt+1(∆)−BPVt+1(∆)], (3.2.14)
6This measure is a special case of the multipower variation measures studied in Barndorff-Nielsen and Shep-

hard (2004).
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where I[·] is the indicator function. Also, the continuous path component is estimated as

Ct+1,α(∆) ≡ I[Zt+1(∆) ≤ Φ−1(1− α)] ·RVt+1(∆)

+ I[Zt+1(∆) > Φ−1(1− α)] ·BPVt+1(∆), (3.2.15)

ensuring that the variation of Ct+1,α(∆) and Jt+1,α(∆) add up to the total realized variation,

RVt+1(∆). In particular, Andersen et al. (2007) use a large critical value to identify only the

most significant jumps (see also Forsberg and Ghysels, 2007; Bollerslev et al., 2008; Giot et

al., 2010; among others). In our empirical study, for example, we follow the approach of Andersen

et al. (2007) and estimate the jump (J) component and the continuous (C) component using

α = 0.001, or Φ−1(0.999) = 3.090.

3.2.2 Regression Models for Volatility Forecasting

Our objective is to forecast future return volatility at forecasting horizons of k days. Firstly, to

simplify the notation, we omit the explicit reference to ∆ in RVt+1(∆). Secondly, we construct

multi-period realized variances in the same way as in Andersen et al. (2007) and Forsberg and

Ghysels (2007). The multi-period measures are defined by the normalized sum of the one-period

realized variances,

RVt,t+k = k−1(RVt,t+1 +RVt+1,t+2 + · · ·+RVt+k−1,t+k). (3.2.16)

Note that RVt,t+1 ≡ RVt+1. In particular, in the empirical analysis we focus on k = 5, 10, 15,

and 20, denoting realized variances for the horizons of one week to four weeks.

To forecast the realized variance over a future horizon of k days, RVt,t+k, we first consider

the Mixed Data Sampling (MIDAS) regression models. In the MIDAS regression framework it is

possible to use data sampled at different frequencies for the dependent variable and regressors.

The MIDAS model may be written as

RVt,t+k = µ+ φ

jmax−1∑
j=0

b(j, θ)Xt−j−1,t−j + εt,t+k, (3.2.17)

where Xt−j−1,t−j denotes a daily regressor from (t − j − 1) to (t − j). In MIDAS regressions

the selection of Xt−j−1,t−j corresponds to choosing the best predictor of future volatility from

various possible measures of past fluctuations in returns (Ghysels and Valkanov, 2012). For

instance, in our application we use the following volatility measures as regressors: RV , BPV
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and RPV . Also, we use jmax = 60 in the empirical study.7 The lag coefficients b(j, θ) (weights)

are parameterized as a function of θ (a low-dimensional vector of parameters), which circumvents

the problem of parameter proliferation. In this regard, there are several ways of parameterizing

b(j, θ). We adopt a specification based on the Beta function that has only two parameters, or

θ = {θ1; θ2}:

b(j, θ) =
f( j

jmax , θ1; θ2)∑jmax

i=1 f( i
jmax , θ1; θ2)

, (3.2.18)

where f(z, a, b) = za−1(1−z)b−1/β(a, b) and β(a, b) is the Beta function, β(a, b) = Γ(a)Γ(b)/Γ(a+

b). This weighting scheme, introduced in Ghysels et al. (2004), provides positive coefficients,

which we need for the positivity of the forecasted volatility. The specification (3.2.18) can take

various shapes depending on the values of θ1 and θ2. For example, with θ1 = 1 and θ2 > 1

the weights have a slowly decaying pattern.8 We use a restricted version of the Beta weighting

scheme (i.e., with θ1 = 1) in which only θ2 needs to be estimated.9

In addition, we are able to forecast RVt,t+k using as separate regressors the estimated mea-

sures for the jump (J) and continuous (C) components, defined in equations (3.2.14) and (3.2.15),

respectively. For notational simplicity, let Jt ≡ Jt,α(∆) and Ct ≡ Ct,α(∆). Then, the MIDAS

model using these measures as regressors can be written as10

RVt,t+k = µ+ φ1

jmax−1∑
j=0

bC(j, 1, θC2 )Ct−j−1,t−j

+ φ2

jmax−1∑
j=0

bJ(j, 1, θJ2 )Jt−j−1,t−j + εt,t+k, (3.2.19)

where θC1 = θJ1 = 1, and θC2 , θJ2 need to be estimated for both Beta lag structures along with the

other parameters, µ, φ1 and φ2.11 Besides forecasting RV, as in equations (3.2.17) and (3.2.19),

we also focus on models for the RV in standard deviation and log form. Practical use of volatility

models and forecasts often involves standard deviations instead of variances. In particular, the

log transformation induces normality for RV measures, as Andersen et al. (2003) argue, which
7We examined other lag lengths and the results were very similar.
8We refer to Ghysels et al. (2004, 2007) for further details about the Beta lag structure and alternative weighting

functions.
9This restricted specification is frequently adopted in the context of volatility forecasting and it provides

declining weights (see, e.g., Ghysels et al., 2006; Forsberg and Ghysels, 2007; Ghysels and Sohn, 2009; among
others).

10We employ the same specification for the MIDAS regression used in Forsberg and Ghysels (2007).
11The parameters of the MIDAS regressions, in equations (3.2.17) and (3.2.19), are estimated by NLS using R

codes.
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facilitates modeling using standard autoregressions, for example. Moreover, as mentioned in

Andersen et al. (2007), modeling and forecasting the log of RV guarantees nonnegativity of

estimated and forecasted volatilities. To provide as much empirical evidence as possible, we

proceed as in Ghysels et al. (2006), Andersen et al. (2007) and Forsberg and Ghysels (2007),

modeling and forecasting the RV as well as the transformations of RV. Henceforth, to facilitate,

a specific regression will be denoted by its dependent variable and regressor(s) as, for example,

MIDAS-RV -RV . Thus, we consider MIDAS-RV -X, with X = RV , BPV , C, CJ , RPV and

RPV 2.12 For regressions involving transformations, we have MIDAS-RV 1/2-X, withX = RV 1/2,

BPV 1/2, C1/2, (CJ)1/2, and RPV as well as MIDAS-lnRV -X, with X = lnRV , lnBPV , lnC,

ln (CJ), and lnRPV . Lastly, all the regressors are daily (computed from intra-daily returns).

The second type of regressions that we undertake is based on the Heterogeneous Autoregres-

sive (HAR-RV) model of Corsi (2004, 2009), which is an extension of the Heterogeneous ARCH

(HARCH) model of Müller et al. (1997).13 Following Andersen et al. (2007) and Forsberg and

Ghysels (2007), the HAR-RV model may be expressed as

RVt,t+k = β0 + βDRVt + βWRVt−5,t + βMRVt−20,t + εt,t+k, (3.2.20)

where the explanatory variables are basically the lagged realized variance over a day, a week, and

four weeks (i.e., over different interval sizes).14 Besides being simple and parsimonious, the model

is capable of capturing the long memory behavior of the realized variance (for more details, see

Corsi, 2004, 2009). Noteworthily, the HAR-RV model can be seen as a MIDAS regression with

step-functions (one of the possible weighting schemes for MIDAS models); see, e.g., Ghysels et

al. (2007) and Ghysels and Valkanov (2012). Additionally, using the decomposition of RVt into

Ct and Jt, Andersen et al. (2007) propose the HAR-RV-CJ model

RVt,t+k = β0 + βCDCt + βCWCt−5,t + βCMCt−20,t

+ βJDJt + βJWJt−5,t + βJMJt−20,t + εt,t+k, (3.2.21)

12The use of RPV 2 is suggested in Forsberg and Ghysels (2007) to be on the same scale as RV .
13The motivation behind the HARCH model, and consequently behind the HAR-RV model, is based on the

existence of different types of market participants with distinct investment horizons (Heterogeneous Market Hy-
pothesis).

14Originally, the HAR-RV model is specified using the lagged RV over a month (i.e., RVt−22,t). To carry out
comparisons between MIDAS and HAR regressions, we use four weeks (i.e., k = 20) as in Forsberg and Ghysels
(2007). Also, the parameters of the HAR-RV model are estimated by OLS.
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where Ct−5,t, Ct−20,t and Jt−5,t, Jt−20,t are normalized multi-period measures, of the continuous

and jump components, calculated in a similar manner to equation (3.2.16). In our empirical ap-

plication, we analyze different regressors and transformations of the dependent variable, RVt,t+k,

for the HAR regressions in equations (3.2.20) and (3.2.21). Therefore, using the previous nota-

tion, we consider HAR-RV -X, with X = RV , BPV , C, CJ , RPV and RPV 2. Also, we have

HAR-RV 1/2-X, with X = RV 1/2, BPV 1/2, C1/2, (CJ)1/2, and RPV as well as HAR-lnRV -X,

withX = lnRV , lnBPV , lnC, ln (CJ) and lnRPV . Finally, the measures BPVt−5,t, BPVt−20,t,

RPVt−5,t, and RPVt−20,t are computed similarly to equation (3.2.16).

As a final investigation, we also take into account simple forecast combinations of the MIDAS

and HAR regressions. The idea of combining different forecasts of the same quantity, with the

objective of improving forecast accuracy, was first proposed by Bates and Granger (1969).15 In

particular, suppose we have a pair of multi-period forecasts, R̂V (1)
t,t+k and R̂V (2)

t,t+k, representing,

for instance, MIDAS-RV -RV and HAR-RV -RV forecasts of RVt,t+k, respectively. Using a simple

average, we may combine the pair of forecasts as follows

R̂V
(c)
t,t+k = (1/2)R̂V

(1)
t,t+k + (1/2)R̂V

(2)
t,t+k, (3.2.22)

obtaining the mean forecast R̂V (c)
t,t+k. For applications in the context of volatility forecasting using

forecast combinations, see for instance, Donaldson and Kamstra (1996), Becker and Clements

(2008), McAleer and Medeiros (2008), and Patton and Sheppard (2009). In our empirical study,

we only combine individual forecasts obtained by the same regressors. Hence, we consider forecast

combinations of MIDAS+HAR-RV -X, withX = RV , BPV , C, CJ , RPV and RPV 2. Likewise,

we have MIDAS+HAR-RV 1/2-X, with X = RV 1/2, BPV 1/2, C1/2, (CJ)1/2, and RPV as well

as MIDAS+HAR-lnRV -X, with X = lnRV , lnBPV , lnC, ln (CJ) and lnRPV .

3.2.3 Evaluating the Forecasts

In the empirical study, we evaluate forecasts of the realized variance (and its transformations) for

different horizons, ranging from one day to four weeks ahead. Further, we analyze the forecasting

ability of a set of regressors for MIDAS and HAR regressions as well as forecast combinations

of the models. To carry out comparisons, we calculate the Mean Squared Error (MSE) of the
15For reviews on the subject, see Clemen (1989), Diebold and Lopez (1996), Hendry and Clements (2004),

Timmermann (2006), among others.
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forecasts. Firstly, let us denote by RVt,t+k the actual value of the realized variance for the horizon

of k days. Also, let R̂Vt,t+k denote an out-of-sample forecast of the RV. Hence, the MSE is given

by

MSE = N−1
∑N

i=1
(RVi,i+k − R̂Vi,i+k)2, (3.2.23)

where N is the number of out-of-sample forecasts. The use of MSE is related to the work of

Patton (2011), who classifies the measure as belonging to a class of loss functions that are robust

to the presence of noise in the volatility proxy used; thus, producing a consistent ranking of the

forecasts even in the absence of the true volatility.

Secondly, when we model the transformed measures of RVt,t+k, i.e., RV
1/2
t,t+k and lnRVt,t+k, we

undo the transformations of the forecasted values before calculating the MSEs. This allows us to

compare the forecasts obtained by regressions with distinct dependent variables. In particular,

when we model the realized standard deviation, RV 1/2
t,t+k, we undo the transformation of the

forecasted value as follows

MSE = N−1
∑N

i=1

(
RVi,i+k −

(
R̂V

1/2
i,i+k

)2
)2

. (3.2.24)

When we model the log of the realized variance, lnRVt,t+k, we undo the transformation of the

forecasted value as follows

MSE = N−1
∑N

i=1

(
RVi,i+k − exp(ln R̂Vi,i+k)

)2
. (3.2.25)

Noteworthily, as Forsberg and Ghysels (2007) mention, realized variance forecasts obtained by

undoing the transformations are not going to be unbiased (see also Granger and Newbold, 1976).

In order to assess significant differences in forecast accuracy, we apply the modified Diebold

and Mariano (1995) test of Harvey et al. (1997) to the series of forecasts. Concisely, suppose

that a pair of multi-period forecasts have produced the forecast errors ê(f)
t,t+k = RVt,t+k− R̂V

(f)
t,t+k,

t = 1, 2, . . . , N ; f = 1, 2. To measure the performance of a forecast, we use the quadratic loss

function, L(ê
(f)
t,t+k) = [ê

(f)
t,t+k]

2, f = 1, 2. The null hypothesis of equal forecast accuracy of the

Diebold-Mariano (DM) test is

H0 : E[L(ê
(1)
t,t+k)− L(ê

(2)
t,t+k)] = 0.



44

Under the null hypothesis, the DM test statistic is

DM(k) =
d̄√
V̂ (d̄)

⇒ N(0, 1), (3.2.26)

where d̄ = N−1
∑N

t=1 dt = N−1
∑N

t=1{[ê
(1)
t,t+k]

2−[ê
(2)
t,t+k]

2} is the sample mean loss differential, and

the variance of d̄ can be estimated by V̂ (d̄) = N−1[γ̂0+2
∑k−1

τ=1 γ̂τ ], where γ̂τ = N−1
∑N

t=τ+1(dt−

d̄)(dt−τ − d̄). Harvey et al. (1997) propose a small-sample modification to the Diebold-Mariano

test, yielding the modified DM test statistic

DM∗(k) =

[
N + 1− 2k +N−1k(k − 1)

N

]1/2

×DM(k). (3.2.27)

The authors also suggest comparing the DM∗(k) statistic with critical values from the Student-t

distribution with (N − 1) degrees of freedom, rather than the standard normal distribution.16

Using the modified DM test, we compare the MIDAS forecasts, for example, obtained by

the use of alternative regressors with those generated by using the realized variance (benchmark

regressor). Moreover, we compare the forecasts produced by models involving transformations

with the forecasts generated by models that do not involve transformations (e.g., MIDAS-RV 1/2-

RV 1/2 versus MIDAS-RV -RV ). Finally, we explore differences in forecast accuracy between

the MIDAS and HAR models, and between the MIDAS+HAR forecast combinations and the

individual models (based on the same regressors).

3.3 Empirical Study

In this section, we use MIDAS and HAR regressions to forecast future volatility for several

horizons, reporting empirical evidence for the Brazilian stock market. Further, we compute

simple forecast combinations of the MIDAS and HAR models. Our data set consists of 15-minute

intra-daily returns of the IBOVESPA fromMay 14, 2004 to October 08, 2009.17 The entire sample

contains 1330 trading days with 28 observations per day, for a total of 37,240 15-minute returns

(trading days of 7 hours). The adoption of a coarse sampling frequency is an usual and simple

way of alleviating influences of market microstructure noise,18 while maintaining most of the
16Harvey et al. (1997) argue that the original DM test can be quite oversized in small and moderate samples,

a problem that becomes more severe as the forecast horizon grows.
17The data were obtained from CMA trade solution.
18In practice, market microstructure effects (due to, e.g., price discreteness, bid-ask spreads, non-synchronous

trading, among other factors) may induce biases in the RV estimates when sampling returns too frequently. The
impact of microstructure noise on RV measures has been the focus of a number of studies, see, e.g., Aït-Sahalia
et al. (2005), Hansen and Lunde (2006), Bandi and Russell (2008), and Hansen et al. (2008).
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relevant information in the high-frequency data (see, e.g., Andersen et al., 2001, 2007; Bollerslev

et al., 2008; among others). Thus, we use the 15-minute sampling frequency, which is already a

conservative sampling frequency when compared with the one frequently used of 5-minute. In

particular, in our intra-daily returns series we do not find evidence of serial correlation, which is

usually found in higher-frequency returns due to market microstructure effects. From the entire

sample, we calculate a set of daily volatility measures, such as realized variance (RV), realized

bipower variation (BPV), realized power variation (RPV), and the continuous (C) and jump (J)

components of the realized variance. When separating RVt into Ct and Jt using the jump test

of Barndorff-Nielsen and Shephard (2004, 2006), we have to define a significance level α for the

test. Following Andersen et al. (2007), we adopt a conservative significance level (α = 0.001) to

identify only the most significant jumps.19 Moreover, we also consider the log and square root

transformations of these measures.

Figure 3.1 shows the daily time series plots of the realized variance in standard deviation

form, RV 1/2
t , and also of the continuous and jump components, C1/2

t and J
1/2
t , respectively.

As can be seen from Figure 3.1, many of the largest RV 1/2
t observations are directly associated

with the occurrence of jumps, J1/2
t . Also, the largest jumps for the IBOVESPA occurred during

the final part of the sample, a period quite influenced by the subprime crisis (financial crisis

with its origin in the U.S. mortgage market). The plots for the level and log form of RV show

similar patterns. In addition, a few descriptive statistics for the daily volatility measures of

the IBOVESPA are reported in Table 3.1 in Appendix B. Consistent with empirical evidence

reported in Andersen et al. (2007) and Forsberg and Ghysels (2007) for different markets, we

note from Table 3.1 that the volatility measures in log form are much closer to being normally

distributed than are the other ones. Also, the RPV 2
t , RPVt, and lnRPVt series exhibit the

highest degree of serial correlation according to the Ljung-Box test statistics for up to tenth

order serial correlation. This is in line with the findings that RPV measures are more persistent

than RV measures. Lastly, the Ljung-Box statistic for the Jt series is notably lower than the

corresponding test statistics for the RVt and Ct series, which indicates that there is not much

persistence in the jump component of the realized variance. This is also valid for the log and

square root transformations.
19See Subsection 3.2.1 for details. Also, other significance levels were tested, yielding similar results.
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Figure 3.1: Daily IBOVESPA volatility and jumps (2004-2009): (a) realized variance in standard
deviation form, RV 1/2

t ; (b) continuous component, C1/2
t ; (c) jump component, J1/2

t . See the text for
details related to the separation of RVt into Ct and Jt using the jump test. The significance level α = 0.001
was used in the jump test.

The objective here is to forecast future volatility for horizons of k days. Specifically, we

consider out-of-sample forecasts for horizons of one day, one week, two, three and four weeks,

that is, for k = 1, 5, 10, 15 and 20. These horizons are quite relevant for risk management and

option pricing routines. We use the first 1120 daily observations to estimate the parameters of

the models, and the remaining 210 daily observations to evaluate the out-of-sample forecasts.

Also, the models are re-estimated in the out-of-sample period. Additionally, the number of out-

of-sample forecasts will be different across distinct forecasting horizons. We have 210, 206, 201,

196, 191 forecasts for the horizons of k = 1, 5, 10, 15 and 20 days, respectively. Finally, we

forecast realized variance, RVt,t+k, and also consider models for the RV in standard deviation

and log form. To simplify the exposition of our findings, we report the main results, according

to the dependent variables, in the subsection below. Besides, detailed empirical results can be

found in Appendix A.

3.3.1 Main Empirical Results

We begin with the main results for the out-of-sample forecasts of the realized variance, RVt,t+k.

Tables 3.2 to 3.4 (first panel) in Appendix B present the forecasting results of the MIDAS-RV

and HAR-RV models, and those of the MIDAS+HAR-RV forecast combinations, respectively.

In these tables, each column represents a different model or combination of forecasts (involving
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distinct regressors). They report the MSE of the forecasts and the p-values of the modified DM

test for comparisons of the forecasts based on alternative regressors with those based on RV (the

benchmark regressor). We find that BPV as regressor produces the best forecasts in terms of

MSE, for almost all forecast horizons. However, these forecasts are not statistically different from

the ones based on RV .20 Moreover, we compare the MIDAS-RV models, the HAR-RV models

and the MIDAS+HAR-RV forecast combinations in terms of forecast accuracy. In general, the

MIDAS-RV models provide the best forecasts in terms of MSE. Tables 3.5 to 3.7 (first panel) in

Appendix B report the p-values of the modified DM test for comparisons between MIDAS-RV

and HAR-RV models, between MIDAS+HAR-RV forecast combinations and HAR-RV models,

and between MIDAS+HAR-RV forecast combinations and MIDAS-RV models, respectively.

Concerning the results, we find that the MIDAS-RV specifications with BPV and RPV 2 as

regressors generate significantly better forecasts than do the HAR-RV specifications with the

same regressors, for most horizons. Also, the MIDAS+HAR-RV forecast combinations involving

BPV and RPV 2 as regressors significantly outperform the HAR-RV forecasts, for most horizons.

Lastly, for the horizons of three and four weeks, the MIDAS-RV forecasts based on RPV 2 as

regressor are statistically superior to the MIDAS+HAR-RV forecast combinations.

We also have forecasting results for the realized variance in standard deviation form, RV 1/2
t,t+k.

Tables 3.2 to 3.4 (second panel) in Appendix B report the out-of-sample results for the MIDAS-

RV 1/2 and HAR-RV 1/2 models, as well as for the MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast combinations.

We can see from the tables that BPV 1/2 as regressor generates the best forecasts in terms of MSE,

for most horizons. Nevertheless, comparing the forecasts based on BPV 1/2 with those based on

RV 1/2 as regressor, we do not observe significant differences in forecast accuracy. Additionally,

from Tables 3.2 to 3.4, we evaluate whether superior forecasts are obtained by modeling the

realized variance in standard deviation form. Thus, we compare the MIDAS-RV 1/2 models, the

HAR-RV 1/2 models and the MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast combinations with their MIDAS-RV ,

HAR-RV and MIDAS+HAR-RV counterparts. From the comparative results, we highlight the

superior forecasting performance of the HAR-RV 1/2-(CJ)1/2 model relative to the HAR-RV -CJ

model. For the HAR-RV 1/2-(CJ)1/2 model, the square root transformation is quite beneficial.
20In a recent study for the IBM stock returns, Patton and Sheppard (2009) also find little statistically significant

evidence (under the MSE loss function) when comparing out-of-sample forecasts of volatility from a simple HAR
model. They use more than thirty different volatility measures and combinations of measures as regressors.
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Lastly, we compare the MIDAS-RV 1/2 models, the HAR-RV 1/2 models and the MIDAS+HAR-

RV 1/2 forecast combinations in terms of forecast accuracy. As can be seen from Tables 3.2 to

3.7 (second panel), the overall results indicate that the three approaches have similar forecasting

performance.

We finish with the main forecasting results for the realized variance in log form, lnRVt,t+k.

Considering the results for the MIDAS-lnRV and HAR-lnRV models, as well as for the MIDAS

+HAR-lnRV forecast combinations, reported in Tables 3.2 to 3.4 (third panel) in Appendix B,

we note that lnRPV as regressor provides the best forecasts in terms of MSE, for most horizons.

In general, the forecasts based on lnRPV as regressor are not statistically different from the ones

based on lnRV .21 Furthermore, from Tables 3.2 to 3.4, we assess whether superior forecasts are

obtained by modeling the realized variance in log form. Hence, we compare the MIDAS-lnRV

models, the HAR-lnRV models and the MIDAS+HAR-lnRV forecast combinations with their

MIDAS-RV , HAR-RV and MIDAS+HAR-RV counterparts. We report the main results of these

comparisons following. First, the MIDAS-lnRV -lnRPV model generates significantly better

forecasts than does the MIDAS-RV -RPV 2 model, for two out of the five forecast horizons.

Second, the HAR-lnRV forecasts based on lnRV and lnRPV as regressors are statistically

superior to the HAR-RV forecasts based on RV and RPV 2 as regressors, for at least two out

of the five forecast horizons. Third, for two out of the five horizons, the MIDAS+HAR-lnRV

forecast combinations involving lnRV and lnRPV as regressors significantly outperform the

MIDAS+HAR-RV forecast combinations involving RV and RPV 2 as regressors. Finally, we

explore differences in forecast accuracy between the MIDAS-lnRV and HAR-lnRV models as

well as between the MIDAS+HAR-lnRV forecast combinations and the individual models. The

overall results indicate that the HAR-lnRV models generate the best forecasts in terms of MSE.

Nonetheless, based on the results of the modified DM test, reported in Tables 3.5 to 3.7 (third

panel) in Appendix B, we do not find significant differences in forecast accuracy in any of the

direct comparisons.
21Using intra-daily data of the Dow Jones index, Ghysels and Sohn (2009) compare MIDAS forecasts based

on several realized power variation measures as regressors at different forecasting horizons. Their out-of-sample
results indicate a statistically equivalent forecasting performance for most horizons.
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3.4 Conclusions

We forecast the volatility of IBOVESPA returns using MIDAS and HAR regression models at

different forecast horizons, reporting empirical evidence for the Brazilian stock market. Addi-

tionally, we compute simple forecast combinations of the models. For both the MIDAS and

HAR models, we evaluate the forecasting ability of various regressors. Using intra-daily returns

of the IBOVESPA, we calculate a set of volatility measures to be used as regressors in both

models. Besides, we use the nonparametric approach proposed by Andersen et al. (2007) for

separately measuring the continuous sample path variation and the discontinuous jump part of

the quadratic variation process. Thus, we also consider MIDAS and HAR specifications with

the continuous sample path and jump variability measures as separate regressors. We compute

out-of-sample forecasts for the horizons of one day, and from one week to four weeks ahead.

In our empirical study, we investigate three main points. First, the best regressor(s) for

volatility forecasting. Second, whether superior forecasts are obtained by modeling transformed

variables. Third, the best forecasting approach, i.e., MIDAS, HAR, or a combination of their

forecasts. Regarding the regressors, our results in terms of MSE suggest that those involving

volatility measures which are robust to jumps (i.e., realized bipower variation and realized power

variation) are better at forecasting future volatility. This empirical finding is consistent with

results in Ghysels et al. (2006), Andersen et al. (2007) and Forsberg and Ghysels (2007), who

use different data sets. However, using the modified DM test, we find that, in general, the

forecasts based on these alternative regressors are not statistically different from the ones based

on realized variance. Given that we find little statistically significant evidence under the MSE loss

function, it would be interesting to evaluate the performance of the different volatility measures

in another context. For instance, in a risk management perspective, assessing their ability to

forecast Value-at-Risk (VaR) (for such approach, see Clements et al., 2008; and Brownlees and

Gallo, 2010).

With respect to the second point we investigate, the overall results indicate significant gains

in forecasting accuracy particularly when considering models for the log of the realized variance,

for specifications with lnRV and lnRPV as regressors. Concerning the last point we analyze,

the overall results show that the forecasting performance of the three approaches is statistically
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equivalent in most cases. Nonetheless, when considering models for the realized variance, we find

a slight advantage in terms of accuracy for the MIDAS forecasts based on BPV and RPV 2 as

regressors relative to the ones from the other approaches.
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3.6 Appendix A: Detailed Empirical Results

In this appendix, we report detailed forecasting results pertaining to our empirical study for the

IBOVESPA returns. To organize the exposition of our empirical findings, we present the results

according to the response variables in the regressions in the next three subsections.

A.1 Modeling Realized Variance – RV

We start with the results for the out-of-sample forecasts of the realized variance, RVt,t+k. The

first panel of Table 3.2 in Appendix B presents the forecasting results of the MIDAS-RV models.

For each model (with different regressors) the table reports the MSE, and the p-values of the

modified DM test of equal forecast accuracy (RV is the benchmark regressor). Regarding the

results, we note that BPV as regressor produces the best forecasts in terms of MSE, for almost

all forecasting horizons (from one week to four weeks). In general, the second best results are

obtained by using the continuous (C) part of the realized variance as regressor. For the daily

horizon, the MIDAS-RV specification with RPV 2 as regressor presents the best performance.

In particular, the transformation of RPV to the same scale as RV improves considerably the

forecasting ability of the predictor. Using the continuous part and jump part of RV as separate

regressors, i.e., CJ , the results in terms of MSE are similar to the ones obtained by the use of

RV as regressor. However, we observe that, for all horizons, the forecasts produced by using

BPV , C, CJ , and RPV 2 as regressors are not statistically different from the ones generated by

RV .

The forecasting results of the HAR-RV models are presented in the first panel of Table 3.3 in

Appendix B. Similar to Table 3.2 for the MIDAS-RV models, Table 3.3 reports for each HAR-

RV model the out-of-sample MSE and the p-values of the modified DM test. Once again, the use

of BPV as regressor provides the best forecasts in terms of MSE, for the horizons of one week to

four weeks. For almost all horizons, the second best forecasts are provided by the continuous (C)

component as regressor. As in the MIDAS-RV case, the best forecasting performance, for the

daily horizon, is obtained by using RPV 2 as regressor. The HAR-RV specification with CJ

as regressors produces the worst results in terms of MSE; nevertheless, comparing with the

specification with RV as regressor, there is a significant difference in forecast accuracy only
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for the daily horizon. When BPV , C, and RPV 2 are used as regressors, we do not observe

significant differences in forecast accuracy relative to RV as regressor. These results, involving

the reported regressors, are also valid for the MIDAS+HAR-RV forecast combinations presented

in the first panel of Table 3.4 in Appendix B.

Besides investigating the best predictors of future volatility, we are able to evaluate differences

in forecast accuracy between the MIDAS-RV and HAR-RV models as well as between the

MIDAS+HAR-RV forecast combinations and the individual models. Considering the MSEs

reported in Tables 3.2 to 3.4, the overall results indicate that the MIDAS-RV models present

the best forecasting performance. In addition, we use the modified DM test to assess significant

differences in forecast accuracy. Firstly, the first panel of Table 3.5 in Appendix B reports the

p-values of the modified DM test for comparisons between MIDAS-RV and HAR-RV models.

From the table, we observe significant differences in forecast accuracy, involving BPV and RPV 2

as regressors, for the horizons of two, three and four weeks. In particular, for these horizons, the

MIDAS-RV -BPV and MIDAS-RV -RPV 2 models produce the best forecasts. On the other hand,

the forecasting performance of the MIDAS-RV and HAR-RV models is statistically equivalent

for the use of RV , C and CJ as regressors.

Secondly, Table 3.6 (first panel) in Appendix B presents the p-values of the modified DM

test for comparisons between MIDAS+HAR-RV forecast combinations and HAR-RV models.

Table 3.6 shows that the forecasts involving BPV and RPV 2 as regressors are statistically

different for the horizons of two, three and four weeks. For these horizons and regressors, the

MIDAS+HAR-RV forecast combinations present the best performance. Regarding the other

regressors, the MIDAS+HAR-RV forecast combinations and the HAR-RV forecasts are not

statistically different.

Lastly, Table 3.7 (first panel) in Appendix B reports the p-values of the modified DM test

for comparisons between MIDAS+HAR-RV forecast combinations and MIDAS-RV models. We

can see from the table that the forecasts based on RPV 2 as regressor are statistically different at

horizons of three and four weeks. The MIDAS-RV -RPV 2 model provides the most accurate fore-

casts for these horizons. For the other regressors, the MIDAS+HAR-RV forecast combinations

and the MIDAS-RV forecasts are not statistically different.
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A.2 Modeling Realized Standard Deviation – RV1/2

We also have forecasting results for the realized variance in standard deviation form, RV 1/2
t,t+k. In

Table 3.2 (second panel) in Appendix B, we present the out-of-sample results for the MIDAS-

RV 1/2 models. We can observe that BPV 1/2 as regressor generates the best forecasts in terms of

MSE, for the horizons of two, three and four weeks. For these forecast horizons, the continuous

component, C1/2, as regressor produces the second best forecasts. For the daily horizon, the

best forecasting performance is obtained by the use of RPV as regressor. Lastly, the best result

in MSE terms, for the weekly horizon, is provided by the continuous and jump components as

separate regressors, (CJ)1/2. However, comparing the forecasts based on the above-mentioned

regressors with the forecasts based on RV 1/2, we do not observe significant differences in forecast

accuracy, for all horizons. The same results are valid for the HAR-RV 1/2 models presented in

Table 3.3 (second panel) in Appendix B, and for the MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast combinations

reported in the second panel of Table 3.4 in Appendix B.

In addition, from Table 3.2 we can compare the forecasting accuracy of the MIDAS-RV 1/2

regressions with that of the MIDAS-RV regressions. Considering the MSEs, we note that the

square root transformation results in a better forecasting performance of the MIDAS-RV 1/2-

RV 1/2 model relative to the MIDAS-RV -RV model, for almost all horizons. On the other

hand, this is not observed for the other MIDAS-RV 1/2 models. Using the modified DM test, we

only find significant differences in forecast accuracy for the MIDAS-RV 1/2-BPV 1/2 model (daily

and weekly horizons) and for the MIDAS-RV 1/2-C1/2 model (daily horizon) when compared

with their MIDAS-RV counterparts. For these forecast horizons, the MIDAS-RV 1/2 models

provide the least accurate forecasts. The same type of analysis can be done from Table 3.3,

for comparisons between the HAR-RV 1/2 and HAR-RV regressions. Table 3.3 shows that the

HAR-RV 1/2-RV 1/2 and HAR-RV 1/2-(CJ)1/2 models produce better forecasts in terms of MSE

than do the HAR-RV -RV and HAR-RV -CJ models, for almost all horizons. Nonetheless, we

do not observe the same improvement in terms of MSE for the other HAR-RV 1/2 models. Also,

we only find significant differences in forecasting performance for the HAR-RV 1/2-RV 1/2 and

HAR-RV 1/2-(CJ)1/2 models. The former significantly outperforms the HAR-RV -RV model at

the three weeks horizon, and the latter significantly outperforms the HAR-RV -CJ model at the
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one day and two weeks horizons.

Based on the forecasting results reported in Table 3.4, we compare the MIDAS+HAR-RV 1/2

forecast combinations with the MIDAS+HAR-RV ones. We can see from the table that the

MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast combinations involving RV 1/2, (CJ)1/2, and RPV as regressors

present the smallest MSEs for almost all horizons. For the other MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast

combinations, the square root transformation is not beneficial. Furthermore, there is a signifi-

cant difference in forecast accuracy only for the MIDAS+HAR-RV 1/2-RV 1/2 combination (three

weeks horizon) when compared with the MIDAS+HAR-RV -RV combination. In this case, the

former presents the best performance.

Finally, we compare the forecasting performance of the MIDAS-RV 1/2 and HAR-RV 1/2 mod-

els, as well as the performance of the MIDAS+HAR-RV 1/2 forecast combinations with the in-

dividual models. As can be seen from Tables 3.2 to 3.4, the three approaches provide similar

forecasts in terms of MSE. Additionally, Tables 3.5 to 3.7 (second panel) in Appendix B report

the p-values of the modified DM test for these direct comparisons. Regarding the results, we do

not observe significant differences in forecast accuracy in any of the direct comparisons.

A.3 Modeling Realized Variance in log form – lnRV

In this subsection we report forecasting results for the realized variance in log form, lnRVt,t+k.

The out-of-sample results for the MIDAS-lnRV models are presented in the third panel of

Table 3.2 in Appendix B. We can see from the table that lnRPV as regressor generates the best

forecasts in terms of MSE, for all forecasting horizons except for the three weeks one. For the

three weeks horizon, the best performance is obtained by using lnBPV as regressor. Using the

continuous component, lnC, as regressor, the results in terms of MSE are similar to the ones

obtained by the use of lnRV as regressor, for most horizons (from two weeks to four weeks).

In particular, the MIDAS-lnRV specification with ln (CJ) as regressors produces the worst

forecasts, for the horizons of two, three and four weeks. Nonetheless, we only observe significant

differences in forecast accuracy for the MIDAS-lnRV -lnRPV model (four weeks horizon) and for

the MIDAS-lnRV -ln (CJ) model (daily horizon) when compared with the MIDAS-lnRV -lnRV

model. For these forecasting horizons, the first one outperforms the benchmark model, and the
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second one is outperformed by the benchmark.

The third panel of Table 3.3 in Appendix B reports the results, in terms of forecast accuracy,

for the HAR-lnRV models. Table 3.3 shows that lnRPV as regressor produces the best forecasts

in terms of MSE, for most horizons (one day, one week, and two weeks). For the horizons of

three and four weeks, the use of lnBPV as regressor generates the best forecasts. Considering

the MSEs, the use of lnRV , and lnC as regressors generates similar results for most horizons.

The HAR-lnRV -ln (CJ) model provides the worst forecasts for almost all horizons; however,

comparing with the ones based on lnRV as regressor, there is a significant difference in terms of

accuracy only for the daily horizon. When lnBPV , lnC, and lnRPV are used as regressors, we

do not observe significant differences in forecasting performance relative to lnRV as regressor.

These results, involving the aforementioned regressors, are also valid for the MIDAS+HAR-lnRV

forecast combinations presented in the third panel of Table 3.4 in Appendix B.

We also evaluate whether superior forecasts are obtained by modeling the realized variance

in log form. From Table 3.2 we are able to compare the forecasting performance of the MIDAS-

lnRV and MIDAS-RV models. We can observe that, for almost all horizons, the MIDAS-

lnRV -lnRV and MIDAS-lnRV -lnRPV models perform better than the MIDAS-RV -RV and

MIDAS-RV -RPV 2 models. Nonetheless, this superior performance is not observed for the other

MIDAS-lnRV models. In particular, for the horizons of three and four weeks, the MIDAS-lnRV -

lnRPV model provides significantly better forecasts than does the MIDAS-RV -RPV 2 model.

Furthermore, for the daily horizon, we find significant differences in forecast accuracy for the

MIDAS-lnRV -lnBPV and MIDAS-lnRV -lnC models when compared with their MIDAS-RV

counterparts. For this horizon, the MIDAS-lnRV models provide the least accurate forecasts.

Moreover, from Table 3.3 we can compare the forecasting accuracy of the HAR-lnRV and

HAR-RV models. Table 3.3 shows that, for almost all horizons, the HAR-lnRV specifications

with lnRV , ln (CJ), and lnRPV as regressors produce the best forecasts in MSE terms. Further,

the HAR-lnRV -lnRV and HAR-lnRV -lnRPV models generate significantly better forecasts

than do the HAR-RV -RV and HAR-RV -RPV 2 models. The first one has the best performance

for the horizons of three and four weeks, and the second one for most horizons (from two weeks

to four weeks). We also find significant differences in forecast accuracy for the HAR-lnRV -
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lnBPV and HAR-lnRV -lnC models in comparison with the HAR-RV -BPV and HAR-RV -C

models. The HAR-lnRV models have the worst performance for the daily horizon and the best

performance for the four weeks horizon. Similar results are found for forecasts involving the

above-mentioned regressors when we compare the MIDAS+HAR-lnRV and MIDAS+HAR-RV

forecast combinations, as can be observed in Table 3.4.

Finally, we explore differences in forecasting performance between the MIDAS-lnRV and

HAR-lnRV models as well as between the MIDAS+HAR-lnRV forecast combinations and the

individual models. As can be seen from Tables 3.2 to 3.4, the overall results indicate that the

HAR-lnRV models generate the best forecasts in terms of MSE. However, from the results of

the modified DM test, reported in the third panel of Tables 3.5 to 3.7 in Appendix B, we do not

observe significant differences in forecast accuracy in any of the direct comparisons.
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3.7 Appendix B: Tables

Table 3.1: Summary statistics for daily IBOVESPA measures.

Mean Std. Dev. Skewness Ex. Kurtosis Q(10)

RVt 0.040× 10−2 0.077× 10−2 7.783 86.155 3737.931 (0.000)
BPVt 0.027× 10−2 0.052× 10−2 8.291 89.983 3532.596 (0.000)
Ct 0.033× 10−2 0.070× 10−2 9.680 127.290 2864.703 (0.000)
Jt 0.071× 10−3 0.028× 10−2 7.357 69.313 381.251 (0.000)
RPV 2

t 0.029× 10−2 0.054× 10−2 7.514 74.804 4541.887 (0.000)

RV
1/2
t 0.017 0.010 3.317 16.870 4860.045 (0.000)

BPV
1/2
t 0.014 0.008 3.613 20.465 4669.569 (0.000)

C
1/2
t 0.016 0.009 3.891 24.563 4121.698 (0.000)

J
1/2
t 0.003 0.008 3.241 12.622 186.126 (0.000)
RPVt 0.015 0.008 3.394 17.566 5735.040 (0.000)

lnRVt −8.369 0.911 0.757 1.319 3997.618 (0.000)
lnBPVt −8.726 0.870 0.765 1.603 3709.905 (0.000)
lnCt −8.549 0.888 0.754 1.608 3334.829 (0.000)
ln (Jt + 1) 0.071× 10−3 0.028× 10−2 7.350 69.172 381.285 (0.000)
lnRPVt −4.313 0.428 0.813 1.623 4567.593 (0.000)

Note: The column labeled Q(10) reports the Ljung-Box test statistic for up to tenth order serial
correlation with the p-value in parentheses. The daily series for the IBOVESPA are constructed from
15-minute returns spanning the period from May 2004 through October 2009, for a total of 1330
daily observations. RVt denotes realized variance, Ct is the continuous part, and Jt is the jump part
of RVt as separated by the jump test presented in Subsection 3.2.1. The significance level α = 0.001
was used in the jump test. BPVt denotes realized bipower variation, and RPVt denotes realized
power variation.
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Table 3.2: Forecasting results: MIDAS regressions – out-of-sample
MSE.

MIDAS-RV -

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.866 0.853 0.844 0.877 1.255 0.832
(0.834) (0.686) (0.861) (0.014) (0.528)

1 week 0.257 0.255 0.283 0.297 0.655 0.267
(0.956) (0.526) (0.433) (0.018) (0.818)

2 weeks 0.233 0.184 0.203 0.217 0.652 0.217
(0.483) (0.384) (0.419) (0.024) (0.735)

3 weeks 0.212 0.142 0.156 0.221 0.628 0.180
(0.316) (0.180) (0.684) (0.033) (0.429)

4 weeks 0.180 0.120 0.127 0.242 0.573 0.148
(0.279) (0.219) (0.413) (0.059) (0.300)

MIDAS-RV 1/2-

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.870 0.892∗ 0.876∗ 0.845 0.840
(0.708) (0.907) (0.351) (0.593)

1 week 0.253 0.270∗ 0.290 0.248 0.264
(0.714) (0.302) (0.747) (0.751)

2 weeks 0.222 0.194 0.211 0.245 0.221
(0.627) (0.689) (0.635) (0.982)

3 weeks 0.194 0.144 0.157 0.239 0.178
(0.348) (0.250) (0.366) (0.521)

4 weeks 0.162 0.118 0.124 0.218 0.145
(0.322) (0.283) (0.384) (0.402)

MIDAS-lnRV -

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.880 0.943∗ 0.931∗ 0.928 0.861
(0.136) (0.239) (0.083) (0.652)

1 week 0.256 0.290 0.306 0.266 0.255
(0.292) (0.117) (0.724) (0.980)

2 weeks 0.200 0.200 0.213 0.278 0.195
(0.985) (0.518) (0.259) (0.783)

3 weeks 0.142 0.123 0.135 0.368 0.125∗
(0.356) (0.670) (0.238) (0.138)

4 weeks 0.106 0.092 0.098 0.456 0.090∗
(0.324) (0.429) (0.277) (0.055)

Note: All the forecasts are out-of-sample and the smallest MSEs are in bold.
In parentheses, the p-values of the modified Diebold-Mariano test (RV is the
benchmark regressor). For the log and square root specifications, models with
regressors that produce identical results are not reported to avoid duplication.
Based on the modified Diebold-Mariano test, (∗) stands for significant difference
in forecast accuracy at the 10% level for comparisons between MIDAS-RV 1/2

and MIDAS-RV models as well as between MIDAS-lnRV and MIDAS-RV mod-
els.
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Table 3.3: Forecasting results: HAR regressions – out-of-sample MSE.

HAR-RV -

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.827 0.826 0.823 0.986 1.277 0.812
(0.989) (0.951) (0.040) (0.002) (0.749)

1 week 0.263 0.246 0.267 0.285 0.707 0.265
(0.779) (0.917) (0.535) (0.009) (0.952)

2 weeks 0.237 0.198 0.205 0.306 0.694 0.236
(0.594) (0.395) (0.228) (0.023) (0.985)

3 weeks 0.223 0.154 0.161 0.372 0.650 0.199
(0.359) (0.161) (0.338) (0.036) (0.614)

4 weeks 0.190 0.130 0.131 0.430 0.604 0.166
(0.333) (0.185) (0.333) (0.069) (0.507)

HAR-RV 1/2-

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.873 0.863 0.847 0.845∗ 0.823
(0.892) (0.682) (0.338) (0.378)

1 week 0.254 0.263 0.284 0.251 0.260
(0.863) (0.426) (0.788) (0.868)

2 weeks 0.225 0.198 0.208 0.213∗ 0.231
(0.687) (0.611) (0.561) (0.893)

3 weeks 0.204∗ 0.145 0.154 0.196 0.194
(0.399) (0.273) (0.574) (0.744)

4 weeks 0.176 0.118 0.120 0.189 0.168
(0.345) (0.283) (0.458) (0.680)

HAR-lnRV -

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.884 0.920∗ 0.910∗ 0.941 0.831
(0.455) (0.535) (0.080) (0.254)

1 week 0.245 0.279 0.302 0.276 0.233
(0.332) (0.114) (0.186) (0.694)

2 weeks 0.187 0.188 0.203 0.209 0.179∗
(0.973) (0.412) (0.287) (0.680)

3 weeks 0.136∗ 0.116 0.128 0.180 0.122∗
(0.345) (0.623) (0.225) (0.328)

4 weeks 0.104∗ 0.084∗ 0.090∗ 0.212 0.094∗
(0.282) (0.318) (0.265) (0.493)

Note: All the forecasts are out-of-sample and the smallest MSEs are in bold.
In parentheses, the p-values of the modified Diebold-Mariano test (RV is the
benchmark regressor). For the log and square root specifications, models with
regressors that produce identical results are not reported to avoid duplication.
Based on the modified Diebold-Mariano test, (∗) stands for significant difference
in forecast accuracy at the 10% level for comparisons between HAR-RV 1/2 and
HAR-RV models as well as between HAR-lnRV and HAR-RV models.



62

Table 3.4: Forecasting results: MIDAS+HAR forecast combinations
– out-of-sample MSE.

MIDAS+HAR-RV -

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.844 0.837 0.831 0.915 1.261 0.819
(0.915) (0.829) (0.072) (0.005) (0.624)

1 week 0.256 0.247 0.272 0.287 0.677 0.262
(0.879) (0.678) (0.463) (0.013) (0.875)

2 weeks 0.233 0.189 0.203 0.248 0.671 0.225
(0.539) (0.389) (0.464) (0.024) (0.862)

3 weeks 0.215 0.146 0.157 0.280 0.636 0.188
(0.335) (0.166) (0.404) (0.035) (0.523)

4 weeks 0.183 0.124 0.128 0.322 0.585 0.156
(0.303) (0.198) (0.356) (0.065) (0.400)

MIDAS+HAR-RV 1/2-

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.867 0.874 0.858 0.841 0.828
(0.913) (0.872) (0.333) (0.478)

1 week 0.250 0.264 0.284 0.245 0.259
(0.771) (0.348) (0.617) (0.803)

2 weeks 0.221 0.194 0.207 0.226 0.224
(0.661) (0.641) (0.626) (0.941)

3 weeks 0.197∗ 0.143 0.154 0.214 0.184
(0.371) (0.250) (0.436) (0.645)

4 weeks 0.167 0.116 0.120 0.200 0.155
(0.327) (0.273) (0.398) (0.529)

MIDAS+HAR-lnRV -

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.878 0.928∗ 0.917∗ 0.929 0.842
(0.254) (0.352) (0.074) (0.407)

1 week 0.248 0.282 0.301 0.268 0.242
(0.299) (0.115) (0.412) (0.817)

2 weeks 0.191 0.192 0.206 0.228 0.184
(0.974) (0.442) (0.296) (0.724)

3 weeks 0.136∗ 0.118 0.129 0.250 0.121∗
(0.389) (0.647) (0.221) (0.195)

4 weeks 0.103∗ 0.086∗ 0.092∗ 0.312 0.089∗
(0.293) (0.344) (0.272) (0.220)

Note: Forecast combinations of the MIDAS and HAR models. All the fore-
casts are out-of-sample and the smallest MSEs are in bold. In parentheses,
the p-values of the modified Diebold-Mariano test (RV is the benchmark re-
gressor). Based on the modified Diebold-Mariano test, (∗) stands for signifi-
cant difference in forecast accuracy at the 10% level for comparisons between
MIDAS+HAR-RV 1/2 and MIDAS+HAR-RV forecast combinations as well as
between MIDAS+HAR-lnRV and MIDAS+HAR-RV forecast combinations.
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Table 3.5: MIDAS models versus HAR models: modified Diebold-
Mariano test.

MIDAS-RV vs HAR-RV

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.358 0.332 0.347 0.204 0.526 0.477
1 week 0.840 0.577 0.271 0.376 0.074 0.957
2 weeks 0.747 0.091 0.666 0.111 0.297 0.088
3 weeks 0.149 0.086 0.305 0.179 0.259 0.008
4 weeks 0.113 0.055 0.273 0.230 0.312 0.003

MIDAS-RV 1/2 vs HAR-RV 1/2

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.949 0.329 0.340 0.998 0.603
1 week 0.982 0.554 0.612 0.928 0.851
2 weeks 0.874 0.720 0.866 0.264 0.486
3 weeks 0.662 0.853 0.803 0.251 0.295
4 weeks 0.584 0.916 0.570 0.169 0.300

MIDAS-lnRV vs HAR-lnRV

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.898 0.367 0.447 0.761 0.409
1 week 0.521 0.367 0.716 0.556 0.315
2 weeks 0.328 0.284 0.363 0.119 0.286
3 weeks 0.608 0.362 0.348 0.221 0.853
4 weeks 0.825 0.175 0.192 0.262 0.797

Note: The table shows the p-values of the modified Diebold-Mariano test of
equal forecast accuracy. We compare the MIDAS and HAR models (involving
the same regressors) in terms of forecast accuracy.

Table 3.6: MIDAS+HAR forecast combinations versus HAR mod-
els: modified Diebold-Mariano test.

MIDAS+HAR-RV vs HAR-RV

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.431 0.452 0.490 0.134 0.361 0.598
1 week 0.618 0.852 0.498 0.807 0.109 0.763
2 weeks 0.565 0.057 0.365 0.144 0.253 0.066
3 weeks 0.128 0.052 0.158 0.263 0.182 0.006
4 weeks 0.106 0.054 0.142 0.286 0.255 0.001

MIDAS+HAR-RV 1/2 vs HAR-RV 1/2

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.797 0.456 0.481 0.814 0.751
1 week 0.765 0.901 0.999 0.708 0.877
2 weeks 0.712 0.465 0.878 0.317 0.364
3 weeks 0.564 0.512 0.907 0.246 0.243
4 weeks 0.509 0.546 0.901 0.268 0.272

MIDAS+HAR-lnRV vs HAR-lnRV

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.743 0.502 0.621 0.562 0.527
1 week 0.738 0.565 0.949 0.413 0.425
2 weeks 0.459 0.453 0.619 0.189 0.366
3 weeks 0.933 0.667 0.672 0.295 0.803
4 weeks 0.751 0.456 0.465 0.315 0.613

Note: The table shows the p-values of the modified Diebold-Mariano test of
equal forecast accuracy. We compare the forecast combinations of MIDAS
and HAR models with the HAR models (involving the same regressors) in
terms of forecast accuracy.
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Table 3.7: MIDAS+HAR forecast combinations versus MIDAS
models: modified Diebold-Mariano test.

MIDAS+HAR-RV vs MIDAS-RV

Horizon RV BPV C CJ RPV RPV 2

1 day 0.295 0.236 0.233 0.324 0.727 0.373
1 week 0.881 0.359 0.131 0.108 0.223 0.677
2 weeks 0.977 0.161 0.903 0.246 0.376 0.128
3 weeks 0.300 0.174 0.621 0.289 0.371 0.015
4 weeks 0.259 0.158 0.609 0.294 0.384 0.009

MIDAS+HAR-RV 1/2 vs MIDAS-RV 1/2

Horizon RV 1/2 BPV 1/2 C1/2 (CJ)1/2 RPV

1 day 0.897 0.231 0.231 0.810 0.474
1 week 0.775 0.306 0.299 0.821 0.592
2 weeks 0.918 0.986 0.628 0.235 0.672
3 weeks 0.790 0.775 0.540 0.227 0.368
4 weeks 0.681 0.673 0.317 0.194 0.339

MIDAS+HAR-lnRV vs MIDAS-lnRV

Horizon lnRV lnBPV lnC ln (CJ) lnRPV

1 day 0.943 0.261 0.307 0.999 0.311
1 week 0.352 0.231 0.430 0.757 0.235
2 weeks 0.177 0.178 0.198 0.181 0.163
3 weeks 0.310 0.180 0.193 0.301 0.528
4 weeks 0.435 0.107 0.115 0.318 0.889

Note: The table shows the p-values of the modified Diebold-Mariano test of
equal forecast accuracy. We compare the forecast combinations of MIDAS
and HAR models with the MIDAS models (involving the same regressors) in
terms of forecast accuracy.
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Resumo. Neste artigo, busca-se comparar empiricamente os modelos MS-MIDAS (Markov-Switching
MIDAS) e STMIDAS (Smooth Transition MIDAS) em termos de previsão. Para tanto, realiza-se um
exercício de previsão em tempo real em que são geradas previsões fora da amostra para o crescimento
do PIB trimestral dos Estados Unidos com o uso de indicadores financeiros mensais. Neste exercício,
também são considerados modelos lineares MIDAS e outros modelos de previsão (lineares e não-lineares)
que incluem informação dos indicadores (via agregação temporal das observações mensais) para fins com-
parativos de desempenho preditivo. A partir dos resultados do estudo empírico, observa-se que, de modo
geral, os modelos MS-MIDAS fornecem previsões mais acuradas que os modelos STMIDAS.
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4.1 Introdução

A disponibilidade de dados em séries temporais amostrados em freqüências distintas se apresenta

como um problema adicional para aqueles interessados em calcular previsões. Por exemplo, me-

didas de atividade econômica que recebem especial atenção por parte dos agentes econômicos,

como o Produto Interno Bruto (PIB) e a produção industrial, são disponibilizadas nas freqüências

trimestral e mensal, respectivamente. Por outro lado, existe uma gama de indicadores macroe-

conômicos observados mensalmente e diversas variáveis financeiras observadas diariamente com

potencial poder preditivo para estas medidas. Uma questão relevante é que a maior parte dos

modelos de previsão não relaciona variáveis observadas em freqüências distintas. Desta forma,

um procedimento usual é o de agregar temporalmente as observações da variável de maior fre-

qüência (por exemplo, por meio de uma média simples) antes de estimar o modelo de previsão.

Todavia, procedimentos simples de conversão dos dados para a mesma freqüência podem levar

ao descarte de informações relevantes.

Modelos de regressão que relacionam diretamente variáveis em freqüências distintas são uma

alternativa atraente pois permitem a utilização dos dados nas freqüências em que são disponibi-

lizados. Em particular, os modelos de regressão MIDAS (Mixed Data Sampling) de Ghysels et

al. (2004) possibilitam que se regrida diretamente uma variável de baixa freqüência sobre uma

variável de alta freqüência. Isto é possível graças à especificação de um esquema de ponderação

para os dados da variável de maior freqüência amostral.

A abordagem de regressão MIDAS tem sido aplicada com sucesso na previsão de séries tem-

porais macroeconômicas trimestrais com a utilização de dados mensais e diários. Clements e

Galvão (2008), por exemplo, utilizam indicadores coincidentes mensais para obterem previsões

para o crescimento do PIB trimestral dos Estados Unidos (EUA). Neste estudo, os autores

reportam ganhos substanciais em termos de acurácia preditiva ao utilizarem informações dos in-

dicadores mensais disponíveis para os meses do trimestre de previsão. Clements e Galvão (2009) e

Kuzin et al. (2013) são exemplos adicionais de estudos que visam prever variáveis macroeconômi-

cas trimestrais (o crescimento do PIB dos EUA e de seis países industrializados, respectivamente)

a partir do uso de indicadores mensais como preditores. Ambos os estudos sugerem que a utiliza-

ção de informações dos indicadores mensais disponíveis para o trimestre corrente leva a previsões
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mais acuradas de crescimento do produto. Adicionalmente, Andreou et al. (2013) calculam pre-

visões para o crescimento do PIB trimestral dos EUA a partir de fatores diários que são extraídos

de um número expressivo de indicadores financeiros diários. Os autores reportam ganhos em ter-

mos de acurácia preditiva oriundos da inclusão de informações financeiras diárias nos modelos

MIDAS.

Nos últimos anos, diversas extensões têm sido propostas para o modelo linear MIDAS básico.

Em se tratando de modelos não-lineares, por exemplo, Galvão (2013) propôs um modelo MI-

DAS que possibilita captar mudanças na capacidade preditiva do regressor observado em alta

freqüência por meio de uma função de transição suave que depende de uma variável de transição

observável. Neste estudo, o modelo STMIDAS (Smooth Transition MIDAS) é utilizado no cál-

culo de previsões para o crescimento do PIB trimestral dos EUA e do Reino Unido com o uso

de indicadores financeiros semanais e diários como preditores. Galvão (2013) adota três tipos de

indicadores: spreads entre taxas de juros de longo e curto prazo, taxas de juros de curto prazo e

retornos de índices de ações. Em relação ao spread, por exemplo, existem evidências empíricas

que apontam que este indicador possui poder preditivo apenas para períodos de crescimento

econômico baixo ou negativo (ver Galbraith e Tkacz, 2000). A partir dos resultados de previsão

para o crescimento do PIB em tempo real com o uso de variáveis financeiras, Galvão (2013) sugere

que ganhos estatisticamente significativos em previsão sobre um modelo de regressão linear são

mais prováveis de ocorrer quando as previsões são calculadas por meio dos modelos STMIDAS

do que quando são computadas a partir dos modelos lineares MIDAS.

Guérin e Marcellino (2013) propõem uma abordagem alternativa para incorporar mudança

de regime nos parâmetros do modelo de regressão MIDAS, introduzindo o modelo MS-MIDAS

(Markov-Switching MIDAS). O modelo MS-MIDAS permite captar mudanças de regime em

quase todos os parâmetros do modelo MIDAS básico, sendo neste sentido mais geral que o mo-

delo STMIDAS, em que é possível captar mudanças de regime apenas no parâmetro de inclinação.

Em Guérin e Marcellino (2013), o modelo MS-MIDAS é utilizado para gerar previsões para o

crescimento do PIB trimestral dos EUA e do Reino Unido com o uso de indicadores mensais.

Adicionalmente, os autores computam previsões para o crescimento da produção industrial men-

sal dos EUA a partir de indicadores semanais. Os indicadores financeiros considerados no estudo
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contemplam: spreads entre taxas de juros de longo e curto prazo, retornos de índices de ações

e taxas de juros básicas das economias dos EUA e do Reino Unido. Ainda, dois indicadores

mensais adicionais são adotados na aplicação para o PIB dos EUA: produção industrial e uma

pesquisa sobre nível de atividade econômica. Os resultados das aplicações empíricas indicam que,

de forma geral, os modelos MS-MIDAS geram previsões mais acuradas que os modelos lineares

MIDAS.

Uma prática freqüente na literatura sobre previsão de variáveis macroeconômicas (tal como

o crescimento do PIB) com o uso de indicadores é a de utilizar dados disponíveis em tempo

real. A preferência em torno do uso de dados em tempo real ao invés de dados finais (revisados)

em exercícios de previsão fora da amostra está relacionada a evidências empíricas que sugerem

que a utilização de dados finais pode levar a resultados exagerados no que diz respeito ao poder

preditivo dos indicadores (ver, por exemplo, Diebold e Rudebusch, 1991; Orphanides e van

Norden, 2005 e Clements e Galvão, 2008). Neste contexto, há preferência em calcular as previsões

fora da amostra com o uso das séries temporais originalmente disponíveis ao público em cada

origem de previsão. Isto explica em parte o elevado número de estudos com aplicações em dados

da economia norte-americana, haja vista existirem para esta economia bases de dados em tempo

real com séries históricas extensas e com acesso facilitado.

No presente artigo, objetiva-se comparar empiricamente os modelos MS-MIDAS e STMIDAS

em termos de previsão. Dado que estes modelos foram propostos recentemente na literatura,

visa-se contribuir fornecendo evidências empíricas acerca da capacidade preditiva relativa dos

mesmos. Para tanto, realiza-se um exercício de previsão fora da amostra em que são utilizados

dados em tempo real do PIB trimestral dos EUA.1 Neste exercício, são geradas previsões para o

crescimento do PIB trimestral com o uso de indicadores financeiros mensais, sendo os indicadores

adotados na análise empírica semelhantes aos considerados nos estudos de Galvão (2013) e Guérin

e Marcellino (2013). Em particular, são utilizados três indicadores financeiros: um spread entre

taxas de juros de longo e curto prazo, retornos de um índice de ações e a taxa efetiva de juros dos

Federal Funds. No exercício de previsão, também são considerados modelos lineares MIDAS e

outros modelos de previsão (lineares e não-lineares) que incluem informação dos indicadores (via
1A escolha em torno do uso de dados da economia norte-americana se deve, em parte, à existência de séries

temporais extensas (mais adequadas para análises com modelos não-lineares).
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agregação temporal das observações mensais) para fins comparativos de desempenho preditivo.

Em relação aos resultados do estudo empírico, observa-se que, de modo geral, os modelos MS-

MIDAS fornecem previsões mais acuradas que os modelos STMIDAS. Adicionalmente, observam-

se diferenças mais expressivas em acurácia preditiva entre os modelos da classe MIDAS e os

demais modelos de previsão apenas nos resultados obtidos com os retornos do índice de ações.

Neste caso, os modelos da classe MIDAS geram previsões notadamente mais acuradas quando

são utilizados dados do indicador mensal disponíveis para os meses do trimestre de previsão.

O restante do artigo é estruturado da forma que segue: a Seção 4.2 revisa de forma breve a

abordagem MIDAS, apresenta sucintamente os modelos que incluem um termo auto-regressivo

e descreve os modelos não-lineares MS-MIDAS e STMIDAS, fornecendo informações sobre as

especificações e os métodos de estimação; a Seção 4.3 contempla o estudo empírico comparativo,

descreve os dados utilizados e a estrutura do exercício de previsão em tempo real, fornecendo

detalhes adicionais sobre os modelos confrontados e os resultados de previsão. A Seção 4.4 conclui

o artigo.

4.2 Modelos de Regressão MIDAS

Na primeira subseção, realiza-se uma breve revisão das principais características do modelo de

regressão MIDAS. Na segunda subseção, são apresentadas duas especificações que incluem de

maneira distinta um termo auto-regressivo no modelo MIDAS básico. Na terceira subseção,

apresenta-se concisamente o modelo MS-MIDAS, as especificações consideradas e o método de

estimação. Por fim, na quarta subseção, descreve-se sucintamente o modelo de regressão STMI-

DAS, algumas especificações adicionais e o método de estimação dos parâmetros.

4.2.1 Modelo MIDAS Básico

A abordagem de regressão MIDAS, proposta por Ghysels et al. (2004), permite o uso de dados

amostrados em freqüências distintas para as variáveis dependente e explicativas. Seguindo a

notação de Clements e Galvão (2008), o modelo MIDAS básico univariado, especificado para

previsão h-passos à frente, pode ser definido como

yt = β0 + β1B(L1/m;θ)x
(m)
t−h + εt, (4.2.1)
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onde B(L1/m;θ) =
∑K

j=1 b(j;θ)L(j−1)/m e Ls/mx(m)
t−1 = x

(m)
t−1−s/m. Salienta-se que t se refere à

unidade de tempo da variável dependente yt, enquanto que m se refere à unidade de tempo das

variáveis em freqüência mais alta x(m)
t−h. Neste artigo, por exemplo, y é observada trimestralmente

e x(m) mensalmente, logo m = 3.

No modelo MIDAS, os coeficientes (pesos) da defasagem distribuída b(j;θ) são parametriza-

dos como uma função de θ (um vetor de parâmetros de baixa dimensão), o que evita o problema

de proliferação de parâmetros. Existem diversas formas de parametrizar b(j;θ). Por exemplo,

pode-se utilizar uma função de ponderação definida em termos de somente dois parâmetros,

θ = [θ1, θ2]:

b(j;θ) =
f(j, θ1, θ2)∑K
j=1 f(j, θ1, θ2)

. (4.2.2)

Duas especificações para f(j,θ) são freqüentemente adotadas na literatura, Ghysels et al. (2005),

Clements e Galvão (2008) e Andreou et al. (2013) usam funções polinomiais exponenciais,

f(j,θ) = exp(θ1j + θ2j
2), (4.2.3)

enquanto que Ghysels et al. (2007) e Galvão (2013) utilizam uma função beta:

f(j,θ) =
(z)θ1−1(1− z)θ2−1Γ(θ1 + θ2)

Γ(θ1)Γ(θ2)
; z = j/(K + 1). (4.2.4)

Ambas as especificações são bastante flexíveis (mesmo dependendo de apenas dois parâmetros),

podendo assumir diversos padrões para a distribuição dos pesos de agregação (para maiores

detalhes sobre funções de ponderação, ver Ghysels et al., 2004, 2007). Tanto a função exponencial

quanto a função beta, das expressões (4.2.3) e (4.2.4), serão utilizadas na aplicação empírica deste

artigo.

Os parâmetros do modelo MIDAS são usualmente estimados por Mínimos Quadrados Não-

Lineares (MQNL).2 Adicionalmente, as previsões são computadas de forma direta, sem a neces-

sidade de previsões para variáveis explicativas. Contudo, diferentemente da forma iterada de

previsão, previsões diretas requerem que o modelo seja reestimado para cada horizonte de pre-

visão distinto (discussões sobre as abordagens de previsão direta e iterada podem ser encontras

em Bhansali, 2002; Chevillon e Hendry, 2005; Marcellino et al., 2006; entre outros).
2Ver, por exemplo, Ghysels et al. (2004, 2006, 2007) e Clements e Galvão (2008, 2009).
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4.2.2 Modelos Auto-Regressivos MIDAS

Modelos para previsão de variáveis macroeconômicas, tal como crescimento de produto agregado,

freqüentemente incluem termos Auto-Regressivos (AR), por exemplo, como nos modelos ADL

(Autoregressive Distributed Lag) de Stock e Watson (2003). Entretanto, como apontado em

Ghysels et al. (2007), simplesmente incluir uma defasagem da variável dependente yt no lado

direito da regressão MIDAS em (4.2.1) geralmente não é apropriado. Resumidamente, os autores

mostram que pode ocorrer uma resposta sazonal de y a x(m), mesmo que x(m) não apresente

um padrão sazonal. Clements e Galvão (2008) sugerem uma solução ao problema, introduzindo

dinâmica auto-regressiva em yt como um fator comum. O modelo proposto, AR-MIDAS, tem a

seguinte forma:

yt = β0 + λyt−d + β1B(L1/m;θ)(1− λLd)x(m)
t−h + εt. (4.2.5)

Nesta especificação, quando o horizonte de previsão h é um número inteiro, d = h. Para hori-

zontes de previsão que são frações da freqüência de yt (serão abordados posteriormente), d será

diferente de h.3

Andreou et al. (2013) descrevem uma especificação alternativa, chamada ADL-MIDAS, cuja

simplicidade pode ser potencialmente benéfica em contextos de previsão fora da amostra. O

modelo pode ser escrito como

yt = β0 + λyt−d + β1B(L1/m;θ)x
(m)
t−h + εt. (4.2.6)

O modelo ADL-MIDAS generaliza o modelo ADL tradicional ao lidar com dados em freqüências

distintas.

4.2.3 Modelos MIDAS com Mudança Markoviana

A idéia fundamental por trás dos modelos com mudança Markoviana é que os parâmetros do pro-

cesso subjacente gerador dos dados dependem de uma variável latente discreta St, que representa

um possível estado ou regime não-observável no instante t (ver Hamilton, 1989). Recentemente,

Guérin e Marcellino (2013) introduziram mudança de regime em regressões MIDAS, propondo o

modelo MS-MIDAS (Markov-Switching MIDAS) com a seguinte forma

yt = β0(St) + β1(St)B(L1/m;θ)x
(m)
t−h + εt(St), (4.2.7)

3Para detalhes sobre o modelo AR-MIDAS e sua estimação, ver Clements e Galvão (2008).
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onde εt|St ∼ NID(0, σ2(St)). Adicionalmente, especificações que incluem um termo auto-

regressivo também são consideradas pelos autores. O modelo MS-MIDAS baseado na proposta

de Clements e Galvão (2008), equação (4.2.5), pode ser definido como

yt = β0(St) + λyt−d + β1(St)B(L1/m;θ)(1− λLd)x(m)
t−h + εt(St), (4.2.8)

enquanto que o modelo MS-MIDAS análogo à versão linear em (4.2.6) tem a seguinte forma

yt = β0(St) + λyt−d + β1(St)B(L1/m;θ)x
(m)
t−h + εt(St). (4.2.9)

O processo gerador dos regimes é assumido como uma cadeia de Markov ergódica com um

número finito de estados St = {1, 2, . . . , N} e com as seguintes probabilidades de transição

P (St = j|St−1 = i) = pij , (4.2.10)

N∑
j=1

pij = 1 ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , N}. (4.2.11)

Neste artigo, as probabilidades de transição em (4.2.10) são constantes, assim como em Guérin

e Marcellino (2013). Entretanto, este pressuposto pode ser potencialmente relaxado como em

Diebold et al. (1994), Filardo (1994) e Kim et al. (2008), que utilizam probabilidades de tran-

sição variantes no tempo (basicamente, permitindo que as probabilidades de transição sejam

influenciadas por um vetor de variáveis exógenas ou pré-determinadas).

Como se pode depreender a partir das equações (4.2.7) a (4.2.9), os parâmetros que podem

variar de acordo com o regime são: o intercepto, β0, o parâmetro de inclinação, β1, e a variância

dos erros, σ2. Destes parâmetros, destaca-se na abordagem MIDAS a possibilidade de captar

via β1 mudanças na capacidade preditiva de um regressor em freqüência mais alta. Isto pode ser

relevante, por exemplo, ao se calcular previsões de atividade econômica utilizando a diferença

entre taxas de juros de longo e curto prazo. Este indicador possui poder preditivo para períodos de

crescimento baixo ou negativo, porém, não é um bom preditor de momentos de alto crescimento

(ver, e.g., Galbraith e Tkacz, 2000). Ainda, cabe dizer que não são todos os parâmetros que

dependem do regime, isto é, o termo auto-regressivo, λ, e os parâmetros associados à função

de ponderação, θ, são constantes. Decidiu-se por mantê-los constantes em função de Guérin e

Marcellino (2013) reportarem problemas de convergência para as estimativas de θ ao permitirem
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mudança de regime. A Tabela 4.1 apresenta os acrônimos utilizados neste artigo para classificar

cada modelo MS-MIDAS.

Diferentemente dos modelos MIDAS discutidos nas Subseções 4.2.1 e 4.2.2, estimados neste

artigo por MQNL, os modelos MS-MIDAS são estimados por (pseudo) Máxima Verossimilhan-

ça (MV). Neste caso, torna-se necessária a suposição de normalidade distributiva para os erros,

o que não é necessário ao utilizar o método de MQNL. O uso do método de MV está associado à

utilização do filtro de Hamilton (1989), adotado no processo de inferência para a variável latente

St. A partir do algoritmo iterativo descrito em Hamilton (1989, 1994), pode-se avaliar a função

log-verossimilhança

L (φ) =

T∑
t=1

log f(yt|Ωt−1;φ), (4.2.12)

onde f(yt|Ωt−1;φ) é a densidade condicional de yt dada a informação disponível até o instante

t − 1, Ωt−1, e φ representa um vetor que reúne os parâmetros do modelo MS-MIDAS e as

probabilidades de transição pij . Ainda, note-se que f(yt|Ωt−1;φ) pode ser reescrita como

f(yt|Ωt−1;φ) =

N∑
j=1

P (St = j|Ωt−1;φ)f(yt|St = j,Ωt−1;φ). (4.2.13)

Uma estimativa do valor de φ pode ser obtida maximizando a função log-verossimilhança via

otimização numérica.4

Do procedimento de filtragem de Hamilton (1989), obtêm-se probabilidades estimadas de

se estar em um determinado regime. Esta característica atrativa dos modelos com mudança

Markoviana é relevante, por exemplo, em estudos que visam identificar e prever o estado da

economia (ver, neste contexto, Chauvet e Piger, 2003; Nalewaik, 2012; Billio et al., 2013; Guérin

e Marcellino, 2013; entre outros).

Uma questão importante que surge em aplicações com modelos com mudança Markovina é a

de determinar o número de regimes distintos que caracterizam adequadamente os dados observa-

dos. Um fator complicador, neste contexto, é que um teste de hipóteses baseado na estatística da

razão de verossimilhanças tradicional não é apropriado. Uma das condições de regularidade para

que o teste da razão de verossimilhanças tenha distribuição assintótica padrão é que a matriz
4Todos os cálculos necessários para a estimação dos parâmetros dos modelos MS-MIDAS foram realizados

utilizando o software MATLAB. Para maiores detalhes sobre a estimação dos modelos MS-MIDAS, ver Guérin e
Marcellino (2013). Para revisões sobre estimação de modelos com mudança Markoviana, ver Hamilton (1994) e
Kim e Nelson (1999).
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de informação não seja singular. Contudo, esta condição não é satisfeita, por exemplo, ao se

estimar um modelo com um número de regimes maior que o do verdadeiro processo, uma vez

que existirão alguns parâmetros que não são identificáveis sob a hipótese nula. Hansen (1992)

e Garcia (1993, 1998) propõem procedimentos para a derivação da distribuição assintótica da

estatística da razão de verossimilhanças. Entretanto, Krolzig (1997) salienta que estes procedi-

mentos são computacionalmente pesados e de valor limitado para pesquisas empíricas.

Psaradakis e Spagnolo (2006) examinam o desempenho de critérios de informação penaliza-

dores de complexidade para a seleção de modelos auto-regressivos com mudança Markoviana.

Os autores constatam que critérios como Akaike (AIC), Schwarz (SIC) e Hannan-Quinn (HQ)

apresentam um bom desempenho na seleção simultânea do número correto de regimes e ordem

da defasagem auto-regressiva, desde que o tamanho da amostra e as mudanças nos parâmetros

sejam suficientemente grandes.5

Neste artigo, os critérios de informação mencionados acima serão utilizados para determinar

o número de regimes, conforme sugerido em Psaradakis e Spagnolo (2003, 2006), e para decidir se

a variância dos erros deve ser regime-dependente. Desta forma, segue-se o mesmo procedimento

adotado em Guérin e Marcellino (2013) para modelos MS-MIDAS.

4.2.4 Modelos MIDAS com Transição Suave

Uma classe alternativa a dos modelos com mudança Markoviana é a dos modelos de Regressão

com Transição Suave (STR). Em particular, nos modelos STR a transição entre regimes distintos

ocorre por meio de uma função suave em termos de uma variável de transição observável (ver

Teräsvirta, 1998).6 Baseando-se nestes modelos, Galvão (2013) propõe uma abordagem similar

para regressões MIDAS, em que mudanças de regime dependem da magnitude e sinal de um

previsor em alta freqüência ponderado.

O modelo de regressão MIDAS com Transição Suave (STMIDAS), sugerido por Galvão (2013),

pode ser definido da seguinte forma:

yt = β0 + β1x
(m)
t−h(ω,K)

[
1−G(x

(m)
t−h(α,K); γ, c)

]
+ β2x

(m)
t−h(ω,K)

[
G(x

(m)
t−h(α,K); γ, c)

]
+ εt, (4.2.14)

5Para resultados similares envolvendo somente a determinação do número de regimes via critérios de infor-
mação, ver Psaradakis e Spagnolo (2003).

6Para uma revisão sobre esta classe de modelos não-lineares, ver van Dijk et al. (2002) e Teräsvirta et al. (2010).
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onde

G(x
(m)
t−h(α,K); γ, c) =

(
1 + exp{−(γ/σ̂x)(x

(m)
t−h(α,K) − c)}

)−1
. (4.2.15)

Para simplificar a notação, utiliza-se x(m)
t−h(ω,K) =

∑K
j=1 b(j;ω)L(j−1)/mx

(m)
t−h para denotar a soma

ponderada de x(m)
t−h. A mesma notação simplificada é adotada para x

(m)
t−h(α,K). A função de

transição em (4.2.15) é uma função logística que depende da soma ponderada do indicador

em alta freqüência. Adicionalmente, os vetores de parâmetros α e ω caracterizam os pesos

aplicados para se utilizar o indicador em alta freqüência como variável de transição e predição,

respectivamente.

A função G(x
(m)
t−h(α,K); γ, c) cresce monotonicamente de 0 a 1 para valores crescentes de

x
(m)
t−h(α,K). Assim, o parâmetro c pode ser interpretado como o limiar entre os regimes associados

aos valores extremos da função de transição, isto é, G(x
(m)
t−h(α,K); γ, c) = 0 eG(x

(m)
t−h(α,K); γ, c) = 1.

Note-se que G(c; γ, c) = 0.5. O parâmetro γ, por sua vez, determina o grau de suavidade na

transição entre os regimes. Ainda, como apontado em Galvão (2013), γ é padronizado pelo

desvio padrão amostral da variável de transição, σ̂x, para ser aproximadamente livre de escala.

Para valores elevados de γ, a função G(x
(m)
t−h(α,K); γ, c) se torna similar a uma função indicadora,

assumindo o valor zero quando (x
(m)
t−h(α,K) ≤ c) e o valor um quando (x

(m)
t−h(α,K) > c). Neste

caso, o impacto de x(m)
t−h(ω,K) na predição de yt é medido por β1 quando x(m)

t−h(α,K) tem baixa

magnitude, ao passo que é medido por β2 quando x(m)
t−h(α,K) tem magnitude elevada. Por outro

lado, quando o parâmetro de suavização γ é pequeno (mas diferente de zero), o impacto de

x
(m)
t−h(ω,K) na predição de yt é medido por uma soma ponderada (variante no tempo) de β1 e β2

que depende do valor da função G(x
(m)
t−h(α,K); γ, c).

Galvão (2013) descreve as restrições necessárias para a identificação dos parâmetros do modelo

STMIDAS. Para tanto, o modelo é reescrito da seguinte forma:

yt = β0 + β1x
(m)
t−h(ω,K) + δx

(m)
t−h(ω,K)

[
G(x

(m)
t−h(α,K); γ, c)

]
+ εt, (4.2.16)

onde δ = (β2 − β1). Como é usual em regressões MIDAS, ao impor-se que
∑K

j=1 b(j;ω) =

1, assegura-se a identificação de β1. A identificação de γ e c é assegurada ao impor-se que∑K
j=1 b(j;α) = 1. Adicionalmente, o parâmetro de inclinação β2 é identificado se γ > 0.

Regressões STMIDAS com termos auto-regressivos também são consideradas por Galvão (2013).
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O modelo STMIDAS com um termo auto-regressivo tem a seguinte forma:

yt = β0 + λyt−d + β1x
(m)
t−h(ω,K) + δx

(m)
t−h(ω,K)

[
G(x

(m)
t−h(α,K); γ, c)

]
+ εt. (4.2.17)

A autora segue a abordagem de Andreou et al. (2013) para modelos ADL-MIDAS. De forma

alternativa, pode-se considerar também uma especificação STMIDAS baseada no modelo AR-

MIDAS de Clements e Galvão (2008). Uma especificação STMIDAS que inclui um termo auto-

regressivo como um fator comum pode ser escrita como

yt = β0 + λyt−d + β1B(L1/m;ω)(1− λLd)x(m)
t−h

+ δB(L1/m;ω)(1− λLd)x(m)
t−h

[
G(x

(m)
t−h(α,K); γ, c)

]
+ εt, (4.2.18)

onde B(L1/m;ω)x
(m)
t−h = x

(m)
t−h(ω,K). Para facilitar a diferenciação entre as especificações em

(4.2.17) e (4.2.18), as mesmas serão chamadas de ADL-STMIDAS e AR-STMIDAS, respectiva-

mente.

Os modelos de regressão STMIDAS são estimados pelo método de mínimos quadrados não-

lineares. Galvão (2013) descreve detalhadamente o procedimento para se obter valores iniciais

para os parâmetros de um modelo STMIDAS. Resumidamente, valores iniciais para os parâmetros

da função de ponderação, ω1 e ω2, são obtidos a partir das estimativas de um modelo MIDAS.

De forma condicional a ω̂1 e ω̂2, valores iniciais para γ, c, α1 e α2 são obtidos conjuntamente via

grid search. O procedimento ainda envolve uma segunda grid search para atualizar os valores

iniciais de ω1 e ω2.7

Algumas características do modelo de regressão STMIDAS podem ser salientadas. Em

primeiro lugar, o modelo permite que o impacto do previsor no valor futuro da variável alvo

mude de acordo com o regime. Em segundo lugar, as previsões são computadas de forma di-

reta para cada horizonte de previsão distinto. Por fim, como Galvão (2013) ressalta, no modelo

STMIDAS não é necessário definir previamente a defasagem da variável de transição (procedi-

mento usual em modelos da classe STR) quando a mesma é representada pela soma ponderada

do indicador em alta freqüência.
7Para detalhes no que tange à obtenção de valores iniciais para os parâmetros e restrições adotadas sobre

parâmetros no procedimento de otimização numérica, ver Galvão (2013). No presente artigo, todos os cálcu-
los necessários para a estimação dos parâmetros dos modelos STMIDAS foram efetuados utilizando o software
MATLAB.
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4.3 Estudo Empírico Comparativo

Esta seção inclui um exercício de previsão em tempo real para o crescimento do PIB dos EUA

utilizando-se indicadores financeiros como preditores. Neste exercício, busca-se comparar os

modelos MS-MIDAS e STMIDAS em termos de acurácia preditiva. Além dos modelos da classe

MIDAS, outros modelos de previsão tradicionais são considerados para fins comparativos de

desempenho preditivo. Na Subseção 4.3.1, são descritos os dados e a estrutura do exercício de

previsão em tempo real. A Subseção 4.3.2 reúne detalhes sobre os modelos examinados e os

resultados comparativos de previsão.

4.3.1 Dados e Estrutura do Exercício de Previsão em Tempo Real

Neste estudo, os dados referentes ao PIB real trimestral dos EUA são oriundos de um conjunto

de dados em tempo real, disponibilizado pelo Federal Reserve Bank da Filadélfia.8 O conjunto

de dados em tempo real para o PIB real é formado por vintages trimestrais, em que cada vintage

representa o conjunto de informação disponível para o PIB em uma data particular (em outras

palavras, a série temporal originalmente disponível ao público na data). As vintages trimestrais

refletem a informação disponível na metade do segundo mês de cada trimestre. O último valor

em uma dada vintage trimestral é uma estimativa preliminar do PIB real observado no trimestre

anterior (os valores anteriores a este já são revisados).

A variável dependente nos modelos é a taxa de crescimento (real) do PIB calculada como

a diferença trimestral do logaritmo do PIB real. Baseando-se nos estudos de Galvão (2013)

e Guérin e Marcellino (2013), três variáveis financeiras são utilizadas como regressores. Em

particular, explora-se a capacidade preditiva de indicadores observados na freqüência mensal.9

O primeiro indicador considerado é o spread entre taxas de juros, medido pela diferença entre

a taxa de juros mensal do título do Tesouro de dez anos e a taxa de juros mensal do título de

três meses. A respeito do spread, há uma vasta literatura acerca de suas propriedades como

indicador antecedente para crescimento do produto (ver, por exemplo, Estrella e Hardouvelis,
8Disponível em: http://www.phil.frb.org/research-and-data/real-time-center/real-time-data/data-files/. Para

uma discussão abrangente sobre o conjunto de dados em tempo real para macroeconomistas, ver Croushore e
Stark (2001).

9Diferentemente de Guérin e Marcellino (2013) que utilizam indicadores mensais, Galvão (2013) considera
indicadores financeiros observados nas freqüências semanal e diária para prever o crescimento do PIB trimestral
dos EUA.
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1991; Hamilton e Kim, 2002; entre outros). Adicionalmente, utiliza-se a taxa efetiva de juros

mensal dos Federal funds (Fed funds) como indicador mensal. Com este previsor, influências de

decisões de política monetária sobre a atividade econômica podem ser consideradas. Por último,

os retornos mensais de um índice de ações, o índice S&P 500, também são considerados como um

indicador mensal para a previsão do crescimento do PIB trimestral. Os retornos mensais do S&P

500 são calculados pela diferença mensal do logaritmo do preço do índice. Os dados referentes às

taxas de juros dos títulos do Tesouro e dos Fed funds foram obtidos da base de dados do Federal

Reserve.10 Os dados referentes ao índice de ações S&P 500 foram obtidos do Yahoo Finance.

Assim como em Guérin e Marcellino (2013), os indicadores spread e Fed funds são utilizados em

primeira diferença devido aos melhores resultados em previsão com esta transformação.

As previsões de crescimento do PIB são computadas para os trimestres de 1998:1 a 2012:4.

Para cada um desses trimestres, são calculadas previsões para horizontes a partir de h = 0 até

1 trimestre, com passos mensais (h = 1/3, h = 2/3), tal que h ∈ {0, 1/3, 2/3, 1}. A amostra de

estimação inicial contempla o período de 1959:1 a 1997:4. As previsões são geradas utilizando-se

um esquema recursivo (i.e., os parâmetros dos modelos são reestimados em uma amostra com

tamanho crescente). Para cada horizonte considerado, obtêm-se 60 previsões fora da amostra. No

exercício de previsão em tempo real, utiliza-se uma estrutura baseada nos trabalhos de Clements

e Galvão (2008) e Guérin e Marcellino (2013).11 Desta forma, adota-se a notação usual yτ ;ν para

denotar o crescimento do produto no período τ referente aos dados da vintage ν. Neste artigo, os

erros de previsão são calculados em relação aos valores de crescimento do produto yt;T referentes

à última vintage que se tem acesso, T = 2013:1, uma vez que se objetiva prever valores finais de

crescimento do produto (revelados pelo processo de revisão dos dados). Ainda, como mencionado

anteriormente, salienta-se que a vintage disponível no trimestre t+ 1 contém dados do PIB até

o trimestre t.

Ao se computar previsões para o crescimento do PIB via modelos MIDAS com variáveis

financeiras mensais e com horizontes h = 0, 1/3, 2/3 e 1, quatro previsões para o trimestre

corrente são obtidas. Dada a possibilidade de se utilizar informação de um indicador mensal

disponível para os meses do trimestre de previsão, apresenta-se um exemplo simplificado de como
10Disponível em: http://www.federalreserve.gov/releases/h15/data.htm.
11No artigo de Clements e Galvão (2008), ver especificamente a Seção 3.1.1.



79

as previsões são geradas para os horizontes considerados. Para isso, utiliza-se uma especificação

MS-MIDAS que inclui um termo auto-regressivo. Para os modelos MS-MIDAS, previsões 1

trimestre à frente para as probabilidades dos regimes são calculadas como

P (St+1 = j|Ωt;φ) =
N∑
i=1

pijP (St = i|Ωt;φ).

As probabilidades previstas são geradas a partir das probabilidades de transição pij e das pro-

babilidades filtradas P (St = i|Ωt;φ).12

Previsões para o crescimento do PIB com horizonte h = 0 podem ser calculadas quando

se dispõe dos dados referentes ao indicador mensal para todos os meses do trimestre corrente.

Sucintamente, para gerar uma previsão de yt+1;T com horizonte h = 0, regride-se yt;t+1 sobre

yt−1;t+1 e B(L1/3;θ)xt;t+1, onde yt;t+1 = [y2;t+1, . . . , yt;t+1], yt−1;t+1 = [y1;t+1, . . . , yt−1;t+1] e

xt;t+1 = [x2;t+1, . . . , xt−1;t+1, xt;t+1]. Note-se que a referência à freqüência mensal de x(3) foi

retirada para simplificar a notação. Ainda, por ser uma especificação MS-MIDAS, fica implí-

cito que a regressão envolve defasagens mensais do vetor xt;t+1. De posse das estimativas dos

parâmetros, das previsões para as probabilidades dos regimes P (St+1 = j|Ωt; φ̂) e dos valores de

yt;t+1 e xt+1;t+1, calcula-se a previsão ŷt+1;T .

Quando se dispõe dos valores do indicador mensal para os dois primeiros meses do trimestre

corrente, previsões com horizonte h = 1/3 podem ser geradas. Para se construir uma previsão

com horizonte h = 1/3, regride-se primeiramente yt;t+1 sobre yt−1;t+1 e B(L1/3;θ)xt−1/3;t+1,

onde xt−1/3;t+1 = [x2−1/3;t+1, . . . , xt−4/3;t+1, xt−1/3;t+1]. Então, a partir das estimativas dos

parâmetros, das previsões para as probabilidades dos regimes P (St+1 = j|Ωt; φ̂) e dos valores de

yt;t+1 e xt+2/3;t+1, computa-se a previsão ŷt+1;T .

Utilizando-se informação disponível para o indicador mensal referente ao primeiro mês do

trimestre corrente, pode-se calcular uma previsão para o crescimento do PIB no trimestre corrente

com horizonte h = 2/3. Para tanto, regride-se yt;t+1 sobre yt−1;t+1 e B(L1/3;θ)xt−2/3;t+1, onde

xt−2/3;t+1 = [x2−2/3;t+1, . . . , xt−5/3;t+1, xt−2/3;t+1]. A previsão ŷt+1;T é calculada a partir dos

parâmetros estimados, das previsões para as probabilidades dos regimes P (St+1 = j|Ωt; φ̂) e dos

valores de yt;t+1 e xt+1/3;t+1. Por fim, a previsão para yt+1;T com horizonte h = 1 é gerada a

partir de uma regressão de yt;t+1 sobre yt−1;t+1 e B(L1/3;θ)xt−1;t+1. Neste caso, a previsão é
12Para maiores detalhes, ver Guérin e Marcellino (2013).
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calculada condicionalmente a yt;t+1 e xt;t+1.

4.3.2 Exercício de Previsão em Tempo Real

Nesta subseção, busca-se explorar resultados comparativos empíricos em termos da capacidade

preditiva dos modelos não-lineares MS-MIDAS e STMIDAS. Para tanto, são geradas previsões

fora da amostra para o crescimento do PIB trimestral dos EUA usando-se indicadores financeiros

observados na freqüência mensal. Adicionalmente, são calculadas previsões a partir de diversos

modelos alternativos.

Os modelos considerados no exercício de previsão em tempo real foram selecionados dentro

da amostra utilizando-se os dados de crescimento do PIB referentes a vintage 2013:1. Os mo-

delos MS-MIDAS, STMIDAS e MIDAS são especificados com funções de ponderação distintas.

Para os modelos MS-MIDAS, são utilizadas funções exponenciais ao passo que, para os modelos

STMIDAS e MIDAS, são adotadas funções beta. Embora o desempenho preditivo com ambas

as funções seja geralmente similar, decidiu-se adotar a mesma especificação que Guérin e Mar-

cellino (2013) para os modelos MS-MIDAS, e a mesma especificação que Galvão (2013) para

os modelos STMIDAS e MIDAS. Nos modelos MIDAS (não-lineares e lineares) são utilizados

até doze meses de informação mensal dos indicadores financeiros (isto é, K = 12). A seleção

do número de defasagens mensais incluídas nos modelos MS-MIDAS é realizada por meio da

comparação dos valores de máximo da função log-verossimilhança.13 Nos modelos STMIDAS

e MIDAS, a seleção do número de defasagens mensais é realizada a partir da comparação dos

valores obtidos para o coeficiente de determinação R2.

Para os modelos MS-MIDAS, independentemente do indicador mensal utilizado, os critérios

de informação oferecem suporte à escolha de modelos com três regimes, sendo que estes modelos

permitem que a variância dos erros mude de acordo com o regime.14 Como um exemplo, são

apresentadas na Figura 4.1 as probabilidades (suavizadas) estimadas para os regimes obtidas por

meio do modelo MSHADL(3)-MIDAS com o indicador mensal Fed funds. Esta especificação, em

particular, inclui um termo auto-regressivo e permite captar mudanças de regime no intercepto,
13Os critérios de informação adotados neste artigo não são eficazes para selecionar modelos MS-MIDAS cuja

única diferença reside no número de defasagens mensais, haja vista não ocorrer aumento do número de parâmetros
(critério usado para penalização) ao se considerar um maior número de defasagens.

14Para dados de crescimento do PIB trimestral dos EUA no período de 1959:1 a 2009:4, Guérin e Mar-
cellino (2013) também utilizam modelos com três regimes.
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no parâmetro de inclinação e na variância dos erros (para a classificação completa dos modelos

MS-MIDAS considerados, ver a Tabela 4.1). Na Figura 4.1 (primeiro painel), pode-se perceber

que as probabilidades estimadas para o regime de recessão se aproximam bem dos períodos de

recessão (áreas sombreadas) definidos pelo National Bureau of Economic Research (NBER) para

a economia norte-americana. Destes períodos de recessão, destaca-se o último associado à crise

do subprime (de 2007:12 a 2009:6). No segundo painel, pode-se visualizar as probabilidades

estimadas para o regime de crescimento moderado que é predominante a partir da segunda

metade da década de 1980. Por último, o terceiro painel apresenta as probabilidades estimadas

para o regime de crescimento alto que é predominante nas duas primeiras décadas em análise.

Seis modelos MS-MIDAS são utilizados para gerar previsões fora da amostra. Destes mo-

delos, três permitem captar mudanças de regime no intercepto e na variância dos erros. Os

modelos MSIHADL(3)-MIDAS e MSIHAR(3)-MIDAS incluem um termo auto-regressivo, sendo

que o componente AR é inserido como um fator comum na segunda especificação. O mo-

delo MSIH(3)-MIDAS não inclui um termo AR. Os modelos MSHADL(3)-MIDAS, MSHAR(3)-

MIDAS e MSH(3)-MIDAS são análogos aos três primeiros, porém, também permitem captar

mudanças de regime no parâmetro de inclinação.

A partir dos modelos MSIHADL(3)-MIDAS e MSHADL(3)-MIDAS descritos acima, obtêm-se

dois modelos com mudança Markoviana alternativos para comparação de desempenho preditivo.

Por exemplo, ao se estimar o modelo MSIHADL(3)-MIDAS usando um esquema de ponderação

com pesos iguais e três meses (relativos ao trimestre anterior) de informação de um indicador,

obtém-se o modelo MSIHADL(3). Especificamente, o modelo MSIHADL(3)-MIDAS reduz-se ao

modelo MSIHADL(3) para h = 1,K = 3 e θ = 0 (vetor de parâmetros da função de ponderação).

Adicionalmente, para os mesmos valores de h, K e θ, o modelo MSHADL(3)-MIDAS reduz-se

ao modelo MSHADL(3). Desta forma, têm-se dois modelos alternativos que incluem informação

do indicador financeiro, embora os valores mensais deste indicador sejam agregados por meio de

uma média simples. Comparações entre os modelos MS-MIDAS e os últimos modelos citados

podem revelar ganhos em termos preditivos ao se explorar de forma ótima a informação de um

indicador observado na freqüência mensal.

Os modelos STMIDAS possibilitam captar mudanças de regime no parâmetro de inclinação.
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As especificações adotadas neste artigo permitem a transição suave entre dois regimes associados

aos valores extremos da função de transição logística. No exercício de previsão em tempo real, são

consideradas as especificações ADL-STMIDAS e AR-STMIDAS (equações (4.2.17) e (4.2.18), res-

pectivamente). Para cada especificação, avalia-se adicionalmente o desempenho fora da amostra

de uma especificação obtida ao se impor a restrição ω = α aos parâmetros das funções de ponde-

ração associadas às variáveis de transição e predição. Como apontado em Galvão (2013), embora

a especificação restrita seja aninhada à não-restrita, a imposição da restrição pode favorecer o

procedimento de otimização associado à estimação do modelo.

De forma complementar, também considera-se o desempenho em previsão de um modelo de

regressão com transição suave que é obtido a partir da simplificação do modelo ADL-STMIDAS.

O modelo ADL-STR é obtido via restrição dos parâmetros das funções de ponderação do modelo

ADL-STMIDAS (fazendo-se ω = α = 1) de tal forma que as mesmas gerem pesos iguais. Ainda,

o modelo inclui três meses de informação do indicador financeiro referentes ao trimestre anterior

(i.e., K = 3 e h = 1). No modelo ADL-STR, tanto a variável previsora quanto a variável de

transição são definidas por uma média simples das observações mensais do indicador financeiro.

Em relação aos modelos lineares MIDAS, são geradas previsões a partir dos modelos ADL-

MIDAS e AR-MIDAS. Adicionalmente, são considerados dois modelos usualmente adotados em

previsão de variáveis macroeconômicas: um modelo ADL(1,1) e um modelo AR(1). O modelo

ADL(1,1) relaciona a variável dependente a uma constante, a uma defasagem da própria variável

e a uma média das observações do indicador financeiro referente aos meses do trimestre anterior.

De modo a avaliar se há ganhos em termos preditivos oriundos das informações contidas nas

variáveis financeiras, adota-se o modelo AR(1) como benchmark.

O desempenho preditivo de cada modelo citado nesta subseção é mensurado pelo Erro de

Previsão Quadrático Médio (EPQM). A Tabela 4.2 reúne os resultados de previsão do crescimento

do PIB trimestral dos EUA com o uso de variáveis financeiras mensais. Nesta tabela, para cada

indicador financeiro e horizonte de previsão, os resultados são apresentados como razões de

EPQMs dos modelos indicados em relação ao modelo AR(1). Desta forma, razões menores do

que um indicam que os modelos alternativos geram melhores previsões que o modelo benchmark.

Nos resultados associados a cada indicador, razões em negrito indicam os modelos com melhor
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desempenho por horizonte de previsão. Adicionalmente, com o intuito de avaliar se as previsões

geradas a partir dos modelos alternativos são estatisticamente mais acuradas que as obtidas

pelo modelo AR(1), adota-se o teste para modelos aninhados de Clark e West (2007). Neste

teste, examina-se a hipótese nula de igual acurácia preditiva fora da amostra contra a hipótese

alternativa de que o modelo mais geral fornece previsões superiores. A estatística t corrigida de

Clark e West (2007) é comparada com os valores críticos obtidos da distribuição normal padrão.15

Os resultados do teste também são reportados na Tabela 4.2.

No que diz respeito à comparação direta do desempenho preditivo dos modelos MS-MIDAS

e STMIDAS, decidiu-se não adotar um teste formal de igual capacidade preditiva para modelos

não-aninhados devido à incerteza quanto ao teste apropriado uma vez que são utilizados dados

em tempo real na construção das previsões. Clark e McCracken (2009), por exemplo, mostram

que o processo de revisão dos dados pode afetar as propriedades assintóticas dos testes de igual

capacidade preditiva tradicionais. Desta forma, as comparações em termos do desempenho pre-

ditivo dos modelos MS-MIDAS e STMIDAS ocorrem por meio dos EPQMs.16

A partir da Tabela 4.2, os principais resultados de previsão fora da amostra são apresentados.

Todos os modelos avaliados incluem um termo auto-regressivo, excetuando-se dois modelos MS-

MIDAS com desempenho semelhante aos demais modelos da classe. Examinando-se os resultados

relacionados ao uso do indicador spread, observa-se que os modelos MS-MIDAS, STMIDAS e

MIDAS geralmente apresentam desempenho preditivo médio inferior ao modelo AR(1) (ver a

coluna que reporta às médias das razões de EPQM em relação a todos os horizontes). Somente

o modelo MSIHAR(3)-MIDAS gera previsões estatisticamente mais acuradas que às do modelo

benchmark (apenas quando há informação disponível do indicador mensal para o trimestre de

previsão, nos horizontes h = 0 e h = 1/3). Dentre os modelos que incluem informação do

indicador por meio de um esquema de agregação simples, apenas o modelo MSIHADL(3) supera

significativamente o benchmark em termos de acurácia preditiva.

Avaliando-se comparativamente o desempenho preditivo médio dos modelos MS-MIDAS e

STMIDAS, observa-se que dois modelos MS-MIDAS (especificamente, MSIHAR(3)-MIDAS e
15O teste de Clark e West (2007) também é utilizado por Galvão (2013) e Guérin e Marcellino (2013) ao

avaliarem o desempenho preditivo dos modelos STMIDAS e MS-MIDAS, respectivamente, em relação a um
modelo benchmark restrito.

16A definição em torno de um teste formal para se avaliar a capacidade preditiva relativa dos modelos é deixada
como ponto de pesquisa futura.
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MSIHADL(3)-MIDAS) são ligeiramente superiores ao melhor modelo STMIDAS (a especificação

AR-STMIDAS). Sob o mesmo critério de desempenho preditivo médio, os dois modelos lineares

MIDAS fornecem previsões similares às dos melhores modelos MS-MIDAS e STMIDAS. De

forma adicional, os modelos MS-MIDAS, STMIDAS e MIDAS podem ser comparados em termos

de acurácia preditiva com os modelos similares que não relacionam diretamente variáveis em

freqüências distintas. Neste caso, examina-se o desempenho dos modelos em cada horizonte

de previsão de modo a avaliar se há ganhos em acurácia preditiva ao se utilizar informação

disponível do indicador mensal para o trimestre de previsão. Em primeiro lugar, nota-se que,

de forma geral, o modelo com mudança Markoviana MSIHADL(3) gera previsões mais acuradas

que os modelos MS-MIDAS. Em segundo lugar, os modelos STMIDAS são geralmente superiores

ao modelo ADL-STR em termos de previsão. Por fim, os modelos MIDAS têm desempenho

preditivo similar ao modelo ADL(1,1) em quase todos os horizontes.

Os resultados obtidos com a utilização dos retornos do S&P 500 nos modelos de previsão

considerados revelam que este indicador contribui para o aumento da capacidade preditiva dos

modelos de forma generalizada. Em relação aos modelos MS-MIDAS, por exemplo, a maior parte

das especificações apresenta desempenho preditivo médio superior ao modelo AR(1). Ainda,

estas especificações fornecem previsões significativamente melhores que às do modelo benchmark

para a maioria dos horizontes. Adicionalmente, todos os modelos STMIDAS e MIDAS têm

desempenho preditivo médio superior ao modelo AR(1). As previsões obtidas a partir destes

modelos são estatisticamente mais acuradas que às do modelo AR(1) em quase todos os casos.

Os modelos com mudança Markoviana MSIHADL(3) e MSHADL(3) também apresentam ganhos

significativos em termos de acurácia preditiva.

Comparando-se os modelos MS-MIDAS e STMIDAS, observa-se uma ligeira vantagem em ter-

mos de desempenho preditivo médio para os modelos MSIH(3)-MIDAS e MSIHADL(3)-MIDAS

em relação ao melhor modelo STMIDAS (a especificação ADL-STMIDAS com a restrição ω = α

imposta sobre os parâmetros das funções de ponderação). Entretanto, os melhores modelos MS-

MIDAS são superados em termos de desempenho médio pelo modelo ADL-MIDAS. Além disso,

nota-se que as previsões dos melhores modelos MIDAS (não-lineares e lineares) são substancial-

mente mais acuradas que as dos modelos com mudança Markoviana, ADL(1,1) e ADL-STR nos
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horizontes em que se utiliza dados do indicador financeiro disponíveis para os meses do trimestre

de previsão (i.e., h ≤ 2/3).

Nos resultados associados ao uso do indicador Fed funds nos modelos de previsão, observa-

se que os modelos MS-MIDAS e MIDAS apresentam ganhos em termos de acurácia preditiva

frente ao modelo AR(1). Ambos os modelos MIDAS e as especificações MSIHAR(3)-MIDAS

e MSIHADL(3)-MIDAS, em particular, geram previsões estatisticamente superiores. Por outro

lado, os modelos STMIDAS apresentam desempenho preditivo inferior ao modelo benchmark.

Os modelos ADL(1,1) e MSIHADL(3) fornecem previsões estatisticamente mais acuradas que

as do modelo benchmark. Os modelos MS-MIDAS apresentam desempenho preditivo médio

superior aos modelos STMIDAS. As diferenças entre os modelos em termos dos EPQMs são

mais expressivas nos horizontes de previsão h = 0 e h = 1/3. Todavia, o modelo MS-MIDAS

com melhor desempenho médio (a especificação MSIHAR(3)-MIDAS) é ligeiramente inferior ao

modelo AR-MIDAS em termos de acurácia preditiva. Adicionalmente, nota-se que a maior parte

das especificações MS-MIDAS fornece previsões mais acuradas que o modelo MSIHADL(3) para

os horizontes h = 0, 1/3, ao passo que para os horizontes h = 2/3, 1 o último modelo é superior.

Observa-se também um desempenho preditivo ligeiramente superior para a maioria dos modelos

STMIDAS frente ao modelo ADL-STR. Por fim, o modelo MIDAS com melhor desempenho

preditivo (AR-MIDAS) gera previsões mais acuradas que o modelo ADL(1,1) apenas para os

horizontes h = 0 e h = 1/3.

Em relação aos resultados gerais do exercício de previsão em tempo real, nota-se que os

retornos do índice S&P 500 contêm o maior conteúdo preditivo dentre os indicadores mensais

adotados. Conseqüentemente, os dois melhores modelos (em termos de desempenho médio)

para previsão do crescimento do PIB trimestral incluem informação mensal deste indicador. O

modelo ADL-MIDAS tem o melhor desempenho preditivo médio, sendo seguido de perto pelo

modelo MSIHADL(3)-MIDAS. A respeito disso, Galvão (2013) e Guérin e Marcellino (2013)

também reportam resultados semelhantes acerca do desempenho preditivo dos modelos lineares

MIDAS (com o mesmo indicador financeiro) em relação aos modelos STMIDAS e MS-MIDAS,

respectivamente.

De modo geral, quando os melhores modelos MS-MIDAS e STMIDAS são comparados, nota-
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se que os modelos com mudança Markoviana fornecem previsões mais acuradas. Nos resulta-

dos referentes ao indicador Fed funds, outro modelo linear MIDAS (AR-MIDAS) gera previsões

ligeiramente superiores às do segundo melhor modelo, o MSIHAR(3)-MIDAS. Desta forma, cabe

frisar os bons resultados em previsão obtidos a partir dos modelos lineares MIDAS frente às

especificações não-lineares. Por fim, são observadas diferenças mais nítidas, em termos de de-

sempenho preditivo, entre os modelos MIDAS (não-lineares e lineares) e os modelos que não

relacionam variáveis em freqüências distintas apenas nos resultados obtidos com os retornos do

S&P 500. Com este indicador, os melhores modelos MIDAS (não-lineares e lineares) fornecem

previsões substancialmente mais acuradas quando se utiliza informação disponível do indicador

para os meses do trimestre de previsão.

4.4 Conclusão

Neste artigo, buscou-se comparar a capacidade preditiva dos modelos não-lineares STMIDAS e

MS-MIDAS, propostos recentemente por Galvão (2013) e Guérin e Marcellino (2013), respecti-

vamente, em um exercício de previsão fora da amostra. A principal característica destes modelos

é que eles permitem captar mudanças de regime em alguns parâmetros do modelo de regressão

linear MIDAS. Em um exercício de previsão em tempo real, foram geradas previsões para o cresci-

mento do PIB trimestral dos EUA utilizando-se indicadores financeiros mensais como preditores.

Os indicadores financeiros considerados no estudo empírico foram o spread, os Fed funds e os

retornos do índice S&P 500. Além dos modelos MIDAS (não-lineares e lineares), foram con-

siderados outros modelos de previsão que não relacionam diretamente variáveis em freqüências

distintas com o intuito de avaliar comparativamente os desempenhos em previsão. Em parti-

cular, com os modelos MS-MIDAS, STMIDAS e MIDAS é possível obter quatro previsões para

o trimestre corrente. Com estes modelos, além de previsões com horizonte de um trimestre, é

possível calcular previsões quando se dispõe dos valores das variáveis financeiras mensais para

um, dois ou três meses do trimestre de previsão.

Nos resultados do exercício de previsão em tempo real observou-se, de forma geral, um melhor

desempenho preditivo dos modelos MS-MIDAS frente aos modelos STMIDAS. Adicionalmente,

os melhores resultados em previsão foram obtidos com os retornos do índice S&P 500. Incluindo
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informação deste indicador, dois modelos apresentaram desempenho preditivo superior aos de-

mais. Em primeiro lugar, um modelo linear MIDAS e, em segundo lugar, com desempenho

ligeiramente inferior, uma especificação MS-MIDAS. De modo geral, os modelos lineares MI-

DAS mostraram-se bastante competitivos em relação aos melhores modelos não-lineares MIDAS,

gerando resultados semelhantes ou ligeiramente superiores em termos dos EPQMs.

Por fim, foram observadas maiores diferenças em termos de acurácia preditiva entre os mo-

delos MIDAS (não-lineares e lineares) e os modelos que não relacionam diretamente variáveis

em freqüências diferentes apenas nos resultados obtidos com os retornos do S&P 500. Com esta

variável financeira, os melhores modelos MIDAS (não-lineares e lineares) apresentaram um de-

sempenho preditivo notadamente superior nos horizontes em que há informação disponível da

variável financeira para os meses do trimestre de previsão.

De forma complementar ao que foi realizado neste estudo, seria interessante examinar o

desempenho preditivo relativo dos modelos não-lineares MIDAS com a adoção de outros in-

dicadores. Seria interessante também relacionar variáveis com freqüências diferentes das con-

sideradas e analisar outros dados relativos à atividade econômica. Estes pontos deverão ser

investigados em pesquisas futuras.
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4.6 Apêndice A: Figuras
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Figure 4.1: Probabilidades estimadas de se estar em um dado regime: (a) probabilidades suavizadas de
se estar em uma recessão; (b) probabilidades suavizadas de se estar no regime de crescimento moderado;
(c) probabilidades suavizadas de se estar no regime de crescimento alto. As probabilidades acima são
obtidas por meio do modelo MSHADL(3)-MIDAS com o indicador mensal Fed funds. A amostra de
estimação compreende o período de 1959:1 a 2012:4. As áreas sombreadas representam os períodos de
recessão identificados pelo NBER.
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4.7 Apêndice B: Tabelas

Table 4.1: Classificação dos modelos MS-MIDAS

Modelo Mudança de regime em Termo AR

MSIH(N)-MIDAS β0 e σ2 ×
MSH(N)-MIDAS β0, β1 e σ2 ×
MSIHAR(N)-MIDAS β0 e σ2 X
MSHAR(N)-MIDAS β0, β1 e σ2 X
MSIHADL(N)-MIDAS β0 e σ2 X
MSHADL(N)-MIDAS β0, β1 e σ2 X

Nota: (I) refere-se a modelos com mudança de regime no intercepto, β0.
(H) refere-se a modelos com mudança de regime na variância dos erros, σ2.
(AR) refere-se a modelos com termo auto-regressivo via fator comum, ver
equação (4.2.8). (ADL) refere-se a modelos com termo auto-regressivo sem
fator comum, ver equação (4.2.9).
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5 Considerações Finais

Na presente tese, utilizou-se a abordagem de regressão MIDAS em três ensaios em que foram

realizadas aplicações empíricas nas áreas de finanças e macroeconomia. Nestes ensaios, modelos

da classe MIDAS foram comparados entre si, bem como em relação a outros modelos de previsão

alternativos, em termos de acurácia preditiva fora da amostra. Com aplicações em diferentes

contextos de previsão, visou-se contribuir fornecendo evidências empíricas comparativas.

No primeiro ensaio, Capítulo 2 desta tese, foram avaliadas previsões de volatilidade multi-

períodos geradas a partir das abordagens MIDAS, direta e iterada em aplicações numéricas com

dados simulados e reais. O desempenho relativo das abordagens de previsão foi examinado em

um estudo de Monte Carlo e em um estudo empírico em que foram computadas previsões de

volatilidade fora da amostra para horizontes de 5 a 60 dias à frente. Os resultados do estudo

de Monte Carlo foram bastante favoráveis à abordagem MIDAS, indicando a mesma como a de

melhor desempenho preditivo em horizontes iguais ou superiores a 15 dias. Por outro lado, os

resultados das previsões iteradas foram superiores aos das demais abordagens nos horizontes de

prazo mais curto, isto é, 5 e 10 dias. No estudo empírico com dados diários dos índices S&P

500 e NASDAQ, os resultados gerais indicaram um melhor desempenho para a abordagem de

previsão iterada em termos de erro quadrático médio. Sob o mesmo critério, a abordagem MIDAS

apresentou, em termos gerais, um desempenho preditivo intermediário às abordagens direta e

iterada. Todavia, baseando-se nos resultados do teste Diebold-Mariano, o desempenho das três

abordagens de previsão se mostrou estatisticamente equivalente em quase todas as comparações

diretas.

Como tópico de pesquisa futura, seria interessante aprofundar as comparações, tanto com

dados simulados quanto com dados reais, de modo a obter uma visão mais clara em termos de

desempenho relativo das três abordagens de previsão. Neste caso, poderia-se considerar outros

processos geradores de dados no estudo de simulação, assim como outros conjuntos de dados

reais na análise empírica.

A utilização de dados intradiários possibilita que se explore uma gama de medidas de volati-

lidade como regressores em modelos MIDAS. No segundo ensaio, Capítulo 3 desta tese, previu-se
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a volatilidade dos retornos do IBOVESPA a partir dos modelos de regressão MIDAS e HAR

em diferentes horizontes de previsão. De forma adicional, foram computadas combinações das

previsões dos referidos modelos. Para ambos os modelos, examinou-se o poder preditivo de

diversos regressores. Neste ensaio, foram geradas previsões de volatilidade fora da amostra para

horizontes de 1 dia até 4 semanas à frente.

Quanto às evidências empíricas, os resultados em termos de erro quadrático médio indicaram

que regressores baseados em medidas robustas a saltos (i.e., variação bipotente realizada e vari-

ação potente realizada) são melhores em prever volatilidade futura nos diferentes horizontes con-

siderados. Entretanto, utilizando-se o teste Diebold-Mariano modificado, em geral, não foram

observadas diferenças estatisticamente significativas entre as previsões baseadas nestes regres-

sores alternativos e aquelas baseadas na medida de variância realizada como regressor. Dado que

foram encontrados poucos resultados significativos ao se adotar uma função perda quadrática,

seria interessante como tema de pesquisa futura examinar o desempenho das diferentes medidas

de volatilidade em um outro contexto. Por exemplo, avaliando-se a capacidade das mesmas em

prever Valor em Risco (VaR) (ver Clements et al. (2008) e Brownlees e Gallo (2010)). Em relação

às comparações diretas entre as três abordagens (i.e., MIDAS, HAR e combinação de previsões),

os resultados obtidos indicaram um desempenho preditivo estatisticamente equivalente na maior

parte dos casos.

A abordagem de regressão MIDAS tem sido aplicada com êxito na previsão de séries temporais

macroeconômicas trimestrais com a utilização de dados mensais. Uma das vantagens da utilização

de regressões MIDAS está na possibilidade de se atualizar as previsões trimestrais na medida em

que novas observações da variável de maior freqüência estejam disponíveis. No terceiro ensaio,

Capítulo 4 desta tese, visou-se comparar empiricamente a capacidade preditiva dos modelos de

regressão não-lineares STMIDAS e MS-MIDAS. A principal característica destes modelos é que

eles permitem captar mudanças de regime em alguns parâmetros do modelo de regressão linear

MIDAS. Em um exercício de previsão em tempo real, foram geradas previsões fora da amostra

para o crescimento do PIB trimestral dos EUA utilizando-se indicadores financeiros mensais

como preditores. Os indicadores considerados no estudo empírico foram o spread, os Fed funds

e os retornos do índice S&P 500. Além dos modelos MIDAS (não-lineares e lineares), foram
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considerados outros modelos de previsão que não relacionam variáveis em freqüências distintas

com o intuito de avaliar comparativamente os desempenhos em previsão.

Nos resultados do exercício de previsão em tempo real observou-se, de forma geral, um melhor

desempenho preditivo dos modelos MS-MIDAS frente aos modelos STMIDAS. Adicionalmente,

os melhores resultados em previsão foram obtidos com os retornos do índice S&P 500. De modo

geral, os modelos lineares MIDAS mostraram-se bastante competitivos em relação aos melhores

modelos não-lineares MIDAS, gerando resultados semelhantes ou ligeiramente superiores em

termos de erro de previsão quadrático médio. Além disso, foram observadas maiores diferenças em

termos de acurácia preditiva entre os modelos MIDAS (não-lineares e lineares) e os modelos que

não relacionam variáveis em freqüências distintas apenas nos resultados obtidos com os retornos

do índice S&P 500. Neste caso, os melhores modelos MIDAS (não-lineares e lineares) forneceram

previsões substancialmente mais acuradas quando foram utilizados dados do indicador disponíveis

para os meses do trimestre de previsão.

De forma complementar ao que foi realizado neste terceiro ensaio, seria interessante exami-

nar o desempenho preditivo relativo dos modelos não-lineares MIDAS com a adoção de outros

indicadores. Seria interessante também relacionar variáveis com freqüências distintas das con-

sideradas e analisar outros dados relativos à atividade econômica. Estas sugestões de pesquisa

deverão ser investigadas futuramente.
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