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Instituto de Matemática da Universidade Federal do Rio Grande
do Sul.

Professor Orientador:
Dr. Leonardo Prange Bonorino

Banca Examinadora:
Dr. Eduardo Henrique de Mattos Brietzke
Dr. Jaime Bruck Ripoll
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Resumo

No presente trabalho nós provamos diversas desigualdades a respeito da
convexidade uniforme e a suavidade uniforme para os espaços Lp. Muitas des-
sas desigualdades são análogas a resultados já conhecidos. Posteriormente
provamos várias desigualdades também envolvendo a convexidade uniforme
e a suavidade uniforme para os espaços Cp. Dentre estas desigualdades, pro-
vamos a desigualdade ótima 2-uniformemente convexa para os espaços Lp e
Cp.

Abstract

In this work we prove several inequalities regarding the uniform convexity
and the uniform smoothness of Lp spaces. Some of them are analogous to
well-known results. We also prove several inequalities regarding the uniform
convexity and the uniform smoothness of Cp spaces. One of them is the
optimal 2-uniform convexity inequality for Lp and Cp spaces.
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Introdução

O conceito de convexidade uniforme e sua propriedade dual, a suavidade uni-
forme, têm um papel importante em Análise.

A noção de convexidade uniforme foi introduzida por James A. Clarkson
em 1936. A partir de suas desigualdades obtemos a convexidade e a suavi-
dade uniforme dos espaços Lp.

A noção de suavidade uniforme foi introduzida por Marlon M. Day em
1944. Day provou que um espaço de Banach X é uniformemente suave se e
somente se seu dual X∗ é uniformemente convexo.

Esta dissertação tem por objetivo provar várias desigualdades envolvendo
convexidade uniforme e suavidade uniforme. Para os espaços Lp e Cp. Muitas
dessas desigualdades já são conhecidas. Mas o objetivo principal do trabalho
é provar as desigualdades de Olof Hanner para espaços Lp. Essas desigual-
dades são conhecidas como desigualdades de Hanner. Provar também a desi-
gualdade ótima 2-uniformemente convexa para os espaços Lp e Cp. A prova
da desigualdade ótima 2-uniformemente convexa para os espaços Cp é devida
a Elliott H. Lieb.

O trabalho é dividido como segue.

O Caṕıtulo 1 apresenta conceitos preliminares que são introduzidos sem
demonstração.

No Caṕıtulo 2 definimos convexidade e suavidade uniformes, modulo de
convexidade e de suavidade. Mostramos que se um espaço de Banach X
é uniformemente convexo, seu dual X∗ é uniformemente suave. Provamos
também que o módulo de suavidade de X e seu dual X∗ estão relacionados.

No Caṕıtulo 3 definimos r-convexidade uniforme e provamos diversas de-
sigualdades para espaços Lp, dentre elas as desigualdades de Clarkson. Pro-
vamos também que os espaços Lp são uniformemente convexos e suaves.

No Caṕıtulo 4 mostramos as desigualdades de Hanner para espaços Lp e
a desigualdade ótima 2-uniformemente convexa para espaços Lp. Provamos
ainda que as desigualdades de Hanner também implicam a convexidade e a
suavidade uniforme para espaços de funções.
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No Caṕıtulo 5 apresentamos vários resultados para os espaços Cp. Pro-
vamos a desigualdade “fácil” de Clarkson e a desigualdade ótima 2-unifor-
memente convexa para espaços Cp.

Todo o trabalho foi baseado em [16] e referências ali citadas.
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Caṕıtulo 1

Conceitos Preliminares

Neste trabalho, denotamos por X, X∗ e X∗∗ o espaço de Banach, seu dual e
seu bidual, respectivamente.

1.1 Definições e Teoremas

Definição 1.1.1. (Espaços Lp). Seja (Ω,F , µ) um espaço de medida e X
um conjunto mensurável. Para p ≥ 1 definimos o espaço Lp de X por

Lp(X) := {f : X −→ C; f é mensurável e ‖f‖p < +∞},

onde ‖ ·‖p é a norma p em Lp dada por

‖f‖p =

(∫
X

|f(x)|p dµ
) 1

p

< +∞,

Definição 1.1.2. (Espaços Cp). Seja p ≥ 1, denotamos por Cp o espaço de
Banach dos operadores compactos em um espaço de Hilbert H tal que

‖A‖p =
(
tr (A∗A)

p
2
) 1

p < +∞,

sendo o traço do operador compacto B definido por

tr (B) =
∑
k

(Bek, ek),

onde {ek} é uma base ortonormal qualquer de H.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Hölder). Sejam xi e yi ∈ C, para i ∈
{1, · · · ,m}, p > 1 e q > 1 tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Então,

m∑
i=1

|xiyi| ≤

(
m∑
i=1

|xi|p
) 1

p

·

(
m∑
i=1

|yi|q
) 1

q

.
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Prova: Veja [15].

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam xi e yi ∈ C,
para i ∈ {1, · · · ,m}, então,

m∑
i=1

|xiyi| ≤

(
m∑
i=1

|xi|2
) 1

2

·

(
m∑
i=1

|yi|2
) 1

2

.

Prova: Veja [15].

Teorema 1.1.3. (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espaço vetorial
real e p uma função definida em X satisfazendo

p(αx+ (1− α)y) ≤ αp(x) + (1− α)p(y),

para todo x e y em X e todo α ∈ [0, 1]. Suponha que λ é um funcional linear
definido em um subespaço Y de X que satisfaz λ(x) ≤ p(x), para todo x ∈ Y .
Então, existe um funcional Λ, definido em X, satisfazendo Λ(x) ≤ p(x), para
todo x em X, tal que Λ(x) = λ(x) para todo x ∈ Y .

Prova: Veja [19].

Corolário 1.1.1. Seja y um elemento de um espaço vetorial normado X.
Então existe Λ ∈ X∗ não nulo tal que

Λ(y) = ‖Λ‖X∗ ‖y‖.

Prova: Veja [19].

Definição 1.1.3. Sejam X e Y espaços de Banach,

T : X −→ Y

x 7−→ T (x)

um operador linear limitado. Então, T ′ : Y ∗ −→ X∗, definido por (T ′l)(x) =
lT (x) para todo x ∈ X e para todo l ∈ Y ∗, linear e limitado, é chamado de
operador adjunto da aplicação T .

Proposição 1.1.1. O operador adjunto T ′ é linear, limitado e ‖T ′‖ = ‖T‖.

Prova: [15].
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Teorema 1.1.4. (Derivação sob o sinal da integral). Dado U ⊂ Rn, aberto,
seja f : U × [a, b] −→ R uma função com as seguintes propriedades:

1. Para todo x ∈ U a função t 7−→ f(x, t) é integrável em a ≤ t ≤ b;

2. A i-ésima derivada parcial ∂f
∂xi

(x, t) existe para cada (x, t) ∈ U × [a, b]

e a função ∂f
∂xi

: U × [a, b] −→ R, assim definida, é cont́ınua.

Então, a função ϕ : U −→ R dada por

ϕ(x) =

∫ b

a

f(x, t) dt,

possui i-ésima derivada parcial em cada ponto x ∈ U , sendo

∂ϕ

∂xi
(x) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(x, t) dt.

Prova: Veja [17].

Em suma, pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando
resultante seja uma função cont́ınua.

Teorema 1.1.5. Seja X um espaço de Banach. Para cada x ∈ X, seja x̃(·)
um funcional linear em X∗ que associa a cada λ ∈ X∗ o número λ(x). Então
a aplicação

J : X −→ X∗∗

x 7−→ x̃

é um isomorfismo isométrico de X em um subespaço de X∗∗.

Prova: Veja [19].

Definição 1.1.4. (Espaços Reflexivos). Se a aplicação J definida como no
Teorema 1.1.5, é sobrejetiva, dizemos que X é um espaço reflexivo.

Observação 1.1.1. Como J é um isomorfismo isométrico, quando X é re-
flexivo identificamos X e X∗∗.

Definição 1.1.5. (Espectro). Seja T ∈ L(X), o espectro de T , denotado por
σ(T ), consiste de todos os λ ∈ C tais que (T −λI) não é invert́ıvel em L(X),
onde I denota o operador identidade.
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Definição 1.1.6. (Resolvente). Seja T ∈ L(X), então o conjunto ρ(T ) =
{λ ∈ C : ∃ (T − λI)−1 ∈ L(X)} é chamado resolvente de T .

Teorema 1.1.6. (Fórmula integral de Cauchy). Seja f anaĺıtica no fecho
da região limitada por um caminho fechado C. Se z0 é um ponto qualquer no
interior de C, então

f(z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − z0

dz,

onde a integração é efetuada no sentido positivo ao longo de C.

Prova: Veja [5].
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Caṕıtulo 2

Espaços Uniformemente
Convexos e Uniformemente
Suaves

Neste caṕıtulo vamos definir espaços uniformemente convexos e uniforme-
mentes suaves. Definimos também o Módulo de Convexidade e o Módulo de
Suavidade para tais espaços. Provamos alguns resultados importantes que
envolvem tais definições e que X é uniformemente convexo se, e somente se,
X∗ é uniformemente suave. Mostramos também que o módulo de convexi-
dade para um espaço normado X e o módulo de suavidade para seu dual X∗

estão relacionados.

2.1 Espaços Uniformemente Convexos e Uni-

formemente Suaves

Definição 2.1.1. (Espaços Uniformemente Convexos). Um espaço normado
X é dito uniformemente convexo se, para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que,
se x e y são vetores unitários em X,

‖x− y‖ ≥ 2ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.

Definição 2.1.2. (Espaços Uniformemente Suaves). Um espaço normado X
é dito uniformemente suave se, para todo ε > 0, existe τ > 0 tal que, se x e
y são vetores unitários em X,

‖x− y‖ ≤ 2τ =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≥ 1− ετ.
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Lema 2.1.1. Seja X um espaço de Banach. Então, X é uniformemente
convexo se, e somente se, quaisquer seqüencias xn e yn em X tais que ‖xn‖ =
‖yn‖ = 1 e

lim
n→∞

∥∥∥∥xn + yn
2

∥∥∥∥ = 1 =⇒ lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0.

Prova: Suponhamos inicialmente que X é uniformemente convexo. Vamos
supor por absurdo que existem ε > 0 e subseqüencias xnk

de xn e ynk
de yn

em X tais que

‖xnk
‖ = ‖ynk

‖ = 1 e 1− ‖xnk
+ ynk

‖
2

−→ 0, mas ‖xnk
− ynk

‖ ≥ 2ε.

Isto não ocorre, pois o fato de ‖xnk
− ynk

‖ ≥ 2ε e 1−‖xnk
+ynk‖
2

→ 0 contradiz
a hipótese de X ser uniformemente convexo. Logo, lim

n→∞
‖xnk

− ynk
‖ = 0.

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que X não é uniformemente
convexo. Então, para algum ε > 0 existem seqüencias xn e yn tais que

‖xn‖ = ‖yn‖ = 1 e 1− ‖xn + yn‖
2

−→ 0, e ‖xn − yn‖ ≥ 2ε.

Mas isto é absurdo, pois o fato de ‖xn − yn‖ ≥ 2ε contradiz a hipótese de
lim
n→∞

‖xn − yn‖ = 0. Logo, X é uniformemente convexo.

Lema 2.1.2. Um espaço normado X é uniformemente suave se, e somente
se, para todo ε > 0, existe τ(ε) > 0 tal que, se x e y pertencem a X com
‖x‖ = 1 e ‖y‖ ≤ τ , temos

‖x+ y‖+ ‖x− y‖ ≤ 2 + ε ‖y‖ . (2.1)

Prova: Vamos mostrar que (2.1) implica que X é uniformemente suave.
Suponhamos por absurdo que X não é uniformemente suave. Então existem
ε > 0 e seqüencias xn e yn tais que ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1, ‖xn − yn‖ → 0 e

‖xn + yn‖ < ‖xn‖+ ‖yn‖ − ε ‖xn − yn‖ . (2.2)

Definindo Sn = xn + yn, tn = xn − yn, temos

xn =
Sn + tn

2
e yn =

Sn − tn
2

.

Com isso, (2.2) se torna

‖Sn‖ <
∥∥∥∥Sn + tn

2

∥∥∥∥+

∥∥∥∥Sn − tn
2

∥∥∥∥− ε ‖tn‖ ,
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ou seja,
‖Sn + tn‖+ ‖Sn − tn‖ > 2 ‖Sn‖+ 2ε ‖tn‖ . (2.3)

Defina

S ′n =
Sn
‖Sn‖

e t′n =
tn
‖Sn‖

.

Note que

‖S ′n‖ = 1 e ‖t′n‖ =
‖xn − yn‖
‖xn + yn‖

−→
n→∞

0.

Assim, por um lado temos

‖Sn + tn‖+ ‖Sn − tn‖ =
∥∥S ′n ‖Sn‖+ t′n ‖Sn‖

∥∥+
∥∥S ′n ‖Sn‖ − t′n ‖Sn‖

∥∥
= ‖Sn‖ (‖S ′n + t′n‖+ ‖S ′n − t′n‖) . (2.4)

Por outro lado,

2 ‖Sn‖+ 2ε ‖tn‖ = 2 ‖S ′n‖ ‖Sn‖+ 2ε ‖t′n‖ ‖Sn‖
= (2 ‖S ′n‖+ 2ε ‖t′n‖) ‖Sn‖ . (2.5)

Substituindo (2.5) e (2.4) em (2.3), obtemos

‖S ′n + t′n‖+ ‖S ′n − t′n‖ > 2 + 2ε ‖t′n‖ ,

o que contradiz (2.1). Logo, X é uniformemente suave e isto completa a
prova. Para mostrar a rećıproca devemos usar um argumento similar ao do
Teorema 4.4.1.

Lema 2.1.3. Seja X um espaço normado uniformemente convexo e seja
u0 ∈ X∗ com ‖u0‖ = 1. Dado ε > 0, existe um δ > 0 tal que se x′ e x′′

satisfazem ‖x′‖ = ‖x′′‖ = 1 e |u0(x
′) − 1| < 2δ e |u0(x

′′) − 1| < 2δ, então
‖x′ − x′′‖ < ε.

Prova: Dado ε > 0, seja δ > 0 da definição de convexidade uniforme. Note
que

|u0(x
′ + x′′)|
2

≤ ‖u0‖ ‖x′ + x′′‖
2

=
‖x′ + x′′‖

2
.

Então,

‖x′ + x′′‖
2

≥ |u0(x
′ + x′′)|
2

≥ |u0(x
′)| − |u0(x

′′ − x′)|
2

= |u0(x
′)| − |u0(x

′′)− 1|
2

> 1− δ(ε).
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Da definição de δ, segue que

‖x′ − x′′‖ < ε.

Isto completa a prova.

Lema 2.1.4. Seja X um espaço de Banach. Se X é uniformemente suave
então X∗ é uniformemente convexo.

Prova: Suponhamos por absurdo que X∗ não é uniformemente convexo.
Então, pelo Lema 2.1.1, existem seqüencias un e vn em X∗ tais que

‖un‖ = ‖vn‖ = 1, lim
n→∞

‖un + vn‖ = 2 e ‖un − vn‖ ≥ ε0,

para algum ε0 > 0. Vamos assumir que ‖un + vn‖ > 2 − ε0
4n

. Pela definição
de norma, para cada n existem xn e yn em X tais que ‖xn‖ = ‖yn‖ = 1,

(un + vn)(xn) ≥ ‖un + vn‖ −
ε0

8n

e
(un − vn)(xn) ≥ ‖un − vn‖ −

ε0

8n
.

Temos então que∥∥∥xn +
yn
n

∥∥∥+
∥∥∥xn − yn

n

∥∥∥ ≥ un

(
xn +

yn
n

)
+ vn

(
xn −

yn
n

)
= (un + vn)(xn) + (un − vn)

(yn
n

)
≥ ‖un + vn‖+ ‖un − vn‖ ·

1

n
− ε0

4n

> 2− ε0

4n
+ ε0 ·

1

n
− ε0

4n

= 2 +
ε0

2
·
∥∥∥yn
n

∥∥∥ .
Note que

∥∥yn

n

∥∥ −→ 0 quando n → ∞. Obtemos então uma contradição ao
Lema 2.1.2. Logo, X∗ é uniformemente convexo.

Agora vamos enunciar um teorema cuja prova fará uso de todos os lemas
enunciados e provados até aqui. A prova deste teorema é um resultado de
Gottfried Köthe [14].

Teorema 2.1.1. Todo espaço uniformemente convexo é reflexivo.

Prova: Veja [3].

10



Teorema 2.1.2. Seja X um espaço de Banach. Então X é uniformemente
convexo se, e somente se, X∗ é uniformemente suave.

Prova: Suponhamos que X∗ não é uniformemente suave. Então, pelo Lema
2.1.2, existe ε0 > 0 e existem seqüencias un, vn ∈ X∗ tais que ‖un‖ = 1,
‖vn‖ → 0 e

‖un + vn‖+ ‖un − vn‖ > 2 + ε0 ‖vn‖ . (2.6)

Como X é uniformemente convexo e, portanto, reflexivo, existem elementos
xn, x

′
n ∈ X tais que ‖xn‖ = ‖x′n‖ = 1,

‖un + vn‖ = (un + vn)(xn)

e
‖un − vn‖ = (un − vn)(xn).

Note que∣∣ ‖un + vn‖ − 1
∣∣ ≤ ∣∣ ‖un‖+ ‖vn‖ − 1

∣∣ =
∣∣1 + ‖vn‖ − 1

∣∣ = ‖vn‖ .

Assim temos que
|(un + vn)(xn)− 1| ≤ ‖vn‖ .

Deste modo podemos concluir que

|un(xn)− 1| ≤ 2 ‖vn‖ .

Da mesma maneira concluimos que |un(x′n)−1| ≤ 2 ‖vn‖. Como por hipótese
‖vn‖ → 0 quando n → ∞, podemos afirmar que, para um δ(ε0) pequeno,

2 ‖vn‖ <
δ(ε0)

2
, segue do Lema 2.1.3 que ‖xn − x′n‖ < ε0. Portanto, temos

que

‖un + vn‖+ ‖un − vn‖ = |(un + vn)(xn) + |(un − vn)(x
′
n)|

= |un(xn) + vn(xn) + un(x
′
n)− vn(x

′
n)|

≤ |un(xn) + un(x
′
n)|+ ‖vn‖ ‖xn − x′n‖ .

Podemos concluir que

‖un + vn‖+ ‖un − vn‖ ≤ |un(xn) + un(x
′
n)|+ ‖vn‖ ‖xn − x′n‖

≤ ‖un‖ ‖xn‖+ ‖un‖ ‖x′n‖+ ε0 ‖vn‖
≤ 2 + ε0 ‖vn‖ ,

o que contradiz (2.6) para ε < ε0. Logo X∗ é uniformemente suave. Recipro-
camente, como X é um espaço de Banach, então X∗ também é um espaço
de Banach, e como X∗ é uniformemente suave, pelo Lema 2.1.4 temos que
X∗∗ é uniformemente convexo. Como X é um subespaço de X∗∗ e como X∗∗

é uniformemente convexo, então X é uniformemente convexo.
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2.2 Módulos de Convexidade e Suavidade

de um Espaço de Banach

Definição 2.2.1. (Módulo de Convexidade). Seja X um espaço de Banach.
A função dada por

δX(ε) := inf

{
1− 1

2
‖x+ y‖ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε

}
,

é chamado módulo de convexidade de X.

Muitas vezes a função δX(·) é definida com ε no lugar de 2ε na última desi-
gualdade. A Figura 2.1 dá uma noção geométrica do módulo de convexidade.

Figura 2.1: Noção geométrica do módulo de convexidade.

Proposição 2.2.1. X é uniformemente convexo se, e somente se, δX é es-
tritamente positiva para todo ε > 0.

Prova: Suponhamos que X é uniformemente convexo. Então, dados dois
vetores x e y tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ε > 0, sempre podemos obter δ > 0
tal que

‖x− y‖ ≥ 2ε =⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1− δ.

Desta forma,

δX(ε) = inf

{
1− 1

2
‖x+ y‖ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε

}
≥ inf{1− (1− δ) : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε}
= inf{δ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε}
= δ > 0.
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Logo, δX é estritamente positiva. Reciprocamente, suponhamos que δX seja
estritamente positiva. Então existe η > 0 suficientemente pequeno tal que,
para x e y com ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≥ 2ε, tenhamos

inf

{
1− 1

2
‖x+ y‖ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε

}
≥ η.

Então,

1− 1

2
‖x+ y‖ ≥ η,

ou, equivalentemente,
1

2
‖x+ y‖ ≤ 1− η.

Fazendo η = δ, obtemos que X é uniformemente convexo.

Observação 2.2.1. Seja X um espaço de Banach. A função dada por

SX(τ) := sup

{
1− 1

2
‖x+ y‖ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≤ 2τ

}
, (2.7)

é uma maneira natural de definir o módulo de suavidade, pois é uma forma
semelhante a definição do módulo de convexidade. De qualquer forma, a
definição (2.7) não adapta bem a dualidade entre convexidade e suavidade
uniformes. Portanto, vamos definir em seu lugar uma outra função ρX(·).

Definição 2.2.2. (Módulo de Suavidade) Seja X um espaço de Banach. A
função

ρX(τ) := sup

{
‖u+ v‖+ ‖u− v‖

2
− 1 : ‖u‖ = 1, ‖v‖ = τ

}
, (2.8)

é chamada módulo de suavidade de X.

Exemplo 2.2.1. A Figura 2.2 (veja página 14) nos dá a noção geométrica de

um espaço que não é uniformemente suave. Note que, neste caso lim
τ→0

ρ(τ)

τ
6= 0,

pois os segmentos obtidos no caso da figura são proporcionais.

Conforme veremos na próxima proposição, para τ pequeno a diferença entre
SX(τ) e ρX(τ) não é substancial.
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Figura 2.2: Um espaço que não é uniformemente suave.

Proposição 2.2.2. Seja SX(τ) dada por (2.7) e ρ(τ) dada por (2.8). Então,

lim
τ→0

ρX(τ)

τ
= 0 =⇒ lim

τ→0

SX(τ)

τ
= 0.

Prova: Suponhamos que lim
τ→0

ρX(τ)

τ
= 0. Dados x, y ∈ X tais que ‖x‖ =

‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≤ 2τ , sejam

u =
x+ y

‖x+ y‖
e v =

x− y

‖x+ y‖
.

Assim, ‖u‖ = 1 e

‖v‖ =
‖x− y‖
‖x+ y‖

≤ 2τ

‖x+ y‖

=
2τ

‖2x+ y − x‖

=
2τ

2
∥∥∥x− (x−y)

2

∥∥∥
≤ 2τ

2
(
‖x‖ −

∥∥x−y
2

∥∥)
≤ 2τ

2(1− τ)

=
2τ

2− 2τ
≤ 2τ,

se τ ∈
[
0, 1

2

]
. Note que

u+ v

2
=

x

‖x+ y‖
e

u− v

2
=

y

‖x+ y‖
.
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Logo,
‖u+ v‖

2
+
‖u− v‖

2
=

‖x‖
‖x+ y‖

+
‖y‖

‖x+ y‖
=

2

‖x+ y‖
.

Portanto, como ρ é crescente,

ρ(2τ) ≥ ρ(‖v‖)

≥ ‖u+ v‖
2

+
‖u− v‖

2
− 1

≥ 2

‖x+ y‖
− 1

=
2− ‖x+ y‖
‖x+ y‖

≥ 2− ‖x+ y‖
2

= 1− ‖x+ y‖
2

.

Como x e y são arbitrários tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≤ 2τ , então

ρ(2τ) ≥ SX(τ) ≥ 0.

Assim,

0 ≤ lim
τ→0

SX(τ)

τ
≤ lim

τ→0

ρ(2τ)

τ
= 0.

Proposição 2.2.3. Se

lim
τ→0

ρX(τ)

τ
= 0,

então X é uniformemente suave.

Prova: Suponhamos que lim
τ→0

ρX(τ)
τ

= 0, então, dado ε > 0, temos

‖u−v‖+‖u+v‖
2

− 1

τ
≤ ε.

Pela Proposição 2.2.2, para x e y tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1, temos

0 ≤
1−

∥∥x+y
2

∥∥
τ

≤
‖u−v‖+‖u+v‖

2
− 1

τ
≤ ε.

Então,
1−

∥∥x+y
2

∥∥
τ

≤ ε ⇐⇒ 1

2
‖x+ y‖ ≥ 1− ετ.
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Logo, X é uniformemente suave.

O próximo teorema é um resultado devido a Lindenstrauss [18], cuja prova
é uma versão mais quantitativa da apresentada quando provamos que X é
uniformemente convexo se, e somente se, X∗ é uniformemente suave.

2.3 Teorema de Lindenstrauss

Teorema 2.3.1. Seja X um espaço de Banach. O módulo de convexidade
de X e o módulo de suavidade de X∗ estão relacionados por

ρX∗(τ) = sup{τε− δX(ε) : 0 ≤ ε ≤ 1}, (2.9)

para todo τ > 0.

Prova: Primeiro vamos mostrar que para todo ε > 0 e τ > 0,

δX(ε) + ρX∗(τ) ≥ τε. (2.10)

Para isso, sejam x, y ∈ X tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ = 2ε. Pelo
Corolário 1.1.1, existe f, g ∈ X∗ satisfazendo ‖f‖ = ‖g‖ = 1, tal que

f(x+ y) = ‖x+ y‖ e g(x− y) = ‖x− y‖ .

Então,

2ρX∗(τ) ≥ ‖f + τg‖+ ‖f − τg‖ − 2

≥ f(x) + τg(x) + f(y)− τg(y)− 2

= f(x+ y) + τg(x− y)− 2

= ‖x+ y‖+ τ ‖x− y‖ − 2

= ‖x+ y‖+ 2ετ − 2.

Logo,

ρX∗(τ) ≥ −1 +
‖x+ y‖

2
+ ετ

≥ − inf

{
1− ‖x+ y‖

2
: ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε

}
+ ετ

≥ −δX(ε) + ετ,

de onde conclúımos que

ρX∗(τ) + δX(ε) ≥ ετ. (2.11)
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Agora sejam f e g em X∗ satisfazendo ‖f‖ = 1 e ‖g‖ = τ . Dado η > 0,
existem x, y ∈ X tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e

(f + g)(x) ≥ ‖f + g‖ − η e (f − g)(y) ≥ ‖f − g‖ − η.

Logo,

‖f + g‖+ ‖f − g‖ ≤ f(x) + g(x) + η + f(y)− g(y) + η

= f(x+ y) + g(x− y) + 2η

≤ ‖x+ y‖+ τ ‖x− y‖+ 2η

= ‖x+ y‖+ 2ετ + 2η,

onde 2ε = ‖x− y‖ ∈ [0, 2]. Subtraindo 2 de ambos lados da desigualdade e
tomando o supremo, obtemos

sup
0≤ε≤1

{‖f + g‖+ ‖f − g‖ − 2} ≤ sup
0≤ε≤1

{−2 + ‖x+ y‖+ 2ετ}+ 2η

= 2 sup
0≤ε≤1

{
−1 +

‖x+ y‖
2

+ ετ

}
+ 2η.

Logo,

ρX∗(τ)=sup

{
‖f + g‖+ ‖f − g‖

2
− 1 : ‖f‖ = 1, ‖g‖ = τ

}
≤ sup

0≤ε≤1

{
−1 +

‖x+ y‖
2

+ ετ

}
+ η

≤ sup
0≤ε≤1

{
sup

{
‖x+ y‖

2
− 1 : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ 2ε

}
+ ετ

}
+ η

≤ sup
0≤ε≤1

{−δX(ε) + ετ}+ η.

Como a desigualdade vale para todo η > 0, segue que

ρX∗(τ) ≤ sup
0≤ε≤1

{ετ − δX(ε)}. (2.12)

De (2.12) e (2.11), conclúımos (2.9).
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Caṕıtulo 3

Convexidade e Suavidade
Uniforme nos Espaços Lp

Neste caṕıtulo vamos apresentar certas definições e resultados gerais para
espaços Lp.
Vamos provar as desigualdades de Clarkson e, usando tais desigualdades,
provar que os espaços Lp, para p > 1 são uniformemente convexos e unifor-
memente suaves.

Notação: Durante todo este trabalho, q denota o ı́ndice dual de p, isto é,
1
p

+ 1
q

= 1, para 1 ≤ p ≤ ∞.

3.1 Desigualdades de Clarkson

Lema 3.1.1. (Caracterização Variacional de Somas das p-ésimas Potências).
Para 1 < p <∞, defina α : [ 0,∞) → [ 0,∞) por

α(r) = (1 + r)p−1 + |1− r|p−1. sinal(1− r).

Então, para todo x, y ∈ R

|x+ y|p + |x− y|p =

{(
sup
inf

)}{
α(r)|x|p + α

(
1

r

)
|y|p : 0 < r <∞

}
,

o supremo ou ı́nfimo existem de acordo com p ≤ 2 ou p ≥ 2.

Prova: Vamos assumir 1 < p ≤ 2, a prova para p ≥ 2 é similar. Vamos
assumir também que 0 < y ≤ 1 e x = 1. Primeiramente vamos mostrar que
se r = y temos: α(r) + α

(
1
r

)
yp = (1 + y)p + (1− y)p.
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De fato,

α(y) + α

(
1

y

)
yp=(1 + y)p−1 + (1− y)p−1 + yp

(
1 +

1

y

)p−1

− yp
∣∣∣∣1− 1

y

∣∣∣∣p−1

=(1 + y)p−1 + (1− y)p−1 + (y + 1)p−1y − (1− y)p−1y

=(1 + y)p−1(1 + y) + (1− y)p−1(1− y)

=(1 + y)p + (1− y)p.

Assim, para ver que (1 + y)p + (1 − y)p ≥ α(r) + α
(

1
r

)
yp para todo r, é

suficiente mostrar que α(r) + α
(

1
r

)
yp atinge seu máximo quando y = r. De

fato,

d

dr

(
α(r) + α

(
1

r

)
yp
)

= α′(r)− 1

r2
α′
(

1

r

)
yp

= (p− 1)(1 + r)p−2 − (p− 1)|1− r|p−2 − yp

r2
(p− 1)

[(
1 +

1

r

)p−2

−
∣∣∣∣1r − 1

∣∣∣∣p−2
]

= (p− 1)

{
(1 + r)p−2 − |1− r|p−2 − yp

r2

[(
1 +

1

r

)p−2

−
∣∣∣∣1r − 1

∣∣∣∣p−2
]}

= (p− 1)
[
1−

(y
r

)p][
(1 + r)p−2 − |1− r|p−2

]
.

Como p − 2 ≤ 0 e 1 + r ≥ |1 − r|, o último fator é negativo. Então, a
expressão é positiva se 0 < r < y, negativa se r > y e zero se r = y.
Portanto, α(r) + α

(
1
r

)
yp atinge seu máximo quando y = r. Portanto,

(1 + y)p + (1− y)p = sup
r>0

{
α(r) + α

(
1

r

)
yp
}
.

Isto completa a prova.

No próximo teorema vamos enunciar e provar as desigualdades de Clarkson
(veja [4] e [12]). Vamos provar as duas desigualdades que implicam que os
espaços Lp são uniformemente convexos. Também provaremos as duas desi-
gualdades que implicam que os espaços Lp são uniformemente suaves.

Teorema 3.1.1. (Desigualdades de Clarkson). Sejam x e y funções em Lp.
Então as seguintes desigualdades são válidas:
Para 1 < p ≤ 2,(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

)1
q

≤

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

)1
p

(3.1)
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e (∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥p
p

)1
p

≥

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

)1
p

. (3.2)

Para 2 ≤ p <∞,(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

)1
q

≥

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

)1
p

(3.3)

(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥p
p

)1
p

≤

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

)1
p

. (3.4)

Prova: Primeiramente vamos provar a desigualdade (3.1). Fazendo x = x+y
2

e y = x−y
2

, podemos reescrever (3.1) como

(‖x‖qp + ‖y‖qp)
1
q ≤

(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

2

)1
p

, para 1 < p ≤ 2.

Ou seja, teremos que mostrar,

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≥ 2(‖x‖qp + ‖y‖qp)
p
q , para 1 < p ≤ 2.

Pelo Lema 3.1.1 podemos escrever

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp = sup
r>0

{
α(r) ‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp

}
≥ α(r) ‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp , ∀r > 0.

Fazendo u = ‖x‖qp , v = ‖y‖qp , r = v
u

e assumindo que v ≤ u, teremos

α(r)‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp = α

(v
u

)
up−1 + α

(u
v

)
vp−1

=

[(
1 +

v

u

)p−1

+
∣∣∣1− v

u

∣∣∣p−1
]
up−1 +

[(
1 +

u

v

)p−1

−
∣∣∣1− u

v

∣∣∣p−1
]
vp−1

= (u+ v)p−1 + |u− v|p−1 + (v + u)p−1 − |v − u|p−1

= 2(u+ v)p−1

= 2(u+ v)
p
q

= 2
(
‖x‖qp + ‖y‖qp

) p
q .

Logo,

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≥ 2(‖x‖qp + ‖y‖qp)
p
q , para 1 < p ≤ 2.
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Para provarmos a desigualdade (3.3), ou seja,(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

)1
q

≥

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

)1
p

, para 2 ≤ p <∞,

reescrevemos x = x+y
2

e y = x−y
2

. Então, (3.3) é equivalente a

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≤ 2(‖x‖qp + ‖y‖qp)
p
q .

Pelo Lema 3.1.1 podemos escrever

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp = inf
r>0

{
α(r) ‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp

}
≤ α(r) ‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp , ∀r > 0.

Fazendo u = ‖x‖qp , v = ‖y‖qp , r = v
u

e assumindo que v ≤ u, teremos

α(r)‖x‖pp + α

(
1

r

)
‖y‖pp = α

(v
u

)
up−1 + α

(u
v

)
vp−1

=

[(
1 +

v

u

)p−1

+
∣∣∣1− v

u

∣∣∣p−1
]
up−1 +

[(
1 +

u

v

)p−1

−
∣∣∣1− u

v

∣∣∣p−1
]
vp−1

= (u+ v)p−1 + |u− v|p−1 + (v + u)p−1 − |v − u|p−1

= 2(u+ v)p−1

= 2(u+ v)
p
q

= 2
(
‖x‖qp + ‖y‖qp

) p
q .

Logo,

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≤ 2(‖x‖qp + ‖y‖qp)
p
q , para 2 ≤ p <∞.

Para provarmos a desigualdade (3.4), note que podemos reescrevê-la como(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

) 1
p ≤ 2

1
q

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

) 1
p
, para 2 ≤ p <∞. (3.5)

Fazendo x = x+y
2

e y = x−y
2

e substituindo na desigualdade (3.3), teremos,(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

) 1
p ≤ 2

1
p

(
‖x‖qp + ‖y‖qp

) 1
q
. (3.6)
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Analisando (3.5) e (3.6), conclúımos que para provarmos a desigualdade (3.4),
basta mostrar que

2
1
p

(
‖x‖qp + ‖y‖qp

) 1
q ≤ 2

1
q

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

) 1
p
,

o que é equivalente a

2
(
‖x‖qp + ‖y‖qp

)p−1

≤ 2p−1
(
‖x‖pp + ‖y‖pp

)
. (3.7)

Escreva a = ‖x‖p e b = ‖y‖p. Note que a, b > 0. Suponha, sem perda de
generalidade, que a ≤ b. Desta forma, (3.7) se torna

2(aq + bq)p−1 ≤ 2p−1(ap + bp). (3.8)

Agora fazendo c = a
b
, podemos reescrever a desigualdade (3.8) na forma

2(cq + 1)p−1 ≤ 2p−1(c p + 1), 0 < c ≤ 1.

Temos que mostrar então que

2p−2(cp + 1)

(cq + 1)p−1
≥ 1. (3.9)

Elevando (3.9) na potência 1/p, teremos

2
p−2

p (cp + 1)
1
p

(cq + 1)
1
q

≥ 1.

Defina,

f(c) =
2

p−2
p (cp + 1)

1
p

(cq + 1)
1
q

.

Derivando, obtemos

df

dc
= 2

p−2
p

(c q + 1)
1
q 1
p
(c p + 1)

1
p
−1p c p−1 − 1

q
(c q + 1)

1
q
−1q c q−1(c p + 1)

1
p

(c q + 1)
2
q


= 2

p−2
p (c p + 1)

1
p

[
c p−1(c p + 1)−1 − (c q + 1)−1c q−1

(c q + 1)
2
q

]
(cq + 1)

1
q

= 2
p−2

p
(c p + 1)

1
p

(c q + 1)
1
q

[
c p−1+q + c p−1 − c q−1+p − c q−1

(c p + 1)(c q + 1)

]

= 2
p−2

p
(c p + 1)

1
p

(c q + 1)
1
q

[
c p−1 − c q−1

(c p + 1)(c q + 1)

]
. (3.10)
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Note que, como p ≥ 2 e 0 < c ≤ 1, o último fator de (3.10) é não-positivo,
portanto, a expressão é não-positiva, isto é, df

dc
≤ 0. Ainda temos que f ′(1) =

0, ou seja, c = 1 é um ponto cŕıtico de f no intervalo 0 < c ≤ 1. Como
df
dc
≤ 0, c = 1 é um ponto de mı́nimo. Portanto,

f(c) =
2

p−2
p (c p + 1)

1
p

(c q + 1)
1
q

≥ 1 = f(1).

Com isso podemos concluir que a desigualdade (3.4) é válida. A prova da
desigualdade (3.2) é análoga a apresentada para (3.4). Isto completa a prova
do teorema.

Lema 3.1.2. Sejam E e F espaços vetoriais. Sejam E∗ e F ∗ os espaços
duais de E e F , respectivamente. Então,

(E × F )∗ = E∗ × F ∗

Prova: Sejam as imersões T1 : E −→ E × F dada por T1(x) = (x, 0) e
T2 : F −→ E × F dada por T2(y) = (0, y). Seja l(x, y) ∈ (E × F )∗, então

l(x, y) = l
(
(x, 0) + (0, y)

)
= 1 l(x, 0) + l(0, y)

= l
(
T1(x)

)
+ l
(
T2(y)

)
= l1(x) + l2(y) ∈ E∗ × F ∗,

onde l1 = l ◦ T1 e l2 = l ◦ T2. Logo, (E × F )∗ ⊆ E∗ × F ∗. Revertendo o
argumento anterior, prova-se a outra inclusão.

Lema 3.1.3. Sejam p, q > 1 com 1
p
+ 1

q
= 1, então, definindo Lp,q = Lp×Lq,

temos
(Lp,q)

∗ = Lq,p.

Prova: Basta notar que, pelo Lema (3.1.2),

(Lp,q)
∗ = (Lp × Lq)

∗ = (Lp)
∗ × (Lq)

∗ = Lq × Lp = Lq,p.

1Pela linearidade de l.
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Lema 3.1.4. Seja q > 1 e 0 < ε ≤ 1, então

(1− εq)
1
q ≤ 1− εq

q
.

Prova: Defina

f(ε) = (1− εq)
1
q − 1 +

εq

q
.

Note que f(0) = 0. Fazendo,

df

dε
=

1

q
(1− εq)

1
q
−1(−qεq−1) +

qεq−1

q

= −(1− εq)
1
q
−1εq−1 + εq−1

= εq−1
[
1− (1− εq)

1
q
−1
]
.

Como 1
q
− 1 < 0 e, considerando-se 0 < ε < 1, temos que (1 − εq)

1
q
−1 > 1,

o que implica df/dε < 0, para 0 < ε < 1. Portanto, f(ε) é uma função
decrescente em 0 ≤ ε ≤ 1. Como f(0) = 0, conclúımos que,

f(ε) = (1− εq)
1
q − 1 +

εq

q
< 0, para 0 < ε ≤ 1.

Portanto, (1− εq)
1
q ≤ 1− εq

q
.

Lema 3.1.5. Sejam p > 1 e 0 < τ ≤ 1. Então,

(1 + τ p)
1
p ≤ 1 +

τ p

p
.

Prova: Defina

f(τ) = (1 + τ p)
1
p − 1− τ p

p
.

Note que f(0) = 0. Fazendo,

df

dτ
=

1

p
(1 + τ p)

1
p
−1p τ p−1 − p τ p−1

p

= (1 + τ p)
1
p
−1τ p−1 − τ p−1

= τ p−1
[
(1 + τ p)

1
p
−1 − 1

]
.

Como 1
p
−1 < 0 e (1+τ p)

1
p
−1 < 1, então o último fator é negativo e, portanto,

o todo é negativo, ou seja, df
dτ
< 0 para 0 < τ < 1. Portanto, f(τ) é uma

função decrescente em 0 ≤ τ ≤ 1. Como f(0) = 0, conclúımos que

f(τ) = (1 + τ p)
1
p − 1− τ p

p
< 0.
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Portanto, para 0 < τ ≤ 1, temos (1 + τ p)
1
p < 1 + τp

p
.

Proposição 3.1.1. A desigualdade (3.4) é conseqüência da desigualdade
(3.1).

Prova: Sejam 1 ≤ s, t <∞ e Ls × Ls com a norma ‖·‖s,t definida por

‖(x, y)‖s,t =

(
‖x‖ts + ‖y‖ts

2

) 1
t

. (3.11)

Defina o operador B : Ls,t −→ Ls,t por

B(x, y) =

(
x+ y

2
,
x− y

2

)
.

Afirmação 1: O operador B : Lp,p −→ Lp,q é limitado para 1 < p ≤ 2 com

norma 2
1
p . De fato, fazendo s = p e t = q em (3.11), teremos,

‖B(x, y)‖p,q =

∥∥∥∥(x+ y

2
,
x− y

2

)∥∥∥∥
p,q

=

(∥∥x+y
2

∥∥q
p
+
∥∥x−y

2

∥∥q
p

) 1
q

2
1
q

≤ 2

(
‖x‖p

p+‖y‖p
p

2

) 1
p

2
1
q

=
‖(x, y)‖p,p

2
1
q

≤ 2−
1
q ‖(x, y)‖p,p

= 2−
1
q ‖(x, y)‖p,p .

Portanto, ‖B(x, y)‖p,q ≤ 2−
1
q ‖(x, y)‖p,p. O operador B é auto-adjunto, então

definindo, B′ : (Lp,q)
∗ −→ (Lp,p)

∗, pelo Lema(3.1.3), B′ : Lq,p −→ Lq,q. Mas,
pela Proposição 1.1.1, ‖B′‖ = ‖B‖, então B′ também é limitado com norma

2−
1
q para 1 ≤ p ≤ 2. Portanto, ‖B′(x, y)‖q,q ≤ 2−

1
q ‖(x, y)‖q,p .

Afirmação 2: Se p ≤ q, então ‖(x, y)‖q,p ≤ ‖(x, y)‖q,q, ou seja,(
‖x‖pq + ‖y‖pq

2

) 1
p

≤

(
‖x‖qq + ‖y‖qq

2

) 1
q

. (3.12)

2Por 3.1.
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De fato, fazendo a1 = ‖x‖q e a2 = ‖y‖q, podemos reescrever (3.12) como

(
ap1 + ap2

2

) 1
p

≤
(
aq1 + aq2

2

) 1
q

,

que é equivalente a

1

2
1
p

(
2∑
i=1

api .1

)
≤ 1

2
1
q

(
2∑
i=1

aqi

) 1
q

.

Mas,

2∑
i=1

api .1 ≤ 3

(
2∑
i=1

(api )
q
p

) p
q
(

2∑
i=1

1r

) 1
r

=

(
2∑
i=1

aqi

) p
q

2
q−p

q .

Então,
2∑
i=1

api ≤

(
2∑
i=1

api

) p
q

2
q−p

q .

Elevando ambos os lados da desigualdade na potência1
p
, teremos

(
2∑
i−1

api

) 1
p

≤ 2
1
p
− 1

q

(
2∑
i−1

aqi

) 1
q

,

ou seja,

1

2
1
p

(
2∑
i=1

api

) 1
p

≤ 1

2
1
q

(
2∑
i=1

aqi

) 1
q

.

Portanto, ‖(x, y)‖q,p ≤ ‖(x, y)‖q,q. Concluindo temos,

‖B′(x, y)‖q,q ≤ 2−
1
q ‖(x, y)‖q,p ≤ 2−

1
q ‖(x, y)‖q,q , para 2 ≤ q <∞,

ou seja, B : Lq,q −→ Lq,q é limitado para 2 ≤ q <∞ com norma 2−
1
q .

3Usando a desigualdade de Holdër para 1
r + p

q = 1.
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3.2 Convexidade e Suavidade Uniforme dos

Espaços Lp

Proposição 3.2.1. Para p > 1, o espaço Lp é uniformemente convexo.

Prova: Sejam p ≥ 2 e ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Pela desigualdade (3.4) temos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥p
p

≤
‖x‖pp + ‖y‖pp

2
= 1.

Então, se ‖x− y‖ ≥ 2 ε com 0 < ε ≤ 1, nós vemos que∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1−
∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1− εp.

Elevando ambos os lados na potência 1
p
, temos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≤ (1− εp)
1
p .

Fazendo δ = 1− (1− εp)
1
p , obtemos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≤ 1− δ.

Por outro lado, sejam 1 < p ≤ 2 e ‖x‖ = ‖y‖ = 1. Pela desigualdade (3.1),
temos ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

≤

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

) q
p

= 1.

Então se ‖x− y‖ ≥ 2 ε, com 0 < ε ≤ 1, nós vemos que∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

≤ 1−
∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

≤ 1− εq.

Elevando ambos os lados na potência 1
q
, obtemos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≤ (1− εq)
1
q .

Fazendo δ = 1− (1− εq)
1
q , obtemos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≤ 1− δ.
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Proposição 3.2.2. Para p > 1, o espaço Lp é uniformemente suave.

Prova: Sejam p ≥ 2 e ‖x‖ = ‖y‖ = 1, pela desigualdade (3.3) temos,∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

+

∥∥∥∥x− y

2

∥∥∥∥q
p

≥

(
‖x‖pp + ‖y‖pp

2

) q
p

= 1.

Então se ‖x− y‖ ≤ 2 τ , com τ > 0, nós vemos que∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
p

≥ 1− τ q.

Elevando ambos os lados na potência 1
q
, obtemos∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≥ (1− τ q)
1
q .

Dado ε > 0, seja τ pequeno de modo que ε > 1−(1−τq)
1
q

τ
. Isto é posśıvel pois,

lim
τ→0

1−(1−τq)
1
q

τ
= 0. Logo, (1− τ q)

1
q ≥ 1− ετ para τ pequeno e, portanto,∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≥ 1− ετ.

Para 1 < p ≤ 2, usando a desigualdade (3.2) e de forma análoga a feita para
o caso p > 1 obtemos, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≥ 1− ετ,

para τ pequeno.

No Caṕıtulo 2 nós definimos o módulo de convexidade e o módulo de sua-
vidade para um espaço normado X. Fazendo uso de tal fato, agora podemos
definir r-convexidade e r-suavidade uniforme de um espaço normado X.

3.3 Espaços r-Uniformemente Convexos e

r-Uniformemente Suaves

Definição 3.3.1. (Espaço r-uniformemente convexo). Um espaço normado
X é dito r-uniformemente convexo se existe c > 0 tal que

δX(ε) ≥
(ε
c

)r
,

para r > 1 e para ε > 0.
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Definição 3.3.2. (Espaço r-uniformemente suave). Um espaço normado X
é dito r-uniformemente suave se existe um k > 0 tal que

ρX(τ) ≤
(τ
k

)r
,

onde r > 1 e τ > 0.

Proposição 3.3.1. Para 1 < p ≤ 2 e 1
p

+ 1
q

= 1, temos que os espaços Lp e
Lq são p-uniformemente suave e q-uniformemente convexo.

Prova: Fazendo s = p, sejam x, y ∈ Ls. A partir da desigualdade (3.1)
obtemos, para 1 < p ≤ 2,

(‖x+ y‖qs + ‖x− y‖qs)
1
q ≤ 2

(
‖x‖ps + ‖y‖ps

2

)1
p

= 21− 1
p (‖x‖ps + ‖y‖ps)

1
p

= 2
1
q (‖x‖ps + ‖y‖ps)

1
p .

ou seja, (
‖x+ y‖qs + ‖x− y‖qs

2

) 1
q

≤ (‖x‖ps + ‖y‖ps)
1
p (3.13)

Agora substituindo respectivamente x e y por x + y e x − y em (3.13) e
reorganizando algumas potências de 2, obtemos

21− 1
q (‖x‖qs + ‖y‖qs)

1
q ≤ (‖x+ y‖ps + ‖x− y‖ps)

1
p ,

que é equivalente a

(‖x‖qs + ‖y‖qs)
1
q ≤

(
‖x+ y‖ps + ‖x− y‖ps

2

) 1
p

. (3.14)

Esta desigualdade também é válida para s = q por (3.3). Sejam ‖x‖ = ‖y‖ =
1 e ‖x− y‖ = 2ε, de (3.13) obtemos,

‖x+ y‖qs + ‖x− y‖qs ≤ 2
q
p
+1 = 2q,

de onde segue que

‖x+ y‖qs ≤ 2q − ‖x− y‖qs = 2q(1− εq).

Então, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥q
s

≤ (1− εq).
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Elevando ambos os lados da desigualdade na potência 1
q
, obtemos,∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
s

≤ (1− εq)
1
q

≤ 4 1− εq

q
,

o que é equivalente a

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
s

≥ εq

q
,

ou seja,

δLs(ε) ≥
εq

q
.

Logo, Ls é q-uniformemente convexo. Para provarmos que Ls é p-uniformemente
suave, primeiramente precisamos mostrar que vale a seguinte desigualdade,
para 1 < p ≤ 2,

2−
1
p (‖x‖s + ‖y‖s) ≤ (‖x‖qs + ‖y‖qs)

1
q . (3.15)

Fazendo a = ‖x‖s e b = ‖y‖s, podemos reescrever (3.15) como,

2−
1
p (a1 + a2) ≤ (aq1 + aq2)

1
q .

Mas, pela desigualdade de Hölder para 1
p

+ 1
q

= 1, temos

(a1 + a2) =
2∑
i=1

1.ai

≤

(
2∑
i=1

1p

) 1
p
(

2∑
i=1

aqi

) 1
q

= 2
1
p

(
2∑
i=1

aqi

) 1
q

,

logo,

2−
1
p

(
2∑
i=1

ai

)
≤

(
2∑
i=1

aqi

) 1
q

.

Portanto, por (3.14) e (3.15) temos

‖x‖s + ‖y‖s ≤ (‖x‖qs + ‖y‖qs)
1
q

2−
1
p

≤
(
‖x+ y‖ps + ‖x− y‖ps

2

) 1
p 1

2−
1
p

. (3.16)

4Pelo Lema 3.1.4.
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Fazendo x = u + v, y = u − v, com ‖u‖ = 1 e ‖v‖ = τ e substituindo em
(3.16), obtemos

‖u+ v‖s + ‖u− v‖s ≤
(

2p ‖u‖ps + 2p ‖v‖ps
2

) 1
p 1

2−
1
p

= 21− 1
p (1 + τ p)

1
p

1

2−
1
p

= 2(1 + τ p)
1
p

≤ 5 2

(
1 +

τ p

p

)
,

ou seja,
‖u+ v‖s + ‖u− v‖s

2
− 1 ≤ τ p

p
.

Portanto,

ρLs(τ) ≤
τ p

p
,

o que mostra que Ls é p-uniformemente suave.

Lema 3.3.1. Sejam x e y funções em Lp e p ≥ 1, então

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

≤
(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2

) 1
p

. (3.17)

Prova: Fazendo a1 = ‖x+ y‖ e a2 = ‖x− y‖, podemos reescrever (3.17)
como

1

2
(a1 + a2) ≤

1

2
1
p

(ap1 + ap2)
1
p .

Mas, pela desigualdade de Hölder para 1
p

+ 1
r

= 1,

2∑
i=1

ai =
2∑
i=1

ai · 1

≤

(
2∑
i=1

api

) 1
p

·

(
2∑
i=1

1r

) 1
r

= 21− 1
p

(
2∑
i=1

api

) 1
p

.

Logo,

1

2

(
2∑
i=1

ai

)
≤ 1

2
1
p

(
2∑
i=1

api

) 1
p

,

5Pelo Lema 3.1.5.
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e isto completa a prova.

Proposição 3.3.2. Seja X um espaço normado uniformemente convexo e
suponha que δX(ε) ≥

(
ε
c

)r
para alguma constante c e para r > 1. Então

‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2
≥ ‖x‖r +

∥∥yk−1
∥∥r ,

para todo x, y tais que ‖x+ y‖ = ‖x− y‖.

Prova: Sejam ‖x‖ = ‖y‖ = 1, 0 < ε ≤ 1 e ‖x− y‖ = 2ε. Sabemos que
δX(ε) ≥

(
ε
c

)r
, então ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤ 1−
(ε
c

)r
.

Elevando ambos os lados da desigualdade na potência r, obtemos(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥)r ≤ (1− (εc)r)r . (3.18)

Podemos supor que c > 1 é tal que
(
ε
c

)r
< 1

r
. Então, usando um argumento

análogo ao do Lema 3.1.4, podemos afirmar que (1 − z)r ≤ 1 −
(
r−1
r

)r−1
z,

para z ≤ 1
r
. Logo,(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥)r ≤
(
1−

(ε
c

)r)r
≤ 1−

(
r − 1

r

)r−1 (ε
c

)r
. (3.19)

Tomando k = c
(

1
t

)− 1
t com 1

t
+ 1

r
= 1 e substituindo em (3.19) temos(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥)r ≤ 1−
(
r − 1

r

)r−1

·

(
ε

k
(

1
t

) 1
t

)r

= 1−
(
r − 1

r

)r−1

·

(
ε

k
(
r−1
r

) r−1
r

)r

= 1−
(
r − 1

r

)r−1

·

(
εr

kr
(
r−1
r

)r−1

)
= 1−

( ε
k

)r
= 1−

∥∥∥∥x− y

2k

∥∥∥∥r .
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Logo, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥r +

∥∥∥∥x− y

2k

∥∥∥∥r ≤ 1 =
‖x‖r + ‖y‖r

2
, (3.20)

para todo x e y tais que ‖x‖ = ‖y‖ = 1. De fato, esta desigualdade continua
válida se ‖x‖ = ‖y‖. Substituindo x por x + y e y por x − y em (3.20),
obtemos

‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2
≥ ‖x‖r +

∥∥k−1y
∥∥r, (3.21)

para r > 1, desde que ‖x+ y‖ = ‖x− y‖.

As duas definições que serão apresentadas a seguir, serão apresentadas
com algumas restrições interessantes. Estas definições serão usadas para
mostrar as relações entre muitas desigualdades que ainda vamos apresentar.

Definição 3.3.3. (Segunda definição de r-convexidade uniforme). Um espaço
normado X é dito ser r-uniformemente convexo para algum r > 1 se existe
uma constante k tal que, para todo x, y ∈ X,

‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2
≥ ‖x‖r +

∥∥yk−1
∥∥r . (3.22)

Essa constante k é chamada constante de r-convexidade uniforme de X

Observação: Na segunda definição de r-convexidade uniforme, o caso inte-
ressante em que vai valer certos resultados apresentados aqui neste trabalho
é o caso r ≥ 2. Note que não estamos impondo ‖x− y‖ = ‖x+ y‖.

Definição 3.3.4. (Segunda definição de suavidade t-uniforme). Um espaço
normado X é dito ser t-uniformemente suave para algum t ∈ (1, 2] se existe
uma constante k tal que, para todo x, y ∈ X,

‖x+ y‖t + ‖x− y‖t

2
≤ ‖x‖t + ‖ky‖t . (3.23)

Essa constante k é chamada de constante de t-suavidade uniforme de X.

Proposição 3.3.3. Seja X um espaço de Banach. Sejam x, y ∈ X. Se
(3.20) vale, então é imediato que

δX(ε) ≥
(ε
c

)r
,

para alguma constante c e r > 1.
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Prova: Sejam ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ = 2ε. Temos por hipótese que,∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥r +

∥∥∥∥x− y

2k

∥∥∥∥r ≤ ‖x‖r + ‖y‖r

2
.

Então, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥r ≤ 1−
( ε
k

)r
.

Elevando ambos os lados da desigualdade na potência 1
r
, temos,∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≤
(
1−

( ε
k

)r) 1
r

≤ 6 1− 1

r

( ε
k

)r
.

Fazendo c = (kr
1
r )r, obtemos

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≥ (εc)r .
Ou seja,

δX(ε) ≥
(ε
c

)r
.

Isto completa a prova.

Proposição 3.3.4. Seja k uma constante tal que, para x, y ∈ X,

‖x+ y‖t + ‖x− y‖t

2
≤ ‖x‖t + ‖ky‖t , para 1 < t ≤ 2,

então
ρX(τ) ≤ (cτ)t, para 1 < t ≤ 2,

para algum c > 0.

Prova: Sejam ‖x‖ = 1 e ‖y‖ = τ . Pelo Lema 3.3.1 temos,

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

≤
(
‖x+ y‖t + ‖x− y‖t

2

) 1
t

≤
(
‖x‖t + ‖ky‖t

) 1
t

=
(
1 + (kτ)t

) 1
t

≤ 7 1 +
(kτ)t

t
.

6Pelo Lema 3.1.4.
7Pelo Lema 3.1.5.
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Fazendo c = k
(

1
t

) 1
t temos

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

− 1 ≤ (cτ)t.

Logo,
ρX(τ) ≤ (cτ)t,

e isto completa a prova.
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Caṕıtulo 4

Desigualdade Ótima
2-Uniformemente Convexa para
Espaços Lp

Neste Caṕıtulo vamos provar que os espaços Lp são 2-uniformemente con-
vexos e 2-uniformemente suaves. Vamos provar também a desigualdade de
Hanner para espaços de funções. Provaremos também outros resultados im-
portantes envolvendo um espaço normado X e seu dual X∗.

4.1 Desigualdade de Hanner

Lema 4.1.1. (Desigualdade dois pontos de Gross). Sejam a e b números
reais. Então as seguintes desigualdades são válidas:
Para 1 ≤ p < 2,(

|a+ b|p + |a− b|p

2

) 1
p

≥
(
a2 + (p− 1)b2

) 1
2 . (4.1)

Para p ≥ 2, (
|a+ b|p + |a− b|p

2

) 1
p

≤
(
a2 + (p− 1)b2

) 1
2 . (4.2)

Prova: Para provarmos a desigualdade (4.1), vamos supor primeiro que
0 < |b| ≤ |a|. Fazendo x = b

a
e substituindo em (4.1), obtemos que isto é

equivalente a

(
1 + (p− 1)x2

) p
2 ≤ (1 + x)p + (1− x)p

2
, ∀x ∈ [−1, 1]. (4.3)
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Mas escrevendo (4.3) na série binomial obtemos

(1 + x)p + (1− x)p

2
=

∞∑
k=0

(
p
2k

)
x2k

= 1 +
p(p− 1)x2

2
+
p(p− 1)(p− 2)(p− 3)x4

4!
+ · · · .

Note que
∞∑
k=0

(
p
2k

)
x2k ≥ 1 +

p(p− 1)x2

2
,

para x ∈ [−1, 1]. Pelo Lema 3.1.4 temos

(
1 + (p− 1)x2

) p
2 ≤ 1 +

p(p− 1)x2

2
.

Ou seja,

(1 + x)p + (1− x)p

2
=

∞∑
k=0

(
p
2k

)
x2k

≥ 1 +
p(p− 1)x2

2

≥
(
1 + (p− 1)x2

) p
2 .

Portanto, (
|a+ b|p + |a− b|p

2

) 1
p

≥
(
a2 + (p− 1)b2

) 1
2 .

Para o caso b > a, basta notar que

a2 + (p− 1)b2 ≤ b2 + (p− 1)a2

e usar o caso anterior trocando a e b. A prova da desigualdade (4.2) é análoga
a apresentada para a desigualdade (4.1). Basta notar que, para p ≥ 2,

(
1 + (p− 1)x2

) p
2 ≥ 1 +

p(p− 1)x2

2
.

Isto completa prova do lema.

Agora vamos mostrar que a desigualdade de Hanner é válida para os espaços
Lp.
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Teorema 4.1.1. (Desigualdade de Hanner). Sejam x e y ∈ Lp. Então as
seguintes desigualdades são válidas. Para 1 < p ≤ 2,

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≥
(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p . (4.4)

Para 2 ≤ p <∞,

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ≤
(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p . (4.5)

Prova: Vamos provar a desigualdade (4.4). A prova da desigualdade (4.5)
é análoga. Sejam x e y ∈ Lp e 1 < p ≤ 2. Então, pelo Lema 3.1.1,

‖x+ y‖p + ‖x− y‖p =

∫
|x+ y|p + |x− y|p

=

∫
sup
r>0

{
α(r)|x|p + α

(
1

r

)
|y|p
}

≥ sup
r>0

∫ ({
α(r)|x|p + α

(
1

r

)
|y|p
})

= sup
r>0

{
α(r) ‖x‖p + α

(
1

r

)
‖y‖p

}
= (‖x‖+ ‖y‖)p + |‖x‖ − ‖y‖|p .

A última desigualdade segue pelo mesmo argumento do Lema 3.1.1.

Observação 4.1.1. Vimos no Caṕıtulo 3 que as desigualdades de Clarkson
mostram que os espaços Lp e Lq são p-uniformemente suave e q-uniforme-
mente convexo. Agora vamos ver que as desigualdades de Hanner, (4.4) e
(4.5) também determinam o módulo de convexidade e o módulo de suavidade
para todo espaço Lp.

Corolário 4.1.1. Das desigualdades de Hanner obtemos o módulo de con-
vexidade e o módulo de suavidade para todo espaço Lp.

Prova: Sejam p ≥ 2, ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ ≥ 2ε. Da desigualdade(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p ≥ ‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp ,

obtemos,

‖x+ y‖pp ≤ 2p − ‖x− y‖pp
≤ 2p(1− εp).

38



Portanto, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥p
p

≤ (1− εp).

Elevando ambos os lados da desigualdade na potência 1
p

e utilizando o Lema
3.1.4, obtemos ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≤ (1− εp)
1
p

≤ 1− εp

p
,

o que é equivalente a

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
p

≥ εp

p
,

ou seja,

δLp(ε) ≥ εp

p
.

Logo, o espaço Lp, para p ≥ 2, é p-uniformemente convexo.

Para 1 < p ≤ 2, considere a desigualdade(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p ≤ ‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp . (4.6)

Fazendo x = x+ y e y = x− y e substituindo em (4.6) obtemos,(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

)p
+
∣∣∣‖x+ y‖p − ‖x− y‖p

∣∣∣p ≤ 2p (‖x‖p + ‖y‖p) .

Note também que(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

)p
≤
(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

)p
+
∣∣∣‖x+ y‖p − ‖x− y‖p

∣∣∣p
≤ 2p (‖x‖p + ‖y‖p) . (4.7)

Fazendo ‖x‖ = 1 e ‖y‖ = τ e substituindo em (4.7) temos,(‖x+ y‖p + ‖x− y‖p
2

)p
≤ 1 + τ p.

Elevando ambos os lados da desigualdade na potência 1
p
, obtemos, pelo Lema

3.1.5,

‖x+ y‖p + ‖x− y‖p
2

≤ (1 + τ p)
1
p

≤ 1 +
τ p

p
. (4.8)
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Portanto,

ρLp(τ) ≤ τ p

p
.

Logo o espaço Lp, para 1 < p ≤ 2 é p-uniformemente suave.

4.2 Desigualdade Ótima 2-Uniformemente Con-

vexa

Proposição 4.2.1. (Desigualdade Ótima 2-Uniformemente Convexa). Se-
jam x e y ∈ Lp. Então valem as seguintes desigualdades:
Para 1 ≤ p ≤ 2,

‖x+ y‖2
p + ‖x− y‖2

p

2
≥ ‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p . (4.9)

Para 2 ≤ p <∞,

‖x+ y‖2
p + ‖x− y‖2

p

2
≤ ‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p . (4.10)

Prova: Vamos provar a desigualdade (4.9), a prova de (4.10) é análoga.
Para provarmos a desigualdade (4.9) vamos usar a desigualdade de Hanner
e também a desigualdade dois pontos de Gross. Primeiramente vamos con-
siderar o caso 1 < p ≤ 2. Dados x e y ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ 2, pela desigualdade
(3.12), temos(

‖x+ y‖2
p + ‖x− y‖2

p

2

) 1
2

≥

(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

2

) 1
p

≥ 1


(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p

2


1
p

. (4.11)

Fazendo a = ‖x‖p e b = ‖y‖p em (4.11) e usando a desigualdade dois pontos
de Gross obtemos,

(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p

2


1
p

≥
(
‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p

) 1
2
.

1Pela desigualdade de Hanner.
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Ou seja,
‖x+ y‖2

p + ‖x− y‖2
p

2
≥ ‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p .

Para p = 1 temos,

‖x+ y‖2
p + ‖x− y‖2

p

2
=

∫
X

(x+ y)2dµ+
∫
X

(x− y)2dµ

2

=
2
∫
X
x2dµ+ 2

∫
X
y2dµ

2
= ‖x‖2 + ‖y‖2 ≥ ‖x‖2 .

Isto completa a prova.

Na próxima proposição vamos generalizar a Proposição 4.2.1 para outras
potências. Um argumento simples, baseado na desigualdade de Hanner, mos-
tra tal fato.

Teorema 4.2.1. (Desigualdade Ótima 2-Uniformemente Convexa). Sejam
x e y ∈ Lp. Então valem as seguintes desigualdades:
Para 1 ≤ p ≤ 2,(

‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp
2

) 2
p

≥ ‖x‖2
p + (p− 1) ‖y‖2

p . (4.12)

Para 2 ≤ p <∞,(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

2

) 2
p

≤ ‖x‖2
p + (p− 1) ‖y‖2

p . (4.13)

Prova: Primeiramente vamos provar a desigualdade (4.12). Sejam x e y ∈ Lp
e 1 < p ≤ 2. Fazendo a = ‖x‖p e b = ‖y‖p na desigualdade dois pontos de
Gross, obtemos

(
‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p

) 1
2 ≤


(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p

2


1
p

.

Agora, pela desigualdade de Hanner (Teorema 4.1.1) temos que


(
‖x‖p + ‖y‖p

)p
+
∣∣∣‖x‖p − ‖y‖p∣∣∣p

2


1
p

≤

(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

2

) 1
p

,
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de onde conclúımos que

‖x‖2
p + (p− 1) ‖y‖2

p ≤

(
‖x+ y‖pp + ‖x− y‖pp

2

) 2
p

.

Para p = 1 a demonstração é análoga a feita na Proposição 4.2.1.

Agora usando a proposição 4.2.1 estamos em condições de provar que os
espaços Lp são 2-uniformemente suaves e 2-uniformemente convexos.

Corolário 4.2.1. Os espaços Lp, para 1 < p ≤ 2, são 2-uniformemente
convexos.

Prova: Fazendo x̃ = x+ y e ỹ = x− y temos, pela desigualdade (4.9), que

1

2

(
‖x̃‖2

p + ‖ỹ‖2
p

)
≥
∥∥∥∥ x̃+ ỹ

2

∥∥∥∥2

p

+ (p− 1)

∥∥∥∥ x̃− ỹ

2

∥∥∥∥2

p

.

Se ‖x̃‖ = ‖ỹ‖ = 1 e ‖x̃− ỹ‖ ≥ 2ε, temos∥∥∥∥ x̃+ ỹ

2

∥∥∥∥2

p

≤ 1− (p− 1)

∥∥∥∥ x̃− ỹ

2

∥∥∥∥2

p

≤ 1− (p− 1)ε2. (4.14)

Elevando ambos os lados da desigualdade (4.14) na potência 1
2

e utilizando
o Lema 3.1.4, obtemos∥∥∥∥ x̃+ ỹ

2

∥∥∥∥
p

≤
(
1− (p− 1)ε2

) 1
2

≤ 1− (p− 1)

2
ε2.

Portanto,

δLp(ε) ≥ 1−
∥∥∥∥ x̃+ ỹ

2

∥∥∥∥
p

≥ (p− 1)

2
ε2,

e isto completa a prova.

Corolário 4.2.2. Os espaços Lp, para 2 ≤ p < ∞, são 2-uniformemente
suaves.
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Prova: Sejam x e y ∈ Lp tais que ‖x‖ = 1 e ‖y‖ = τ . Pelo Lema 3.3.1 e
pela Proposição 4.2.1 temos

‖x+ y‖p + ‖x− y‖p
2

≤

(
‖x+ y‖2

p + ‖x− y‖2
p

2

) 1
2

≤
(
‖x‖2

p + (p− 1) ‖y‖2
p

) 1
2

=
(
1 + (p− 1)τ 2

) 1
2

≤ 1 +
(p− 1)

2
τ 2.

Ou seja,
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2
− 1 ≤ (p− 1)

2
τ 2.

Portanto, ρLp(τ) ≤ (p−1)
2

τ 2.

4.3 Convexidade 2- Uniforme do Espaço de

Hilbert

Definição 4.3.1. (Relação de ordem “simbolo O grande”) Suponha que
x→ x0, com valores em R. Seja N0 uma vizinhança de x0 tal que

|f(x)| ≤ k|g(x)|

para todo x ∈ N0 ∩ R, onde k é uma constante que independe de x. Então
dizemos que f(x) é O grande de g(x) quando x → x0 e escrevemos simboli-
camente f(x) = O(g(x)).

Proposição 4.3.1. Qualquer espaço de Hilbert H é 2-uniformemente suave
e 2-uniformemente convexo e 2 é o melhor expoente para cada propriedade.

Prova: Usando a identidade do paralelogramo, ou seja,

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2) ,

com ‖x‖ = ‖y‖ = 1 e ‖x− y‖ = 2ε, temos,

‖x+ y‖2 = 4− ‖x− y‖2 = 4(1− ε2).

Portanto, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

= (1− ε2).
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Elevando ambos os lados da desigualdade na potência 1
2
, pelo Lema 3.1.4

obtemos, ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ = (1− ε2)
1
2 ≤ 1−

(ε
2

)2

,

o que é equivalente a

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ≥ (ε2)2

.

Então o espaço de Hilbert H é 2-uniformemente convexo. Para provarmos
que o espaço de Hilbert é 2-uniformemente suave, note que pelo Lema 3.3.1
temos

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

≤

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

2

) 1
2

. (4.15)

Fazendo ‖x‖ = 1 e ‖y‖ = τ e substituindo em (4.15), aplicando a lei do
paralelogramo e o Lema 3.1.5, obtemos

‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

≤

(
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2

2

) 1
2

=
(
‖x‖2 + ‖y‖2) 1

2

= (1 + τ 2)
1
2

≤ 1 +
τ 2

2
.

Então,
‖x+ y‖+ ‖x− y‖

2
− 1 ≤ τ 2

2
,

ou seja,

ρH(τ) ≤ τ 2

2
.

Para concluir a prova da proposição temos que mostrar que 2 é o melhor
expoente para cada propriedade.

Vamos analisar primeiro o caso 2-uniformemente convexo. Note que,

lim
ε→0

1− (1− ε2)
1
2

ε2
=

1

2
.

Portanto,
1−(1−ε2)

1
2

ε2
é limitado. Então pela definição (4.3.1), temos que

1−
(
1− ε2

) 1
2 ' O(ε2).
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De modo análogo conclúımos que

−1 + (1 + τ 2)
1
2 ' O(ε2).

Agora vamos mostrar um resultado importante sobre a constante de p-suavidade
uniforme do espaço normado X e a constante q-convexidade uniforme de seu
dual X∗.

4.4 Dualidade entre Convexidade e Suavi-

dade Uniforme

Proposição 4.4.1. (Dualidade para q-Convexidade Uniforme e p-Suavidade
Uniforme). Seja X um espaço normado e X∗ seu dual. Então a constante
de p-suavidade uniforme de X (a constante k em (3.23)) é igual a constante
de q-convexidade uniforme de X∗ (a constante k em (3.22))

Prova: Primeiramente vamos supor que a constante de q-convexidade uni-
forme de X∗ seja k e vamos mostrar que k é uma constante de p-suavidade
uniforme de X. Sejam x, y ∈ X. Vamos denotar as normas de X e X∗ por
‖ ·‖. Pelo Corolário 1.1.1, existem λ e µ ∈ X∗ tais que

‖λ‖ = ‖µ‖ = 1, λ(x+ y) = ‖x+ y‖ e µ(x− y) = ‖x− y‖ .

Defina φ, ψ ∈ X∗ por

φ = z−
1
q ‖x+ y‖p−1 λ e ψ = z−

1
q ‖x− y‖p−1 µ,

onde

z =
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2
.

Afirmação 1:
‖φ‖q + ‖ψ‖q = 2.

De fato,

‖φ‖q + ‖ψ‖q = z−1 ‖x− y‖p ‖λ‖+ z−1 ‖x+ y‖p ‖µ‖
= z−1 (‖x+ y‖p + ‖x− y‖p)

=
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p(

‖x+y‖p+‖x−y‖p

2

)
= 2.
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Afirmação 2:

φ(x+ y) + ψ(x− y)

2
=

(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2

) 1
p

.

De fato,

φ(x+ y) + ψ(x− y)

2
=

z−
1
q ‖x+ y‖p−1 λ(x+ y) + z−

1
q ‖x− y‖p−1 µ(x− y)

2

=
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2
(
‖x+y‖p+‖x−y‖p

2

) 1
q

=
(‖x+ y‖p + ‖x− y‖p)1− 1

q

21− 1
q

=

(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2

) 1
p

.

Portanto,(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2

) 1
p

=
φ(x+ y) + ψ(x− y)

2

=
(φ+ ψ)(x)

2
+

(φ− ψ)(y)

2

=
(φ+ ψ)(x)

2
+

(φ− ψ)(ky)

2k

≤
∣∣∣∣(φ+ ψ)(x)

2
+

(φ− ψ)(ky)

2k

∣∣∣∣
≤
∥∥∥∥φ+ ψ

2

∥∥∥∥ ‖x‖+

∥∥∥∥φ− ψ

2k

∥∥∥∥ ‖ky‖
≤
[∥∥∥∥φ+ψ

2

∥∥∥∥+

∥∥∥∥φ−ψ2k

∥∥∥∥](‖x‖+‖ky‖
)
. (4.16)

Utilizando as desigualdades de Hölder e a desigualdade (3.20) em (4.16),
obtemos(
‖x+ y‖p + ‖x− y‖p

2

) 1
p

≤
[∥∥∥∥φ+ ψ

2

∥∥∥∥+

∥∥∥∥φ− ψ

2k

∥∥∥∥] · [ ‖x‖+ ‖ky‖
]

≤
[∥∥∥∥φ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

∥∥∥∥φ− ψ

2k

∥∥∥∥q] 1
q

·
[
‖x‖p + ‖ky‖p

] 1
p

≤
(
‖φ‖q + ‖ψ‖q

2

) 1
q

· (‖x‖p + ‖ky‖p)
1
p

= (‖x‖p + ‖ky‖p)
1
p .
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Agora vamos supor que a constante de p-suavidade uniforme de X seja k
e vamos mostrar que k á uma constante de q-convexidade uniforme de X∗.
Sejam ϕ e ψ ∈ X∗. Como X∗ é reflexivo, então X é reflexivo. Logo, existem
x̃ e ỹ ∈ X tais que ‖x̃‖ = ‖ỹ‖ = 1,

‖ϕ+ ψ‖ = (ϕ+ ψ)(x̃)

e
‖ϕ− ψ‖ = (ϕ− ψ)(ỹ).

Sejam u e v ∈ X dados por

u = z−
1
p

∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q−1

· x̃
2

e v = z−
1
p

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q−1

· ỹ

2k
,

onde

z =

∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q .
Afirmação 1:

‖u‖p + ‖kv‖p =
1

2p
.

De fato,

‖u‖p + ‖kv‖p = z−1

[(
1

2

)p ∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥p(q−1)

+

(
1

2k

)p
kp
∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥p(q−1)
]

= z−1

[(
1

2

)p ∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

(
1

2

)p ∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q]

=

(
1
2

)p [∥∥ϕ+ψ
2

∥∥q +
∥∥ϕ−ψ

2k

∥∥q]∥∥ϕ+ψ
2

∥∥q +
∥∥ϕ−ψ

2k

∥∥q
=

1

2p

Afirmação 2:

(ϕ+ ψ)(u) + (ϕ− ψ)(v) =

(∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q) 1
q

.

De fato,

(ϕ+ ψ)(u) + (ϕ− ψ)(v) = z−
1
p

(∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q−1

+

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q−1
)

=

∥∥ϕ+ψ
2

∥∥q +
∥∥ϕ−ψ

2k

∥∥q(∥∥ϕ+ψ
2

∥∥q +
∥∥ϕ−ψ

2k

∥∥q) 1
p

=

(∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q) 1
q

.
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Portanto,(∥∥∥∥ϕ+ ψ

2

∥∥∥∥q +

∥∥∥∥ϕ− ψ

2k

∥∥∥∥q) 1
q

= (ϕ+ ψ)(u) + (ϕ− ψ)(v)

= ϕ(u+ v) + ψ(u− v)

≤ ‖ϕ‖ ‖u+ v‖+ ‖ψ‖ ‖u− v‖
≤

[
‖u+ v‖+ ‖u− v‖

][
‖ϕ‖+ ‖ψ‖

]
≤ 2

(
‖u+ v‖p + ‖u− v‖p

) 1
p
(
‖ϕ‖q + ‖ψ‖q

) 1
q

≤ 3 2
1
p
(
‖x‖p + ‖ky‖p

) 1
p
(
‖ϕ‖q + ‖ψ‖q

) 1
q

= 2
1
p · 2−1

(
‖ϕ‖q + ‖ψ‖q

) 1
q

=
1

21− 1
p

(
‖ϕ‖q + ‖ψ‖q

) 1
q

=

(
‖ϕ‖q + ‖ψ‖q

2

) 1
q

.

Isto completa a prova.

Proposição 4.4.2. (Dualidade da Desigualdade de Hanner). Seja X um
espaço normado e X∗ o seu dual. Sejam 1 < p ≤ 2 e 1

p
+ 1

q
= 1. Então, se

‖φ+ ψ‖q + ‖φ− ψ‖q ≤
(
‖φ‖+ ‖ψ‖

)q
+
∣∣ ‖φ‖ − ‖ψ‖ ∣∣q (4.17)

vale para todo φ, ψ ∈ X∗, temos

‖y + z‖p + ‖y − z‖p ≥
(
‖y‖+ ‖z‖

)p
+
∣∣ ‖z‖ − ‖y‖ ∣∣p, (4.18)

para todo y, z ∈ X.

Prova: Suponhamos primeiro que (4.17) vale em X∗ e vamos mostrar que
(4.18) vale em X. Fazendo, y = u + v e z = u− v e substituindo em (4.18)
temos

2p
(
‖u‖p + ‖v‖p

)
≥
(
‖u+ v‖+ ‖u− v‖

)p
+
∣∣ ‖u+ v‖ − ‖u− v‖

∣∣p. (4.19)

Sem perda de generalidade, assuma que ‖u+ v‖ = 1 e r := ‖u− v‖ ≤ 1.

Afirmação 1: Podemos reescrever o lado direito de (4.19) como

Rp = α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p = (1 + r)p + (1− r)p,

onde

α = (1 + r)p−1 + (1− r)p−1 e β = r1−p[(1 + r)p−1 − (1− r)p−1
]
.

2Pela desigualdade de Hölder.
3Pela desigualdade (3.23).
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De fato,

Rp = α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p

= α+ βrp

= (1 + r)p−1 + (1− r)p−1 + r(1 + r)p−1 − r(1− r)p−1

= (1 + r)(1 + r)p−1 + (1− r)(1− r)p−1

= (1 + r)p + (1− r)p.

Pelo Corolário 1.1.1, sejam λ, µ ∈ X∗ tais que

‖λ‖ = ‖µ‖ = 1, λ(u+ v) = ‖u+ v‖ e µ(u− v) = ‖u− v‖ .

Defina,

φ = αR
−p
q ‖u+ v‖p−1 λ e ψ = βR−

p
q ‖u− v‖p−1 µ.

Afirmação 2:
φ(u+ v) + ψ(u− v) = R.

De fato,

φ(u+ v)+ψ(u− v) = αR−
p
q ‖u+ v‖ ‖u+ v‖p−1+ βR−

p
q ‖u− v‖ ‖u− v‖p−1

= R−
p
q
(
α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p

)
=

 α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p(
α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p

) 1
q


= (α ‖u+ v‖p + β ‖u− v‖p)

1
p

= (Rp)
1
p

= R.

Portanto, pela desigualdade de Hölder,

R = φ(u+ v) + ψ(u− v) = (φ+ ψ)(u) + (φ− ψ)(v)

≤ |(φ+ ψ)(u) + (φ− ψ)(v)|
≤ ‖φ+ ψ‖ ‖u‖+ ‖φ− ψ‖ ‖v‖
≤

[
‖φ+ ψ‖+ ‖φ− ψ‖

][
‖u‖+ ‖v‖

]
≤ (‖φ+ ψ‖q + ‖φ− ψ‖q)

1
q (‖u‖p + ‖v‖p)

1
p .

Para completar a demostração de (4.19), precisamos mostrar que,

T := ‖φ+ ψ‖q + ‖φ− ψ‖q ≤ 2q.
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Mas, por (4.17) temos,

T = ‖φ+ ψ‖q + ‖φ− ψ‖q

≤ (‖φ‖+ ‖ψ‖)q +
∣∣ ‖φ‖ − ‖ψ‖ ∣∣q

=
[
R−

p
qα ‖u+ v‖p−1 ‖λ‖+R−

p
q β ‖u− v‖p−1 ‖µ‖

]q
+
[
R−

p
qα ‖u+ v‖p−1 ‖λ‖ −R−

p
q β ‖u− v‖p−1 ‖µ‖

]q
= R−p

[
α+ βrp−1

]q
+R−p

[
α− βrp−1

]q
= R−p

[
(1 + r)p−1 + (1− r)p−1 + r1−p[(1 + r)p−1 − (1− r)p−1

]
rp−1

]q
+R−p

[
(1 + r)p−1 + (1− r)p−1 − r1−p[(1 + r)p−1 − (1− r)p−1

]
rp−1

]q
= R−p

[
2(1 + r)p−1

]q
+R−p

[
2(1− r)p−1

]q
=

2q

Rp

[
(1 + r)p + (1− r)p

]
= 2q

(1 + r)p + (1− r)p

(1 + r)p + (1− r)p

= 2q.

Vimos no Caṕıtulo 3 duas definições para r-convexidade uniforme e t-sua-
vidade uniforme, agora vamos terminar o caṕıtulo provando a equivalência
destas duas definições.

Teorema 4.4.1. (Equivalência das Definições de r-Convexidade Uniforme
e t-Suavidade Uniforme). Seja X um espaço normado. Então (3.20) vale
para alguma constante k e para todo x, y ∈ X se, e somente se, δx(ε) ≥

(
ε
c

)r
vale para r > 1 e alguma constante c. Similarmente, (3.23) vale para alguma
constante k e para todo x, y ∈ X se, e somente se, ρX(τ) ≤ cτ r vale para
alguma constante c.

Prova: Pela Proposição (3.3.4), temos que a validade de (3.23) para alguma
constante k e para x, y ∈ X implica que ρX(τ) ≤ cτ r vale para alguma
constante c. Agora suponhamos que ρX(τ) ≤ cτ r vale para 1 < r ≤ 2 e

alguma constante c. Sejam ‖x‖ = 1 e ‖y‖ ≤ 1. Logo ‖x+y‖+‖x−y‖
2

− 1 ≤
(c ‖y‖)r. Defina os números

b :=
‖x+ y‖+ ‖x− y‖

2
e a :=

‖x+ y‖ − ‖x− y‖
‖x+ y‖+ ‖x− y‖

.

Afirmação:(
‖x+y‖r +‖x−y‖r

2

) 1
r

− ‖x+y‖+ ‖x−y‖
2

= b

[(
(1+a)r +(1−a)r

2

) 1
r

−1

]
(4.20)
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De fato,

b

[(
(1 + a)r + (1− a)r

2

) 1
r

− 1

]
=

= b


(
1 + ‖x+y‖−‖x−y‖

‖x+y‖+‖x−y‖

)
2

r

+

(
1− ‖x+y‖−‖x−y‖

‖x+y‖+‖x−y‖

)
2

r
1
r

− b

=
‖x+ y‖+ ‖x− y‖

2

[(
2 ‖x+ y‖

‖x+ y‖+ ‖x− y‖

)r
+

(
2 ‖x− y‖

‖x+ y‖+ ‖x− y‖

)r] 1
r 1

2
1
r

− ‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

=

{(
‖x+ y‖+‖x− y‖

2

)r[
2 r ‖x+ y‖r + 2 r ‖x− y‖r(
‖x+ y‖+ ‖x− y‖

)r
]} 1

r
1

2
1
r

− ‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

=

(
‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2

) 1
r

− ‖x+ y‖+ ‖x− y‖
2

.

A função de a do lado direito em (4.20) desaparece quadraticamente na
origem: seja

p(a) = b

[(
(1 + a)r + (1− a)r

2

) 1
r

− 1

]
,

ou seja, p(0) = 0. Então uma simples estimativa usando o Teorema de Taylor
mostra que p(a) é limitado por Dra

2 para alguma constante Dr dependendo
somente de r. De fato, usando o Teorema de Taylor com resto de Lagrange
podemos escrever p(a) como,

p(a) =
r(r − 1)

2!
ξ2,

onde ξ ∈ (0, a). Fazendo Dr = r(r−1)
2

, obtemos que

p(a) = Drξ
2 ≤ Dra

2.

Então, desde que |a| ≤ ‖y‖
b
≤ ‖y‖ e 1 < r ≤ 2, temos, por (4.20) e pela

suposição em ρX , que(
‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2

) 1
r

≤ 1 + cr ‖y‖r +Dr ‖y‖2 .
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Logo,

‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2
≤

(
1 + cr ‖y‖r +Dr ‖y‖2)r

≤ (1 + (c+Dr) ‖y‖)r

≤ 1 + krr ‖y‖
r ,

para todo x, y ∈ X com ‖x‖ = 1 e ‖y‖ ≤ 1 e a constante kr dependendo
somente de c e r. Portanto,

‖x+ y‖r + ‖x− y‖r

2
≤ ‖x‖r + krr ‖y‖

r , (4.21)

para todo x, y ∈ X com ‖x‖ = 1 e ‖y‖ ≤ 1. Finalmente, aplicando a
desigualdade para x

‖x‖ e y
‖x‖ , (4.21) vale para todo x e y, tal que ‖y‖ ≤ ‖x‖.

Assumindo que kr > 1, (4.21) vale para todo x e y. Agora pela Proposição
3.3.3 temos que a validade de (3.20) para alguma constante k e para x e y ∈ X
implica que δX(ε) ≥

(
ε
c

)r
vale para alguma constante c. Agora suponhamos

que δX(ε) ≥
(
ε
c

)r
vale para alguma constante c. Então, pelo teorema (2.3.1)

temos

ρX∗(τ) = sup{τε− δX(ε) : 0 ≤ ε ≤ 1}

≤ sup
{
τε−

(ε
c

)r
: 0 ≤ ε ≤ 1

}
≤ sup

{
τε− εr

(
1

c

)r
: 0 ≤ ε ≤ 1

}
= (τc′)r

′
,

onde 1
r
+ 1

r′
= 1. Então pelo que mostramos na primeira parte deste teorema,

existe uma constante k que torna (3.23) válida em X∗. Logo, pela proposição
4.4.1, (3.20) é válida para emX∗∗ e, portanto, paraX, para alguma constante
k.
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Caṕıtulo 5

Espaços Cp

Neste caṕıtulo vamos mostrar a desigualdade “fácil” de Clarkson. Prova-
remos a desigualdade ótima 2-uniformemente convexa. E também que os
espaços Cp são 2-uniformemente convexos.

5.1 Definições e algumas propriedades so-

bre o traço de uma Matriz

Definição 5.1.1. (Espaços Cp) Dado 1 ≤ p < ∞, denotamos por Cp o
espaço de Banach de operadores compactos em um espaço de Hilbert H,
com a norma

‖X‖p =
(
tr (X∗X)

p
2

) 1
p

=
(
tr (XX∗)

p
2

) 1
p
<∞, (5.1)

onde X é um operador compacto de H, X∗ é o seu adjunto e

tr(B) =
∑
k

(Bek, ek),

para {ek} base ortonormal de H.

Para p = ∞, sejam X e Y espaços de Banach e L(X, Y ) o conjunto de
todos os operadores lineares e limitados de X em Y . Seja A ∈ L(X, Y ),
definimos

‖A‖ = sup
x∈X
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

.

Dizemos que ‖A‖ é a norma usual de operadores.

Notação: Seja H um espaço de Hilbert. Vamos denotar por L(H) o con-
junto de operadores limitados de H em H.
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Definição 5.1.2. Um operador U ∈ L(H) é chamado uma isometria se
‖Ux‖ = ‖x‖ para todo x ∈ H. U é chamado uma isometria parcial se U é

uma isometria restrita ao subespaço fechado
(
Ker(U)

)⊥
.

Para o próximo lema, necessitaremos do bem conhecido Teorema da Decom-
posição Polar, que enunciamos a seguir.

Definição 5.1.3. Dado A ∈ L(H), com A∗A ≥ 0, então |A| :=
√
A∗A.

Teorema 5.1.1. (Decomposição Polar). Seja A um operador linear limitado
em um espaço de Hilbert H. Então existe uma isometria parcial U tal que
A = U |A|. Além disso, U é unicamente determinado pela condição KerU =
KerA. Ou ainda, domU = domA.

Prova: Veja [19].

Lema 5.1.1. Sejam A e B dois operadores em Cp. Então,

|tr (AB) | ≤
(
tr (|A∗| · |B|)

) 1
2
(
tr (|A| · |B∗|)

) 1
2 .

Prova: Sejam A e B dois operadores em Cp e sejam U e V isometrias
parciais tais que (conforme o Teorema 5.1.1) A = U |A| e B = V |B| sejam as
decomposições polares de A e B, respectivamente. Então,

|tr (AB) | = |tr (U |A|V |B|) |

=
∣∣∣tr(|B| 12U |A|V |B| 12)∣∣∣

=
∣∣∣tr((|B| 12U |A| 12 )(|B| 12V ∗|A|

1
2 )
)∣∣∣ .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

|tr (AB) |2 ≤ tr
(
|B|

1
2U |A|

1
2 |A|

1
2U∗|B|

1
2

)
tr
(
|B|

1
2V ∗|A|

1
2 |A|

1
2V |B|

1
2

)
= tr (U |A|U∗|B|) tr (|A|V |B|V ∗)

= tr (|A∗||B|) tr (|A||B∗|) .

já que |A∗| = U |A|U∗ e |B∗| = V |B|V ∗. Ou seja,

|tr (AB) | ≤
(
tr (|A∗| · |B|)

) 1
2
(
tr (|A| · |B∗|)

) 1
2 ,

como queŕıamos provar.

Observação 5.1.1. Muitas desigualdades familiares para a norma Lp

valem também para a norma Cp, como mostra as seguintes proposições.
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Proposição 5.1.1. (Desigualdade de Hölder). Sejam X, Y ∈ Cp. Então,

‖XY ‖r ≤ ‖X‖p ‖Y ‖q ,

onde 1
r

= 1
p

+ 1
q
.

Prova: Uma prova pode ser encontrada em [7].

Proposição 5.1.2. Sejam A e B ∈ Cp. Então, usando a desigualdade tri-
angular para ‖·‖1, temos

tr (|A+B|) ≤ tr (|A|+ |B|) .

Prova: Seja {ϕn}∞n=1 uma base ortonormal. Sejam U , V e W isometrias
parciais provenientes das decomposições polares, assim

A = V |A|, B = W |B| e A+B = U |A+B|.

Note que ‖A‖1 = tr (|A|) e ‖A‖2 = (tr (A∗A))
1
2 = (tr (|A|2))

1
2 .

Fazendo ϕ′n = Uϕn e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos,

tr (|A+B|) =
∞∑
n=1

(ϕn, |A+B|ϕn)

=
∞∑
n=1

(ϕn, U
∗(A+B)ϕn)

=
∞∑
n=1

(ϕn, (U
?A+ U∗B)ϕn)

=
∞∑
n=1

(ϕn, Aϕ
′
n) +

∞∑
n=1

(ϕn, Bϕ
′
n)

=
∞∑
n=1

(ϕn, V |A|ϕ′n) +
∞∑
n=1

(ϕn,W |B|ϕ′n)

=
∞∑
n=1

(|A|
1
2V ∗ϕn, |A|

1
2ϕ′n) +

∞∑
n=1

(|B|
1
2W ∗ϕn, |B|

1
2ϕ′n)

≤
∞∑
n=1

∥∥∥|A| 12V ∗ϕn

∥∥∥∥∥∥|A| 12ϕ′n∥∥∥+
∞∑
n=1

∥∥∥|B| 12W ∗ϕn

∥∥∥∥∥∥|B| 12ϕ′n∥∥∥ .
≤

(
∞∑
n=1

∥∥∥|A| 12V ∗ϕn

∥∥∥2
) 1

2
(

∞∑
n=1

∥∥∥|A| 12ϕ′n∥∥∥2
) 1

2

+

(
∞∑
n=1

∥∥∥|B| 12W ∗ϕn

∥∥∥2
) 1

2
(

∗∑
n=1

∥∥∥|B| 12ϕ′n∥∥∥)
1
2

,
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onde a última desigualdade segue pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Agora, pela definição de norma, segue que

tr (|A+B|) ≤
∥∥∥|A| 12V ∗

∥∥∥
2

∥∥∥|A| 12∥∥∥
2
+
∥∥∥|B| 12W ∗

∥∥∥
2

∥∥∥|B| 12∥∥∥
2

≤
∥∥∥|A| 12∥∥∥2

2
+
∥∥∥|B| 12∥∥∥2

2

= ‖A‖1 + ‖B‖1

= tr (|A|) + tr (|B|) ,

pois, ∥∥∥|A| 12∥∥∥2

2
=

[(
tr
(
|A|

1
2

)2
) 1

2

]2

= tr (|A|) = ‖A‖1 .

Isto completa a prova.

Observação 5.1.2. Por outro lado muitas desigualdades para normas Lp

não valem para normas Cp. Muitos destes exemplos estão relacionados com
a aplicação

X 7−→ |X| = (X∗X)
1
2 .

Se f e g ∈ Lp então vale que ‖|f | − |g|‖p ≤ ‖f − g‖p. Mas isto não é ver-
dade em geral para o espaço Cp, como mostra a próxima proposição. Antes,
precisamos definir os operadores de Hilbert-Schmidt.

Definição 5.1.4. (Operadores de Hilbert-Schmidt) Um operador T ∈ L(H)
é chamado Hilbert-Schmidt se, e somente se, tr (T ∗T ) < ∞. A famı́lia de
todos os operadores Hilbert-Schmidt é denotada por l2. Vamos denotar o
espaço de Hilbert-Schmidt por HS

Proposição 5.1.3. Sejam A e B dois operadores de Hilbert-Schimidt no
espaço de Hilbert H. Então,∥∥|A| − |B|∥∥

HS
≤ 2

1
2 ‖A−B‖ .

Prova: Vamos provar apenas um caso particular. A prova para o caso geral
pode ser encontrado em [1]. Sejam X e Y operadores pertencentes ao espaço
Hilbert-Schmidt e Q um operador linear limitado satisfazendo X ≥ 0, Y ≥
0 e ‖Q‖ ≤ 1.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que

2|tr (XY ) | ≤ 2 (tr (XX∗))
1
2 (tr (Y ∗Y ))

1
2

≤ tr (XX∗) + tr (Y ∗Y ) . (5.2)
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Então,

4|tr (QXY ) | = 4
∣∣∣tr((Y 1

2QX
1
2 )(X

1
2Y

1
2 )
) ∣∣∣

≤ 2 2 tr
(
Y

1
2QXQ∗Y

1
2

)
+ 2 tr

(
Y

1
2XY

1
2

)
= 2 tr (Y QXQ∗) + 2 tr (XY )

≤ 2 tr (Y QQ∗Y ) + tr
(
QX2Q∗)+ 2 tr (XY )

= tr
(
Y 2QQ∗)+ tr

(
X2Q∗Q

)
+ 2 tr (XY )

= tr
(
X2|Q|2

)
+ tr

(
Y 2|Q|2

)
+ 2 tr (XY )

≤ tr
(
X2 + Y 2 +XY + Y X

)
. (5.3)

Sejam A = U |A| e B = V |B| as decomposições polares de A e B respecti-
vamente. Usando a desigualdade (5.3) para X = |A|, Y = |B| e Q = V ∗U ,
obtemos,

2 ‖A−B‖2
HS = 2 tr ((A−B)∗(A−B))

= 2 tr
(
|A|2 + |B|2

)
− 2 Re(|B|V ∗U |A|)

≥ 2 tr
(
|A|2 + |B|2

)
− tr

(
|A|2 + |B|2 + |A||B|+ |B||A|

)
= tr

(
|A|2 + |B|2

)
− tr (|A||B|+ |B||A|)

= tr (|A| − |B|)2

=
∥∥|A| − |B|∥∥2

HS
.

Portanto temos ∥∥|A| − |B|∥∥
HS
≤ 2

1
2 ‖A−B‖ ,

como enunciado.

Observação 5.1.3. O coeficiente que aparece na Proposição 5.1.3 é o melhor
posśıvel considerando A e B dois operadores quaisquer. Porém, se A e B são
auto-adjuntos, então 1 é o melhor coeficiente.

5.2 Desigualdades de Clarkson

Agora vamos enunciar e provar vários lemas que serão utilizados para a de-
mostração da desigualdade “fácil” de Clarkson para o caso Cp. A prova dessa
desigualdade foi feita por Dixmier, [7].

Lema 5.2.1. Sejam A e B operadores em Cp. Então,

|tr (AB) | ≤ tr (|AB|) ≤ ‖A‖1 tr (|B|) .
2Por (5.2).
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Prova: Suponhamos primeiramente que A ≥ 0 e B ≥ 0. Temos então,
B

1
2AB

1
2 ≤ ‖A‖B e, portanto,

tr (AB) = tr
(
B

1
2AB

1
2

)
≤ tr

(
B

1
2 ‖A‖B

1
2

)
= ‖A‖ tr (B) .

Agora supondo que A e B são dois operadores quaisquer, A,B ∈ Cp, temos
então,

tr (|A∗|.|B|) ≤ ‖|A∗|‖ tr (|B|) = ‖A‖ tr (|B|) . (5.4)

De fato, pelo Lema (5.1.1) e observando que |A∗| = U |A|U∗, |B∗| = V |B|V ∗

e B = V |B|, onde U e V são isometrias parciais, temos

|tr (AB) | ≤
(
tr (|A∗| · |B|)

) 1
2 · tr

((
|A| · |B∗|

) 1
2

)
≤ 3

(∥∥|A∗|∥∥tr (|B|)
) 1

2 ·
(
‖A‖ tr (|B∗|)

) 1
2

=
(
‖U |A|U∗‖ tr (|B|)

) 1
2 ·
(∥∥|A|∥∥tr (V |B|V ∗)

) 1
2

≤
∥∥|A|∥∥

1

(
tr (|B|)

) 1
2 ·
(
tr (|B|V ∗V )

) 1
2

= ‖A‖1 tr (|B|)

Então, tr (AB) ≤ ‖A‖1 tr (|B|). Para provarmos a primeira desigualdade,
seja I o operador identidade em Cp, então, pela desigualdade (5.4),

|tr (AB) | = |tr (IAB) | ≤ ‖I‖ tr (|AB|) = tr (|AB|) .

Para provarmos a última desigualdade, seja U uma isometria parcial tal que
|AB| = UAB. Então, novamente pela desigualdade (5.4), temos

tr (|AB|) = tr (UAB) ≤ ‖UA‖1 tr (|B|) ≤ ‖A‖1 tr (|B|) .

Lema 5.2.2. Sejam p ≥ 2, 1
p
+ 1

q
= 1 e A, B, C e D operadores pertencentes

a Cp. Então,

|tr
(
(A+B)C + (A−B)D

)
| ≤ 2

1
q
[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p
[
‖C‖qq + ‖D‖qq

] 1
q .

Se p = ∞ vamos usar a norma[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p = sup{‖A‖p , ‖B‖p}.

3Por (5.4).
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Prova: Primeiro vamos supor p = ∞ e q = 1. Assim, pelo Lema 5.2.1,

|tr
(
(A+B)C + (A−B)D

)
| = |tr ((A+B)C) + tr ((A−B)D) |
≤ |tr ((A+B)C) |+ |tr ((A−B)D) |
≤ ‖A+B‖∞ tr (|C|) + ‖A−B‖∞ tr (|D|)
= ‖A+B‖∞ ‖C‖1 + ‖A−B‖∞ ‖D‖1

≤
(
‖A‖∞ + ‖B‖∞

)(
‖C‖1 + ‖D‖1

)
≤ 2 sup{‖A‖∞ , ‖B‖∞}

(
‖C‖1 + ‖D‖1

)
= 2

[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p
(
‖C‖1 + ‖D‖1

)
.

Agora vamos supor que p 6= ∞ e q 6= 1,

|tr
(
(A+B)C + (A−B)D

)
| = |tr ((A+B)C) + tr ((A−B)D) |
≤ |tr ((A+B)C) |+ |tr ((A−B)D) |
≤4 ‖A+B‖2 ‖C‖2 + ‖A−B‖2 ‖D‖2

≤
[
‖A+B‖2 + ‖A−B‖2

][
‖C‖2 + ‖D‖2

]
≤5

[
‖A+B‖2

2 + ‖A−B‖2
2

] 1
2
[
‖C‖2

2 + ‖D‖2
2

] 1
2

≤6 2
1
2

[
‖A‖2

2 + ‖B‖2
2

] 1
2
[
‖C‖2

2 + ‖D‖2
2

] 1
2 .

Lema 5.2.3. Seja A ∈ Cp, com 1 ≤ p <∞. Então

‖A‖p = sup
{
|tr (AB) | : ‖B‖q ≤ 1

}
,

onde B ∈ Cq, com 1
p

+ 1
q

= 1.

Prova: Como vale a desigualdade de Hölder, ou seja, |tr (AB) | ≤ ‖A‖p ‖B‖q,
é suficiente mostrar que existe um operador B ∈ Cp tal que ‖Bq‖ ≤ 1 e
|tr (AB) | = ‖A‖p. Sejam A = U |A| e |A∗| = U |A|U∗ a decomposição polar

de A. Considere B = λU∗|A∗|p−1, para λ > 0. Então,

AB = U |A|λU∗|A∗|p−1 = |A∗|UλU∗|A∗|p−1 = λU∗|A∗|pU = λ|A∗|p.

Logo,
tr (AB) = tr (λ|A∗|p) = λtr (|A∗|p) = λtr (|A|p) .

Por outro lado, como ‖B‖ = λ|A∗|p−1, então,

tr (|B|q) = tr (λq|A∗|p) = λqtr (|A∗|p) = λqtr (|A|p) .
4Pelo Lema 5.2.1.
5Pela desigualdade de Hölder.
6Pela identidade do paralelogramo.
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Como por hipótese ‖B‖q ≤ 1, se tr (|A∗|p) 6= 0, basta tomar λ =
(
tr (|A|p)

)− 1
q

para que tr (|B|q) = 1 e

|tr (AB) | = λtr (|A|p) =
1 · tr (|A|p)(
tr (|A|p)

) 1
q

=
(
tr (|A|p)

) 1
p = ‖A‖p .

Teorema 5.2.1. (Desigualdades de Clarkson para matrizes). Sejam A e
B ∈ Cp. Então valem as seguintes desigualdades:

Para 2 ≤ p <∞,

‖A+B‖pp + ‖A−B‖pp ≤ 2p−1
(
‖A‖pp + ‖B‖pp

)
. (5.5)

Para 1 < p ≤ 2 e q = p
p−1

,

‖A+B‖qp + ‖A−B‖qp ≤ 2
(
‖A‖pp + ‖B‖pp

) q
p . (5.6)

Prova: Vamos provar apenas (5.5). Dado ε > 0, existem números c ≥ 0 e
d ≥ 0 tais que

(cq + dq)
1
q ≤ 1

e [
‖A+B‖pp + ‖A−B‖pp

] 1
p ≤ c ‖A+B‖p + d ‖A−B‖p + ε.

Por outro lado, existe um operador C ∈ Cq tal que ‖C‖q = c e pelo Lema
5.2.3 temos que, para ε > 0,

‖A+B‖p ‖C‖q ≤ |tr ((A+B)C) |+ ε.

Vamos supor que tr ((A+B)C) ≥ 0. De forma análoga, existe D ∈ Cp tal
que ‖D‖q = d e

‖A−B‖p ‖D‖q ≤ |tr ((A−B)C) |+ ε

e também vamos supor que tr ((A−B)C) ≥ 0. Temos então,[
‖A+B‖pp + ‖A−B‖pp

] 1
p ≤ c ‖A+B‖p + d ‖A−B‖p + ε

= ‖A+B‖p ‖C‖q + ‖A−B‖p ‖D‖q
≤ tr ((A+B)C) + tr ((A−B)C) + ε+ 2ε

≤ 5 2
1
q
[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p
[
‖C‖qq + ‖D‖qq

] 1
q + 3ε

= 2
1
q
[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p
[
cq + dq

] 1
p + 3ε

≤ 2
1
q
[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p + 3ε,

5Pelo Lema 5.2.2.
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qualquer que seja ε > 0. Portanto,[
‖A+B‖pp + ‖A−B‖pp

] 1
p ≤ 2

1
q
[
‖A‖pp + ‖B‖pp

] 1
p .

Observação 5.2.1. As desigualdades (5.5) e (5.6) para 1 < p ≤ 2 e 2 ≤
p <∞, respectivamente, valem em sentido inverso. A prova da desigualdade
(5.6) pode ser encontrada em [8], [2] ou [20].

Corolário 5.2.1. O espaço Cp é p-uniformemente convexo para 2 ≤ p <∞.

Prova: Usando a desigualdade

‖A+B‖pp + ‖A−B‖pp ≤ 2
p
q
(
‖A‖pp + ‖B‖pp

)
,

com ‖A‖ = ‖B‖ = 1 e ‖A−B‖ ≥ 2ε, temos

‖A+B‖pp ≤ 2
p
q
+1 − ‖A−B‖pp = 2p − ‖A−B‖pp ,

ou seja,
‖A+B‖pp ≤ 2p − 2pεp = 2p(1− εp).

Portanto, ∥∥∥∥A+B

2

∥∥∥∥
p

≤ (1− εp)
1
p ≤ 1− εp

p
,

o que é equivalente a

1−
∥∥∥∥A+B

2

∥∥∥∥
p

≥ εp

p
.

Logo, δCp ≥
εp

p
.

Corolário 5.2.2. O espaço Cp é q-uniformemente convexo para 1 < p ≤ 2.

Prova: Usando a desigualdade

‖A+B‖qp + ‖A−B‖qp ≤ 2
(
‖A‖pp + ‖B‖pp

) q
p
,

com ‖A‖ = ‖B‖ = 1 e ‖A−B‖ ≥ 2ε, temos,

‖A+B‖qp ≤ 2
q
p
+1 − ‖A−B‖qp = 2q − ‖A−B‖qp ,
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ou seja,
‖A+B‖qp ≤ 2q − 2qεq = 2q(1− εq).

Portanto, ∥∥∥∥A+B

2

∥∥∥∥
q

≤ (1− εq)
1
q ≤ 1− εq

q
,

o que é equivalente a

1−
∥∥∥∥A+B

2

∥∥∥∥
q

≥ εq

q
.

Logo,

δCp ≥
εq

q
.

A partir de agora vamos enunciar e provar alguns lemas que serão necessários
para a demonstraçõ do nosso próximo teorema.

5.3 Desigualdade Ótima 2-Uniformemente Con-

vexa

Observação 5.3.1. Pelo Teorema 1.1.6, temos que se f é uma função anaĺıtica
no interior e sobre um caminho fechado C e se z0 é um ponto qualquer no
interior de C, então,

f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)

z − z0

dz. (5.7)

Na próxima definição, a idéia é estender (5.7) pegando valores no espaço de
Banach L(X).

Definição 5.3.1. SejaX um espaço de Banach e seja A ∈ L(X) um operador
linear limitado. Então, dada f : C → C anaĺıtica, definimos f(A) por

f(A) =
1

2πi

∫
Γ

f(z)(z − A)−1dz,

onde (z − A)−1 é o resolvente de A, f uma função holomorfa definida em
um conjunto aberto de D o qual contém σ(T ) e Γ é uma curva fechada que
contém todos os autovalores de A.

Lema 5.3.1. (Representação Integral). Sejam D ∈ Cp, para 1 ≤ p ≤ 2, uma
matriz positiva e I o operador identidade. Então,

D
p
2
−1 = βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1 · 1

It+D
dt,
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onde

βp = −
sin
(
2π
(
p
2
− 1
))

2π
.

Prova: Considere o seguinte caminho, conforme a Figura 5.1. Considere
as curvas γk1 , γ

k
2 , γ

k
3 e γk4 com as seguintes parametrizações, para εk > 0 e

ηk > 0,

γk1 : z = Rke
iθ, εk < θ < 2π − εk;

γk2 : z = rke
iθ, ηk < θ < 2π − ηk;

γk3 : z = x+ ihk, r̃k < x < R̃k, hk −−−−→
k→∞

0;

γk4 : z = x− ihk, r̃k < x < R̃k, hk −−−−→
k→∞

0.

Figura 5.1: Caminhos γk1 , γ
k
2 , γ

k
3 e γk4 .

Agora usando a fórmula integral do resolvente

f(A) =
1

2πi

∫
γk

f(z)

zI − A
dz,

onde γk = γk1 ∪γk2 ∪γk3 ∪γk4 é um caminho fechado simples que engloba todos
os autovalores da matriz negativa A e z é o ponto qualquer no interior de γ.
Seja Rk grande de maneira a englobar todos os autovalores. Primeiramente
vamos calcular a integral para o caminho γk1 . Note que z = Rke

iθ e f(z) =
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(
Rke

iθ
) p

2
−1

e vamos considerar p < 2. Assim,

1

2πi

∫
γk
1

f(z)

zI −D
dz =

1

2πi

∫ 2π−εk

εk

(
Rke

iθ
) p

2
−1

RkeiθI −D
Rkie

iθ dθ

=
1

2π

∫ 2π−εk

εk

(
Rke

iθ
) p

2

RkeiθI −D
dθ

≤

∣∣∣∣∣∣
∫ 2π−εk

εk

(Rk)
p
2 eiθ

p
2

Rkeiθ
(
I − D

Rkeiθ

) dθ
∣∣∣∣∣∣

≤
∫ 2π−εk

εk

|Rk|
p
2

|Rk|

∣∣∣∣∣
(
I − D

Rkeiθ

)−1
∣∣∣∣∣ dθ

≤ c

∫ 2π−εk

εk

Rk

p
2
−1dθ

= c (2π − 2εk)Rk

p
2
−1 −−−−→

Rk→∞
0.

Note que para p = 2, temos

1

2π

∫ 2π−εk

εk

(
Rke

iθ
) 2

2

RkeiθI −D
dθ =

1

2π

∫ 2π−εk

εk

Rke
iθ

Rkeiθ
(
I − D

Rkeiθ

) dθ
=

1

2π

∫ 2π−εk

εk

(
I − D

Rkeiθ

)−1

dθ −−−−→
Rk→∞

I.

Agora calcularemos a integral para o caminho γk2 . Fazendo z = rke
iθ e

f(z) =
(
rke

iθ
) p

2
−1

, temos, para p < 2,

1

2πi

∫
γk
2

f(z)

zI −D
dz =

1

2πi

∫ 2π−ηk

ηk

(
rke

iθ
) p

2
−1

rkeiθI −D
rkie

iθdθ

=
1

2π

∫ 2π−ηk

ηk

(
rke

iθ
) p

2

rkeiθI −D
dθ

≤

∣∣∣∣∣
∫ 2π−ηk

ηk

r
p
2
k e

iθ p
2

rkeiθ −D
dθ

∣∣∣∣∣
≤

∫ 2π−ηk

ηk

|rk|
p
2

∣∣∣(rkeiθI −D
)−1
∣∣∣ dθ

≤ c

∫ 2π−ηk

ηk

r
p
2
k dθ

= c (2π − 2ηk)r
p
2
k −−−−→

rk→0
0
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Note que para p = 2, temos∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π−ηk

ηk

(
rke

iθ
) 2

2

rkeiθI −D
dθ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫ 2π−ηk

ηk

rke
iθ

rkeiθI −D
dθ

∣∣∣∣
≤ c

2π

∫ 2π−ηk

ηk

rk dθ −−−−→
rk→0

0.

Para a curva γk3 , fazendo z = x+ hki e f(z) = (x+ hki)
p
2
−1, então

1

2πi

∫
γk
3

f(z)

zI −D
dz =

1

2πi

∫ R̃k

r̃k

(x+ hki)
p
2
−1

(x+ hki)I −D
dx −→ 1

2πi

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI −D
dx,

quando k →∞. Note que,

z
p
2
−1 = e(

p
2
−1) ln z = e(

p
2
−1)[ln z+i argz]

= eln |z|
p
2−1+( p

2
−1)i argz

= |z|
p
2
−1e(

p
2
−1)i argz.

Temos que arg(x+ hki) −→ 0 quando hk → 0+, logo,

(x+ hki)
p
2
−1 = |x+ hki|

p
2
−1e(

p
2
−1)i argz −−−−→

argz→0
|x|

p
2
−1.

Finalmente vamos calcular a integral para o caminho γk4 . Fazendo z = x−hki
e f(z) = (x− hki)

p
2
−1, temos,

1

2πi

∫
γk
4

f(z)

zI−D
dz =

1

2πi

∫ r̃k

R̃k

(x− hki)
p
2
−1

(x− hki)I−D
dx→ 1

2πi

∫ 0

∞

|x| p2−1e2πi( p
2
−1)

xI−D
dx,

quando k →∞. Note que arg(x− hki) → 2π quando hk → 0−. Logo,

(x− hki)
p
2
−1 = |x− hki|

p
2
−1e(

p
2
−1)i argz −→ |x|

p
2
−1e2πi( p

2
−1).

Conclusão, fazendo k →∞,

D
p
2
−1 =

1

2π

∫ 2π−εk

εk

(
Rke

iθ
) p

2

RkeiθI −D
dθ +

1

2π

∫ 2π−ηk

ηk

(
rke

iθ
) p

2

rkeiθI −D
dθ

+
1

2πi

∫ R̃k

r̃k

(x+ hki)
p
2
−1

(x+ hki)I −D
dx+

1

2πi

∫ r̃k

R̃k

(x− hki)
p
2
−1

(x− hki)I−D
dx

−−→ 1

2πi

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI −D
dx− 1

2πi

∫ ∞

0

|x| p2−1e2πi( p
2
−1)

xI−D
dx

=
1− e2πi( p

2
−1)

2πi

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI −D
dx.
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Note que

1− e2πi( p
2
−1)

2πi
=

[
−1− cos

(
2π
(
p
2
− 1
))]

i

2π
−

sin
(
2π
(
p
2
− 1
))

2π
.

Agora fazendo,

(−E)
p
2
−1 =

[[
−1− cos

(
2π
(
p
2
− 1
))]

i

2π
−

sin
(
2π
(
p
2
− 1
))

2π

]∫ ∞

0

|x| p2−1

xI + E
dx,

onde E = −(−D). Defina

g(E) := (−E)
p
2
−1

Note que g(E) assume valores complexos. Então podemos escrever g como

g(E) = f(E) + ih(E),

onde f e g são funções anaĺıticas. Portanto temos,

f(E) + ih(E) =

[
−1− cos

(
2π
(
p
2
− 1
))]

i

2π

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI + E
dx

−
sin
(
2π
(
p
2
− 1
))

2π

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI + E
dx. (5.8)

Fazendo

βp = −
sin
(
2π
(
p
2
− 1
))

2π

e comparando a igualdade (5.8), conclúımos que

f(E) = βp

∫ ∞

0

|x| p2−1

xI + E
dx.

Lema 5.3.2. Toda a matriz singular pode ser aproximada por matrizes in-
vert́ıveis. Isto é, para toda matriz A ∈ M(n), existe uma seqüência Bk ∈
M(n) tal que detBk 6= 0 e Bk −→ A.

Prova: Seja A ∈ M(n) e sejam λ1, λ2, · · · , λn os autovalores de A. Se A é
invert́ıvel, não temos nada a provar. Portanto, vamos supor que a matriz A é
singular e, assim, pelo menos um dos autovalores é zero. Defina Bε = A+εI.
Assim,

det(Bε − λI) = det(A+ εI − λI) = det(A− (λ− ε)I).

Note que os autovalores de Bε são os mesmos autovalores de A deslocados de
ε, portanto, podemos pegar ε de modo que nenhum desses autovalores seja
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zero. De onde conclúımos que det(Bε − λI) = det(A + (ε − λ)I) 6= 0. Note
também que

‖Bε − A‖ = A+ εI − A = ‖εI‖ = ε.

Portanto, existe uma matriz Bε próxima de A e Bε é invert́ıvel.

Teorema 5.3.1. (Desigualdade Ótima 2-Uniformemente Convexa). Sejam
X e Y matrizes em Cp. Então, se 1 ≤ p ≤ 2, temos que(

‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp
2

) 2
p

≥ ‖X‖2
p + (p− 1) ‖Y ‖2

p . (5.9)

Se 2 ≤ p <∞ vale a desigualdade contrária.

Prova: Provaremos somente o caso 1 ≤ p ≤ 2. Vamos supor que X e Y são
matrizes auto-adjuntas. Sejam Z e W matrizes definidas em termos de X e
Y como,

Z =

[
X 0
0 X

]
e W =

[
Y 0
0 −Y

]
.

Afirmação 1: Podemos reescrever (5.9) como,[
tr (|Z + rW |p)

] 2
p ≥

[
tr (|Z|p)

] 2
p + r2(p− 1)

[
tr (|W |p)

] 2
p , (5.10)

para 0 ≤ r ≤ 1.

De fato, note que

tr (|Z + rW |p) = tr (|Z − rW |p) = tr (|X + rY |p) + tr (|X − rY |p) .

Portanto,[
tr (|Z + rW |p)

] 2
p ≥ 2

2
p (‖X‖2

p + (p− 1) ‖rY ‖2
p)

=
[
tr (|Z|p)

] 2
p + (p− 1)

[
tr (|rW |p)

] 2
p

=
[
tr (|Z|p)

] 2
p + r2(p− 1)

[
tr (|W |p)

] 2
p .

Primeiramente vamos assumir que X e Y são invert́ıveis. Conseqüentemente,
Z e W são invert́ıveis, logo seus vetores colunas são L.I. Portanto, o posto
de cada uma dessas matrizes é n. Como Y é uma matriz invert́ıvel de posto

n, gera um subespaço de dimensão n. Considerando W =

[
Y 0
0 −Y

]
,

conclúımos que W gera C2n. Note também que Z + rW gera o mesmo
subespaço C2n para r pequeno. Para isto observe que como det(Z + rW )
é um polinômio de grau 2n, existem 2n ráızes {r1, r2, · · · , r2n}. Se r /∈
{r1, r2, · · · , r2n}, então det(Z + rW ) 6= 0, logo, (Z + rW ) é invert́ıvel então
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(Z + rW ) também é invert́ıvel e zero não é autovalor de (Z + rW ).

Observação: Note que para a demostração deste teorema estamos supondo
que Z e W são matrizes invert́ıveis. Mas, pelo Lema 5.3.2, conclúımos que
este resultado vale para qualquer matriz A ∈M(n).

Definindo,

ψ(r) = tr (|Z + rW |p) = tr
(
Z2 + r(ZW +WZ) + r2W 2

) p
2 ,

notamos que ψ(r) é continuamente diferenciável. Agora fazendo,

dψ(r)

dr
=
p

2
tr
[(
Z2 + r(ZW +WZ) + r2W 2

) p
2
−1

(ZW +WZ + 2rW 2)
]
,

(5.11)
usando o Lema 5.3.1, com D = Z2 +r(ZW +WZ)+r2W 2 podemos escrever,[

Z2+r(ZW +WZ) + r2W 2
] p

2
−1

=

= βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1 1

It+ (Z2 + r(ZW +WZ) + r2W 2)
dt. (5.12)

Então podemos ver que dψ
dr

é também continuamente diferenciável. Observe
que

d2

dr2
(ψ(r))

2
p =

d

dr

(
2

p
ψ

2
p
−1dψ

dr

)
=

2

p
(ψ(r))

2
p
−1 d

2

dr2
ψ(r) +

2

p

(
2

p
− 1

)
(ψ(r))

2
p
−2 d

dr
ψ(r). (5.13)

Se provarmos que

d2

dr2
(ψ(r))

2
p ≥ 2

p
(ψ(r))

2−p
2

d2

dr2
ψ(r) (5.14)

e

1

p
ψ

2−p
p
d2ψ

dr2
≥ (p− 1)tr (|W |p)

2
p , (5.15)

conclúıremos que

d2

dr2
(ψ)

2
p ≥ 2(p− 1)tr (|W |p)

2
p = α”(r), (5.16)

onde α”(r) é a derivada segunda do lado direito de (5.10). Com isto provamos
o teorema.

Para provar (5.14), basta usar (5.13) e mostrar que dψ(r)
dr

≥ 0 para r ∈ (0, 1).
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Note que se mostrarmos que a desigualdade (5.15) é válida conclúımos que
ψ”(r) ≥ 0. Note que

ψ′(0) = tr
(
z2 + 0(ZW +WZ) + 02W 2

)
(ZW +WZ + 0 · 2W 2)

=
(p

2

)
tr
(
Z2(ZW +WZ)

)
=

(p
2

)
tr

(
X2(XY + Y X) 0

0 X2(−XY − Y X)

)
= 0.

Assim, temos que ψ′ é não-decrescente e ψ′(0) = 0, então ψ′(r) ≥ 0 em (0, 1),
de onde conclúımos que (5.14) é válida. Desta forma precisamos mostrar que
a desigualdade (5.15) é válida para 0 < r < 1. Redefinindo Z por Z + rW ,
basta provar que (5.15) vale para r = 0. Como Z+rW é não singular, depois
da redefinição, |Z| é estritamente positiva.

Afirmação 2:

d2

dr2
tr (|Z + rW |p)

∣∣∣
r=0

≥ d2

dr2
tr
(∣∣|Z|+ rW

∣∣p) ∣∣∣
r=0

. (5.17)

De fato, pela representação integral (5.12) e pelo Teorema 1.1.4, escrevendo
por simplicidade

K(t) = It+ (Z2 + r(ZW +WZ) + r2W 2),

temos

d2

dr2
tr (|Z + rW |p) =

=
d

dr

(p
2

)
βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
1

K(t)

)
(ZW +WZ + 2rW 2) dt

=
(p

2

)
βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
1

[K(t)]

)
(2W 2) dt

−
(p

2

)
βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
ZW +WZ + 2rW 2

[K(t)]2

)
(ZW +WZ + 2rW 2) dt.

(5.18)

Agora fazendo r = 0 em (5.18) temos,

d2

dr2
tr (|Z|p) = p βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
1

It+ Z2

)
(W 2) dt

−
(p

2

)
βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
1

Z2 + It
(ZW +WZ)

1

Z2 + It
(ZW +WZ)

)
dt.
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Logo,

d2

dr2
tr (|Z|p) = p tr

(
|Z|p−2

)
W 2 −

−
(p

2

)
βp

∫ ∞

0

t
p
2
−1tr

(
1

Z2 + It
(ZW +WZ)

1

Z2 + It
(ZW +WZ)

)
dt.

(5.19)

Usando a ciclicidade do traço, podemos escrever o último termo da igualdade
(5.19) como

tr

(
WZ

1

Z2 + It
WZ

1

Z2 + It

)
+ 3 tr

(
W

1

Z2 + It
WZ2 1

Z2 + It

)
.

Note que no segundo termo se substituirmos Z2 por |Z|2, este termo é inal-
terado. Agora analisando o primeiro termo, como estamos num espaço de
dimensão finita com produto interno, então existe uma base ortonormal de
autovetores relativamente a qual a matriz Z é diagonal. Assim, escrevendo
o primeiro termo na base que diagonaliza Z, esse termo torna-se

2n∑
i,j=1

(
1

Z2
i + It

)(
1

Z2
j + It

)
|Wij|2ZiZj.

Note que este termo cresce quando substitúımos Z por |Z|. Então, clara-
mente a integral em (5.19) aumenta quando substituimos Z por |Z| e o pri-
meiro termo fica inalterado pois é uma função de Z2. Assim a desigualdade
(5.17) fica provada. Portanto, sem perda de generalidade, vamos assumir
que Z > 0. Então, naturalmente, Z + rW > 0 para todo o r suficientemente
pequeno. Também não precisamos mais elevar ao quadrado para obtermos
um operador positivo cuja potência podemos expressar como uma integral
do resolvente. Então vamos trabalhar diretamente com Z + rW .

Note que
dψ(r)

dr
= p
(
tr (Z + rW )p−1W

)
.

Usando a representação integral podemos escrever

(Z + rW )p−1 = γp

∫ ∞

0

tp−1

[
1

tI + (Z + rW )

]
dt,

onde γp é uma constante. Fazendo,

ψ′′(0) = p γp

∫ ∞

0

tp−1tr

(
1

tI + Z
W

1

tI + Z
W

)
dt. (5.20)

Agora vamos considerar o lado esquerdo de (5.20) como função de Z para W
fixo, podemos fazer a seguinte afirmação:
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Afirmação 3: A aplicação

Z 7−→ tr

(
1

tI + Z
W

1

tI + Z
W

)
é uma função convexa em Z. Para provarmos isso, é suficiente mostrar a
seguinte desigualdade para toda a matriz auto-adjunta A:

∆(A) :=
d2

ds2
tr

(
1

It+ (Z + sA)
W

1

It+ (Z + sA)
W

) ∣∣∣∣∣
s=0

≥ 0.

Por simplicidade, vamos definir F (t) = It+ (Z + sA). Fazendo,

d

ds
tr

(
1

F (t)
W

1

F (t)
W

)
=

= tr

([
1

F (t)
W

][
− 1

[F (t)]2
WA

]
+

[
−1

[F (t)]2
WA

][
1

F (t)
W

])
.

Agora fazendo,

d 2

ds2
tr

(
1

F (t)
W

1

F (t)
W

)
=

= tr

([
1

F (t)
W

][
− 1

(F (t))3
(−2WA2)

]
+

[
− 1

F (t)2
WA

][
− 1

[F (t)]2
WA

]
+

+

[
− 1

[F (t)]2
WA

][
− 1

[F (t)]2
WA

]
+

[
− 1

[F (t)]3
(−2WA2)

][
1

F (t)
W

])
,

temos então que,

d 2

ds2
tr

(
1

It+ (Z + sA)
W

1

It+ (Z + sA)
W

) ∣∣∣
s=0

=

= tr

([
1

It+ Z
W

][
1

(It+ Z)3
2WA2

]
+

[
1

(It+ Z)2
WA

][
1

(It+ Z)2
WA

]
+

[
1

(It+ Z)2
WA

][
1

(It+ Z)2
WA

]
+

[
1

(It+ Z)3
2WA2

][
1

It+ Z
W

])
= 4tr

([
1

It+ Z
W

1

(It+ Z)3
WA2

])
+2tr

([
1

(It+ Z)2
WA

][
1

(It+ Z)2
WA

])
= 4tr

([
1

It+ Z

]
W 2

[
1

It+ Z

][
1

It+ Z

]
A2

[
1

It+ Z

])
+2tr

([
1

(It+ Z)
1
2

]
W

[
1

(It+ Z)
1
2

][
1

(It+ Z)
1
2

]
A

[
1

(It+ Z)
1
2

]
×

×

[
1

(It+ Z)
1
2

]
W

[
1

(It+ Z)
1
2

][
1

(It+ Z)
1
2

]
A

[
1

(It+ Z)
1
2

])
.
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Definindo

C :=

[
1

(It+ Z)
1
2

]
A

[
1

(It+ Z)
1
2

]
e D :=

[
1

(It+ Z)
1
2

]
W

[
1

(It+ Z)
1
2

]
,

temos,

∆(A) = 4tr
(
D2C2

)
+ 2tr (DCDC)

= 4tr
(
C2D2

)
+ 2tr (DCDC) .

Afirmação 4:
|tr (DCDC) | ≤ tr

(
C2D2

)
.

De fato, sejam U e V isometrias parciais tais que D = U |D| e C = V |C|
sejam as decomposições polares de D e C, respectivamente. Assim, pela
desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

|tr (DCDC) | =
∣∣∣tr([DV |C|][DV |C|])∣∣∣

≤ 6
[
tr
(
[DV |C|][|C|V ∗D]

)] 1
2
[
tr
(
[|C|V ∗D][DV |C|]

)] 1
2

=
[
tr
(
DC2D

) ] 1
2
[
tr
(
CD2C

) ] 1
2

=
[
tr
(
D2C2

) ] 1
2
[
tr
(
D2C2

) ] 1
2

= tr
(
C2D2

)
.

Logo, conclúımos que ∆(A) ≥ 0 e a integral em (5.20) é uma função convexa
de Z. Fixando W e t, defina

F (Z) = tr

([
1

It+ Z

]
W

[
1

It+ Z

]
W

)
.

Seja {e1, · · · , e2n} uma base ortonormal de autovetores de W . Note que, se U
é uma matriz unitária que comuta com W , teremos F (UZU∗) = F (Z). Seja
{Uj}1≤j≤22n o conjunto de 22n matrizes unitárias com a seguinte propriedade:
para cada k, Ujek = ±ek. Cada matriz deste conjunto tem entradas +1 ou
−1 na diagonal. Logo, cada uma dessas matrizes comuta com W . Então,
pela convexidade de F , temos

F (Z) = 2−2n

22n∑
j=1

F (UjZU
∗
j )

≥ F

(
2−2n

22n∑
j=1

UjZU
∗
j

)
= F (Zdiag.),

6Pelo Lema 5.1.1.
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onde Zdiag. é a matriz cujas entradas da diagonal, na base especificada acima,
são as de Z e as entradas fora da diagonal principal são todas zero. Repre-
sentando Zdiag. por Z em (5.20) e usando que Zdiag. e W comutam, temos

ψ′′(0) = p(p− 1)tr
(
|Z|p−2W 2

)
≥ p(p− 1)

(
2n∑
j=1

Z
(p−2)
j W 2

j

)
,

onde Zj e Wj são as j-ésimas entradas das diagonais de Z e W , respectiva-
mente, na base especificada acima. Note que ψ(0) = tr (Zp). Deste modo,
pelo mesmo método empregado, obtemos,

ψ(0) = tr (Z)p ≥

(
2n∑
j=1

Zp
j

)
.

Assim,

1

p

(
ψ(0)

) 2−p
p ψ′′(0) ≥ 1

p

(
2n∑
j=1

Zp
j

) 2−p
p

p(p− 1)
2n∑
j=1

Zp−2
j W 2

j .

Logo, para provar (5.15), basta mostrar que

1

p

( 2n∑
j=1

Zp
j

) (2−p)
p

p(p− 1)

( 2n∑
j=1

Z
(p−2)
j W 2

j

)
≥ (p− 1)tr (|Wj|p)

2
p ,

o que é equivalente a(
2n∑
j=1

Zp
j

)(2−p)
p
(

2n∑
j=1

Z
(p−2)
j W 2

j

)
≥

(
2n∑
j=1

|Wj|p
) 2

p

. (5.21)

Para provarmos (5.21) vamos usar a desigualdade de Hölder com 1
r

+ p
2

= 1.
Para p = 2 a desigualdade é trivial. Vamos supor 2

p
> 1. Logo,(

2n∑
j=1

|Wj|p
) 2

p

=

[
2n∑
j=1

|Wj|p ·
1

Z
(2−p) p

2
j

·
(
Z

(2−p) p
2

j

)] 2
p

≤


 2n∑

j=1

(
|Wj|p

1

Z
(2−p) p

2
j

)2
p


p
2( 2n∑

j=1

(
Z

(2−p) p
2

j

) 2
2−p

)2−p
2


2
p

=

( 2n∑
j=1

|Wj|2Z(p−2)
j

)(
2n∑
j

Zp
j

)2−p
2


2
p

=
2n∑
j=1

|Wj|2Z(p−2)
j

(
2n∑
j=1

Zp
j

)2−p
p

.
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Isto conclui o Teorema para X e Y auto-adjuntas.

Agora vamos considerar o caso em que X e Y são matrizes quaisquer.
Defina

C =

(
0 X
X∗ 0

)
e D =

(
0 Y
Y ∗ 0

)
.

Note que C e D são auto-adjuntas. Então, pelo caso que acabamos de provar,(
‖C +D‖pp + ‖C −D‖pp

2

) 2
p

≥ ‖C‖2
p + (p− 1) ‖D‖2

p . (5.22)

Note que,

‖C +D‖pp = tr ((C +D)(C +D)∗)
p
2

= tr

[(
0 X + Y

X∗ + Y ∗ 0

)(
0 X + Y

X∗ + Y ∗ 0

)] p
2

= tr

[(
(X + Y )(X + Y )∗ 0

0 (X + Y )∗(X + Y )

)] p
2

= tr

 (
(X + Y )(X + Y )∗

) p
2 0

0
(
(X + Y )∗(X + Y )

) p
2


= 2 tr

((
(X + Y )(X + Y )∗

) p
2

)
= 2 ‖X + Y ‖pp .

Analogamente conclúımos que

‖C +D‖pp = 2 ‖XY ‖pp .

Além disso,

‖C‖2
p =

(
tr (C∗C)

p
2
) 2

p

=

tr

[( 0 X

X∗ 0

)(
0 X

X∗ 0

)] p
2

 2
p

=

[
tr

((
XX∗ 0

0 X∗X

) p
2

)] 2
p

=

[
tr

(
(XX∗)

p
2 0

0 (X∗X)
p
2

)] 2
p

=
(
tr
[
(XX∗)

p
2

]) 2
p

= 2
2
p ‖X‖2

p .
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Analogamente prova-se que

‖D‖2
p = 2

2
p ‖Y ‖2

p .

Substituindo em (5.22), temos(
2 ‖X + Y ‖pp + 2 ‖X − Y ‖pp

2

) 2
p

≥ 2
2
p ‖X‖2

p + (p− 1)2
2
p ‖Y ‖2

p .

Portanto, (
‖X + Y ‖pp + ‖XY ‖pp

2

) 2
p

≥ ‖X‖2
p + (p− 1) ‖Y ‖2

p .

Isto completa a prova do Teorema.

Corolário 5.3.1. Sejam X e Y matrizes, X e Y ∈ Cp e 1 ≤ p ≤ 2 então,

‖X + Y ‖2
p + ‖X − Y ‖2

p

2
≥ ‖X‖2

p + (p− 1) ‖Y ‖2
p . (5.23)

se 2 ≤ p <∞ vale a desigualdade inversa.

Prova: Vamos provar o caso para 1 < p ≤ 2. Pelo Teorema 5.3.1 temos que,(
‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp

2

) 1
p

≥
(
‖X‖2

p + (p− 1) ‖Y ‖2
p

) 1
2
.

Pelo mesmo argumento de (3.12),(
‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp

2

) 1
p

≤

(
‖X + Y ‖2

p + ‖X − Y ‖2
p

2

) 1
2

.

Logo,

‖X‖2
p + (p− 1) ‖Y ‖2

p ≤
‖X + Y ‖2

p + ‖X − Y ‖2
p

2
.

Proposição 5.3.1. A desigualdade (5.23) implica a desigualdade (5.9).
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Prova: Considere as matrizes 2n× 2n dadas em blocos formados por,

Z =

[
X 0
0 X

]
e W =

[
Y 0
0 −Y

]
. (5.24)

Então,

tr|Z +W |p = tr|Z −W |p =
(
tr|X + Y |p + tr|X − Y |p

)
.

Como ‖X‖p =
(
tr(XX∗)

p
2

) 1
p , temos,(

‖Z +W‖2
p

)
=
(
‖Z −W‖2

p

)
=
(
‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp

) 2
p
.

Note que ‖Z‖2
p = 2

2
p ‖X‖2

p e ‖W‖2
p = 2

2
p ‖Y ‖2

p. Por (5.23) temos que,

‖X‖2
p + (p− 1) ‖Y ‖2

p = 2
−2
p

(
‖Z‖2

p + (p− 1) ‖W‖2
p

)
≤ 2

−2
p

(
‖Z +W‖2

p + ‖Z −W‖2
p

2

)

= 2
−2
p

(
2(‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp)

2

) 2
p

=

(
‖X + Y ‖pp + ‖X − Y ‖pp

2

) 2
p

.

Proposição 5.3.2. Os espaços Cp, para 1 < p ≤ 2, são 2-uniformemente
convexos.

Prova: Sejam C e D ∈ Cp tais que ‖C‖p = ‖D‖p = 1 e ‖C −D‖p ≥ 2ε.

Fazendo X = C+D
2

e Y = C−D
2

, pela desigualdade (5.23), temos∥∥∥∥C +D

2

∥∥∥∥2

p

+ (p− 1)

∥∥∥∥C −D

2

∥∥∥∥2

p

≤
‖C‖2

p + ‖D‖2
p

2
,

ou seja, ∥∥∥∥C +D

2

∥∥∥∥2

p

≤ 1− (p− 1)

∥∥∥∥C −D

2

∥∥∥∥2

p

≤ 1− (p− 1) ε2. (5.25)
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Elevando ambos os lados da desigualdade (5.25) na potência 1
2

e utilizando
o Lema (3.1.4), obtemos∥∥∥∥C +D

2

∥∥∥∥
p

≤
(
1− (p− 1)ε2

) 1
2

≤ 1− (p− 1)

2
ε2.

Portanto,

δCp(ε) ≥
(p− 1)

2
ε2.
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