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Resumo

No presente trabalho nés provamos diversas desigualdades a respeito da
convexidade uniforme e a suavidade uniforme para os espagos LP. Muitas des-
sas desigualdades sao analogas a resultados ja conhecidos. Posteriormente
provamos varias desigualdades também envolvendo a convexidade uniforme
e a suavidade uniforme para os espacos C,. Dentre estas desigualdades, pro-
vamos a desigualdade étima 2-uniformemente convexa para os espagos LP e
C)p.

Abstract

In this work we prove several inequalities regarding the uniform convexity
and the uniform smoothness of LP spaces. Some of them are analogous to
well-known results. We also prove several inequalities regarding the uniform
convexity and the uniform smoothness of C, spaces. One of them is the
optimal 2-uniform convexity inequality for L? and C), spaces.



Sumario

Introducao 1
1 Conceitos Preliminares 3

1.1 DEFINICOES E TEOREMAS . . . . . . . . . . ... 3
2 Espacos Uniformemente Convexos e Uniformemente Suaves 7

2.1 EspA¢os UNIFORMEMENTE CONVEXOS E UNIFORMEMENTE

SUAVES . . . . o o e 7
2.2 MO6DULOS DE CONVEXIDADE E SUAVIDADE DE UM ESPACO

DE BANACH . . . . . . . . . . 12
2.3 TEOREMA DE LINDENSTRAUSS . . . . . . . . . ... ... .. 16
Convexidade e Suavidade Uniforme nos Espacos L” 18
3.1 DESIGUALDADES DE CLARKSON . . . . . . . . .. ...... 18

3.2 CONVEXIDADE E SUAVIDADE UNIFORME DOS ESspPAcos LP . 27
3.3 EsPACOS R-UNIFORMEMENTE CONVEXOS E R-UNIFORMEMENTE
SUAVES . . . o o e e 28

Desigualdade Otima 2-Uniformemente Convexa para Espacos

Lr 36
4.1 DESIGUALDADE DE HANNER . . . . . . . . ... ... .... 36
4.2 DESIGUALDADE OTIMA 2-UNIFORMEMENTE CONVEXA . . . 40
4.3 CONVEXIDADE 2- UNIFORME DO ESPACO DE HILBERT . . . 43

4.4 DUALIDADE ENTRE CONVEXIDADE E SUAVIDADE UNIFORME 45

Espacos C, 53
5.1 DEFINIGOES E ALGUMAS PROPRIEDADES SOBRE O TRAGO

DE UMA MATRIZ . . . . . . . . . . . oo 53
5.2 DESIGUALDADES DE CLARKSON . . . . . . .. . ... .... 57

5.3 DESIGUALDADE OTIMA 2-UNIFORMEMENTE CONVEXA . . . 62



Introducao

O conceito de convexidade uniforme e sua propriedade dual, a suavidade uni-
forme, tém um papel importante em Analise.

A nocgao de convexidade uniforme foi introduzida por James A. Clarkson
em 1936. A partir de suas desigualdades obtemos a convexidade e a suavi-
dade uniforme dos espacos LP.

A nogao de suavidade uniforme foi introduzida por Marlon M. Day em
1944. Day provou que um espago de Banach X é uniformemente suave se e
somente se seu dual X* ¢ uniformemente convexo.

Esta dissertacao tem por objetivo provar véarias desigualdades envolvendo
convexidade uniforme e suavidade uniforme. Para os espagos L? e C,,. Muitas
dessas desigualdades ja sao conhecidas. Mas o objetivo principal do trabalho
é provar as desigualdades de Olof Hanner para espacos LP. Essas desigual-
dades sao conhecidas como desigualdades de Hanner. Provar também a desi-
gualdade 6tima 2-uniformemente convexa para os espacos L” e C),. A prova
da desigualdade 6tima 2-uniformemente convexa para os espacos C), é devida
a Elliott H. Lieb.

O trabalho ¢ dividido como segue.

O Capitulo 1 apresenta conceitos preliminares que sao introduzidos sem
demonstracao.

No Capitulo 2 definimos convexidade e suavidade uniformes, modulo de
convexidade e de suavidade. Mostramos que se um espago de Banach X
¢ uniformemente convexo, seu dual X* é uniformemente suave. Provamos
também que o médulo de suavidade de X e seu dual X* estao relacionados.

No Capitulo 3 definimos r-convexidade uniforme e provamos diversas de-
sigualdades para espacos L, dentre elas as desigualdades de Clarkson. Pro-
vamos também que os espagos LP sao uniformemente convexos e suaves.

No Capitulo 4 mostramos as desigualdades de Hanner para espacos L? e
a desigualdade 6tima 2-uniformemente convexa para espacos LP. Provamos
ainda que as desigualdades de Hanner também implicam a convexidade e a
suavidade uniforme para espacos de funcoes.



No Capitulo 5 apresentamos varios resultados para os espacos Cj,. Pro-
vamos a desigualdade “facil” de Clarkson e a desigualdade 6tima 2-unifor-
memente convexa para espagos Cj,.

Todo o trabalho foi baseado em [16] e referéncias ali citadas.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

Neste trabalho, denotamos por X, X* e X** o espago de Banach, seu dual e
seu bidual, respectivamente.

1.1 DEFINICOES E TEOREMAS

Definigao 1.1.1. (Espacos LP). Seja (2, F, ) um espaco de medida e X
um conjunto mensuravel. Para p > 1 definimos o espago L” de X por

IP(X) :={f: X — C; f é mensuravel e || f||, < +o0},

onde [ -, é a norma p em L? dada por

191, = ([ 1o du); < too

Definicao 1.1.2. (Espacos C,). Seja p > 1, denotamos por C), o espago de
Banach dos operadores compactos em um espaco de Hilbert H tal que

1
IA], = (tr (A" A)% )? < +oo,
sendo o trago do operador compacto B definido por

tr(B) =) (Bey,ex),

k

onde {ex} é uma base ortonormal qualquer de H.

Teorema 1.1.1. (Desigualdade de Hélder). Sejam z; e y; € C, para i €
{1,-- m},p>1eqg>1ta que%—i—%:l. Entao,

1 1
m m m q
Z |ziyi| < <Z |xz"p> ' ( |yi’q> :
i—1 i=1 i=1

=



Prova: Veja [15]. O

Teorema 1.1.2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam x; e y; € C,
parai € {1,---  m}, entao,

zmjlxiyil < (i 1'2)2 <i|yil2)

=1 i=1

=

Prova: Veja [15]. O

Teorema 1.1.3. (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago vetorial
real e p uma funcdao definida em X satisfazendo

plox+ (1—a)y) < ap(z) + (1 —a)p(y),

para todo x ey em X e todo o € [0,1]. Suponha que \ € um funcional linear
definido em um subespaco Y de X que satisfaz \(x) < p(z), para todo x € Y.
Entao, existe um funcional A, definido em X, satisfazendo A(z) < p(x), para
todo x em X, tal que A(x) = A(z) para todo x € Y.

Prova: Veja [19]. O
Corolario 1.1.1. Seja y um elemento de um espago vetorial normado X.

Entao existe A € X* nao nulo tal que

Aly) = (1A

X* y||

Prova: Veja [19]. O

Definicao 1.1.3. Sejam X e Y espagos de Banach,

T : X —Y

x+— T(z)

um operador linear limitado. Entao, 7" : Y* — X*, definido por (17"1)(x) =
IT(x) para todo x € X e para todo [ € Y*, linear e limitado, é chamado de
operador adjunto da aplicagao 7.

Proposigao 1.1.1. O operador adjunto T' € linear, limitado e | T'|| = || T||.
Prova: [15]. O



Teorema 1.1.4. (Derivagdo sob o sinal da integral). Dado U C R™, aberto,
seja f: U X [a,b] — R uma fung¢ao com as sequintes propriedades:

1. Para todo x € U a fungao t — f(x,t) € integravel em a <t <b;

2. A i-ésima derivada parcial %(m,t) existe para cada (z,t) € U X [a, D]

e a funcao % : U x [a,b] — R, assim definida, é continua.

Entao, a fungao ¢ : U — R dada por
b
o) = [ St

possut 1-ésima derivada parcial em cada ponto x € U, sendo

i
axi

() = a—f(x, t) dt.

a 8ZE2

Prova: Veja [17]. O

Em suma, pode-se derivar sob o sinal de integral, desde que o integrando
resultante seja uma fungao continua.

Teorema 1.1.5. Seja X um espago de Banach. Para cada x € X, seja &(-)
um funcional linear em X* que associa a cada X\ € X* o nimero \(x). Entdo
a aplicacao

J: X — X
T — I
€ um 1somorfismo isométrico de X em um subespaco de X**.

Prova: Veja [19]. O

Defini¢ao 1.1.4. (Espagos Reflexivos). Se a aplicagao J definida como no
Teorema 1.1.5, é sobrejetiva, dizemos que X é um espac¢o reflexivo.

Observacao 1.1.1. Como J é um isomorfismo isométrico, quando X ¢é re-
flexivo identificamos X e X**.

Definigao 1.1.5. (Espectro). Seja T € L(X), o espectro de T, denotado por
o(T), consiste de todos os A € C tais que (T'— AI) nao é invertivel em L£(X),
onde I denota o operador identidade.



Definicao 1.1.6. (Resolvente). Seja T' € L(X), entao o conjunto p(7T') =
{NeC:3(T - X)t e L(X)} é chamado resolvente de T.

Teorema 1.1.6. (Férmula integral de Cauchy). Seja f analitica no fecho
da regiao limitada por um caminho fechado C. Se zy € um ponto qualquer no
intertor de C, entao

1 f(z)

f(Zo) =5 dz,

21 Jo 2z — 2

onde a integracao € efetuada no sentido positivo ao longo de C'.

Prova: Veja [5]. O



Capitulo 2

Espacos Uniformemente
Convexos e Uniformemente
Suaves

Neste capitulo vamos definir espacos uniformemente convexos e uniforme-
mentes suaves. Definimos também o Modulo de Convexidade e o Mddulo de
Suavidade para tais espagos. Provamos alguns resultados importantes que
envolvem tais definigoes e que X ¢é uniformemente convexo se, e somente se,
X* é uniformemente suave. Mostramos também que o moédulo de convexi-
dade para um espaco normado X e o médulo de suavidade para seu dual X*
estao relacionados.

2.1 ESPACOS UNIFORMEMENTE CONVEXOS E UNI-
FORMEMENTE SUAVES

Definic¢ao 2.1.1. (Espagos Uniformemente Convexos). Um espa¢o normado
X é dito uniformemente convexo se, para todo € > 0, existe d > 0 tal que,
se x e y sao vetores unitarios em X,

|z —y|| > 26 = H%H <1-34.

Definig¢ao 2.1.2. (Espagos Uniformemente Suaves). Um espac¢o normado X
é dito uniformemente suave se, para todo € > 0, existe 7 > 0 tal que, se x e
y sao vetores unitarios em X,

lz =yl <27 =

r+y
2

H >1—eT.



Lema 2.1.1. Seja X wum espaco de Banach. FEntao, X ¢é uniformemente
convero se, e somente se, quaisquer seqiiencias T, ey, em X tais que ||z, || =

HynH =le

T + Yn
2

lim
n—oo

=1 = lim ||z, —y,|| =0.
n—oo

Prova: Suponhamos inicialmente que X ¢é uniformemente convexo. Vamos
supor por absurdo que existem € > 0 e subseqiiencias z,, de z,, e y,, de y,
em X tais que

T, +Y
ol = =1 ¢ 1= DIl g, ) 2 22
Isto ndo ocorre, pois o fato de ||z, — yn, || > 2c e 1—@ — 0 contradiz
a hipdtese de X ser uniformemente convexo. Logo, lim ||z,, — ¥, | = 0.
n—oo

Reciprocamente, suponhamos por absurdo que X nao é uniformemente
convexo. Entao, para algum e > 0 existem seqiiencias x,, e y, tais que

— 0, e ||z, —yn| > 2e.

|2all = lyall =1 ¢ 1— ”f’fnTﬂJnH

Mas isto é absurdo, pois o fato de ||z, — y,|| > 2¢ contradiz a hipdtese de
lim ||z, — yn|| = 0. Logo, X é uniformemente convexo. O
n—oo

Lema 2.1.2. Um espaco normado X € uniformemente suave se, e somente
se, para todo € > 0, existe T(g) > 0 tal que, se x e y pertencem a X com
|lz|| =1 e lly|| <7, temos

lz+yll+llz -yl <2+elyl. (2.1)

Prova: Vamos mostrar que (2.1) implica que X ¢é uniformemente suave.
Suponhamos por absurdo que X nao é uniformemente suave. Entao existem
e > 0 e seqilencias z,, e y, tais que ||z,|| = ||lyn|| = 1, ||zn —yn|| — 0 €

Hxn + yn” < Han + HynH — € Hxn - yn” . (2.2)

Definindo S,, = z, + yn, tn = Tn — Yn, temos

_Satta o Sa=t
T =Ty
Com isso, (2.2) se torna
Sy + 1, Sp —tn
Sl < —e|[ta]l
Il < |2z + |25 - et




ou seja,

||Sn+tn||+||sn_tn” >2||Sn||+25||tn”' (23)
Defina g ;
Sh=—"- et =——0.
Sl Sl
Note que

Jzn—wall
[yl 2=

1Sl =1 e [[tnll =
Assim, por um lado temos

190 + tall + 150 = tall = IS5 1Sall + 2, [1Sull | + {155 11Sull = ¢, I1Sull |
= [ISull (1S5 + toll + 15, = £a1l) - (2.4)

Por outro lado,

201Sull + 2e [ltnll = 2[1Sll 1Snll + 2 (1211 150
21155l + 22 [1£11) 15wl (2.5)

Substituindo (2.5) e (2.4) em (2.3), obtemos
155 +tall + 15, = ol > 24 2 [t ]I,

o que contradiz (2.1). Logo, X é uniformemente suave e isto completa a

prova. Para mostrar a reciproca devemos usar um argumento similar ao do
Teorema 4.4.1. O

Lema 2.1.3. Seja X wum espagco normado uniformemente convero e seja
up € X* com ||upl| = 1. Dado € > 0, existe um § > 0 tal que se ' e x”
satisfazem ||| = ||2”|| = 1 e |up(z’) — 1| < 2§ e |ug(a”) — 1| < 20, entdo
|z" —2"|| <e.

Prova: Dado € > 0, seja 6 > 0 da definicao de convexidade uniforme. Note
que
uo@’ +a")| _ Juoll [l2" + 2" _ [l + "]
2 - 2 2

Entao,

"+ 2" [uo(a’ + 2”)]

2 - 2
> Jug(a')] — w
, up(z”) — 1
= Juo(a)] - ) =1
> 1—4(e).



Da definicao de 9, segue que
|z" —2"|| < e.

Isto completa a prova. O

Lema 2.1.4. Seja X um espago de Banach. Se X € uniformemente suave
entdo X* € uniformemente convexo.

Prova: Suponhamos por absurdo que X* nao é uniformemente convexo.
Entao, pelo Lema 2.1.1, existem seqiiencias u,, € v, em X* tais que

[unll = llvnll = 1, Tim flun +vn]] =2 € Jun — vnl| > 2,
n—oo

para algum gy > 0. Vamos assumir que ||u, + vy|| > 2 — 2. Pela definigao

de norma, para cada n existem x, e y, em X tais que |z,|| = |ly.|| = 1,
o
¢ €
0
(Un = V) (@n) 2 [Jtn — vall = s

Temos entao que

‘x,ﬂry—n —|—‘xn—y—n > un(xn+y—n)+vn(xn—y—n)
n n n n
= (4 0) () + (0 = 00) (22
1 €0
> =
> |un + val| + [Jun — vn| in
o 1 o
> 2 — — —— —
4n+80 n 4n
€0 Yn
_ 9 _.‘_
+2 n

Note que H%H — 0 quando n — oco. Obtemos entao uma contradi¢ao ao
Lema 2.1.2. Logo, X* é uniformemente convexo. [

Agora vamos enunciar um teorema cuja prova fard uso de todos os lemas
enunciados e provados até aqui. A prova deste teorema é um resultado de
Gottfried Kothe [14].

Teorema 2.1.1. Todo espaco uniformemente convexo € reflexivo.

Prova: Veja [3]. O

10



Teorema 2.1.2. Seja X um espaco de Banach. Entao X € uniformemente
converxo se, e somente se, X* € uniformemente suave.

Prova: Suponhamos que X* nao é uniformemente suave. Entao, pelo Lema
2.1.2; existe g9 > 0 e existem seqiiencias u,, v, € X* tais que ||u,| = 1,
[on] = 0 e

[t + vnl + lun — vall > 2+ 20 [Jonl]- (2.6)
Como X é uniformemente convexo e, portanto, reflexivo, existem elementos

Tn, 2, € X tais que [z, || = [l7,[| = 1,

[tn + vl = (Un + vn) (1)

tn — vn|| = (U — vn)(20).

Note que
[+ oall = 1| < | sl + ol = 1| = [+ llonll = 1] = ol
Assim temos que
| (tn, + vi) () — 1] < loal]-

Deste modo podemos concluir que
|tn () = 1] < 2{|vn]| .

Da mesma maneira concluimos que |u,(z!,) —1| < 2||v,||. Como por hipdtese

|lun]l — 0 quando n — oo, podemos afirmar que, para um 0(g9) pequeno,

2 [lo,]] < 20

que

, segue do Lema 2.1.3 que ||z, — z},|| < €. Portanto, temos

tn + Vnl| + [[tn —vnll = (U + va)(@0) + [(un — Un)(x/ )l

n

= |un(Tn) + va(2n) + un () — va(y,)]

< ua(@n) + un(@))] + [Jvall 20 — 27|l -
Podemos concluir que
un + vnll + Jun —vull < Jun(@,) + un(ﬂz)' + [Jvall lzn — x;”
< unll llznll + llual gl + €0 [|vall
< 24 e [|unll,

o que contradiz (2.6) para ¢ < 9. Logo X* é uniformemente suave. Recipro-
camente, como X é um espaco de Banach, entao X* também é um espaco
de Banach, e como X* é uniformemente suave, pelo Lema 2.1.4 temos que
X** é uniformemente convexo. Como X é um subespaco de X** e como X**
é uniformemente convexo, entao X é uniformemente convexo. O

11



2.2 MOobpuLos DE CONVEXIDADE E SUAVIDADE
DE UM KESPACO DE BANACH

Definicao 2.2.1. (Médulo de Convexidade). Seja X um espago de Banach.
A funcao dada por

. 1
dxc(e) = inf {1 = Gl +ul s el = Il = 1 o = ] > 22}

é chamado mddulo de convexidade de X.

Muitas vezes a funcao dx(-) é definida com € no lugar de 2¢ na tltima desi-
gualdade. A Figura 2.1 d4 uma noc¢ao geométrica do médulo de convexidade.

> 1 1H H
T+
5 Y

> ||z —yl| = 2¢

Figura 2.1: Nocao geométrica do modulo de convexidade.

Proposicao 2.2.1. X ¢ uniformemente convero se, e somente se, dx € es-
tritamente positiva para todo € > 0.

Prova: Suponhamos que X ¢é uniformemente convexo. Entao, dados dois
vetores x e y tais que ||z|| = |ly|]| =1 e € > 0, sempre podemos obter § > 0
tal que

o= oll > 2 = H%H <1-4
Desta forma,

) 1
dx(e) = it {1 St ol ol =yl = 1. = o1 > 22

inf{l —(1=6): [zl =yl = 1, ||z — y|| > 2¢}
= inf{d: [[z]| = |yl = 1, |z — y|| = 2¢}
= §>0.

12



Logo, dx € estritamente positiva. Reciprocamente, suponhamos que dx seja
estritamente positiva. Entao existe n > 0 suficientemente pequeno tal que,
para x ¢ y com ||z| = |ly|| =1 e || — y|| > 2¢, tenhamos

) 1
inf 1= cllo+yll:llzll = lyll =1, lle —yl = 2e ¢ 2.

Entao,
1
- sle+yl 2
ou, equivalentemente,
1
gle+yl<1-n

Fazendo 1 = ¢, obtemos que X ¢é uniformemente convexo. ]

Observacao 2.2.1. Seja X um espacgo de Banach. A funcao dada por

1
Sx(r)i=swp {1 = 3lle + ol s lloll = Il = Lllo = sl < 27}, 2

¢ uma maneira natural de definir o médulo de suavidade, pois é uma forma
semelhante a definicao do mdédulo de convexidade. De qualquer forma, a
defini¢do (2.7) nao adapta bem a dualidade entre convexidade e suavidade
uniformes. Portanto, vamos definir em seu lugar uma outra fungao px(-).

Defini¢ao 2.2.2. (Mddulo de Suavidade) Seja X um espago de Banach. A
funcao

[[u+ ol + [lu = vl

px(7) = sup{ : 1l = 1, ol = } (2.8)

é chamada mddulo de suavidade de X.

Exemplo 2.2.1. A Figura 2.2 (veja pagina 14) nos da a nogao geométrica de
T
um espago que nao é uniformemente suave. Note que, neste caso limM #0,

T—0 T

pois os segmentos obtidos no caso da figura sao proporcionais.

Conforme veremos na proxima proposicao, para 7 pequeno a diferencga entre
Sx(7) e px(7) nao é substancial.

13



Figura 2.2: Um espaco que nao ¢ uniformemente suave.

Proposicao 2.2.2. Seja Sx (1) dada por (2.7) e p(T) dada por (2.8). Entio,

tim X0 g g X0
—0 T 7—0 T

.
Prova: Suponhamos que lir% px(7)
T— T

lyll =1 e [z =yl < 27, sejam

= 0.

= 0. Dados z,y € X tais que ||z =

Tty r—y
U=———"7- € V= _—"",
|z +yll [
Assim, |lu|| =1e
|z =y
o] =
|z +yll
2T
S —
|+ yll
B 2T
122 4+ y — x|
B 2T
2 H‘T _ (JC;@/)
< 2T
= 2([l=l - |52
< 2T
- 2(1—-1)
B 2T
2-27
< 2T,
se T € [0, %} Note que
U+ v T U —v Y
2 |+ yll 2 |+ yll

14



Logo,
u+ v U —0 T 2
I I N I [—E N vl _ .
2 2 lz+yll  llz+yll  llz+yl

Portanto, como p é crescente,

p(21) > p(|lv])
Jut+o | Jlu—v]

> 1
- 2 2
>
[+l
2 fa+yl
[l + vl
2= eyl
- 2
el
2
Como z e y sdo arbitrédrios tais que [|z|| = ||y|| =1 e ||z — y|| < 27, entao

p(21) > Sx(7) > 0.

Assim,
0 < lim Sx(7) < lim p27) =0.
T—0 T 7—0 T
Proposigao 2.2.3. Se
1 px(T) — 0,
7—0 T

entao X € uniformemente suave.

Prova: Suponhamos que lin(l) pXT(T) = 0, entao, dado € > 0, temos
T

Ju—ol+lutol _
2

<e.
-
Pela Proposicao 2.2.2, para = e y tais que ||z| = ||y|| = 1, temos
1— ||zt lu—vli+llutoll _ 4
OS H 2 H S 2 Sé‘
T T

Entao,

|

1
<e <= —|z+y]|>1—er
T 2

15



Logo, X é uniformemente suave. ]

O préximo teorema ¢é um resultado devido a Lindenstrauss [18], cuja prova
é uma versao mais quantitativa da apresentada quando provamos que X é
uniformemente convexo se, e somente se, X* é uniformemente suave.

2.3 'TEOREMA DE LINDENSTRAUSS

Teorema 2.3.1. Seja X um espaco de Banach. O maodulo de convexidade
de X e o modulo de suavidade de X* estao relacionados por

px+(T) =sup{re — dx(g) : 0 < e < 1}, (2.9)
para todo T > 0.
Prova: Primeiro vamos mostrar que para todoe > 0e 7 > 0,
dx(e) + px«(1) > Te. (2.10)

Para isso, sejam z, y € X tais que ||z| = |ly|| = 1, ||z —y|| = 2¢. Pelo
Corolério 1.1.1, existe f, g € X* satisfazendo || f]| = ||g|| = 1, tal que

flz+y) =z +yll eglr—y) =z -yl

Entao,
20x-(1) = |[f+7gll+|f— 79| -2

> f(x)+79(x)+ fly) —T9(y) — 2
= fle+y) +7g9(x—y)—2
= |lz+yl|+7lz—y| -2
= |lz +yl| +2e7 - 2.

Logo,
T+

pxer) > —1p el o

v

) T+y
R e R MR BT S

> —5)((6) +eT,

de onde concluimos que

px+(T) +dx(e) > eT. (2.11)
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Agora sejam f e g em X* satisfazendo ||f|| = 1 e ||g|| = 7. Dado n > 0,
existem z, y € X tais que ||z|| =yl =1e

(f+9) @) >f+gll=n e (f=9)(y) = f —gll —n.

Logo,

1f+gl+11f =gl < flx)+g(@)+n+fly) —g(y) +n
= flx+y)+g@—y)+2n

< lz+yll+7llz—yll+ 29

= |z 4yl +2e7 + 21,

onde 2 = ||z — y|| € [0,2]. Subtraindo 2 de ambos lados da desigualdade e
tomando o supremo, obtemos

sup {||f +gll +IIf —gll =2} < sup {—2+ ||z +y| + 27} + 21
0<e<1 0<e<1

= 2 sup {—1+M+€T}+27].
0<e<1 2
Logo,
1+ gl +1If — gl
p-(r) =sup { A=y =, g = -
< sup {—1+ 2+l +er} +n
0<e<1 2

T+y
< sup {sup {0 1ol =yl = 1 gl 2 22 e bt

< sup {—dx(e)+er}t+n.

Como a desigualdade vale para todo n > 0, segue que

px+(7) < sup {eT — ox(e)}. (2.12)

0<e<1

De (2.12) e (2.11), concluimos (2.9). O

17



Capitulo 3

Convexidade e Suavidade
Uniforme nos Espacos LF

Neste capitulo vamos apresentar certas defini¢oes e resultados gerais para
espagos LP.

Vamos provar as desigualdades de Clarkson e, usando tais desigualdades,
provar que os espacgos LP, para p > 1 sao uniformemente convexos e unifor-
memente suaves.

Notacao: Durante todo este trabalho, ¢ denota o indice dual de p, isto é,
%—k%:l,paralgpgoo.

3.1 DESIGUALDADES DE CLARKSON

Lema 3.1.1. (Caracterizacao Variacional de Somas das p-ésimas Poténcias).
Para 1 < p < 00, defina o : [0,00) — [0, 00) por

afr) = (14+7)Pt + |1 —rP~ ! sinal(1 — 7).

Entao, para todo x, y € R

1
oo b= o = { (50 ) Ha@lel 4o (3 ) bl 0 << o0}

0 supremo ou infimo existem de acordo com p < 2 oup > 2.

Prova: Vamos assumir 1 < p < 2, a prova para p > 2 é similar. Vamos
assumir também que 0 < y < 1 e x = 1. Primeiramente vamos mostrar que
se 7 =y temos: «(r) + « (%) Y’ = (1+y)?+ (1 —y)P.

18



De fato,

o(y) + o G)

1Pt
1—-=

)P
y
Ly '+ (1—y)P + y+ 1)y — (1 =y ly
L+y)P 14y + 1 -y ' (1—y)

L+y)P+ (1 —y)r

1\
Lty + (=) 4y (1+§)—yp

(
(
(
(

Assim, para ver que (1 +y)? + (1 —y)? > a(r) + a( ) 4P para todo r, é
suficiente mostrar que a(r) + a (1) y? atinge seu méximo quando y = r. De
fato,

% (04(7“) 4 a(%) yp> — () — %a(%) iy

yp
7,—2(29—1)

= (p— 1){(1 +r)P P — L= — i{—: [(1 + %)p_j
== 1= (F) Tl = )

Comop—2<0el+r >|1—r|, oultimo fator é negativo. Entao, a
expressao ¢ positiva se 0 < r < y, negativa se r > y e zero se r = y.
Portanto, a(r) + o (1) y? atinge seu maximo quando y = r. Portanto,

=@-DA+r)? = (p-DL—rf? -

r>0

(1+y)"+ (1 —y)" =sup {04(7“) +a (%) yp} :

Isto completa a prova. O
No proximo teorema vamos enunciar e provar as desigualdades de Clarkson
(veja [4] e [12]). Vamos provar as duas desigualdades que implicam que os

espagos LP sao uniformemente convexos. Também provaremos as duas desi-
gualdades que implicam que os espacos LP sao uniformemente suaves.

Teorema 3.1.1. (Desigualdades de Clarkson). Sejam x ey funcoes em LP.
Entdo as sequintes desigualdades sao validas:

Para 1 <p <2,
1 » o\ E
qa\q T + P
( ) S (u A nyup> )
p

19
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p . P $p+ P\p
( z+y T—y >Z (II I+ 1yl ) | (32)
2 |, 2, 2
Para 2 < p < o0,
c+yll” =yl [l + Tyl
> ———~+ 3.3
( 2 p+ 2 ,) 2 (3:3)

z+yllP |z—vylP\ > + Nyl v
< [ "2 . 3.4
(=l =) = (5 o)

Prova Primeiramente vamos provar a desigualdade (3.1). Fazendo x = IT”
e y = 2, podemos reescrever (3.1) como
o+ gl + 1z =yl
1 T4yl +|lx—y P
(||9C||Z+HZJHZ); < ( P 5 p), para 1 < p < 2.

Ou seja, teremos que mostrar,

2
q

Iz + yll, + llz = yll, = 2|, + [lyll;) e, para 1 <p<2.

Pelo Lema 3.1.1 podemos escrever
o ol + = ol = sup () el + a7 ) Il }
ofr >||x||p+a( ) Iyl vr > 0.

v

Fazendo u = [|z||1, v = [ly[|7, » = £ e assumindo que v < u, teremos

el +( + )uynp (L) oY)
[ R A Ea (e

(u—l—vp "plu =0t + (v a)Pt = o —uf?
2(u +v)P!
(u+v)5

2( Ml + Nyl )«

p—1
1— u P 1
v

»mh?

Logo,

2
q

|l + yll, + llz = yll, = 2|5 + [lyll;) . para 1 <p<2.

20



Para provarmos a desigualdade (3.3), ou seja,

1 1
q\4 xp+ P\ p
( )Z(n Hp2||y||p)’para2§p<oo’
p

reescrevemos « = “2¥ e y = ¥, Entao, (3.3) é equivalente a

Tty 1

2

r—y
2

p
P
1z + il + Nl = yll; < 2=l + i)

Pelo Lema 3.1.1 podemos escrever

. 1
ety + o — gl = mf{ <>||x||p+a( )Hyl!”}

r>0

ofr >nmup+a( ) -

IN

Fazendo u = [|z||}, v = [jy[|}, r = ¢ e assumindo que v < u, teremos

el + o+ )uynp a(Z) a2 o

ot Pl <1 + E)p_l 1 — w
() v v

[ v

(u+ v)p "y —of Tt (o) = o — Pt
2

2

2

p—1

(u+v)p !
(u+v)
(Ml + llylls )«

Q\'t!

Logo,

b
q

[z +yll, + [lz =yl < 2(/l=l; + [lyll;), para 2 <p < oo.

Para provarmos a desigualdade (3.4), note que podemos reescrevé-la como

1 1 1
(Ile +ylls + Iz = yI2) " < 20 (ol + 9lly)”, para2<p<oo.  (3.5)

Fazendo z = £ ¢ y = ¥ ¢ substituindo na desigualdade (3.3), teremos,

1

% 1 q
(e + iz + e = yl2) " < 25 (ol + llylle) (3.6)
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Analisando (3.5) e (3.6), concluimos que para provarmos a desigualdade (3.4),
basta mostrar que

1 1

1 q 1 P
2 (llls + lylis)* < 20 (Jlally + i)

o que ¢ equivalente a

p—1
2 (Jlalle + ylz)” < 27 (alls + i) (3.7)

Escreva a = ||z[|, e b = [ly[|,- Note que a, b > 0. Suponha, sem perda de
generalidade, que a < b. Desta forma, (3.7) se torna

2(a? +b7)P~ < 277 H(aP + bP). (3.8)
Agora fazendo ¢ = ¢, podemos reescrever a desigualdade (3.8) na forma
2T+ 1P <227 (P +1), 0<c< 1.
Temos que mostrar entao que

22+ 1)
(¢t +1)p—1 —

Elevando (3.9) na poténcia 1/p, teremos

2" (P + 1)»

s
(¢4 +1)a

Defina,
p—2 1
27 (P+1)r
flo = 2
(Cq + 1)q

Derivando, obtemos

1

ci41)a L(e?+1)(c?+1)

df - (cq—i-l)%%(cp—i-l)z’_lpcp_l—%(cq—i-l)%_lch_l(cp—l—l)%
dc (Cq_|_1)§
p=1(ep L 1)1 _ (e 4 1) Lpa!
_ g | LD S (DT o gy
(15 1);
_ g2 (e 1) {cp—lﬂ 4Pl — P cq—l}
T (er+1)n (c? +1)(ct+1)
1
-2 (c? 4= 1)p p=1 _ pq—1
- QPEC i ;1 { — } (3.10)
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Note que, como p > 2 e 0 < ¢ < 1, o tltimo fator de (3.10) é nao-positivo,
portanto, a expressao é nao-positiva, isto é, % < 0. Ainda temos que f'(1) =
0, ou seja, ¢ = 1 é um ponto critico de f no intervalo 0 < ¢ < 1. Como

g—’; <0, ¢c=1 ¢é um ponto de minimo. Portanto,

2% (P + 1)»

fle) = (c?+4 1)%

> 1= f(1).

Com isso podemos concluir que a desigualdade (3.4) é valida. A prova da
desigualdade (3.2) é andloga a apresentada para (3.4). Isto completa a prova
do teorema. ]

Lema 3.1.2. Sejam E e F espacgos vetoriais. Sejam E* e F* os espagos
duais de E e F', respectivamente. Entao,

(Ex F)"=FE"xF*

Prova: Sejam as imersoes T} : B — E x F dada por Ti(z) = (z,0) e
Ty : FF — E x F dada por Ty(y) = (0,y). Seja l(z,y) € (F x F)*, entao

= 1((=,0)+(0,y))

="' (z, )+l(0 Y)

(Ti(2)) + 1(T2(y))
L(2) + lo(y) € E* x F*,

onde l; =1loTjely =10T; Logo, (E x F)* C E* x F*. Revertendo o
argumento anterior, prova-se a outra inclusao. O

Lema 3.1.3. Sejam p, ¢ > 1 com %+% =1, entao, definindo L, , = L, X Ly,
temos
(Lpg)* = Lap-

Prova: Basta notar que, pelo Lema (3.1.2),

(Lp,q)" = (Lp x Lg)* = (Lp)* x (Lg)" = Lg X Ly = Ly

1Pela linearidade de .
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Lema 3.1.4. Sejaqg>1e0<e <1, entao

1 el
l—efae <1——.
( ) .
Prova: Defina .
fle)= (1=t 14—
Note que f(0) = 0. Fazendo,
d 1 1 g1
T = -+ T

= —(1- gq)%_leqfl + g?7!

e [1 (- gqﬁ-l] .

Como % — 1 < 0 e, considerando-se 0 < ¢ < 1, temos que (1 — gq)é’l > 1,

o que implica df /de < 0, para 0 < ¢ < 1. Portanto, f(¢) é uma fungao
decrescente em 0 < e < 1. Como f(0) = 0, concluimos que,

1 gl
fle)=(1—e?)a —14+ — <0, para0 <e < 1.
q

Portanto, (1 — 5‘1)% <1-¢2. O
q

Lema 3.1.5. Sejamp >1 e 0 <7 <1. Entao,

Prova: Defina

df 1
dr P P
= (1+ 7'7’)%_17'7’_1 — 7Pl

= P! (1—|—7‘p)%71—1].

Como %— 1<0e (1—1—7'79)%_1 < 1, entao o ultimo fator é negativo e, portanto,

o todo é negativo, ou seja, % < 0 para 0 < 7 < 1. Portanto, f(7) é uma
fungao decrescente em 0 < 7 < 1. Como f(0) = 0, concluimos que

f(7)=(1+7p)$—1—%7<0.
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Portanto, para 0 < 7 < 1, temos (1 + 7-1")% <1+ %”, ]

Proposicao 3.1.1. A desigualdade (3.4) é conseqiiéncia da desigualdade
(5.1).
Prova: Sejam 1 <s,? < oo e Ls X Ls com a norma |[|-||,, definida por
¢ N
L .11

Defina o operador B : Ly; — L, por

r+y r—vy

Afirmacao 1: O operador B : L,, — L, , é limitado para 1 < p < 2 com

norma 2. De fato, fazendo s = p e t = ¢ em (3.11), teremos,

r+y v—y
A [
P 9 9 »
1
T q z—y |9
()
2
1
(||$|\Z+Hy||§>5
2
<P e
2q
@Y,
2
1
< 27 |(z ),
_1
= 2 a H<:C7y)”p,p'
Portanto, | B(z,y)ll,, < 273 I(z,y)l,,- O operador B é auto-adjunto, entao
definindo, B’ : (L, ,)* — (Lpp)*, pelo Lema(3.1.3), B": L,, — Ly, Mas,
pela Proposicao 1.1.1, || B'|| = || B||, entao B’ também ¢ limitado com norma
1 1
274 para 1 < p < 2. Portanto, ||B'(z,y)ll,, <27 [[(z,y)l,, -

Afirmagio 2: Se p < g, entio |[(#,9)ll,,, < (2 ), on seia.

P —

1 1
P+ fylP\* zllg + llyllg \ *
el + Myl ™ (Nelly + Dl ) (3.12)
2 2
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De fato, fazendo a; = |[z||, e a2 = [|y[|, podemos reescrever (3.12) como

ah+ah\F _ (al+af)
2 - 2 ’

que é equivalente a

Mas,
p 1
2 q 2 s
> < (San) (3]
=1 =1 =1
P
2 q
=1
Entao,
P
q

2 2
Zafg (Zaf) 25"

Elevando ambos os lados da desigualdade na poténciaz—lj, teremos

2 3 2 i
(Zaf) < 251 (Za?) ,
i1

1<L(§ )

2q

. Concluindo temos,

ou seja,

—_
/\
M v
3|

Portanto, ||(z,y)|,, < ||(337?J)Hq,q

_1 _1
1B (2, 9)llgg < 277 (@, y)llg, <277 (2, 9)l,, Para2<q <o,

ouseja, B : Ly — Ly, ¢ limitado para 2 < ¢ < oo com norma 2" 4.

3Usando a desigualdade de Holdér para % + § =1.
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3.2 (CONVEXIDADE E SUAVIDADE UNIFORME DOS
EspACOs LP

Proposicao 3.2.1. Para p > 1, o espaco LP é uniformemente convexo.
Prova: Sejam p > 2 e ||z|| = ||y|| = 1. Pela desigualdade (3.4) temos

p p
o e

b 2

r+y b

2

r—Y
2

1.

P
Entao, se ||z — y|| > 2e com 0 < £ < 1, nés vemos que

p p

<1-¢&P.
p

T +y
2

<1—H£:£
= 2

p

Elevando ambos os lados na poténcia zlﬂ temos

p

Fazendo 6 =1 — (1 — 5p)%, obtemos
TEY <1

p

Por outro lado, sejam 1 < p < 2 e ||z]| = ||y|| = 1. Pela desigualdade (3.1),

temos .
p p P
" (Hx||,,+ ||y||p>P .
» 2

Entao se ||z — y|| > 2¢, com 0 < £ < 1, nds vemos que

T +y 1

2

T —y
2

‘

p

q q

<1-—e&%
P

r+y
2

<1—H£:£
- 2

p

Elevando ambos os lados na poténcia %, obtemos

p

Fazendo 6 =1 — (1 — 5‘1)%, obtemos

T+y
2
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Proposicao 3.2.2. Para p > 1, o espago LP € uniformemente suave.

Prova: Sejam p > 2 e ||z| = ||y|| = 1, pela desigualdade (3.3) temos,

q
p P\ p
' (nxnp + ||y||p>p .
» 2

Entao se ||z —y|| <27, com 7 > 0, nds vemos que

r+y 1

2

r—y
2

p

q

Ty >1—79.

p

Elevando ambos os lados na poténcia %, obtemos

r+y

> (1—79)a.
p

—(1—r9)s

Dado € > 0, seja 7 pequeno de modo que € > ! . Isto é possivel pois,

Q-

1—(1—79)

= = 0. Logo, (1 — Tq)% > 1 — eT para T pequeno e, portanto,

lim

T—0

r+y

>1—eT
p

Para 1 < p < 2, usando a desigualdade (3.2) e de forma andloga a feita para
o caso p > 1 obtemos,
r+y

>1—er,
p
para T pequeno. (]

No Capitulo 2 nés definimos o médulo de convexidade e o médulo de sua-
vidade para um espaco normado X . Fazendo uso de tal fato, agora podemos
definir r-convexidade e r-suavidade uniforme de um espaco normado X.

3.3 ESPACOS R-UNIFORMEMENTE CONVEXOS E
R- UNIFORMEMENTE SUAVES

Defini¢ao 3.3.1. (Espaco r-uniformemente convexo). Um espago normado
X é dito r-uniformemente convezo se existe ¢ > 0 tal que

ox(g) > <E>T ;

C

parar > 1 e para € > 0.
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Defini¢ao 3.3.2. (Espago r-uniformemente suave). Um espac¢o normado X
¢ dito r-uniformemente suave se existe um k > 0 tal que

T

)= (7)
onder >1le7>0.
Proposicao 3.3.1. Paral <p<2e %—i— % =1, temos que os espacos LP e
L7 sao p-uniformemente suave e q-uniformemente convezo.

Prova: Fazendo s = p, sejam x,y € L,. A partir da desigualdade (3.1)
obtemos, para 1 < p < 2,

1
1 xl|? + PN»
(le +yl5 + e =yl < 2(—” I . ”y”s)

1—1
= 277 (=l + Myl
1 1
= 20 ([Jl=lS + NIyl -

B =

ou seja,

B =

q _ q

1
! )< ez o)

Agora substituindo respectivamente x e y por x +y e x —y em (3.13) e
reorganizando algumas poténcias de 2, obtemos

Q=
3=

_1
270 ([l2ll +llyl e < (e +ylly + llz = yll?)>

que é equivalente a

1
L (e +ylls+ e =yl "
(ol + ol < (1222 . (3.14)

Esta desigualdade também é valida para s = ¢ por (3.3). Sejam ||z| = ||y|| =
1 e ||z —y|| = 2¢, de (3.13) obtemos,

|z +yl? +llx =y < 207 =27,
de onde segue que
[z +ylls <27 = [lo — yllS = 27(1 — 7).

Entao,
q

< (1—¢7).

s

r+y
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Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia %, obtemos,

rT+y < (1_6(1)%
2 |, ~
q
§4 1_6_7
q
0 que ¢é equivalente a
1 r+y et
2 |, ¢’
ou seja,
5u.(e) > &
L \&) = —.
q

Logo, L, ¢ g-uniformemente convexo. Para provarmos que L, é p-uniformemente
suave, primeiramente precisamos mostrar que vale a seguinte desigualdade,
para l <p <2,

_1 1
277 (l=lls + lylle) < (el + Nyl - (3.15)

Fazendo a = ||z||, e b = ||y||,, podemos reescrever (3.15) como,

Q=

277 (a1 + a3) < (a? + ad)7.

Mas, pela desigualdade de Holder para % + % =1, temos

2
(a1+a2) = Zlaz
=1

< (Sr) (5

1 2 %
-2 (3a)
=1

() (5

Portanto, por (3.14) e (3.15) temos

logo,

Q=

([J=)12 + [lyll?)
2 %

1

lz+yll? + le —yl?\7 1

2 2

lzlls + ol <

- (3.16)

P

4Pelo Lema 3.1.4.
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Fazendo © = w4+ v, y = u — v, com ||ul]| = 1 e |[v|| = 7 e substituindo em
(3.16), obtemos

lw 4l + [Ju =]

IA

(%WMK+2HMM)¢1

2%

ou seja,

lutofly +llu=vll, 7"
5 .

Portanto,
<"
pLs T =
D

o que mostra que L, é p-uniformemente suave. O

Lema 3.3.1. Sejam x ey fungoes em LP e p > 1, entdo

1
_ P _ PN B
lotoll+lo =yl _ (letslP +le=sl?\F
2 2
Prova: Fazendo a; = ||z +y| e as = ||z — yl||, podemos reescrever (3.17)
como
1 L, 1
glar+ag) < 2—;(@1 + ay)?
p
Mas, pela desigualdade de Holder para ]13 + % =1,
2 2
Su = Yo
i=1 i=1

I IN
[\DH oS
Lo
~—~ A&
T
. |
S
=3 PN
N—— %
g
—
N——
3=

Logo,

5Pelo Lema 3.1.5.



e isto completa a prova. O

Proposicao 3.3.2. Seja X um espaco normado uniformemente convexo e

suponha que dx () > (E)T para alguma constante ¢ e para r > 1. Entao

[z +ylI" + [l =yl
2

r
Y

> ||l + [lyk~

para todo x,y tais que |z + y|| = ||z — y]|.

Prova: Sejam ||z = |ly]| = 1,0 < e < 1e |Jrt —y|| = 2e. Sabemos que
5x(g) > (£)", entédo
)
c

Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia r, obtemos

(=) <0-6)7 -

Podemos supor que ¢ > 1 é tal que (%)r < % Entao, usando um argumento

analogo ao do Lema 3.1.4, podemos afirmar que (1 —z)" <1 — (%1)7‘71 z,

para z < . Logo,
(=) = 007
< 1- (T;1>H (%) (3.19)

com ; + 1 =1 e substituindo em (3.19) temos

P ()

r+y

IN

o=

Tomando k = ¢ (%)7

(




Logo,

z+yll" |z -yl (" + [lylI"

— | <l=—— 3.20

2 2k - 2 ’ ( )

para todo = e y tais que ||z|| = ||y|| = 1. De fato, esta desigualdade continua

vélida se ||z|| = |ly||. Substituindo = por z + y e y por z — y em (3.20),

P el el

rHyll +lr—y r T

! > ol + ko] (3:21)

para r > 1, desde que ||z +y| = ||z — y|- O

As duas defini¢oes que serao apresentadas a seguir, serao apresentadas
com algumas restricoes interessantes. Estas defini¢coes serao usadas para
mostrar as relacoes entre muitas desigualdades que ainda vamos apresentar.

Definigao 3.3.3. (Segunda defini¢ao de r-convexidade uniforme). Um espago
normado X ¢é dito ser r-uniformemente convero para algum r > 1 se existe
uma constante k tal que, para todo z, y € X,

2+ ylI" + [l =yl
2

> ="+ [y~ (3.22)

Essa constante k é chamada constante de r-convexidade uniforme de X

Observacao: Na segunda definigao de r-convexidade uniforme, o caso inte-
ressante em que vai valer certos resultados apresentados aqui neste trabalho
é o caso r > 2. Note que nao estamos impondo ||z — y|| = ||z + y||.

Defini¢ao 3.3.4. (Segunda definicao de suavidade ¢t-uniforme). Um espago
normado X é dito ser t-uniformemente suave para algum ¢ € (1, 2] se existe
uma constante k tal que, para todo z, y € X,

Iz +yl|" + |l — yl|'
2

<l + llky]". (3.23)

Essa constante k é chamada de constante de t-suavidade uniforme de X.

Proposicao 3.3.3. Seja X um espaco de Banach. Sejam x,y € X. Se
(3.20) vale, entao € imediato que

ox(6) 2 (5)

C

para alguma constante ¢ e r > 1.

33



Prova: Sejam ||z|| = ||y]| =1 e ||z — y|| = 2. Temos por hipdtese que,

T

r+y
2

r—y

i e
2k

- 2

Entao,

Ty <1—<f)r.
2 - k

Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia %, temos,

s -

1 seNT
<6 1——(—) )
- r \k

Fazendo ¢ = (kr+)", obtemos

ey
Ou seja, )
Sx(e) > (%) .

Isto completa a prova.

Proposicao 3.3.4. Seja k uma constante tal que, para x, y € X,

Iz + gl + o — gl

5 < ll" + llky]", paral<t<2,

entao
px (1) < (c7)t, para 1l <t <2,

para algum ¢ > 0.

Prova: Sejam ||z|| =1 e ||y|| = 7. Pelo Lema 3.3.1 temos,

1
|z +yl +llz =yl _ <|I1f oyl +lle — y|lt) t

2 - 2
< (el + )’
= (1+ (k7)")*
<714 (kz)t .

5Pelo Lema 3.1.4.
"Pelo Lema 3.1.5.
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1
Fazendo ¢ = k (%) t temos

[z +yll +llz =yl
2

Logo,

e isto completa a prova.
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Capitulo 4

Desigualdade Otima
2-Uniformemente Convexa para
Espacos LF

Neste Capitulo vamos provar que os espacos LP sao 2-uniformemente con-
vexos e 2-uniformemente suaves. Vamos provar também a desigualdade de
Hanner para espagos de fungoes. Provaremos também outros resultados im-
portantes envolvendo um espaco normado X e seu dual X*.

4.1 DESIGUALDADE DE HANNER

Lema 4.1.1. (Desigualdade dois pontos de Gross). Sejam a e b nimeros
reais. Entao as sequintes desigualdades sao vdlidas:
Para 1 <p <2,

(\a+b\p+\a—b\1’
2

)p > (a®+ (p— 1)62)% : (4.1)

Para p > 2,

RS

a+bP+|a— b 1
<| | 2' | ) < (a®+(p—1)b°)2. (4.2)
Prova: Para provarmos a desigualdade (4.1), vamos supor primeiro que
0 < |b] < |a|. Fazendo z = % e substituindo em (4.1), obtemos que isto ¢
equivalente a

D
2

(1+z)P+(1—x)?
2

, Vo e [-1,1]. (4.3)

(1+(p—-1)2)° <
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Mas escrevendo (4.3) na série binomial obtemos

[e.9]

(I+x)P+(1—x)P

2 2 (21) z*

1+

plp—Dz*  pp-1)(p—2)(p-3)'

2 4!
Note que

— (P o p(p — 1)z”
Z(%)x >4 PP DT

k=0

para x € [—1,1]. Pelo Lema 3.1.4 temos

P — 1)a?
(1+(p—1)x2)2§1+p(p 5 )z
Ou seja,
A+ + Q-2 o~ (p) 2
2 B 2% )"
k=0
. 2
> P
2
> (1+(p—1a2*)2.
Portanto,

<|a+b|p+|a—b\p
2

Para o caso b > a, basta notar que

)p > (a2+(p—1)62)%.

a+ (-1 <b*+ (p—1)a®

e usar o caso anterior trocando a e b. A prova da desigualdade (4.2) é andloga
a apresentada para a desigualdade (4.1). Basta notar que, para p > 2,
2 plp — )2

(1+ (p—1)z?) 5

> 1+
Isto completa prova do lema. O

Agora vamos mostrar que a desigualdade de Hanner é valida para os espagos
LP.
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Teorema 4.1.1. (Desigualdade de Hanner). Sejam x ey € LP. Entdao as
sequintes desigualdades sao vdlidas. Para 1 < p < 2,

p P p p
o+ gl + e = ol = (el + lol,)” + [lel, = o, - (44)
Para 2 < p < o0,
p p p p
o+ o1+ e =l < (2l + Dgl,) "+ [lell, = loll,| - (45)

Prova: Vamos provar a desigualdade (4.4). A prova da desigualdade (4.5)
¢ andloga. Sejam x ey € L” e 1 < p < 2. Entao, pelo Lema 3.1.1,

o+ ol +la=ol? = [lo+oP+lo = ol
= Japfoomorea(Z)vr)
> iglg/({a(rﬂﬂp—i—a(%) |y|”}>
= sup fatr) ol + (1) ol }

= (=l +llyl)” + Nl = llyll”-

A 1ltima desigualdade segue pelo mesmo argumento do Lema 3.1.1. O]

Observacao 4.1.1. Vimos no Capitulo 3 que as desigualdades de Clarkson
mostram que os espagos LP e L9 sao p-uniformemente suave e g-uniforme-
mente convexo. Agora vamos ver que as desigualdades de Hanner, (4.4) e
(4.5) também determinam o mddulo de convexidade e o médulo de suavidade
para todo espaco LP.

Corolario 4.1.1. Das desigualdades de Hanner obtemos o maodulo de con-
vexidade e o modulo de suavidade para todo espaco LP.

Prova: Sejam p > 2, ||z]| = |ly|| = 1 e ||z — y|| > 2¢. Da desigualdade

p
> [z +yll, + llz =yl

p
(hetl, + 1wl )+ [llzll, = D),
obtemos,

p p
|z +yll; 2" — [lz —yll,

<
< 2P(1—¢£P).
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Portanto,
p

< (1—¢€P).

r+vy

Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia 117 e utilizando o Lema
3.1.4, obtemos

T+y < (1- Ep)%
5 <
p
P
I—— )
p
o que ¢é equivalente a
1 T+y eP
2 by P
ou seja,
Sin(e) > &
(&) = —.
p

Logo, o espago LP, para p > 2, é p-uniformemente convexo.

Para 1 < p < 2, considere a desigualdade

p
<z +ylly+llz =yl (4.6)

p
(hetl, + l1wl,)” + [llzll, = D),

Fazendo r =z +y e y = x — y e substituindo em (4.6) obtemos,

p
< 27 ([|l=” + [ly[I”) -

p
(ke +yll, + llz = yll,) "+ [lle + yll, = = =yl

Note também que

p p p
(e +wll, + e = yl,)" < (e + o, + o = yl, )+ Iz +yll, = Iz = vl

< 27(flz )" + [lyl") - (4.7)
Fazendo [|z|| =1 e ||y|| = 7 e substituindo em (4.7) temos,
r+yl, + |z — P
(CELLESLSTh

Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia }D, obtemos, pelo Lema
3.1.5,

1z +yll, + ll= = yll,

< (1—1—7”)%
2
D
< 1+ (4.8)
p
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Portanto,
m<”
Pre\T) >~ —.
’ p

Logo o espago LP, para 1 < p < 2 é p-uniformemente suave. O]

4.2 DESIGUALDADE OTIMA 2-UNIFORMEMENTE CON-
VEXA

Proposigao 4.2.1. (Desigualdade Otima 2- Uniformemente Convezxa). Se-
jam x ey € LP. Entao valem as sequintes desigualdades:
Para1 <p <2,

2

lz +yll, + lle —yl
: 2 all, + (o= 1) lyll, - (4.9)

2

Para 2 < p < o0,

2

|z +yll, + [l =yl 2 2
s =<zl + (= D) llyll, - (4.10)

2

Prova: Vamos provar a desigualdade (4.9), a prova de (4.10) é andloga.
Para provarmos a desigualdade (4.9) vamos usar a desigualdade de Hanner
e também a desigualdade dois pontos de Gross. Primeiramente vamos con-
siderar o caso 1 < p < 2. Dados x e y € L, 1 < p < 2, pela desigualdade
(3.12), temos

1 1

2 2\ 2 P P\ »

Cw+ym+ﬂw—mu>>>CM+yM+H$—Miy
2 2

1
Py

p
(e, + yl,)” =+ |1, = Ny,
- 2

Fazendo a = [|z||, e b = [|y||, em (4.11) e usando a desigualdade dois pontos
de Gross obtemos,

1
P15

1

> (el + (= D1IyIR)”

p
(e, + 1y, ) "+ e, = iyl
2

IPela desigualdade de Hanner.
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Ou seja,
2

lz + |2 + |z — y|| ) )
. E > lzlls+ (0= 1) Iyl -

2
Para p = 1 temos,
2 2
lz+yll, +llz —yll,  [x@+y)?du+ [y (x—y)*du
2 2
2 [y @tdu+2 [y yidp
B 2
2 2 2

=zl + lyll™ = [l

Isto completa a prova. O

Na préxima proposicao vamos generalizar a Proposicao 4.2.1 para outras
potencias. Um argumento simples, baseado na desigualdade de Hanner, mos-
tra tal fato.

Teorema 4.2.1. (Desigualdade Otima 2- Uniformemente Conveza). Sejam
x ey € LP. Entao valem as sequintes desiqualdades:
Para1 <p <2,

2
le+ylP+lz—wl2\* )
( 2 2] >l + (0 — 1) ol (4.12)
Para 2 < p < o0,
lo+ gl + Jlz — g2\ *
r+yll, +|lr—y ? 9 9
( 2 ) <Jlzll2+ o — 1) [yl (4.13)

Prova: Primeiramente vamos provar a desigualdade (4.12). Sejam z ey € LP
el <p <2 Fazendoa = [z|, e b= |y|, na desigualdade dois pontos de
Gross, obtemos

1
P71

[un

p
(e, + yl,)” =+ [, = Ny,
2

(Il + 0= D lwl2) " <

Agora, pela desigualdade de Hanner (Teorema 4.1.1) temos que

1
Prp

p 1
(ltl, + st,)” + et ~ | ] * (Hx Tyl + o - yng)P
2 - 2 ’
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de onde concluimos que

2
p P\ p
Iz + yll, + [l - pr> ’
5 :

Izl + (0 = D) [lyll, < <

Para p = 1 a demonstracao é anédloga a feita na Proposicao 4.2.1. ]

Agora usando a proposicao 4.2.1 estamos em condi¢oes de provar que os
espacos LP sao 2-uniformemente suaves e 2-uniformemente convexos.

Corolario 4.2.1. Os espacos LP, para 1 < p < 2, sao 2-uniformemente
CONVETOS.

Prova: Fazendo T =z + y e § = © — y temos, pela desigualdade (4.9), que

Lo ooy |l E+3]° &=l
S (1212 +1917) = | 52| + -1 |
p p
Se [|z| = [lgl =1 e [z — g = 2e, temos
~ ~ 112 ~ ~ 112
r+y r—y
< 1—(p—1
5 < (P=1|—
p p
< 1—(p—1)& (4.14)

Elevando ambos os lados da desigualdade (4.14) na poténcia 3 e utilizando
o Lema 3.1.4, obtemos

T+ 1
CI?;-?/ < (1—(])—].)52)2
p
< 1-— (p; 1) e2.
Portanto,
r+y —1
5[,17(5) Z 1 — T Y > (p ) 82,
2 » 2
e isto completa a prova. 0

Corolario 4.2.2. Os espacos LP, para 2 < p < oo, sao 2-uniformemente
suaves.
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Prova: Sejam x e y € LP tais que ||z|]| = 1 e ||y|| = 7. Pelo Lema 3.3.1 e
pela Proposicao 4.2.1 temos

1

2 2\ 2

4+ yll, +lle—yll, _ (HI +yll, + [z — y||p> ’
2 - 2

%
< (Il + =) yl?)

Ou seja,
[ +yll, + [l —yll,
2 2
(p—1) 2 O]

27’.

—_
IN
)
|
Naw”
[\

Portanto, pr»(7) <

4.3 (CONVEXIDADE 2- UNIFORME DO ESPACO DE
HILBERT

Definigao 4.3.1. (Relagdo de ordem “simbolo O grande”) Suponha que
r — xg, com valores em R. Seja Ny uma vizinhanca de xq tal que

()] < Klg(z)]

para todo x € Ny N R, onde k£ é uma constante que independe de x. Entao
dizemos que f(x) é O grande de g(x) quando x — x( e escrevemos simboli-

camente f(z) = O(g(z)).

Proposicao 4.3.1. Qualquer espaco de Hilbert H € 2-uniformemente suave
e 2-uniformemente convezro e 2 é o melhor expoente para cada propriedade.
Prova: Usando a identidade do paralelogramo, ou seja,
2 2 2 2
lz +yll" + llz = yl* =2 (=" + ly]I°) ,
com |lz]| = [lyl| =1 e [lz — y|| = 2¢, temos,
Iz +ylI* = 4 — |z —y||* = 4(1 — £3).

Portanto,

x+yH2: (1—e?).

2
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Elevando ambos os lados da desigualdade na poténcia i, pelo Lema 3.1.4

2
obtemos,
2
x+yH:a_f%;§1_<g)’

2 2
2
r+y > (g) .
2 —\2
Entao o espaco de Hilbert 'H é 2-uniformemente convexo. Para provarmos
que o espago de Hilbert é 2-uniformemente suave, note que pelo Lema 3.3.1
temos

o que é equivalente a

1—

1
2 2\ 2
ool o=l (Lol +le=ol?)*
2 2
Fazendo ||z|| = 1 e |ly]| = 7 e substituindo em (4.15), aplicando a lei do

paralelogramo e o Lema 3.1.5, obtemos

1
2 2\ 2
e +yll +lle -yl _ CM+MI+M—yH>2

2 - 2
1
2 2\3
= (=l +llyl")?
2
-
< 1+ —.
< 1+ 5
Entao,
_ 2
|z +yll + [l yH_1<13
2 -2
ou seja,
72
pr(T) < o

Para concluir a prova da proposicao temos que mostrar que 2 é o melhor
expoente para cada propriedade.

Vamos analisar primeiro o caso 2-uniformemente convexo. Note que,

N[

12
=01
e—0 g2 2

1
2)2

Portanto, 17(% é limitado. Entao pela definigao (4.3.1), temos que

1—(1- 52)% ~ O(?).

44



De modo analogo concluimos que
—1+(1+ 72)% ~ O(c?).
O

Agora vamos mostrar um resultado importante sobre a constante de p-suavidade

uniforme do espago normado X e a constante g-convexidade uniforme de seu
dual X*.

4.4 DUALIDADE ENTRE CONVEXIDADE E SUAVI-
DADE UNIFORME

Proposicao 4.4.1. (Dualidade para q-Convexidade Uniforme e p-Suavidade
Uniforme). Seja X um espago normado e X* seu dual. Entdo a constante
de p-suavidade uniforme de X (a constante k em (3.23)) é igual a constante
de g-convezidade uniforme de X* (a constante k em (3.22))

Prova: Primeiramente vamos supor que a constante de g-convexidade uni-
forme de X* seja k e vamos mostrar que k é uma constante de p-suavidade
uniforme de X. Sejam x, y € X. Vamos denotar as normas de X e X* por
|| -||. Pelo Coroldrio 1.1.1, existem \ e p € X* tais que

A = [lull =1, Mz +y) = |lz+yl eplz—y)=Ilz—yl.

Defina ¢, ¥ € X* por

_1 _ _1 _
p=zdllz+yl"T N e p=zTallz—y|" g

onde » »
L Ayl + [l — gl
5 .
Afirmacao 1:
1ol + [[4]* = 2.
De fato,

el + 1l ll* ==z = yl” A+ 27 o+ )7 ull
= 2 (la+yl” + llz —yl")
=+ yll” + llz — yl”

lz+yl”+llz—yll”
2
= 2
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Afirmacgao 2:

wx+w+¢@—yx20w+mV+meW)i
2 2 '

De fato,

Slr+y)+v@—y) 2 ferylP T ANe )+ eyl e~ y)

2 2
_ Nyl + e =yl

- 1
2 (||x+y||p+||wfyup> Z
2

(lz +yl” + ll= —y[")"

914
(=gl + =yl
- ()
Portanto,
Ox+wﬂwx—m3i:¢@+m+w@—w
2 2
_ @t | (—v)©)
2 + 2
_ (@ 9)@) |, (6 —)(ky)
2 2k
<\@+wxw+x¢—wx@w

2k
H¢+¢HHH+H¢ wwmm

< [qugib'Jr o=y

2k
Utilizando as desigualdades de Holder e a desigualdade (3.20) em (4.16),
obtemos

MWM+me«4w>

Cm+yn;wx—m|)p__[H “ H \H [l + kyl]
< =2+ el ] et + ety
q q 1
< Mﬁgyﬂﬂ) (Il + ky|1)?

S

(Il l” + [l &y l1")> -
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Agora vamos supor que a constante de p-suavidade uniforme de X seja k
e vamos mostrar que k 4 uma constante de g-convexidade uniforme de X*.
Sejam ¢ e Y € X*. Como X™ é reflexivo, entao X é reflexivo. Logo, existem
7ege X tais que |17]] = 7] = 1,

e + ¥l = (p +¥) ()

e
le =¥l = (¢ = ¥)(©).
Sejam u e v € X dados por
_ ety e L el
- 2 R | Y 2k’
onde e o
+ —
Z"T +HT
Afirmacgao 1:
[[ull” + [|ko]]”
De fato,
1\? 0+ (¢—1) 1\? ©— 1 p(g—1)
p kollP = -1 - _ kP
ul? + ol = = [(2) N =
1 p Sp‘i_ q 1 p ) q
_ -1 - — r_ 7
-G = G
p q — q
O
=20+ 12
1
o
Afirmagao 2:
q a\ 3
o +e-vo = (| 252+ 252
De fato,
w+wq1

il

(e +¢)(w) +(p—¥)(v) = 2 P<
P s

(=52 + H “| )

- (=

2k

)

Q

q>1.
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Portanto,

Q=

(52 + 152 ) = wrow+e-ve
— p(u+ )+ v — )
< lllflu+ vl + [ = v
< [+l +llu =l (el + 191
< (lu+ol”+ u o) (el + )
< 25 ([lell” + eyl > (llll” + ll7)
=2i-‘HWW+WM)q
- QﬁUWW+Mw)
B me+ww>
Isto completa a prova. O

Proposicao 4.4.2. (Dualidade da Desigualdade de Hanner). Seja X um
espaco normado e X* o seu dual. Sejam 1 <p <2 e 1% + é = 1. Entao, se

o+ 11 + ¢ = 2l1* < (ol + wl)* + | llell = ]l |* (4.17)
vale para todo ¢, Y € X*, temos

ly + 2P + [y — 2l > (llyll + 20" + [ 1]l = (4.18)

para todo y, z € X.

Prova: Suponhamos primeiro que (4.17) vale em X* e vamos mostrar que
(4.18) vale em X. Fazendo, y = u+ v e 2z = u — v e substituindo em (4.18)
temos

2(Jlull” + 1lvl”) = (lu+ vl + llu = oll)" + [+ vll = [lu =] " (4.19)
Sem perda de generalidade, assuma que |[u+v||=1er = ||lu —v| < 1.
Afirmagao 1: Podemos reescrever o lado direito de (4.19) como

R = alfut ol + B lu— ol = (4P + (L=,
onde
=(1+r)P Q=P e B=rP[A+ )P = (1)

2Pela desigualdade de Holder.
3Pela desigualdade (3.23).
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De fato,

R = alutol +8lu—of?
= a+ prP
= A+r)P A=) (4P = (=)
= 1+r)Q4+r) '+ 1-r)Q—rpP!
= (1+r)P+(1—r)’

Pelo Corolario 1.1.1, sejam A\, p € X™ tais que

A= 1lull =1, AMu+v) = |luto] e plu—v)=u—-wv].
Defina,

¢=aR7 lu+ov""" A e =P8R |u—v|f" p

Afirmacao 2:
o(u+v)+Y(u—wv)=R.
De fato,
$(u+v)+(u—0v) = aR ™7 fu+ vl lu+ ol H SR u— vl [fu— o
= R (aflu+ o]+ Bu—o|”)
allu+o]” + B llu— o
(e flu+ ol + B flu—vl")

1
q

= (aflu+oll" + B llu—o]")
= (R")»
= R.

Portanto, pela desigualdade de Holder,

R=¢(u+v)+vu—0v) = (¢+¢)(u)+(¢—v)(v)

(& +¥)(u) + (¢ — ) (v)]

6+ ¢l flall + llé — [l [v]

(o + vl + 1l — 2l ][ llull + lv]l]

(I + w17+ ll6 = w197 (lull” + [[v]")

Para completar a demostracao de (4.19), precisamos mostrar que,

VANVANRVA

3 =

IN

T =g+l + o -yl <2%
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Mas, por (4.17) temos,
T = Jo+ol"+llo— |
(el + Il + [l = 1l |*
_P — _r _ q
RS ol A BB = o]

IA I

+ [R5t ol A = BB = ol ]
= RP?la+pr "+ R P[a—prr ]’
= R7P [(1 + )Pt (L =)t ¢ rl_p[(l + )Pt — (1 — r)p_l]rp_l]q
+R7P [(1 + )Pt (1 — )Pt =t [(1 + )Pt — (1 — r)pfl]rpfl]q
= RPR01+r)P ) +RP20—r)P ]
21 p p
= Eﬂﬂ+r}+ﬂ—r”
2q(1 +r)P+(1—r)
(I+r)p+ (1 —r)p
= 20

]

Vimos no Capitulo 3 duas defini¢oes para r-convexidade uniforme e t-sua-
vidade uniforme, agora vamos terminar o capitulo provando a equivaléncia
destas duas definicoes.

Teorema 4.4.1. (Equivaléncia das Definigcoes de r-Convexidade Uniforme
e t-Suavidade Uniforme). Seja X um espago normado. Entao (3.20) vale
para alguma constante k e para todo x, y € X se, e somente se, §,(g) > (%)r
vale para r > 1 e alguma constante c. Similarmente, (3.23) vale para alguma
constante k e para todo x, y € X se, e somente se, px(7) < ¢1" vale para

alguma constante c.

Prova: Pela Proposigao (3.3.4), temos que a validade de (3.23) para alguma
constante k e para z, y € X implica que px(7) < cr” vale para alguma
constante ¢. Agora suponhamos que px(7) < ¢7” vale para 1 < r < 2 e
alguma constante c. Sejam ||z|| = 1 e [Jy]| < 1. Logo w —-1<
(c|ly])". Defina os ntimeros

p o Mty 4z —y] oo eyl =z —yl
2 o +yll + [z -y
Afirmacao:
T r\ = r r 1
(Hx+yH+Nx—yH)T_Hx+yH+H$—yH:b (G+ﬂ)+%1—a))i_q
2 2 2

(4.20)
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De fato,

((1+a)r-5(1—a)r)i_1] _

letyll—lle—yll | " e ryl=llz—yl \ "
) <1+||x+yu+uz—y||> N (1 Hr+yll+llw—yll>
2 9

T T 1
_ Nzt yl + [l =yl K 2z +y )+< 2|z -y )]1
2 Iz +yll + |z = yll lz+yll +lle =yl ) ] 27

Nzt yll £ [l =yl
2

1
_ <H:v+y||+||w—y|!)r 2" x4yl 2" e =yl | {1
—= T 1
2 (= +yll + = —yl) 2r
|z + yll + [l = yli

2
T T 1
_ (H$+yH +llz =yl )"_ |z +yll +llz —yll

b

Sl

—b

2 2

A funcdo de a do lado direito em (4.20) desaparece quadraticamente na
origem: seja
1
(rors=ary _1]
2 7

ou seja, p(0) = 0. Entdo uma simples estimativa usando o Teorema de Taylor
mostra que p(a) é limitado por D,a? para alguma constante D, dependendo
somente de r. De fato, usando o Teorema de Taylor com resto de Lagrange
podemos escrever p(a) como,

pla) =0

r(r—1)

p<a) = T€27

onde ¢ € (0,a). Fazendo D, = ’"(’”2—_1), obtemos que
p(a) = D,&* < D,a”.

Entdo, desde que |a] < 1 < |ly| e 1 < < 2, temos, por (4.20) e pela

b
suposicao em px, que

(le oyl + llz =yl

1
A=) < e i+l

o1



Logo,

lz 4+ ylI" + |z —y|"

r r 2\T
5 < I+ yll" + Drllyl”)
< (X4 (c+ D) llyl)
< Tkl
para todo z, y € X com |[z|| = 1 e |ly]]| <1 e a constante k, dependendo

somente de ¢ e r. Portanto,

lz+ylI" + |z =y

5 < l=l” + F [yl (4.21)

para todo z,y € X com |z|| = 1 e ||y|| < 1. Finalmente, aplicando a
desigualdade para 75 e rir, (4.21) vale para todo x e y, tal que [|y|| < ||z].

Assumindo que k, > 1, (4.21) vale para todo z e y. Agora pela Proposigao
3.3.3 temos que a validade de (3.20) para alguma constante k e paraz ey € X

implica que dx(g) > (%)r vale para alguma constante c. Agora suponhamos

que dx(g) > (%)T vale para alguma constante c. Entdo, pelo teorema (2.3.1)

temos

px+(T7) = sup{re —dx(e):0<e <1}
< Sup{Ts—(§>r:0§€§1}
c
1 T
< sup{%—e’"(—) :()gggl}
c

= (1),

onde %+ % = 1. Entao pelo que mostramos na primeira parte deste teorema,
existe uma constante k que torna (3.23) vélida em X*. Logo, pela proposigao
4.4.1, (3.20) é vélida para em X** e, portanto, para X, para alguma constante
k. ]
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Capitulo 5

Espacos ()

Neste capitulo vamos mostrar a desigualdade “facil” de Clarkson. Prova-
remos a desigualdade 6tima 2-uniformemente convexa. E também que os
espagos (), sao 2-uniformemente convexos.

5.1 DEFINICOES E ALGUMAS PROPRIEDADES SO-
BRE O TRACO DE UMA MATRIZ

Definicao 5.1.1. (Espagos C,) Dado 1 < p < oo, denotamos por C, o
espaco de Banach de operadores compactos em um espaco de Hilbert H,
com a norma

3 =
3 =

Hxnp:(tr(x*xﬁ) :(tr(XX*)%) < 0, (5.1)

onde X é um operador compacto de ‘H, X* é o seu adjunto e

tr(B) = Z(Bek, ek),

k

para {ej} base ortonormal de H.

Para p = oo, sejam X e Y espacos de Banach e £(X,Y) o conjunto de
todos os operadores lineares e limitados de X em Y. Seja A € L(X,Y),

definimos A
) = sup 1AL
cex 2]
x#0

Dizemos que ||A|| é a norma usual de operadores.

Notagao: Seja H um espago de Hilbert. Vamos denotar por L(H) o con-
junto de operadores limitados de H em H.
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Defini¢ao 5.1.2. Um operador U € L(H) é chamado uma isometria se
|Uz| = ||z| para todo z € H. U é chamado uma isometria parcial se U é

uma isometria restrita ao subespaco fechado (Ker(U ))L

Para o préoximo lema, necessitaremos do bem conhecido Teorema da Decom-
posicao Polar, que enunciamos a seguir.

Definigao 5.1.3. Dado A € L(H), com A*A > 0, entao |A| := vV A*A.

Teorema 5.1.1. (Decomposi¢cio Polar). Seja A um operador linear limitado
em um espaco de Hilbert H. Entao existe uma isometria parcial U tal que
A =U|A|. Além disso, U é unicamente determinado pela condi¢io Ker U =

Ker A. Ou ainda, dom U = dom A.
Prova: Veja [19].

Lema 5.1.1. Sejam A e B dois operadores em C,. Entao,
tr (AB) | < (tr (JA"] - |B]) )* (tr (JA| - |B*]) ) *.

Prova: Sejam A e B dois operadores em C), e sejam U e V isometrias
parciais tais que (conforme o Teorema 5.1.1) A = U|A| e B = V|B| sejam as
decomposicoes polares de A e B, respectivamente. Entao,

tr(AB)| = |tr (U]A]V|B])|
w (1BIAUlAV Bl )|

1 1 1 ol
= |u(aBrO1ab)BEVIAY)].
Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
tr(AB)[? <t (IBIEUIAR AU |BIE) tr (|BEV*|A3 ARV B

=t (U[A[U"|B]) tr (JA]V|B]VT)
=t ([AY[[B]) tr (JA[[B"]) .

ja que |A*| = U|A|U* e |B*| = V|B|V*. Ou seja,
[tr (AB) | < (tr (|A"] - [B]))* (e (1A [B7)) ) *,

como queriamos provar. O]

Observagao 5.1.1. Muitas desigualdades familiares para a norma LP
valem também para a norma C),, como mostra as seguintes proposicoes.
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Proposicao 5.1.1. (Desigualdade de Holder). Sejam X, Y € C,. Entao,
[ XYL < IX, 1Y,
11,1
onde . = >t o

Prova: Uma prova pode ser encontrada em [7].

Proposicao 5.1.2. Sejam A e B € C,. Entao, usando a desigualdade tri-
angular para ||-||,, temos

tr(|A+ Bl) < tr(|A]+|B]).

Prova: Seja {p,}>2, uma base ortonormal. Sejam U, V e W isometrias
parciais provenientes das decomposicoes polares, assim

A=V|Al, B=W|B| ¢ A+B=U|A+ B

1 1
Note que [|All; = tr (JA]) e [|All, = (tr (A7A))= = (tr (|A]*))*.
Fazendo ¢!, = Uy, ¢ usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz obtemos,

o0

w(A+B) = ) (n|A+ Blon)

n=1
[e's)

= Z(@na U*(A+ B)gn)

n=1
[eS)

= Z(‘pm (U*A+U"B)pn)

n=1
[eS)

= Y (0w AP) + D (o, Bo,)

o0

n=1

n=1
oS

= Y AV, [AIRG,) + > (IBIEW gy, | BlZg),)
n=1 n=1

S larvee|| |1+ 2 | 1B e
n=1 n=1

o0 1 L\ 2 [ e 3
S [arveed ) (3 |1are
n=1 n=1
1
oo L 2 * L
¢ (Slrwal) (Shoe
n=1 n=1

IA

1
1Bl

IN

2

1
> 2
b

%)



onde a ultima desigualdade segue pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Agora, pela definicao de norma, segue que

w(lA+B) < [ladve| |jai +|isiEwe| i
1112 1112
< || + B2
2 2
= JlAll, + 1Bl

= tr(|A]) +tr (|B]),

pois,
1

= (o)

Isto completa a prova. O

2
EE ]szMFWMM

Observacgao 5.1.2. Por outro lado muitas desigualdades para normas LP
nao valem para normas C,. Muitos destes exemplos estao relacionados com
a aplicacao

X — |X| = (X"X)7 .

Se f e g € L? entao vale que [|[f[ —|glll, < |lf —gll,- Mas isto ndo é ver-
dade em geral para o espaco C),, como mostra a préxima proposi¢ao. Antes,
precisamos definir os operadores de Hilbert-Schmidt.

Definicao 5.1.4. (Operadores de Hilbert-Schmidt) Um operador T' € L(H)
¢ chamado Hilbert-Schmidt se, e somente se, tr (T*7T) < oco. A familia de
todos os operadores Hilbert-Schmidt é denotada por [?. Vamos denotar o
espaco de Hilbert-Schmidt por HS

Proposigao 5.1.3. Sejam A e B dois operadores de Hilbert-Schimidt no
espaco de Hilbert H. Entao,

14| = |Bl|| ;s < 27 | A~ B].

Prova: Vamos provar apenas um caso particular. A prova para o caso geral
pode ser encontrado em [1]. Sejam X e Y operadores pertencentes ao espago
Hilbert-Schmidt e ) um operador linear limitado satisfazendo X > 0, Y >
Oe [|Qf < 1.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que

N|=

2 (tr (X X)) (tr (V*Y))

oltr (XY)| <
< (XX +tr (YY), (5.2)
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Entao,

Altr (QXY)| = 4

tr ((Y%QX%)(X%Y%D ‘
<2 9 (Y%QXQ*Y%> + 2t (Y%Xﬁ>
= 2tr (YQXQ") +2tr (XY)
<? tr (YQQ'Y) + tr (QX*Q*) + 2tr (XY)
= tr (Y?QQ") + tr (X*Q*Q) + 2tr (XY)
= tr (X%Q) +tr (Y?|QI?) + 2tr (XY)
< tr(XP4+Y?+ XY +YX). (5.3)
Sejam A = U|A| e B = V|B| as decomposicoes polares de A e B respecti-
vamente. Usando a desigualdade (5.3) para X = |A|, Y = |B| e Q@ = V*U,
obtemos,
2||A=Blys = 2tr((A-B)(A-B))
= 2tr (JA]> +|B|*) — 2Re(|B|V*U|A]|)
> 2tr (|A] + [B?) — tr (JA]” + |BI* + |A]|B] + | B||A])
= tr (JA] +[B*) — tr (|A]|B| + | B]|A])
= tr(|4] - [B))*
= (141 = 1Bl
Portanto temos
A1 = 1Bl < 22114 = B,

como enunciado. O]

Observacao 5.1.3. O coeficiente que aparece na Proposicao 5.1.3 é o melhor
possivel considerando A e B dois operadores quaisquer. Porém, se A e B sao
auto-adjuntos, entao 1 é o melhor coeficiente.

5.2 DESIGUALDADES DE CLARKSON

Agora vamos enunciar e provar varios lemas que serao utilizados para a de-
mostragao da desigualdade “facil” de Clarkson para o caso C,. A prova dessa
desigualdade foi feita por Dixmier, [7].

Lema 5.2.1. Sejam A e B operadores em C,,. Entao,
|tr (AB) | < tr (JABJ) < || A]]; tr (| B]).

2Por (5.2).
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Prova: Suponhamos primeiramente que A > 0 e B > 0. Temos entao,
1 1
Bz ABz < ||A|| B e, portanto,

tr (AB) = tr (B%AB%) < tr (B% 1A B%) — || A[|tr (B).

Agora supondo que A e B sao dois operadores quaisquer, A, B € C,, temos
entao,
tr (|A*[|B]) < [[]A™|[| tr (| B]) = [ Al tr (| B]) - (5.4)

De fato, pelo Lema (5.1.1) e observando que |A*| = U|A|U*, |B*| =V|B|V*
e B="V|B|, onde U e V sao isometrias parciais, temos
y 1 !
tr(AB)| < (w(A7|-|B))* o (4] |B)?)
1 1
P (At (8D ) - (1Al e (1B7)) )2
(lu1AjT=lite(1B1)) > - ([[1A]

(
A, (e (1B))? - (tr (|BIV*V))?
— JAll, tr(1B])

| /\

|tr (V] B|V*))?

IN

Entdo, tr (AB) < ||A]|,tr(|B|). Para provarmos a primeira desigualdade,
seja I o operador identidade em C), entdo, pela desigualdade (5.4),

tr (AB) | = [tr (IAB) | < |[[[| tr (JAB]) = tr (|AB]) .

Para provarmos a ultima desigualdade, seja U uma isometria parcial tal que
|AB| = UAB. Entao, novamente pela desigualdade (5.4), temos

tr (|AB[) = tr (UAB) < [[UA|, tr (|B]) < [[Al|, tr (|B])

]

Lema 5.2.2. Sejam p > 2, %4—% =1eA, B, C e D operadores pertencentes
a Cp. Entao,

[tr((A+ B)C + (A— B)D)| < 2 [||A|E + | BIE]* [ €] + 1DI|% ] 7.

Se p = OO vamos usar a norma

S =

LIHAI + 1BI15 17 = sup{[[All, . | Bl }-

3Por (5.4).
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Prova: Primeiro vamos supor p = oo e ¢ = 1. Assim, pelo Lema 5.2.1,

ltr((A+ B)C + (A — B)D)|

ltr (A+ B)C) +tr((A— B)D)|

ltr (A+ B)C) |+ |tr (A— B)D) |
A+ Bl tr(|C]) + [|[A = Bl tr (|D])
A+ Bl [ICll; + |1A = Bl 1Dl
(Al + 1Bl ) (ICT, +1D1,)
2sup{[|All. . | Bll..} (ICN, +11D],)

1

2L 1Al + 1Bl 17 CICl, + 1P, )-

IA A

VARRVAN|

Agora vamos supor que p # oo e q # 1,

ltr((A+ B)C + (A= B)D)| = |tr (A+ B)C) + tr (A — B)D)|
< [tr((A+B)C) |+ [tr (A= B)D)|
<' A+ B, [Cll, + 1A = Bll, | DI,
< [A+ Bl +[[A=Bll, ][IIC]l, + DIl ]

< [IlIA+ Bll; + 1A= Bl ]*[1Cll; + 1 DI;]®
1 1 1
<® 22 [[|All; + 1Bl ] [IC1; + DIl ]*.

Lema 5.2.3. Seja A€ C,, com 1 <p < oo. Entao
IA]l, = sup {|tr (AB) | : || B]|, < 1},
onde B € (1, com%%—%:l.

Prova: Como vale a desigualdade de Holder, ouseja, [tr (AB) | < [|Al], || B,
¢ suficiente mostrar que existe um operador B € C, tal que |By| < 1 e
tr (AB) | = [|A]],. Sejam A = U|A| e |A*| = U|A|U" a decomposigao polar
de A. Considere B = A\U*|A*|P~!, para A > 0. Entao,

AB = U|AINU*|A*|P~! = |[A*[UNU*|A* P~ = MU A*|PU = M| A*|P.

Logo,
tr (AB) = tr (\|A*P) = Atr (|A*|P) = Atr (JA]P) .
Por outro lado, como [|B|| = A\|A*|P~!] entao,
tr (| B|?) = tr (AY]A*]P) = Xt (|JA*P) = Mt (|A]P) .

4Pelo Lema 5.2.1.
5Pela desigualdade de Holder.
6Pela identidade do paralelogramo.
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1
Como por hipétese || B|, < 1, se tr (|A*[F) # 0, basta tomar A = (tr (JAJP)) @
para que tr (|B]7) =1e

1-tr(]AP)

= (te(JAP)) 7 = |14l
(b (JAP) )7

tr (AB) | = r (JA]7) =
O

Teorema 5.2.1. (Desigualdades de Clarkson para matrizes). Sejam A e
B € C,. Entao valem as sequintes desigualdades:

Para 2 < p < o0,
|A+BIP+ 1A= Bl <2271 (| Al + 1BIl7)- (5.5)

Pam1<p§26q:#,

1A+ Bl + 1A = Bl < 2(1IAI; + I1BI;) - (5.6)
Prova: Vamos provar apenas (5.5). Dado ¢ > 0, existem nimeros ¢ > 0 e
d > 0 tais que
1
(T4 d?)e <1
1
A+ BIP+ A= Bl ]» <cl|A+ B|,+d||A- B, +e.

Por outro lado, existe um operador C' € C, tal que [|C||, = c e pelo Lema
5.2.3 temos que, para € > 0,

A+ B, IC]l, < [tr ((A+ B)C)| +e.

Vamos supor que tr ((A+ B)C') > 0. De forma analoga, existe D € C), tal
que ||D||,=de

1A =B, [IDll, < |tr (A= B)C) |+
e também vamos supor que tr ((A — B)C') > 0. Temos entéao,

1A+ Bly + 1A= Bly]» < cl|A+Bl,+d||A-B|,+e

A+ B, [Cll, + |1A =Bl 1D,

tr (A4 B)C)+tr ((A—B)C) +¢e+2¢
1 1 1

<* 2a[[JAl7 + IBIL 17 [ICNg + I1Dlig ]« + 3

1

— [ AL+ IBIZ] 7 [¢" + d) P + 3¢
2 [ Al + 1Bl )7 + 32,

N

=

IN

5Pelo Lema 5.2.2.
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qualquer que seja € > 0. Portanto,

3=

[IA+BlL+ A= BIZ]» <2a [ AL+ IBIE]". -

Observagao 5.2.1. As desigualdades (5.5) e (5.6) para 1 < p < 2e 2 <
p < 00, respectivamente, valem em sentido inverso. A prova da desigualdade
(5.6) pode ser encontrada em [8], [2] ou [20].

Corolario 5.2.1. O espaco C), é p-uniformemente convezo para 2 < p < 00.
Prova: Usando a desigualdade
D
IA+ Bl + 14 = BlIy < 25 (1Al + 1BI;),
com ||Al| =||B||=1e ||A— B| > 2¢, temos

b

lA+ By <20 —||A- B|ly =2 — |A - BIlp,

ou seja,
p —
|A + B||p < 2P — 2PgP = 2P(1 — &P).
Portanto,
p
HA+B <(l-eMp<l——,
P p
0 que é equivalente a
) HA—I—B ep
2 » D
[_:P
Logo, d¢c, > — . m
p

Corolario 5.2.2. O espago C, € g-uniformemente convero para 1 <p < 2.

Prova: Usando a desigualdade

q

q q p p\?
|4+ BIS+ 14— BIE <2 (415 + 1BI2)” .
com ||Al| =||B||=1e ||A— B| > 2¢, temos,

g

1A+ Blly <227 ~||A= Bl =27 — | A~ BIly,
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ou seja,
I|A + B||g <29 — 297 =29(1 — e7).

Portanto,
A+ B q
H 2l ca-emici-Z
q q
0 que ¢é equivalente a
) H A+ B S
2 P
Logo,
el
oc, > E

]
A partir de agora vamos enunciar e provar alguns lemas que serao necessarios
para a demonstraco do nosso proximo teorema.

5.3 DESIGUALDADE OTIMA 2-UNIFORMEMENTE CON-
VEXA

Observacao 5.3.1. Pelo Teorema 1.1.6, temos que se f é uma funcao analitica
no interior e sobre um caminho fechado C' e se zy é um ponto qualquer no
interior de C, entao,
1 f(z
f(z0) = — &) dz. (5.7)

21 ),z — zo

Na préxima defini¢ao, a idéia é estender (5.7) pegando valores no espaco de
Banach £(X).

Definigao 5.3.1. Seja X um espago de Banach e seja A € £(X) um operador
linear limitado. Entao, dada f : C — C analitica, definimos f(A) por

FA) = 5= [ 1) - A

onde (z — A)™! é o resolvente de A, f uma fungao holomorfa definida em
um conjunto aberto de D o qual contém o(7T) e I' é uma curva fechada que
contém todos os autovalores de A.

Lema 5.3.1. (Representacao Integral). Sejam D € C,, paral < p <2, uma
matriz positiva e I o operador identidade. Entao,

P < p 1
D271 = t271. dt
‘%A It+D"
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onde
sin (27 (5 — 1))
P 2m '
Prova: Considere o seguinte caminho, conforme a Figura 5.1. Considere

as curvas ¥, 75, 75 e 4% com as seguintes parametrizacoes, para g, > 0 e
e > 0,

YE = Rpe?, g, <0 <21 — gy
vz =re?, My <0 < 2m — 1
7§z:w+1hk, 7“~k<£L‘<Rk, hk4>0,

k—oo

VR 2 =a — ik, 7"}<:E<Rk, hy, —— 0.

k—o0

Figura 5.1: Caminhos 7F, 75, 7% e ~%.

Agora usando a féormula integral do resolvente

_ 1 (2)
f<A> N 2_7T1 ~k zl — Adz’

onde y* = ¥ Uk U~v¥U~F é um caminho fechado simples que engloba todos
os autovalores da matriz negativa A e z é o ponto qualquer no interior de 7.
Seja Ry grande de maneira a englobar todos os autovalores. Primeiramente
vamos calcular a integral para o caminho ~¥. Note que z = Rpel e f(z2) =
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(Rkei(’)%_l e vamos considerar p < 2. Assim,
L) Lo (R
— ———dz = — ————— Ryie” df
omi Ly 2I—D " T 2 / Rye?T—D ¢
1 k
B /Qw—ak (Rkeie)g 0
- 2r ).  Rie®I—D
< / e (R)Ees
€k Rk€i0 <I — %)
27r—€k 2 -1
< [ (]_ D'e) 0
€r |Rk| Rye!
271’*{-21c »
S C/ RledQ
€k
= ¢(2m — 2e,)Rp> ! 0.
Rj—o0
Note que para p = 2, temos
2
1 2m—ey, R eie 2 1 2m—ey, R 0
— / (i’;—)dg - i df
27 J., Rpe?l — D 27 Je, R.eif (I _ R:Dew)
1 27r—€k D -1
N R
27 Je, Rye! Rj,—00
Agora calcularemos a integral para o caminho 75. Fazendo z = 7€ e
N P—1
f(z) = (rkelo) 2 7 temos, para p < 2,
o\ B—1
1 (2) 1 2T —Mng (rk616)2 -
— ———dz = — - do
2mi Jy2I-D T 2xi /nk rpe?T— DM
! /2Trnk (Tkeie)% 0
o - reeill — D
2y, .5 i02
< [T
- rpe? — D
27 1lk P i -1
< / |2 | (re€’T — D) | do
s
271'77]]C p
< c/ rdo
s
D
= c(2m —2m)r; ——0

re—0
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Note que para p = 2, temos

i/ o —(T.’“eig)g | =
n

2r J,. el —D

21 Sy, rpet?] — D
c 2m—ng,
< — ry df —— 0.
27T Nk Tk—>0
Para a curva 7%, fazendo z = x + hyi e f(z) = (z + hii)? ', entdo
Rk NE—-1 00 E—l
LY IR Ry 7 PPN B
2mi )y 2l = D 2mi Jr (v + i)l — D 2mi Jo «l —D
quando k — oo. Note que,
Zg—l _ e(%fl)lnz _ e(gfl)[lanriargz}

p_q .
eln |z|2 +(§—1)1 argz

|Z|§—1€(%71)iargz‘
Temos que arg(x + hxi) — 0 quando hy, — 07, logo,

(ilj’ + hki)g_l — ’Q? + hki‘g—le(g—l)iargz N |£E|g_1
argz—0

Finalmente vamos calcular a integral para o caminho v¥. Fazendo z = 2 — hyi

e f(z)=(x— hki)g_l, temos,

1 1 L — hi 21 1 21 2#1(771)
fz) . _ (@ = md)= _/ ]2 i,
omri e zI—=D omri 7, (x — hyi)[ =D 27 xl—D

quando k — oo. Note que arg(x — hii) — 27 quando hy — 0~. Logo,
(x — hki)g_l = |z — hkj]%*e(%—l)iargz |x|2 1 2mi(5-1)

Conclusao, fazendo k — oo,

Dg_l _ i /27r—6k (Rkeie) 2 " N i /27r—'r]k (Tkeie) 2 70
2r J., Rpe’l —D 2r J,, k€’ —D
1 [ hyi) 51 1™ (z— hyi)s?
+_‘/ (x + hgl)? dot L (x ,‘61)2 i
2mi Js (x4 hii)l — D 27i Jg, (v — hpi) =D
1 %) | |§ . L OO|CC|%—1627T1(§71) o

27rl o xl—D 2mi J, xl—D

1_627ri(g—1) oo mgq ;
B 27 /0 2D
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Note que

1— (57 [“1—cos(2r (2—1))]i sin (27 (2—1)) |

21 21 2T

Agora fazendo,

(_E)g—l [—1—008(27r(§—1))]i sin(27r(’2—’—1))]/ooo |5

_ d
I+ ED

2m 2m
onde E = —(—D). Defina
o(E) = (~B)5!
Note que g(E) assume valores complexos. Entao podemos escrever g como
9(E) = f(E) +ih(E),

onde f e g sao funcoes analiticas. Portanto temos,

HE) +in(E) = Lo (2277: (5 -1 /0°° E\i; 0

_Sin (271' (g - 1)) /Oo |x|§71 dx (5.8)

o xI+FE

Fazendo
sin (27T (g - 1))
P 2

e comparando a igualdade (5.8), concluimos que

f(B) =53 /w—’m‘g_l d
— ) wrr ™
O

Lema 5.3.2. Toda a matriz singular pode ser aproximada por matrizes in-
vertiveis. Isto €, para toda matriz A € M(n), existe uma seqiiéncia By €
M(n) tal que det By, # 0 e B, — A.

Prova: Seja A € M(n) e sejam Ay, Ag,--- , A\, os autovalores de A. Se A ¢
invertivel, nao temos nada a provar. Portanto, vamos supor que a matriz A é
singular e, assim, pelo menos um dos autovalores é zero. Defina B, = A+¢l.
Assim,

det(B. — M) =det(A+el — \I) = det(A — (A —e)I).

Note que os autovalores de B, sao os mesmos autovalores de A deslocados de
g, portanto, podemos pegar ¢ de modo que nenhum desses autovalores seja
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zero. De onde concluimos que det(B. — AI) = det(A + (¢ — A\)I) # 0. Note
também que

IB. — Al = A+ el — A=|e]|| = .

Portanto, existe uma matriz B, proxima de A e B, é invertivel. O

Teorema 5.3.1. (Desigualdade Otima 2-Uniformemente Convezxa). Sejam
X eY matrizes em C,. Entao, se 1 <p <2, temos que

(IIX +Y[+ X =Y
2

2
) > [|X,+ (0 = DY, (5.9)
Se 2 < p < oo wvale a desigualdade contraria.

Prova: Provaremos somente o caso 1 < p < 2. Vamos supor que X e Y sao
matrizes auto-adjuntas. Sejam Z e W matrizes definidas em termos de X e

Y como,
X 0 Y 0
z_{o X} o w_[o _Y}.

Afirmagao 1: Podemos reescrever (5.9) como,
2 2 2
[tr(|1Z+rWP) P > [t (|Z]P)]7 +r*(p — 1) [tx (W) ] 7, (5.10)

para 0 <r <1.

De fato, note que
tr(|[Z4+rWP) =t (|Z —rW|P) =tr (| X +rY|P) +tr (| X —rY|P).

Portanto,

LB
AV

[tr(|1Z + rW]P)] 25 (| X[+ (p — 1) Y ?)

= [ (Z")]7 + (p— D]er (PWP)]?
= [ (1Z)]7 42— )] (W],

Primeiramente vamos assumir que X e Y sao invertiveis. Conseqiientemente,
Z e W sao invertiveis, logo seus vetores colunas sao L.I. Portanto, o posto
de cada uma dessas matrizes é n. Como Y é uma matriz invertivel de posto
Y 0
0 —-Y }’
concluimos que W gera C?". Note também que Z + rW gera o mesmo
subespaco C?" para r pequeno. Para isto observe que como det(Z + rW)
¢ um polindmio de grau 2n, existem 2n raizes {ri,rs, -+ ,7r2,}. Se r ¢
{11,729, -+ , 7o}, entdo det(Z + rW) # 0, logo, (Z + rW) é invertivel entao

n, gera um subespago de dimensao n. Considerando W = [
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(Z 4+ rW) também é invertivel e zero nao é autovalor de (Z + rW).

Observacao: Note que para a demostragao deste teorema estamos supondo
que Z e W sao matrizes invertiveis. Mas, pelo Lema 5.3.2, concluimos que
este resultado vale para qualquer matriz A € M(n).

Definindo,

[SiS]

V() =tr(|Z+rWP) =tr (22 4+ r(ZW + WZ) +r*W?) 2,
notamos que ¥ (r) é continuamente diferenciavel. Agora fazendo,
d p_
o) _py, [(22 +r(ZW + WZ) +r2W2) (ZW + WZ + 2rW2)] ,

dr 2
(5.11)
usando o Lema 5.3.1, com D = Z?+r(ZW +W Z) +r*W? podemos escrever,
(22 4r(ZW + WZ) + W22 =
o 1
= 2! dt. (5.12
61’/0 It+ (22 +r(ZW + WZ) + r2W?2) (5.12)

Entao podemos ver que C% é também continuamente diferenciavel. Observe
que

P d (2 2 di
w0 = 4 (2o

LSRN
|

Se provarmos que

d? 2 2 2 p d?
3 WD = 2 W) 5 ) (514)
e
1 2 d*y o2
s (DL (515)
concluiremos que
d? 2 2
W) 2 20— D (W) = a”(r) (5.16)

onde o’ (1) é a derivada segunda do lado direito de (5.10). Com isto provamos
o teorema.

diy(r
Para provar (5.14), basta usar (5.13) e mostrar que % > 0 parar € (0,1).
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Note que se mostrarmos que a desigualdade (5.15) é valida concluimos que
" (r) > 0. Note que

P(0) = tr(2+0ZW +WZ)+0W?) (ZW + WZ +0-2W?)
= (5o (222w +w2)

D X2(XY +YX) 0
2 0 X4(-XY -YX)

Assim, temos que ¢’ é ndo-decrescente e 1'(0) = 0, entao ¢'(r) > 0 em (0, 1),

de onde concluimos que (5.14) é valida. Desta forma precisamos mostrar que

a desigualdade (5.15) é valida para 0 < r < 1. Redefinindo Z por Z + rW,

basta provar que (5.15) vale para r = 0. Como Z +rW é nao singular, depois

da redefinigao, |Z| é estritamente positiva.

Afirmagao 2:
2

d
Wtr (|Z + 7"W|p)

2

d
. > Wtr (|12 + W)

(5.17)

r—=

De fato, pela representacao integral (5.12) e pelo Teorema 1.1.4, escrevendo
por simplicidade

K(t)=It+ (2> +r(ZW + WZ) + r*W?),

temos
2
WtrﬂZ“—TWlp):
d P o P_1q 1 9
= (£ — (7 7 +2 d
- (2)@,/0 5 tr(K(t))( W+ WZ +2rW?) dt

_ (g) B, /Oooté’—ltr (ﬁ)(m/lﬂ)dt

p < ZW+WZ+2rW2) )
— (= t27 % JW +WZ 4+ 2rW*) dt.
<2>@’/0 ( (K (1)]2 ( W)

(5.18)
Agora fazendo r = 0 em (5.18) temos,

d2 o) N 1
Z1P) = 5—1 I;VZ
er tr(’ | ) pﬂp/@ t2 tr (It+Z2)( )dt

P e p_q 1 1
e £5-1t IWAWZ) oo (ZW+WZ) ) dt.
<2>ﬁp/0 ’ r<Z2+It( W) AW >>
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Logo,

2

d
(1217 = p tr (127772 WP -

dr?
- (1—9> 3, /Oot’z’—ltr< ! (ZW+WZ);(ZW+WZ)) dt.
2 0 Z2+ 1t 22+ 1t
(5.19)

Usando a ciclicidade do traco, podemos escrever o tltimo termo da igualdade
(5.19) como

1 1
tr (WZ Wz > + 3tr (W

1
1% .
7240t T 72241t 72+ It Z2+It)

Note que no segundo termo se substituirmos Z?2 por |Z|?, este termo é inal-
terado. Agora analisando o primeiro termo, como estamos num espaco de
dimensao finita com produto interno, entao existe uma base ortonormal de
autovetores relativamente a qual a matriz Z é diagonal. Assim, escrevendo
o primeiro termo na base que diagonaliza Z, esse termo torna-se

2n 1 1
Wiil2Z:7;.
2 (ZE+It) (Zf+[t)| 122,

ij=1

Note que este termo cresce quando substituimos Z por |Z|. Entao, clara-
mente a integral em (5.19) aumenta quando substituimos Z por |Z| e o pri-
meiro termo fica inalterado pois é uma funcao de Z2. Assim a desigualdade
(5.17) fica provada. Portanto, sem perda de generalidade, vamos assumir
que Z > 0. Entao, naturalmente, Z + rW > 0 para todo o r suficientemente
pequeno. Também nao precisamos mais elevar ao quadrado para obtermos
um operador positivo cuja poténcia podemos expressar como uma integral
do resolvente. Entao vamos trabalhar diretamente com Z + rWW.

Note que

dy(r) = p(tr (Z + 7’I/V)p_1 W)

Usando a representacao integral podemos escrever

oo 1
7 p=l — T dt
(Z+rW) 7”/O [tl—k(ZJrrW)} )

onde v, ¢ uma constante. Fazendo,

0 1 1
"0) = 1 dt. 2
¥7(0) p%’/o t (tI+ZWt[+ZW) (5.20)

Agora vamos considerar o lado esquerdo de (5.20) como funcao de Z para W
fixo, podemos fazer a seguinte afirmacao:
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Afirmagao 3: A aplicacao

1 1
Z — tr |44 w
(2" 2")
¢ uma funcao convexa em Z. Para provarmos isso, ¢ suficiente mostrar a
seguinte desigualdade para toda a matriz auto-adjunta A:

> 0.
s=0

d? 1 1
A(A) = —
(4) ds? tr(thJr(Z+sA)Wht+(ZJrgsA)W)

Por simplicidade, vamos definir F'(t) = It + (Z + sA). Fazendo,
d 1 1
Tl —wew) =
ds (F<t> F (1) )

= o ([ a4 + e )

Agora fazendo,

i (<t> Fttw):
(P%Wﬂ e A+ A ) +
|- 1[fw A+ ) 7))

temos entao que,

w

d_2 (It+ Z+s4) Tt + Z+sA )
- (l]tntZWH(]tnLZ 2w A® +l]t+Z HmWA]
| )

Tz
= A (LHZW(IHZ) WAD

([ 4oz

+{It+Z

1 1 1 1
= 4t w? A?
Y(LHZ] [It+ZHIt+Z] [IHZD
1 L1

otr | | ——— . | A L |«

(It+ 2)> (It+2Z)> || (It+ Z)> (It+Z2)2
. 1 1] 1 1

(It + Z)2 (It+2): || (It+ Z)3 (It+2)z | )
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Definindo

1 1 1 1
C .= I 1 e D= 1 1
(It+ Z)= (It+Z2)> (It+2)2 (It+Z2)>
temos,
A(A) = 4tr (D*C?) + 2tr (DCDC)
4tr (C*D?) + 2tr (DCDC) .
Afirmacgao 4:

tr (DCDC) | < tr (C?D?) .
Jtr ( )| (

De fato, sejam U e V isometrias parciais tais que D = U|D| e C = V|C|
sejam as decomposicoes polares de D e C', respectivamente. Assim, pela
desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

[tr (DCDC)| =

u((DVICI)DVICY)|

D=

<5 [u([DV|C]] yC|v* D)2 [te([C1V*DIDVIC])]

= [tr(DC? )}1 [tr (ODZC)l}é
= [tr (D%C2)]? [t (D%C?) ]2
tr(CQDQ).

Logo, concluimos que A(A) > 0 e a integral em (5.20) é uma fung¢ao convexa
de Z. Fixando W e t, defina

F(Z):tr({lt—l#Z}W[ItJer} W)'

Seja {e1, -+ , €9, } uma base ortonormal de autovetores de W. Note que, se U
¢ uma matriz unitaria que comuta com W, teremos F(UZU*) = F(Z). Seja
{U;}1<j<o2n 0 conjunto de 2*" matrizes unitdrias com a seguinte propriedade:
para cada k, Ujer = *e;. Cada matriz deste conjunto tem entradas 41 ou
—1 na diagonal. Logo, cada uma dessas matrizes comuta com W. Entao,
pela convexidade de F', temos

22n

F(Z) = 27") F(U;2U;)

Jj=1

22n
> F (2-2" > U]-ZU;>

j=1
- F(Zdiag.)a

5Pelo Lema 5.1.1.
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onde Zgiag. ¢ a matriz cujas entradas da diagonal, na base especificada acima,
sao as de Z e as entradas fora da diagonal principal sao todas zero. Repre-
sentando Zgiag. por Z em (5.20) e usando que Zgiag, € W comutam, temos

W0) = plp — V)tr (1Z17-2W7) > plp (Z £y )

onde Z; e W; sao as j-ésimas entradas das diagonais de Z e W, respectiva-
mente, na base especificada acima. Note que ¥(0) = tr (Z?). Deste modo,
pelo mesmo método empregado, obtemos,

Y(0) = tr (Z2) > (Z Zf) .

Assim,

L, 2n %Tp 2n
1(w<0>)7w”<0> > % (Z Zf) plp=1)) 77wy
i=1 i=1

Logo, para provar (5.15), basta mostrar que

2n (2-p) 2n
1 v - 2
() T - n(X 2w ) = - e,
j=1 j=1

0 que ¢é equivalente a

(2—p) 2
2n P 2n 2n P
-2
(§ Zf) <§ Z )Wf> > (E |Wj|P> . (5.21)
j=1 j=1 j=1

Para provarmos (5.21) vamos usar a desigualdade de Holder com 2 + 2 = 1.
Para p = 2 a desigualdade ¢ trivial. Vamos supor = 2 > 1. Logo,

2n %
<21‘Wj’p> — Z|W|P (2 —oT (Z](2—p)z>]
j=

N

2 2\2/ =T
n 1 P n (2_p)2 %
< Z(WjWW (Z (Zj 2)
Jj=1 7 7j=1
[ 2n 2n 2%11 %
2
- (g (32)
j=1 j

2—-p
P

2n 2n

27(p—2)
>z (Y 2)
j=1 j=1
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Isto conclui o Teorema para X e Y auto-adjuntas.

Agora vamos considerar o caso em que X e Y sao matrizes quaisquer.

Defina

(L) en-(

0

0 Y).

Y*

Note que C' e D sao auto-adjuntas. Entao, pelo caso que acabamos de provar,

(HC + DIl + 1€ = DIj;

Note que,
IC + DIJ;

2

tr ((C + D)(C + D)*)*

tr

tr

tr

(
(

0
X +Yr

0

(X +Y)(X+Y)*

0

(X +Y)(X+Y))

0

(X +Y)(X +Y)

[N14S)

2 tr (((X FY)X + Y)*)%>
201X + Y.

Analogamente concluimos que

IC + DIl = 2[1 Xyl -

Além disso,

[tefl

(tr (C*C)?

tr

)

P

tr (( XE]X
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(v o)
%))

0

(X +Y)(X +Y))

X+Y
X*+Y*

0

LA

) > IO+ (= 1) IDIE.

X+Y
0

0

)

D
2

[N14S)

D
2

(5.22)



Analogamente prova-se que
2 2 2
1D, =2 Y1, -

Substituindo em (5.22), temos

2
20X+ Y[ +2( X =YI7\" _ 2 o 2
( = Foz2e |IXIL 4 (p— D)2 IV,
Portanto,
IX + Y+ Xy [D\ "
( el ) > X2+ (- 1) Y2
Isto completa a prova do Teorema. O

Corolario 5.3.1. Sejam X eY matrizes, X eY € C, e 1 <p <2 entao,

IX + VI, + IX =Y,
= 22> |IX| + (o= D Y- (5.23)

se 2 < p < oo wvale a desigualdade inversa.

Prova: Vamos provar o caso para 1 < p < 2. Pelo Teorema 5.3.1 temos que,

1
X + Y5+ X = Y[\ ? }
( = 2]z (IXE+ - DIV

Pelo mesmo argumento de (3.12),

- 2 2\ 3
<HX +Y7+ X~ YHﬁ) - <HX+Y||,,+ | X — YH,,) ’ '
2 - 2

Logo,
2 2
X+ Y], + X =Y,
5 .

X1, + (p = [V, <

Proposicao 5.3.1. A desigualdade (5.23) implica a desigualdade (5.9).
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Prova: Considere as matrizes 2n x 2n dadas em blocos formados por,

Z:[)O( )0(} e W:H _OY}. (5.24)

Entao,

tr|Z+ WP =tr|Z - WP = (tr| X + Y|P + tr| X = Y]?).
1
Como || X][, = (tr(XX*)%)?, temos,
2
2\ 2\ _ p p\P
(1z+wi2) = (1= wi2) = (IX + YL+ 1X - Y[3)
Note que [|Z; = 2# X[} e [|W]|} = 2# | Y]]}, Por (5.23) temos que,

-2
IXI+ =D IvIE = 25 (1215 + (- DIW?)
Q;Cw+wm+w—wm>

VAN

2

2
_ o (2(||X+Y|IZ+ ||X—Y||§Z)>”
N 2

_ (I!X+Y\|§+ X —YH§>”
. .

Proposicao 5.3.2. Os espagos Cp, para 1 < p < 2, sao 2-uniformemente
CONVETOS.

Prova: Sejam C e D € C, tais que ||C]|, = [|[D]|, =1¢ ||C = D|, > 2e.
Fazendo X = CJFTD eY = C_TD, pela desigualdade (5.23), temos

C+D|? c—D|?* _lCIZ+|D|?
H ;L +(p_1)H . SH Hp2H Hp7
p P
ou seja,
C+D|? C-D|
H i < 1-(-1
2 p 2 p
< 1-(p—-1)&% (5.25)

76



Elevando ambos os lados da desigualdade (5.25) na poténcia % e utilizando
o Lema (3.1.4), obtemos

C+D
2

p

Portanto,

7
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