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Resumo

Problemas de transferéncia de calor e de massa em meios granulares sao
encontrados em indmeras situagoes de interesse tecnologico. Particularmente, o
processo de secagem de graos envolve esses dois fendémenos. Nesta tese é desenvolvido
um modelo matematico que descreve os balancos de energia e de massa para o ar
e os graos baseado nas equagoes de Navier-Stokes. O coeficiente convectivo de
transferéncia de massa entre o grao e o ar é obtido a partir de dados experimentais
para a secagem de graos de soja.

As equagoes governantes do modelo sao resolvidas numericamente por um es-
quema em diferencas finitas. A analise de consisténcia, estabilidade e convergéncia
também é realizada para o caso unidimensional. Uma solucao analitica da equagao
diferencial parcial com a forma das equagoes de balanco da energia e da massa para
o ar (caso unidimensional) é obtida, fazendo-se comparagoes entre dados numeéricos
e a solugao analitica, para funcoes testes no termo fonte, com o objetivo de avaliar
o esquema numérico utilizado.

Resultados sao apresentados fazendo comparagoes dos valores numeéricos calcula-
dos através do modelo com dados experimentais encontrados na literatura. Avalia-se
também a influéncia de parametros adimensionais envolvidos nos processos de trans-
feréncia de calor e massa.

Estes resultados contribuem para obter um melhor entendimento da transferéncia
de calor e massa em meios granulares, cujas aplicagoes sao encontradas em muitas

situacoes de interesse pratico.
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Abstract

Problems of heat and mass transfer in granular media are found in count-
less situations of technical interest. Particularly, the grain drying process involve
those two phenomena. In the present work we develop a mathematical model that
describes the energy and the mass balance for the air and the grain based on the
Navier-Stokes equations. The convective mass transfer coefficient between the grain
and the air is obtained from experimental data for the soy grain drying process.

The governing equations of the model are approximated by means of a finite
differences scheme. The analysis of consistency, stability and convergence is also
made for the unidimensional case. An analytical solution for a partial differential
equation with the form similar to the energy and mass balance equations for the
air (in the unidimensional case) is obtained; comparisons are realized between the
numerical data and the analytical solution for chosen test functions in the source
term, with the objective of evaluating the numerical scheme used.

Numerical results are presented and compared with the experimental data found
in the literature. We evaluate the influence of dimensionless parameters involved in
the heat and mass transfer processes as well.

These results contribute to obtain a better understanding of the heat and mass
transfer in a granular medium, whose applications are found in many situations of

technical interest.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo apresentamos a motivacao para a realizacao da presente tese e
fazemos uma descricao do problema fisico a ser abordado, seguido de uma rapida
revisao bibliografica, que ird recordar alguns dos principais modelos mateméticos
desenvolvidos para descrever os processos de transferéncia de calor e massa. Apos
indicamos os principais objetivos tracados para a realizacao do trabalho. Para encer-
rar o capitulo apresentamos um roteiro que foi seguido na organizacao e elaboragao

da presente tese.

1.1 Motivacao

Em intmeras situacoes de interesse tecnolégico nos deparamos com problemas
de transferéncia de calor e massa em meios granulares. Dentre esses problemas
destacamos o da secagem de graos, dentre eles os graos de soja. Neste casos, torna-
se necessario o conhecimento de modelos matematicos capazes de prever a evolucao
da temperatura e da umidade, tanto do ar que envolve o meio granular, como dos
proprios graos.

Atualmente o Brasil, especialmente nas regioes Sul e Centro Oeste, é um dos
grandes produtores de graos, principalmente de soja, que é destinada na sua maioria
para as industrias de producao de 6leos e de alimentagao humana e animal, tanto
no mercado interno como no exterior. Jé se verifica também o desenvolvimento de

tecnologias para a reducao do consumo de petroleo, tentando utilizar 6leos de origem



vegetal.

Para se ter maior seguranca na secagem, garantindo a conservacgao da qualidade
dos graos e para evitar desperdicios, ¢ importante que se tenha, no momento da
secagem, controle das temperaturas do ar e dos graos, das trocas de calor e massa
entre os graos e o ar, bem como dos teores de umidade no interior de todo o secador
[72]. Tais necessidades, associadas aos elevados custos da constru¢ao de prototipos
baseados em modelos teodricos, tém aumentado a importancia do desenvolvimento
de pesquisas de modelos matematicos, com simulagoes das condi¢oes de secagem e
armazenamento, baseadas em dados experimentais.

Muitos trabalhos sobre processos de transferéncia de calor e massa sao apresen-
tados na literatura. Dos trabalhos encontrados nesta linha de pesquisa, a maioria se
refere a processos de secagem. Na seqiiéncia, faremos uma exposi¢ao do problema
fisico de secagem artificial (objetivo desta pesquisa) a ser resolvido, seguido de um

breve apanhado dos principais trabalhos encontrados na literatura sobre esse tema.

1.2 O problema fisico

Os graos de cereais em geral, entre eles os de soja, sao formados por um composto
de matéria seca e timida. De acordo com Puzzi [72|, a composi¢do quimica de um
grao varia com varios fatores, tais como as condi¢oes ambientais, a variedade do
produto e o proprio teor de umidade. Uma composicao média de um grao de soja
em condigoes ideais para a estocagem e/ou comercializagao, segundo este autor, é
dada na tabela 1.1.

Quando a quantidade de dgua esta muito acima dos 10% (base imida), é necessario
que os graos passem por um processo de secagem antes do armazenamento com o
objetivo de retirar a agua excedente.

Para uma boa conservacao dos graos estocados, evitando oscila¢goes muito brus-
cas nos precos de mercado, devem ser tomados alguns cuidados de forma que sua
composi¢ao quimica seja conservada em seu estado natural. Segundo Puzzy [72],

os principais fatores que alteram as caracteristicas dos graos, comprometendo o seu



Tabela 1.1: Composigao média dos graos de soja em condigoes ideais para a es-

tocagem [72]

Componente % em massa (base tmida)
matérias proteicas 35%
carboidratos 26%
matérias graxas 19%
agua 10%
celulose 5%
cinzas 5%

valor comercial e nutritivo, sao de ordem fisica e biologica. Os principais fatores
fisicos sao a temperatura elevada e a umidade da massa de graos armazenados. Ja
como fatores biolégicos destacam-se a acao de microorganismos, insetos e acaros.
Evidentemente, o desenvolvimento dos fatores biol6gicos depende em grande parte
dos fatores fisicos. Dai a necessidade de manutencao de temperaturas nao muito

elevadas e, principalmente, da secagem dos graos antes de seu armazenamento.
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Figura 1.1: Esquema de um secador de leito fixo em forma de silo (corte vertical)



Existem no mercado intimeros tipos de secadores, dentre os quais os de leito fixo
(figura 1.1), no interior do qual uma grande massa de graos tmidos é depositada
para iniciar a secagem. A secagem artificial dos graos ocorre devido a um fluxo de ar,
geralmente quente, que é forgado através de um sistema de ventilacao a passar pelo
meio granular, absorvendo a umidade contida na superficie do grao e provocando um
gradiente de umidade no interior do mesmo, além do gradiente de energia (no caso
do fluxo de ar quente); este provoca um fluxo de agua do centro para a superficie do
grao. Essa massa de dgua que aparece na superficie é novamente removida pelo ar
quente que passa por entre os graos. Assim, quanto maior a temperatura do ar de
secagem, maior serd o gradiente de temperatura provocado, o que tende a acelerar
o processo de secagem, podendo gerar trincas devido as tensoes que provocam a
rachadura da casca dos graos [72].

A &dgua no interior do grao pode estar na forma de moléculas de dgua ligadas a
grupos moleculares de matéria biologica ou, entao, na forma de grupos moleculares
de agua liquida ou na forma de vapor no interior de pequenos poros existentes nos
graos [72]. A agua na forma de moléculas ligadas a matéria biologica é muito dificil
de ser removida. Ja a forma de grupos moleculares de dgua liquida ou a forma
de vapor permite uma remocao mais facil, e acredita-se que seja essa agua que é
retirada dos graos durante os processos de secagem.

Quando a distribuicao de agua no interior do grao nao é uniforme, formam-
se gradientes de concentracao, fazendo com que a agua se desloque dos pontos de
maior concentragao para os de menor concentragao. Nos processos de secagem com
ar aquecido, o calor é transferido para o grao e provoca a mudanca de fase da 4gua,
além do aquecimento de toda a massa do grao. Formam-se, assim, gradientes de
pressao de vapor que também sao responsaveis pelo deslocamento de dgua no interior
dos graos. Assim, quando a pressao de vapor parcial na superficie do grao é maior
que a pressao parcial do vapor no ar, ocorre a transferéncia de vapor de dgua do
grao para o ar, o que caracteriza a secagem. Quando as pressoes parciais de vapor
no ar e na superficie do grao sao iguais, ocorre o equilibrio e o teor de umidade do
grao, neste caso, ¢ chamado de teor de umidade de equilibrio [36].

A secagem de produtos agricolas pode ser definida como um processo simultaneo



de transferéncia de calor e massa entre o produto e o ar de secagem. De fato, quando
ocorre o fluxo de ar quente por entre a massa de graos contidos no interior da camara
de secagem, ocorre a transferéncia de energia do ar para os graos pelo processo de
conveccao. Essa energia é rapidamente distribuida para o interior do grao, aque-
cendo toda a matéria e vaporizando parte da agua contida no grao, aumentando a
pressao parcial de vapor no interior do mesmo e provocando, conseqiientemente, um
gradiente de pressao entre o grao e o ar.

Por outro lado, o ar aquecido possui maior poder de absor¢ao de vapor de agua.
Devido ao gradiente de pressao parcial de vapor e a diferenca de concentracao de
vapor de dgua entre a superficie do grao e o ar, ocorre a transferéncia de vapor
de 4gua entre o grao e o ar. Na seqiiéncia, o vapor ¢é levado juntamente com o ar
para fora da cAmara. Uma vez retirada a umidade da superficie do grao, acentua-
se novamente o gradiente de pressao e de concentracao de vapor entre o interior
e a superficie do grao, provocando nova migracao da umidade do centro para a
superficie, dando continuidade ao processo.

No inicio do processo de secagem a quantidade de calor e massa transferida ¢ mais
acentuada, diminuindo ao longo do tempo. A transferéncia de calor diminui & medida
que a temperatura dos graos se aproxima da temperatura do ar de secagem na
entrada da camara, tornando o gradiente de temperatura pequeno. Ja a diminuicao
do teor de umidade dos graos ao longo do tempo, faz com que o gradiente de umidade
e de pressao de vapor entre os graos e o ar também diminua, de forma que quando
o teor de umidade se aproxima da umidade de equilibrio, a transferéncia de massa
se torna praticamente desprezivel.

Nos experimentos realizados e apresentados em Khatchatourian et al. [34] verificou-
se que na abertura da camara de secagem, imediatamente apds cessado o processo
de secagem, a superficie dos graos encontrava-se sem agua liquida e, apés um curto
intervalo de tempo, apareceram gotas de agua ao redor dos graos. Isso reforca a idéia
de que a agua sai do grao na forma de vapor e que ela condensou posteriormente,
uma vez que neste momento nao havia mais o fluxo de ar quente que a transportasse.

O processo de secagem intermitente consiste em submeter os graos a um fluxo

de ar aquecido por um determinado periodo de tempo, seguido de outro periodo de



tempo de secagem com ar nao aquecido (temperatura ambiente), que pode ter sua
passagem forcada por entre a massa de graos por um sistema de ventilagao, ou entao
pela convegao natural, uma vez que ao fim do periodo de secagem com ar quente,
0s graos encontram-se a uma temperatura superior a temperatura do ar ambiente
que esta sobre o secador. A vantagem desse tipo de secagem, estd na reducgao do
consumo de energia.

Apesar do modelo apresentado poder ser util em outras aplicacoes, o presente tra-
balho se deteré nos processos de secagem de graos de soja, uma vez que a literatura
(Borges [9], Katchatourian [34] ¢ Weber [92]) fornece mais dados experimentais, o
que facilita a comparacao e a conseqiiente validacao do modelo usado.

Compreendido o problema fisico, na secao que segue serao enumerados alguns
modelos que descrevem o processo de secagem de diversos produtos encontrados na

literatura.

1.3 Alguns modelos de transferéncia de calor e massa
para secagem

A secagem artificial de graos ocorre pela passagem de um fluxo de ar por entre
a massa de graos. De acordo com Parry [61], os modelos matematicos dos proces-
sos de secagem podem ser classificados como modelos logaritmicos e exponenciais,
modelos simplificados de balango de calor e massa e modelos baseados em equagoes
diferenciais parciais.

Os modelos logaritmicos e exponenciais foram os primeiros a serem desenvolvidos
devido a simplicidade na obtengao de solugoes. Na seqiiéncia foram desenvolvidos di-
versos modelos empiricos e semi-empiricos baseados em balancos de massa e de calor,
porém com grandes simplificagoes com o objetivo de facilitar a obtencao de solugoes
com recursos computacionais ainda nao muito avancados. J& com a evolucao da
computacao cientifica, os modelos de secagem baseados em equagoes diferenciais
parciais com menor ntmero de restrigoes tem ganho forga [61].

Existem vérios tipos de modelos dos processos de secagem, sendo a maioria de-

les em regime permanente. Segundo Borges [9], os modelos que nao consideram a



alteracao das propriedades fisicas nas variaveis espaciais sao conhecidos por mode-
los de camada fina, sendo as grandezas envolvidas, como temperatura e umidade,
consideradas uniformes em todas as posi¢oes do secador a cada instante. J& os que
consideram essas variacoes sao chamados de modelos de leito profundo. Além disso,
os modelos também podem ser classificados em empiricos, semi-empiricos e tedricos
[61]. Os primeiros s@o resultado do ajuste de curvas a partir de valores experimen-
tais, os tedricos sao baseados unicamente nas equacoes de transporte de calor e de
massa e 0s semi-empiricos sao uma mescla dos outros dois.

Diversos modelos empiricos e semi-empiricos tém surgido nos tltimos anos ten-
tando explicar os fendomenos de transporte de massa e de calor envolvidos na secagem
[63]. Uma das limitagoes de varios desses modelos ¢ que eles geralmente sao aplicaveis
somente a pequenas faixas das grandezas envolvidas, como a temperatura do ar de
secagem dentro das quais foram obtidos.

Brooker et al. [12] afirmaram que a secagem de produtos agricolas em camadas
finas apresenta duas fases distintas: uma com taxa constante de secagem e outra
com taxa decrescente de secagem. A fase de taxa constante pode ser observada na
secagem de produtos biologicos com umidade inicial acima de 70% em base timida.
Normalmente, acima dessa faixa de umidade, a resisténcia interna ao transporte de
adgua ¢ muito menor que a resisténcia externa a remocao de umidade da superficie.
A fase de taxa decrescente, por outro lado, caracteriza-se pela descontinuidade do
fluxo de agua na superficie de evaporagao. A resisténcia interna ao transporte de
umidade torna-se maior que a resisténcia externa. O segundo caso teria maior
interesse pratico, visto que praticamente todos os produtos chegam aos secadores
com percentuais de umidade bem abaixo dos 70% [12].

Uma classificacao das abordagens da modelagem dos fendémenos de transporte
em meios porosos é encontrada no trabalho de Laurindo e Prat [38], segundo a qual
temos abordagens continuas e discretas. As primeiras consideram o meio como uma
massa continua. Segundo esses autores, algumas situagoes ainda sao impossiveis de
serem simuladas usando essa hipoétese, mas admitem a razoavel concordancia dos
resultados desses métodos com os dados experimentais. As abordagens discretas

usam a teoria de fractais e métodos da fisica estatistica. Ainda, segundo esses



autores, essas abordagens, apesar de detalharem mais os fendémenos que ocorrem na
transferéncia de calor e massa, ainda estao em desenvolvimento e nao sao adequadas
para o uso em softwares de controle ou em projetos de secadores industriais.

Simmonds et al., em 1953, conforme Borges [9], propuseram um modelo para
descrever o teor de umidade do grao onde este teor é dado por uma funcao expo-
nencial, ou seja, consideram que a variagao da umidade do grao é proporcional a
diferenga entre a umidade no momento atual e o teor de umidade de equilibrio.

O teor de umidade de equilibrio é definido como sendo o limite admitido por um
material sujeito a um meio ambiente estavel [36]. Em outras palavras, ¢ a umidade
final que o grao atingiria caso ficasse tempo suficiente em contato com o ar a uma
determinada temperatura e umidade. Assim, seu valor é determinado como funcao
dessas duas grandezas.

Boyce, em 1965 [10] [11], considerou o aquecimento dos graos durante a secagem
apresentando um modelo semi-empirico estacionario de leito profundo subdividido
em varias camadas finas, no interior das quais as propriedades como temperatura e
umidade eram calculadas.

Em 1966 Luikov [44] apresentou um modelo baseado nas equagdes de trans-
porte de calor e massa e da quantidade de movimento. Devido a complexidade
de sua solugao, na época foi sugerido por varios autores o desprezo dos gradientes
de pressao, gradientes de difusao térmica e a evaporacao interna, tornando-o um
modelo bem simples com apenas duas equacoes diferenciais parciais auténomas.

Em 1973 Morey e Cloud [55] apresentaram um modelo matematico para avaliar
o desempenho de secadores de fluxo cruzado com miltiplas colunas de secagem.
Neste tipo de secador o ar é forcado perpendicularmente em todas as colunas, sendo
que os graos entram umidos na terceira coluna e sao recirculados na segunda e na
primeira coluna simultaneamente.

Nellist em 1987 [56] desenvolveu um modelo matematico para secadores de fluxo
cruzado com o objetivo de analisar o teor de umidade dos graos, a temperatura do ar
e dos graos e o consumo de energia no processo de secagem, levando em consideragao
as condigoes para a germinagao das sementes.

Em 1991 Courtois et al. [19] propuseram um modelo unidimensional em leito



profundo baseado nas equacoes de balanco de massa e de energia para a secagem de
graos de milho. Para descrever a variagao da umidade o grao foi dividido em trés
partes: a primeira formada pelo ntucleo, a segunda a parte intermediéria e a terceira
a parte periférica do grao, sendo a transferéncia de massa de uma parte para outra
por difusao, com coeficientes obtidos empiricamente. Ja para a transferéncia de
calor foi considerada uma camada uniforme. Negligencia-se, nesse modelo, o termo
difusivo nas equacgoes de energia e de massa para o ar.

Ahrens e Villela, em 1996 [2], usaram dois modelos de secadores comerciais, um
intermitente lento, com a temperatura do ar de secagem a 60°C' e a 65°C' e outro
rapido a 50°C, para avaliar a reducao do grau de umidade de 20 para 13% e sua
influéncia na qualidade fisiologica das sementes de tremoco azul. Foram realizados
testes de germinacao e envelhecimento artificial, apos a secagem, aos trés e seis meses
de armazenamento. Segundo os autores desse trabalho, os testes de germinacao e
envelhecimento artificial nao detectaram diferencas significativas entre a qualidade
das sementes secadas nos secadores artificiais e daquelas secadas a sombra, sendo
que a qualidade fisiologica das sementes de tremogo nao é afetada pela secagem nos
diferentes secadores.

Em trabalho mais recente, Ahrens et al. [3] avaliaram a qualidade fisica e fisi-
ologica das sementes de trigo em funcgao da utilizacao de gas liquefeito de petréleo
(GLP) na secagem estacionaria e determinaram a curva de secagem em comparagao
a secagem estacionaria em estufa. Sementes de trigo, com teor de agua inicial de
15,3%, foram secas até 12,6% em um secador. De acordo com a conclusdo dos
autores, os resultados dos testes de germinagao e vigor mostram a possibilidade de
utilizacao do gas liquefeito de petréleo como combustivel na secagem estacionaria
de sementes de trigo.

Liu et al., em 1997 [41] [42] [43], apresentaram um modelo estocéstico para
secagem de graos em fluxo cruzado para avaliar a distribuicao da umidade, a tem-
peratura do ar e a taxa do fluxo de ar em uma amostra de milho. Em trabalho
posterior, os mesmos autores apresentam um controlador automatico do processo de
secagem [40].

Oliveira e Haghighi em 1998 [57] [58| usaram um modelo baseado nas equagoes
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propostas por Luikov para descrever a transferéncia de calor e massa dentro do grao
e as equagoes de Navier-Stokes para o escoamento externo. Resolveram o sistema de
equacgoes obtido, usando elementos finitos, considerando o fluxo convectivo externo
laminar, escala de comprimento caracteristico da secagem média muito menor que
a do fluxo externo, a interface entre os dois dominios sem espessura e com equi-
librio instantaneo em toda a interface para cada espaco de tempo. Nas simulagoes
apresentadas nestes trabalhos, os autores consideraram duas situagoes, a de um e
de dois graos esféricos sujeitos a um escoamento de ar, analisando a influéncia da
velocidade do ar sobre a variagao do teor de umidade do grao.

Marinos-Kouris et al. [48] abordam a secagem de graos como um sistema com-
plexo, considerando o planejamento e o projeto de sistemas de secagem. Em seu
trabalho utilizam modelos matematicos com a finalidade de obter o controle da tem-
peratura e da umidade do ar, analise do dimensionamento da estrutura, condicoes
de operagao, custos de operacao e o desempenho dos equipamentos. Um software
foi desenvolvido para fornecer informagoes sobre cada bloco do sistema, isto é, sobre
o funcionamento do secador, dimensionamento e custos, avaliacao econdmica, etc,
na tentativa de otimizar cada solicitacao do projetista.

Reis e Carroci [75] fizeram uma andlise do consumo de energia para diferentes
tipos de secadores. Fizeram também comparacoes de resultados obtidos através de
modelos matematicos com dados experimentais medidos em secadores de laboratoério
para secagem de amido de mandioca.

Mhimid et al., em 1999 [51] [52], analisaram a secagem em leito profundo em
uma dimensao com fluxo vertical de ar quente, estando as paredes do secador su-
jeitas as condi¢oes de Neumann e de Dirichlet. Consideraram, ainda, dois modelos
matematicos para a transferéncia de calor: o modelo de equilibrio local, onde o ar
e o grao sao considerados ter a mesma temperatura para um mesmo volume de
controle, e o modelo de nao equilibrio local, onde ¢ considerada a variacao entre a
temperatura do ar e do grao. As equagoes sao resolvidas com o método de volumes
finitos.

Zhihuai e Chongwen [97] fizeram simulagoes buscando otimizar secadores de

graos com fluxo cruzado. Um sistema de equagoes diferenciais parciais foi usado
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para simular a variacao da temperatura e da umidade do grao e a otimizagao da
funcao de consumo de energia. Em seu trabalho os autores concluiram que nas
condicoes de operacao, pequenas mudancas na estrutura e nas dimensoes do secador
resultam em efeitos significativos na performance do equipamento.

Cavalcanti et al. [15] desenvolveram um programa computacional para a simu-
lacao de secagem de varios produtos em secadores de camada estacionéria. Segundo
os autores, o programa desenvolvido apresentou uma simulagao satisfatoria do pro-
cesso de secagem no intervalo de temperatura entre 40 e 80°C', em secador de camada
estacionaria para arroz, café, feijao, milho, milho branco, soja e trigo.

Rumsey e Rovedo, em 2001 [79], usaram um modelo dindmico bidimensional
para secagem de arroz em secador de fluxo cruzado para avaliar as contribuigoes de
mudancas na umidade inicial do produto, da temperatura do ar de secagem e do
fluxo dos graos. O modelo matemaético foi resolvido usando um método preditor-
corretor. Analisaram também o efeito que a variacao da umidade do produto no
inicio da camara de secagem provoca nos valores da umidade no final da camara ao
longo do tempo.

Khatchatourian et al. [33| [34] adaptaram o modelo de Courtois et al. [19]
para o problema de secagem de graos de soja em leito profundo, considerando o
grao como uma massa homogénea. Esse modelo é constituido de um conjunto de
quatro equacoes diferenciais parciais, onde o termo de transferéncia de massa é
obtido a partir de dados experimentais. Consideraram, neste modelo, que a taxa
de variagao do teor de umidade ao longo do tempo é proporcional a um termo
definido pelo fluxo de massa, calculado com funcao da temperatura a partir de
dados experimentais com aproximagoes por polindomios de segundo grau. Ainda
neste trabalho foram feitas simulagdes com varios esquemas numéricos em diferengas
finitas e os resultados foram comparados com dados experimentais de secagem em
secadores de leito profundo, obtendo uma aproximacao razoiavel para a faixa de
temperaturas avaliada, ou seja, até 65°C', faixa para a qual foi obtida a expressao
de ®,,.

Weber et al. [92] [93] apresentam uma série de dados experimentais para a

secagem intermitente de graos de soja, comparando-os com simulagoes feitas pelo
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modelo apresentado por Khatchatourian et al. [33] [34].

Borges, em 2002 [9], fez novas simulag¢oes usando o mesmo modelo sugerido em
[33]. Além disso apresenta dados experimentais, com temperaturas do ar de secagem
chegando até 110°C' com secagem em camadas finas. O modelo usado apresenta boa
concordancia com os dados experimentais para temperaturas baixas, porém para
temperaturas elevadas surgem diferencas significativas entre os valores calculados e
0s experimentais.

Srivastava e John, em 2002 [86|, adaptaram as equagdes de um modelo de
secagem em camadas finas para obter os valores da umidade do ar e a temperatura
do ar e dos graos em leito profundo considerando variagoes da altura do secador. Um
esquema numérico implicito e o método de Runge-Kutta foram usados na solugao
das equagoes envolvidas.

Em 2003, Hao e Tao [29] apresentaram um modelo matematico tridimensional
para descrever a transferéncia de calor devido a um fluxo de ar em um meio granular.
Eles consideraram a convecgao for¢cada na dire¢ao horizontal. Simulagoes numéricas
também foram apresentadas para a solugao das equagoes governantes. O modelo
prevé transferéncia de calor em duas fases (liquido e solido) e caracteristicas de
mudanca de fase. A solucao das equagoes do modelo foi feita por um esquema em
diferencas finitas.

Tirawanichakul et al. [89] usaram um modelo baseado no balango de energia e
massa, com uma equacao empirica exponencial para descrever o teor de umidade
dos graos de arroz. O modelo foi aplicado para temperaturas do ar de secagem em
torno de 30°C'. Neste trabalho também foram realizados testes experimentais para
verificar a influéncia da temperatura de secagem e da umidade na manutencao da
qualidade do produto.

Cunha et al. [22] [49] estudaram a viabilidade de secar café cereja descascado
pela aplicagao de microondas para auxiliar na secagem convencional a ar quente, a
fim de reduzir o tempo de processamento, com o aumento do rendimento industrial e
da qualidade do produto perante os métodos tradicionais de secagem. Dois ciclos de
secagem foram testados: o processo em secador rotativo convencional a ar quente,

com umidade do produto reduzida de 45 — 50 a 11 — 13% (base tmida) e o processo
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subdividido em uma primeira etapa de pré-secagem convencional a ar quente de
45 — 50 a 30%, seguida de etapa de secagem final por ar quente e microondas,
com reducao de 30 para 11 — 13% de umidade do produto. Segundo os autores do
trabalho, o tempo global do primeiro para o segundo ciclo de secagem foi reduzido
significativamente.

Aguerre e Suarez [1|, em 2004, afirmaram que a secagem de solidos imidos en-
volve processos simultaneos de transferéncia de calor e massa bastante complicados e
que uma série de simplificagoes normalmente sao usadas para reduzir a complexidade
dos modelos que envolvem esses fenémenos. Eles usaram um modelo unidimensional
isotérmico baseado na equagao de difusao de dgua em graos e outros produtos com
amido. A variacao do teor de umidade foi dada pela Lei de Fick, onde o coeficiente
de difusao de massa era calculado como fungao do teor de umidade.

Resio et al. [76] também usaram um modelo de secagem onde a varia¢ao do
teor de umidade era dado pela Lei de Fick. Eles apresentaram uma outra expressao
para o coeficiente efetivo de difusao. Segundo os autores, este coeficiente é fungao
da temperatura e da energia de ativacao para a difusao, que é calculada a partir da
equacao de Clausius-Clapeyron. Os resultados apresentados por eles referem-se a
temperaturas de secagem na faixa de 40°C" até 70°C.

Gaston et al. [27] fizeram simulagoes com o modelo baseado na equagao de
difusdo de massa como nos trabalhos citados de Aguerre e Suarez [1] e Resio et
al. [76] para os casos de secagem de graos de trigo a temperaturas constantes e
variaveis. Avaliaram também a influéncia da geometria considerada para o grao
(esferas e elipsoides) e a influéncia de variagbes nas condigoes de contorno. As
equacoes do modelo foram resolvidas numericamente pelo esquema em diferencgas
finitas por Crank-Nicolson. Propuseram uma expressao para o calculo do coeficiente
efetivo de difusao como fungao da temperatura e do teor de umidade inicial dos graos
para temperaturas na faixa de 35°C" até 70°C.

Fregolente et al. [26] apresentaram um estudo com a finalidade de estimar a
condutividade térmica efetiva radial e o coeficiente efetivo de transferéncia de calor
entre a parede e o leito de secagem de vérios graos. Para evitar a interferéncia do

transporte de massa, os autores estimaram os parametros térmicos efetivos no final



14

da secagem, quando o teor de umidade dos graos que compoem o leito alcanga valores
de equilibrio, deixando de existir a transferéncia de massa, persistindo apenas a
transferéncia de calor em regime permanente. Em seu trabalho, os autores afirmam
que dentre os graos estudados - soja, feijao, milho e trigo - a soja apresenta os
menores valores de condutividade efetiva radial, enquanto o trigo apresenta o maior
valor do coeficiente de transferéncia de calor parede-leito.

Meng e Hu, em 2005 [50], propuseram um modelo para avaliar o resfriamento
natural de uma camada de um meio poroso e iimido depositado num telhado, bem
como o processo de vaporizagao envolvido.

Prachayawarakorn et al. [71], num trabalho em que discutem a manutencao
da qualidade na secagem a altas temperaturas, também apresentam uma expressao
para o coeficiente efetivo de difusao como fun¢ao apenas da temperatura.

Sarat e Sakamon [80] investigaram experimentalmente os efeitos de parametros
envolvidos no processo de secagem de graos de soja, tais como a velocidade e a
temperatura do ar na entrada do leito de secagem, altura do leito, duragao do aque-
cimento, no processo de secagem e na manutengao das caracteristicas do produto.

Marini et al. [47] avaliaram os efeitos imediatos resultantes da combinacdo da
temperatura do ar na secagem intermitente e da relagao de intermiténcia sobre
a estabilidade de graos de aveia armazenados pelo sistema convencional por doze
meses. As avaliagoes foram realizadas periodicamente a partir da instalagao dos ex-
perimentos sendo determinados o teor de lipidios, o indice de acidez, a composicao
em acidos graxos, a atividade residual das enzimas lipase e peroxidase. Os autores
concluiram que a secagem intermitente com temperaturas do ar de até 105°C' nao
provoca inativagao enziméatica em graos de aveia. Ainda de acordo com este tra-
balho, a diminui¢ao do teor de lipidios e o aumento do indice de acidez durante o
armazenamento sao maiores em graos secos em condigoes mais drasticas.

Ribeiro et al. [77] avaliaram o efeito da secagem nas propriedades fisicas dos
graos de soja, tais como a massa especifica real e aparente e a contragao volumétrica
dos graos durante o processo de secagem. Com base em dados experimentais, os
autores afirmaram que a redugdo do teor de agua na faixa entre 0,31 e 0,15 (base

seca) provoca diminui¢do linear da porosidade e aumento das massas especificas
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aparente e real.

Petry et al. apresentam, em seus trabalhos [62] a [68], um modelo para descrever
os processos de transferéncia de calor e massa em meios granulares baseado nas
equacgoes de Navier-Stokes. Os termos fonte foram obtidos a partir do balango de
massa e de energia para o ar e para os graos. Para o termo fonte da equacao de
transporte de massa considerou-se um coeficiente de difusao de massa entre o grao e
o ar e obteve-se uma expressao para o calculo desse coeficiente de difusao a partir de
dados experimentais. O coeficiente de difusao de massa entre o grao e o ar proposto
¢ calculado como funcao da velocidade do ar, da temperatura e da diferenca entre
o teor de umidade do grao e o teor de umidade de equilibrio. Estes trabalhos estao
relacionados ao estudo apresentado nesta tese.

Uma boa parte dos trabalhos encontrados na literatura sobre transferéncia de
calor e massa usam modelos baseados em um conjunto de equacoes diferenciais
parciais. Muitas simplifica¢goes ou modelos semi-empiricos sao utilizados no intuito
de facilitar a solucao dos sistemas.

Para resolver numericamente um conjunto de equacoes diferenciais parciais, es-
tas podem ser discretizadas por intimeros métodos, dentre eles: diferencas finitas,
volumes finitos e elementos finitos. Nesta tese, a solugao numérica do problema seré
feita em diferencas finitas.

Feita uma breve revisao bibliografica sobre os processos de transferéncia de calor
e massa, apresentamos, na proxima segao, os objetivos para o desenvolvimento da

presente tese.

1.4 Objetivos do trabalho

Nesta secao apresentamos os principais objetivos norteadores do trabalho. Eles

foram subdivididos em objetivos gerais e especificos.

1.4.1 Objetivos gerais

Como objetivos gerais para o desenvolvimento desta tese destacamos:

e apresentar um modelo matematico para descrever os processos de transferéncia
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de calor e massa em meios granulares;

e fazer um comparativo entre solu¢oes analiticas e numéricas para um problema

fisico tao proximo quanto possivel do problema real;
e validar o modelo através de comparagoes com dados experimentais;

e verificar a influéncia de alguns parametros adimensionais nos processos de

transferéncia de calor e massa.

Esses objetivos gerais serao alcangados através da realizacao de outros objetivos

mais especificos, que sao apresentados na seqiiéncia.

1.4.2 Objetivos especificos

Como objetivos especificos para a realizacao do trabalho nos propomos a:

obter um sistema de equagoes governantes para o modelo;

e obter uma expressao para calcular o coeficiente convectivo de transferéncia de

massa entre o ar e o0s gréos;

e desenvolver codigos computacionais em FORTRAN 90 para a obtencao das

solugoes numeéricas;

e encontrar uma solucdo analitica para o problema de transferéncia de calor e/ou
massa nao homogéneo com os termos convectivo e difusivo e condigoes iniciais

e de contorno nao homogéneas;

e comparar valores numéricos com dados experimentais para temperaturas do
ar de secagem na faixa de 55°C' a 110°C' e velocidade do ar de secagem na

faixa de 0,5ms™! a 4, 75ms—1;

e comparar valores numéricos com dados experimentais para o processo de secagem

intermitente;

e fazer simulagoes numéricas para varios valores dos parametros adimensionais

envolvidos no problema;
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e fazer simulagoes do problema de secagem para o caso bi-dimensional com a
finalidade de verificar a influéncia da posi¢ao horizontal dos graos nos valores

da temperatura e do teor de umidade dos graos.

1.5 Roteiro do trabalho

Apresentamos nesta se¢ao um roteiro do que seréa discutido nos proximos capi-
tulos.

No capitulo 2 define-se o problema a ser abordado e as principais hipoteses ou
simplificagoes usadas. Obtém-se as equacoes governantes do modelo através de um
balanco de massa e de energia para o ar e as esferas solidas. Uma equacao é proposta
para o calculo do coeficiente de difusao de massa entre o ar e os graos. Faz-se também
a adimensionalizacao das equagoes governantes e as condigoes iniciais e de contorno
do problema sao apresentadas.

Formulado o problema, no capitulo 3 apresenta-se o esquema a ser usado para
a obtencao da solugao numérica. Faz-se um estudo da consisténcia e da ordem no
tempo e no espaco do esquema usado para as equagoes de balango de energia e umi-
dade do ar para o caso unidimensional. Usando a transformada discreta de Fourier,
as condicoes de estabilidade e de convergéncia do esquema sao estabelecidas. Ainda,
neste capitulo, apresenta-se uma solugao analitica para essa equagao comparando-a
com a solu¢ao numérica para uma funcao teste no termo fonte.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados numéricos. Comparagoes com dados
experimentais de secagem de graos de soja para amplas faixas de variagao da tem-
peratura, da velocidade do ar de secagem e da umidade inicial dos graos também sao
realizadas. Simulacoes do processo intermitente de secagem de graos de soja tam-
bém sao realizadas neste capitulo, comparando-se os valores resultantes do modelo
com dados experimentais encontrados na literatura. Na seqiiéncia, apresentamos
simulagoes para o processo de secagem, considerando o caso em duas dimensoes.
Faz-se ainda uma avaliagao da influéncia de parametros adimensionais envolvidos
nos processos de transferéncia de calor e massa, como os nimeros adimensionais de

Reynolds e de Eckert.



Capitulo 2

Equacoes Governantes

Neste capitulo é apresentado o conjunto de equacoes governantes do modelo de-
senvolvido, juntamente com suas respectivas demonstracoes. Na seqiiéncia, sao
introduzidas as varidveis adimensionais que permitem a adimensionalizagao das
equacgoes governantes. Por fim, sao estabelecidas as condigoes iniciais e de contorno
para o problema.

A camara de leito fixo considerada nesta tese consiste de um prisma reto de
base retangular dentro do qual estao depositadas esferas porosas, conforme mostra
a figura 2.1. Considera-se que o processo de transferéncia de calor e massa inicia
quando comega a passagem de ar, geralmente quente, no sentido vertical entre as
esferas. Nesta situacao, ocorre transferéncia de calor do ar para os graos (no caso
dos processos de secagem de graos) e transferéncia de massa (de agua na forma de
vapor) das esferas para o ar.

O modelo matematico aqui apresentado consiste de num conjunto de equacoes
diferenciais parciais que descrevem a distribuicao de temperatura e da umidade do
ar e das esferas no interior da camara. Para a formulagao matemaética algumas

hipoteses sao adotadas, conforme segue:

e a porosidade no interior da cAmara é uniforme;
e nao ha equilibrio térmico entre as esferas e o ar no interior da camara;
e a temperatura no interior de cada esfera é uniforme;

e a transferéncia de calor do ar para as esferas ocorre por convecgao;

18
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Fluzo de ar quente

Figura 2.1: Esquema da camara de Secagem

a transferéncia de massa das esferas para o ar acontece por convec¢ao na forma

de vapor;

a transferéncia de calor no ar ocorre pelos processos de conducao e de advecgao;

a transferéncia de massa de vapor no ar ocorre por difusao e por adveccao;

as paredes da camara estao termicamente isoladas;

a velocidade e a temperatura do ar sao constantes na entrada da camara.

Com base nas hipoteses acima expostas, as equagoes governantes do problema

proposto sao apresentadas na se¢ao que segue.

2.1 Deducao das equacoes governantes

Para descrever os processos de transferéncia de calor e massa num meio granular é
importante lembrar alguns conceitos referentes as variaveis envolvidas no problema.

Esses conceitos sao apresentados nas defini¢oes que seguem.
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Definigao 2.1 Define-se por teor de umidade da esfera em base seca (X ) a razao
entre a massa de dgua presente na esfera e a massa de matéria seca da esfera, isto
é:

my

X = (2.1)

ms

Definigao 2.2 Define-se por teor de umidade do ar em base seca (Y ) a razao entre

a massa de dgua presente no ar e a massa de gds (ar) seco, isto é:

my
Y = — 2.2
e (2.2)

Por motivo de simplificacao das notagoes, faremos a demonstracao das equacoes
para o caso bidimensional; elas podem ser estendidas para o caso tridimensional.
Para a dedugao do modelo matemético cosidera-se um volume de controle conforme

mostra a figura 2.2.

Fa
[P‘z‘"a‘ i Lav )"i:sl’_ﬂx
& ? i
Apl | Gudy ™ ALY _"*[piuﬁ%'piui 'ﬂx}ﬁ{y

?

gvjm

e BE— X
fivs

Figura 2.2: Volume de controle

O conjunto de equagoes governantes do presente modelo inclui a conservacao de
massa, para o ar e o solido, e a conservacao de energia para o ar e esferas contidas no
interior da camara. Além disso, o fluxo do ar é descrito pela equacao da continuiade,

pelas equacoes da quantidadedo movimento e pela equacao de Poisson.
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2.1.1 Equacgao de conservacao de massa para o ar

A equacao de conservacao de massa segue do balanco de massa no interior do

volume de controle (Figura 2.2). Consideremos @ = wi +vj. Assim resulta para

a espécie :
Ip; Auip;)  O(vip;) .
= — — ; 2.
ot O oy M (2:3)

0 que equivale a:

Ip;  O(Jui + piu) _ (Jy,i + piv) | . ,
ot ox dy o 24

onde 71; representa a taxa de geragao de massa da espécie i e (u; —u) é a velocidade

de difusao de espécie i na dire¢do x. O produto p;(u; — u) é o fluxo massico por
unidade de volume da espécie ¢ na direcao x relativo ao movimento da mistura.

Denominando essa quantidade por fluxo de difusao [7| podemos escrever:

Jai = pi(ui - U) € Jyi = pz’(Ui - U) (2-5)

Fazendo E) = 3“7 + jy,i7 temos:

%’i" VT T = VT 4 (2.6)
Substituindo a equagao (2.2) em (2.6) podemos escrever:
a(ggty) = —p, YNV T = TN (p,Y) = V. J; + (2.7)
ou
pg(g + Yaa’;g = —p,YVT —p, T V(Y) =YWV (p)) — V. Ji +1m;  (2.8)
o que pode ser escrito na forma:
oY Opy N _ — .
Pa o +Y v + pgﬁ. w4+ W .ﬁ(pg) = —p, U V(Y) - Vgi + 1 (2.9)
Considerando a equagao de conservacao de massa a equacao (2.9) resulta em:
pg%}; = —p,WNVY = V.G +my (2.10)

Da Lei de Fick segue que j; = —Dﬁpi [7], onde D é a difusividade méssica e p;
a concentracao massica da espécie i. Segue, portanto, que ﬁ = Dﬁ(ng) e assim

a equagao (2.10) toma a forma:

oY m
—— = -—w.VY + DV?Y + — 2.11
- VY + DV e (2.11)
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para D e p, considerados constantes.
Do principio da conservagao de massa, temos que a massa de agua transferida
ao ar é igual a massa que sai das esferas. Portanto, a taxa de geragao de massa por

unidade de volume é dada por:

. 1 8ml
=— —_— 2.12
== (2.12)
0 que equivale a:
1—
m = ahm( (b)AC' (2.13)

onde a é a razao entre a area e o volume de uma esfera, h,, o coeficiente convectivo
de transferéncia de massa entre o grao e o ar, ¢ a porosidade do meio granular, V,
o volume e AC = (p,X — p,Y) a variacdo de concentragao massica entre as esferas
e o ar.

Finalmente, a equacao de balanco da umidade do ar, para D, h,, e p, constantes,

toma a forma:

W o wFy+ovry + =Dy x — ) (2.14)
ot PP

2.1.2 Equacao de conservacao de massa para as esferas

Das equagdes (2.12) e (2.13) segue que:

0
TN Vah, (1 - ¢) AC (2.15)
ot
Substituindo (2.1) na equagao (2.15) resulta a equagdo de balango de massa para
as esferas:
0X a
— = ——h,(ps X — pY 2.16
T o (p PaY) (2.16)
onde os subscritos s, [ e g representam o solido, o liquido e o gas (ar), respectiva-

mente.

2.1.3 Equacao de conservacao de energia para o ar

De forma semelhante ao que foi feito para a obtencao da equacao de conservagao

de massa para o ar, o balanco de energia para o volume de controle da figura 2.2
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resulta em:

o7, _ 2 q
9 - gV, T,
5 v g +aVv g+pg0pg

onde Ty é a temperatura do ar, a a difusividade térmica e C,, o calor especifico do

(2.17)

ar a pressao constante. A taxa de geracao de energia por unidade de volume, no
interior do volume de controle, ¢, é dada por:

_ 1 dq
YA

q (2.18)
Supondo que toda energia na forma de calor que deixa o ar contido no interior do
volume de controle seja transferida para as esferas através do processo de conducgao

térmica, segue da lei de resfriamento de Newton que:

dq _ Ve _
= hAL - T) (10 (219)

onde h é o coeficiente convectivo de transferéncia de calor entre o ar e as esferas,
A, a area da superficie de uma esfera, T, a temperatura das esferas e %(1 —¢)o
S

numero de esferas contidas no interior do volume de controle. Assim, temos:

q= al;qﬁh(Ts —1Ty) (2.20)

Substituindo (2.20) na equag@o (2.17) resulta a equagao de balango de energia
para o ar, na forma:
o1, a 1—2¢

9 g NT, +aVT T, - T 2.91
at u g + « g + pgcpg ¢ ( g) ( )

2.1.4 Equacao de conservacao de energia para as esferas

Uma vez que o calor que entra na esfera é usado para vaporizar a dgua que deixa
o grao na forma de vapor e para o aquecimento da esfera (massa seca + &agua),
podemos escrever: [34]:

dT dT
—hAS(TS — Tg) = mlelE + mSCpsﬁ

+ h,,ACA,L, (2.22)
onde o termo h,, AC'A, representa a massa de agua que esté saindo pela superficie
do grao e L, o calor latente de vaporizagao.

Note que m; = msX e ms = psVs, 0 que implica em:

AT, —Ah(T, — T,) — A;Lyhyy AC
dt psVa(XC, + C,.)

(2.23)
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Considerando que as esferas encontram-se estaticas no interior da camara, temos

dls __ 0T
dat ot

e, como conseqiiéncia, a equagao (2.23) toma a forma:

Ty —ah(Ty —Ty) — aLyhy(ps X — pgY)
ot ps(XCp + Cy,)

Os valores da difusividade massica D, do coeficiente convectivo de transferéncia

(2.24)

de massa entre o grao e o ar h,,, e do coeficiente convectivo de transferéncia de calor
entre o ar e o grao h foram considerados constantes na deducao das equagoes; porém,
eles sao recalculados a cada iteracao quando da aplicagao do esquema numérico,
considerando D oc T, [31].

Para o coeficiente convectivo de transferéncia de massa entre as esferas e o ar

desenvolvemos a expressao:

AV THX(X - X.)"
ho— | SH( ) (2.25)

onde A e n foram calculados a partir de dados experimentais. Para obter esses
termos foram feitas simulacoes e seus valores ajustados até conseguir a aproximacgao
desejada. X, é o teor de umidade de equilibrio dos graos, sendo calculado como
funcao da temperatura e da umidade relativa do ar e H é a altura do leito.

Para desenvolver a equagao (2.25) considerou-se, inicialmente, a proporcionali-
dade do coeficiente de difusdo com o termo T, conforme sugerido em [31]. O fato
da transferéncia de massa ser maior no inicio do processo, quando o teor de umidade
dos graos é mais elevado, associado com a defini¢ao do teor de umidade de equilibrio,
segundo a qual o processo de transferéncia de massa cessa quando o grao atinge a
umidade de equilibrio, sugere uma proporcionalidade do coeficiente de difusao com
o termo (X — X,)", ficando o expoente n (n ~ 1) para ser obtido a partir de dados
experimentais.

Para o termo de dependéncia da velocidade usa-se a analogia de Chilton-Colburn
[18] [17], uma generalizacao da analogia de Reynolds, segundo a qual em processos

convectivos de transferéncia simultanea de calor e de massa temos:

h h
— P =y = = =253
CpOPoUo JH = M U,

sendo esta expressao valida para 0,6 < Sc < 2500 e 0,6 < Pr < 100, faixas nas
quais nosso problema se encaixa. Na expressao anterior jg e jjps sao os fatores de

Colburn para a transferéncia de calor e massa, respectivamente.
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Além disso, segundo Sissom e Pitts [83] , o fator de Colburn em um meio granular
é proporcional a Re ", com 0,41 < k < 0,51. Assim, como Pr e Sc independem
da velocidade e Re é proporcional a velocidade do ar, segue que o coeficiente de
transferéncia de massa é proporcional a | @ |=%). As comparacdes dos valores
obtidos numericamente com dados experimentais mostraram que x = 0, 5 aproxima
bem essa expressao. Ja a constante de proporcionalidade A também é definida
experimentalmente.

Analogamente ao coeficiente convectivo de transferéncia de massa, o coeficiente
convectivo de transferéncia de calor entre o ar e os graos também é considerado

| @ |-

proporcional a

2.1.5 Equacgoes para o fluxo do ar no meio granular

Para descrever o fluxo do ar entre as esferas consideramos o conjunto de equacoes
de movimento conforme segue:

Equacao de continuidade:

V=0 (2.26)

Ou — 2
N v 2.2
o w.Vu P +vViu (2.27)

Equacao da quantidade de movimento na direcao y:

ov R 1 0P 9
o, LT 2.2
5 7.V oo Dy + vV (2.28)

Equacao da quantidade de movimento na diregao z:

ow 1 0P 5
RAES 70 V2 I v 2.2
T w.Vw b, 02 + vVaw (2.29)

Uma vez obtido o conjunto de equagoes que compoe o modelo seré feita, na prox-
ima secao, a adimensionalizagao dessas equagoes. As forgas de campo nas equagoes
acima sao desconsideradas, devido a pouca influéncia das mesmas nos processos

estudados.
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2.2 Adimensionalizacao das equacoes governantes

Com o objetivo de obter os parametros adimensionais envolvidos nos problemas
de transferéncia de calor e de massa, bem como de reduzir o dominio do problema
para o intervalo [0, 1] sera feito, na seqiiéncia, a adimensionalizagdo das equagoes

governantes do modelo. Para tal procedimento usa-se as seguintes variaveis adimen-

sionais:

O R x W % T ok Y %z x« _ T—Tymp * _ tUp
=g VS g WS g U=y = s 2= TN = =1
. ¢ *_L x _ Pg x __ Ps * _ D * _ hmLe * o x _ Cpy,
X _Xo’Y - pg_po’pS_p07D _D’hm_ Do’a _ao’pr_CpO’
*_CS >s<_hLC * *_P*Patm

C, Cpo’h , LY UQ,a =al.e P "

onde L, é o comprlmento caracteristico, Ty,,, a temperatura do ar ambiente, T}, a
temperatura do ar na entrada da camara, X, o teor de umidade inicial das esferas,
Y o teor de umidade inicial do ar, py a massa especifica do ar seco e U a velocidade
do ar na entrada da camara.

Dessa forma, as equagoes (2.14), (2.16), (2.21), (2.24), (2.26), (2.27), (2.28) ¢

(2.29) podem ser escritas, respectivamente, conforme segue:

N a9y 4+ 2 ey CU=9) 4 (02X X" — pYoY™)  (230)

ot* ReSc op;YoReSc ™
aég — VT + R—Pvz mh* (17 - 17) (2.32)
%ﬁ* - _ngc p;‘(XoX’:lC*'g—F C’ps*)hj” (p:XOX* B p;YbY*)
_RelPr p;(XOX*CC*L;w + CpsY) w (1= 13) (2.33)
V=0 (2.34)

ou* — or* 1 _,
—u".Vu* — — * 2.
o u Vu 9 + Rev u (2.35)
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oP*

_ _? _ 7 2 *
o = A 5t Rev (2.36)
ow*  — oP* 9
o Nu* — = fv (2.37)

Para avaliar a pressao no interior da caAmara usa-se a equagao de Poisson:

0 [ou*
ﬁ <8:v* +
S GAGE

0 )
5 (V')

8v*+
8 *

ow*
oz*

VQP*:—

 Ox*

v |

oy

N
oy~

)

() - o (7 )

() +

0

. (2.38)

(v

onde temos os seguintes pardmetros adimensionais ou nimeros de:

Reynolds:
Re — UoL.
v
Schmidt:
v
Sc = D:
Prandtl:
Pr= Y
Qo
Eckert: ,
U,
B = T —To)

As faixas para as quais esses parametros sao considerados nesta tese sao: Re =

200 a 2000, Sc = 0.7 a2, Pr = 07a2e Ec = 1075 a 5x107°.

Essas faixas

correspondem aos valores referentes as variagoes da temperatura do ambiente e

do ar de secagem, da velocidade do ar na entrada da camara, do comprimento

caracteristico adotado (didmetro médio de um grao) e das propriedades fisicas do ar

obtidas na literatura [31].

Note que nas equagoes (2.30-2.38) foram usadas as notagdes que seguem:

ut = u*?—l—v*?—l—w*?

‘Ij*
V\I/* = 0 +

ov*

ov*

ox*

oy*

0z*
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o>+ n o2+ . o>
(9.1'*2 8y*2 82*2

Para a solugao das equagoes diferenciais anteriormente obtidas é necessario esta-

VZ\IJ* _

belecer as condigoes iniciais e de contorno para as variaveis envolvidas, o que ¢é feito

na proxima segao.

2.3 Condicoes iniciais e de contorno

A implementacao apropriada de condigOes iniciais e de contorno é de suma im-
portancia para resolver um conjunto de equagoes diferenciais. Neste trabalho algu-
mas hipoteses sao adotadas para a obtencao dessas condigoes.

No inicio das simulagoes a temperatura do ar e das esferas, o teor de umidade
do ar e das esferas, as componentes do vetor velocidade e a pressao sao consideradas

conforme segue:
T (x,y,2,0) =0 para (z,y,z) € [0,1] x [0,1] x [0,1]

T, (x,y,2,0) =0 para (v,y,z) € (0,1] x [0,1] x [0,1]
X*(z,y,2,0) =1 para (z,y,z) €[0,1] x [0,1] x [0, 1]
Y*(x,y,2,0) =1 para (x,y,z) € [0,1] x [0,1] x [0, 1]
u*(z,y,2,0) =0 para (z,y,2) € (0,1] x [0,1] x [0, 1]
v (x,y,2,0) =0 para (z,y,z) € [0,1] x[0,1] x [0, 1]
w*(z,y,2,0) =0 para (z,y,z) € [0,1] x [0,1] x [0,1]
P*(z,y,2,0) =0 para (z,y,z) € (0,1] x [0,1] x [0, 1]

Para as condicoes de contorno na direcao x considera-se:

T;(0,y,2,t) =1 para (y,z) € (0,1) x (0,1) et >0

oT:

a—;(l,y,z,t) =0 para (y,z) € (0,1) x(0,1) et >0
Y*(0,y,2,t) =1 para (y,z) € (0,1) x (0,1) et >0

oY*

W(l,y,z,t)zo para (y,z) € (0,1) x (0,1) e t>0
x
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u*(0,y,2,t) =1 para (y,z) € (0,1) x (0,1) e t>0
v*(0,y,2,t) =0 para (y,z) € (0,1) x (0,1) e t>0
w*(0,y,2,t) =0 para (y,z) € (0,1) x (0,1) e t>0
P*(1,y,2,t) =0 para (y,z) € (0,1) x (0,1) e t>0

Nas paredes da camara, isto é, para y* =0, y* =1, z* =0 e z* = 1, as variaveis

T;, Y* e P satisfazem as condigoes de contorno do tipo Neumann, ou seja:

ov _
on

onde T é o vetor normal & superficie em questao; ainda nas paredes as componentes

0

do vetor velocidade sao:

* *

ur=v"=w" =0
A pressao P* em z* = 0 é obtida por extrapolagao usando a aproximagao que

segue:

fggj::(175qu;-+(125fggg

conforme mostra a figura 2.3.

n+ n+ ntl ntl n+ nt
Yine Vi Yo Yo e i
& & & - — - & & L
1 1
x =0 =1

Figura 2.3: Esquema da extrapolagao em z* =0e 2* =1

Ja as componentes do vetor velocidade u*, v* e w* em x* = 1 sao obtidas por
extrapolacao usando a expressao:

UL = 075w L+ 0.2507F)

Esta extrapolacao é feita de forma que as distribuicoes da pressao e da velocidade
vao se ajustando por toda a camara, uma vez que seus valores nao eram conhecidos
nestes pontos.

Uma vez obtido o modelo, a adimensionalizacao das equagoes governantes e o

estabelecimento das condigoes iniciais e de contorno, passa-se para o procedimento

de solucao, o que ¢é feito no proximo capitulo.



Capitulo 3

Procedimento de solucao

Neste capitulo sera apresentado um esquema numeérico para a solugao das equagoes
que compoem o modelo apresentado no capitulo anterior, acompanhado da verifi-
cacao da ordem de convergéncia do mesmo na discretizacao do tempo e do espaco.
Discute-se ainda a consisténcia, a estabilidade e a convergéncia do esquema apresen-
tado para o caso unidimensional. Por fim, obtém-se uma solucao analitica para as
equagoes de balango de energia e de massa no ar. Usando funcoes teste para o termo
fonte, faz-se comparacoes entre a solucao exata e a solucao numeérica dessas equagoes

com o objetivo de aumentar a confiabilidade ao esquema numérico utilizado.

3.1 Esquema numérico

Para resolver numericamente as equagoes do modelo matematico apresentado,
optou-se pelo método de diferencas finitas, que é um dos métodos mais antigos apli-
cados & solugao numérica de equacgoes diferenciais, tendo assim literatura bastante
ampla, onde destacamos as obras de Batchelor [6], Hirsch [30], Ozisik [59], Richtmyer
[78], Sod [84] [85], Strikwerda [87], Thomas [88], Zeidler [96] e De Bortoli [24]. Para
avaliar melhor o esquema numérico usado apresentaremos, inicialmente, algumas

defini¢oes classicas da literatura.

30
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3.1.1 Algumas definicoes e teoremas

Seja H um espago de Hilbert e seja o problema de evolucao da forma:
encontrar v € C° ([0, T]; H) satisfazendo no sentido fraco (ou forte, se u € D(A)):

du(t)
dt

+ Au(t) = f(t) (3.1)

com condigao inicial u(0) = ug, onde ug € H, f € L*([0;T] H), por exemplo, e A é
um operador diferencial com D(A) € H [39].

A obtengao de um esquema numeérico para o problema (3.1) consiste em aproximé-
lo no espago e no tempo. De um lado, quando H é um espaco de dimensao infinita
devemos substituir A por operadores A;, em um espaco de dimensao finita V}, C H,
onde h > 0 representa o passo de discretizagdo no espago, tal que dim(V}) — oo
quando h — 0.

Por outro lado, devemos discretizar o tempo, isto é, escolher uma seqiiéncia
de instantes t, com t, = nAt, onde calcularemos a aproximacao da solucao. O
problema (3.1) semi-discretizado (no espago) fica entao da forma:
encontrar U, € C° ([0, T]; Vs ) tal que:

U, (¢)
dt

+ ApUn(t) = fi(t) (3.2)

com condi¢ao inicial Up(0) = ug,p.
Neste trabalho, opta-se pelo operador A, do método de diferencas finitas, como
ja mencionado. Um esquema capaz de calcular U, € V), como aproximacao de Uy(t,)

de nivel dois pode ser escrito como:
Ut = Ch(ANU + At £ (3.3)

com condigio inicial UY = Uy, onde o operador Cj(At) pertence ao espago dos

operadores lineares continuos em Vj, e f}' aproxima fj,(t,).
Definigao 3.1 O problema (3.1) € dito bem posto se sua solugio satisfaz:
1
t 2
2 2
sup llu(®)ly < € [ + [ 1£()IF ds] (34)
e se existe uma projecio Ry de H sobre Vj, tal que

}llin(l) |Ryu — ul|ly; =0, para todo ue H (3.5)
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Na aplicagao de um esquema numérico também é muito importante a verificacao
de sua convergéncia quando h e At tendem a zero, isto &, se a seqiiéncia {U;"}
de solugoes de (3.3) tende a solugdo u(t) de (3.1). As definigoes e resultados a
respeito desse tema, encontrados na literatura [39] e [96], referem-se praticamente
aos casos homogéneos, isto é, para f(t) = 0 o que implica em f;' = 0. As defini¢oes

apresentadas a seguir consideram essa situacao.

Definicao 3.2 O esquema (3.1) € dito convergente se a condigao Uy, — ug quando
h — 0; implica em U} — u(t) quando At — 0 e n — oo com nAt — t para todo

t € (0,T) onde U} € definido em (3.3) e u(t) € a solu¢ao de (3.1) para ug arbitrdrio.

O estudo da convergéncia de um esquema numérico envolve também o estudo da

estabilidade e da consisténcia, que sao definidos no que segue.

Definigao 3.3 O esquema definido em (3.3) € dito estdvel se existe uma constante

K > 1 independente de h e de At tal que :
(Cr(AL)" Rull gy < K (3.6)
para todo n e At satisfazendo nAt < T'.

Sendo Rj uma projecao do espaco de Hilbert H sobre V}, segue que:
(Ch(A)" Ry = [CL(AL)Ry]"™

Quando um esquema satisfaz as condicoes de estabilidade independentemente
de h e At dizemos que ele é incondicionalmente estavel. Quando a condigao de
estabilidade é satisfeita apenas mediante algumas condigoes para h e At, o esquema
¢ dito condicionalmente estavel. Caso contrario, o esquema é considerado incondi-

cionalmente instavel.

Definigao 3.4 O esquema (3.3) € dito consistente com o problema se existe um
subespagco Y C H, com Y denso em H tal que para toda u(t), que € solugcao de

(3.1), com ug € Y temos:
1
lim sup HN [t + At) — Ch(At)Rhu(t)]H —0 (3.7)

h—0 t
At—0 H



33

A expressao (3.7) é conhecida como sendo o erro de truncamento. Quando o
operador Cj(At) ¢ dado em termos de diferengas finitas, como sera o nosso caso,

podemos verificar o erro de truncamento a partir da expansao em séries de Taylor.

Observacao 3.1 Se a solugao u(t) de (3.1) € regular ela satisfaz:

u(t + At) — u(t)
At

=0 (3.8)

H

lim

lim + Au(t)

Assim, a condi¢ao de consisténcia pode ser definida por:

lim Crh(At)Rpu(t) — u(t)
h—0 At
At—0

=0 (3.9)

+ Au(t)

H
Defini¢ao 3.5 O esquema definido por (3.3) é de ordem ¢ em relagio a h e de
ordem qy em relacao a At, se g1 e qo sGo 0s maiores inteiros tais que podemos

encontrar um subespaco Y C H com Y denso em H com:

At

= O (h" + At®) (3.10)
H

sup
t

para toda u(t) solugao de (3.1) com ug € Y.

Teorema 3.1 (Teorema de Equivaléncia de Lax) Suponha que o problema (5.1)
¢ bem posto e é aproximado pelo esquema (3.3) que assumimos ser consistente. En-

tao o esquema € convergente se e somente se ele € estdvel.

A demonstra¢ao do Teorema de Equivaléncia de Lax encontra-se nas referéncias
Lions [39] e Zeidler [96]. Para analisar a estabilidade do esquema usado para a
solugao numeérica do modelo matematico usamos o método de anélise de Fourier.
Para tanto usaremos a transformada discreta de Fourier, definida conforme segue

[88]:

Definigao 3.6 A transformada discreta de Fourier de uma seqiiéncia {u} € I*> € a
funcao @ € L?([—m,w]) definida por:
I & ikg

u(§) = Von Ry e

onde I* e L*([—m,7]) sdo os espagos de Hilbert definidos por:

Uy, (3.11)

P = () (T mrzf < )
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1

L (=7, 7)) = {u: </ﬂ ||u||2dx)2 < o0}

Lema 3.1 A sequéncia {ull} € estdvel em [* se e somente se a sequéncia {4"} €

estdvel em L?([—m,|).

A demonstracao desse lema é encontrada em Thomas [88].
Os esquemas que serao usados na solugao numérica do problema sao baseados em
discretizacoes em diferencas finitas. As aproximagoes usadas para essas discretiza-

¢oOes sao apresentadas na se¢ao que segue.

3.1.2 Aproximagoes em diferencgas finitas

Para fazer a discretizagao temporal usaremos diferencas upwind, isto €, a derivada
parcial de ¥ em relagao ao tempo ¢ aproximada usando o valor de W nos instantes

t, e t,.1, conforme mostra a figura 3.1:

tempo
X
1
Mt
; ®
H M a
o ¢ @i

eEHACD

Figura 3.1: Esquema de aproximacoes em diferencas finitas para o tempo e o espago

no caso 1-D

Assim, a aproximacao da derivada em relagao ao tempo fica, de acordo com

Anderson et al. [4] e Mitchell [54]:

n+1 n
O Wigre = Yijn
ot At
Ja para a discretizacao espacial usamos diferencas centradas, isto é, a derivada

parcial de ¥ em relacao x, por exemplo, é aproximada usando o valor de ¥ nas
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posigoes x; 1 € z;11. Assim temos para as derivadas de primeira ordem:

n n
ow ~ Tit+ljk \Iji—l,j,k:

or 2Ax
oV Yk = Vi
dy 2Ay
o W — Vi
0z 2Az

e para as derivadas de segunda ordem:

2 n n n
PV W e = 2V Vi

dx? (Az)’
U Wik = 297 + Vs
Dy’ (Ay)?
PV Ve — 2V + Ve
022 (Az)?

Dessa forma, a equagao (2.30) para o caso unidimensional, por exemplo, pode

ser aproximada conforme:

*n+l _ yxn u*At *Nn. _ \*n
Yi _Yz' AT (Y i+1 Yi—l)
D*At
e el A AT [ T
+ (AI‘)2RESC ( i+1 A + zfl)

a*At(1 — @)

—————— DY (I X X — prY Y 3.12
GrvoRese s (XX = Yoy ) (3.12)

Embora alguns autores afirmem que para problemas hiperbdlicos nao se deva
usar diferencas centradas, neste trabalho estas foram usadas obtendo sucesso na

convergéncia, conforme serd mostrado na proxima segao.

3.1.3 Anadlise da consisténcia, estabilidade e convergéncia

Nesta seccao apresenta-se um estudo do comportamento do esquema obtido
ao substituir as diferencas finitas definidas na sec¢ao anterior. Com o objetivo de
simplificar as notagoes considera-se o caso unidimensional no momento dessa anélise.

Note que, assim, as equagoes (2.30) e (2.32) podem ser escritas na forma:

ov o\ )

com ¥ = U(zx,t), onde temos que a >0, b < 0 e c <.
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Ja as equagoes (2.31) e (2.33) tomam a forma:

ov
o =al+hin) (3.14)

com c¢; < 0.
Substituindo as aproximagoes da secgao anterior na equagao (3.13) temos o es-

quema que segue:

Ut —wr q
At (A;c)z[

Wiy — 207 + 07

b n n n
+m[ i — U+ U+ fg, ) (3.15)

onde W’ representa a aproximagao de ¥(x;, t,,) para z; = ix e t,, = nAt. Expandindo

U2t em uma série de Taylor em torno do ponto (;,t,) temos:

U A2 92"

n+l __ n
V=W A T o e
Isso implica em:
VA U | own our
L= A A | = = A 1
N At[ = +0( t)] 5 O (A1) (3.16)

A expansao de W7, ; em torno do ponto (z;,t,) toma a forma:

ov? n Ax? 82\P? Ax3 83\11? Ax?t 84\11?

g A
e TR R TR, P R T

+ ...

enquanto que W? ; em torno do ponto (z;,t,) fica:

on = ur a0 AT AT DY ACTOY
e R TR TR P TR = R

Das duas tltimas expansoes segue que:

GO I oUT  2A23 PUT .
2Ar 2Az lzm TR R G
owr )
= +0 (Ax?) (3.17)
e
\Ij?—l-l - 2\11? + \Ijzn—l _ 1 282\11? 4
A == [Aw 55 +0(arf)
P )
= +0 (A2?) (3.18)
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Substituindo as equagoes (3.16), (3.17) e (3.18) em (3.15), temos:

8 n
ot

Lrown-al T8 o (ar)] -o| G +o (ar)]

—cU} = f(wi,tn) = O (Ax?, At)

uma vez que ! & solugao de (3.15), de onde segue pela definigao (3.4) e pela
observagao (3.1) que o esquema é consistente. Pela defini¢do (3.5) segue que o
esquema ¢é de primeira ordem no tempo e de segunda ordem no espaco.

Para fazer a analise de estabilidade do esquema numérico sugerido usaremos o
método de Fourier. Esse método consiste na aplicacao da transformada discreta de
Fourier em ambos os lados da equagao (3.15), que define o esquema, com o objetivo
de encontrar o Simbolo de Fourier S(¢) do problema e, em seguida, requerer a
condigao [S(§)| < 1. Consideramos aqui o caso homogéneo (f(z,t) = 0); assim o

esquema (3.15) pode ser escrito da forma:

t bAt | aAt
prtl — — |y 14+ cAt —2 g
! | (Ax)? * 2Az| 1 (Az)2|
[ aAt bAt |
Sl —— 1
* [(Az)2 2Az| (319)

Para evitar possiveis confusoes entre a unidade imaginaria, quando da aplicacao
da transformada discreta de Fourier, com o indice de discretizacao da variavel x,
trocamos momentaneamente esse indice pela letra [. Aplicando a transformada

discreta de Fourier (3.11) em ambos os lados da equagao (3.19), segue que:

alAt bAt

7 \Iln+1 1k§\1}”
[(A:p) M 2A1’] V2r, Z ‘ HH

N

Z 6—zk§ \I/n

At 1
+ [1 + cAt — a 1
271' k=—0oc0

(Ax

aAt bAt] LS ke
1—

+ l(Am)Q © 2Ax V2 k;ooe

Fazendo um ajuste dos indices nos somatorios e rearranjando os termos podemos

Sl alAt bAt i€ B alAt -
\ = K<Ax)2 + AL e’ + |14+ cAt 27(ASL’)2 \J

escrever:
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! [((Zﬁ; - 52:1) e_ﬂ v (3.20)

Assim, o simbolo de Fourier é dado pela equagao:

[ aAt DAL\ aAt

+ LAt _ b;At e
(Azx)?2  2Az
2aAt DAL

= (14 cAt) — W[l — cos(&)] + i—sen(§) (3.21)

Usando a condicao de estabilidade do esquema numérico, |S ()| < 1, para todo
¢ € [—m, 7] e o lema 3.1 segue que o esquema usado é estavel se e somente se At e

Az satisfazem a condigao (3.22) para todo & € [—m, 7|, ou seja:

2cAt + (cAt)? — 4(1 + cAt) (Zi; [1— cos(§)]
aAt '\’ ) AN\
+4 (M) [1—cos(§)]” + <be) sen®(£) <0 (3.22)

Para ilustrar a regiao de estabilidade, denotamos inicialmente £ = x, At =y e

assumimos a, b, ¢ e Ax fixos. Assim, seja a funcao:

ay
Ax)?

F(z,y) = 2cy + (cy)® — 4(1 + cy) [1— cos(x)]

—~

+4 (&)2 [1 — cos(x)]> + <bAyx>2 sen’(x)

A regiao de estabilidade corresponde aos valores de y para os quais temos
F(z,y) <0, Vo € [—m, 7]

Para o caso particular em que a = 1/4, b = —1, ¢ = —1/2 e Az = 1/20 temos
garantia de estabilidade para At < 0,005, como mostra a figura 3.2. Ja para o caso
em que a = 1/10000, b = —1, ¢ = —1 e Az = 1/40, o valor do passo de integracao
temporal a fim de temos garantia de estabilidade diminui para At < 0,0015. Isto é
ilustrado na figura 3.3.

Mais uma simulagao é mostrada na figura 3.4 que indica a regiao de estabilidade
para a = 1/10000, b = —1, ¢ = —1 e Az = 1/100. Neste caso, o esquema passa a
ser estavel para At < 0,0005.
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Figura 3.3: Regiao de estabilidade para a = 1/10000, b = —1, c = —1 e Az = 1/40

Note que essas simulagoes foram realizadas com a intencao de ilustrar a variacao
da regiao de estabilidade como consequéncia dos parametros envolvidos. Assim,
antes de realizar as simulagoes numéricas do problema proposto neste trabalho,
foram avaliadas as possiveis variagdes dos parametros a, b, ¢ e fixado o valor de Az,
permitindo, dessa forma, a escolha adequada do passo de integracao temporal. Evi-
tamos, assim, disperdicio de tempo computacional (no caso de At muito pequeno),
mantendo a garantia da estabilidade do esquema.

Sendo o problema (3.13) bem posto e o esquema estavel, segue do Teorema de
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Figura 3.4: Regiao de estabilidade para a = 1/10000, b = —1, ¢ = —1 e Az = 1/100

Equivaléncia de Lax que o esquema é convergente quando At e Ax satisfazem (3.22)
para todo & € [—m, 7.
Uma solucao analitica para as equacoes de transporte de massa e de calor no ar

é apresentada na proxima se¢ao.

3.2 Solucao analitica

Com o objetivo de obter maior confiabilidade no esquema numeérico, quando se
trabalha com sistemas de equagoes complexos como os problemas de transferéncia
de calor e de massa, é comum procurar uma solugao analitica de uma situacao que
se aproxima o suficiente do problema fisico em questao. Isso torna possivel uma
comparagao entre os dados calculados pelo esquema numérico usado e uma solugao
analitica de um problema fisicamente tao proximo quanto possivel ao que se pretende
resolver. Se para uma situacao fisicamente proxima a original o esquema numeérico
funcionar bem, é provavel que ele funcione também para a situacao real. Neste

intuito, buscamos uma solugao analitica para a equacao diferencial parcial

ov 0*W O
E—a@—l—b%—kcﬁ/—i—f(x,t), xe(0,1) e t>0 (3.23)
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com a > 0, sujeita & condigao inicial
U(x,0) =Ty para z€]0,1] (3.24)

e as condi¢oes de contorno

v
U(0,t) =T, e gx(l,t) =0 para t>0 (3.25)

Buscamos solugdes analiticas para problemas de transferéncias de calor e/ou de
massa na literatura. Varias solugoes para problemas de calor foram encontradas,
porém nenhuma com as condicoes do problema aqui exposto. Na secao que segue,
apresentamos algumas dessas solugoes que mais se assemelham ao nosso problema

ou que trazem alguma idéia que possa ser aproveitada neste trabaho.

3.2.1 Algumas solucoes analiticas para problemas de trans-

porte na literatura

Solugoes analiticas para muitas formas de equacoes diferenciais sao encontradas
na literatura, algumas das quais para equacoes de transferéncia de energia, que serao
enumeradas na seqiiéncia. Em todas as solucoes encontradas para essa equacao
temos algumas simplificagdes na equagao propriamente dita e/ou nos dominios para
os quais as solugoes sao obtidas, de forma que estas nao representam fielmente o
problema real. Apesar disso, algumas idéias e conceitos utilizados foram tuteis para
a obten¢ao de uma solugao analitica para o nosso problema.

As equagoes apresentadas, na seqiiéncia, referem-se ao problema de transferéncia
de calor, porém no modelo apresentado nesta tese, as equagoes diferenciais parciais
que descrevem os fendomenos de transferéncia de calor e de massa possuem a mesma
forma (veja as equagoes (3.13) e (3.23)). Assim, encontrando uma solugao analitica
para a equagao do calor também a teremos para a equacao de transferéncia de massa.

Cherniha [16]| apresenta algumas solugdes analiticas para a equagao

88? = ;; (A(u)gD + B(u)gz +C(u) (3.26)

em casos particulares onde A(u), B(u) e C(u) sdo fungoes especialmente escolhidas

de forma a permitir a obtencao das solugoes, usando o método de redugao de ordem
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e transformando a equagao diferencial parcial (3.26) em um sistema de equagoes
diferenciais ordinérias.
Bogaerts et al. [8] desenvolvem um modelo para descrever o balango de energia

do fluido de resfriamento de um reator e resolvem analiticamente a equagao

T (z,t) T (z,t)
T(x,t) =T,(t 3.27
oD 4 GO | ety = T (3.27)
onde T,,(t) é a temperatura média da mistura reagente no instante ¢, a = 2 %’g

e = Df—gp. A solugao analitica é obtida usando duplamente a transformada de
Laplace, isto é, na variavel x e na variavel t.
Yefimova e Kudryashov [94] buscaram uma solugdo para a equagao de Burgers-

Huxley que descreve fenomenos vibratérios nao lineares:
Uy + auty = Dug, + Bu + yu? — du?, D >0 (3.28)

onde «a representa a transferéncia nao linear, e os parametros 3, v e d descrevem
os termos fontes. A solugao analitica para as condi¢oes de contorno apropriadas
foi obtida usando a transformada de Cole-Hopf. Note que para § =~v =90 =0, a

equagao (3.28) reduz-se a equagao de advecgao-difusao na forma:
U + autly, = Dy,

Uma transformacao de coordenadas seguida da aplicacao da transformada de
Fourier e técnicas de expansao em séries é sugerida por Ma e Chang [45] para a
solucao da equacao homogénea da condugao de calor em materiais nao isotrépicos.

Reda [73] afirma que os métodos de reducao simétrica de uma equagdo para
equagoes com menos variaveis, em particular para equagoes diferenciais ordinérias,
estd entre os mais eficientes métodos de obtencao de solugoes de equacgoes para
problemas da fisica-matematica. Usando esse método, este autor apresenta a solugao

de varios casos particulares da equagao:

o _ 10 lk(r)r51aT

o= ar]; 0<r<R({t) e 0<t<T,

or
Milosevic e Raynaud [53] apresentam uma solucdo analitica para o problema bi-
dimensional transiente de difusao de calor em uma placa cilindrica em duas camadas

com condigoes de contorno de Neumann homogéneas nas faces externas e com pulsos
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nao periodicos de calor. Na solucao desse problema os autores usam o método de
separagao de variaveis.

Polyanin apresentou, em seus trabalhos [69] [70], solugoes analiticas para vérios
problemas envolvendo transferéncia de calor, sugerindo algumas substitui¢coes. Em
[69] Polyanin apresenta uma solugao analitica para a equagao da difusdao de calor

nao homogénea:

Ow 0w
com condic¢ao inicial
w(z,0) = f(z)

e para os dominios e condi¢oes de contorno conforme mostra a tabela 3.1:

Tabela 3.1: Dominios e condi¢des de contorno em que foram obtidas solugoes para

a equagao (3.29) em [69]

Dominio Condigao de contorno

—00 < x < 00 | w é uma fungao limitada

0<zx<oo |wéuma funcdo limitada e w(0,t) =0

0<z<oo |wéuma funcio limitada e 22(0,¢) =0

0<z<oo |wéuma funcio limitada e 22(0,¢) — kw(0,t) = 0
0<z<l w(0,t) =0ecw(l,t)=0
O<z<l |220,t)=0e2%(,t)=0

Gorguis [28| apresenta uma solugao analitica para a equagao

ou ou 0%u

usando o método da transformada de Cole-Hopf, reduzindo-a & equagao do calor,
da qual obtém a solucao exata.

Asaithambi [5] resolve analiticamente o problema estacionario de distribui¢ao da
temperatura no interior de um cilindro usando o método denominado pelo autor
por método de diferenciacao automatica, que consiste na obtencao das derivadas a

partir de uma expansao em séries de Taylor em torno de r = 0.
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Cai et al. [13]| apresentam solugoes analiticas para a equacao de condugao de

calor hiperbélica nao linear em um dominio cartesiano tridimensional

oT o*T 0 oT 0 oT 0 oT
pcb(é%_F78ﬂ>__ax(Kfm>_%8y<wa>_%az<K82> (3.31)

para algumas expressoes especificas dos coeficientes pC),, e K como fungoes de T,
usando o método de separagao de variaveis, e escrevendo T como uma soma de

quatro solugoes da forma
T(t,2,y,2z) = 0(t) + X(x) + Y(y) + Z(2)

para condigOes iniciais e de contorno indefinidas, isto é, as solugoes foram obtidas
para um caso geral.
Pamuk [60] apresenta uma soluc¢do analitica para a equagao de calor com termo

fonte da forma

ou  0*u

— = m 3.32

ot 0x? Heu ( )
para m = 1,2,3,... e € constante. A solucao é obtida usando o método ADM

(Adomians Decomposition Method).

Livros cléassicos que abordam a teoria de equacoes diferenciais como Carslaw e
Jaeger [14], Coddington [20], Crank [21]|, Debnath [23|, Evans [25] e Keener [32],
discutem o problema de difusao térmica, apresentando métodos de solucao como o
uso de transformadas de Fourier, transformadas de Laplace, separacao de variaveis,
expansao em séries de autofuncoes, além de outros.

Antes de aprentarmos a solug@o analitica do nosso problema, apresentaremos

algumas defini¢oes e teoremas que serao utilizados no desenvolvimento dessa solucao.

3.2.2 Definicoes e teoremas titeis na resolucao

Apesar de termos encontrado intimeros problemas resolvidos na literatura, a
solugao para a equagao (3.23) com as condigdes (3.24) e (3.25) nao foi encontrada
pronta. Contudo, algumas idéias e métodos sugeridos contribuiram para que tivésse-
mos éxito na busca dessa solucao. No decorrer da solucao faremos uso de algumas
defini¢oes e teoremas que sao encontrados em livros de analise funcional, tais como

dos autores Kreyszig [35], Reed e Simon [74] e Yosida [95].
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Definicao 3.7 Seja H um espago de Hilbert e L - H — H wm operador linear. O
operador adjunto de L € definido como o operador L* : H — H tal que

(Lu,v) = (u, L")

para todo uw € D(L) e todo v € D(L*) onde D(L) e D(L*) € H representam o

dominio dos operadores L e L*, respectivamente.

Observagao 3.2 Para o caso em que H = L*([0,1]) podemos definir o produto

mterno como:
1
(u,v) :/ u(z)v(z)dx
0

e a norma em H pode ser definida por:

Jully = () = | (@) do

Definicao 3.8 O operador L definido anteriormente é dito formalmente auto ad-
junto, se L e L* tém as mesmas defini¢oes operacionais. Se além disso, D(L) =

D(L*), o operador L € dito auto adjunto.

Definicao 3.9 Seja L o operador definido anteriormente. Define-se por espectro
pontual (ou conjunto dos autovalores) ao conjunto o,(L) dado pelos valores X tais
que [N — L)™' ndo existe. O espectro continuo é o conjunto o.(L) dado pelos valores
A tais que [N — L) existe e [\ — L]™" ¢ definido em um conjunto denso em H,
mas nao € um operador limitado. O espectro residual é definido como o conjunto
o.(L) dado pelos valores X tais que [N — L]™" existe com dominio naio denso em H.

O espectro de L € definido por

o(L) = op(L)Joe(L) Jo: (L)

Teorema 3.2 Seja L um operador linear continuo e auto adjunto em um espaco de

Hilbert H, entao:
i—) o,(L) CR

ii—) autovetores correspondentes a dois autovalores distintos sao ortogonais.
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Demonstragao:
Se A € 0,(L) entdo A é autovalor de L. Assim, existe x € H com x # 0 tal que

Lz = Ax. Dessa forma, usando as propriedades do produto interno, temos:
Mz, x) = (x, \x) = (x, Lz) = (Lz,z) = (A, x) = Xz, z)

o que implica em A\ = )\ e assim A é real o que prova i—).
Por outro lado, sejam A; e Ay dois autovalores distintos de L e xy, xo seus
respectivos autovetores. Entao:

Ll’l = )\11’1

LI’Q = )\21‘2

0 que nos permite escrever:

<)\1$1>332> = <L$1,332> = <5U1, L9172> = (1'1,)\2$2>

)\1<$1,I2> = /\2<I1,$2>

e como A; e Ay sao reais e distintos temos que:
(x1,79) =0

0 que prova ii—).

3.2.3 Obtengao da solugao analitica

Estamos interessados em encontrar uma solugao em L? ([0, 1]) para o problema
(3.23) sujeita a condigao inicial (3.24) e condigoes de contorno (3.25). Com o intuito

de diminuir a complexidade do problema faremos a substituicao:
U(x,t) = Py (z ) (3.33)

De (3.33) obtemos as derivadas que seguem:

ov Ow
— BelBtt+pz] [Bt+pa]
5 Be w(z,t)+e 5 (x,1)



47

ov 0
= pelBtruel (1) 4 elBtHnal a‘; (z,1)
(§]
0?w 0
= = p2elBrnaly (o 1) 4 2uemt+“x]a—z(x,t)

0w
4 elBttual o7 (z,1)

Substituindo (3.33) e suas respectivas derivadas na equagdo (3.23) temos um

problema um pouco menos complexo para resolver, conforme segue:

ow  Pw
E—Q@Jrh(x,t), re€(0,1) e t>0 (3.34)

com a > 0, sujeita a condigao inicial

w(z,0) = Voe ™™  para x€|0,1] (3.35)

e as condicoes de contorno

w(0,t) = Ve P e gw(l,t) + pw(l,t) =0 para t>0 (3.36)
T
onde:
b2
p=c— 1a
__b
"= 2a
e
h(x,t) = elPt=ral (2 1) (3.37)

Com a finalidade de obter condi¢oes de contorno homogéneas no problema prin-

cipal faremos nova substituigao escrevendo w(z,t) da forma:
w(z,t) = u(z,t) +v(x,t) (3.38)

onde

v(z,t) = Uyel-Pt-nal (3.39)

Temos assim que

v(z,0) = Ve H

v(0,t) = Uye "
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e
ov
%(1‘7 t) + [L'U(l‘, t) =0
Note ainda que:
ov
2 — _ 3, el Bt—pal
e~ e
e
820 2 —Bt—puzx
5z =1 W, el —Bt—na]
Isso nos permite escrever:
ow  Ou
T B, el Btkal 3.40
% = o B¥e (3.40)
e
Pw  Pu
_ —[Bt—px
Substituindo (3.40) e (3.41) na equagao (3.34) resulta no problema que segue:
du 0*u
a:a@—kg(x,t), re(0,1) e t>0 (3.42)

sujeito a condigao inicial
u(z,0) = ¢(x); para x€]0,1] (3.43)

com p(z) = (Vg — Uy)e " e as condi¢oes de contorno

u(0,t) =0 e gZ(l,t) +pu(l,t) =0 para t>0 (3.44)

onde:

g(x,t) = (ap® + B) Wyl 4 p(a, 1) (3.45)

Note que L?([0,1]) é um espago de Hilbert e, portanto, um espago completo.
Assim podemos encontrar uma base de autofungoes que geram L?([0,1]), e segue do
teorema de Riesz [74] que qualquer elemento de L*([0,1]) pode ser expresso como
uma série das autofuncoes que formam essa base. Dessa forma, para resolver o
problema (3.42) com condigao inicial (3.43) e condigoes de contorno (3.44) vamos

expressar sua solugao como uma série de autofungoes ortonormais, conforme segue:

u(z,t) = ibn(t)fbn(x) (3.46)
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Precisamos, entao, encontrar a seqiiéncia {®,,(x)} de autofungdes normalizadas e,
em seguida, seus respectivos coeficientes de Fourier b, (t). Para obter as autofungoes
consideramos o problema homogéneo associado que sera resolvido pelo método de

separagao de variaveis. Escrevendo a solucao do problema homogéneo na forma:
up(z,t) = 0(t)(z)

teremos um problema de duas equagoes diferenciais ordinéarias. Temos, entao, para

a variavel x a equacao diferencial ordinaria:
a?’(z) = —\J(x) (3.47)
com condigoes de contorno:
¥(0)=0 e (1) +pd(1) =0 (3.48)

Observacao 3.3 Note que os autovalores A do problema aqui exposto sao todos

reqls.

De fato, consideramos o operador linear L definido por

L(u) = —ag;;
com dominio:
D(L) = {u(az) c L*([0,1]) : u(0) =0 e gZ(l) + pu(l) = 0}

Desejamos encontrar o operador L* adjunto de L. Assim para todo u € D(L) e

v € D(L*) temos:

(Lu,v) = —a 01 gzz(x}v(m)dm
=—a [U(x)gz(x)]o a/ol gz(x)gz(x)dx

RICLCE u<x>§§,<x>r o [ @) 2 @

0

=—a lvu)gzu) — u(l)gZ(l) — v(O)gZ(O) + u<0>gi(0)]
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—a /01 u(:v)g:;(x)dx

4 [u(l) (g;u) + Wu)) + U(O)gz(O)] - a/ol u(x)g?;(x)dx

onde foram substituidas as condig¢oes de D(L).

Para termos (Lu,v) = (u, L*v) devemos requerer que:

com dominio:

D(L*) = {v(m) € L*([0,1]) : v(0) =0 e %(1) + (1) = 0}

o que prova que L é um operador auto adjunto pela defini¢ao (3.8). Assim, segue
pela defini¢ao (3.9) e pelo teorema (3.2) que A pode assumir apenas valores reais e
que valores distintos de A\ correspondem a autofungoes ortogonais.

Além disso, da resolugao acima, segue que:

(Lu,uy = —a [u(x)gz(x)] + a/ol g;ﬁ(a:)g;b(x)dx

0

N lu(ngZ(U—u(o)g;‘(m] +a/01 BZ@)} dz

— apfu()] + a/ol Bz(l«)l dz

Sendo = —2, com a > 0 e b < 0 (veja equagdo (3.13)) segue que para todo

u € D(L) temos:
(Lu,u) >0

isto é, L € um operador positivo e assim, todos os seus autovalores sao positivos.

Consideremos entao que A > 0. A solugao da equagao (3.47) fica:

52 )

Da condigao 9(0) = 0 segue que B = 0, o que implica em:

V(z) = Asen <\/§x) (3.49)



51

V(x) = \/§Acos ( 2x)

Neste caso, a condigdo 9¥'(1) + (1) = 0 implica em:

[ ([2) e )] -

e como queremos uma solugao nao trivial, devemos requerer A # 0. Assim temos:

roon (\F) + psen (\F) 0 (3.50)

Note que se cos (@) = 0, entao sen (@) # 0, nao satisfazendo a condigao

A

requerida. Dessa forma, podemos considerar cos (\/g) # 0, o que nos permite

dividir a equagao (3.50) por cos (\/g) e os autovalores satisfazem a equacao:

A b A} -
; — %tan ( a) = 0, n = 1,27 (351)

Podemos visualizar os autovalores como sendo os pontos de intersecao entre as
curvas hg (@) = (@) e ho (@) = %tan (@) para A, > 0. A figura 3.5
mostra esses pontos para o caso particular em que a =1/4, b=—-1ec=—1/2.

Os autovalores foram obtidos calculando numericamente as raizes da funcao
h(VA) = VA + ﬁtan\/g com precisao |h(v/A)] < 1078, Paran = 1 até n = 10
os autovalores sao mostrados na tabela 3.2. Na figura 3.5 observa-se que & medida
que o valor de n aumenta, a interseccao entre as curvas hy (@) e ho (\/%) val se
aproximando de (2n — 1)7.

Segue de (3.49) que a autofungao correspondente ao autovalor \,, é:

O, (x) = A,sen (\/tlx) ;o on=1,2,.. (3.52)

onde A, é obtido ao normalizar a autofuncao (3.52), isto é:

1= @)1 220 = (B(2), P(2))

1 1 '\
_ 2 A2 2 \n
= /0 O: (z)dx = A"/o sen ( . x) dx
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10-

2'"\.&'

Figura 3.5: Representacao grafica dos autovalores paraa =1/4,b=—-1lec=—1/2

SEE-4)

Ao fsen (2
a

o que implica em:

A, =

on=12,.. (3.53)
5

Desde que a série em (3.46) converge, podemos obter as derivadas de u(z,t)

conforme segue:

m:i%@%@ (3.54)

8x2 Zlbn 6! (x Zb (z) (3.55)

Expandindo também a fungdo g(z,t) como uma série das autofungoes @, (z)

podemos escrever:

= i Yu(t)Pn(z); n=1,2,.. (3.56)

Tu(t) = /01 g(x, )P, (x)dx; n=1,2, .. (3.57)
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Tabela 3.2: Autovalores do problema (3.47) para os dez primeiros valores de n, com

a=1/4,b=—-1lec=—-1/2

n An
1 1.309799825064882
6.469354336897196
16.386966272527410
31.207339105057270
50.953563162230570
75.631233902971770
105.242186589986100
139.787157545389400
179.266486856546800
223.680348715834700

O |0 | | O | O = | W |

—_
e}

Para calcular b,(t) substituimos (3.54), (3.55) e (3.56) em (3.42), obtendo:

AGCACEE SOEABES SEACLHE
i [0.() + Anbn () — 7 (t)] @p(x) =0;  Vz € (0,1)
o que implica em:
V() + Abn(t) = (t); n=1,2,.. (3.58)

onde 7,(t) é dada por (3.57). Para resolver (3.58) necessitamos de uma condi¢ao
inicial
b, (0) = a; n=1,2,..

Tomando ¢ = 0 temos de (3.43) e (3.46) que:

u(z,0) = ibn(O)fbn(x) = ianq)n(x) =p(z); Vre(0,1)

Assim, os valores iniciais «,, sao os coeficientes da expansao em autofungoes de
©(x), ou seja:

Qy, = /01 (), (x)dz; n=1,2,.. (3.59)
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Resolvendo a equagao diferencial ordinaria (3.58) para b,(0) = a,, temos que:

¢
ba(t) = appe™ —I—/ ey ()dr; n=1,2, ... (3.60)
0

u(z,t) =Y Anb,(t)sen (\/)\nm)
n=1 a
el g An
w(z,t) = Ve + ) Anba(t)sen 2
n=1

Finalmente, substituindo w(z,t) em (3.33), a solu¢do do problema (3.23) com

Segue entao que

condigao inicial (3.24) e condigbes de contorno (3.25) é:

U, t) = Uy + P03 S A b, (8)sen (\/ );L"x) (3.61)

n=1

com A,, dado por (3.53) e b,(t) por (3.60) para

an(t) = Ap /01 (Wo — Wy) e " sen (\/gx) dx

3®) = A [ (o + B+ f(a.8)] P en (f@«) "

Com o objetivo de validar o método numérico utilizado, foram realizadas com-
paracoes entre os dados obtidos numericamente e pela solugao analitica apresentada.
Como o modelo utilizado no presente trabalho é constituido de um sistema de qua-
tro equagoes diferenciais parciais acopladas, temos que a fungao f(x,t) depende do
teor de umidade do ar na equagao (2.30) e da temperatura do ar na equagao (2.32).
Assim, para fins exclusivos de comparagao, escolhemos para o termo fonte uma
funcao teste cujo grafico se assemelha as curvas obtidas numericamente para esse
termo. Ressaltamos, para o leitor, que essas fungoes teste sao utilizadas somente
nas comparagoes entre as solugoes analitica e numérica apresentadas na seqiiéncia
deste capitulo. Assim, nas comparagoes com dados experimentais e nas demais sim-
ulagoes que sao apresentadas no proximo capitulo, voltamos a usar a formulagao
original para os termos fonte.

Na primeira simulagao consideramos a situagao com a equagao de transferéncia

de massa no ar e aproximamos o termo fonte através da fungao

flx,t) = elkrttheal (3.62)
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Assim, resolvendo a equagao (3.23) com a condigao inicial (3.24) e as condigoes

de contorno (3.25), para ¥y = ¥; = 1 (situagdo em questao), a = 1/4, b = —1,
c=—1/2, k; = —0,03 e ks = 0, 1, obtemos os resultados para as solugoes analitica
e numérica mostradas, respectivamente, na figura 3.6 para trés posi¢oes no interior

da camara (z* =1/8, 2* =1/2 e 2* = 7/8).

Solugdes analitica 2 munerica

1.8
G,(“‘\‘ ¥=1/8 - anal.
------- =112 - anal.
1.6
II T, — —¥*=7/8 - anal.
Ln e s =18 - num. /@\
SIREE S S e o ¥=1/2-num. N
fak L = ¥*=TI8 - num. Pl
X =T7/8
--x =172
-x =18

20 30 40
Tempo (adimensional’

Figura 3.6: Solugoes analitica e numérica de ¥ como fungao do tempo (adimensional)
para Uo =V =1, a=1/4,b = —1, ¢ = —1/2, f(z,t) dada pela equagao (3.62)
com k1 = —0.03 e k; = 0.1

O aumento do valor de ¥ no inicio do processo, quando x* se aproxima da
unidade, justifica-se pelo termo advectivo, uma vez que a geracao de umidade que
se tem na entrada da camara é levada por esse processo para os demais pontos.

Observa-se, na figura 3.6, que existe boa concordancia entre as curvas obtidas
numerica e analiticamente para todas as posicoes da camara. Essa concordancia
¢ reforgada pela figura 3.7, que mostra o valor do erro relativo entre as solugoes

numérica e analitica. O erro relativo é calculado por:

[V — ¥
Ep= """
V]

onde ¥ representa a solucao analitica e ¥ a solucao numeérica.

Numa segunda simulag¢ao consideramos a situagao com a equacao de transferéncia
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WValor do erro relativo
1,2E-04 -
£ B0E-05 -
= .| — =18 g >
- o ¥=102 P
5 40E-05 - . w=TIS I
H . A =T
oﬂ-ooooooooooﬁﬂ-ﬁﬁoooon -x =172
0,0E+00 = T T T T T i .
e
0 5 10 15 20 7530 g
Tempo (adimensional)

Figura 3.7: Valor do erro relativo entre as solugoes analitica e numérica de ¥ como
fungao do tempo (adimensional) para Vg = ¥y =1, a =1/4, b= —1, c = —1/2,
f(z,t) dada pela equagao (3.62) com k; = —0.03 e ko = 0.1

de calor no ar. Para essa situagao aproximamos o termo fonte através da funcao
f(z,t) =1 — et (3.63)

Para esse caso precisamos resolver a equagao (3.23) com a condi¢do inicial (3.24)
e as condigoes de contorno (3.25), para ¥y = 0 e ¥; = 1. Adotamos também para
essa situacao a = 1/4, b= —1, c = —1/2 e k; = —0.03 e obtemos os resultados para
as solugoes analitica e numérica mostrados na figura 3.8 para as mesmas posigoes
da camara (z* =1/8, 2* =1/2 e 2* =7/8).

Como era esperado, a figura 3.8 mostra que nas posic¢oes iniciais da camara de
secagem (z* — 0) ocorre um rapido aquecimento do ar. Nas posigoes finais da
camara (z* — 1), demora mais para ocorrer o aquecimento. Percebe-se, neste caso,
a influéncia da convecgao e da difusao, uma vez que escolhemos como termo fonte
uma func¢ao independente da variavel x.

Para valores do tempo (adimensional) pequenos ocorre leve perturbagdo na
solucao analitica, cuja série foi truncada a partir do décimo termo. Isso, possivel-
mente, se deve ao fato da condigao inicial nao ser continua, pois ha um salto em

x* = 0. Este fato torna-se claro na figura 3.9, que mostra o valor do erro relativo
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Solucdes analitica e mumerica
E&,LE__%__E__ﬂ_EJ
—
¥*=1/8 - anal.
------- ¥¥=1/2 - anal. AN
— —¥*=7/8 - anal. bt
e ¥*=1/8 - num, i |
s =12 - num. - e
0.2 4 s ¥*=TI8 - num.
“x =172
I:ll:l T T T T T 1 _x* -1/g
|:| '1|:| 2':' 3{' 4|:| ED E‘D uuuuuuuuu by bati]
Tempo (adimensional)

Figura 3.8: Solugoes analitica e numérica de ¥ como fungao do tempo (adimensional)
para g =0,V =1,a=1/4, b= —1, c = —1/2, f(z,t) dada pela equacado (3.63)
ek =—0.03

Valor do erro relativo
JE-02 4 .
o 2E024 7 °
B — =118 . "
[iv1 /' + \
o o W12 PO
P i H i
S 1E-02 - . = ¥=Tig ]
25 -5 =78
X =12
0,E+00 - .
-x =148
0 3 G 9 12 14
Tempo {adimensional)

Figura 3.9: Valor do erro relativo entre as solucoes analitica e numérica de W como
fungao do tempo (adimensional) para para ¥y = 0, ¥; = 1, a = 1/4, b = —1,
c=—1/2, f(x,t) dada pela equagao (3.63) e k; = —0.03

entre as solugdes analitica e numérica de ¥ como fungao do tempo (adimensional)
para Wg =0, Uy =1,a=1/4,b=—1, c = —1/2, f(z,t) dada pela equacao (3.63)

e k1 = —0.03. Note que para valores pequenos do tempo, o valor do erro relativo é
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da ordem de 1072; porém logo apés esse erro cai para a ordem de 107°.

Observe ainda que o tempo ¢ dado por t = t*L./Uy e a razdao L./Uy, para
os valores considerados neste problema, fica na faixa de L./Uy = 1072 a 5x1072.
Segue assim que as diferencas observadas no inicio do processo de secagem nao sao
importantes para as situacoes reais.

Uma vez avaliado o esquema numérico escolhido para resolver as equacoes gover-
nantes do modelo apresentado, no proximo capitulo discutiremos algumas simulagoes

numéricas que visam a validacao do modelo.



Capitulo 4

Resultados

Como ja mencionado, o conjunto de equacoes diferenciais parciais que compoe o
modelo matematico foi aproximado por um esquema numérico com aproximagoes
de primeira ordem no tempo e de segunda ordem no espaco. Na seqiiéncia estare-
mos apresentando uma série de comparagoes entre valores calculados numericamente
pelo modelo, no caso unidimensional, com dados experimentais obtidos na literatura
para secagem em leito profundo e em camada fina. Comparagoes com dados experi-
mentais de secagem intermitente também serao apresentadas neste capitulo. Dando
seqiiéncia ao trabalho, faremos simulac¢oes para o problema de secagem no caso bidi-
mensional. Em seguida, apresentaremos também simulagoes numéricas mostrando a
influéncia de alguns parametros adimensionais envolvidos nas equacoes do modelo.

As propriedades fisicas do ar, do vapor e da agua foram obtidas na literatura [31].

4.1 Comparagao entre valores numéricos e dados
experimentais de secagem em leito profundo para
o caso 1-D

Com o objetivo de validar o modelo mateméatico apresentado, buscou-se, na lit-
eratura, dados experimentais de secagem de graos. Como mencionado no capitulo
2, os termos A e n na equagao (2.25), que representa o coeficiente convectivo de

transferéncia de massa entre o ar e os graos, foram obtidos a partir de simulagoes

29
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e comparagoes com dados experimentais de secagem de graos de soja [33], sendo
A =1,33115x10"" e n = 1, 1. Dessa forma, todas as comparacoes aqui apresentadas
serao referentes a secagem desse tipo de graos. No caso de secagem de outros pro-
dutos, esses coeficientes deverao ser novamente determinados. Dados experimentais
para secagem em secadores de leito profundo sao encontrados em Khatchatourian
et al. [33] [34].

Os dados experimentais apresentados nestes dois trabalhos foram obtidos num
micro secador de graos instalado no Laboratério de secagem da UNIJUI (Universi-
dade Regional do Noroeste do Estado do Rio grande do Sul). O referido secador do
laboratoério foi projetado para se assemelhar a um modelo real de secador de leito
fixo, sendo composto por uma fonte de aquecimento de ar, sistema de ventilacao
para forcar a passagem do ar quente por entre a massa umida de graos, e uma caixa
de secagem onde os graos ficavam depositados durante o processo de secagem.

Para o sistema de ventilagao usou-se um motor elétrico de % de HP, com 3450
rotacoes por minuto, tendo duas hélices centrifugas acopladas em série e ligadas por
uma tubulacao. O fluxo de ar formado pelo ventilador era canalizado por um tubo
de PVC com 50mm de diametro e dois metros de comprimento. A uma distancia de
um metro do ventilador foi instalado um medidor de vazao (diafragma) que mede a
diferenca de pressao exercida sobre uma coluna de alcool a ele acoplada em tubulagao
de vidro com escala.

Apoés passar pelo tubo de PVC, o ar entra para o aquecedor, uma caixa de
madeira revestida internamente com papel laminado, para diminuir as perdas tér-
micas por radiacao. Sua forma é de um prisma retangular que possui um metro
de comprimento, 12c¢m de largura e 7em de altura, internamente. Na caixa foram
colocados 8 resistores elétricos de aquecedor cada um com poténcia nominal de 400
watt, sendo que 6 deles podem ser ligados e desligados independentemente por inter-
ruptores fixos e os outros dois, controlados através de reostatos, permitindo ajuste
mais preciso da temperatura do ar de secagem. Esses dispositivos tornaram possivel
a manutencao das temperaturas praticamente constantes na entrada da caixa de
secagem com uma margem de erro de aproximadamente 0,5°C. Saindo da caixa

de aquecimento, o ar quente passa por uma conexao de b50cm de comprimento que
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faz a ligacao entre a caixa de aquecimento e a caixa de secagem. Na conexao que
liga as duas caixas, foi colocado um dispositivo para nao permitir a entrada do ar
na caixa de secagem antes de atingir o equilibrio de temperatura desejado, o que
ocorreu cerca de 3 a 4 minutos apoés ligados os resistores e o ventilador. Dessa forma,
procurou-se iniciar a secagem somente depois do ar atingir a temperatura na qual é
realizada toda a secagem, temperatura esta medida por um sensor instalado dentro
da conexao e que foi ligado a um multimetro digital com precisao de 0, 1°C.

A caixa de secagem, colocada na posicao vertical, tem a forma de um prisma
de base retangular, de dimensoes 12cm de comprimento e 7em de largura, e 32cm
de altura. As paredes sao de madeira e as dimensoes citadas sao internas. A caixa
foi dividida em 4 partes congruentes por planos horizontais com telas, denominadas
aqui de seccoes. As bases inferior e superior também foram feitas de telas a fim de
permitir a passagem do ar. Nos centros das 4 secgoes foram instalados sensores de
temperatura que foram ligados a um outro multimetro digital também com precisao
de 0, 1°C, que foi acoplado a um controle eletronico (bloco microcontrolado usando
o PIC 16F84). Um esquema do secador experimental é apresentado na figura 4.1,
sendo (1) o motor, (2) o diafragma, (3) a fonte de calor com resistores, (4) a conecgao,

(5) a camara de secagem e (6) os sensores de temperatura..

Figura 4.1: Esquema do equipamento experimental

Para melhor verificar o perfil de distribuicao da temperatura em relacao ao tempo
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dentro dos graos, um mintsculo termopar (com cerca de um milimetro de didmetro),
foi ligado a um terceiro multimetro digital.

Os valores da umidade nas quatro secgoes, apds determinados tempos de secagem,
foram calculados a partir da variacao de massa apresentada pelos graos. Para a
obtencao dessa variagao de massa, foi feita a pesagem de todos os graos de cada
seccao antes e depois da secagem usando uma balanga analitica com precisao de
0,01¢g. Para evitar perdas de massa na forma de vapor de agua até o procedimento
da pesagem, os graos foram colocados dentro de sacos plasticos que foram vedados,
imediatamente ap6s o término de cada sessao de secagem. Os valores de umidade
dos graos obtidos, foram médios para cada seccao.

A velocidade média do ar de secagem foi obtida através da variacao de pressao cal-
culada a partir da medicao da variacao de altura de uma coluna de alcool, acoplada
ao diafragma (placa de orificio), uma placa cilindrica com um orificio no centro de
0,001017m? de &area, instalada no interior do tubo. Os calculos foram efetuados
conforme sugere Toniazzo, et al. [90] [91], usando a equagao de Bernoulli.

Na figura 4.2 mostra-se um comparativo dos dados experimentais com os valores

T—Toumb

obtidos numericamente pelo modelo proposto para a temperatura 7% = ——x .

dos graos na forma adimensional com T, = 65°C', T, = 18°C, Xy, = 0,31, Uy =
4,75ms~! e umidade relativa do ar de 85%, o que corresponde & umidade inicial do
ar de aproximadamente Y = 1072,

A comparacgao para o teor de umidade dos graos na forma adimensional X* = Xio
para essas mesmas condi¢oes é mostrada na figura 4.3 ao longo de trés horas de
secagem.

Observa-se que héa crescimento muito rapido da temperatura dos graos logo na
entrada da camara de secagem, enquanto que quando x* — 1, a temperatura cresce
mais lentamente. Isso se deve ao fato do ar entrar quente naquela posicao e este
perder calor para os graos, chegando em (z* = 1) com temperatura bastante inferior
a do inicio da camara de secagem. Esse aquecimento rapido no inicio da camara, as-
sociado a presenca de ar mais seco naquela posicao, justifica também o decrescimento

acentuado das curvas de teor de umidade na posi¢ao x* = 1/8, quando comparada

com a posi¢ao z* = 7/8 onde, além de ter temperaturas mais baixas, tem-se maior
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Figura 4.3: Distribui¢ao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara

para T, = 65°C, Tomp = 18°C, X0 = 0,31, Uy =4,75ms ' e UR = 85%

concentracao de vapor no ar, uma vez que a massa de agua na forma de vapor que

sai dos graos junta-se & umidade inicialmente ja contida no ar. Esses mesmos feno-

menos também sao observados na figura 4.4, que mostra as curvas de distribuicao

da temperatura dos graos e na figura 4.5, que mostra o teor de umidade dos graos

de soja para T, = 55°C, Tpn, = 16°C, Xy = 0,21, Uy = 4,61ms™! e umidade
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relativa do ar de 80%, correspondendo & umidade inicial do ar de aproximadamente

Y =8,2x1073.
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Figura 4.4: Distribuicao da temperatura dos graos de soja no interior da camara

para Ty, = 55°C, Ty = 16°C, Xy = 0,21, Uy = 4,61ms™ ! e UR = 80%
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Figura 4.5: Distribuicao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara

para Ty, = 55°C, T = 16°C, Xy = 0,21, Uy = 4,61ms™ ! e UR = 80%

A exemplo do que ocorre com grande parte dos modelos disponiveis na literatura,

nosso modelo apresenta boa concordancia entre os valores calculados e os dados

experimentais disponiveis para temperaturas de secagem relativamente baixas (na
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faixa de 50°C' a 70°C', aproximadamente). Observamos pequena discrepéncia nas
curvas da temperatura quando x* — 1 na camara de secagem mostradas na figura
4.4. Acreditamos que essa discrepéncia seja resultado de alguma simplificacao feita
no modelo e/ou algum erro da leitura na obtengao dos dados experimentais. Para ter
alguma contribuicao significativa do presente modelo em relacao aos que ja existiam
anteriormente, é importante avaliar a eficiéncia deste modelo para temperaturas
mais elevadas do ar de secagem. Essa comparacao é feita com dados experimentais

de secagem de graos de soja em camada fina e serd apresentada na se¢ao seguinte.

4.2 Comparacao entre valores numéricos e dados
experimentais de secagem em camada fina

Com a finalidade de avaliar a eficiéncia do modelo apresentado nesta tese para
temperaturas mais elevadas do ar de secagem, apresentamos comparacoes feitas
com dados experimentais de secagem de graos de soja para temperaturas de 80°C'
e 110°C. Encontramos dados experimentais para essa faixa de temperatura para
secagem em camada fina, obtidos em Borges [9]. Os experimentos apresentados
neste trabalho também foram realizados no laboratério de secagem da UNLJUI, no
equipamento ja descrito anteriormente, porém, sendo a cAmara de secagem substi-
tuida por bandejas contendo uma camada delgada de graos a serem secados. Como
os dados referem-se a camada fina, as curvas numéricas respectivas foram calculadas
na posicao £* = 0. Os valores das condigoes iniciais neste experimento sao diferentes
do que nas simulagoes anteriores, seguindo as condi¢oes usadas nos experimentos
obtidos na literatura.

A figura 4.6 mostra as curvas de secagem para T,, = 80°C, T,,., = 22°C, X, =
0,24 e para valores da velocidade do ar na entrada da camara de secagem de Uy =
0,5ms tedelUy =1,5ms e UR = 68%. Jaafigura 4.7 mostra o comparativo entre
as curvas de secagem calculadas e experimentais para Ty, = 110°C', T, = 20°C,
Xo = 0,24 e para valores da velocidade do ar na entrada da camara de secagem de
Upy=0,5ms tedeUy=1,5ms ' e UR = 68%.

Observe, novamente, que ha boa concordancia para as curvas calculadas pelo
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Figura 4.6: Distribuicao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara

para T,, = 80°C, Tpmp

=22°C, X, =0,24 ¢ UR = 68%
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Figura 4.7: Distribui¢ao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara

para T, = 110°C, Ty = 20°C, Xg = 0,24 e UR = 68%

modelo com os dados experimentais, o que garante boa confiabilidade ao modelo

também para temperaturas elevadas. Note também, nas figuras 4.6 e 4.7, que a

velocidade do ar tem influéncia significativa no processo de transferéncia de massa

entre os graos e o ar, o que justifica a inclusdo desse fator na equagao (2.25). Da

mesma forma, a variacao dos outros parametros envolvidos nesta equagao sao satis-
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fatorios nos resultados apresentados, apesar das pequenas discordancias nas curvas
do teor de umidade apresentadas nas figuras 4.6 e 4.7, que acreditamos serem pe-
quenos problemas de ajustes na influéncia da velocidade logo no inicio do processo
de secagem, principalmente no caso das baixas velocidades, além de possiveis erros
de leitura na obtencao de dados experimentais.

Uma avaliacao do modelo para o problema de secagem intermitente também é

feita e é apresentada na secao que segue.

4.3 Comparagao entre valores numéricos e dados
experimentais para a secagem intermitente

A secagem intermitente consiste em submeter os graos a um processo de secagem
com ar quente por um determinado periodo, seguido por outro periodo de tempo em
que o grao ¢ resfriado. Em alguns casos, durante o periodo de resfriamento, ocorre
a aeragao dos graos, isto é, o sistema de ventilacao nao ¢é desligado, cessando apenas
o aquecimento do ar de secagem.

Dados experimentais com esse tipo de processo sao apresentados por Weber, [92]
[93]. Os dados experimentais apresentados nestes trabalhos também foram obtidos
no laboratoério de secagem de graos da UNIJUI, nos mesmos equipamentos descritos
anteriormente, porém, com outras dimensoes para a caimara de secagem dos graos.
A forma da nova caixa de secagem também é de um prisma retangular, porém com
dimensoes de 24, 5¢m por 13, 5¢m na base retangular e 50cm de profundidade. A
caixa também foi dividida em quatro secoes e os sensores colocados na parte central
de cada secao.

Na seqiiéncia apresentamos as comparacoes entre os dados numéricos e os dados
experimentais para trés simulagoes, para diferentes valores da temperatura do ar
de secagem, da velocidade do ar na entrada da camara, do teor de umidade inicial
do produto e da temperatura ambiente. Para cada uma das trés simulacoes sao
apresentados os graficos com as curvas da temperatura do ar, do teor de umidade
dos graos e da temperatura dos graos de soja que foram secados. Os resultados

sao apresentados para quatro posi¢oes da camara de secagem (z* = 1/8, z* = 3/8,



68

x* =5/8 e z* =7/8). Os valores da temperatura e do teor de umidade sao usados
na forma adimensional.

A primeira simulacao foi realizada para temperatura ambiente T,,,, = 23°C),
temperatura do ar de secagem na entrada da camara T,,. = 70°C', teor de umidade
inicial do produto Xy = 0,214, velocidade do ar de secagem na entrada da camara
Uy = 1,25ms~ ! e umidade relativa do ar ambiente UR = 48, 7%.

A figura 4.8 compara os valores obtidos pelo esquema numérico e os dados ex-
perimentais da temperatura do ar no interior do secador para trés horas de secagem
com ar quente seguido de cinqlienta minutos de aeragao com temperatura do ar na
entrada da camara igual & temperatura ambiente. Observa-se uma discordancia sig-
nificativa nos valores da temperatura no periodo da aeracao. Esse fato sera avaliado

mais tarde, ap6s a apresentacao da figura 4.16.
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Figura 4.8: Distribuicao da temperatura do ar no interior da camara para T,,,, =
23°C, T,, = 70°C, Xy = 0,214 e Uy = 1,25ms~! com 3 horas de secagem seguidas

de 50 minutos de aeragao

Os comparativos entre valores numéricos e dados experimentais para a dis-
tribuicao do teor de umidade dos graos de soja obtidos na primeira simulacao sao
mostrados na figura 4.9. J& as curvas de distribui¢ao da temperatura dos graos de
soja para as mesmas condigoes da primeira simulagao, porém com 45 minutos de

secagem com ar quente, seguidos de 50 minutos de aeracao com temperatura igual
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a temperatura ambiente, sao apresentados na figura 4.10.
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Figura 4.9: Distribuicao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara
para To., = 23°C, T, = 70°C, Xy = 0,214 e Uy = 1,25ms~! com 3 horas de

secagem seguidas de 50 minutos de aeracao
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Figura 4.10: Distribuicao da temperatura dos graos de soja no interior da camara
para T, = 23°C, T,, = 70°C, Xy = 0,214 ¢ Uy = 1,25ms~! com 45 minutos de

secagem seguidos de 50 minutos de aeracao

Observe que ha boa concordancia entre os valores obtidos numericamente com os

dados experimentais, principalmente para as curvas que mostram o teor de umidade
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dos graos (figura 4.9). Ja no caso das curvas de temperatura, observa-se um rapido
desvio entre os valores numéricos e experimentais na parte final da caAmara. Como
possiveis causas para esses desvios, apontamos as perdas de calor na saida da camara,
nao consideradas no modelo, e a eventual interferéncia do meio granular no processo
de convecgao de forma que no modelo, onde essas situagoes nao sao consideradas, a
temperatura na parte final da cAmara de secagem se eleva mais rapidadente do que
na situagao real (experimento).

Uma segunda simulagao foi realizada para temperatura ambiente T,,,, = 21°C),
temperatura do ar de secagem na entrada da camara T,, = 70°C', teor de umidade
inicial do produto Xy = 0,227, velocidade do ar de secagem na entrada da camara
Up = 2,5ms™ ! e umidade relativa do ar ambiente UR = 62%.

A figura 4.11 compara os valores numéricos com os dados experimentais da tem-
peratura do ar no interior do secador para trés horas de secagem com ar quente
seguido de cinqlienta minutos de aeracao. As referidas curvas sao mostradas para

as mesmas posi¢oes que na simula¢ao anterior.
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Figura 4.11: Distribui¢ao da temperatura do ar no interior da camara para T;,,, =
21°C, T,, = 70°C, Xy = 0,227 e Uy = 2,5ms~! com 3 horas de secagem seguidos

de 50 minutos de aeracao

As curvas de distribui¢ao do teor de umidade (adimensional) dos graos de soja

(valores numéricos e experimentais) para a segunda simulagdo sdo mostrados na
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figura 4.12.
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Figura 4.12: Distribuicao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara
para T, = 21°C, T, = 70°C, X, = 0,227 e Uy = 2, 5ms~* com 3 horas de secagem

seguidos de 50 minutos de aeragao

Jé& as curvas de distribui¢ao da temperatura dos graos para as mesmas condic¢oes
da segunda simulacao sao apresentadas na figura 4.13. Os dados experimentais para
as curvas da temperatura dos graos encontrados na literatura nao apresentaram
medicOes para todas as se¢oes da camara. Por esse motivo, nesta figura, apresen-
tamos valores experimentais apenas para a posi¢ao z* = 7/8. Optamos, porém,
por apresentar os valores numéricos de todas as secoes. Pelo mesmo motivo, na
figura 4.10 sdo apresentados dados experimentais apenas para as posigoes x* = 1/8
e xr* = 3/8.

A exemplo do que ocorreu na primeira simulagao, nesta também observamos boa
concordancia entre os valores obtidos numericamente com os dados experimentais,
especialmente para as curvas que mostram o teor de umidade dos graos (figura
4.12). Novamente, no caso das curvas de temperatura (figuras 4.11 e 4.13), observa-
se discordancia um pouco maior entre os valores numéricos e experimentais na parte
final da camara, isto é, quando z* — 1.

Para finalizar as comparagoes com dados experimentais apresentamos uma ter-

ceira simulacao do processo de secagem intermitente. Desta vez, a simulagao foi



72

Distribuicio da temperatura dos grios de soja

o 0.8 1
Z
506 R
: 1y
=118, num. b
T 1 ' |
= R B I R R )
— —¥*=5/8, num. | " x =T/8
0.7 ¥*=TI8, num. —x =5/8
-x"=3/8
g . . , % -x =1/8
0 1 2 3 4
Tempo (h)

Figura 4.13: Distribuicao da temperatura dos graos de soja no interior da camara
para Ty, = 21°C, T, = 70°C, X, = 0,227 e Uy = 2,5ms~! com 3 horas de secagem

seguidos de 50 minutos de aeragao

realizada para temperatura ambiente T, = 13°C, temperatura do ar de secagem
na entrada da camara T,, = 50°C, teor de umidade inicial do produto X, = 0,227,
velocidade do ar de secagem na entrada da camara Uy = 2, 5ms™ ! e umidade relativa
do ar ambiente UR = 70%. As curvas da temperatura do ar dessa simulacao sdo
mostradas na figura 4.14.

A figura 4.15 compara os valores do teor de umidade do produto ao longo do
tempo referentes & terceira simulagao, enquanto que as curvas da temperatura dos
graos de soja sao mostrados na figura 4.16.

Observe nas curvas de temperatura que, durante a aeracao, tem-se maior resfri-
amento na solu¢ao numeérica do que na experimental. Imaginamos que uma possivel
causa para essa discrepancia seja o fato de que o ambiente em que estava o secador
(o laboratorio de secagem é no interior de uma sala) possa ter aquecido durante as
trés horas de secagem com ar quente. No caso desta hipotese ser verdadeira, no
momento em que foi feita a aeragao, a temperatura ambiente era superior que a
temperatura no inicio da secagem. Ja no modelo, essa variagao de temperatura foi
desconsiderada.

Com o objetivo de verificar a influéncia da posigao dos graos a serem secados no
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Figura 4.14: Distribuicao da temperatura do ar no interior da camara para 7T,,,, =

13°C, T,, = 50°C, X, = 0,227 e Uy = 2,5ms~! com 3 horas de secagem seguidos

de 50 minutos de aeragao
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Figura 4.15: Distribuic¢ao do teor de umidade dos graos de soja no interior da camara

para Ty, = 13°C, T,, = 50°C, X, = 0,227 e Uy = 2,5ms~! com 3 horas de secagem

seguidos de 50 minutos de aeragao

interior do secador, foram feitas simulagoes numéricas em duas dimensoes. Estas

simulagoes sao apresentadas na proxima sec¢ao.
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Distribuicio da temperatura dos grios de soja
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Figura 4.16: Distribuicao da temperatura dos graos de soja no interior da camara
para Ty, = 13°C, T, = 50°C, X, = 0,227 e Uy = 2,5ms~! com 3 horas de secagem

seguidos de 50 minutos de aeragao

4.4 Simulacoes numéricas de secagem para o caso
2-D

As simulagbes numéricas para o caso bidimensional foram feitas considerando-
se uma camara de secagem com 32cm de altura e 12c¢m de largura, conforme os
experimentos descritos na primeira se¢ao do presente capitulo. O dominio espacial
foi dividido em uma malha retangular, conforme mostra a figura 4.17.

Para a integragao temporal considerou-se um intervalo de tempo da ordem de
1074,

As simulacoes numéricas aqui apresentadas foram realizadas para T,, = 90°C,
Tomp = 25°C, X = 0,32, Uy = 1,0ms ! e umidade relativa do ar de 80%, o que
corresponde a umidade inicial do ar de secagem de aproximadamente Yy = 1, 4x1072.

As Figuras 4.18 a 4.21 mostram as simulagoes numéricas para a temperatura
(adimensional) dos graos T = %ﬂ para os seguintes tempos: t = 0,5h (Fig.
4.18), t = 1h (Fig. 4.19), t = 1,5h (Fig. 4.20) e t = 2h (Fig. 4.21). Para

cada tempo, mostramos a variacao da temperatura dos graos em relagao a posicao

horizontal do grao (valor de j) para as posi¢oes verticais z* (z* = 0 para i = 0,
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=36 --- - -

=2 ---

Figura 4.17: Malha para a simulagao numérica no caso 2-D

x* =1/4parai =09, * = 1/2 para i = 18, 2* = 3/4 para ¢ = 27 e z* = 1 para
i = 36).
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Figura 4.18: Distribui¢ao da temperatura (adimensional) dos graos para t = 0, 5h

Note que o valor da temperatura cresce em todas as posicoes da camara de
secagem ao longo do tempo; porém na entrada da mesma (em x* = 0) a temperatura
cresce praticamente de forma uniforme, independente do valor de j. J& para as
posigoes mais avangadas (proximo de x* = 1) percebe-se que nas proximidades das
paredes a temperatura dos graos permanece mais baixa do que na parte central (em

relagao a horizontal) da cAmara de secagem, aproximando as curvas de temperatura



Tempernatura

Distribuigio da Temperatura dos gries (t=1h)

1,0 7
DS — TR
0.8 4 A s,
Dh-—-’f‘- x’:I:l -h-\\'u—o
=114
02+ e X112 e
—— ®E=3/4
—— ¥*=1
I:II:I T T T T T 1
0 6 12 18 24 30 36

Figura 4.19: Distribuigdo da temperatura (adimensional) dos graos para t = 1h

Temperatura
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Figura 4.20: Distribui¢ao da temperatura (adimensional) dos graos para t = 1,5h

a forma paraboélica.

Simulagoes numéricas do teor de umidade dos graos na forma adimensional X*

X% para os tempos t = 0,5h,t = 1h,t = 1,5h e t = 2h sao mostradas nas figuras 4.22

até 4.25, respectivamente, para as mesmas posi¢oes adotadas no caso da temperatura

dos graos.

Observamos que o teor de umidade dos graos decresce ao longo do tempo em

toda a camara de secagem. A exemplo do que ocorre com as curvas de temperatura,

novamente temos um perfil parabdlico, porém agora o processo ¢ mais lento proximo
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Distribuigdo da Temperatura dos grios (t=2h)
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Figura 4.21: Distribuigdo da temperatura (adimensional) dos graos para t = 2h

Distribuigio da Umidade dos grios (t=0.3h)
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Figura 4.22: Distribuigdo da umidade (adimensional) dos graos para t = 0, 5h

das paredes. Esse fendmeno se acentua nas posi¢oes da camara de secagem nas
quais * — 1. Acredita-se que no caso de secadores reais, onde as dimensoes sao
bastante maiores do que as consideradas neste trabalho, esse efeito pode se tornar
mais significativo.

O estudo apresentado nesta segao sugere a necessidade do uso de duas ou trés
dimensoes no momento do projeto de secadores. Possivelmente, entradas de ar nas
laterais dos secadores poderiam auxiliar na obtencao de um processo mais uniforme

de secagem. Porém este estudo requer um esfor¢o computacional bastante elevado,
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Distribuigio da Umidade dos grios (t=1h)
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Figura 4.23: Distribuigdo da umidade (adimensional) dos graos para t = 1h
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Figura 4.24: Distribuigdo da umidade (adimensional) dos graos para t = 1,5h

motivo pelo qual as simulagdes aqui apresentadas foram realizadas no computador
Cray - T94 do CESUP da UFRGS. Para a obtencao dos dados acima, o programa
levou em torno de vinte dias para rodar neste computador.

Apos a validagao do modelo matematico através de iniimeras comparagoes entre
valores numéricos e dados experimentais e das simulagoes em duas dimensoes, foram
realizadas algumas simulagoes para avaliar a influéncia de parametros adimensionais.
Essas simulagoes foram realizadas para o caso unidimensional e sao apresentadas na

préoxima segao.
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Distribuicdo da Umidade dos grios (t=2h)
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Figura 4.25: Distribuigdo da umidade (adimensional) dos graos para t = 2h

4.5 Avaliacao da influéncia de parametros adimen-
sionais

Quando um modelo descreve os processos de transferéncia de calor e massa con-
vém fazer uma avaliacao da influéncia dos parametros adimensionais envolvidos.
Isso permitird maior controle dos parametros que induzem a variagoes significati-
vas nas variaveis do modelo. Neste trabalho, verificou-se a influéncia dos ntimeros
de Reynolds, Prandtl, Schmidt e Eckert. O primeiro e o ultimo apresentaram as
influéncias mais significativas no processo de secagem. Na figura 4.26 mostra-se a
influéncia do namero de Reynolds na faixa Re = 200 a 2000 para o teor de umidade
dos graos. Vale observar que essa variagao é obtida pela variacao da velocidade do
ar de secagem. Note que quanto maior a velocidade do ar, mais energia é trazida
para dentro da camara e mais rapidamente a umidade que sai dos graos ¢ carregada
para fora do secador.

Para avaliar a influéncia do ntimero de Eckert no processo de transferéncia de
calor e massa, a figura 4.27 mostra a distribuicao da temperatura dos graos para
valores desse parametro na faixa Fc = 107° a 5x107°. Essas variacoes foram obtidas
pela variacao do gradiente de temperatura. Como era esperado, para valores menores

do nimero de Eckert temos um crescimento mais rapido da temperatura dos graos
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Figura 4.26: Influéncia do niimero de Reynolds na distribui¢ao da umidade dos graos

ao longo do tempo, Re = 200 a 2000.

e, como conseqiiéncia, um decréscimo mais acentuado do teor de umidade dos graos.
Isso se justifica uma vez que esse parametro é inversamente proporcional a variagao
de temperatura envolvida no processo. Os valores baixos do ntmero de Eckert,
usados nesta simulagao, refletem as situagoes reais do problema, uma vez que se
considera situacoes em que temos grandes gradientes de temperatura e velocidade
do ar de secagem relativamente baixa.

A influéncia do ntimero de Schmidt no processo de transferéncia de calor e massa
¢ avaliada na figura 4.28, que mostra a distribuicao do teor de umidade dos graos
de soja em duas posi¢oes da camara de secagem para valores do parametro na faixa
Sc=0,7a Sc=2,0. Observe que a influéncia desse parametro nao é significativa
no processo de secagem dos graos. O mesmo ocorre com o nimero de Prandlt, que
foi avaliado também na faixa Pr = 0,7 a Pr = 2,0, e sua variagao nao apresentou
influéncias significativas no processo de secagem.

Apo6s a exposicao do problema, da obtencao das solucoes e da apresentacao
dos resultados, estamos finalizando a presente tese com as principais conclusoes,

contribuicoes e com algumas sugestoes para trabalhos futuros.
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Figura 4.27: Influéncia do ntmero de Eckert na distribuigao da temperatura dos

graos ao longo do tempo, Fc = 107" a 5x107°.
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Figura 4.28: Influéncia do ntmero de Schmidt na distribui¢ao do teor de umidade

dos graos ao longo do tempo, Sc = 0.7 a 2.0



Capitulo 5

Conclusoes e contribuicoes

A realizagao desta tese teve como finalidade o desenvolvimento de um modelo
matemaéatico para descrever o processo de transferéncia de calor e massa em meios
granulares.

Apresentamos um modelo matemético para descrever esses processos baseado
nas equagoes de Navier-Stokes. O modelo é composto por um conjunto de quatro
equacoes diferenciais parciais para o caso unidimensional. Uma para o balango de
energia no ar, uma para o balanco de energia no grao, uma para o balango de massa
de 4gua no ar a outra para o balango de massa de agua no grao. Os termos fonte da
equacao da energia e massa foram modelados obedecendo as leis fisicas envolvidas
no processo. As equagoes governantes do modelo foram demonstradas no trabalho.

Foi feita a adimensionalizacao das variaveis envolvidas no modelo e, conseqiien-
temente, obteve-se as equagoes governantes do mesmo na forma adimensional. As
condicoes iniciais e de contorno do problema também foram estabelecidas.

Para o caso de mais de uma dimensao, a equacao da continuidade, as equacoes
da quantidade de movimento e a equacao de Poisson para a pressao sao utilizadas
para descrever o movimento do ar ao redor dos graos.

As equagoes do modelo foram resolvidas e os valores obtidos pelo modelo foram

comparados com dados experimentais.
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5.1 Contribuigoes do trabalho

Com a realizagao desta tese trouxemos algumas contribuigoes [63] [64] [65] [66]
[67] [68] para um melhor entendimento dos processos de transferéncia de calor e

massa, tais como:

e Desenvolvimento do modelo matemaéatico que descreve os processos de trans-

feréncia de calor e massa em meios granulares.

e Desenvolvimento de uma expressao para o coeficiente convectivo de transfer-
éncia de massa entre o grao de soja e o ar (Eq.: 2.25), usando a analogia
de Chilton-Colburn e a proporcionalidade dessa transferéncia com algumas
grandezas envolvidas, como a temperatura, o teor de umidade de equilibrio e
instantadnea do produto. As constantes de proporcionalidade e as poténcias
de algumas grandezas foram ajustadas a partir de comparagoes com dados

experimentais de secagem de graos de soja.

e Verificagao da ordem do esquema em relacao ao tempo e ao espaco, além das

regioes de estabilidade e de convergéncia do esquema.

e Obtencao de uma solugao analitica para as principais equagoes envolvidas no
modelo. Essa solugao foi comparada com simulagoes numéricas para algumas
fungoes teste para os termos fonte. Essas fungoes foram escolhidas de forma a
se aproximar o maximo possivel da situacao real. Para a obtencao das solugoes
numeéricas foram desenvolvidos c6digos em Fortran 90 com a finalidade de re-
solver as esquagoes de diferencas obtidas a partir da aplicagao do esquema
numérico. Verificou-se boa concordancia entre as solugoes analiticas e numéri-
cas, ficando o erro maximo entre as duas na ordem de 10~ para as situacoes

avaliadas.

e Realizacao de simulacoes e comparacoes entre dados experimentais e valores
obtidos numericamete pelo modelo. Essas comparagoes foram feitas para
vérios valores das grandezas envolvidas no processo, tais como a temperatura
e a velocidade do ar na entrada da camara de secagem, a temperatura do ar

ambiente, o teor de umidade inicial do produto e a umidade relativa do ar
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ambiente. Foram mostrados graficos com comparacoes para as curvas da tem-
peratura do ar, da temperatura dos graos e do teor de umidade dos graos para
vérias situagoes: secagem em leito profundo, secagem em camada fina e para

o processo de secagem intermitente.

e Verificagdo de boa concordancia entre os dados experimentais e os valores
numéricos na maioria das simulacoes apresentadas, o que da credibilidade ao
modelo desenvolvido. A validagao do modelo foi obtida para faixas de tem-
peratura do ar de secagem maiores do que a maioria dos modelos encontrados
na literatura. A faixa para a velocidade do ar em que o modelo foi avaliado

também ¢é bastante significativa.

e Realizacao de simulagoes para o caso bi-dimensional do processo de secagem
de graos. Verificou-se, neste caso, que préoximo das paredes da camara de
secagem, a temperatura do ar e dos graos cresce mais lentamente, retardando
o processo de secagem nestas posigoes. Acreditamos que esta informacao seja

relevante no momento da elaboracao de projetos de secadores.

e Avaliacao da influéncia de alguns parametros adimensionais, concluindo-se que
os niumeros adimensionais de Reynolds e de Eckert sao os que mais influenciam

nos processos de tansferéncia de calor e massa analisados.

Dessa forma, a tese contribui para o desenvolvimento cientifico numa area bas-
tante complexa como os processos de transferéncia de calor e massa, mais especifi-
camente no que se refere a secagem de graos.

Sugerimos para trabalhos futuros a utilizacao do modelo no aprofundamento do
estudo da secagem intermitente no caso em que nao ocorre aeragao forcada, mas
apenas conveccao natural; a obtencao do coeficiente convectivo de transferéncia de
massa entre o grao e o ar para outros produtos; e o aproveitamento do modelo para

descrever o resfriamento de reatores nucleares de pequeno porte [62][81][82].
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