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Resumo

Neste trabalho, vamos apresentar uma prova elementar de um resultado obtido
originalmente por M. Wiegner em 1986 sobre o decaimento na norma L? de
solucoes das equacoes de Navier-Stokes incompressiveis em dimensao 2 ou 3,
desenvolvendo em detalhe uma derivacao alternativa proposta por T. Hagstrom,
H. Kreiss, J. Lorenz e P. Zingano recentemente em 2002.
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Abstract

In this work, we will present an elementary derivation of an important result
originally obtained by M. Wiegner in 1986 concerning the L? decay of solutions
to the incompressible Navier-Stokes equations in space dimension 2 or 3. Here,
we give a detailed derivation of an alternative approach recently developed by
T. Hagstrom, H. Kreiss, J. Lorenz and P. Zingano in 2002.
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LISTA DE SIMBOLOS

P pressao

t tempo

u velocidade de escoamento

u(-,t) velocidade de escoamento no instante ¢

ug velocidade inicial

div u divergente de u

Au Laplaciano de u

Dg referéncia coletiva para as derivadas espaciais de primeira ordem de ¢
D'qg referéncia coletiva para as derivadas espaciais de ordem ¢ de g
i unidade imaginéria

eht operador-solucao da equacao do calor

q transformada de Fourier da funcao ¢

v coeficiente de viscosidade dinamica

= igualdade valida por definicao

Ck conjunto das funcgoes k-vezes diferenciaveis

(O conjunto das func¢oes infinitamente diferenciaveis
|- [z norma, L?

| - ||z norma do supremo

|| valor absoluto ou norma euclidiana

|- |2 norma euclidiana

VvV, W, X, etc. simbolos em negrito denotam grandezas vetoriais

C, Cy, C, ete. constantes (i.e., ndo dependem de t) que dependem de ug

K, Ky, K, etc. constantes que nao dependem de ug

Observagao: ocorréncias distintas de um mesmo simbolo denotando constante (C, K,
etc.) nao implicam um mesmo valor numeérico nas diversas ocorréncias.
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Introducao

Neste trabalho, apresentamos detalhadamente a analise de decaimento desen-
volvido em [6] referente & solucao das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis
em R"™ para n = 2 ou n = 3. Mais precisamente, examinamos o comportamento
das normas L? das solucoes do sistema de equacoes

u+ (u-V)u+Vp = vAu, (1)
V-u=0, (2)

com a condi¢ao inicial
u(x,0) =uy(x), xeR" (3)

para uy € C*°(R") dado satisfazendo V-uy =0 e

D'uy € L*(R"), V{>0. (4)
Aqui, u = u(x,t) = (w(x,1t),...,u,(x,t)) representa a velocidade de escoa-
mento do fluido (de densidade constante) no ponto x = (z1,...,x,) e instante

t, e p = p(x,t) representa a presséo em (x,t); u-V denota o operador advectivo
ul(x,t)a%1 ot u(x )5 Veou = g“l (x,8) + ...+ 8"" t(x,t) € o divergente
do campo de Velomdade Vp ¢ o gradiente de p = p(x t) com respeito a va-
riavel espacial x; v é uma constante positiva (viscosidade dinamica), e Au é o
Laplaciano de u(x, t) na variaveis espaciais, Au(x,t) = 227‘%‘ +...+ gx—g. Em (4),
D*uy refere-se coletivamente a todas as derivadas de ordem [ (com respeito as
variaveis 1, ..., z,) de ug(x), com D‘uy € L?(R") significando que todas estas
derivadas sao de quadrado integravel em R"™ ou seja,

||D€u0||L2(Rn) < 00, (5)

onde || D uo||2(rn) ¢ dada por

0 Ug
DZ 2 n l d 5
Dl =3 > [ |2 e )
i=1 j1,....j¢=1
sendo uy(x) = (ug1(x),...,p,(x)). Mais geralmente, dada w € C*(R™), deno-
tamos por ||D‘w||72®n) a quantidade dada por
2
0, 112 _
1Dl = 3 [ 52| i )

Jiyeje=1



e, no caso de um campo vetorial w € C*(R"),

10wl =30 3 [ [0 ®)
n ale. 0@@
=1 j1,....5e=1
onde wy,ws, ..., w, € CYR") sdo as componentes de w, ou seja, w(x) =

(w1 (X), ..., wp(x)).
No caso n = 2, o problema (1) — (4) acima possui uma tnica solugdo u €
C>=(R? x [0, 00[), p € C*°(R? x [0, 00]) definida para todo ¢ > 0 e satisfazendo

|ID (-, t)||p2@ny <00V £2>0 (9)

para cada t > 0, ver e.g. [2], [8]. Para n = 3, é sabido existir solu¢do (unica)
u € C®(R3 x [0,00[), p € C*(R? x [0, 00]) satisfazendo (9) para todo ¢ > 0
se o produto |[ug(-,t)||L2(rs) - || Dug(-, )| L2(rs) for pequeno (por exemplo menor
que %); nos demais casos, a existéncia (no sentido classico) é conhecida apenas
localmente, tendo-se u € C=(R3 x [0,T]), p € C®(R3 x [0,T]) verificando (9)
para 0 < t < T para algum T > 0 (que depende de uy), cf. [2], [8]. Ademais,
para qualquer n, segue da teoria do potencial (Calderon-Zygmund) [5], [7], [8]
que

DD, )2y < Con D - ) Dl ¥ €21 (10)

para Cy,, > 0 constante dependendo de ¢, n apenas, de modo que, em particular,
D*p(-,t) € L*(R") para todo £ > 1.

Neste trabalho, vamos supor (no caso n = 3) que a solugao u(-,t) de (1) —(4)
existe para todo t > 0, sendo nosso objetivo examinar, entao, o comportamento
da norma ||u(-,t)|[z2@n) a0 t — +0o0. Em dimensdo n = 2, a existéncia de tal
solucao classica para todo t > 0 é garantida, enquanto, para n = 3, constitui um
importante problema em aberto ha varias décadas, recentemente incluido pelo
Instituto Clay, por tempo indeterminado, como um dos sete problemas a terem
sua solu¢ao premiada com um milhao de dolares, [3].

Nas condigoes acima, o presente trabalho tem por objetivo a obtencao do
seguinte resultado fundamental, originalmente obtido por M. Wiegner [9], [10]:

Teorema A: Supondo que a solucao da Equacao do Calor satisfaz a estimativa
le®uo(, )| 2@y < CL1+1)" ¥ 120 (11)

para certa constante Cy > 0 (dependendo de vg) e 0 < k < n/4+1/2, entio a
solu¢do u(-,t) do problema (1) — (4) satisfaz

a(, )|l 2@n) < C(L+)7" vV t>0 (12)
para certa constante C' > 0 (dependendo de v e uy).

Em [8], este resultado foi reobtido de modo mais simples, fazendo uso de
técnicas conhecidas como transformadas de Fourier, desigualdades de energia, e
lemas tipo Gronwall. O argumento destes autores serd apresentado em detalhe
a seguir.



Capitulo 1

Decaimento no tempo de solucoes
das equacoes de Navier-Stokes para
fluidos incompressiveis

Secao 1: Introducao

Neste capitulo, vamos derivar diversas propriedades das solugoes (suaves) u(-, t)
das equagoes de Navier-Stokes incompressiveis em R”,

w+(u-Vu+Vp=vAu, xeR"t>0 (1.1)
V-u=0, xeR"t>0 (1.2)

onde n = 2 ou 3.
As equagoes (1.1),(1.2) determinam as incognitas u(-,t), p(-, t) uma vez dado
o estado inicial do campo de velocidade,

u(x,0) =uy(x), xeR" (1.3)
onde supomos uy € C*°(R™) com V-uy=0e
D'uy € L*(R"), V(>0 (1.4)

sendo que D‘uy denota genericamente as derivadas de ordem ¢ com respeito &

variavel x, onde
9 1/2
dx) : (1.5)

DA, D) 12qeey =<Z > [

=1 j1,...,5¢=1

(% 1)

&Ejl . .(‘3%,

para f =0,1,2,..., sendo

1/2
[u(, 8)]| 2@y = <Z |us (%, 1)]? dx) (1.6)

simplesmente a norma L? de u(-,t).



Secao 2: Desigualdades de energia

Comegamos observando a seguinte estimativa fundamental sobre ||u(-,

Teorema 2.1. Sendo u(-,t) solugdo de (1.1) - (1.3) acima, tem-se

d
%Hu(-,t)lliw) = —2v||Du(:, )|[72@ny V>0

Prova: Para cada i € {1,...,n}, temos, pela equagao (1.1),

8ui - 8uz (9p
) — AW
ot +Z“Jaxj T o o

multiplicando por 2u;(x,t) e integrando em R™, resulta

aui u 8u2
Q/angdx—i_2jzl/ ujuzax

J

+2/ ui@dx:Qu/ w; Au,;dx.
n 8@ n

E, integrando por partes,

d ) - d ,
pr w;(x,t)°dx + Z/ u]%(u )dx

R”

ou; , ou;
/np (%czdx —21/2/ (8:@)

Como por (1.2) temos

n 9 o n P )
7j=1 1

resulta
uj— (u;)dx = —(ujul)dx = 0,

de modo que

§ fmarneaf sl a5 [ (32)'a

somando em 1 <7 < n, resulta

%/n( (x,4) 2dx_—2yz/ (g;‘])

2,7=1

(1.7)

(1.8)



visto que Z (9 =0 pela equacao (1.2), o que conclui a prova do teorema

=1
acima. 0

Integrando em [0, ¢] a equagao (1.7), resulta

t
[la(, )l[Z2@n) +2V/O 1Du(, )| L2@nydr = l[uo( )l L2eny  (1.9)

para todo t > 0.
Em particular, obtém-se

||u(-,t)||L2(Rn) < ||uo(',t)||L2(Rn),

com [|u(-,?)||z2wr) monotonicamente decrescente como fungao de ¢. Mais adi-
ante (ver Teoremas 2.2 e 2.4), vamos obter que || Du(-, t)||z2(rn) também decresce
com t eventualmente, i.e., para ty suficientemente grande, tem-se

‘|Du('7t)”L2(Rn) S HDu('>S>HL2(R") v to S S S t. (110)

Teorema 2.2. Sendo u(-,t) a solugao de (1.1) - (1.8) acima, tem-se

Ou; Ouj Ou
D ny +2 f L —Ldx = —2||D*u(-, t)||72gn, (1.11
D) gy + Z/naxla@ax] D) ey (111)

1,7,l=
vV t>0.

Prova: Da equagao (1.1), temos, para cada 1 <i <n,

+ — + = vAu;,
at — 4 81‘]' 8@

de modo que, derivando com relagdo a x;, multiplicando por 20u;/0z; e inte-
grando em R", obtemos

Oou; 0 [ Ouy ou; 0 ou;
2 — dx + 2 d
o O, OF <8:cl> X+ Z/n 9z, 01, ( axj) *
2 dx =2 — dx.
+ rn 0T 8@-8@ x ijl/n ox; axf@xl x
E, usando (1.2),
d ou; ou; Ou; Ou;
— “) dx+2 et Rl
dt Jgn (833;) * Z/n Ox; Oz O dx

0ui 82 0 Uy
+2/Rna_xi8xl —2v Z/ (axjax) dx, (1.12)




para cada i, € {1,...,n} visto que

ou; O ou; B “ Ou; Ouj Ou;
Z/n ox; 8@ (uj(?_a:]> dx = ]Z_;/n 8xl8_x10xjdx+ i)

onde por (1.2),

8ul 0? U; 0 au’l o
Z/nﬁxl axlax Z/nqut%<(a$l) )dx—

Somando (1.12) em ¢,l de 1 a n, obtemos (1.11), pois

- Ju; 0*p

_ W Apdx —
O 92) dx /n(V u)Apdx = 0,

1,l=1

€cOmo queriamos provar. [

Observando que, por (1.2), temos
Ou; Ou; Guz ou; 0O Ou,
'} dx —
Z /n Ox; 0xy 8x] Z /n oz 8:70] ( &vl) x

3,5,0=1
0%u; 8uj
— —d
Z /Rn &L’jaxl axl %

1,5,l=1

resulta, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

e O0x; 0z Oz n 1;1 Oz ;0x, il - 8
1/2
n 82ui 2 n au
: il - -2
/n (z’,j,;l 8@8@ ) (221 8xl
1/2
|8 | 12 8uj
" gd=1 1T " gd=1 !

1/2
" Ou; |?
||D2u(-,t)||Lz(Rn)-( )Py | dx) <
Rn

. Oz
Jil=1

au]
(%l

D2, )| - [[ul-,t Hmo(Rn'(/nZ

ou seja,

n 01 01 O,

i,5,l=

x| < [[u(, )| oo @ny - [[Du, 1)]|z2n) - || D, )| | z2rn)y (1.13)




para cada t > 0, onde || - || oc(rn) denota a norma do supremo, ou seja,

(s Dl = sup fulx, 1) (1.14)

sendo | - | a norma Euclidiana, ou seja, [u| = (|ui]? + ... + |u,|?)2
Em particular, obtemos do Teorema 2.2 a seguinte estimativa para ||Du(-,t)] ‘LQ(Rn);

Teorema 2.3. Sendo u(-,t) solugdo de (1.1) - (1.3), tem-se

DU ey < 21D 1) [y +
2/[u(, )]z ny - [[DU(, )| L2 || D*ul-, )| 2 gy (1.15)
vV t>0.
No caso n = 2 (ou seja, escoamento no plano), resulta

ou; 0u] Gul B
Z /R 51 B O, dx=0 VY t>0, (1.16)

1,5,0=1

. d
visto que, escrevendo I;j; = fRQ g;: 8: gzl dx, tem-se

Ou; Ou; Ouy -
Z /RQ ascz@_xjaxj dx = > T = (Lo + Tizo) + (Lot + Loso) +

1,5,0=1 i,5,0l=1
(Ip11 + Ioo1) + (i1 + I222) =04+04+04+0=0

pois 8“1 = 8“2 por (1.2). Assim, no caso de se ter n = 2 dimensdes, o Teorema

2.2 produz 0 segumte resultado.

Teorema 2.4. Sendo n =2, a solu¢ao u(-,t) de (1.1) - (1.8) satisfaz
d 2 2 2
L) DuC ) oy = 2D Dl oy ¥ 150 (117)

Em particular, para n = 2, temos ||[Du(-,?)||;2®2) decrescente em t desde
t =0, ou seja

DU, 1) 22y < [[Dul-8)||p2@ey ¥V 0<s <t (1.18)

no caso n = 2.

Secao 3: Decaimento de ||Du(-,t)||;2gny: resultados
preliminares
Nesta se¢ao, vamos mostrar que ¢ - || Du(-,¢)||2. 2gny — 0 @0 1 — 00, 0 que

serd importante para a analise do decaimento de ||u(-,t)||z2 desenvolvido mais
adiante na Secao 5.



Comegamos examinando a monotonicidade de |[Du(-, )| .2(rn) no cason = 3.
Pela desigualdade de Nirenberg-Gagliardo (ver Apéndice A), existem constantes
Ky, Ky > 0 tais que

1/4 3/4

[, )]sy < Kal[ul, 6)]] fagsy - 1D, 6|17 500 (1.19)
1/2 1/2

1 Du(e, )] 2y < Kalla(e, )] gy - D20, )] s (1.20)

para todo ¢ > 0. Em particular, de (1.20), obtém-se

1/4 1/4 1/2
[1D*u(, Dl sy < Vel [0C Ol ey 11D aggey (121)
e o seguinte resultado pode ser obtido.

Teorema 3.5. Sendo K1, Ky as constantes dadas em (1.19),(1.20) acima, se

]/2

1.22
K2 K2 ( )

[lul:, to)l|2@s) - [[Da( to)[L2es) <
para algum to > 0, entdo || Du(-,t)|| 23y decresce monotonicamente parat > to,
tendo-se

d
£||Du(-,t)||%z(R3) <0 VY t>t (1.23)

Prova: Do Teorema 2.3, temos

d
EHDU('J)H%Q(H@) < 2lu(-, )| oo rsy - || Dul-, )| r2rs) - |\D2u(~,t)||Lz(R3)
—2v||D*u(-, t)|72gs)

para todo t > 0, de modo que, por (1.19)-(1.21) acima,

d 1/4 7/4
DU 0)l[72ms) < 280 [0 )| ez - 1D )]y - [1DP( )] Fafge
—2’/HD2 () )||L2(}R3)

1/4 1/4
= 2/|D*u(, )l - (Kl )] a(ms) - (1D, Dllz2es) - [1D*a( )| 2{ms) — v)

1/2 1/2 1/2
< 2| D%u(-, )| oy - (Ka Ky llu(c,0)[[V2gs, - 11U 0)[|V25s) — ),

de onde segue que, supondo || D?u(-, to)||r2rs) > 0, ||[Du(-, )| 12(rs) € decrescente
em [to,ty 4+ ¢] para algum § > 0. Como [[u(-,?)|[z2rs) decresce para todo t,

resulta que

V2

K2 K,

para todo t € [tg,to+ d ], de modo que o argumento pode ser repetido em ¢y + 9,
e assim sucessivamente. Disso segue (1.23) para todo t > t5: de fato, se ndo
valesse, teria de existir ¢, > t, com ||Du(-,t)||r2s) decrescente em [to,t,] e
d/dt||Du(-,t)||2. 2gsy = 0 para t = t,; neste caso, pela expressao acima, terfamos
de ter ||D*u(-,t )||L2 ®3) = 0. Como u(-,t.) € H*(R?), resultaria u(-,t,) = 0,
tendo-se entao u(-,t) = 0, Du(-,t) = 0 para todo t > t,, implicando (1.23).

a2 s) - [|1Dal 8 2@ <

8



Pela mesma razio, obteriamos (1.23) caso valesse || D?u(-,to)||z2rs) = 0, 0 que
completa o argumento. O]

Uma conseqiiéncia do Teorema 3.5 é que ||Du(-,?)||r2rs) ¢ decrescente em
[To, +o00] para Ty dado por

K} K?
Ty = L2 gl e (1.24)

onde K, Ky > 0 sdo as constantes dadas em (1.19),(1.20) acima.
De fato, dado ty > Tp, temos (por (1.9))

to
2 [ DU Ol < [l e,
de modo que existe 7y € [0, %] tal que
2wtol| Du(-, 7o) ||72ms) < 1ol (gs).

Multiplicando por [[u(-, 70)[[72(gs), resulta

2ty - 70) |22 e - (D0 C 70) s
< Hu<'7TO)H%2(R3) ’ HuUH?ﬂ(Riﬂ)

< ||u0||Ai2(R3),

de modo que, por (1.24), temos

1/2

[[a(, 70)l[L2s) - [[1Da(:, 70)||L2@s) < K2 K,
Pelo Teorema 3.5, resulta que ||Du(-,)||12(r3) é decrescente em |7, +00, e,
em particular, no subintervalo [ty, +00[. Como tg > T, é arbitrario, segue que
[[Du(-,t)||z2rsy é decrescente em [Ty, +00[, 0 que reescrevemos a seguir.

Teorema 3.6. Sendo K1, Ky > 0 as constantes dadas em (1.19),(1.20), tem-se
que ||Du(-,t)||r2ms) decresce monotonicamente (como funcio det) no intervalo
[Ty, +oo[, onde Ty é dado em (1.24) acima.

No caso 2-D, foi mostrado na Secao 2 que ||Du(-,t)||;2®2) ¢ monotonicamente
decrescente para todo ¢t > 0. Estamos agora em condi¢oes de mostrar o seguinte
resultado.

Teorema 3.7. Sendo n =2 ou 3, tem-se
t-||Du(-,t)||r2@ny = 0 a0t — oo.

Prova: Supondo o resultado falso, existiria 6 > 0 e uma seqiiéncia t; /" 400
com tj+1 Z Qtj e
2
tillDu(- )| |z2ms) = 0



para todo j. Para j suficientemente grande, ||Du(-,t)|| 2@n) é decrescente em
[t;,tj+1], e entdo

ti+1
/ DU, 1) Byt > (t1 — 1) | DU 1) B
t;
= (1= t/t50) - tyer - 1D ) By
1)
> (1 —tj/tj41)d > Y

contradizendo o fato de se ter f0+oo || Du(-, )HL2 eyt finito, visto que, por
(1.9), temos

2 L2(R™)

Isso conclui a prova do teorema acima. O]

Em particular, podemos escrever
[1Du(, )2 = (1+1)26(t) (1.25)
para ¢(t) funcao suave satisfazendo

o(t) —0 a0 t— 0. (1.26)

Secao 4: Relacao entre normas L? do campo de
velocidade e vorticidade (e suas derivadas)

Nesta se¢ao, vamos mostrar uma relacao simples (e importante) entre as normas
L? dos campos de velocidade (u = u(x,t)) e vorticidade (w = V A u), e suas
derivadas espaciais de ordem mais elevada [1|. Em 3 — D, w = w(x,t) é dada
por

w(x,t) = (V Au) Z 5Uk (1.27)

i,7,k=1

onde €; = (1,0,0), & = (0,1,0), &5 = (0,0,1) formam a base canonica de R3, e
gijk ¢ o tensor (densidade) de Levi-Civita definido por

1, se (i,7,k) é permutacao par de (1,2,3)
gijk = —1, se (i,7,k) é permutagao impar de (1,2,3) (1.28)
0, set=y7, i=kouj=k,

que satisfaz, em particular, a propriedade
3
Z Eijk Epgk = Oip Ojg — Oig — Ojp (1.29)
=1
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para cada ,7,p,q € {1,2,3} dados, onde ¢;; é o simbolo de Kronecker (d;; = 0
se 1 # j, 0;; = 1sei=j).
Em 2 — D, temos w = V A (uy,us,0) = w(x,t) - (0,0,1), com w(x,t) dado

por
8U2 8u1

w(x,t) = 3_331<X7 t) — 8_332()(’ t),

x = (21, 22) (1.30)
ou, equivalentemente,
Z 5”3 ), (1.31)
ij=1
sendo util observar a identidade
€i3€pq3 = OipOjq — OigOjp (1.32)
para cada i, j, p,q € {1,2}.

Teorema 4.8. (n = 2) Sendo divu = 0, entdo ||w(-,1)|[r2®2) = || Du(-, t)||L2(r2)
para todo t > 0.

Prova: Temos, usando (1.31) e (1.32) acima,

2
8uj> ( 8uq>
= Z €ij3 Z Epg3 dx
/RQ (i,jl 8 i pa=1 6xp
2
Oou; Ou
= Z / €U3€pq36 J a qd
,J,p,q=1
f)u] Ou, 8u] Ou,
Z / 5'4’ ]qa 81} ——dx Z / iq ]pa axpd
,J,p,q=1 i,7,p,q=1

B Ou, Ou, aul
Z /R? ( ) Z /RQ 0@ 81'] dx

ou; Ou;

— D 2 2 ] l
H 11 ||L (R2) Z/R2 axjaxl dx

8uz E)u
= HDU(v )H%Q(RQ)

visto que divu = 0. O

Teorema 4.9. (n = 2) Sendo divu = 0, entdo ||[D'w(-,t)||r2wr2) = |[|[D 1 u(-, t)|] 122
para todo £ > 0.

11



Prova: O caso ¢ = 0 foi mostrado acima; para ¢ > 1, temos, de modo analogo,

2
¢
DOl = > [ (5t s

T1,eeytg=1

2 az+1uj o+l
t . . t) | d
Z / Z £33 0x;0x;, . .. Oy, (x.?) Z “pa3 0x,0x;, . .. Oy, (1) | dx
,,,,, 1=1 3,j=1 p,g=1

aé"'lu] a£+1uq
) . t)d
Z Z / €4j3€pq3 8l’zale . aI” ( 7t) axpﬁxh .. 8xil (Xa ) X

i1,..,8¢=11,j,p,q=1

a£+1

Uj Uq
i d; X,t) - X, t)dx
ZZM MJ;I/ pia ~ Oig Jp)f)xif)xil...ﬁxil( ) 8%81:1-1...8%2( )
2 2 2 2 2 ¢ ¢
= 2. Z/ D DD PP e

89318331 . &v | 0x;0x;, ...0x;, Ox;0x; ...0%;

i1,e0tp=11,7=1 i1,..0p=11,7=1 1 ¢ J 1 ¢

2 2 ag.,.;[ ) 82—%—1“,

] ul )HLZ(RQ) . Z Z gz 02;0x;, ...0x;, Ox;0x; ...0x,, X

=D u(, O)l[Z2@2)

visto que

o1y, 9+
Z (%,1) - 5 .
g2 0,0, . . 8:6” 0z;0x;, . ..0x;,

du; 0" o)
- 8% ] 8:1:” (Z 8$J> ) axil .. .83:1-2 (; a$@> dx =0

para cada iy, s, ...,% € {1,2}, concluindo o argumento. O

(x,t)dx

Analogamente, em 3 — D, temos os seguintes resultados.

Teorema 4.10. (n = 3) Sendo divu = 0, entdo ||[W(-,t)||2s) = || Du(-, t)||2(r3)
para todo t > 0.

Prova: Temos, usando (1.27) e (1.29) acima,
3
vty = 3 [ w0
k=1 /R
3 3
Ou, ou
= EijkEpgh = (X, 1) -+ —2(x,t)dx
> > [ e )

k=1 Z7j7p q:1 R3 ?
§3 23 : Ou ou
ZJ q
— Eid £ . X, t . X, t dX
i,4:p,q=1 /Rs (kzl ek oz (. 2) Oy (%)

(1.33)
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3

B Ou, Ou, Ou; Ouy
= Z 5@(5]',] /3 a—xi(X, t)a:[; (X t dX— Z 5zq5]p /3 (9$l 8xpd

i.,p,q=1 R L i.J,p,q=1 R
8u] Oou; Ou
= t)dx — I ——(x,t)d
-3 [ g 3 [ GG i

,j=1
= [|Du(,, )||L2(R3)>

visto que, integrando por partes, temos

3
Ou, c?uZ / 8u] 8uZ / ) 5
= = divu(x,t))“dx = 0,
132::1 /R3 ox; (99[;] Z g3 0T 8@ Ra( (1))

0 que prova o teorema acima. ]

Teorema 4.11. (n = 3) Sendo divu =0, entao |[|[D'W(-,t)||r2ws) = |[|[D u(-, t)|| 12
para todo t > 0 e todo £ > 0.

Prova: O caso ¢ = 0 foi considerado na prova anterior; para ¢ > 1, tem-se,
de modo andlogo,

3 3
Ow
14 2 _ k 2
IDWC Ol =30 30 | Gt dx

k=1 11,i2,...,tp=1

3 3 3
aé-i-l uj a€+1uq
B Z . Z . Z /Rg “ikEpak 0x;0x;, .. 8:13”( x.1)- O0x,0x;, ... 0x;, (x,)dx

8€+1 U aerl

3 3
= ) , i ' U
a Z Z (Z EiikEpat) 0x;0x;, . ..0x;, (1) 0z,0x;, ...0x;, (x,)dx

k
3
A+, 9+,
N Z Z Oindja rs 01,024, ... 0x;, (x,t)- 0x,0x;, . .. Oy, (x, t)dx

11,82,--,%¢=11%,5,p,q=1

3
aé-i-l u; a€+1uq
B Z Z N jp 8:&,3%1 ... 0x; (X’ t> . axpaxh Ce (91%4 (X’ t)dx

11,82,-.,00=11,7,p,q=1
2
= 5 E X, t)“dx
Ox;0x;, .. 8%( )

11,82,..,40=11%,7=1

3 3
8” Uj aZ—HUz
_ t t)d
Z 11; rs 02;0;, ... 0x;, (x.2) - Oz 0z, ... 0, (x, t)dx

11,82, 0=
= [[D" a(, 1)] 12 gs);
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visto que, integrando por partes, temos

91y Oy,
t)d
Z gs 01,074, . . 8@2( >8x33x“ ... 0y, (x, t)dx
oty Oy,
- Z s 01,075, . . 8:17“,< ’t)axﬁmil ... 0z, (x, t)dx

o' 2

para cada iy, s, ...,73 € {1,2,3}, como queriamos demonstrar. O

Secao 5: Decaimento de |[u(-,?)|,2gn)

Nesta secao, vamos obter o Teorema A, ou seja, vamos mostrar que a solucao
u(-, t) do problema de Navier-Stokes (1.1)-(1.4) satisfaz a estimativa

u( )|z <C-(14+0)7" V>0 (1.34)
para C' > 0 constante dependendo de n, v, uy, desde que
1
—+3 1.35
4 + 2 ( )

e a solucdo correspondente e“*u, da equacdo do calor satisfaca a estimativa
analoga
lle® || p2rny < Cy - (L+1)7" Vit >0 (1.36)

para C > 0 constante apropriada.
Para mostrar este resultado fundamental, comecamos escrevendo u(-,t) na
forma

u(-,t) = eug + /t eA=9Q(-, 5)ds, t>0 (1.37)
0
onde Q(-,7) é dado por
Q(x,7) = =Vp(x,7) — (u(x,7) - V)u(x, 7). (1.38)

Como se trata se estimar a norma L?, vamos fazer uso da transformada de
Fourier de varias fun¢oes envolvidas, definida aqui por

Vik,t) = (2m) /2 /n e XV (x, t)dx (1.39)

para V(-,t) € L'(R") qualquer. Em particular resulta de (1.39) a estimativa
elementar

IV ) [z @my < )2V )] emy, (1.40)

que sera usada em varias ocasioes a seguir.
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Lema 5.1. A transformada de Fourier da pressio p(x,t) satisfaz

1B, )|y < (2m) 7|0, )] |72 oy (1.41)
para todo t > 0

Prova: Tomando o divergente na equagao (1.1), obtemos

. - 8 - 8ul
"0 ( 8ul) " Ouy O
[ U; —— —
8171

lj=1

de modo que, como divu = 0, obtemos

—Ap(fit (27) "/22/ 0ul %(X,t)e_i”'xdx

895 ox
l,j=1 Y !

(2m) "/22/ uja ime’i”'xdx

l,j=1

(2m) ”/QZ/ wjw - (i) (Ik5)e —ix gy

l,j=1

—(2m) —n/2 Z /i]/{l/ wi(x, t)u(x,t)e " dx,

l,j=1
ou seja,

Ap K, ) Z kiR (K, t) (1.42)

l,j=1

para cada k € (R™), t > 0.
Por outro lado,

&)(H, t) = (2%)_”/2/ Ap(x,t)e **dx
n an )
= (27)”/2/ —(x,t)e " dx
g n 01}

Z ”/2 (iry) /p(x,t)e_i“'xdx,

ou seja,

Ap(r.t) = —|r|*p(r. ) (1.43)
Portanto, de (1.42) e (1.43) acima, obtemos (para x # 0)

15



Pk, t) = “TRE Z kiRt (K, t), (1.44)

lj=1

de modo que, para cada k # 0,
~ 1 ¢ __
(k. 1)] < TR > kgl |ml - g (s, )]
1j=1

(2m)~"2 &
S e S RUR IS
l,j=1

k]2 £
l,j=1
n 1/2 " 12
(27.‘.)771/2
< TR > w7 G 0] ST I ) B
Li=t 1,j=1
= (27T)_n/2||u('at)||%2(Rn)
como queriamos demonstrar. -

Lema 5.2. Tem-se, para a norma euclidiana de @(n, t),
IVp(k,t)|> < (2m) 2| |a(:, )] |2 | DUl, )] L2y (1.45)

Prova: Tem-se, para cada i € {1,2,...,n},

—

Ip N ) _ikx
Bz, (k,t) = (2m) /Rn o1, (x,t)e dx

= (20)2(ir;) - [ p(x,t)e”F*dx =ik p(k, 1),
R

de modo que, de (1.44) acima,

—_—

dp

. R - R —
P (kt) = i ST B (). 1.46
8ilfi (K’v ) Z’I‘.‘,’ = ‘R"{]u]uloia ) ( )

Por outro lado, como divu =0,

Dty t) =D (k1)
j=1 J j=1 J

(1.47)
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-n - a —tv-X
= (2m) /2/ Z . o, (uju)e *F*dx
(2m) ”/QZ/ irjui(x,t) - u(x,t) - e Fxax

n
=1 Z kiU (K, t)
=1

para cada k € R", t > 0, de modo que, usando (1.46) acima, obtemos

—_

8p K

— = E E t)
89@- |‘:'| | ( Hjujul " )
ou seja,

p Fi e Rl (e O
S (k,t)=——2) =2 wi— (K, t) | . 1.48

p [ = [l | O
K, 1) < i— (R,
‘8IZ( 9 ) — |K/|JZZ:1 |K/| Jamj( )

ol = Rl O
< (2m) P Z—Hug‘%('i)HLl(R")

-n |’iz| |’%l| aul
" Z s Ol 1 O e
J

] ;
9 1/2
L2(R”)>

’ | 1/2

-n HZ

< (2m)~relril (Z—l- HW)> (\
l

-n |KZ|
= (2m) "2 [u e, )] | 2y | Duls, )] 2,

(9ul
5. (1)

||
ou seja,
5;(16 t)] < (27)*”/2M||u(~ Ol L2@ny| | Du(-, 8)]] L2 mmy (1.49)
8xz~ ’ - |I<|'/| ’
paracada k # 0et > 0, e cada 1 <i <n, de onde segue (1.45), como afirmado.
0
Lema 5.3. -
Vp(s, )]z < (2m) 72 - |kla - [[ul-, )] [ Z2ggn (1.50)

para todo k € R", t > 0.
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Prova: Como, para cada i € {1,2,...,n}, tem-se

—

9
3@»

(k,t) =ik D(K, 1),
segue que Vp(m t) =1ip(k,t)k para cada k € R" e t > 0, de modo que
Vp(, )]s = [Kl> - [P, )] < (27) 7% - [l - [[u(-, )] [F2gny,
provando (1.50). O
Consideremos, agora, Q(, ) introduzido em (1.38) acima.

Lema 5.4. Sendo

Q1) = =Vp(, 1) = (u( 1) - V)u(-, 1),

tem-se N
QDo < 2+ 27) 2 JJul Dl IDUC, Ol [y (151)
para todo k € R", t > 0.

Prova: Tem-se, para cada i € {1,2,...,n}, por (1.40),
< om 2 | met )

o\ 1/2
%(x, t)' ) dx
x

J
> 1/2

n

Zu] (9uz (K, 1)
<@ [ futxnl (Z

J=1

< (2m)77 - Jlu, 0 2eey (/ Z

de modo que

dx

8uz
8x j

—_— 2

u Ju 8uz

> u gt < ) Ol 3 [ G0

— T

j=1 9 2,J=1
< (2m)"- ||u('7t)||L2(R")||Du('at)”LQ(Rn)a

ou seja,
[(w- V)u(k, )2 < 27) " [[u(, )] |2 || Dl )] 22 gen). (1.52)

Logo, de (1.38), resulta

1Q(k, D)2 < |Vp(k,1)]s + |(u- V)u(k, )]s
<2 (27)"2||u(-, t)|] 2@y || DU (-, 1)]] p2ny

em vista de (1.45) e (1.52), como se queria mostrar. O
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Lema 5.5. Sendo
Q("t) = _Vp('wt) - (u('vt) ’ V)u('vt>

dado acima, tem-se
Qs t)]o < 2+ (2m) ™" - Kila - [[u(, )72 an) (1.53)
para todo k € R", t > 0.

Prova: Tem-se, para cada i € {1,2,...,n},
D i =D 5 (uy),
=1 7= T

visto que divu = 0, de modo que

n

8u1 S -
Z U K, t) = Z a—mj(uiuj)(h;, t)=1 Z KU (K, ).
j=1 j=1

Portanto, para cada i, por (1.40),
Z uj (K, 1)

< (2m) 2 Z 155+ s (-, )] 2 ey

< Zlf%\lu uj(K,1)|
7=1

(27) ”/ZZM (-, ) 2z - Nl (-, )] 2

n 1/2 1/2
< (2m) <Z "fj|2> i (- )] 2y (Z [l (- )| Zamn ) :
j=1

de modo que

— 2
(u- V)u(k, )3 = Zuja—(f%t)
i=1 | j=1
(2m) n|"~|2z i (-5 O Z2 ) 1225 (-5 ) |72 m

ij=1
= (2m)"[kl3llu(, )l T2y,
ou seja,
(- V)u(s, £)] < (27) "2 [lal[u(- 1)] 22, (1.54)
para cada k € R", ¢ > 0. Em particular, por (1.38), (1.50) e (1.54),
Q. ]2 = [Vp(r. 1) + (w0 V(. 1))
< [Vp(s, B)]2 + (- s, )],
<2-(2m) "2 - |kly - [l )] e,

como afirmado. O
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Lema 5.6. (Equacio do Calor) Sendo vy € L*(R"), a solugio e’**vy do pro-
blema vy = vAv, v(-,0) = vy satisfaz

e n/4 _n ~
el oy < (5) - O™ ol e (1.55)

para todo t > 0.
Ademais, se |0g(k)| < M - |kla - |wo(K)| para todo k € R™ (e certo wy € L (R™),
M >0), entao

nom\vt | __ —n_1
[le”vo |2y < M - % <§> @ollzee ey - (v2) 472 (1.56)
para todo t > 0.
Prova: Comecando por (1.55), observamos que v(-,t) = e’y satisfaz

v (x,t) = vAv(x,t), de modo que sua transformada de Fourier v(-, ) satisfaz
(k1) = —v|k[50(K,t), KER" t>0

(k,0) = B(k), KER"

ou seja,
~ — 24 ~
Ok, t) = e VIFRIG (k),
ie.,
—_—
evAtyg(k, t) = e VIR (K, ). (1.57)
—_—
Como ||e"2 || r2rn) = [|€”2tvg]| 2y por Parseval-Plancherel, temos
—_—
[l w0l [Fa @y = [levA 0072 @n

= [ eGPl < ey [
n

n

para todo t > 0. Observando que

+oo
_ 2 —our?t p—
/ e 2ul<éztdn:/ / e " Y drdo (w)
R™ |w|=1J0

+o00 )
= w, - / e—2ur t’/’n_ldT
0

1 oo n
= —wn(QVt)_"/2/ e 527 ds
2 0
L (@ut)=m2r (”)
= ZWnp\&V a )
2 2

onde w, = [, do(w) = 272 /T (2) ¢ a area da (hiper) superficie unitéria
{w e R" : |w|y = 1}, ver e.g. [4], obtém-se

n/2
/ e IR gy — (g) (vt) ™2, (1.58)
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e dai

|l v |72 @ny < HUAoH%oo(Rn)/ e IRl gy

n

T\ /2 . R
=(3) - OOy

o que mostra (1.55).

De modo anélogo, podemos obter (1.56): Tendo-se |0p(k)| < M - K|z - |wo(k)]
V k € R para certa constante M > 0 e wy € L>®(R"), entdo

—_—
VAtUOH%’Z(Rn) = ||‘3VAtU0||%2(Rn)

_ / 6_2V|’{‘%t|66(h‘/)’2dl{
n

T L

R”

+oo )
— M2 . H’L/U\oH%oo(Rn) _wn/ 6721” trn71+2dr

le

n

— 1 —n oo
=M. HwOH%W(Rn) GO 5(2%)2_1/ e °s2ds
0

1

o~ —n_ n
= M?. ||w0||%oo(Rn) CWy, 2(2Vt) 2 1F(§ +1)

= M2 ||| P - w0, - ()22l
51 By - - ) F 127200 (2
n/2 n
— M2 TR (E) I
|[wol |7, ®) \ 5 1’

visto que w, = 27"/%/T'(%), ver [4], p. 12, o que mostra (1.56). O

Em particular, dos lemas acima obtém-se, para cada 0 < s < t,

™

v —s n/4 —n ~
1e29Q )l < () - @R )l
<2279y () (e 5) e | DUC )] 2.

ou seja,

1e”2E2Q(, )| z2en)
< Kv "4t — s) 7|l 8)|| 2@y | Dul, 8)| | 22 @n) (1.59)
onde K, =2-27%/4. x7n/4 Analogamente, por (1.53)e (1.55) acima, tem-se
vA(t—s -n \/ﬁ m\ /4 —n/4—
1e"22Q(-, 8)||2rny < 2(2m) /27 <§> (v(t —s)) " 1/2Hu('75)||%2(R")
ou seja,

s >  =Zn_ 1 —n_ 1
e 2IQ, )2y < K T3 (9) 72, ) [F2geny (1.60)

para todo 0 < s < ¢, onde K,, = NV RLERE Sl
Com estes resultados podemos finalmente estimar ||u(-, ¢)|| 2@~y para a solugao
u(-,t) do problema (1.1) - (1.4), como mostramos a seguir.
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Teorema 5.12. (n = 3) Sendo ||e*ugl|r2@s) < Ci(1+t)™" para todo t > 0 e
algum 0 < k < 5/4, entao [[u(-,t)||r2ms) < C(1 +t) *para todot >0 (e C >0
constante dependendo de v e ug).

Prova: Sendo Hy(t) := |[u(-,t)||r2(r3), devemos mostrar que Hy(t) < C(1 +
)7, supondo ||e*ug||r2@ny < C(1+¢)™" com 0 < £ < 5/4. De (1.36), obtemos,
por (1.59) e Teorema 3.7,

t
Hg(t) S He”AtuoHLz(R:s) +/ HeuA(tiS)Q(',S)HLQ(Ri«})dS
0
t
< Ci(1+vt) ™"+ K3”_3/4/ (t = 5) 7 |IDul-, 8)[| p2ges) [ul- 5)| |2y ds
0

< Co(v)(14+t)7" 4+ Cs(v) /t(t —5) 7341+ 5)"V2Hy(s)ds

para cada t > 0, onde C5, C3 dependem de v e uyg. Em particular, usando o
apéndice B, no caso 0 < k < 3/4, obtemos Hy(t) < C(1 +t)~" para todo t > 0
e C' > 0 dependendo apenas de v e uy.

Consideremos agora o caso x € |3/4,5/4]. Pela anélise acima, sabemos que
Ho(t) < C(1+t)73/% por (1.36), (1.59) e (1.60),

t

t/2
Ho(®) < O+ 0+ [ 110 0QC 9l lmods + [ (10 IQC,)|aesds
0 t/2

t/2 t
<C(l+t)™"+ /{/ (t — )5/ Hy(s)%ds + K/ (t —s) 741+ s)"Y2Hy(s)ds
0 t/2

onde x,C dependem de v e ugp, mas nao de t. Como
t/2 t/2
/ (t — s)_5/4H0(s)2ds < C’/ (t — s)_5/4(1 + s)_3/2ds
0 0
t
< Ct5/4/ (1+5)32ds <Ot < C(141)7",
0

obtemos
t
Ho(t) <C(L+t)"+C [ (t—5) 41+ s)"Y2Hy(s)ds
t/2
para todo t > 0, ou seja,

t

E(t)<C+C(1 +t)*’”/ (t —s)734(1 4 5) V2" E(s)ds,

t/2
sendo E(t) := (14 t)"Hy(t). Definindo E,,..(t) := mazo<s<:E(s), resulta

t

(*) Emaw(t) < C+ C(l + t)KEmaz(t)/ (t — 5)73/4(1 + S)fl/andS
t/2
para todo ¢t > 0, e como
t t
/ (t =)L+ s) s < K(1+ t)‘”z‘”/ (t— 5)"¥4ds < Ky(1+t)Y2m /4
t/2 o
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existe ty > 0 suficientemente grande tal que
t 1
C(1+ t)“/ (t —s) 341+ 5)" V2" ds < 5 V=t
t/2

de modo que obtemos E,,..(t) < 2C, VYVt >ty por (x) acima. Assim, Hy(t) <
20(1 + )%, Yt > to, onde resulta que Ho(t) < C(1+¢)™%, V¢ >0, e uma
constante C apropriada (independente de t), estabelecendo o resultado no caso
Kk € ]3/4,5/4], como se queria mostrar. O

Teorema 5.13. (n = 2) Sendo ||e"*uo|| 22y < C1(1+t)™" para todo t >0 e
certo 0 < k < 1, entao ||u(-,t)||L2mey < C(1 +t) "para todo t > 0, onde C > 0
€ constante dependendo apenas de v e ug.

Prova: Introduzindo Hy(t) := |[u(-,)||12(r2), devemos mostrar que Hy(t) <
C(141)~*, assumindo que se tenha ||e”*"ug||r2r2) < C1(1+t)*. Consideremos,
inicialmente, o caso 0 < k < 1/2. De (1.36), (1.59) e Teorema 3.7, temos

t
Ho(t) < [le"® o] | 2qae, + / Q- 5)][12(aeyds
0
t
<Cy(l+t)™"+ C’g/ (t —s)"Y2(1 4 5) V2D (s) Hy(s)ds,
0

onde Cy, C3 > 0 dependem de v,ug e ¢(s) — 0 ao s — +o0.
Definindo

E(t) := Ho(t)(1 +t)~, Ernaz(t) := maxo<s< E(s),

temos

E(t) S CQ —|— CSj(t)Emax(t)a
onde

t
J(t) = (1+ t)”/ (t —s)"Y2(1 4 5) Y2 "D(s)ds,
0
tendo-se £ € L>(0,00) se mostrarmos que J(t) — 0 ao t — +oo. Escrevendo
t
/ (t —s) Y2 (1 4 5)" V2" D(s)ds = I,(t) + L(t) + I5(t),
0

onde .
L(t) = / (t — ) V2(1 + 5) V2" D (s)ds,
0

n(r) = / P (s,

to

L(t) = /t/t2<t — 5)7V2(1 4 5)7V2 R D (s)ds,
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para tg > 0 a ser escolhido abaixo (ver (x), (%)), t > 25, obtemos [; <
K(to) (t — to) /2 para todo t > 2ty, de modo que (qualquer que seja a escolha
de ty) temos

(1+t)"L(t) — 0 ao t — 400,

visto que k < 1/2. Por outro lado, tem-se

+ 1/2—k
£lt) < K@=t (14 5) (1.61)

para todo t > 2tg, de modo que (como ®(t) — 0 ao t — o0), dado € > 0,
podemos escolher ¢ty > 0 suficientemente grande de modo a se ter

(%) (14+t)"I5(t) <e

para todo t > 2i,.
Finalmente, considerando I5(t), temos

—-1/2—k
t
Blt) < K [[®]l=so0 % (14 5)

para todo t > 2ty, de modo que, aumentando ¢ se necessario, resulta
(xx) (1+1)"I3(t) <¢

para todo t > 2t,.

Portanto temos J(t) — 0 ao t — +o0, de modo que, para t > 0 suficiente-
mente grande, temos E(t) < 2Cy, ou seja, Hy(t) < 2C5(1 + )", o que conclui
a prova no caso x € 0,1/2].

Consideramos agora, k € |1/2, 1], tomemos v € ]0, 1/2[ com 7y + Kk < 1; pelo
caso acima, ja sabemos que Hy(t) < C(1+1¢)~7. De (1.36), (1.59), (1.60)
Teorema 3.7, temos

Ho(t) < 16wl ey + / e 209Q(,5)|g2qaey s
/ P AEIQ-, )] 2y ds

<Cy(l+t)™ "+ Cg/o (t — s) " Hy(s)%ds

+Cy /t (t —s)V2(1 + 5)"V2®(s) Hy(s)ds,

t/2

onde ®(t) — 0 ao t — oo e Cy,C3,Cy > 0 dependem de v, up(mas nao de t).
Como Hy(s) < C(1+ s)77, resulta

Ho(t) <CA+t)™"+ C/t(t —8) (1 +5) " Hy(s)ds +
+C /t (t —5)"Y2(1 4 5)"Y2®(s) Hy(s)ds

t/2
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e entdo, introduzindo E(t) := Hy(t)(1 4 1)", e Epax(t) := mazo<s<i E(s),

Et) <C+ C(1+t)"Epna(t) /m(t —5) Y14 5)77"ds

t

+C(1+t)”Emam(t)/ (t —s) Y21 + 5)" V2 D(s)ds,

t/2
ou seja,
E(t) S C + Oj4(t)Emax(t) + Cj5 (t>Ema;r (t)a
onde "
Tt = (1+ t)”/ (t— )"\ (1 4+ )7 "ds,
0
t
Jo(t) = (14 8)° / (£ — 5)"V2(1 + 8)~ Y25 (s)ds.
t/2
Como

t/2 t 1—y—x
/ (t—8)'(1+s8) " "ds < Kt™* (1 + 5) ,
0

resulta J;(t) — 0 ao t — 400, visto que v > 0. Finalmente,

/ (= 5 V214 5) 2 (s)ds

/2
t
< @]z /2-400) / (t— )21+ 5)71/27"ds
t/2
¢ —-1/2—k
< Klltllgmemt® (145)

de modo que J5(t) — 0 ao t — +oo, visto que ®(t) — 0 ao t — +o00. Assim,
para todo ¢ > 0 suficientemente grande, obtemos E(t) < C'+ 1 E,,4,(t), de modo
que E(t) < 2C para todo t >> 1, ou seja, Hy(t) < 2C(1 + t)~* para todo t
grande.

Para concluir, resta o caso k = 1. Tomando v € |1/2, 1], sabemos da anéalise
acima que Hy(t) < C(1 4+ t) para todo t > 0 (e certa constante C' > 0
dependendo apenas de v, ug). Entao, de (1.36), (1.59), (1.60) e o Teorema 3.7,
temos

t/2
Hy(t) < O(1+t) ' + (J/ (t—s)'(1+s)2ds

t
+C | (t—s)"V2(1 + 5)"V2®(s)Hy(s)ds,
t/2

onde ®(s) — 0 a0 s — +o00. Como

t/2 ¢
/ (t—s)"H(1+s)2ds < 2t / (14 5)ds < k(1 4+1)7",
0 0
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obtemos

Mﬁ)§Cﬂ+¢YL+C/¢&—SYU%L+Q4p®@ﬂ%@Ms
t/2

para todo t > 0, onde C' > 0 depende apenas de v, uy.
Introduzindo E(t) := (1 +t)Ho(t), Emaee(t) := maxs<s<; F(s), temos

E(t) < C+ CJs(t) Emas (1),

onde

Fo=(+1) | (= )31+ ) (s)ds

t/2

£\ 32
<K+ (145) I¥llmnimt
de modo que Js — 0 ao t — 4o00. Logo, para t > 0 suficientemente grande,

resulta E(t) < 2C, ou seja, Hy(t) < 2C(1+t)~!, como era para ser mostrado.
U

Apéndice A: Desigualdades de Sobolev

Neste apéndice, derivaremos as desigualdades de Sobolev utilizadas no texto.
Por um argumento padrao de densidade, é suficiente estabelecer as desigual-
dades em questao para funcoes u suaves de suporte compacto, i.e., u € C{]X’(]RN).

Teorema Al: Tem-se

| Dull 2@y < N4 ul | gy D?ul | (A1)

L2(RN)

para todo u € C°(RY).
Prova: Dado u € C5°(RY), tem-se

N N
H_Du||%2(RN) = Z/ Ug Uy, AX = —Z/ ULy, AX
=1 /RY j=1 /RN

N 12 , N 1/2
2 2
L) ()

Jj=1

S\/N(/ de) (/RNZu% )1/2

< VNl 2y - || D*ul|r2@n),

de modo que

1/2 1/2
Dl 2gry < NY4 | gy - 1Dl gy,
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como afirmado.

Teorema A2: Tem-se para n = 2,
[l oo 2y < V2 [ul|[[ ot [ Dull g,

para todo u € C§°(R?).
Prova: Tem-se, para cada (Z,7) € R?,

z 9
/ / u(z, y)?dedy —/ / 2(ugpty + utiyy)drdy,

ey <2 [ fusllugldedy +2 | fullusydody
R2 R2

S/ (ui+u§)dwdy—0—2/ |u| |ty | dzdy
R2 R2

< / il ([t + 1ty )y + 2 / oty ey
R2 R2

@>

de modo que

= [ ol + ]+ 2l iy

1/2 1/2
< (/ quxdy) (/ (|um|+|uyy|—|—2|uxy|)2d:vdy)
R2 R2

1/2
< J|ul| 2 w2y - (4 /R2(uix + uiy + 2u§y)dxdy)
= 2Hu||L2(R2) . HD2UHL2(R2)7

como afirmado.

De modo similar, observando que

w(z, g, 2 / / / 8x8y8z u(z,y, 2)?drdydz

=2 / / / (Upllyy + UyUgy + UpUyy + Ulyy, )drdydz,
—0o0 — o0

pode-se obter

1/2 1/2
[l oo ey < Collul| gy 1Dl s,

(A2)

(A2D)

para todo u € C°(R?), e C' = 54, No que segue, vamos mostrar (por um
argumento mais envolvente) que é possivel estimar ||u||pmgs) em termos de

|Jul| L2r3) € ||D?ul|r2(rs) apenas, ou mais exatamente,

1/4 3/4
[l | o ) < C-Jlul[ Loy 1| D?ul [Fga
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para C' > 0 constante apropriada. A derivagdo de (A3) utiliza os dois lemas a
seguir.

Lema A1l: Suponha que, para dados {, m inteiros nao negativos e 1 < p,q < oo
quaisquer satisfazendo

(1) ¢{—N/p<0<m-— N/q,
seja vdlida a desigualdade
(”) ||U||L<>°(RN) <A ||DZU||LP(RN) +B- HDmUHLq(RN)

para toda u € C(RY), e constantes A, B > 0 (independentes de u). Entao,
tem-se

[l oo vy < (A+B)-[| D0ul| oy 1D ul o) (A4)
(
para toda u € C*(RY), onde 0 €10, 1] ¢ dado por

—({ — N/p)
(m—N/q) — (¢~ N/p)

Prova: Sendo u € C§°(RY) ndo nula, defina (para cada A > 0) uy € C5°(RY)
via uy(x) := u(Ax), V x € (RY). Como, por hipdtese, (i7) é vélida para cada
uy, temos

0:

(45)

UN[|Loo(RN) S A UN[|LP(RN) : UN||La(RN)
[uall < A-||Dfuy]] +B-[[D™ ||
ou seja, em termos de u,
()l gy < AXTNPY DAl oy +B-A™ N D™ | o vy
para todo A > 0. Tomando
1/L m. 1—1/L
A= (D%l ey - 1™ ull oy
para L := (m — N/q) — ({ — N/p), obtemos, para 6 definido em (A5) acima,
NN Dl | oy = (1Dl oy - D™l 7o)
e também
AN D™ oy = (1Dl Gy - [1D™ 0l | Ly
de modo que, para esta escolha de A, (%) produz
[l ey < (A+B)-[[D ul | 1y Gy - 1 D™l gy

como afirmado. O
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Lema A2: Sendo g € C*([0,1]) tal que g(0) =1 e g(1) = 0, tem-se

A+BV3, C+ BV3
U|| 00 < ——||D*u F+—||u
[ulz (R3) = Nz | ||L2(R3) T | HL2(R3)
para toda u € CZ(R3), onde
1 1/2 1 1/2 1 1/2
A= </ g(r)er) ,B = (/ g'(r)Zdr) ,C = (/ g"(r)%lr)
0 0 0

Prova: Dado x € RY, temos

/ gyl + wr)ldr

para todo w € Sy = {y € R?: |y| = 1}; integrando por partes, resulta
1 82

(%) = / r s lgru(x + wr) Jdr =
0 r

1 3 2 3
0*u
/Or.[g(r) E wiwjm(x—f—wr + 24 (r jE .8 (x +wr)

1,7=1

+¢"(r) - (X+WT)]dT

2) 1/2

para cada w € Sy dado, de modo que

3

|u<f<>rs/0 v [g(r)| (Z

12y

9%u
O0z;0x;

(x+wr)

3 1/2
/ a A Vi ~
+21g'(r)| - (E —ax_(XJrWT) ) + 1g" ()] [u(x +wr)| | dr
i=1 J
1 3 2
0“u
< 2. X
_A(/O r 8xi8xj(x+wr> )
Zvj:
! ou
2-
—|—2B</0 E — —(x+wr) )

‘ </ |ux+wr|dr)

para cada w € Ss. Integrando em S5, resulta

1/2

3 2
0%u
(xx) wo Ju(x)] < Ay/w / E ( x) dx +
2 2 B 0,0z,

1/2
ou \’
+2B\/_</ ( x-X> dX) + Cvwa [[ul|r2(s, 3
J

29

(A6)

(A7)



onde wy = [ o do(w) =dm, e Bi(X) = {x € R?: [x — x| < 1},
Pelo Teorema A1,

1Dl 2asy < 34 |l | gy [ Dull gy,

de modo que (%) produz

A 2 2BV/3 1/2 2 111/2
|| D ul| 2 (rs) + N ——||ul[ 2 gy || D7ul

A+BJ_
R

C

[[u]| oo (m3y <

5

C + Bv3
|| D% p2rsy + C+BV3

como afirmado.

Tomando, por exemplo, g dada por

(2) = 1—2% 0<z2<1/2
TE = 2@—-1)2, 1/2<z<1
obtém-se

1/2

A= (/Olg(x)zda:) -
B= ( /0 1 g’(:c)2dw) "
1/2

C::(Aif@fmﬂ =4,

de modo que, por (A6), obtemos

®|w
Wl k] @l w

Hu| |LOO(R3) < 0604‘ |D2U‘ |L2(R3)+1-558| |UHL2(R3)-

Teorema A3: Sendo A, B,C dados no Lema A2 acima, tem-se

A+2BV3+C 1/4 3/4
] oo 3y < [ul sy || D?ul |3

\/4— L2 (R3

Prova: Imediata dos Lemas Al e A2 acima.

Em particular, de (A8), segue que

1/4 3/4
[l oo sy < 3 1| oty || D20l [V
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Apéndice B: Lema tipo Gronwall

Neste apéndice, vamos demonstrar um resultado tipo lema de Gronwall que foi
utilizado no texto (se¢do 5):

Lema B1: Seja y € C°([0, +0o0|) funcdo real nao negativa satisfazendo
t
y(t) < C(1+t) "+ C/ (t—s)"*(1+s) Py(s)ds (B1)
0

para todo t > 0, onde C' € constante positiva e o, 3,k > 0 satisfazem
O<kr<a<l<atf. (B2)

Entao, y(t)(1+t)* ¢ limitada.

Prova: Sendo

E(t) == y(1+1)", Ernaz(t) := max E(s) (B3)

0<s<t

e multiplicando (B1) por (1 4 t)*, obtém-se
t
E(t) S C + C- Emax(t)(l + t)ﬂ/‘ (t — S)ia(l + 8)*ﬁ*l€d8.
0

Primeiro caso: Assuma x < «. No6s vamos mostrar abaixo que o fator multi-
plicando E,,..(t) tende para 0 ao t — oo. Logo, existe ¢; suficientemente grande
tal que

E() < C + %EW@), Vit

Como E(t) é limitada para 0 < t < t;, obtém-se
1
E(t)<Cy+ EEmax(t), Vi>0,

para C; > 0 apropriada, de modo que

1
Emaac(t) S Cl + §Ema:€(t)a Vit Z 0.

Em particular, E(t) < E,..(t) < 2C1, ou seja, E(t) é limitada. Resta apenas
mostrar que

(1+16)" /t(t —8)7(1+s)""ds

tende para 0 ao t — oo. Dividindo esta integral em duas, I; e I, onde

t/2 ¢
L = / (t—s)" (1 +s) " "ds < Kt_o‘/ (14 s)P " ds
0 0

17 S€ 6+l‘i>].
<Kt “-< In(e+1t), se f+kr=1
1+t se B+r<1,
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resulta (14 ¢)"I; — 0 ao t — oo, visto que
k—a<0 e l—a—-p<0.

Por outro lado,

t
I = / (t—s) (14 s8) " "ds < K(1+t) P~
t/2

de modo que (1 +1¢)"I, — 0 ao t — oo ja que
l—a—-p3<0.
Segundo caso: Assuma x = «. Escolhendo § > 0 suficientemente pequeno

tal que 6 — a — § < —1, e substituindo, em (B1) acima, k por a — §, obtém-se
do primeiro caso acima

y(t) < C1+1)*,  C=Cs
Usando essa estimativa na integral em (B1), obtém-se
t t
/ (t—s) (14 3)*By(s)ds < C/ (t—s) "1+ S)6fa—ﬂd8.
0 0

Como 0 —a — 3 < —1, tem-se

t/2
/ (t— 5)(1 + 570 Pds < Kto
0

e
¢
/ (t—s) (1480 Fds < K1+ Pt < Kt~
t/2
Logo, por (B1), resulta y(t) < C (1 +t)~%, completando a prova. O
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