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Epigrafe

“Duas coisas sao infinitas: o universo e a
estupidez humana. Mas, nao estou certo
quanto a primeira.”

Frase atribuida a Albert Einstein.



Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos de geometria e topologia de variedades
com o objetivo de aplicar tais resultados juntamente com dados observacionais para
tentar determinar as variedades tridimensionais que possam servir de modelo para

a parte espacial do universo.

Palavras-chave: Topologia; Geometria; Topologia Cosmica.



Abstract

In this work we study some aspects of geometry and topology of manifolds with
the goal of applying such results with observational data to try to determine the
tridimensional manifold that can serve as a model for the spatial part of the universe.

Keywords: Topology; Geometry; Cosmic Topology.
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Introducao

Neste trabalho estudamos aspectos topoldgicos e geométricos de 3-variedades
com o intuito de determinar sob determinadas hipdteses, como orientacao e isotro-
pia, por exemplo, quais sdo as possiveis variedades que servem de modelo para
a parte espacial do nosso universo, para tanto vamos estudar matematicamente
quais sao os modelos possiveis e 0 que queremos dizer com forma, e estaremos
interessados apenas na sua descricao sem nos preocuparmos com a causa do seu
surgimento.

Nosso objetos de interesse sao variedades e abordaremos o0 assunto do ponto
de vista da topologia, e essencialmente, faremos isso por nao estarmos, em principio,
preocupados com medidas como angulos e distancias, e neste sentido a topologia
permite tratar o assunto com bastante generalidade.

Vamos assumir que o leitor tenha conhecimentos em Topologia Geral e Analise
em R", e que ao longo do texto o leitor tenha em mente que usaremos a “geome-
tria da folha de borracha”, ou seja, vamos ver um tipo de “geometria” que estuda
invariantes que sao preservados por deformagodes do tipo encolher e esticar.

Vale ressaltar que o presente trabalho nao tem a pretensao de ser um texto
totalmente completo, a fim de exaurir o tema, por ser tratar de uma area vasta que
contempla varias outras. O texto tenta ser autocontido e fornece referéncias para
trechos mais técnicos que nao sao feitos por uma questao de tempo e para que o
trabalho nao fique excessivamente grande.

O capitulo 1 é um historico do problema.

No capitulo 2 apresentamos as definicdes de variedade topoldgica, orientagao
e caracteristica de Euler, e usamos essas definicoes para provar teoremas impor-
tante da area como, por exemplo, o teorema de classificacao de 2-variedades co-
nexas compactas sem bordo e o teorema da impossibilidade de classificacao de
n-variedades, para n > 3.

No capitulo 3 apresentamos algumas caracteristicas de geometria de 2-variedades
com o intuito de comparar com os analogo multidimensionais destas caracteristicas
em capitulos posteriores.

No capitulo 4 estudamos mais a fundo as 3-variedades, que sao os objetos de
fundamental interesse do trabalho, e vemos aspectos topoldgicos e geométricos
que sao caracteristicos desta dimensao, também neste capitulo sdo introduzidas
as definicdes referentes a geometria riemanniana e sao apresentados alguns teo-
remas desta area.

No capitulo 5 estudamos um pouco de grupo fundamental e espacos de reco-
brimento, portanto apresentamos neste capitulos todas as definicoes e teoremas
relacionados a estes tépicos.

No capitulo 6 apresentamos algumas caracteristicas fisicas com o intuito de ver



como a matematica apresentada até entdo nos permite descartar alguns modelos e
restringir outros, ainda no final deste capitulo sdo apresentados dois métodos que
tem por objetivos responder a questao da topologia do universo.

Apesar do texto seguir o0 encadeamento citado, devido ao fato de esses topicos
nao seguirem uma estrutura linear e existirem interligagoes entre eles, ha citacoes
de conceitos em partes do texto que apenas serao definidas em capitulos posteio-
res.



Capitulo 1

Cosmologia: Dos Mitos da Criacao a
Moderna Cosmologia

O presente capitulo foi fortemente inspirado em [O.N.] e tem a intengao de apresen-
tar um histérico do problema, podendo ser omitido caso o leitor esteja interessado
na parte matematica dos capitulos posteriores.

1.1 Astronomia Antiga

Desde a antiguidade o homem sempre se preocupou em conhecer o ambiente no
qual estava inserido como parte do processo de entender o mundo ao seu redor e
seu proprio lugar nele.

A humanidade na antiguidade passou de coletora e cagadora para criadora, e
no periodo de fixagao o dia a dia era marcado por uma incessante luta pela sobre-
vivéncia, e a imprevisibilidade quanto ao futuro era presente todos os dias; neste
contexto a periodicidade de fendmenos celestes sugeria uma perfeicdo que nao
havia na Terra. A humanidade acabou percebendo a relacao entre a periodici-
dade de certos fendbmenos com suas proprias atividades, fendmenos como eclip-
ses e cometas eram imprevisiveis e assustavam os povos antigos, a humanidade
também comecgou a observar o céu e as estrelas para prever as épocas mais ade-
quadas para o plantio e a colheita de seus alimentos, a busca por regularidade e
explicacoes a respeito de tais fendbmenos levou varias culturas a deificagao do céu,
e as pessoas passaram a atribuir ao céu parte da responsabilidade por suas vidas
e destinos, e a criarem histérias que os ajudassem a explicar a periodicidade de
tais fendmenos.

Diferentes culturas acabaram desenvolvendo idéias proprias a respeito do céu.
Os sumeérios, por volta de 2500 a.C., estudavam o céu por questoes praticas e para
adquirir conhecimentos sobre os astros.

Os babilénios, por volta de 1800 a.C., compilaram catalogos estelares e regis-
traram 0 movimento dos planetas. Foram capazes de prever eclipses e preparar ca-
lendarios que prediziam as estagdes do ano e as épocas de lua cheia e lua nova, e
agruparam as estrelas em constelagdes. Os babil6nios também perceberam o apa-
rente movimento retrogrado de alguns planetas mas nao procuraram explicacoes
para o fendmeno, atribuindo ao trabalho dos deuses; todo esse trabalho de registro
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de posicoes era feito com objetivo de predicao e adivinhagao religiosa. A figura 1.1
ilustra 0 modo dos babil6nios de imaginar o universo.

Domo
— Céu

Parede

- Oceanos

Camara
de dgua

Figura 1.1: Universo Babil6nico. Fonte: Observatorio Nacional [O.N.].

Varias idéias dos babilénios sobre astronomia e astrologia foram influenciadas
pelos caldeus.

Os assirios também foram influenciados pelos caldeus que acreditavam em mis-
ticismos, de forma que a astronomia dos assirios era voltada somente para a natu-
reza profética, mistica e religiosa do céu.

A cosmologia dos egipcios também refletia suas crencgas.

Figura 1.2: Universo Egipcio. Fonte: Observatério Nacional [O.N.].

Na figura 1.2, extraida do Livro dos Mortos, vemos a deusa Nut (céu) com seu
corpo suspenso pelo deus Shu (ar), e o deus Geb (terra) aos seus pés. De acordo
com os egipcios Geb e Nut casaram-se sem a aprovacao do deus Ra, de modo que
este ordenou a Shu que separasse Geb de Nut para sempre.

1.2 Universo Grego

Os filésofos gregos tentavam explicar o mundo a sua préprias maneira, Heraclitus
(540 a.C. - 480 a.C.) parecia acreditar que o universo era periédico e que a cada



Capitulo 1. Cosmologia: Dos Mitos da Criacao a Moderna Cosmologia 5

dia um novo sol aparecia, Parmenides (512 a.C. - 400 a.C.) achava que o universo
era esférico, Anaxagoras (500 a.C. - 428 a.C.) sugeriu que a mente controlava o
universo, que a Terra era plana e estava suspensa no ar.

Os desenvolvimentos feitos na astronomia pelos membros da escola de Pitagoras
estavam associados a esferas cristalinas, uma para cada planeta, centradas na
Terra e ela mesmo em movimento ao redor de um “fogo central” que estava no cen-
tro do universo, este fogo é que fornecia energia para 0 movimento dos planetas.

Tipd caw Sol Marelirie Lua

Fego
Caatral

adtralad Saturno | Marte Tanis  Tecra

Figura 1.3: Universo Aristotélico. Fonte: Observatério Nacional [O.N.].

De acordo com Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.) a Terra era esférica e estava
imdvel no centro do universo que na época se restringia ao sistema solar, ele
também adotou o sistema de esferas concéntricas de Pitagoras para descrever os
planetas.

Aristarco (310 a.C. - 230 a.C.) segundo tudo indica foi o primeiro a acreditar em
um modelo heliocéntrico. Supos que 0 movimento diario das estrelas era devido a
rotacdo da Terra, também criou métodos para estimar os tamanhos relativos do Sol,
da Lua e da Terra e das distancias relativas.

Erastéstenes (275 a.C - 195 a.C.) observou que na cidade de Siena no vale do
Nilo, a 800 km do sul de Alexandria, ao meio-dia do solsticio de verao, colunas
verticais nao projetavam sombra alguma enquanto em Alexandria no mesmo dia e
hora, colunas verticais projetavam sombra suficientemente grandes e a partir disso
concluiu que a Terra era redonda e estimou seu raio com cerca de 10% de diferenga
do valor atual.

Ptolomeu (90 d.C. -168 d.C.) viveu e trabalhou em Alexandria, no Egito, foi o pri-
meiro a notar que a luz estelar é refratada na atmosfera da Terra. Foi o responsavel
pelo “Almagesto”, um grande compéndio de astronomia, das observacoes e idéias
dos antigos astrénomos. Ptolomeu também desenvolveu o mais sofisticado modelo
matematico até entdao conhecido para descrever os movimentos dos planetas no
Sistema Solar; seu trabalho estava baseado no modelo geocéntrico e em érbitas
circulares fora do centro (epiciclos). Segundo Ptolomeu a Terra era esférica, esta-
cionaria e muito pequena em relagao a esfera celeste, as estrelas eram pontos fixos
de luz dentro da esfera celeste e a rotacao desta resultava na noite e no dia.
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1.3 Universo Hindu

Os filésofos indianos ficaram fascinados com a astronomia grega [O.N.], no entanto,
eles estavam pouco preocupados com dados puramente observacionais, seu prin-
cipal interesse estava nos principios que governavam os astros, ou seja, no modelo
matematico.

e
I

80 BENY

i
.....
e

......

Figura 1.4: Universo Hindu. Fonte: Observatério Nacional [O.N.].

Na representacao hindu do universo, figura 1.4, a Terra e as regioes infernais
eram transportadas por uma tartaruga, simbolo da forca e poder criativo, que re-
pousava sobre uma serpente que comia a propria cauda, simbolo da eternidade. A
regiao superior era a morada dos deuses, a Terra na regido intermediaria separava
a regiao superior da regiao inferior infernal. Um triangulo no topo da regiao superior
simbolizava a criacao.

Aryabhata (476 d.C - 550 d.C.) foi um matematico, o primeiro a usar algebra na
astronomia, ele acreditava que existem formulas algébricas e principios geométricos
capazes de explicar toda a mecanica celeste, ele ndo aceitava o processo ptolo-
maico.

1.4 Astronomia da Renascenca

Com o passar do tempo 0 modelo de Ptolomeu ja ndo era o modelo mais simples
capaz de reproduzir as posicoes planetarias, o modelo de Copérnico (1473 d.C.
- 1543 d.C.) mantinha os movimentos circulares mas com o Sol no centro, este
modelo sé veio a ser conhecido no livro “Sobre as Revolugao das Esferas Celestes”
publicado em 1543.

Pouco tempo depois em 1610, Galileu (1564 d.C. - 1642 d.C.) publicou suas
primeiras descobertas com telescopios, entre elas estava o fato de que com os
telescopios poderia se ver uma quantidade maior de estrelas, refutando a idéia de
Aristoteles de que o céu tinha um namero fixo de estrelas.
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Em 1616 a igreja catdlica censura as idéias de Copérnico. Em 1624 Galileu
comegou um texto, que s6 veio a ser publicado em 1632, sobre as marés, que
fornecia provas da teoria heliocéntrica. Em 1609 Kepler (1571 d.C. - 1630 d.C.)
publica a lei das orbitas elipticas e a lei das areas, baseado nas observagoes extre-
mamente precisas de Tycho Brahe (1546 d.C. - 1601 d.C.). Em 1619 Kepler publica
a lei que relaciona o periodo orbital com as distancias. Como consequéncia das
leis de Kepler os planetas descreviam orbitas elipticas com o Sol em um dos focos
e a velocidade dos planetas nao era constante.

No periodo posterior a ciéncia mudou e evoluiu consideravelmente, Newton
(1642 d.C. - 1727 d.C.) publicou o livro “Principios Matematicos da Filosofia Na-
tural”, em 1687, com suas leis que regem a mecanica dos corpos, e em particular,
quando aplicada ao Sistema Solar reproduzem as leis de Kepler.

1.5 Astronomia Moderna

Com o desenvolvimento dos telescépios descobrimos que existem varias galaxias
e que o universo é muito vasto. Com o desenvolvimento de teorias como a Teoria
de Relatividade Especial, em 1905, e depois pela Teoria da Relatividade Geral, em
1916, por Albert Einstein (1879 d.C. - 1955 d.C.), a humanidade teve mais ferra-
mentas tedricas para descrever globalmente o universo.

Em 1929, Hubble (1889 d.C. - 1953 d.C.) observa que todas as galaxias estao
se afastando mutuamente e conclui que o universo esta em expansao, e com base
nessa idéia surgira depois a teoria do Big Bang.

Em 1965, Penzias e Wilson detectaram a radiagao césmica de fundo, um tipo de
radiacao que permeia o universo, fornecendo evidéncias da teoria do Big Bang.

Como pudemos ver acima, no comego acreditava-se que a Terra era plana e
estava no centro do universo, mas com o passar do tempo a humanidade mudou
seu ponto de vista e com isso alterou também seu proprio papel dentro do universo,
o homem deixou de ser 0 centro do universo para apenas ser parte do todo.

Mesmo com o conhecimento tendo avancado por teorias e observagoes ainda
nao conseguimos responder a uma pergunta: qual é a forma do nosso universo?

Ele parece localmente euclidiano, deveriamos assumir que matematicamente
ele deve ser representado por R*? Como vimos no caso da superficie da Terra, ndao
podemos ter certeza da forma global baseado apenas em aspectos locais.

O desenvolvimento tecnologico expandiu o dominio dos fendmenos observados
e entdo encontramos comportamentos muito diferentes do que esperavamos en-
contrar na natureza, talvez a forma do nosso universo seja algo totalmente distinto
do que nossa intuigao diz.



Capitulo 2

Variedades

Neste capitulo definiremos e estudaremos variedades, dando principalmente atencao
para as variedades de dimensao 1 e 2. Serao abordados teoremas importantes em
topologia, como o teorema de classificagao de 2-variedades compactas, e propri-
edades topoldgicas importantes de variedades, como orientagao e a caracteristica
de Euler. Ainda veremos um resultado sobre a impossibilidade de classificar varie-
dades de dimensao maior que 3.

2.1 Variedade Topoldgica

Uma variedade topolédgica n-dimensional é uma generalizagdo do conceito de su-
perficie para dimensao n, de forma que seja localmente euclidiana e bem compor-
tada. Mais precisamente temos

Definicao 2.1.1 (Variedade Topoldgica). Uma variedade topoldgica n-dimensional
(ou n-variedade) é um espaco topoldgico Hausdorff X com uma base enumeravel
tal que cada x € X possui uma vizinhanca que é homeomorfa a uma bola aberta
de R".

Exemplo 2.1.1 (Caso unidimensional). Como veremos abaixo os exemplo de 1-
variedades sem bordo consistem basicamente em dois casos, o circulo e a reta,
denotados respectivamente por S* e R. [ |

Teorema 2.1.1 (Classificagao de 1-variedades). Seja X uma 1-variedade sem bordo.
(i) Se X é conexa e compacta entao X é homeomorfa aS!;
(i) Se X é conexa e nao compacta entao X é homeomorfa aR;

(iii) Se X é desconexa, entdo é a unido de uma colecdo enumeravel de compo-
nentes, cada uma das quais é homeomorfa a S! ou a R.

Demonstragcao. (i) Por definigao, todo conjunto compacto admite cobertura finita
de abertos, que neste caso sdo homeomorfos ao intervalo (0, 1). Vamos utilizar
inducao finita nos membros da cobertura.

Se a cobertura U contém apenas dois conjuntos U; e U, entdo U; N U, consiste
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(iif)

de duas componentes C; e 5 que sao abertos (intersecao de abertos) e ho-
meomorfos a (0, 1). Sejam ¢; € C e ¢; € Cy, € seja | 0 caminho ligando ¢; a ¢,
por U; e | o caminho ligando ¢, a ¢, por Us.

Podemos considerar estes caminhos como sendo definidos por [ : [0,1] — U,
el:[0,1] — U, de forma que sejam bijegdes continuas. As imagens destes
caminhos, que por abuso de notagao chamaremos de / e [, sao compactos.
Sejam agora f : I — USt e f : I — NS fungdes bijetivas continuas, onde US*
é o hemisfério inferior e NS' é o hemisfério superior.

Como US! e NS' s&o espagos Hausdorff, segue de [Lima1] pagina 180, que f
e f sdo homeomorfismos. Portanto, X é homeomorfo a S'.

Supondo o teorema valido para uma cobertura U descrita acima contendo
n > 2 conjuntos. Considere agora a cobertura dada pelos abertos Uy, ..., U,.1,
homeomorfos a (0,1). Vamos assumir, sem perda de generalidade, que ne-
nhum dos abertos esta contido na uniao dos restantes. Considerando qualquer
par de abertos que se intersecta, digamos U; e U;, i # j, entdo U;NU; € conexa
e portanto U; UU; é homeomorfo a (0, 1). Seja Us = U; UU; e vamos considerar
acobertura U = U, U...UU;,;U. . .UU,4, UU,, onde U, significa que este termo
nao pertence a unido. Esta cobertura possui n conjuntos e segue da hipétese
de indugao que o teorema vale.

Seja D = {dy,ds,...} € X um subconjunto enumeravel denso. Como X tem
dimensao 1 e é conexa entdo é conexa por caminhos, pois X ja € um caminho
que liga quaisquer dois de seus pontos. Por X ser conexa por caminhos, existe
um homeomorfismo de [0, 1] sobre um caminho A; com ponto inicial d; e ponto
final d,. Seja d,,, o primeiro d; € D tal que d; € A;,. Um caminho A, de d,,
até A; é um caminho de d,, até d; ou até d,; se A, intersecta d; primeiro,
estabelecemos um homeomorfismo de [—1,0] sobre Ay, se A, intersecta d,
primeiro, estabelecemos um homeomorfismo de [1,2] sobre A,. Seja d,, 0
primeiro elemento da sequéncia di, ds, . . . que nao esta contido em A; U A,. De
modo analogo estabelecemos um caminho A; que liga d,,, a A; U As.
Procedendo desta maneira construimos um homeomorfismo h entre R e X que
cobre um conjunto denso D.

Resta mostrar que h é sobrejetora. Supondo que i ndo seja sobrejetora e seja
r € X um ponto que nao esta na imagem de h. Seja U um aberto contendo x,
homeomorfo a (0,1). Como D é denso em X podemos tomar d,d € D tal que
INU +# 0, onde [ é o caminho ligando d a d.

Mas o homeomorfismo h tem [ como imagem por algum intervalo [a, b], con-
trariando o fato de = ndo pertencer a imagem de h. Portanto, h é sobrejetora.
Sendo assim, X é homeomorfo a R.

Se X nao é conexa entdao X é a uniao de componentes, cada uma das quais
€ uma 1-variedade conexa. Por (i) e (ii) segue que X € a unido disjunta de
subespacos homeomorfos a S' ou a R.

O

Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransozal].

Observagao 1. Muitos livros utilizam a notagao E' para o conjunto R com a topolo-

gia

usual; aqui nao faremos tal distincao e denotaremos seus analogos multidimen-
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sionais por R".

Tendo um melhor entendimento de 1-variedades vamos agora olhar o caso mais
interessante de 2-variedades.

2.2 2-variedades

Vamos comecar falando de uma 2-variedade chamada toro, para isso vamos ver
uma rapida construgao.

Vamos considerar as seguintes transformagoes 7} : R? — R? e T, : R? — R?
definidas por Ti(z,y) = (z + 1,y) e Tx(x,y) = (x,y + 1). Como usualmente, T
denota a composi¢ao de 77 consigo mesmo n vezes se n > 0 € a composicao de
T ' n vezes se n < 0, e tal inversa sempre existe, basta tomar 7, : R? — R?
definida por 77 ' (x,y) = (z — 1, ).

Observando que

(715" (@, y) = [(T7) o (T2")](z,y), n,m€eZ
(T7) (2, y +m)
= (z+n,y+m)
T3 (x +n,y)
= (T3" o T7)(x,y), Y(z,y) € R’

ou seja, temos 17"13" = Ty 17

Seja span{Ty, To} = {TT3":n,m € Ze T, : R? - R? i = 1,2}, entdo (span{T}, T»},0)
€ um grupo. De fato,
(i) associatividade: Sejam 77Ty, T*T), TITF € span{Ty, Ty} e (z,y) € R? quaisquer,
entao:

[(TPT5") o (TPT))] o (TVT) | (2,y) = [[(TVT3Y) o (TYTY)] o (T{TH)] (=,
[[T7 o (T3"Ty) o TP] o (T1TH)] (=, )
([T7 o (T3P T)] o (T{TH)] (2, )
((TPT) o T3 *P) o (T{TH)] (2, y)
[(TPHT3P) o (TVTY)] (2, y)
[T”*O‘ mWTl) o T’“} (z,9)
= [Ty o (VT 0 TH] (2, y)
It
(
(T
[(
[(

Tn—l—a o Tl (Tm+,3 o Tk)} ( y)

T (n+a) +l m+5)+k)($ y)

z,y)
T”Tm TaHTﬁJrk)] (:c, y)
(TPT3) o (TPTY) o (TITE)]) (2 y)

n+(a+l)Tm+ 5-{-/@)) (

(ii) elemento neutro: o elemento neutro é 77Ty = I, pois (T7Ty") o (TYT3) =
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TPTy = (TPTY) o (T1T3).

(iii) elemento simétrico: para cada 77'13" € span{Ty, T} seu simétricoe T, "1, ™ =
Ty,

Vamos agora olhar para as 6rbitas de T7*T3". Dizemos que (z,y), (z1,y1) € R?
estdo na mesma orbita se existem n,m € Z tais que 7775 (x,y) = (z1,11). Como Ty
€ a translacao de x por uma unidade temos que em cada intervalo aberto de compri-
mento 1 ha exatamente um representante para a érbita de 7; e analogamente para
T,. Como estamos interessados nas érbitas de pontos de R? por 7773 é suficiente
nos concentrarmos em um quadrado de lado 1 que por simplicidade escolhemos
Q =10,1] x [0, 1].

Vemos assim que cada ponto do interior de @ € o Unico representante de sua
Orbita em @, e como cada ponto (0,y) sera levado em (1,y) por 177 entdo estes
dois pontos estdo na mesma classe de equivaléncia pela aplicagao 7} 73. Analoga-
mente, (z,0) e (z, 1) estdo na mesma classe. Ainda, temos que (0,0), (0,1),(1,0),(1,1)
estdo na mesma classe.

Assim, temos a seguinte identificagao:

Seja f : (span{Ty,T>},0) — (Z x Z,+), dada por f(17"13") = (n,m), entdo f é
homomorfismo de grupos. De fato,

FIPT) o (MTy)) = fI7HTE)
(n+1,m+k)
= (n,m)+ (I,k)

= [T + f(TITy), ¥ TP TiTy € span{Ty, T}

Pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo de Grupos, veja, por exemplo, [Rotman],
temos que span{Ty,T>}/ ker f ~ 7 x Z.

Sendo assim obtemos o toro como sendo a identificacdo das classes de equi-
valéncia de R? por span{Ty,T,}, ou seja, o toro é R?/span{Ty, T>}, ou R?/Z?, pois

ker f = {0}.

Figura 2.1: O Toro T?. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 106.

De forma analoga poderiamos construir outras relagdes de equivaléncia e tentar
obter outras 2-variedades; a partir de agora, vamos apenas partir da representagcao
da variedade como um poligono com os lados identificados em pares, chamada
representacao poligonal, e assumir que as relagdes existem, sem explicita-las.
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Definicao 2.2.1 (Dominio Fundamental). O poligono com lados identificados dois
a dois é chamado Dominio Fundamental. Em dimensbées maiores também cha-
maremos de dominio fundamental os analogos multidimensionais dos poligonos,
isto é, em dimensao 3 poligono fundamental sera um poliedro cujas faces estao
identificadas aos pares.

Vejamos agora como verificar se uma identificacdo dos lados de um poligono
gera de fato uma superficie.

Exemplo 2.2.1 (Garrafa de Klein). Vamos mostrar que a Garrafa de Klein € uma
2-variedade. Partindo da representacao poligonal, como na figura 2.2, temos

Figura 2.2: Figura do exemplo 2.2.1. A Garrafa de Klein K2  Fonte:
[Adams & Fransoza], p. 112.

Qualquer ponto x interior ao quadrado tem como vizinhanga uma 2-bola aberta.
Os pontos y no interior das arestas tem como vizinhanga duas meia 2-bolas abertas
que ao serem coladas ddo uma 2-bola aberta, e os vértices tem como vizinhangas
um quarto de uma 2-bola aberta, que ao serem coladas constituem uma 2-bola
aberta. Portanto todo ponto da garrafa de Klein tem uma 2-bola aberta como
vizinhancga.

Dados dois pontos distintos na garrafa de Klein podemos encontrar 2-bolas abertas,
meias 2-bolas ou quartos de 2-bolas que separam pontos. Portanto, a garrafa de
Klein é Hausdorff. Tomando a intersegao do quadrado com todas as bolas abertas
com raios racionais centradas em pontos com coordenadas racionais obtemos uma
base enumeravel para a topologia da garrafa de Klein. [

Exemplo 2.2.2. De forma analoga mostramos que o toro, a esfera e o plano proje-
tivo sdo 2-variedades.

2
E

L
r 4
N
F

).
T

Figura 2.3: Figura do exemplo 2.3. Da esquerda para a direita: T?,P? e S°.

Exemplo 2.2.3 (Faixa de Mobius). Vamos considerar o objeto gerado pela figura
2.4, este objeto nao é uma variedade pois o ponto x tem como vizinhaga uma meia
2-bola que ao final do processo de identificacdo indicado na figura (colagem) esta
em uma meia 2-bola que ndao é homeomorfa a uma 2-bola.

|
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Figura 2.4: Figura do exemplo 2.2.3. Faixa de Mobius. Fonte: [Adams & Fransoza],
p. 112.

Apesar de ndo ser uma 2-variedade a faixa de Mobius € muito importante no
estudo de 2-variedades, como ficara claro ao longo deste capitulo.

Definicao 2.2.2 (Variedade Orientavel). Uma 2-variedade que contém uma faixa de
Mobius é chamada nao orientavel, caso contrario é chamada orientavel.

Exemplo 2.2.4. A garrafa de Klein e o plano projetivo sdo ndo orientaveis.

Figura 2.5: Figura do exemplo 2.5. Da esquerda para a direita, T? e P2. Fonte:
[Adams & Fransoza], p. 445.

A faixa de Mobius é importante pois a orientabilidade é uma propriedade to-
pologica, mais precisamente temos o

Teorema 2.2.1. Sejam M, e M, 2-variedades homeomorfas, entao M, é orientavel
se, e somente se, M, é orientavel.

Uma demonstracao desse fato pode ser encontrada em [Adams & Fransoza] ou
[Lee1], e resultados semelhantes para o contexto de variedades suaves podem ser
vistos em [LeeZ2].

Outra nogcdo importante que sera usada para definir um importante invariante
topoldgico é o de triangulagao.

Definicao 2.2.3 (Triangulagao). Uma triangulagdo T de uma superficie compacta
M é uma cobertura finita de triangulos em M tal que quaisquer dois tridngulos em
T ou ndo se intersectam, ou se intersectam em apenas um vértice ou tem um lado
em comum.

Para obtermos um triangulo em M basta tomar um triangulo A no plano e um
mergulho f : A — M, neste caso dizemos que f(A) é um triangulo em M, analo-
gamente obtemos arestas e vértices de f(A) em M.

O resultado abaixo é muito importante e foi provado por Tibor Rado em [Radd].

Teorema 2.2.2. Toda superficie compacta possui uma triangulacao.

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [Moise].

Um resultado importante que vai nos permitir avan¢ar com a teoria sem ambi-
guidades é que todas as triangulagcées de uma variedade sdo equivalentes. Para
tornar isso mais claro precisaremos primeiro de duas definigées.
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Definicao 2.2.4. Seja T uma triangulacdo de uma superficie compacta M. Entao
(i) Uma triangulagdo T' é chamada uma subdivisdo de T se todo triangulo em T
pode ser expresso como a unido de triangulos em T';

(i) Uma triangulagcao T* é dita equivalente a T se existe um homeomorfismo h :
M — M que leva tridngulos de T' em triangulos de T*.

Definicao 2.2.5. Sejam T e T, triangulagcoes de uma superficie compacta M. As
triangulagdes sao ditas em posicao geral se:

(i) todo vertice de uma triangulagdo esta no interior de algum triangulo da outra
triangulacgao,

(i) toda aresta de uma triangulacao intersecta toda aresta da outra triangulacdo um
numero finito de vezes.

Agora estamos em condi¢ées de enunciar o

Teorema 2.2.3. Sejam T e T triangulagdes de uma superficie compacta M. Entao
existem triangulagées T| e T, que sdo equivalentes e sdo subdivisées de T e Ty,
respectivamente.

Demonstracao. Se T e T, estao em posicao geral entao podemos construir uma
triangulagcao 7" que é subdivisdo de T; e T,. Para construir 7' basta seguir os
passos abaixo.

(i) os vértices de T; e T, sao vértices de T”,

(17) cada ponto de intersegdo entre arestas de 77 e T; € vértice de 717,

(17i) cada aresta de T) ou de T, € uma aresta de 7" ou é subdividida em arestas de
T' por vértices do passo (ii),

(iv) novos vertices e arestas sdo adicionados nas arestas para formar tridngulo fora
das regioes que sao limitadas por apenas duas arestas,

(v) novas arestas sdo adicionadas em regides limitadas por mais de trés arestas
para subdividir esta regido em triangulos.

A triangulacdo 7’ é subdivisao de T; e T,. Se T; e T, ndo estdo em posicao geral
entdo podemos obter uma triangulagcado equivalente a uma das duas, digamos 77,
tal que 77 e T, estdo em posicao geral. Pelo que vimos acima ha uma triangulagao
T de Ty e Ty, por Ty ser equivalente a 77 por algum homeomorfismo f entdo f~*
leva 7" em uma subdivisdo 7/ de T}, assim obtemos T} e T que s&o triangulacdes
de T e T; e sao equivalentes. O

Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransoza].
Tendo visto o conceito de triangulacao podemos definir orientacdo de outra ma-
neira.

Definicao 2.2.6. Seja M uma superficie e T uma triangulagao de M. A triangulagdo
é dita coerentemente orientada se a cada tridngulo em T' pode ser associada uma
direcdo de rotacao tal que se dois triangulos se intersectam em uma aresta entao
as direcées herdadas de cada tridngulo sao opostas, como na figura 2.6.

Teorema 2.2.4. Uma superficie compacta M é orientavel se, e somente se, possui
uma triangulagcao que pode ser orientada coerentemente.

Para a demonstragao deste fato consultar [Adams & Fransoza].
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Figura 2.6: Fonte: [Adams & Fransoza], p. 449.

2.2.1 Soma Conexa

Vamos ver agora um método de construir superficies compactas a partir de outras
duas.

Definicao 2.2.7. Dadas duas superficies M, e M,, a soma conexa de M, e M,
denotada por M,#M,, é a superficie obtida removendo o interior de um disco de
cada superficie e colando estas duas bordas.

A menos de homeomorfismo a soma conexa ndo depende do disco escolhido e
da colagem realizada. Observe que M+#S? = M, ou seja, a esfera é a identidade
para a operagdo de soma conexa, na verdade o conjunto das superficies com a
operacao de soma conexa forma um semi-grupo.

Vale observar que M,# M, é orientavel se, e somente se, M, e M, sdo ori-
entaveis, para quaisquer superficies compactas M, e Ms.

2.3 Caracteristica de Euler

Definicao 2.3.1 (Caracteristica de Euler). Seja T uma triangulacdo de uma su-
perficie compacta M. Definimos a caracteristica de Euler de T por x(T) =V —A+F,
onde V' € o numero de vértices, A € o numero de arestas e F' € o numero de faces
de todos os tridngulos da triangulagdo. E diremos que x(T') € a caracteristica de
Euler da superficie M, que denotaremos por x(M).

Vamos mostrar que x esta bem definida no proximo teorema, para isso precisa-
mos do

Lema 2.3.1. Seja M uma superficie compacta com triangulacao T, e seja T’ uma
subdivisdo de T, entdo x(T') = x(T7).

Demonstracdo. Podemos construir 7" aplicando uma sequéncia das operagoes':
(¢) adicionando novo vértice em uma aresta, subdividindo uma aresta em duas
novas;

'Estas operagbes podem ser aplicadas mais de uma vez e em diferentes ordens até se obter
uma triangulagao como desejada.
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(1) adicionando novo vértice e nova aresta;

(74) adicionando nova aresta ligando vértices de T'.

Vamos ver o efeito de cada uma dessas operagoes sobre 7.

No primeiro caso, aumentamos um vértice e criamos uma aresta, entao x(7") =
V+1)—(A+1)+ (F)=V — A+ F = x(T); no segundo caso, aumentamos um
vértice e uma aresta, entdo x(7") = (V+1) - (A+ 1)+ (F) =V — A+ F = x(T);
no terceiro caso, aumentamos uma aresta e subdividimos uma face em duas, entao
XTI =V)—(A4+ 1)+ (F+1)=V —-A+ F =x(T). O

Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransozaj.

Teorema 2.3.1. Sejam T} e T, triangulagbes de uma superficie compacta M. Entao
X(Th) = x(T2).

Demonstracdo. Se T, e T, sao equivalentes nao ha nada a demonstrar. Se 71 e T,
nao sao equivalentes entao pelo teorema 2.2.3 existem triangulagoes equivalentes
T} e T; que sao subdivisoes de T; e T;, respectivamente.

Pelo lema anterior a caracteristica de Euler é preservada por subdivisées, entao
x(Th) = x(17), x(T3) = x(T3) e por T} e T; serem equivalentes temos x(77) = x(T3),
portanto x(71) = x(7%). O

Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransoza].

Corolario 2.3.1. Se M e M' sdo superficies compactas homeomorfas entdo x(M) =

X(M').
Demonstragdo. Como as superficies sdo homeomorfas suas triangula¢des sao equi-
valentes, entdo, pelo teorema, x(M) = x(M'). O

Vamos agora enunciar um resultado central:

Teorema 2.3.2. Toda superficie compacta é homeomorfa a S?, T*#T? - - - #T? ou a
P2A4P2 ... 42,

Demonstragdo. Vamos fornecer uma prova construtiva, ou seja, um método que
possa reduzir qualquer superficie a S?, nT? ou nP?. Para isso vamos seguir 0s
passos abaixo, que devem ser feitos na ordem em que aparecem. Antes vamos
observar que as arestas que nao estiverem sendo consideradas no estudo serao
omitidas através de uma representacao serrilhada.

Passo 1: Toda superficie M admite representacao poligonal, portanto vamos
considerar tal representacao.

Passo 2: Para encurtar os passos descritos a seguir quando diferentes faces
aparecerem em sequéncia e na mesma ordem mais de uma vez, vamos considera-
las como sendo uma unica face, como por exemplo, na figura 2.7.

Observe que pares de lados podem aparecer de duas maneiras: pares reversos
e pares concordantes, como ilustrado na figura 2.8.

Passo 3: Podemos eliminar pares concordantes adjacentes, como na figura 2.9,
pois isto representa a soma conexa com S2.

Passo 4: Deve-se determinar quantas classes de vértices ha na representacao
poligonal e executar a operagao ilustrada na figura 2.10 para diminuir um vértice de
uma classe e aumentar um vértice na outra classe. Deve-se repetir o processo até
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Figura 2.7: Passo 2. Fonte: [Kinsey], p. 80.

O D

Figura 2.8: A esquerda, um exemplo de par reverso, & direta, um exemplo de par
concordante. Fonte: [Kinsey], p. 81.

que reste apenas uma classe de vértices.
Por exemplo, na figura 2.10, vamos eliminar um vértice ) e aumentar um vértice P.

Passo 5: Devemos deixar os pares concordantes todos adjacentes, para isto
procedemos como na figura 2.11.

Se restarem apenas pares reversos entao a representacao poligonal € na ver-
dade a soma conexa de n planos projetivos, ou seja, a superficie & nP2.

Passo 6: Se os passos de 1 a 5 ja foram realizados entdo os pares reversos
ocorrem aos pares, como na figura 2.12.

Pois caso contrario haveria apenas um par de pares reversos, 0 que geraria
mais de uma classe de equivaléncia de vértices, contrariando o fato de ja termos
realizado os passos de 1 a 5.

Pares de pares reversos podem ser colocados juntos por um procedimento como
ilustrado na figura 2.13.

Se nao restam pares concordantes entao a representacao poligonal é a soma
conexa de n toros, ou seja, nT?.

Passo 7: Se a superficie ainda nao foi classificada € porque restaram pares
reversos e concordantes indicando a soma conexa de toros e planos projetivos,
mas pelo exemplo 2.3.1, T?#P? = 3P2, e portanto podemos encontrar tal superficie
realizando esta simplificacao tantas vezes quantas forem necessarias e obter uma
superficie do tipo nP?. O

Esta demonstragdo encontra-se em [Kinsey].

Exemplo 2.3.1. Qual seria a superficie homeomorfa a T?*#P? expressa em termos
de S?, nT? e nlP2?

Como P? é n&o orientavel entdo T*#P? é nao orientavel, e portanto T?#P? é nP?
para algum n € N. Observando a figura 2.14 temos que T?*#P? = 3P2. |

Observacdo 2. Temos T?#P? ~ P24#P*4#P?, onde ~ indica a relagdo de homeomor-

fismo, mas nao é verdade que T? ~ P2#P?, pois T? é orientavel e P?#P? nao é
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Figura 2.9: Passo 3. Fonte: [Kinsey], p. 81.

Figura 2.10: Passo 4. Fonte: [Kinsey], p. 82.

orientavel, ou seja, ndo vale a lei do cancelamento para a soma conexa, isto acon-
tece porque o conjunto das superficies compactas com a operacao de soma conexa
forma um semi-grupo.

Uma demonstracdo mais natural para o teorema 2.3.2 foi fornecida por John H.
Conway em 1992, tal demonstracao pode ser encontrada em [WeeksZ2].

Corolario 2.3.2. Toda superficie compacta pode ser obtida pela representacao de
um poligono com 4n lados.

Demonstracdo. Segue do teorema de classificagcao de variedade compactas que
toda variedade é S? ou pode ser obtida como soma conexa de toros e planos
projetivos, portanto basta mostrar que cada uma dessas trés superficies admite
representagdo por um poligono de 4 lados. S? e P? admitem representagdo com
dois lados, como visto no exemplo 2.3, tomando a soma conexa com S* obtemos
poligonos de 4 lados que sdo homeomorfos a S? e P2, respectivamente. Ja vimos
acima que o toro admite representag¢ao por um poligono de 4 lados. O

Vamos agora provar trés teoremas que nos ajudardo a determinar mais facil-
mente a caracteristica de Euler sem precisarmos recorrer a técnica do exemplo
acima.

As demonstragées dos teoremas abaixo encontram-se em [Adams & Fransoza].

Teorema 2.3.3. Para todo n > 3 temos

L T241P? se n impar
2~ 2
nf” = { 12T #K? se n par. (1)

Demonstragdo. Vamos primeiro mostrar que se n € impar e n > 3 entdo nP? ~
2242 Como vimos no exemplo acima, T?#P? ~ 3P?. Vamos utilizar o método
de indugéo finita. Por hipétese de indugéo 2 T*#P? ~ nP?. Entao,

n)TH;E 24?2 o nAT2HT2HP? o oAT243P2 v (LT24P2)42P2 ~ nP2#2P? ~ (n +
2)P=.

Observando agora que T?#K? ~ T?#P*#P? ~ 3P?#P? ~ 4P?, para n par e n > 3,
basta fazer um processo analogo ao de cima. O
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Figura 2.11: Passo 5. Fonte: [Kinsey], p. 83.

b

Figura 2.12: Passo 6. Fonte: [Kinsey], p. 83.

Teorema 2.3.4. Se M, e M, sdo superficies compactas entao x (M, #Ms) = x(M;)+

Demonstracao. Considerando uma triangulagao para M; e uma triangulacao para
Ms, o interior do disco removido de cada triangulagao no processo de soma conexa
€ o interior de um tridngulo. Identificando os vértices e as arestas temos que a res-
pectiva triangulacao de M,# M, vai perder 3 vértices, 3 arestas e 2 faces, portanto
X(Mi#Ms) = x(My) + x(Mz) + 3 — 3 — 2 = x(M1) + x(Mz) — 2. [

Podemos aplicar o teorema acima para calcular a caracteristica de Euler para
qualquer superficie compacta nT? e nlP?, como vemos pelo

Teorema 2.3.5. Para superficies compactas nT? e nlP?, a caracteristica de Euler é
dada por x(nT?) = 2 — 2n e x(nP?) =2 — n.

Demonstragdo. Para nT? temos x(nT?) = x(nT?*#S?) = x(T?)+ x((n—1)T?#S?) —2
repetindo o processo mais n — 1 vezes obtemos x(nT?) = ny(T?) + x(S?) — 2n,
mas x(T?) = 0 e x(S*) = 2, portanto x(nT?) = 2 — 2n. Analogamente obtemos
x(nP?) =2 —n. O

Pelo teorema anterior vemos que dadas nT? e mT?, com n # m, elas ndo sdo
homeomorfas, pois a caracteristica de Euler é diferente, o mesmo vale para nP? e
mIP?, respectivamente. Como nlP? é nao orientavel e nT? é orientavel entdo pode-
mos sempre distinguir quaisquer duas superficies.

Em outras palavras, tendo a caracteristica de Euler e a orientagcdo podemos
agora enunciar um resultado central:

Corolario 2.3.3. Duas superficies compactas sdo homeomorfas se, e somente se,
elas tem mesma caracteristica de Euler e ambas sao orientaveis ou ambas sao nao
orientaveis.

O corolario acima e o teorema dao uma completa caracterizagdo de superficies.
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Figura 2.13: Passo 7. Fonte: [Kinsey], p. 84.

(1]
(=W

Figura 2.14: Figura do exemplo 2.3.1. Fonte: [Kinsey], p. 85.

Exemplo 2.3.2. Revisitando o exemplo 2.3.1 temos T?#P?, como P* é nao ori-
entavel e y(T?#P?) = x(T?) + x(P?) —2 = 0+ (—1) — 2 = —3, portanto T?#P? ~ 3P2.
[ |

Um resultado para a classificagao de superficies nao compactas pode ser en-
contrado em [Richards].

2.4 Variedades com Bordo

Vamos agora ampliar um pouco nossa no¢ao de superficie com a

Definicao 2.4.1 (n-variedade com bordo). Uma n-variedade M com bordo é um
espaco Hausdorff com uma base enumeravel tal que todo ponto tenha uma vizinhanca
homeomorfa ao interior da bola B", denotada por B, ou a H" = {(x1,...,z,) € B;
z, > 0}. Os pontos de M que possuem vizinhanga homeomorfa a B sdo chamados
pontos interiores de M, e 0s pontos que possuem vizinhanca homeomorfa a H™
sdo chamados pontos do bordo. Denotaremos o bordo de M por OM.

Vale ressaltar uma distingdo importante, o conceito de bordo como subcon-
junto de uma variedade pode diferir do conceito de bordo como subconjunto de
um espacgo topoldgico.

Exemplo 2.4.1. Vamos considerar o disco de raio 1 no plano, neste caso os concei-
tos coincidem pois a topologia do disco, que é a topologia induzida pelo plano, e a
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topologia do plano sao formadas pelas mesmas bolas. Agora, considere o mesmo
disco emR3, neste caso todo ponto do disco € um ponto do bordo e seu interior é va-
zio, quando considerado como subespago topolégico de R?* mas a nogdo de bordo
e interior ndo se altera quando consideramos como subconjunto da variedade. R

O exemplo acima estabelece a no¢cao de propriedades intrinsecas, quando leva
em consideracdo apenas a variedade em si sem considerar o ambiente onde ela
esta, e propriedades extrinsecas, que levam em consideracdo o ambiente onde a
variedade esta e como ela esta em relacao a este ambiente. Ao longo de todo
o texto, a menos que se faga mengdo em contrario, consideraremos apenas as
propriedades intrinsecas.

As definigbes de orientabilidade, caracteristica de Euler e existéncia de triangulacao
continuam validas para variedades com bordo.

Analogamente ao teorema 2.1.1 temos o

Teorema 2.4.1. Uma 1-variedade com bordo é homeomorfa a [0, 1] se for compacta
e a0, 00) se ndo for compacta.

A demonstragdo deste teorema encontra-se em [Lee2].

Seja M uma superficie compacta com bordo, entdo cada subconjunto fechado
de M é compacto, em particular, o bordo é compacto portanto é a unido de compo-
nentes homeomorfas ao circulo S'. Cada componente do bordo podemos identificar
com o bordo de um disco, através da colagem dos bordos, portanto toda superficie
compacta com bordo é obtida removendo-se o interior de discos de uma superficies
compacta sem bordo.

Exemplo 2.4.2. Pelo comentario acima temos que o bordo de superficies compac-
tas é a unido de circulos S', em particular, a faixa de Mobius tem dimensao 2 pois
é construida a partir de um retangulo, e pela forma da sua representacdo poligonal
temos que o bordo da faixa de Mobius é S'. [ |

Observacao 3. Se uma superficie com bordo M estd mergulhada em R? pode ocor-
rer que M tendo discos colados em seus bordos nédo possa ser mergulhada em RR3.
Um exemplo marcante disso é a faixa de Mobius, se colarmos um disco em seu
bordo obtemos um plano projetivo que ndo pode ser mergulhado em R3.

Em virtude do teorema de classificacao de superficies e do que foi visto acima
para superficies com bordo segue que para caracterizar completamente uma su-
perficie com bordo € suficiente conhecer sua orientabilidade, sua caracteristica de
Euler e o numero de componentes de seu bordo. Para calcular a caracteristica de
Euler de uma superficie com bordo de maneira mais facil temos o

Teorema 2.4.2. Seja M uma superficie com bordo e M* a superficie obtida colando-
se discos em todas as componentes de seu bordo. Entéo, x(M*) = x(M)+n, onde
n é o numero de componentes do bordo de M.

Demonstracao. Ao retirar-se o interior de um disco de M* estamos retirando o in-
terior de um triangulo, pois M* admite triangulagao e o disco € homeomorfo ao
triangulo, portanto estamos diminuindo uma face e aumentando trés vértices e trés
arestas, ou seja, x(M*) = x(M) +1—-3+3 = x(M)+ 1. Por indugéo finita obtemos
X(M*) = x(M) +n. O
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Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransozaj.
Um resultado para a classificacao de superficies ndo compactas com bordo
pode ser encontrado em [Prishlyak & Mischenko].

2.5 Insolubilidade do Problema de Homeomorfia

Agora que temos uma classificacao satisfatoria de 2-variedades vamos ver um re-
sultado importante sobre variedades de dimensbes maiores que afirma que nao
€ possivel classificar variedades de dimensdo maior ou igual a 4. A demosntragdo
deste resultado foi fornecida por A. A. Markov em 1958. Um esbogo da demonstracao
segue abaixo, para mais detalhes consultar [Markov].

Vamos considerar o problema de encontrar um algoritmo que determina se duas
variedades triangularizaveis sao homeomorfas, ou equivalentemente o problema de
fixada uma variedade triangularizavel N encontrar um algoritmo que, para qualquer
variedade M, determina se N e M sdo homeomorfas. Este problema é chamado
problema de homeomorfia.

Teorema 2.5.1. Paran > 3, n € N, existe uma variedade M", onde n denota a
dimensao da variedade, tal que o problema de homeomorfia para M" é indecidivel.

Ser indecidivel significa que nao se pode mostrar que algo é verdadeiro, tao
pouco que sua negacao seja verdadeira; a possibilidade deste tipo de problema foi
apontado por Goédel.

A ideia da demonstragao baseia-se no fato de que o problema de determinar
se um grupo com r geradores e k relacoes é o grupo trivial ou nao é indecidivel.
Portanto basta mostrar a existéncia de uma dada variedade M* que tenha grupo
fundamentaP que seja um grupo com r geradores e k relagbes. Mais detalhes
sobre esse resultado sobre a indecidibilidade de grupos podem ser encontrados
em “Defining relations and algorithmic relations and algoritmic problems for groups
and semi-groups”, Procedings of the Steklov Institute of Mathematics, number 85,
1967, S. I. Adjan.

Vamos esbocgar a construgcao de uma variedade que tenha grupo fundamental
como descrito acima.

Seja B* uma bola em S*, com bordo S?, J = [-1,1], Z = B*x J er € N.
Considere um sistema de r parametrizagées diferenciaveis ¢., ..., ¢, : Z — S* com
o:i(Z2)N¢;(Z2) =0,i,5 =1,...,r, 0 # j, talque B*N ¢;(Z) C S* e S* N ¢i(Z) =
¢;(B*>x {—1,1}) parai =1...,r.

Formamos o poliedro L, = B* U U!_,¢;(Z) adicionando r algas ¢;(Z) a B*. Em
7 obtemos de “forma candbnica” secoes lineares que denotaremos por C x,y 1, por
abuso de notagdo C x,y 1 também representara segmentos de reta em B*.

Definimos um alfabeto de 2r letras T, = {al,... ok, a7, ..., a '), Seja P uma
palavra construida comT',.

Podemos associar a cada curva simples fechada W € B* uma palavra P da se-
guinte maneira: se P é vazia entao qualquer circunferéncia arbitraria no interior de
B* pode ser tomada como W, se P é ndo vazia entdo P é da forma P = of! ... «a;"

s

2Grupo Fundamental sera definido num capitulo futuro.
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(1), onde iy,...,i; € {1,...,r} eg; = {-1,1}, j = 1,...,s. Vamos tomar pontos
T1,...,Ts, Y1, - ., Ys NO interior de B3 tal que

C (x5, —€5), (¥j,€5) DN T (Tn, —€n), (Yn, en) 3= 10
Gh=1,...,8j#h ij =i €
C ¢ij (yj>5j>7 ¢ij+1 (xj+17 _gj—i-l) aNnc Qbih(yh; gh)v ¢ih+1 (xh-i-h _8h+1) = @

jyh=1,...,8,j# h,onde x,,1 = x1 €ys 1 = y1. ISto € sempre possivel.

Suponha que W = U;_,(A; U B;), onde A; = ¢, C (z;,—¢;), (y;,¢;) J € B; =C
0ty (Ujs3)s Biyon (Y31 —E541) Ty j = Ly-.o s

A representacao de toda palavra sobre o alfabeto I', é uma curva simples, fe-
chada e linear por partes no interior de L, .

A representacdao W de uma palavra do tipo (1) pode ser construida como abaixo.

Escolhe-se c como centro da bola B®. A representacao topolégica ¥ do poliedro
B? x W no interior de L, pode ser construido de modo que tenha as seguintes
caracteristicas:

) V(ic,z)=x, €W,

ii) U é diferenciavel em todo o poliedro B* x A;,
iiif) U é diferenciavel em todo o poliedro B* x B;,
iv) W(B* x A;) € 61,(2),

v) (B3 x B;) C B

Se U satisfaz essas condigbes vamos dizer que o interior de ¥(B?* x W) é um
tunel da palavra P. Para uma palavra vazia os tuneis sao definidos analogamente
com a diferenca que ¥ tem que ser a imagem diferenciavel do poliedro B? x W
no interior da bola. O tiunel de uma palavra sobre o alfabeto T', esta contido na
vizinhanga da imagem da palavra.

Seja P, x - - - x P,,, um sistema de palavras sobre o alfabeto I',. Construimos para
cadai, 1 <i < m, um tinel T; de uma palavra P; tal que T, N T; = 0i,j =1,...,m,
i .

Construimos os seguintes poliedros: J, = L, \ U™\ T;, J; =S*\T;,i=1,...,m,
H, =L x{-1}eH;=J;x{j},j=0,...,m.

Agora construimos o poliedro M' a partir de H;, i = —1,...,m, colando os se-
guintes pontos:

(1) os pontos (z,0) e (x,—1) sdo colados, sempre que x esta na borda de L, em
S, e

(2) os pontos (x,0) e (x,i) sdo colados, sempre que x esta na borda dos tuneis
T,eSY,i=1,...,m.

Esta construgao é feita de modo que o poliedro M’ seja inconfundivel com res-
peito a homeomorfia do sistema de palavras definido P, * - - - x P,, € 0 numero r.
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Vamos denotar o poliedro resultante por M (P * - - - x Py, 7).

Esta variedade tem dimensé&o 4.

Esta construgéao foi feita de modo que a variedade tenha um grupo fundamental
especial. Ainda, com base em [Seifert& Threlfall] pode-se provar:

Lema 2.5.1. Existe sempre um sistema de palavras P, * - - - x P,, sobre T, tal que o
grupo fundamental da variedade M (P, x - -- x P, x r) & isomorfo ao grupo definido
pelo sistema de relagbes P, +— A, i =1...,m entre elementos o, ..., al.

T

Lema 2.5.2. As variedades M (P, - --xP,,*r) e M(Q1*- - -xQ,,*r) S8§0 homeomorfas
se o sistema de palavras ()1, . .., Q,, € o resultado da substituicao da palavra vazio
pela intersegdo da palavra oio; °,i=1,...,r, e = £1.

Lema 2.5.3. As variedades M (Pyx- - - P, xr) € M(Qy*- - -xQ,,*r) s&0 homeomorfas
se existe um numero i € {1,...,m} tal que Q; € o resultado da permutac&o ciclica
dos caracteres do alfabeto na palavra P eque Q; = P; (3),1 <j<mej#i.

Lema 2.5.4. As variedades M (Pyx- - -xP,,xr) € M(Qx- - -xQ,,xr) S840 homeomorfas
se existe um nimero i € {1,...,m} tal que QQ; € um grupo de transformagées de P,
evale (3)com1<j<mej+#i.

Definimos o grupo das transformacgées da palavra P sobre ", como as transformagoées
que resultam de reverter os caracteres do alfabeto com subsequente substituicao
de todos os caracteres o5 por o .

Lema 2.5.5. As variedades M (Pyx*---xP,,*r) e M(Q1*- - -xQ,,*r) S80 homeomorfas
se existem numeros i,h € {1,...,m}, i # h, tal que QQ; = P,P, e vale (3) com
1<j<mej#i.

Lema 2.5.6. As variedades M (x*al * --- x ol x r) e M(x*0) sdo homeomorfas se
k € N.

Comos lemas 2.5.2, 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5 e 2.5.6 prova-se o

Lema 2.5.7. Se o grupo com geradores o, ..., al que é determinado pelo sistema
derelagées R; +— A (4),i=1...,k, sobreT, é o grupo unitario, entao a variedade
M(Ry -+ % R "1 r) é homeomorfa a M (x*0).

Usando o lema 2.5.1, pode-se provar o

Lema 2.5.8. Se o grupo definido no lema 2.5.7 néao é grupo unitario entdo a varie-
dade M(R; % - - - * Ry, "' r) ndo é homeomorfa a M (x*0).

Agora, fixando r e k, considere o grupo gerado por «f, ..., que esta definido
por qualquer sistema de k relagoes (4) sobre o alfabeto I',.

Vamos denotar estes grupos por (r, k), segue dos lemas 2.5.7 e 2.5.8 que para
construir um algoritmo que diga se uma dada variedade é homeomorfa a M (x*0)
basta construir um algoritmo que determina se um grupo (r, k) € n&o trivial, mas
como comentado anteriormente, este é um problema indecidivel.

Portanto, o problema de homeomorfia é indecidivel em dimenséo 4, para di-
mensao n considere M" = M* x S"~*, como sera visto em um capitulo futuro, o
grupo fundamental de uma variedade produto é o produto dos grupos fundamen-
tais de cada variedade, portanto o problema de homeomorfia é indecidivel para
n > 3.



Capitulo 3

Geometria de 2-Variedades

Neste capitulo veremos alguns resultados classicos a respeito de geometria 2-
dimensional a fim de compara-los no proximo capitulo com o caso 3-dimensional.

3.1 Geometria Euclidiana, Esférica e Hiperbdlica

Geometria Euclidiana, de forma simplificada, é a geometria em que vale o quinto
postulado de Euclides; este afirma que: dados uma retal e um ponto P fora desta
reta, existe uma unica reta passando por P no plano determinado porl e P que nao
intersecta l.

Existem alguns postulado que podem substituir o postulado acima e ainda gerar
a mesma geometria. Vejamos alguns:

1) A soma dos angulos internos em qualquer tridngulo é igual a 180°.

2) A razdo entre a circunferéncia e o didmetro de um circulo é a mesma para
fodos os circulos.

3) O Teorema de Pitagoras.

Geometria esférica é a geometria em que o quinto postulado é modificado, de
forma que nao exista ‘“reta” passando por P paralelamente a |, e geometria hi-
perbdlica é a geometria onde existam mais de uma “reta” passando por P parale-
lamente a . Como consequéncia disso e das equivaléncias do quinto postulado de
Euclides temos que a area de um triangulo esférico é dada por A = r*[(a+S+)—m],
onde r é o raio da esfera, e a, 3 e v sdo os angulos do triangulo, e portanto a soma
dos angulos de um triangulo esféerico é sempre maior que 180° e, diferentemente do
caso euclidiano, a area depende dos angulos do triangulo.

Similarmente, a drea de um tridngulo hiperbdlico é dada por A = r*[m — (a+ 3 +
v)], e portanto a soma dos angulos de um triangulo hiperbdlico é sempre menor que
180° e, como no caso esfeérico, a area depende dos angulos do triangulo, portanto
em geometria hiperbdlica 2-dimensional nenhum tridngulo tem area maior que nr?
e quanto maior a area do triangulo menor os angulos deste.

3.2 Superficie em R?

Um conceito muito importante em geometria, e que fara parte de nossos estudos,
€ o de curvatura, que é uma medida de quanto uma superficie deixa de ser plana

25
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num dado ponto; para a definicao e mais detalhes consultar [do CarmoZ2)].

Exemplo 3.2.1. O toro T? usual visualizado como a superficie de revolugdo de um
circulo tem curvatura positiva em alguns pontos e negativa em outros, no entanto o
toro tem geometria euclidiana, o fato dele nao poder ser “mergulhado” isometrica-
mente, com a métrica herdada de R3, em R* ndo siginifica que sua construgdo néo
seja legitima, mas em R* é possivel mergulhar o toro de modo que tenha curvatura
nula em todos os pontos. [ |

Este tipo de questao levou ao Problema do Mergulho de Riemann (Riemann
Embedding Problem): E possivel colocar uma variedade em algum R" de forma
isomeétrica, isto é, de forma que a métrica natural da variedade seja a métrica her-
dada de R"?

Esta questao foi resolvida depois de muitos anos por John Nash, em 1954, e
mostrou-se verdadeira.

Posteriormente apareceram alguns resultados nesse sentido, como o teorema
de mergulho' de Whitney: Qualquer m-variedade real, m > 0, suave, Hausdorff e
segundo contavel pode ser suavemente mergulhada em R*™.

Como encontrar a geometria de uma dada superficie partindo de sua representacao
poligonal? Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.2.2 (2T?). Podemos representar 2T? por um octégono regular com la-
dos identificados como na figura 3.1, este octogono pode ser obtido fazendo-se a
soma conexa de dois toros T?. Neste caso, todos os vértices pertencem a mesma
classe de equivaléncia, ou seja, sdo colados juntos e os 8 angulos tem que se
encaixar, mas cada angulo mede 104°, portanto isso ndo pode ser feito numa geo-
metria euclidiana onde a soma pode ser no maximo 360°, isto significa que 2T? tem
geometria ndo-euclidiana. Podemos “colocar” 2T? no plano hiperbdlico, que “dimi-
nui 0os angulos”, e la podemos encontrar uma configuragdo em que cada angulo
seja de 45° e entdo encaixar todos. Sendo assim, 2T? tem geometria hiperbdlica.
Como nT?, n > 2, também somam mais de 360° temos que todas essas variedades
possuem geometria hiperbdlica.

Figura 3.1: Figura do exemplo 3.2.2. Fonte: [O’Shea], p. 127.

"Neste caso um mergulho pode ser pensado como uma fungéo injetiva f : M™ — R?™,
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A partir deste exemplo somos levados a pensar que se a soma dos angulos ao
redor de cada vértice é 360° entdo a geometria € euclidiana, se a soma for maior
que 360° entdo podemos colocar a superficie no plano hiperbdlico e estica-la, a
medida que os vértices se aproximam do infinito os angulos vao diminuindo até sua
soma perfazer 360°, entao tal superficie tem geometria hiperbdlica, e no caso de a
soma ser menor que 360° podemos coloca-la sobre a esfera e estica-la até que os
angulos aumentem e sua soma seja 360°.

E interessante notar também que o conhecimento da caracterisitca de Euler de
uma superficie ja é suficiente para conhecer o tipo de geometria que a superficie
admite, pois como vimos no capitulo anterior se x > 0 entdo a superficie é topolo-
gicamente equivalente a S* ou a P? e estas sdo, a menos de homeomorfismos, as
unicas superficies compactas sem bordo que admitem geometria esférica; se x = 0
entao a superficie é o toro ou a garrafa de Klein, e a menos de homeomorfismos,
estas sao as unicas superficies compactas sem bordo que admitem geometria eu-
clidiana; e se x < 0 a superficie admite representagdo por um poligono de mais de
6 lados e, como no exemplo acima, admite geometria hiperbdlica.

3.3 Ladrilhamento

E preciso tomar cuidado para deduzir a geometria de uma superficie com base
apenas na quantidade de lados de sua representacdo poligonal, como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.1. Com uma representacao hexagonal podemos obter os 3 tipos de
geometria, como mostra a figura 3.2, isto ocorre porque existem diferentes quan-
tidades de classes de equivaléncia de vértices, no primeiro caso ha 3 classes de
equivaléncia de vértices, cada uma com dois vértices, mas a soma destes é me-
nor que 360° portanto precisamos “colocar” esta superficie na esfera e aumentar
0 angulo de seus vértices, no terceiro caso ha uma unica classe de equivaléncia
de vértices, ou seja, todos o0s 6 vértices sao identificados e sua soma é maior que
360°, entdo colocamos no plano hiperbdlico e esticamos o hexagono até a soma
dos angulos alcancar 360°, no segundo caso ha duas classes de equivaléncia de
vértices, cada uma com 3 vértices que somam 360° entao a geometria é euclidiana.

|

Desta maneira toda superficie pode ser dotada de uma geometria homogénea,
isto é, que tenha curvatura constante, basta particiona-la em hexagonos, por exem-
plo, deformar os hexagonos de modo que sejam regulares, e portanto tenham o
mesmo angulo em cada vértice, e dependendo da quantidade de vértices identifi-
cados podemos por cada hexagono em S?, R? ou H? expandi-los até que a soma
alcance 360° e depois colar cada um destes hexagonos novamente.

Este processo preserva a topologia global mas altera a geometria local.

Por exemplo, nT?, n > 2, como pensado usualmente; em nT* ha pontos onde
a curvatura é positiva, negativa ou nula, mas depois deste processo nT? adquire
geometria homogénea e tem mesma curvatura em todos 0s pontos, mas iSso nao
pode ser representado em espacos euclidianos.
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Figura 3.2: Figura do exemplo 3.3.1. Fonte: [Weeks], p. 158.

Na discussao acima, para determinar a geometria através da triangulagdo temos
que considerar o poligono de menor quantidade de lados que gera a superficie, ou
seja, sem esferas na representacao poligonal, pois se fizermos a soma conexa
com esferas estamos adicionando dois lados para cada esfera mas nao estamos
mudando a natureza topologica da superficie.

E interessante notar o fato de aparecer um hexdgono deve-se ao fato de sé
podermos preencher o plano com trés poligonos regulares: o tridngulo equilatero,
0 quadrado e o hexagono regular. Vamos tentar formalizar um pouco esta nogao.

Definicao 3.3.1 (Ladrilhamento). Um ladrilhamento de X, onde X é S", R" ou H",
é uma colecao p de poliedros convexos n-dimensionais em X tal que

i) os interiores dos poliedros em o sdo simultaneamente disjuntos,
i) a unido dos poliedros em p € X,
iii) a colecdo o é localmente finita.

Definicao 3.3.2. Um ladrilhamento o de X é exato se, e somente se, cada lado S
de um poliedro P em ¢ é um lado de exatamente dois poliedros P e ) em .

Intuitivamente queremos preencher o plano com uma colegao de figuras planas
sem sobreposicdes ou lacunas.

Exemplo 3.3.2. Um ladrilhamento exato de R? é uma cobertura de R? por quadra-
dos congruentes, um ladrilhamento ndo exato é uma cobertura de R* por retangulos
congruentes. [
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Figura 3.3: Figura do exemplo 3.3.2. A esquerda um ladrilhamento exato, & direita
um ladrilhamento ndo exato.

Definicao 3.3.3. Um ladrilhamento regular de X é um ladrilhamento exato de X
consistindo de poliedros regulares congruentes.

Ha 3 ladrilhamentos regulares de R?, por tridangulos, por quadrados e por hexagonos;
ha 5 ladrilhamentos de S* induzidos pelos 5 sélidos de Platao, para mais detalhes
ver [Ratcliffe], mas ha infinitos ladrilhamentos de H?, pois pode-se usar para este
fim qualquer poligono de 4n lados, paran > 1.

Ladrilhamentos de X por poliedros congruentes sao interessantes devido aos
sequintes teoremas, cujas demonstragées encontram-se em [Ratcliffe].

Teorema 3.3.1. Segja P um poliedro convexo n-dimensional em X eI o grupo de
isometrias de X. EntdoT é discreto e P é um poliedro convexo paral se, e somente
se, p = {gP/g € T'} é um ladrilhamento exato de X .

Definicao 3.3.4. Uma colecdo ¢ de poliedros convexos n-dimensionais em X é
dita conexa se, e somente se, para cada par P, () em o existe uma sequéncia finita
Py,....,P, emgptalque P = P, P, = Q, e P,_; e P, compartilham um lado em
comum para cadai > 1.

Teorema 3.3.2. Todo ladrilhamento exato de X é conexo.

3.4 Solidos de Platao

Os ladrilhamentos regulares de S? estao ligados aos sdlidos de Platao, a quantidade
destes depende da caracteristica de Euler de S* e em dimensao 3 existem apenas
5, como mostra o teorema abaixo, para dimensdo 4 ha 6 solidos de Platao e para
dimensdées maiores ha apenas 3 solidos de Platao [Sommerville].

Teorema 3.4.1. Existem 5 sélidos de Platao em dimensao 3.

Demonstragdo. Suponha um poliedro regular com n arestas em cada face e m ares-
tas que se encontram em cada vértice, seja ainda V, F' e A o numero de vértices,

faces e arestas, respectivamente, do poliedro.
~ F
Valem as relagbes A = % eV ="
m
. . F F
Pela formula de Euler temos V — A + F = 2, ou seja, e % +F =2e€
m
4
obtemos F' = m

2(n+m) —nm’
Como F > 0 e m > 0, 0 denominador da expressao acima deve ser positivo,

. . 2
ou seja, 2(n + m) > nm. Dessa desigualdade obtemos, m < n2, e como a
n P

desigualdade é simétrica, também vale n < 5
m _—
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Como cada face € ao menos um triangulo, temos n,m > 3 e portanto temos
3<n,m<6.

Sendo assim, (n,m) € {(3,3),(3,4),(3,5),(4,3),(4,4),(4,5),(5,3),(5,4),(5,5)}.
Deste pares apenas (3,3), (3,4), (3,5), (4,3) e (5, 3) satisfazem 2(n + m) > nm.

Substituindo estes valores de n e m para V, A e F encontramos, respectiva-
mente, o tetraedro, o octaedro, o icosaedro, o cubo e o dodecaedro. O

Esta demonstragao encontra-se em [Sommerville].

3.5 Orientabilidade e Numero de Lados de uma Su-
perficie

A faixa de Mobius é ndo orientavel e possui apenas um lado. Embora esses dois
fatos parecam estar relacionados isto € apenas consequéncia do vicio de nossa
parte se sempre imaginar as superficies em R3.

Orientabilidade é propriedade intrinseca, entretanto o nimero de lados de uma
superficie é propriedade extrinseca; como R? é orientavel e a faixa de Mobius é nao
orientavel, ao colocarmos ela em R? esta tera apenas um lado, mas ha 3-variedades
em que a faixa de Mobius possui dois lados mesmo sendo ndo orientavel.

Exemplo 3.5.1. Vamos considerar a faixa de Mobius no centro da variedade K* x S,
como na figura 3.4, onde as setas do cubo indicam a ordem da colagem. O qua-
drado no centro do cubo vai ter seus lados identificados da maneira induzida pela
colagem dos lados do cubo, e se considerarmos uma faixa que vai da face frontal
até a face traseira teremos uma faixa de Mobius mas esta tera dois lados pois se
alguma figura esta sobre a face da faixa voltada para cima se deslocar até a borda,
frontal ou traseira, da faixa de Mobius retornara pela outra borda ainda estando na
face voltada para cima, ou seja, a face voltada para baixo é inacessivel, analoga-
mente chegamos a mesma conclusao para a face voltada para baixo, portanto esta
faixa de Mobius possui dois lados.

Figura 3.4: Figura do exemplo 3.4. Fonte: [Weeks], p. 128.

E possivel a ocorréncia de quatro casos:

1. Superficie orientavel de 2 lados. Por exemplo, S* em R3, e T? em R3.
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2. Superficie nao orientavel de 2 lados. Exemplo 3.5.1.
3. Superficie ndo orientavel de 1 lado. Por exemplo, P? em R3.
4. Superficie orientavel de 1 lado.

A prova deste fato encontra-se em [Seifert & Threlfall].

3.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Teorema 3.6.1 (Gauss-Bonnet). Seja M uma superficie compacta de curvatura k
igualal,0 ou —1 se M é esférica, euclidiana ou hiperbdlica, respectivamente, entao
k.Area(M) = 2mx(M).

Demonstragdo. Se k = 1 temos x(S?) = 2 e x(P?) = 1 e Area(S?*) = 4n, e
Area(P?) = 2m pois ao identificarmos os pontos antipodas acabamos dividindo a
superficie pela metade. Portanto, a relagao vale para k = 1.

Se k = 0 temos T? e a garrafa de Klein, ambos com caracteristica de Euler zero.
Portanto a relagao vale trivialmente.

Se k = —1, considere T" uma triangulagao de M, entdo k. Area(M) = k.Area(T),
se T possui f triangulos que denotaremos por A («,(,7), onde «, 3,y Sao 0s
angulos do triangulo. Sendo assim, k.Area(M) = k.1, Area(s; (ou, Bi, 1)) =
kS (= (i + Bi+7)) = k(fr—2mv) = 27(v — L), onde v & o nimero de vértices
da triangulacao e devido a colagem vale ¢ = % entao x (M) =v—e+ f =v — g
portanto vale a relagao. O

Esta demonstracg ao encontra-se em [Ratcliffe], para outras demonstracdes deste
teorema consultar [do CarmoZ2].

Segue do teorema de Gauss-Bonnet que cada superficie ndo admite mais do
que uma geometria homogénea pois a “curvatura” da geometria (k = 0,1, —1) tem
que possuir o mesmo sinal da caracteristica de Euler.

Exemplo 3.6.1. Qualquer nT?, n > 1, pode ser modelado em H? e pode ser repre-
sentada por um poligono com 4n lados, o comprimento R dos lados do poligono

é determinado pela curvatura k = —1/R?* de H?. A caracteristica de Euler fornece
x(nT?) = 2 —2n e pelo teorema de Gauss-Bonnet temos x(nT?) = 5= [ [ kdo, onde
do é o elemento de area, portanto a area de nT? é 4w (n — 1) R?. ]

Devido aos resultados acima temos que as 2-variedades mais faceis de serem
estudadas sdo as que admitem geometria esférica e euclidiana, devido a suas sime-
trias, mas existe apenas dois representantes de cada uma dessas classes, todas as
outras infinitas variedades possuem geometria hiperbdlica, ou seja, num certo sen-
tido as geometrias mais “acessiveis”, isto é, as que existem em maior quantidade,
sdo as incomuns.
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3-Variedades

Riemann, em sua célebre palestra “On the Foundations that underlie Geometry”, em
junho de 1854, deixou claro que era preciso distinguir entre o conceito de espaco
na matematica e na fisica, e apesar de falar apenas sobre tais conceitos em ma-
tematica ele sabia que a ideia de variedade poderia ser usada para estabelecer a
forma do universo fisico, e propds S* como modelo para o universo [O’Sheal].

4.1 Construcao de 3-variedades

Estudar 3-variedades torna-se complicado por ndo podermos enxerga-las, embora
tenhamos a impressao de estar em um ambiente parecido comR3. Por isso, mesmo
que o estudo de tais variedades nao requeira um ambiente no qual elas estejam
imersas ndo ha perda de generalidade ao fazer a suposicao de que tais variedades
estejam em algum ambiente euclidiano de dimensao maior, como afima o Teorema
de Imersao de Nash [Nash].

Algumas nogdes que valem para variedades de dimensao 2 também valem para
dimens&o 3, por exemplo, da mesma maneira que podemos triangularizar uma 2-
variedade, podemos decompor uma 3-variedade em tetraedros, este fato foi pro-
vado na década de 50 por Edwin Moise e pode ser encontrado em [Moise], e sur-
preendentemente, nem toda variedade de dimensao maior que 3 pode ser triangu-
larizada conforme mostrou Andrew Casson no final da década de 60; tambéem vale
que toda decomposicao por tetraedros é equivalente [Moise].

Existem varias maneiras de construir 3-variedades: o Método de Heegaard, que
essencialmente consiste em identificar as faces de duas superficies; Cirurgia de
Dehn, que utiliza nos para a construgdo de variedades; e 0 método combinatdrio
que é o analogo multidimensional de colar poligonos, ou seja, podemos colar po-
liedros. Esses metodos podem gerar todas as 3-variedades [Andrade], para mais
detalhes ver [Seifert & Threlfall].

Exemplo 4.1.1. Consideremos um cubo cujas faces opostas estdo identificadas
sem que haja rotagées ou inversées. A identificagdo como feita produz o toro tridi-
mensional T3, todo ponto de T? possui uma 3-bola aberta como vizinhanga. [ |

Na colagem do poliedro devemos ter faces identificadas com faces, arestas com
arestas e veértices com vértices.

32
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Figura 4.1: Figura do exemplo 4.1.1. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 466.

Ao estudar 3-variedades Poincaré considerou a classe de variedades que po-
dem ser obtidas ao se identificar faces de um poliedro e mostrou que nem sempre
tal identificacdo gera uma variedade, pois 0s pontos interiores do poliedro sem-
pre terdo uma 3-bola como vizinhanca, os pontos das faces sempre terao 3-bolas
como vizinhangas pois a identificacdo das faces garante a identificacao de duas
semi-bolas, mas os pontos das arestas e dos veértices podem nao ter 3-bolas como
vizinhangas dependendo da colagem, e neste caso o espaco quociente obtido da
colagem nao é uma 3-variedade.

Isso basicamente acontece porque 0s pontos do interior do poliedro formam
classes de equivaléncia no espago quociente que possuem um Unico ponto, 0S
pontos das faces formam classes de equivaléncia que possuem dois pontos mas
as classes de equivaléncia de arestas e vértices possuem um numero variavel de
pontos, conforme a colagem.

Para identificar mais facilmente se uma colagem de poliedros gera ou ndo uma
variedade temos que ter uma maneira de controlar as classes de equivaléncia de
arestas e de vértices.

Para arestas temos o seguinte teste:

Ordenamos apropriadamente os p vértices de cada classe de equivaléncia de
vértices de modo a formar uma sequéncia de faces e arestas como segue
FuneiFu g, FoaeaFpa, - .- Fpie,Fp 2, Onde e; € a aresta comum as faces Fj;,) e
Fiq paracadai=1,...,p; cadaface Fj; 5 € colada a Fj;1 1 paracadai=1,...,p—
1 e Fy, 5 € colada com Fy, ).

Seja e* 0 conjunto no espaco quociente que resulta da colagem do interior das
arestas. Escolhendo vizinhancas no poliedro de forma que sua colagem seja uma
vizinhanca de e* no espaco quociente, a sequéncia de faces e arestas indica uma
ordem de colar todas as vizinhangas em torno de e*.

Orientando e,, acabamos por orientar todas as outras arestas pois elas serao
identificadas, e entao teremos que e, pode ou ndo possuir a mesma orientagao de
e;. Se e, e e, tem mesma orientagdo entdo a vizinhanga de e* € homeomorfa a uma
3-bola e a colagem pode ser uma variedade dependendo da colagem dos vértices,
se e, e e, tem orientagdo oposta entdo a vizinhanga de e* ndo é homeomorfa a uma
3-bola e o espaco quociente ndo é variedade.

Como a orientagcdo de e; induz a mesma orientagdo nas outras arestas e a
reordenacdo delas preserva a orientacdo, seque que toda sequéncia de faces e
arestas, para uma mesma classe de equivaléncia de vértices, vai produzir uma 3-
bola como vizinhanga ou toda sequéncia nao produzira uma 3-bola.

Sendo assim, este teste esta bem fundamentado.

Exemplo 4.1.2. Considere uma colagem como abaixo.
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Figura 4.2: Figura do exemplo 4.1.2. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 468.

As arestas numeradas de 1 a 4 formam uma classe de equivaléncia. Seja T, B,
F, B’, E e D, as faces do topo, da base, da frente, do fundo, da esquerda e da direita,
respectivamente, entdo T1FB2E,D3B’,F4B é uma sequéncia de faces e arestas
para a classe de equivaléncia. Orientando a aresta 1 como indicado na figura 4.2,
as outras herdam as orientagcées mostradas na figura. Devido a colagem das faces
do topo e da base as arestas 1 e 4 adquirem orientacao diferente. Portanto esta
colagem nao produz uma variedade. [

Resumindo, em um espaco quociente obtido de um poliedro, se alguma classe
de arestas ndo possui vizinhanga homeomorfa a uma 3-bola entao o espago quoci-
ente ndo é uma variedade.

Vejamos agora um teste para as classes de vértices.

No conjunto dos vértices, dois vértices sdo equivalentes se eles forem identifi-
cados. Cada classe de vértices produz um ponto no espaco quociente.

Seja{v,--- , v,} uma classe de vértices e v* 0 ponto correspondente no espago
quociente. Se fizermos um corte no poliedro, proximo do vértice, cada vértice sera
0 apice de uma pirdmide cujas faces estao nas faces do poliedro e a base esta no
interior do poliedro.

Considere agora a colecao de todas as pirdmides para uma mesma classe de
vértices, depois de identificadas estas piramides dardo origem a um conjunto B no
espaco quociente de forma que v* esta no interior de B.

Para que o espago quociente tenha chance de ser uma variedade devemos ter
que o interior de B é homeomorfo a uma 3-bola aberta.

Pela maneira como B foi construido temos que sua borda é uma superficie com-
pacta, por ser colagem das bases das piramides.

Se a borda de B ndo é homeomorfa a S* entao o espaco quociente ndo pode
ser variedade.

Observacgdo 4. Para verificar se a borda € homeomorfa a S? podemos aproveitar a
“triangulacao” natural obtida da construcao da regidao B e calcular sua caracteristica
de Euler.

Exemplo 4.1.3. Considere a colagem da figura 4.3.

O vertice de cima ndo é identificado com nenhum outro, portanto sua classe
de equivaléncia contém apenas um ponto. Fazendo um corte proximo do vértice
obtemos uma pird@mide como mostrada abaixo. A colagem do octaedro induz uma
colagem na base da piramide, que forma a borda para uma vizinhanga do vértice
no espago quociente. Como indicado na figura a base da pirdmide € um toro que
nao é homeomorfo a S*. Portanto, esta colagem ndo produz uma variedade. [ |
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Figura 4.3: Figura do exemplo 4.1.3. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 470.

Dos dois testes acima temos o

Teorema 4.1.1. Seja M espaco quociente obtido de um poliedro por colagem de
seus lados aos pares. Entao M é 3-variedade se, e somente se, ndo falha no teste
da aresta e no teste do vértice.

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [Adams & Fransoza].
Vejamos alguns exemplos de 3-variedades.

Exemplo 4.1.4. A variedade abaixo é chamada de “variedade rotacionada por um
quarto’. [ |

Figura 4.4: Figura do exemplo 4.1.4. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 471.

Exemplo 4.1.5. A variedade abaixo é chamada de “variedade rotacionada por um
sexto”. [

Figura 4.5: Figura do exemplo 4.1.5. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 472.

Exemplo 4.1.6. A variedade abaixo obtida identificando-se os pares de faces opos-
tos de um dodecaedro por um décimo de giro no sentido horario é chamada Dode-
caedro de Poincaré. [
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Figura 4.6: Figura do exemplo 4.1.6. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 472.

Exemplo 4.1.7. A variedade abaixo obtida identificando-se os pares de faces opos-
tos de um dodecaedro por trés décimos de giro no sentido horario € chamada Dode-
caedro de Seifert-Weber, esta variedade, assim como o Dodecaedro de Poincaré,
apareceu pela primeira vez em 1933 num artigo de Weber e Seifert “The two dode-
cahedral spaces’(Die beiden Dodekaederrim). [ |

Figura 4.7: Figura do exemplo 4.1.7. Fonte: [Adams & Fransoza], p. 473.

Poliedros em espagos de geometria eliptica possuem angulos maiores que em
espacos euclidianos que sao maiores que em espacos hiperbdlicos.

<N

——

Figura 4.8: A esquerda, um poliedro em espaco esférico; a direta, um poliedro em
espaco hiperbdlico. Fonte: [Weeks], p. 209 e 215.

4.2 Orientabilidade e Caracteristica de Euler

Em dimenséao 2 a caracteristica de Euler € um invariante topologico muito impor-
tante, entretanto em dimenséao 3 ela € um invariante topologico muito util para iden-
tificar variedades entretanto nao fornece absolutamente nenhuma informacao que
ajude a diferenciar topologicamente uma variedade de outra; mais especificamente
temos o
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Teorema 4.2.1. Segja M' um poliedro e M o espac¢o quociente obtido de M’ pela
identificagdo de suas faces. M € variedade se, e somente se, x(M) = 0.

Demonstragdo. Vamos denotar o numero de vértices, arestas, faces e tetraedros
de M por V, A, F e T, respectivamente, sendo assim y(M) =V — A+ F —T.

Os vértices de M’ tem vizinhanga de forma piramidal, que podem ser decom-
postos em tetraedros. Ao identificarmos os lados de M’ acabamos identificando os
lados da piramide e portanto as arestas da base da piramide sao identificadas com
outras arestas formando uma variedade de dimensao 2 que é S? se, e somente se,
M é variedade.

Vamos relacionar o nUmero de vértices, arestas, faces e tetraedros de M’, de-
notamos, respectivamente, por V', A’, F’ e T', somados sobre todos os vértices de
M com A, FeTem M.

Cada face do tetraedro possui 3 arestas e devido a colagem temos A’ = 3F.
Cada tetraedro de M’ é também tetraedro de M, portanto 77 = T, e como cada
tetraedro em M’ possui 4 faces temos F’ = 47" = 4T.

Se olharmos s6 para a base dos tetraedros temos V’ = A’, mas cada A’ vai ser
colado a outra aresta, portanto V' = A’ = 2A.

Portanto, V' — A’ + F' = 2A — 3F + 4T.

Como cada face dos tetraedros em M’ é identificada com outra, temos F =
27" = 2T. Substituindo na relagdo acima obtemos V' — A’ + F' = 2A — 2F 4 2T.

Como V' — A+ F' = (v + - +wvy) — (e + - +av)+ (fi + -+ fv) =
(vy —ay + f1) + -+ (vy —ay + fy) = 2V, onde v;, a;, f; representam o numero de
vértices, arestas e faces da piramide no vértice i.

v; — a; + f; = 2 pois a caracteristica de Euler do tetraedro é 2.

r_ A F
Portanto, x(M) =V — A+ F - T = (V#Jr>—A+F—T—(A—FJr
T)—A+F-T=0.

Esta demonstracao encontra-se em [Adams & Fransoza].

A nocgao de orientabilidade, também muito importante de dimensao 2 ainda
faz sentido em dimensao 3, para formalizar esta ideia vamos precisar de duas
definicoes.

Definicao 4.2.1. Uma Garrafa de Klein Solida é o espaco quociente obtido identificando-
se os discos opostos de um cilindro sdlido por uma reflexdo, como na figura 4.9.

Figura 4.9: Figura da definicao 4.2.1. Fonte: [Adams & Fransoza). p. 473.

Definicao 4.2.2. Uma 3-variedade é ndo orientavel se contém uma garrafa de Klein
solida. Caso contrario é dita orientavel.

Exemplo 4.2.1. A 3-variedade obtida pela identificacdo como na figura 4.10 é ndo
orientavel, pois existe uma garrafa de Klein sdlida cujos discos estdao nas faces
indicadas com o numero 4. [
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Figura 4.10: Figura do exemplo 4.2.1. Fonte: [Adams & Fransoza). p. 474.

4.3 Geometria Riemanniana

4.3.1 Homogeneidade e Isotropia

Nosso objetivo sera definir matematicamente os conceitos de isotropia e homoge-
neidade, para isso precisaremos de alguns conceitos de geometria Riemanniana.

Definicao 4.3.1 (Métrica Riemanniana). Uma métrica Riemanniana em uma va-
riedade deferenciavel M € uma correpondéncia que associa a cada ponto p de
M um produto interno (, ), no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente
no seguinte sentido: Se x : U C R* — M € um sistema de coordenadas locais
em torno de p, com x(xy,...,z,) = q € z(U) e %(q) = dz(0,...,1,...,0), entdo

<%(q), %(q)> = gij(z1, ..., x,) é uma fungéo diferencidvel em U.
1 J q

Definicao 4.3.2. Uma variedade com uma métrica riemanniana sera chamada va-
riedade riemanniana.

Denotaremos por C(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C> em M,
e por C*(M,R) o conjunto das fungbes de classe C>* de M para R.

Definicao 4.3.3 (Conexao Afim). Uma conexdo afim V em uma variedade dife-
renciavel M é uma aplicagao V : C(M)xC(M) — C(M) que se indicaporV (X,Y) =
VxY eparaX,Y,Z € C(M), e f,g € C*(M,R) satisfaz:

(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) V(Y + 2) = VY + Vy 2
(i) V<(fY) = FUXY + X()Y.

Um conceito muito importante é o de conexdo de Riemann de M, para tanto
precisaremos antes dos conceitos de derivada covariante e campos paralelos.

Daqui em diante, a menos que especificado o contrario, I representara o inter-
valo [0, 1].

Proposicao 4.3.1. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexao afim V.
Entao existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao

. iy ., DV
longo da curva diferenciavel v : I — M um outro campo vetorial s ao longo de ~,
denominado derivada covariante de V' ao longo de ~, tal que:
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DV DW

(a) —(V+W> DTaR
df , .
(b) ( fv) = dtv + f , onde W é um campo de vetores ao longo de v e f €

uma fungao d/ferenCIavel eml,

(c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € C(M), isto €, V(t) = Y (~v(t)),
. DV
entao — = Va4, Y
dt dt

Demonstragdo. Suponhamos que existe uma correspondéncia satisfazendo (a), (b)
e (c). Sejaz : U Cc R® — M um sistema de coordenadas com ~(I) N z(U) # 0
e seja y(t) = (z1(t),...,x,(t)), t € I. Vamos denotar X; 8%. Entao podemos
expressar o campo V' localmente como V' = 3~ v’ X, j = 1,...,n, onde v’ = v/(t)

e X; = X;(v(1))-

D DX
Por (a) e (b) temos —— = ZJ dt Xj+> ;v
. . DX; dxZ
Por (c) e (i) T V%Xj = V(Z =i ) X;=>,— dt
i,j=1,....n
Portanto, '
DV dv? dx;
— = —X 0V, X 4.1
dt ; dt J + d v v i) ( )

Esta expressao garante que se existe uma correspondéncia satisfazendo as
condigbes da proposi¢do entéo tal correspondéncia é Unica, pois os X; formam
uma base para T’ M.

oA . D )
Para mostrar a existéncia, definamos d_}t/ em x(U) por (4.1). (4.1) possui as

propriedades desejadas, isto € consequéncia de X; = e das propriedades

9
0X;
de derivada. Se y(W) é outra vizinhanga coordenada, com y(W) N z(U) # 0 e
definirmos % em y(W) por (4.1), as definicbes coincidem em y(W) N xz(U), pela

. D o .
unicidade de d—z/ em z(U). Segue-se que a definicao pode ser estendida para toda
a variedade M, mostrando sua existéncia. O

Esta demonstracao encontra-se em [do Carmo].
Uma vez definida a derivada covariante podemos enunciar a

Definicao 4.3.4 (Campo Paralelo). Seja M uma variedade diferenciavel com uma
conex3o afimV. Um campo vetorial V ao longo de uma curva~y : I — M é chamado

DV
paralelo quando — = 0,Vtel.
Definicao 4.3.5. Seja M uma variedade diferenciavel com uma conexdo afim V
e uma metrica Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,)
quando para toda curva diferenciavel v e qualquer pares de campos de vetores
paralelos P e P’ ao longo de ~, tivermos < P, P') = ¢, onde ¢ € uma constante.
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Definicao 4.3.6. Uma conexdo afim V em uma variedade diferenciavel M é dita
simétrica quando VxY — Vy X = [X,Y] = XY - YX,VX|Y € C(M).

Com estas definicbes podemos enunciar o

Teorema 4.3.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma
unica conexao afimV em M satisfazendo:

a) vV é simétrica

b) V é compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao. Suponhamos que existe tal V, entao

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ) (4.2)
Y{(Z,X) = (VyZ,X) + (Z,Vy X) (4.3)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, V,Y) (4.4)

Fazendo (4.2)+(4.3)-(4.4), e usando a simetria de V temos

XY, 2+ Y{(Z,X)— Z(X,Y) = (X, 2],Y)+{Y,Z],X)+
(X,Y), Z) +2(Z,Vy X).

Portanto,

(2, VyX) = L(X(Y, 2)+Y (2, X) = Z(X, Y ))=3(([X, 2], Y)H (Y, Z), X)+{[X, Y], 2)),

Esta expressao mostra que V esta univocamente determinada pela métrica (, ).
Portanto, se existe tal V ela é Unica.

Para mostrar a existéncia defina V pela expressao acima. Segue das proprie-
dades de (,) e [,] que V satisfaz as propriedades da definicdo de conexao afim, é
simétrica e compativel com a métrica. O

Esta demonstragao encontra-se em [do Carmo].
A conexao dada pelo teorema acima é denominada Conexdo Riemanniana de
M.

Definicao 4.3.7. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma corres-
pondéncia que associa a cada par X,Y € C(M) uma aplicagdo R(X,Y) : C(M) —
C(M) dada por R(X,Y)Z =NVyNxZ —NxVyZ +Vixyv|Z, Z € C(M), onde V é a
conexao Riemanniana de M.

Vamos enunciar algumas propriedades da curvatura Riemanniana de M.
Proposicao 4.3.2. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:

i) R é bilinear, isto é, R(fX; + gX5,Y1) = fR(X:1,Y1) + gR(X3,Y7) €
R(lef}/l +g}/2> = fR(XhYl) +gR(X17}/2) vf?.q € COO(M7 R) eX17X27}/175/2 S
C(M);

i) VX,Y € C(M), o operador R(X,Y) : C(M) — C(M) é linear, isto e,
RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,Y)W e
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z, f € C®(M,R), Z,W € C(M);
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i) RX,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0;

iv) (R(X,Y)Z,T) + (R(Y, Z)X,T) + (R(Z, X)Y,T) = 0;

V) (R(X.Y)Z,T) = —(R(Y, X)Z,T);

vi) (R(X,Y)Z,T) = —(R(X,Y)T, Z);

vii) (R(X,Y)Z,T) = (R(Z, T)X,Y);
viii) ;};}f, Y, Z, W, T)+VR(X,Y,W,T,Z)+VR(X,Y,T,Z,W) =0,YX,Y, Z,W,T €

A demonstracao destas propriedades podem ser encontradas em [Petersen].

Decorre de i) e ii) que R(z,y)z para z,y, z € T,M esta bem definida.

Definicao 4.3.8 (Curvatura Seccional). Seja M variedade Riemanniana, dado um
ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M, o numero K (o) = K(z,y) =
(R(z,y)z,y)

(z, 2)(y, y) — (,9)*’

em p.

onde {x,y} € base de o, é chamado curvatura seccional de o

Observagdo 5. K (o) esta bem definido pois ndo depende dos vetores x,y € o.

Agora estamos em condigdes de enunciar duas definicbes que serao muito im-
portantes ao longo deste texto.

Definicao 4.3.9 (Variedade Isotropica). Seja M variedade Riemanniana, diremos
que M é variedade isotropica se, para cada p € M, a curvatura seccional K (p, o)
néo depende de o C T,M, ou seja, se a curvatura seccional é constante em cada
ponto.

Definicao 4.3.10 (Variedade Homogénea). Seja M variedade Riemanniana, dire-
mos que M é variedade homogénea se a curvatura seccional K (p, o) ndo depende
do ponto p.

Definicao 4.3.11. Se M é variedade isotropica e homogénea diremos que M é uma
variedade de curvatura constante.

Vamos agora mostrar um resultado importante publicado por Schur, em 1886,
mas para isso precisaremos primeiro de dois lemas.
As demonstragbes destes lemas encontram-se em [do Carmo].

Lema 4.3.1. Segja V. um espaco vetorial de dimensao maior ou igual a 2, munido de
um produto interno. Sejam R : VxVxV =V eR : VxVxV — V aplicagbes triline-
ares tais que as condigées da proposicao anterior sejam satisfeitas para (R(x,y)z, t)
e (R'(x,y)z,t). Se x,y sdo dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

R t ! t
K(o) = Bawzt) o Ryt

O )y y) — (o) (z,2){y,y) — (2, y)*’ )
bidimensional gerado por x e y. Se paratodoo C V, K(o) = K'(0), entdo R = R'.

onde o é o subespaco
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Demonstragdo. Basta provar que (R(z,y)z,t) = (R (x,y)z,t) Vz,y,z,t € V.
Por hipétese, (R(x,y)z,y) = (R'(z,y)x,y) Vx,y € V.
Entédo (R(z + z,y)(x + 2),y) = (R'(z + z,y)(x + 2),y), OU seja,
(R(z,y)z,y) + 2(R(z,y)z,y) + (R(2,9)2,y) = (R (z,y)z,y) + 2(R (2, 9)2,y)
+ (R'(z,y)z,y). Portanto, (R(x,y)z,y) = (R'(z,y)z,y) Vx,y,z € V.

Usando esta relagao temos

(R(x,y+t)z,y+t) = (R(x,y+t)z,y+1)
(R(z,y)2, 1) + (R(z,t)z,y) = (R(z,9)z,t) + (R (2,1)z,y)
<R(l’,y)2,t> - <R/(ZL‘,y)Z,t> = <R(y,2)$,t> - (R’(y,z)x,t>.

Esta equagdo nos diz que (R(x,y)z,t)—(R'(x,y)z,t) € invariante por permutacdes
ciclicas dos trés primeiros elementos.

Por iv) da proposi¢ao anterior temos, 3((R(x,y)z,t) — (R'(z,y)z,t)) = 0.

Portanto, (R(x,y)z,t) = (R'(z,y)z,t) Vx,y,z,t € V. ]

Lema 4.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina
uma aplicagdo ftrilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por (R'(X,Y,W),Z) =
(X, WYY, Z) = (Y, W)X, Z),VX,Y, Z,W € T,M. Entdo M tem curvatura seccional
constante igual a K, se, e somente se, R = KoR', onde R é a curvatura de M.

Demonstragdo. Se K(p,o) = K, Yo C T,M. Observe que R’ satisfaz as propri-
edades iv) a vii) da proposi¢ao anterior. Como (R'(X,Y, X),Y) = (X, X)(V,Y) —
(X,Y)?, temos que, para todo par de vetores X,Y € T,M, (R(X,Y, X)Y) = Ko((X, X)(Y,YV)—
(X,Y)?) = Ko(R'(X,Y, X)Y).

Pelo lema anterior, temos R(X,Y, W) = K\R'(X,Y,W), VX,Y,W € T,M, por-
tanto R = Ky R'.

Reciprocamente, se R(X,Y, W) = Ko R(X,Y, W), VX,Y,W € T,M, entdo K, €
constante. [

Com estes lemas podemos, finalmente, demonstrar o

Teorema 4.3.2 (Schur). Seja M variedade Riemanniana conexa de dimensao maior
que 2. Se M é isotropica entdo M é homogénea.

Demonstragdo. Defina R’ : C(M) x C(M) x C(M) x C(M) — C*~(M,R) por
R(W.Z,X,Y) = (W,X){Z,Y) — (Z,X)(W.Y).

Se K(p,o) nao depende de o, pelo lema anterior, R = K(p)R'. Portanto, VU €
C(M), VyR = (UK (p))R.

Utilizando o ultimo item da proposi¢ao anterior, temos

0 = (UK)(W,X)ZY) ~ (Z.X)(W,))
- (XK)((W.Y)(Z,U) = (Z.Y)(W.U))
T+ (YE)(W,UNZ.X) — {Z U)W, X)) (+)

Fixando p € M, como n > 3, é possivel, fixando X em p escolher Y e Z em p tal
que (X, Y)=(Y.Z)=(Z, X)=0e(Z,Z) = 1.

Fazendo U = Z em p e substituindo em (x) temos, (XK)Y — (YK)X, W) =0,
YW e C(M).
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Portanto, (XK)Y — (YK)X =0, e como X e Y sdo linearmente independentes
segueque XK =YK =0VX,Y € T,M. Logo K é constante. O

Nem toda variedade homogénea é isotropica, como se vé pelo exemplo abaixo.

Exemplo 4.3.1. S x S é ndo isotrdpico, pois “se¢des horizontais” sdo esferas S*
enquanto que “segdes verticais” sdo toros S x S, portanto a curvatura seccional é
positiva ou nula dependendo do plano que se considera, entretanto para qualquer
ponto da variedade é possivel escolher pontos em que a curvatura seccional dé
valor positivo ou nulo. Analogamente, R x H? possui curvatura seccional negativa
ou nula. [ |

4.3.2 Curvatura e Topologia

Para vermos como a curvatura influencia a topologia precisaremos antes de outros
conceitos como variedade completa e para isso precisaremos de alguns conceitos
como

Definicao 4.3.12 (Geodésica). Uma curva parametrizada nao constante~ : I — M,
I = (0,1), € chamada geodésica emt € I se o seu campo de vetores tangentes
~'(t) é paralelo ao longo de .

Dado um ponto p € M variedade riemanniana e v € T,M vetor ndo nulo existe
uma unica geodésica parametrizada v : (—e,e) — M com ~(0) = p e 7/(0) = v.
Denotaremos tal geodésica por~v = ~(t, v).

Agora, vamos introduzir o conceito de aplicacdo exponencial.

Sejape MeU Cc TM, TM = UPEM T,M, um aberto entdo a aplicaggdo
exp : U — M dada por exp(q,v) = ¥(1,¢,v) = v(|v],¢ 77), (¢;v) € U, onde ~ é
a geodeésica que passa por q com velocidade v no tempo 1, é chamada aplicagcao
exponencial.

Definicao 4.3.13. Uma variedade Riemanniana M é completa seVp € M, a aplicagcao
exponencial, exp,, esta definida Vv € T,M, isto &, se as geodesicas ~(t) que partem
de p estao definidas Vt € R.

As demonstragées dos teoremas a seguir podem ser encontradas em [do Carmo].
O sequinte teorema mostra a importancia da nogao de completeza.

Teorema 4.3.3 (Hopf e Rinow). Seja M uma variedade Riemanniana e sejap € M.
As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. exp, esta definida em todo o T,,M.
. Os limitados e fechados de M sao compactos.

2
3. M é completa como espaco métrico.
4. M é geodesicamente completa.

5

. Existe uma sucessdo de compactos K,, C M, K, C intK,4; e, K, = M,
tais que se q,, ¢ K,, entdo d(p, q,) — oc.

Além disso, cada uma das afirmacgdes acima implica que
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6. Para todo q € M existe uma geodésica -y ligando p a ¢ comi(vy) = d(p, q).
Corolario 4.3.1. Se M é variedade compacta entdo M é completa.
Como uma aplicacao do teorema acima temos o

Teorema 4.3.4 (Hadamard). Seja M uma variedade Riemanniana completa, sim-
plesmente conexa, com curvatura seccional K (p,o) < 0, para todo p € M e todo
o C T,M. Entdo M é difeomorfa a R", n = dim M; mais precisamente, exp, :
T,M — M é um difeomorfismo.

Como consequéncia deste teorema segue que em variedades hiperbolicas sim-
plesmente conexas, dados dois pontos, ha uma unica geodésica passando pelos
dois.

Os espacos com curvatura seccional constante sdo os mais simples pois dados
dois tridangulos pequenos é sempre possivel desloca-los isometricamente e coloca-
los em posicées diferentes de maneira que possam ser superpostos.

Quando multiplicamos uma meétrica Riemanniana por ¢ > 0 sua curvatura secci-
onal K fica multiplicada por %. Portanto podemos supor K = —1, K =0 ou K = 1.

R”, S*, H" sdo completas e simplesmente conexas e sdo essencialmente as
unicas variedades Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvatura
constante, como veremos mais a frente.

Isso reduz o problema de achar todas as variedades completas de curvatura
constante ao problema de determinar certos grupos de isometrias de R", S" e H".

Para vermos mais alguns resultados relacionando curvatura e topologia vamos
precisar da nocao de curvatura de Ricci.

Definicao 4.3.14 (Curvatura de Ricci). Seja M variedade Riemanniana, e tome
r = z, um vetor unitario em T,M, considere uma base ortonormal {z, ..., z,_1}
do hiperplano de T,,M ortogonal a x, definimos a curvatura de Ricci por Ric,(x) =
L E;:ll < R(z,zj)z, z;).

n—1

Teorema 4.3.5 (Bonnet-Myers). Seja M™ variedade Riemanniana completa. Supo-
nhamos que Ric,(v) > &% > 0,Vp € M, Vv € T,M, |v| = 1. Entdo M é compacta e o
didmetro diam(M) < rr.

Dois resultados importantes, derivados deste teorema sao:

Corolario 4.3.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa com Ric,(v) > § >
0,Vp € M eVv € T,M. Entéo, o recobrimento universal de M €& compacto. Em
particular, o grupo fundamental 11, (M) é finito.

Corolario 4.3.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura sec-
cional K > =% > 0. Entdo M é compacta, diam(M) < mr e II,(M) é finito.

E interessante notar que a estimativa no teorema ndo pode ser melhorada pois
S* tem K = 1 e portanto Ric = 1 e diam(S") = w. E, mais surpreendentemente
ainda, este é o uUnico caso em que a igualdade é satisfeita pois se M" é completa
com Ric,(v) > 5, Vp € M, Vv € T,M e diam(M) = wr entdo M™ é isométrica a S"
de raio r [Cheng].

Um resultado interessante sobre pontos fixos é
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Teorema 4.3.6 (Weinstein e Synge). Seja f uma isometria de uma variedade Rie-
manniana M™, orientada e compacta. Suponhamos que M possui curvatura sec-
cional positiva e que f preserva a orientagao de M se n € par, e reverte-a se n €
impar. Entao f possui um ponto fixo, isto €, existe p € M com f(p) = p.

Corolario 4.3.4 (Synge). Seja M™ uma variedade compacta com curvatura seccio-
nal positiva.

a) Se M™ é orientavel e n é par, entdo M é simplesmente conexa.
b) Sen é impar, entdo M é orientavel.

Se M tem curvatura seccional negativa entao “a topologia” de M esta contida
em I1,(M), pois 11, (M) esta relacionado com o grupo de homotopia de dimenséao 1
e 0s grupos de homotopia de dimensao maiores que 1 sao triviais e portanto nao
dao nenhuma informacgao sobre a topologia de M.

Um teorema interessante que permite relacionar a curvatura seccional de certas
variedades com o grupo fundamental das mesmas é o seguinte

Teorema 4.3.7 (Preissman). Se M é uma variedade Riemanniana compacta com
curvatura seccional negativa, entao todo subgrupo abeliano diferente da identidade
do grupo fundamental 11, (M) € ciclico infinito.

Esse teorema permite prever que certas variedades nao admitem meétrica de
curvatura negativa, como se vé pelo exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.2. Seja N superficie de género maior ou igual a dois e M = N x S
entao M nao possui métrica que torna a variedade M uma variedade de curvatura
negativa, pois se C C I1,(N) é subgrupo ciclico entdo C x 7 C 11,(M) é subgrupo
abeliano que nao é ciclico.

Em particular, o m-toro T™, m > 2 ndo possui métrica de curvatura negativa. B

Outro resultado muito explorado e tema ativo de pesquisa € o teorema da esfera.

Teorema 4.3.8 (Teorema da Esfera). Seja M™ variedade Riemanniana compacta,
simplesmente conexa, com curvatura seccional K. Se(0 < ; < K <1 entdo M é
homeomorfa a S™.

4.4 Geometria Tridimensional

Thurston, em 1982, classificou as geometrias homogéneas de 3-variedades fecha-
das em 8 classes distintas, assim como em dimensao 2 as 3-variedades mais abun-
dantes sdo as hiperbdlicas e novamente os exemplos mais bem entendidos sao de
geometria esférica e euclidiana.

Um conceito que aparecera ao longo deste texto é o de simplesmente conexo e
multiconexo, a definicao de simplesmente conexo sera dada no proximo capitulo de
maneira mais formal utilizando o conceito de grupo fundamental, por hora pode-se
pensar que uma variedade é simplesmente conexa se for conexa e todo caminho
homeomorfo a um circulo puder ser deformado em um ponto; sera chamado de
multiconexa a variedade que nao for simplesmente conexa.
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Uma diferenca grande ocorre se a variedade for ou nao simplesmente conexa,
por exemplo, em uma variedade multiconexa quaisquer dois pontos podem ser li-
gados por mais de uma geodésica, embora isto ocorra para algumas variedades
simplesmente conexas como S™, ndo ocorre para todas, como por exemplo R™.

Qualquer geometria 3-dimensional simplesmente conexa e homogénea que ad-
mite quociente compacto e equivalente a M /G, onde G' € um subgrupo do grupo de

isometrias e M pode serR3,S3 H3,S? x R, H? x R, SLy(R)', Nil? ou Sol, onde Sol é
o0 grupo de Lie® que pode ser representada por R com o produto
(z,y,2)(2',y,2") = (x + exp(—2)2,y + exp(—2)y/, z + 2/).

O grupo G age propriamente descontinuamente em M se Vp € M,3U vizinhanga
depcomUng(U)=Vge€QGq.

Nas proximas secoes sera importante o conceito de isometria.

Definicao 4.4.1 (Isometria). Sejam X,Y espagos métricos, uma fungdo ¢ : X — Y,
€ uma isometria se dy(¢(x),¢(y)) = dx(z,y), Vx,y € X, onde dy e dx Sdo as
métricas nos espacos Y e X, respectivamente.

Note que isometrias sao inje¢oes continuas, que a inversa de isometria é iso-
metria e a composicao de isometrias é isometria.

O conjunto de todas as isometrias de X em X com a composi¢ao formam um
grupo, chamado grupo de isometrias de X .

Exemplo 4.4.1. Sejaa € R" e T, : R" — R", definida por T,(v) = v + a € isometria
pOiS d(Ta<U1), Ta('l)g)) = |(U1 + CL) — (UQ + CL)| = |U1 — U2| = d(Ul,Ug). [ |

Para determinar a topologia de qualquer 3-variedade de interesse neste traba-
lho, ou seja, as 3-variedades orientaveis de volume finito, basta conhecer trés ele-
mentos: o poliedro fundamental associado a variedade, seu recobrimento universal
e 0s subgrupos de isometrias agindo liviemente e descontinuamente no poliedro
fundamental.

Vejamos rapidamente 0s grupos de isometrias que agem nas geometrias tridli-
mencionais simplesmente conexas, homogéneas que admitem quociente finito.

o M =R (geometria euclidiana)

G = R3 x SO(3), produto de translagbes em R? pelo grupo das matrizes ortogo-
nais.

Estas variedades admitem curvatura constante zero.

Alguns exemplos de 3-variedades que admitem esse tipo de geometrias sao: T?
e a variedade rotacionada por um quarto.

e M = S3 (geometria esférica)

G = SO(4), estas variedades admitem curvatura constante positiva.

Alguns exemplos de 3-variedades que admitem esse tipo de geometrias sdo: S?,
IP* e 0 Dodecaedro de Poincaré.

1SLy(R) é o recobrimento do grupo de matrizes reais 2x2 com determinante 1.
2Nil é o grupo de Lie de todas as matrizes de Heisenberg, isto &,

1 = =z
0 1 y| z,yzeR.
0 0 1

3E uma variedade diferenciavel que admite uma estrutura de grupo onde as operagdes de
multiplicagao e inversao sao derivaveis. Por exemplo, (R, +).
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o M = H3 (geometria hiperbélica)

G = SLy(C)/Z,, estas variedades admitem curvatura negativa.

Um exemplo de tal variedade é o Dodecaedro de Seifert-Weber.

o M =S*xR

G = SO(3) x R onde R € o grupo das translagbes em R.

Apenas 7 variedades sem bordo admitem esta geometria, incluindo S* x S e
PP#P?, K® e P? x S.

e M =H?xR

G = SLQ(R)/ZQ x R.

o M = SLy(R)

SLy(R) é o recobrimento universal de SL,(R).

G =R x SLy(R)/Z,

° ]z = Nil

o M = Sol

As geometrias euclidiana, esférica e hiperbdlica sao as unicas isotrdpicas.

Da mesma maneira que podemos obter qualquer 2-variedade por um poligono
com os lados identificados podemos obter qualquer 3-variedade, de interesse deste
trabalho, identificando os lados de um poliedro aos pares, assim acabamos gerando
um ladrilhamento tridimensional do espaco, e assim como no caso bidimensional se
o poliedro fundamental possui mais de 8 faces entao a 3-variedade resultante nao
admite mais geometria euclidiana.

Em dimensao 2 ao fazer soma conexa de duas variedades que pertencem a um
dos trés tipos de geometrias homogéneas, obtemos uma geometria que pertence a
um dos trés tipos, em dimensdo 3 isso ndo ocorre, este tipo de ocorréncia mostra
que ndo é possivel generalizar boa parte dos conceitos que valem em dimensao 2.

O trabalho de Thurston indica que se uma variedade nao admite um dos oito
tipos acima entao ela pode ser decomposta em partes, em que cada uma admite
um dos oito tipos de geometria. Esta conjectura conhecida como Conjectura da
Geometrizacdo de Thurston foi provada por Perelman em 2002.

4.4.1 Variedades Euclidianas

Toda 3-variedade euclidiana possuiR* como recobrimento universal, como veremos
mais a frente.

O grupo de isometrias de R* é composto de translagées, rotagées, reflexées e
da composicdo de translacées com reflexées em uma linha paralela a translagao.
Os subgrupos de isometrias discretos sem pontos fixos contém apenas translagoes
e a composicao de translagdes com reflexbes em uma linha paralela a translacao.

Para conhecer as 3-variedades euclidianas compactas basta olhar para os gru-
pos cristalograficos.

Definicao 4.4.2. Um grupo cristalografico n-dimensional é um grupo discreto I" de
isometrias de R" tal que R"/T" € compacto.

Os grupos cristalograficos recebem este nome porque se P é um poliedro con-
vexo para um grupo cristalografico I' n-dimensional, entdo P é compacto, portanto
limitado e tem um numero finito de lados e podemos considerar P como um modelo
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para um cristal n-dimensional e o ladrilhamento {gP/g € T'} de R™ como um modelo
para uma estrutura cristalina.

O estudo de estruturas cristalinas é chamado cristalografia. No final do século
19 os grupos cristalograficos de dimensao 1,2 e 3 ja haviam sido classificados, e
para cada uma dessas dimensées ha apenas um numero finito de grupos crista-
lograficos, a menos de isomorfismos.

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematicos, David Hilbert, propds
uma lista de 23 problemas que julgara relevantes, o problema 18 era saber se 0s
grupos cristalograficos eram finitos em cada dimensao. Este problema foi respon-
dido de forma positiva por L. Bieberbach, em 1910.

Teorema 4.4.1. Seja I" um grupo discreto de isometrias de R". Entao I' é crista-
lografico se, e somente se, o subgrupo das translacées de I' tem indice finito e
posto n.

Teorema 4.4.2 (Bieberbach). Para cada dimensao n, existem apenas finitas classes
de isomorfismos de grupos cristalograficos n-dimensionais.

A demonstragao destes fatos encontra-se em [Ratcliffe].

Existem um numero exato de classes de equivaléncia de variedades euclidianas
compactas n-dimensionais, paran = 1,2, 3,4 este numero é 1,2, 10, 74, respectiva-
mente.

Existem 18 classes de variedades que possuem geometria euclidiana, destas
apenas R? é simplesmente conexo. Dentre as outras, 7 sdo abertas e 10 fechadas,
significando volume infinito e finito respectivamente, correspondendo as 10 clas-
ses de isomorfismos de grupos cristalograficos acima citados, destas apenas 6 sdo
orientaveis [Levin].

Ao longo do trabalho estaremos interessado, por motivos que ficarao claros mais
adiante, apenas em variedades fechadas e orientaveis, portanto vamos descrever
apenas os 6 tipos que nos interessam.

e T3, vista no exemplo 4.1.1. Podemos expressar T> como R3/T", onde I' =
7 X 7 X Y.

e A variedade rotacionada por um quarto de volta, vista no exemplo 4.1.4.

e A variedade meio rotacionada (rotacionada por meia volta).

e A variedade obtida de um cubo pela colagem dos pares opostos, cada um
rotacionado por meia volta.

e A variedade obtida de um prisma hexagonal colando um par de faces opostas
rotacionadas por dois tercos de volta, e 0s outros lados opostos sem rotagoes.

e A variedade obtida de um prisma hexagonal colando um par de faces opostas
rotacionadas por um tergos de volta, e os outros lados opostos sem rotagées.

Teorema 4.4.3. Suponha que M é compacta com curvatura nula. Se k < n, nao
existe imersdo isométrica f : M — R"**; em particular, o toro plano T™ ndo pode
ser imerso isometricamente em R*"~1,

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [do Carmo].

O poliedro fundamental de uma 3-variedade euclidiana pode possuir volume ar-
bitrdrio mas ndo mais do que 8 faces devido ao fato de que R?® sé admite cubos
e prismas hexagonais como ladrilhamentos, veremos também que 3-variedades
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Figura 4.11: Representacao dos ultimos quatro exemplos de variedades euclidia-
nas, na ordem em que sao citadas acima. Fonte: [Luminet1], p. 275.

esféricas e hiperbdlicas tem uma restricao quanto ao volume de seus poliedros fun-
damentais, as variedades esféricas possuem seus volumes maximos limitados e as
hiperbdlicas possuem valor minimo nao nulo, analogamente ao caso bidimensional.
E possivel ladrilhar H?* por poliedros com nimero arbitrariamente grande de lados.

4.4.2 Variedades Esféricas

As variedade esféricas possuem S* como recobrimento universal, portanto toda 3-
variedade esférica € compacta, como veremos mais a frente no teorema 5.2.1. As
3-variedades que admitem essa geometria foram classificadas, em 1932, por Seifert
e Threlfall [Seifert & Threlfall].

Pode-se mostrar que S™ tem curvatura seccional constante e igual a1 [do Carmo].

Devido a Conjectura de Poincaré todas as 3-variedades esféricas, com excegao
de S?, sdo multiconexas.

O grupo de isometrias de S* é o grupo O(3) das matrizes 3 x 3 ortogonais com
determinante unitario, mas o unico subgrupo discreto nao-trivial sem pontos fixos é
Z, portanto ha apenas duas 2-variedades esféricas: S* e P2.

Em dimens&o 2 o grupo de isometrias de S* é SO(4), no entanto os subgrupos
deste grupo que agem livremente e descontinuamente em S? sdo:

e Z,, p > 2, um grupo ciclico de ordem p; podemos pensar em rotagoes de 27”
ao redor de um eixo arbitrario de R3;

e D,,, m > 2, é0 grupo de simetrias de um poligono plano regular de m lados;

e Grupos Poliedrais. S4o os grupos de simetria dos poliedros regulares (sdlidos
de Platdo).

Definicao 4.4.3 (Grupo Discreto). Um grupo discreto é um grupo topoldgico T' tal
que todos 0s seus pontos sao abertos.

Como o grupo é discreto existe uma distancia ndo nula entre quaisquer dois
pontos da mesma classe de equivaléncia, e os geradores, exceto a identidade, ndo
possuem ponto fixo, também o poliedro fundamental é convexo e possui um numero
finito de faces [Luminet3].

Proposicao 4.4.1. Se I" é um grupo topologico, entao I" é discreto se, e somente
se, {id} € abertoemT.

Demonstragdo. (=) Se I é discreto entédo {id} é aberto.
(<) Seja {id} € aberto e g € T entdo g(id) = g é aberto em I". O

Corolario 4.4.1. Um subgrupo T de O(n) é discreto se, e somente se, T é finito.
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Exemplo 4.4.2. O grupo de simetrias de um sdlido regular P inscrito em S* é um
subgrupo finito de O(3) cuja ordem é 24 se P € um tetraedro, 48 se P € um cubo ou
octaedro, e 120 se P € um dodecaedro ou icosaedro. [

Devido a um carater de dualidade entre os solidos de Platao (o octaedro e o cubo
s&o duais um do outro, o icosaedro e o dodecaedro sao duais um do outro) existem
apenas trés grupos, que preservam o tetraedro, o octaedro e o icosaedro. Esse
carater de dualidade pode ser melhor entendido como consequéncia do Teorema de
Dualidade de Poincaré que estabelece uma dualidade entre os grupos de homologia
e cohomologia, para mais detalhes ver [Lima3].

Fazendo o quociente de S® pelos grupos acima obtemos todas as variedades
homogéneas esféricas, como p e m sdo numeros em N temos infinitas classes de
geometrias homogenéneas esféricas.

Como vol(M) = wvol(S*)/|T|, onde T' é um subgrupo do grupo de simestrias,
segue que quanto maior p ou m, menor o volume da 3-variedade, e o volume
de qualquer 23-\§avriedade esférica € sempre uma fragdo do volume de S?, por isso

2
vol(M) = ]
mente S*, ou seja, qualquer 3-variedade esférica tem volume maximo 2s7*R?, onde
s € uma fragado e R ¢é o raio do recobrimento universal.

possui limite superior correspondendo ao caso |T'| = 1 que é justa-

Observagdo 6. Ao contrario do volume, o didmetro que atinge valor minimo

1aurccos (L cot (E)> ~ 0,326 R, correspondendo ao dodecaedro.
2 V3 5
Exemplo 4.4.3. P* = S*/Z, e vol(P?*) = fvwol((S)*) = w*R3. Qualquer duas
geodésicas em S* comegando no mesmo ponto se intersectam nos seus antipo-
das a uma distancia TR medida ao longo da geodésica, em P? quaisquer duas
geodésicas tem no maximo um ponto em comum.

P3 tem a mesma métrica de S* mas topologia diferente. [

Observacdo 7. O dodecaedro de Poincaré é variedade esférica cujo volume é 120
vezes menor que S?, considerando os dois com mesmos raios.

Proposicao 4.4.2. Toda transformacao ortogonal de R™! se restringe a uma iso-
metria em S", e toda isometria de S™ se extende a uma unica transformagao orto-
gonal de R"1.

Corolario 4.4.2. O grupo de isometrias de S™ € isomorfo ao grupo ortogonal O(n +

1).

A demonstragao destes dois fatos se encontram em [Ratcliffe].

4.4.3 Variedades Hiperbdlicas

Variedades hiperbdlicas ainda ndo foram classificadas este € um problema em
aberto, mas Thurston mostrou que uma grande quantidade 3-variedades é hiperbdlica
[Thurston], mais especificamente temos o
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Teorema 4.4.4 (Thurston). Seja M = H?3/T uma variedade hiperbdlica ndo com-
pacta, orientavel e de volume finito. Entao existe uma sequéncia infinita de varieda-
des hiperbdlicas orientaveis e compactas M; = H?/T';, tais que vol(M;) < vol(M;) <
vol(M), i < j, e que se acumulam em torno de M, no sentido que lim; ,,,I'; =T
pontualmente, e lim;_,, vol(M;) = vol(M).

O grupo de isometrias de H?> é PSL(2,R) ~ SL(2,R)/Z,. Qualquer isometria
de H? pode ser expressa como uma transformagao de Mobius ' + jjjg, z € C,
a,b,c,d € Read— bc> 0.

A dificuldade de “enxergar” H? esta no fato de que ele ndo pode ser imerso
isometricamente em R3, este resultado conhecido como teorema de Hilbert pode
ser encontrado em [do CarmoZ].

Analogamente, o grupo de isometrias de H? atuando no subespaco superior de
R3 é o grupo PSL(2,C) das transformagbes »' = gjjg a,b,c,d € C e ad — be = 1.
Ou segja, é o grupo das transformagées conformes de R* que deixam o subespaco
superior invariante.

O volume de 3-variedades hiperbolicas compactas ndo pode ser arbitrariamente
pequeno, a variedade de menos volume conhecida atualmente é a variedade de
Weeks mas nao se sabe se esta é a de menor volume possivel.

Muitos teoremas interessantes e surpreendentes aparecem no estudo de varie-
dades hiperbdlicas como o teorema de rigidez de Mostow.

Teorema 4.4.5 (Mostow). Sejam M, N n-variedades, n > 2, fechadas, conexas,
orientaveis e hiperbdlicas e ¢ : M — N uma equivaléncia homotopica entre M, N
entao ¢ é homotdpica a uma isometria.

Corolario 4.4.3. A estrutura hiperbdlica em uma n-variedade, n > 2, hiperbdlica,
fechada, conexa e orientavel é tinica a menos de isometria homotopica a identidade.

A demonstragdo destes fatos encontra-se em [Ratcliffe].

Ou seja, para n > 2, as n-variedades admitem no maximo uma meétrica hi-
perbolica, em contraste com o cason = 2 em que uma superficie hiperbdlica admite
muitas métricas hiperbolicas nao equivalentes. Também podemos concluir a partir
deste teorema que se duas n-variedades hiperbolicas, n > 2, possuem grupos fun-
damentais isomorfos entao as variedades sdo isométricas, e mais estranhamente
ainda, para variedades hiperbolicas de dimensao maior que 2, o volume da va-
riedade e o comprimento de arco de geodésicas fechadas se tornam invariantes
topoldgicos!

O teorema também nos diz que fixada uma topologia hiperbdlica entao existe
uma unica métrica compativel com esta topologia, e portanto o volume é fixado por
sua topologia, e sendo assim, podemos classificar 3-variedades hiperbdlicas pelos
seus volumes.

Como consequéncia dos teoremas de Mostow 4.4.5 e de Thurston 4.4.4, as 3-
variedades hiperbdlicas compactas podem ser ordenadas em uma sequéncia enu-
meravel de sequéncias enumeraveis de 3-variedades tais que cada sequéncia de
variedades satisfaz o Teorema de Thurston, a variedade de acumulacao de cada
sequéncia é uma variedade com pontas* e existe uma variedade hiperbdlica de
volume minimo.

“Variedades construidas a partir de poliedros ndo compactos de volume finito sdo chamadas
variedades com pontas.
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E interessante notar que

Proposicao 4.4.3. Toda variedade hiperbolica, completa, n-dimensional, n > 1, de
volume finito tem grupo de simetria finito.

Vamos agora dar uma descrigao mais clara do espago H".
Podemos realizar H" como o conjunto {(x,...,x,) € R"/x, > 0} com a métrica

dij .
9ij(x1,. .., 2,) = =3, onde 6;; é o delta de Kronecker.
T

Desta maneira H" & simplesmente conexo por ser subconjunto conexo de R"
que é simplesmente conexo.

H"™ é chamado espaco hiperbdlico de dimensao n.

Vamos calcular a curvatura seccional de H".

Para facilitar os calculos vamos utilizar o conceito de métricas conformes.

Definicao 4.4.4. Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferenciavel M sdo
ditas conformes se existe uma fung¢ao diferenciavel f : M — R positiva tal que
Vp e M eVu,v € T,M tem-se < u,v >,= f(p)(< u,v >),.

Exemplo 4.4.4. A metrica g;;j(x1,...,x,) = —; é conforme a meétrica usual do R"

dada por f;j(x1,...,x,) = 6. [ |

Vamos denotar por ¢ a matriz inversa de g;;, entdo gg;, = o, ou seja,
ey ] 3
g9 (%“) = d,,, dai obtemos ¢ = z26,;. Fazendo f = log(x,) e denotando por
xn
. . P 0 i . 2 8$n 51
f; a derivada parcial de f em relagdo a x; temos Jik _ g = Sn o0k fj-
0z, x} Ox; 2

Os simbolos de Christoffel sao definidos por

1
Fk = — —Gim i — i mk
K 2; <8xig] +8x-g 3xmg])g

No calculo que estamos fazendo teremos:

1/ 0 0 0
Fij - 2 (8fL‘Zgjk + 8x]~gkl afEngj) xn
= —Ojufi — Onif; + 0ijfr

Portanto, temos

fesei=j#k
—fjsei=k#j
=S —fisej=k#i
—fisei=j=k

0sei#j#kei#k.
Com essas relacbées dos simbolos de Christoffel podemos calcular os coeficien-
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tes da curvatura que sao definidos por:
1
Rijij = Z lelglj zgzg]J = szz 2
o .
_ l l
- 562 (Z FUF;I Z szrzl + _F] - 3_.7:11—‘;’>
= = ( > fzfz+ff—ff—ff+ff+fjj+fu>

14,145
= > A+ fat L
l

Portanto, temos jok = —fufj — frjy Bl = fife + fris R k =0eR;u=0seos
quatro indices sao distintos.
obtemos K;; =
Ox; 8353 7
Riiii
" = Ry = (=S fE+ P+ fat fig)w
Gii9j;
1
Sei #nej#nteremos K;; = < 2)3: =—1,sei=nej#n(amesma
xr
1
conta vale parai #+ j e j = n) teremos K,,; = (—f2 + f2 + fun)12 = ——2:153 —1.

Portanto, H" tem curvatura seccional constante igual a -1.
Para mostrar que H" é completo vamos utilizar o seguinte resultado.

Proposicao 4.4.4. Seja M variedade Riemanniana. Se M é homogénea entao M
é completa.

Demonstracdo. Suponhamos que M nao € completa, entao existem p € M e uma
geodésica normalizada ~ : [0,t] — M com ~(0) = p que ndo se estende além de
to, pelo teorema de de Hopf e Rinow 4.3.3. Sejam ¢ > 0 suficientemente pequeno
tal que ¢ = (to — 5) e considere as bolas B.(p) e B.(q). Seja ¢ : M — M uma
isometria com ¢(p) = g e v € T,M, |v| = 1, tal que do,(v) = +'(to — 5). Como v
esta normalizada tem-se |v| = |d¢,(v)| = |/ (to — §)| = 1. Por outro lado, considere
a geodésica a : [0,¢) — M dada por a(t) = exp,(tv). Temos entdo que (¢ o a)(0) =

6(p) = ¢ = (ts — §) € (¢.0a)(0) = dd,a'(0) = dg,(v) = 7/(to — ). Portanto, ¢ o a
uma geodésica que parte de ¢ = ~(t, — §) com velocidade +/(t, — 5) na bola normal
Be(g). Por unicidade, ¢ o o = 7|y, ¢ 1), OU s€ja, podemos estender v na bola B.(q),
e portanto, além de t,. Absurdo. O

Como a curvatura seccional de H™ é constante segue pelo teorema de Schur
4.3.2 que H" € homogénea, e pela proposicao acima segue que H" é completa.

Mais geralmente, pode-se mostrar que se M € um espacgo de recobrimento de
uma variedade Riemanniana M, entdo M é completa se e somente se M é com-
pleta. Pelos teoremas de Schur 4.3.2 e Hopf e Rinow 4.3.3, temos que para as va-
riedades consideradas neste trabalho sempre podemos encontrar uma geodésica
ligando dois pontos dados p e q.

Vejamos agora como sao as isometrias de H".
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Teorema 4.4.6 (Liouville). Seja f : U — R", n > 3, uma transformacdo conforme de
um aberto U C R". Entdo f é a restricdo a U de uma composicao de exatamente
uma isometria, uma dilatagdo e uma inversao.

Teorema 4.4.7. As isometrias H" sdo as restricbes a H" C R" das transformacdes
conformes de R™ que levam H" sobre si mesmo.

Em dimens&o 2 o teorema acima implica que em H? as isometrias sao as transformagoes
de Mobius.

E possivel ladrilhar H? com poliedros que possuem um ndmero arbitrariamente
grande de lados. E, assim como no caso 2-dimensional, existe uma 3-variedade de
volume minimo, embora este volume seja desconhecido atualmente.

Meyerhoff provou que vol,.;,, > 0,00082R3, onde R é o raio de curvatura do reco-
brimento universal, a variedade hiperbolica de menor volume conhecido atualmente
foi descoberta por Jeffrey Weeks e, independentemente, por Matveev e Fomenko e
possui volume de 0,94272R? [Luminet2].

4.5 O inicio do estudo de 3-variedades

Poincaré estava interessado em determinar a forma do universo, entretanto a teoria
de 3-variedades estava sendo construida naquela época, seus estudos a respeito
de variedades o levou a tentar encontrar um conjunto de invariantes que permitisse
distinguir quaisquer duas variedades, e devido a estes estudos acabou desenvol-
vendo o conceito de Grupo Fundamental, esses resultados foram publicados em 6
artigos, o primeiro em 1895 e o ultimo em 1904 [O’Sheal].

O grupo fundamental ser trivial significa que qualquer caminho homotopico a um
circulo pode ser deformado a um ponto.

Continuando seus estudos, Poincaré acabou desenvolvendo, em 1900, a se-
guinte conjectura: Toda 3-variedade compacta com homologia trivial ¢ homeomorfa
as?. O prdprio Poincaré encontrou, em 1904, um contra-exemplo para esta conjec-
tura, a 3-variedade ficou conhecidade como Dodecaedro de Poincaré pois pode ser
construida a partir da identificagao as faces opostas de um dodecaedro depois de
um décimo de giro no sentido anti-horario.

Ainda, tentando caracterizar S* Poincaré acabou formulando outra conjectura
que logo ficou conhecida como Conjectura de Poincareé, esta afirma que se o grupo
fundamental de uma 3-variedade compacta e conexa, sem bordo, é a identidade
entio esta variedade é homeomorfa a S®. Esta conjectura demorou cerca de um
século para ser resolvida na sua formulagdo original, Stephen Smale provou para
n > 4, Michael Freedman provou para n = 4 e Gregori Perelman, em 2002, provou
a conjectura original para n = 3. Portanto qualquer 3-variedade compacta nao
homeomorfa a esfera é chamada de multiconexa.

Assim, Poincaré praticamente acabou criando a Topologia Algébrica com o con-
ceito de grupo fundamental e outros conceitos em uma série de publicagées [O’Shea].
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A topologia algébrica surgiu no espirito de diferenciar variedades que ndo sao ho-
meomorfas através da associacdo de alguma entidade algébrica a variedades, e
entao tentar reduzir o problema topoldgico para um problema algébrico. Existem
varios invariantes topoldgicos, como, por exemplo, Grupo Fundamental, Carac-
teristica de Euler, Orientagcao, Grupos de Homologia (Simplicial e Singular), Grupos
de Homotopia, Cohomologia (incluindo o caso especial e interessante de Cohomo-
logia de de Rham) e Grupos de Holonomia.

5.1 Grupo Fundamental

Para estabelecer a ideia de grupo fundamental precisaremos antes do conceito de
homotopia.

Definicao 5.1.1 (Homotopia). Sejam X,Y espacos topoldgicos, e sejam f,g: X —
Y fungbes continuas. Uma homotopia entre f e g € uma fungao continua H :
X x1 — Y talqueVx € X, H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x). Se existe uma
homotopia entre [ e g, dizemos que [ e g sao homotdpicas e denotaremos por

J~g.

Exemplo 5.1.1. Sejam f,g : R — R? definidas por f(z) = (z,2?) e g(z) = (z,x).
Entdao H : R x I — R? definda por H(z,t) = (z,2? — tz* +tx) é homotopia de f para
g. [ |

Proposicao 5.1.1. Para quaisquer espacos topologicos X,Y , a propriedade de “ser
homotopico a’é uma relagao de equivaléncia no conjunto das fungées de X paray .

Demonstragdo. e f ~ f, basta tomar H(x,t) = f(x)

e Se existe H tal que f ~ g entdo H(z,t) = H(z,1 —t) é fungdo continua e
V€ X temos H(z,0) = H(z,1) = g(z) e H(z,1) = H(z,0) = f(x). Logo, g ~ f.

e Se existe homotopia F' entre f e g, € uma homotopia G entre g e h, com
fig,h: X — Y entao

[ F(z,2t) se0<t <1
H(x,t){ G(z,2t —1) se 1 <t <1

55
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é funcao continua, H(z,0) = F(z,0) = f(z) e H(z,1) = G(z,1) = h(x). Ou seja, se
f~geg~hentao f ~ h. O

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].
A relacao de homotopia é preservada por composicao, isto é

Proposicao 5.1.2. Se /o, f1 : X =Y e gy, 91 : Y — Z sdo continuas com f, ~ f, e
go =~ g1 €ntao go o fo ~ g1 o f1.

Demonstracdo. Seja F homotopia entre f, e f; € H homotopia entre g, € g;,. Defi-
nindo H : X x I — Z por H(z,t) = G(F(z,t),t), temos que H é fungao continua,
H(SL’, O) = G(F(I, O)? 0) = G(f0(23>, O) = gO(fO(x)) € H(Q}, 1) = G(F(xa 1)7 1) = G(fl(x>a
g1(fi(x)). O

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].

Exemplo 5.1.2. Seja X espaco topologico e B C R" conjunto convexo. Sejam f, g :
X — Bentdo H(z,t) = f(x) +t(g9(x) — f(z)) € fungdo continua com H(z,0) = f(x)
e H(z,1) = g(x), ou seja, [ e g sdo homotopicas. |

Vamos utilizar a ideia de homotopia juntamente com conceitos sobre caminhos
para definir grupo fundamental.

Definicao 5.1.2 (Caminho). Um caminho em um espacgo topologico X é uma fungdo
continua v : J — X, onde J = [sg, s1], so,s1 € R. ~(so) € dito ponto inicial do
caminho, e v(s;) € dito ponto final do caminho. O caminho é dito fechado quando
V(s0) = 7(s1)-

Segue do exemplo 5.1.2 juntamente com a proposicao 5.1.2 que podemos con-
siderar J = I = [0, 1], sem perda de generalidade.

Definicao 5.1.3 (Conexo por Caminhos). Um espaco topoldgico X é dito conexo por
caminhos se quaisquer dois de seus pontos podem ser ligados por um caminho.

Teorema 5.1.1. Seja X espaco topoldgico conexo por caminhos entao X é conexo.

Demonstracao. Suponha U,, U; C X abertos nao vazios tal que Uy UU; = X e
seja xg € Uy e x; € U;. Como X é conexo por caminhos, existe um caminho v
ligando z, a z;. Vale que v *(Uy) e v~1(U,) sé@o abertos disjuntos em I tal que
v HUy) Uy~H(U;) = I. Além disso, 0 € v~ '(Uy) e 1 € v }(U;), ou seja, esta é uma
particdo nao trivial de I e portanto I € desconexo. Absurdo! O

Esta demonstragao encontra-se em [LimaZ2)].

Daqui em diante estaremos interessados em homotopias sobre caminhos que
possuem 0s mesmos pontos iniciais e finais, ou seja, se vy, e v, sao dois caminhos
de I em X e existe homotopia satisfazendo H(0,t) = ~0(0) = 71(0) e H(1,t) =
(1) =n(1), Vs, t € I, e H(s,0) = 7yo(s), H(s,1) = n(s).

Definicao 5.1.4 (Produto de Caminhos). Sejam X espaco topoldgico e dois ca-
minhos f : [a,b] — X e g : [b,c] — X, se f(b) = ¢(b), definimos o produto dos
caminhos, denotado por f VvV g, como sendo

| f@t) set€a,b]
JVg= { g(t) set € b, .
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Podemos reparametrizar os caminhos e por isso, de agora em diante, conside-
raremos todos os caminhos definidos em I.

Lema 5.1.1. A multiplicagcdo de classes de equivaléncia de caminhos é associativa.

Demonstragdo. Sejam X espago topoldgico e f,g,h : I — X caminhos tais que
f(1) =g¢(0) e g(1) = h(0), considere F' : I x I — X definido por

4t
0<t<stl
f(1+s> - - 4
F(t,s)=1{ gdt—1—-5) H < <2

11—\ !
[ 2 <y <]
( 2—s S
F é continua,
fl4t) 0<t<g
F(t,0)=1¢ g4t—1) 1 <t<1
hM—=1+42t) 3<t<1

ou seja, F(t,0) = ((f Vg)Vh)(t), e

f2t) 0<t<g
F(t,1)=q g(dt) 3<t<3
h(=3+4t) 3<t<1
ou seja, F(t,1) = (f V(g Vv h))(t) O

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].

Para afirmar que dois caminhos sao homotdpicos é necesario que os caminhos
possuam as mesmas extremidades. Em particular, podemos usar caminhos fecha-
dos.

A classe de homotopia do caminho~ : I — X é o conjunto de todos os caminhos
em X que possuem as mesmas extremidades que ~ e que sdo homotdpicos a ~
com extremos fixos durante a homotopia.

O conjunto dos caminhos num espaco topologico X munido da composi¢ao de
caminhos nao forma um grupo, pois o produto de caminhos sé esta definido quando
o ponto inicial de um coincide com o ponto final de outro e a composi¢ao de cami-
nhos nao é associativa e nao possui elemento neutro.

No entanto, estes problemas sao resolvidos quando consideramos as classes
de homotopias de caminhos.

Proposicao 5.1.3. v! ~ (y)"! paray ~ .

Demonstragdo. Seja H homotopia entre vy e 7/, entdao G : I x I — X, G(s,t) =
H(1 — s,t) € homotopia entre v~ e /71, O

Seja [] a classe dos caminhos de x a y, e 1] a classe dos caminhos de y a z,
definiremos o produto [yo] V [11] := [0 V 7]

Este produto esta bem definido pois nao depende da escolha de ~, € ;.

Analogamente, definiremos [o]~! := [y, '], onde vy € [o].

Proposicéo 5.1.4. [ v [y7'] = [ea], V7' VI = [ey), [ea] V V] = Y] = 1] V [ey)-
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Observacdo 8. Numa homotopia a ~ b V ¢ € permitido o ponto final de b mover-se
durante o processo, 0s extremos de b V ¢, iguais aos de a devem permanecer fixos.

O conjunto das classes de equivaléncia ainda ndo é grupo, pois [][y~!] = [e.] €
0] = ey,

Agora, se considerarmos a estrutura de multiplicagao de caminhos como acima,
mas restringindo-se ao caso particular de caminhos fechados obtemos um grupo,
o chamado grupo fundamental, denotado por 11, (X, x,), onde xq € o ponto inicial e
final e sera chamado ponto base do grupo fundamental.

O ponto z, ndo é fundamentalmente importante pois se x, € =, pertencem a
mesma componente conexa por caminhos de X entdo 11;(X, xy) e I1;(X, x;) sdo
isomorfos, este € o conteudo do

Teorema 5.1.2. Cada classe de homotopia v de caminhos que ligam xq a x, induz
um isomorfismo 7 : 11, (X, ;) — 11, (X, zo), dado por¥(a) = vV a VvV y~L

Demonstragao. Seja v uma classe de homotopia de caminhos que ligam z, a x;.
Sea € II1(X, z1) entdo yVaVvy(xg) = y(zo)V(aVy™) =z (aVy™) = 21771 = x,
ou seja, yay~! € I (X, zp).

Observe que 7V (aVB)Vyt = (yvavy)(yVvEVvyt), logo 7 € homomorfismo
de grupos.

Seja g € I11(X,xp), entdo v L vV BV y € TI (X, 21) pois xyy ' VAV Yy =208V 7y =
roy=x1 €7V (Y IVEVAY) =4V (y VBV V=6 eI (X, x).

Portanto 7 é sobrejetiva.

Agora, dados 3,0 € II;(X, z¢) se = o entdo, pela sobrejetividade temos que
existem a,b € I1,(X, z;) talque yVaVvy™' = BeyVvbVy~! = o, portanto yVaVvy~! =
vV bV~ tomando v a direita e v~! a esquerda temos a = b. O

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].

Corolario 5.1.1. Se X é conexo por caminhos entdo para quaisquer pontos de base
xo € x1, 08 grupos fundamentais 11, (X, zy) e I1;(X, x,) s&o isomorfos.

Este resultado nos diz que as propriedades de grupo independem do ponto = e
dependem apenas do espaco, desde que este seja conexo por caminhos.

Observagdo 9. Nao existe isomorfismo natural entre os grupos fundamentais, para
cada [4], 7 geralmente varia. Quando o grupo € abeliano o isomorfismo independe
de [y]. I1; (X, zy) depende da componente conexa por caminhos do ponto .

Teorema 5.1.3. Os grupos fundamentais de espagos homeomorfos sao isomorfos.

Demonstragdo. Uma aplicagdo continua f : X — Y induz um homomorfismo f; :
II; (X, z9) — I (Y, f(xo)) definida por fi(a) = [f o a], onde a = [a]. f; estd bem
definida pois a ~ a’ = foa ~ fod, defato, f o (ab) = (f oa)(f ob), de modo que
fi(aB) = fi() £(5).

Sejam f : X - Y eg:Y — Z continuas entdo obtemos os homomorfismos
induzidos fﬁ : Hl(X, .I'Q) — Hl(}/a f(.fl?o)) e gy - Hl(Y, f(xo)) — Hl(Z,g(f(a:O)))

Temos que (g0 f):() = [(g o f)a] = g([f o a]) = (g; fy)(a). Seid: X — X éa
identidade entdo id; : I1; (X, zo) — II, (X, z9) € homomorfismo identidade.

Se f € homeomorfismo entao id; = (f~'of); = fﬁ—lofﬁ eidy = (fof 1) = fﬁofﬁ_l,
ou seja, f; possui inversa a direita e a esquerda logo é bijetiva. O
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Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].

Este resultado nos diz que o grupo fundamental é invariante topologico, a menos
de isomorfismos.

Se os grupos fundamentais de dois espagos nao sao isomorfos entao os espagcos
nao sdao homeomorfos.

Pode-se provar que o grupo fundamental de qualquer variedade é enumeravel
[Lee2].

Definicao 5.1.5 (Espaco Contratil). Um espaco topoldgico X é contratil quando é
homotopico a um ponto.

Proposicao 5.1.5. O grupo fundamental de um espago contratil possui unico ele-
mento.

Definicao 5.1.6 (Simplesmente Conexo). Um espaco topologico X diz-se simples-
mente conexo quando é conexo por caminhos e 11, (X, xy) = {0} Vz, € X.

Em outras palavras, um espaco simplesmente conexo é um espago conexo por
caminhos e todo caminho fechado sem auto-intersegao pode ser deformado a um
ponto.

Teorema 5.1.4. Sen > 1 entdo S™ é simplesmente conexo.

A demonstragdo deste fato encontra-se em [LimaZ2].
Agora veremos uma proposi¢cao que nos ajudara no calculo do grupo fundamen-
tal de algumas variedades.

Proposicao 5.1.6. Sep: X xY — X eq: X xY — Y sdo as projegées naturais
entdo ¢ : 11, (X x Y, (xo, v0)) — I1(X, zo) x II1(Y, yo), dado por p(a) = (py(a), gs(c))
€ um isomorfismo.

Demonstragdo. Seja v, : I — X x Y caminho fechado com base no ponto (xz, yo),
entdo v é da forma ~;(s) = (ai(s),b1(s)), onde a = p o ¢ € caminho fechado em X
com base em zy, e b = g o c € fechado combaseemy, € Y. Seja~y, : [ - X x Y,
72(s) = (az(s), ba2(s)) outro caminho fechado em X xY com base em (z¢, yo) € X xY.

Entdo v, ~ . se, e somente se, a; ~ ay € by ~ by,. De fato, K(s,t) =
(G(s,t), H(s,t)) € homotopia entre 7, e 12 se, e somente se, G € homotopia en-
tre a; e a; € H € homotopia entre b; e bs. O

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].
Esta proposigao diz que o grupo fundamental de um espago produto é isomorfo
ao produto dos grupos fundamentais de cada espaco.

Proposi¢ao 5.1.7. II;(S) ~ Z.

Ver [LimaZ2].
Corolario 5.1.2. 1, (T?) ~ I1,(S) x I1,(S) ~ Z x Z ~ 7Z?, mais geralmente I1,(T") ~
7.
Corolario 5.1.3 (Toro sélido). Seja D o disco fechado unitario, o toro sdlido é reali-
zado como S x D, portanto I1, (S x D) ~II;(S) x I1;(D) ~ Z x {0} ~ Z.

Corolario 5.1.4 (Cilindro). O cilindro (infinito) é realizado como S x R, portanto
Hl(S X R) ~ Hl(S) X Hl(R) ~ 7 X {0} ~ 7.

Corolario 5.1.5. S e T" nao sao contrateis.
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5.2 Espaco de Recobrimento e Recobrimento Univer-
sal

Partindo do dominio fundamental e agindo através de simetrias em cada ponto do
dominio fundamental gera-se uma cobertura do espaco no qual o poligono esta,
chamada Espaco de Recobrimento.

Por exemplo, o espago de recobrimento do toro pareceria como abaixo.

Figura 5.1: Espaco de recobrimento do toro T2.

Ou seja, 0 R? é o0 espago de recobrimento do toro T?, essa contrugao ja apareceu
no capitulo 2 no inicio da segao 2.2.

Definicdo 5.2.1 (Recobrimento). Uma aplicagdop : X — X chama-se recobrimento
quando cada ponto x € X pertence a um aberto V. C X tal que p~'(V) = U, Ua
€ uma unigo de abertos dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por p
homeomorficamente sobre V. O espagco X chama-se espacgo de recobrimento de
X.

O espaco de recobrimento é simplesmente conexo [Massey1].

Observacao 10. Um recobrimento p : X > X € um homeomorfismo local de X
sobre X, mas nem todo homeomorfismo local de X sobre X é recobrimento.

Exemplo 5.2.1. Exemplos triviais de recobrimento podem ser obtidos considerando
id : X — X, opar (X,id) é um recobrimento de X, e sejap : X — Y um homeo-
morfismo, entdo o par (X, p) € um recobrimento de Y.

Exemplo 5.2.2. Sgjap : R — S, definida por p(t) = (sint,cost). O par (R,p) € um
espaco de recobrimento do circulo S.

Lema 5.2.1. Se f : X — Y é um homeomorfismo local entdo a imagem inversa
f~Yy) de cada pontoy € Y é um subconjunto discreto em X.

Demonstragdo. Cada ponto = € f~'(y) possui uma vizinhanga U na qual ele é o
ponto que se aplica em y por f. Entdo U N f~1(y) = {z}. O

Corolario 5.2.1. Seja X compacto, Y Hausdorffe f : X — Y homeomorfismo local
entao f~1(y) é finito para caday € Y.

Demonstracao. f~'(y) = Uy, Uy f ~1(y)) sao abertos em X, como X é compacto,
toda cobertura aberta admite subcobertura finita, como cada U, N f~*(y) é finito,
segue que f~1(y) é finito. O
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Teorema 5.2.1. Sejap : X — p(X) uma aplicagdo de recobrimento, com X com-

pacto e p(X) conexo Hausdorff entdo p(X) é compacto.

A demonstragdo encontra-se em [LimaZ2)].

Agora veremos a formalizacao de algumas ideias que ja apareceram neste capitulo.

Para obter algumas aplicagbes de recobrimento interessantes iremos precisar
do conceito de grupos propriamente descontinuos operando livremente.

Definicao 5.2.2. Seja M um conjunto e G um grupo. Uma acdo a esquerda de G
em M é uma aplicacdo ¢ : G x M — M tal que:

1. ¢(id,z) = x, Vo € M;
2. ¢(gh,r) = ¢(g,6(h,x)), Vg,h € G ex € M.

Utilizando uma notagdo mais corrente podemos escrever os itens acima como
id(z) = x,Vx € M; e gh(x) = g(h(x)), Yg,h € G ex € M.

Exemplo 5.2.3. Seja M espago métrico, o grupo das isometrias de M age em M
por¢(¢,z) = (). u

Diz-se que G opera livremente se G\{id} ndo possui pontos fixos, ou seja,
o(g,x) # x, Vg € G\{id} e Vx € M, ou equivalentemente, se g,h € G\{id} com
g # h entao g(z) # h(x), Vo € M.

Defini¢do 5.2.3 (Orbita). A drbita de um ponto = € M relativamente a um grupo G
é o conjunto G, = {g(z)/g € G}.

Definicao 5.2.4 (Acao Transitiva). Uma acdo é transitiva se dados =,y € M quais-
quer existe g € G tal que g(x) = y.

A relacdo “existe g € G tal que g(x) = y” é relagdo de equivaléncia entre os
pontos x,y € M. Portanto, dados =,y € M entdo G, = G, ou G, G, = 0.

Proposicao 5.2.1. Uma acao ¢ transitiva se, e somente se, existe xo € M tal que
dado y € M existe g € G tal que g(xo) = y.

Demonstracao. (=) Se a acao é transitiva dado = € M qualquer, segue da definicao
de acgéo transitiva que existe g € G tal que dado y € M tem-se g(x) = y.

(<) Sejam z,y € M. Por hipbtese, existem ¢, g € G tal que ¢1(xo) = y € g2(x0) = z,
sendo g = gig;* temos que g(z) = gi(gz () = 9195 ' (92(20)) = g1(0) = y. O

Em outras palavras, uma acao é transitiva se G, = M.

Definicao 5.2.5 (Ag¢ao Propriamente Descontinua). Diz-se que um grupo G de ho-
meomorfismos de M opera de modo propriamente descontinuo quando todo ponto
x € M possui uma vizinhanga V tal que Vg € G\{id}, tem-se g(V) NV = (), ou
equivalentemente, se g,h € G, com g # h entdao g(V) N h(V) = (.
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Dado um grupo G de homeomorfismos de M, denotaremos por M /G o espago
quociente de M pela relagcao de equivaléncia cujas classes séo orbitas G, x € M.
A projecdo canbnicap : M — M /G associa a cada x € M sua orbita p(x) = G,. A
topologia de M /G tem como abertos os conjuntos A C M/G tal que p~'(A) é aberto
em M. Assim, os abertos de M /G tem a forma p(U) onde U C M é um aberto que
€ uniéo de orbitas.

A aplicagao continuap : M — M/G € aberta pois se V. C M é aberto entio
pH(p(V)) = U,eq 9(V) € aberto em M.

Proposicao 5.2.2. Seja G um grupo de homeomorfismos operando liviemente no
espaco M. Entdo G € propriamente descontinuo se, e somente se, p : M — M/G
é recobrimento.

Demonstragdo. (=) Seja y = p(x) € M/G ponto arbitrario. Tome U vizinhanga de x
tal que g(U)NR(U) =D para g,h € G e g # h. Como p é aplicagao aberta p(U) =V
é vizinhanga aberta de y. Temos p~'(V) = U, 9(U), unido de abertos dois a dois
disjuntos, restrita a cada um dos quais a aplicagao continua e aberta p é injetiva,
logo € um homeomorfismo sobre sua imagem p(g(U)) = p(U) = V.

(<) Se p é recobrimento entao € localmente homeomorfismo e portanto local-
mente injetiva, ou seja, cada ponto x € M esta contido num aberto U no qual ndo
ha dois pontos na mesma orbita, ou seja, g(U) N U = 0. N

Esta demonstracdo encontra-se em [LimaZ2].

Exemplo 5.2.4. Para cadam € 7Z, sefaT,, : R — R a translagéo T,,(x) = © +m. O
conjunto G = {T,,/m € Z} age propriamente descontinuamente em R. Mais geral-
mente, seja 7™ C R"™ o subgrupo aditivo formado pelos vetores cujas coordenadas
sdo inteiras. Para cadav € 7", sejaT, : R" — R™ a translagdo T,,(x) = z+wv. O con-
junto G = {T,/v € Z"} é um grupo propriamente descontinuo de homeomorfismos
de R™. [

Exemplo 5.2.5. Seja o : S™ — S™ a aplicagcéo antipoda. O conjunto G = {id,a} €
um grupo de homeomorfismos de S™ pois ao«a = id. G é propriamente descontinuo
pois se V' é um aberto contido num hemisfério entdo a(V) NV = (). [ |

Exemplo 5.2.6 (Grupo que age continua e transitivamente em S"~!). Note que to-
dos os pontos da esfera (centrada na origem, por convéniencia) podem ser vistos
como vetores unitarios de R" e que as matrizes ortogonais preservam a norma de
vetores.

Denotemos por SO(n) o conjunto de todas as matrizes ortogonais de ordem n
com coeficientes reais e determinante 1. Como S"! = {x € R"/||z|| = 1} podemos
definir de modo natural a acdo ¢ : SO(n) x S* ' — S"~! por ¢(A,z) = Ax.

O contradominio é S™~! pois Id € SO(n), e esta agdo é continua pois matrizes
de SO(n) séo transformagoes lineares entre espagos de dimensao finita. Vejamos
que SO(n) age transitivamente.

Sejam x,y € S"~1, sabemos que é possivel completar x e y para bases ortonor-
mais{z,xy,...,Tn-1} €{y,y1,...,yn—1} deR". DefinindoT : R* — R" porT(z) =y,
T(x;)) =y, 1 =1,...,n—1. Amatriz A associada a esta transformacgéao linear em
qualquer das duas bases é ortogonal e por construgdo T'(x) = y.
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Se det A = —1 permuta-se algum par de elementos de uma das bases com
excecgdo de x e y e entdo temos det A = 1. Portanto, SO(n) age transitivamente em
Sn1, |

Exemplo 5.2.7 (Grupo que age continua e transitivamente em H?). Vamos identi-
ficar H> como o conjunto H? = {z + iy;y > 0}, e denotemos por SL(2) o conjunto

das matrizes com coeficientes reais e determinante 1. Definimos uma agdo por
¢ : SL(2) x H? — H?, por ¢(A,z) = Az = % onde A = < i Z ) Esta acao

cz+d’
é continua por ser fungdo racional complexa. SL(2) age transitivamente em H?,

. . . . VF et -

de fato tome z, = i e considere e + if € H? e defina A = ( 0 \/f? ) entao
7
det A=1e Ai=e+if, ouseja, H? é drbita de i. [ |
Exemplo 5.2.8 (Grupo que age continua e transitivamente em R?). O grupo que
agira em R? é o grupo das transformacées afins de R?, denotado por A(2). Estas
transformacoées nos dao todas as combinagdes lineares de rotagées, translacoes e
homotetias de R2.

Intuitivamente a acdo deste grupo é transitiva pois dados dois vetores em R? é
sempre possivel deslocar um vetor até a posicdo do outro, rotaciona-lo na direcao
do primeiro e multiplicar seu comprimento de modo que os dois coincidam em
maodulo.

Mais formalmente temos que a agdo ¢ : A(2) x R? — R?, definida por ¢(A,v) =
A(v) é continua por ser composi¢do de transformagées continuas. A(2) age tran-
sitivamente em R? pois R? é a orbita de (0,0) € R2. De fato, dado v € R? defina
A(u) = Id(u) + v, onde Id é a identidade 2 x 2. Temos A € A(2) e A(0,0) = v, ou
seja, (A, (0,0)) =v. [

Vejamos agora uma proposicao que nos permite extrair uma caracteristica es-
pecial do recobrimento sob certas hipoteses no dominio e contradominio.

Proposicao 5.2.3. Segja p : M — M um recobrimento, cujo dominio M é sim-
plesmente conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento
q: N — N com N conexo, existe um recobrimento f: M — N tal que qgo f = p.

A demonstragao deste fato pode ser encontrada em [Limaz].

Em virtude deste fato, um recobrimento p : M — M com M simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos chama-se um recobrimento universal.

Surpreendentemente, todos os recobrimentos universais de curvatura seccio-
nal constante de quaisquer variedades n dimensionais se reduzem a apenas trés
espagos, como mostra o teorema abaixo.

Teorema 5.2.2. Seja M" variedade Riemanniana completa e de curvatura secci-
onal constante K. Entao o recobrimento universal M de M™, com a métrica do
recobrimento, é isométrico a:

a) H", se K = —1,

b) R, se K =0,
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c) S", se K = 1.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [do Carmo].

Suponha M variedade Riemanniana e seja I" subgrupo do grupo de isometrias
de M que opera de modo propriamente descontinuo, entdo M /T tem uma estrutura
de variedade diferenciavel na qual = : M — M /T’ é difeomorfismo local, aléem disso,
pode-se dar a M /T uma metrica riemanniana de modo que © seja isometria local.
Também, pode-se provar que M /T é completa se, e somente se, M é completa,
e que M /T tem curvatura seccional constante se, e somente se, M tem curvatura
seccional constante. Para detalhes a respeito destes fatos consultar [do Carmo].

Um fato interessante e muito util € que podemos obter qualquer variedade Rie-
manniana M de curvatura seccional constante a partir do seu recobrimento univer-
sal e de seu grupo de isometrias, mais precisamente temos o

Teorema 5.2.3. Seja M uma variedade Riemanniana completa com curvatura sec-
cional constante K igual a1,0 ou —1. Entdo M é isométrica a M /T, onde M éS" se
K=1,R"seK =0ouH"se K =—1,el' éum subgrupo do grupo das isometrias
de M que opera de modo propr/amente descontinuo em M, e a métrica de M / re
a induzida pelo recobrimento = : M — M / .

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [do Carmo].

Portanto, para determinar todas as variedades de interesse deste texto, basta
determinar todos os subgrupos que operam de modo propriamente descontinuo do
grupo das isometrias de S™, R" e H".

A determinacg&o de tais subgrupos paraS™ foi completamente realizada na década
de 60.

Outros resultados importantes que relacionam o grupo de simetrias de uma
dada variedade e sua topologia seguem abaixo.

Teorema 5.2.4. Segja X, onde X éS", R” ou H", n > 1, e I' um grupo discreto de
isometrias de X entdo I1,(X/T") e I' sdo isomorfos.

Teorema 5.2.5. Seja I' um grupo agindo descontinuamente em um espag¢o Haus-
dorff X localmente compacto. Entao o espago X/T" é Hausdorff.

Um resultado interessante é o sequinte: sejal’ um subgrupo do grupo de isome-
trias agindo livremente no poliedro fundamental de uma dada variedade e seja X o
recobrimento universal desta variedade, entaoI" é isomorfo ao grupo 11, (X/T"). Por-
tanto, se o subgrupo contém algum elemento além da identidade entao a variedade
€ multiconexa [Roukema & Blanloeil] e [LimaZ2].



Capitulo 6

Topologia Cosmica

Topologia cosmica é o estudo da topologia global de objetos matematicos, chama-
dos variedades, que servem de modelo para a parte espacial do espaco-tempo,
ou seja, o ambiente onde todos os fenémenos fisicos ocorrem, também chamado
universo. Iremos nos referir a espaco e universo de forma indistinta.

A relatividade geral mostrou que o universo ndo € um receptaculo vazio em
que o mundo material pode ser colocado, ao contrario, possui uma estrutura que
se deixa afetar pelo seu conteudo, admitindo, por exemplo, curvatura; este tipo
de caracteristica indica a existéncia de uma meétrica e portanto de uma topologia,
sendo assim, uma variedade é o objeto matematico mais adequado para tentar
descrevé-lo com relagao a sua forma.

O presente capitulo ndo tem por objetivo fazer uma exposicao detalhada de toda
a fisica relacionada a cosmologia, pois isso seria por si so um trabalho, portanto
s8o apresentados conceitos de forma menos rigorosa afim de que nesse contexto
se faca a ligagao com os temas matematicos estudados anteriormente.

6.1 Conceitos de Astrofisica

6.1.1 Expansao do Universo

Observamos a luz das galaxias visiveis desviadas para o vermelho, no cotidiano
esse fenémeno poderia ser interpretado, através do Efeito Doppler, como se as
galaxias estivessem em movimento se afastando de nds, no entanto esse desvio
para o vermelho ndo possui analogo nos fenémenos que podemos vivenciar no dia
a dia; as galaxias ndo tem movimento devido a alguma forma de impulsao propria,
0 que ocorre é que o universo esta expandindo e aumentando a distancia entre os
corpos celestes. Observacionalmente medimos que a taxa de expansao atual é de
7% por bilhdo de anos [Luminet2].

A ideia da expansao do universo apareceu, em 1917, quando Albert Einstein
aplicou sua teoria da relatividade geral para o universo como um todo, mas na
época era concenso que 0 universo era estatico, por isso ele introduziu um fator,
chamado atualmente de constante cosmologica, em suas equagoes de modo que
0 universo fosse estatico.

Em 1929, Edwin Hubble fez observagdes e chegou a conclusdo de que as
galaxias estavam se afastando e que este afastamento era proporcional a distancia

65
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da galaxia observada e por isso chamamos a taxa de expansao de constante de
Hubble e denotamos por H'.

Se as galaxias estao se afastando com o passar do tempo, entdo no passado
elas deveriam estar mais proximas, essa ideia proposta por Lamaitre levou a Teoria
do Big Bang.

E importante ressaltar que a expansdo do espago ndo implica na expansdo dos
corpos que estao no espago.

Quando se fala em Big Bang € usual pensar na expansdo do universo como
tendo inicio a partir de um ponto que explodiu, ou seja, como a matéria se afastando
de um ponto, mas essa concep¢ao nao é precisa; o Big Bang é o fenémeno a
partir do qual todos os ponto do espaco comegaram a se afastar uns dos outros, e
pelo Principio Cosmoldgico o Big Bang ocorreu em todos os pontos do universo ao
mesmo tempo.

6.1.2 Densidade de Matéria e Energia

Friedmann encontrou uma relagao entre densidade de matéria, a taxa de expansao
e a curvatura do espaco quando aplicou a teoria da Relatividade Geral ao universo

~ . . 3 . . . .
em expansdo. Mais precisamente, se p = mH 2 (densidade critica) o universo é
m

e 3 . L 3 , .
euclidiano, se p > el GH 2 0 universo é eliptico e se p < el GH 2 é hiperbdlico, onde
Y8

G é a constante de I7\Tlewton, p € a densidade de matéria e energia e H é a constante
de Hubble. Denota-se por ) o valor da densidade real dividido pela densidade
critica, portanto para conhecer a geometria do universo basta comparar 2 a 1.
Esta relacao é surpreendente pois p e H podem ser medidos experimentalmente
[Luminet1].

Atualmente, ao considerarmos a densidade de matéria e energia precisamos
levar em conta os conceitos de matéria escura e energia escura.

A ideia de matéria escura surgiu para explicar os resultados do astrofisico Fritz
Zwicky, que observou, em 1933, que a dispers ao de velocidades das galaxias
nos aglomerados de galaxias ndao obedeciam as leis de Kepler. Posteriormente,
verificou-se que 0 mesmo ocorre com as estrelas em uma galaxias, como se vé na
figura 6.1.

Para explicar a velocidade maior supée-se que ha mais massa do que podemos
observar, essa massa é chamada mateéria escura.

Com base nos dados obtidos estima-se que é necessario haver entre 10 e 100
vezes mais matéria escura do que matéria bariénica® para explicar o fenémeno
[O.N.].

Estima-se a quantidade e matéria bariébnica medindo as massas dos objetos
luminosos com base na luminosidade que eles emitem, para calcular a massa dos
gases intergalaticos e interestelares mede-se a quantidade de ondas de radio (gas
frio) e raios-X (g9as quente) emitidas.

'H é constante apenas em relagdo as coordenadas espaciais, devido a isotropia, mas pode
depender do tempo.

2Matéria bariénica é composta por particulas como prétons e neutrdns, e apesar de ndo se-
rem todos os tipos de particulas elas sdo basicamente responsaveis por toda a massa da matéria
comum.
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Figura 6.1: A esquerda, vé-se uma galaxia em espiral. A direita, um grafico mos-
trando a velocidade de rotacao conforme a distancia, a linha cheia representa a ve-
locidade observada, a linha pontilhada representa a velocidade prevista com base
na quantidade de matéria observada. Fonte: [Luminet1], p. 220.

Vale ressaltar que o processo de nucleosintese® que ocorreu nos 3 primeiros
minutos do universo foi o principal responsavel pela criagao de certos isotopos de
elementos quimicos, e com base nas medidas destes isotopos podemos estimar
a densidade de protons e neutréns no universo primordial e esses dados confir-
mam que nao é possivel que toda a matéria escura seja matéria bariénica que nao
vemos.

A natureza de tal matéria ainda é desconhecida, so sabe-se que se ela existe
entdo n3o interage com matéria comum e por isso sdo muito dificeis de serem
detectadas, devido a esse fato elas sdo chamadas de Wimps - Weakly Interacting
Massive Particles (Particulas Massivas de Fraca interagao) [Luminet1].

Estima-se, ainda, que parte da matéria escura seja matéria bariénica que nao
conseguimos detectar, por isso, vamos considerar que matéria escura é composta
de buracos negros, pequenas estrelas que praticamente nao brilham, gas interes-
telar e Wimps.

Medidas recentes apontam que temos aproximadamente 5% de matéria baridnica,
25% de matéria escura e 70% de energia escura, ou seja, a maior parte do universo
é composto por entidades desconhecidas.

A quantidade de energia e de matéria baribnica e escura governam a curvatura
do universo e as respectivas distribuicoes governam a dinamica.

Os dados da Radiagcdo Cosmica de Fundo obtidos pelos balées Boomerang-
98 e Maxima-1, em 2000, e interpretados de acordo com certos modelos tedricos
geram 0,95 < Q < 1,00. Na pratica algumas medidas contém erros muito grandes
para permitirem conclusées, por exemplo, afirmar ) = 1 significa conhecer ) com
precisdo infinita, o que nao é possivel experimentalmente.

6.2 Dimensionalidade do Espaco

Esta se¢ao se baseia em [Jammer].

3Nucleosintese é a formagéo de particulas pesadas através de fusdo nuclear.



Capitulo 6. Topologia Césmica 68

Se estamos interessados em encontrar uma variedade topologica de modelo
para o universo, a primeira coisa que devemos nos perguntar é: Qual a dimenséo
do espacgo?

Intuitivamente pensamos que a dimensao deveria ser 3 mas sera que existe um
bom motivo para isso? Vejamos alguns fatos que levam a considerar dimensao 3
para o nosso universo.

Observamos que a orbita de nosso planeta é eliptica e estavel, ou seja, a orbira
nao deixa de ser uma elipse por perturbagées como, por exemplo, a passagem de
um cometa, e essa condicao de orbitas estaveis so ocorre em 3 dimensées, essa
argumentacao foi feita por Ehrenfest em 1917.

Outro fato interessante é que a forga gravitacional cai com o inverso da distancia

1 . - . .. . .
ao quadrado, —, mas em dimensoes maiores cairia mais rapidamente com —,
T T

onde n é a dimens&o do espaco, e neste caso o Sol ndo poderia existir de maneira
estavel, com sua pressao interna contrabalanceando a atracao gravitacional, ele se
desintegraria ou se tornaria um buraco negro [Hawking & Mlodinow].

Ehrenfest também estudou as consequéncias de n # 3 para o modelo do atomo
de Bohr e constatou que uma generalizagao da Lei de Coulomb, preservando-se a
quantizacdo do momento angular, levaria a degeneragcées extremas e outras ano-
malias graves nos niveis de energia.

Para tentar demonstrar a tridimensionalidade do espaco, Weyl! utilizou geome-
tria ndo riemanniana invariante de gauge e mostrou que somente em uma vari-
edade (3+1)-dimensional invariante de gauge existe um invariante integral muito
simples, sob a forma da acao na qual se baseou a teoria de Maxwell, assim o
tensor do campo eletromagnético é identificado com a curvatura da variedade e
as equacoes de Maxwell aparecem como uma lei intrinseca. A demonstracao de
Weyl estaria completa se fosse possivel mostrar que as leis de gravitagcao e do ele-
tromagntismo sao derivaveis de um principio variacional que precisa satisfazer as
exigéncias dessa invariancia.

Também podemos considerar um argumento que provém da termodindmica,
pois de acordo com o Teorema de Equiparticao de Energia, se considerarmos um

. . . . . ~ . , . n
gas perfeito que possui apenas energia translacional entdo a energia do gas e Ek T
onde n € a quantidade de dimensées em que o gas se desloca, medindo-se expe-

. .3
rimentalmente obtemos que a energia é Ek:BT.

Houveram tentativas de se demonstrar a dimensionalidade do espago com base
em argumentos matematicos. Poincaré, por exemplo, tentou demonstrar a dimensi-
onalidade do espaco utilizando o seguinte argumento topoldgico: se retirarmos um
ponto de uma reta, esta passa a ser descontinua, portanto qualquer ser unidimen-
sional so teria acesso a uma das componentes conexas.

Se retirarmos um ponto de uma superficie, esta continua conexa, um ser que
vive em tal ambiente podera ir para qualquer ponto desta superficie, exceto o ponto
retirado, entretanto se retirarmos uma curva fechada a superficie passa a ser des-
conexa e um ser SO poderia ter acesso a parte interior da curva ou a parte exterior,
este fato esta relacionado com o famoso Teorema de Jordan®.

4Uma curva fechada e simples no plano divide-o em duas partes, ou seja, que o complementar
da curva tem duas componentes conexas, uma das quais é limitada a outra ilimitada
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Da mesma maneira uma superficie separa o espaco tridimensional em duas
componentes. Se considerarmos, por exemplo, as paredes de um cémodo como
sendo a envoltoria de seu interior e o fato de ndo conseguirmos passar do lado de
fora para o lado de dentro se o c6modo ndo possuir uma porta isso poderia soar
como o analogo tridimensional dos casos acima. Essa ideia também aparece em
Flatland [Abbott].

Desta maneira Poincaré argumentou que existe um limite inferior para a di-
mensao do espaco fisico.

Com tais argumentos Poincaré acabou inspirando a definicdo matematica de
dimensao topoldgica que era um conceito vago até inicio do século XX e era ba-
seado na ideia do menor numero de parametros reais continuos suficientes para
determinar a posicao de um ponto.

Essa nocao se mostrou deficiente pois Cantor demonstrou que existia uma cor-
respondécia biunivoca entre os pontos de uma reta e do plano.

Em 1911, Brouwer demonstrou que a dimensionalidade do espaco (matematico)
é um invariante topoldgico e portanto os espacos R™ e R™ nao sdo homeomorfos
sen #m.

Outra argumentagdo de cunho matematico para demonstrar a tridimensionali-
dade do espaco vem da quantidade de solidos de Platdo. Em dimensao 2 existem
infinitos solidos de Platdo, que neste caso sdo poligonos regulares; em dimensao
3 existem 5 sdlidos de Platao, em dimensao 4 existem 6 hiper sdlidos de Platdo e
para dimensées maiores existem apenas 3 hiper solidos de Platao [Luminet1].

Se considerarmos a existéncia de esculturas dos 5 sdlidos de Platdo e a nao
possibilidade de esculpir um hipercubo, por exemplo, entao somos levados a pensar
que a unica dimensao possivel € 3. O leitor ndo convencido com tal argumento pode
tentar construir um hipercubo, basta pegar 16 vértices, liga-los usando 32 arestas
de forma que tenha 24 faces e 8 volumes, esses numeros aparecem considerando
0 analogo multidimensional dos casos de dimensao menor.

Mesmo com todos os argumentos apresentados acima, favorecendo a nossa
intuicdo®, a favor da tridimensionalidade do espago fisico temos que ter cuidado
pois provas matematicas sao para objetos matematicos abstratos, que por vezes
sdo modelos para o mundo fisico, mas levando-se em conta todos os argumentos
mostrados acima o leitor ndo ficara muito incomodado por usarmos 3-variedades
para tentar modelar a parte espacial do universo.

6.3 Principio Cosmoldgico

Durante todo este capitulo vamos nos referir as propriedades do universo visivel
como sendo as propriedades de todo o universo, a razao disso é para podermos
estabelecer modelos cosmoldgicos bem definidos; mesmo que o universo como
um todo seja ndo homogéneo e ndo isotropico tendo apenas uma pequena regiao
isotropica, onde nos encontramos, com regides expandindo mais rapido que ou-

SPraticamente todas as pessoas tem a ideia de o espaco possuir trés dimensdes pois estamos
acostumados a pensar em termos de largura, comprimento e altura, e isso nos é tdo natural que
a grande maioria das pessoas jamais se preocupou em estabelecer de maneira mais rigorosa tal
percepcao.
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tras ou com maior quantidade de matéria, nao temos como saber atualmente se
tais regides existem e nestes casos 0 universo seria tio grande que os métodos
observacionais ndo nos permitiriam determinar a topologia do universo.

O Pincipio Cosmoldgico consiste em supor que o universo é homogéneo e
isotropico.

Homogeneidade significa que quaisquer duas regiées do universo sao pareci-
das, por exemplo, que a matéria se distribui de forma uniforme.

Isotropia significa que em qualquer direcao as coisas serao parecidas nao im-
porta onde se esteja.

Consideraremos o universo isotropico, em larga escala, porque o numero de
galaxias em todas as direcbes, a taxa de expansao e a radiacao cosmica de fundo
€ aproximadamente a mesma em todas as direcées, a radiacdo cosmica de fundo
variando com algumas partes em 10°.

Localmente o universo ndo parece ser homogéneo. Para que o Principio Cos-
moldgico faca sentido é preciso olhar em uma grande escala tal que, por exemplo,
0 numero local de galaxias seja praticamente o mesmo e o universo tem curvatura
constante.

Na cosmologia utilizam-se as unidades parsec (pc) e Mpc, onde 1 parsec = 3,26
anos-luz = 3,08 x 10'® m. Para se ter um pardmetro de comparagédo o didmetro do
nosso sistema solar é da ordem de 10" m e nossa galaxia da ordem de 10> m. Vale
ressaltar que é comum encontrar medidas da ordem de 300 Mpc e que é a partir
dessa escala que o universo parece satisfazer o Principio Cosmologico [O.N.].

Estas duas suposi¢coes nao sao feitas apenas por parecem verdadeira em larga

ik R 8rG
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escala, o que ocorre é que as equacoes de Einstein R;, — .
onde g;. € um tensor métrico, A é a constante cosmoldgica, G é a constante de New-
ton, ¢ é a velocidade da luz e R é o escalar da curvatura de Ricci e R;;, € o tensor
curvatura de Ricci, sdo muito dificeis de serem resolvidas no caso geral. Existem
muitas solugbes considerando certas simplificagcées, algumas nao possuem sen-
tido fisico, mas duas grandes simplificacées que reduzem o numero de equacoées
provém do Principio Cosmolodgico.

Resolvendo as equacdes de Einstein levando em conta o Principio Cosmoldgico
e considerando a constante cosmoldgica® obtém-se um conjunto de modelos cos-
moldgicos que sdo chamados modelos de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker.
Basicamente, todos os modelos sdo deste tipo pois sem essas simplificacées as
equacgoes sao praticamente impossiveis de serem resolvidas analiticamente.

Para calcular a curvatura do universo precisamos conhecer certos objetos ma-
tematicos, como o tensor de Ricci, que em 4 dimensdées tem 16 componentes e
pode ser representado por uma matriz 4x4. As hipoteses de isotropia e homogenei-
dade reduzem as componentes de forma que a curvatura se torna um tensor mais
simples de ser determinado.

6A constante cosmoldgica se relaciona com a energia de vacuo mas seu valor experimental
diverge muito do valor tedrico, por uma diferenca da ordem de 10'%2.
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6.4 Paradoxo da Borda

O universo é finito ou infinito?

Leucipo (480 a.C. - 420 a.C.) e Democrito (460 a.C. - 370 a.C.) imaginavam o
universo infinito, Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.) imaginava a Terra no centro de
uma bola finita com bordo.

No século 5 a.C., Arquitas (428 a.C. - 347 a.C.) descreveu o que é conhecido
como “Paradoxo de Arquitas” ou “Paradoxo da Borda” (Edge paradox): suponha
0 universo finito entdo se uma pessoa vai até proximo de seu bordo e estica a
mao para além do bordo, a nova posicao da mao tem de estar no universo pois o
universo abarca tudo que existe fisicamente e ndo faz sentido considerar que existe
uma barreira material na borda do universo, Arquitas argumentou que repetindo
este processo indefinidamente chegariamos a conclusao de que o universo ndo
pode ser finito, essa conclusdo era aceitavel na época pois o conceito de variedade
tridimensional ndo era conhecido.

O universo newtoniano era infinito mas com uma quantidade finita de matéria,
distribuida ocupando um volume finito, mantendo posigbes fixas, mas em tal uni-
verso o menor movimento causaria colapso de toda a matéria devido a sua instabi-
lidade [Jammer].

Kant acreditou ter mostrado que tanto a finitude quanto a infinitude do universo
levavam a contradicées logicas, entretanto Kant baseou suas conclusées no senso
comum e geometria euclidiana, que se mostraram erradas com o desenvolvimetno
da geometria [Jammer].

Apesar de ndo haver resposta definitiva para esta questao vamos considerar
somente 3-variedades fechadas pois, como defende o cosmolégo do MIT, Max Teg-
mark, [Tegmark], em um universo infinito podemos considerar que ele esta dividido
em volumes de mesmo tamanho, estes volumes admitem um numero de possiveis
estados que sdo as possiveis configuragbdes de particulas desse volume que é tao
grande quanto maior for o volume escolhido mas ainda é um numero finito, e pelo
Principio da Casa dos Pombos’ pelo menos uma dessas configuragées vai se repe-
tir, possivelmente incluindo a configuracao que contém nossa galaxia, ou seja, em
um universo infinito provavelmente ha varias versoes de nos mesmos [Luminet1].

Por considerar tal cenario muito bizarro o autor deste trabalho vai desconsiderar
3-variedades abertas como modelos para o universo; o leitor menos conservador
que achar natural a ideia de existir varias versoées de si mesmo pode considerar o
outro caso em estudos proprios.

6.5 Modelos Multiconexos

Ao nos referirmos a variedades abertas e fechadas, estaremos nos referindo a va-
riedades com volume infinito e finito, respectivamente.

Vamos esclarecer alguns termos que as vezes sdo usados de forma errénea.
Se o universo possui geometria eliptica entao ele é fechado, isto é, possui volume

’Se n objetos devem ser postos em m casas, e se n > m, entdo pelo menos uma casa ira conter
mais de um objeto.
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finito. No entanto, se o universo possui geometria euclidiana ou hiperbdlica ele pode
ser fechado ou aberto.

Em parte da literatura sobre cosmologia os termos aberto e fechado sdo usados
para a evolugao temporal do universo, significando expansao ou colapso, respecti-
vamente. No entanto, neste trabalho aberto e fechado nao terdo esse significado
em momento algum, pois ndo estamos interessados na dinamica do universo.

As equacdes de Einstein ndo dizem se o universo € aberto ou fechado. A finitude
do espaco depende da geometria, mas nao somente dela, ha uma dependéncia
topologica.

O primeiro a cogitar um universo multiconexo, mais especificamente T3, foi Karl
Schwarzchild, em 1900.

Em um universo simplesmente conexo® apenas uma imagem de cada objeto
pode ser observada, mas em um universo multiconexo podemos ver varias ima-
gens de nés mesmos se o tamanho do universo nao for muito grande, entdo se
observarmos nossa propria galaxia ao apontarmos um telescopio para o espaco,
0 universo é multiconexo; se nao observarmos, nada se pode afirmar pois o uni-
verso pode ser simplesmente conexo ou ser multiconexo mas muito grande para
que possamos observar nossa propria galaxia.

A diferencga entre variedades simplesmente conexas e multiconexas pode ser
entendida por analogia ao caso de dimensao 2, por exemplo, comparando o plano
R? com um cilindro.

Os dois possuem geometria euclidiana e area infinita, no entanto, no plano ha
somente uma reta ligando dois pontos dados, enquanto que no cilindro existem
infinitas. O plano é isotropico mas o cilindro ndo, pois possui circunferéncia finita
em uma diregao mas infinita em outra. A métrica € a mesma mas algumas carac-
teristicas mudaram devido a mudancga na topologia.

Essas outras imagens que ndo percorrem a menor distancia até o observador
sdo chamadas imagens fantasmas ou imagens topologicas, e em principio pode-
riam existir em quantidade infinita, na pratica o tamanho do universo observavel
comparado ao tamanho do universo, a poténcia dos telescopios e o decaimento do
brilho como inverso da distancia ao quadrado sao fatores limitantes do numero de
imagens fantasmas observaveis, caso elas existam.

A quantidade de imagens fantasmas depende da razao entre o volume do uni-
verso observavel e do poliedro fundamental que gera a topologia da variedade, e é
finito no caso esférico mas pode ser infinito nos outros casos.

Mas o fator mais determinante é a velocidade da luz. Como a luz viaja a uma
certa velocidade ao vermos galaxias muito distantes estamos vendo como elas
eram no passado, ndo como sdo “atualmente”®.

Galaxias mudam muito com o tempo, entdo se vissemos a mesma galaxia em
diregées distintas do espaco estariamos vendo como ela era no passado, de dife-
rentes angulos, com brilhos diferentes e com orientacées diferentes, o que poderia
tornar qualquer galaxia irreconhecivel. Jeffrey Weeks compara essa situagao com a
tentativa de reconhecer algumas imagens de uma mesma pessoa em uma multidao

8S3 é a unica variedade simplesmente conexa que permite que varias imagens de um mesmo
objeto sejam observadas por um observador em um dado ponto.

9Na pratica, devido a relatividade da simultaneidade, ao dizer atualmente estamos nos refereindo
a um relégio que esta no referencial do observador.
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com centenas de bilhbes de pessoas, mas uma hora a pessoa aparece como um
bebé visto de frente, outra hora como um adulto visto de costas e em outra como
um idoso visto de cima [Weeks].

Se o universo possui uma topologia multiconexa entao teriamos a percep¢ao de
viver no recobrimento universal do poliedro que gera a topologia do universo, como
se vé na figura 6.2.

A N 4

Figura 6.2: Na pratica, um observador vivendo em um universo bidimensional que
€ um toro (quadrado do centro), veria apenas uma porcao limitada do recobrimento
universal do toro, este seria seu universo observavel (regidao limitada pela linha
pontilhada). Fonte: [Luminet1], p. 89.

A primeira vista, ndo ha como um observador descobrir se vive em um universo
multiconexo ou em um recobrimento universal que aparenta ser um universo sim-
plesmente conexo.

Se conseguirmos identificar a topologia do universo poderemos determinar al-
guns fatores como a curvatura do universo e outros parametros cosmoldgicos sem
precisar realizar medidas de quantidade de matéria e energia e de expansao do
universo, isto representaria uma mudanga no paradigma e eliminaria a incerteza
experimental destes fatores ao caracteriza-los de maneira qualitativa.

Vejamos dois métodos experimentais que podem nos ajudar a diferenciar um
universo simplesmente conexo de um multiconexo, e talvez até determinar exata-
mente a topologia do mesmo.

Como estamos supondo que o universo é isotropico e homogéneo sua expansao
€ uniforme e portanto a mesma em todas as direcées, sendo assim a topologia do
universo é preservada pois sua expansao é homotética.

6.6 Cristalografia Cosmica

Este método criado por Marc Lachieze-Rey, Roland Lehoucq e Jean-Pierre Lumi-
net, em 1996, é uma maneira de procurar padroes repetidos sem ter que focar em
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nenhuma galaxia especificamente. O método consiste em criar um catalogo de
galaxias e calcular a distancia entre cada par de galaxias. Em um catalogo com n

(n—1)
2

- N s aA s
galaxias ha distancias.

Na pratica ndo ha necessidade de se trabalhar com galaxias, precisa-se ape-
nas de objetos luminosos e é mais pratico trabalhar com superaglomerados de
galaxias'®, pois galaxias estdo em movimento, cerca de 600 km/s, e a incerteza da
posicao em relagcao ao tamanho da galaxia é muito grande, mas é pequeno se com-
parado ao tamanho do superaglomerado. Outra vantagem é que existem centenas
de bilhées de galaxias mas apenas algumas centenas de superaglomerados.

Ao invés de galaxias é possivel usar erupgoes de raios gama (gamma-ray bursts)
ou quasares, mas os primeiros ndo tem as distancias conhecidas com a precisao
necessaria para usar o histograma, e os segundos tem um tempo de vida muito
curto, cerca de 100 milhées de anos.

Na pratica a observagao de objetos é restrita devido a limitagées observacionais,
como limitagdo devido a baixa luminosidade, ao tempo de vida curto de alguns ob-
jetos e a ocultagcao da linha de visdo, também é preciso conhecer a evolugdo da
estrutura observada para conseguir reconhecer objetos que estao sendo observa-
dos. Ou seja, precisarmos observar objetos com longo tempo de vida e que nao
mudam muito com o tempo.

Em um universo simplesmente conexo as distancias obedecem a distribuicdo
estatistica de Poisson, pois os objetos se distribuem de forma aleatoria, e encon-
tramos o histograma abaixo.

numero de pares com
uma dada separacéo

disténcia da separacéo

Figura 6.3: Fonte: [Weeks], p. 290.

Entretanto, em um universo multiconexo certas distancias aparecem um grande
numero de vezes, pois a distancia aparente entre duas imagens fantasmas da
mesma fonte sempre mantém uma relagcdo bem definida com o tamanho do po-
liedro fundamental. Em um universo multiconexo apenas os objetos originais estao
distribuidos de forma aleatdria, as imagens fantasmas sao distribuidas em uma rede
regular, como se fossem atomos em um cristal, portanto a mesma separagao entre
imagens fantasmas ocorre um grande numero de vezes como no exemplo abaixo.

Exemplo 6.6.1. Observando a figura 6.4 vemos que as distancias entre duas galaxias
A é a mesma entre duas B e a mesma entre duas galaxias C.

A esquerda da figura 6.4 temos um espaco simplesmente conexo de area 4L?
contendo 17 objetos, e portanto temos 136 pares. A direita temos uma parte do

10Superaglomerados s&o aglomerados de aglomerados de galaxias.
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Simplesmente conexo Multiconexo

17 objetos ° =] 3 objetos
136 pares 17 imagens
136 pares

«——2L—>» <« L—>»

20

>
0 212 0 Lv2dlvaz L L2 2L 202

Figura 6.4: Figura do Exemplo 6.6.1. Fonte: [Luminet1], p. 109.

recobrimento universal de um espacgo de area L contendo 3 objetos, um quadrado,
um circulo e um triangulo. Essa parte do recobrimento universal contém 136 pares
entretanto a distribuicdo ndo é mais aleatéria e aparecem picos no histograma. B

Com a mudanca da topologia os picos mudam de posicao e altura, revelando a
assinatura topologica da variedade.

Dependendo da topologia da variedade podemos obter histogramas como abaixo.

Figura 6.5: Fonte: [Luminet1], p. 110.

A partir da distancia entre uma fonte real e a imagem fantasma mais proxima
podemos calcular o tamanho e o volume do universo.

Infelizmente este método nao funciona com todas as 3-variedades pois ao se
concentrar em distancias entre objetos o método é sensivel a translagbes mas nao
a reflexdes e rotagodes.
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Exemplo 6.6.2. Por exemplo, para a garrafa de Klein K? a distancia entre duas
imagens do superaglomerado A ndo é necessariamente a mesma entre dois supe-
raglomerados B mais especificamente como se vé na figura 6.6 se 0s dois objetos
A estivessem na mesma linha horizontal, como o objeto C, a distancia seria uma
mas como ha uma reflexdao em torno de uma linha horizontal e o objeto A nao esta
nessa linha temos que a distancia de A é maior do que seria se s6 houvesse uma
translacao horizontal.

Ao invés disso o método iria informar como resposta um toro T? com drea maior
do que a area da garrada de Klein, como pode ser visto na figura 6.7, pois no
recobrimento universal o método consegue identificar a translagao horizontal mas
esta tem o dobro da distancia devido a colagem.
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Figura 6.7: Figura do exemplo 6.6.2. Fonte: [Weeks], p. 293.

[

Para 3-variedades a situacdo é semelhante, por exemplo, para a “variedade
rotacionada um quarto” o método falha pois ndo detecta a rotagao e iria informar
como resposta um toro T com volume quatro vezes maior que a variedade original.

Em 3-variedades hiperbdlicas a distancia entre duas imagens do superaglome-
rado A nunca é exatamente a mesma que entre duas imagens do superaglomerado
B. Portanto, o método nao se aplica a tais variedades.

Em 2001 existiam apenas catalogos de galaxias pouco detalhados cobrindo um
volume limitado do universo e a aplicacao deste método nestes catalogos nao de-
tectou nenhum padréo.

O maior catalogo de aglomerados de galaxias de trés coordenadas, duas direcoes
no céu e uma para distancia aparente (desvio para o vermelho), existente contém
cerca de 1000 objetos que se extendem ndo mais que 2 bilhées de anos luz. O
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histograma para este catalogo nao revelou picos, mas isso nada significa pois o
tamanho do universo é estimado ser maior que 2 bilhées de anos luz.

6.7 Circles on the Sky

De acordo com a Teoria do Big Bang, no comego toda a matéria e energia do
universo estava concentrada numa regiao pequena, pois o proprio universo era
pequeno, e por causa de toda essa energia em um volume tao pequeno o universo
era muito quente, atingindo temperaturas maiores que 3000 K.

A tais temperaturas toda a matéria se encontrava em um estado de plasma
ionizado e nessas condicdes os fotons sdo dispersados por particulas carregadas,
sendo assim tal universo pareceria opaco, caso pudéssemos estar nele, seria como
estar em meio a uma neblina muito densa.

Com o passar do tempo, cerca de 400.000 anos apods o Big Bang, o universo
ja tinha se expandido o suficiente para que a temperatura caisse e permitisse que
0 plasma se condensasse para um gas. O gas sendo neutro ndo interage com
fétons, portanto o universo passou de uma plasma opaco para um gas aquecido
transparente de hidrogénio e hélio.

A radiagao liberada naquele momento tem viajado pelo universo até hoje. Com
a expansao do universo a temperatura continua a diminuir e os fotons que foram
emitidos quando a temperatura era 3000 K tem atualmente cerca de 2,7 K, estes
compdéem a chamada Radiacao Cdésmica de Fundo em Microondas (Cosmic Mi-
crowave Background Radiation).

A Radiacao Cosmica de Fundo foi observada experimentalmente pela primeira
vez, de forma acidental, por Arno Penzias e Robert Wilson, em 1965, sendo um
indicio da ocorréncia do Big Bang; e possui uma variagcdo de algumas partes em
10%, e é justamente essa variacao que pode conter informagdes sobre a topologia
do universo, vejamos como extrair tal informacao.

Os fotons da Radiagdo Cosmica de Fundo que observamos viajaram a mesma
velocidade durante os 300.000 anos do universo até hoje, portanto eles devem ter
percorrido a mesma distancia, ou seja, a Radiacao Cosmica de Fundo observada
teve origem em uma esfera gigante de radiacdo que é chamada Ultima Superficie
de Espalhamento (Last Scattering Surface - LSS).

Figura 6.8: Ultima Superficie de Espalhamento. As flechas representam fétons e a
esfera, que ndo possui existéncia material, € a LSS. Fonte: [Weeks], p. 301.
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Cada observador em um dado local do universo e em um dado momento vai
observar sua propria LSS.

Com o passar do tempo os fotons de regides mais distantes terdo tempo de
chegar até nos, assim a LSS sera maior com o tempo, essa esfera maxima que po-
demos ver € uma espécie de horizonte de eventos chamado horizonte cosmoldgico.

As variagées da Radiagdo Cosmica de Fundo se devem ao fato de que fotons
que sairam de regides mais densas utilizaram mais energia para escapar da gravi-
dade e portanto sdo mais frios que fotons de regidbes menos densas, e assim con-
seguimos ver as variagdes de densidade do plasma primordial. Se nosso universo
for maior que a LSS entao nao conseguimos nenhuma informacdo da Radiacao
Cosmica de Fundo, mas se nosso universo for menor que a LSS entdo ela inter-
secta a si mesma gerando circulos na Radiacao Césmica de Fundo.

Exemplo 6.7.1 (Toro). Se nosso universo for T2 e a LSS é menor temos o caso
ilustrado em 6.9, e se a LSS é maior temos o caso ilustrado em 6.10.

Figura 6.9: Universo observavel menor que o universo. Fonte: [Weeks], p. 303.

Figura 6.10: Universo observavel maior que o universo. Fonte: [Weeks], p. 304.

Este método criado por Neil Cornish, David Spergel e Glenn Starkman consiste
na analise dos circulos da auto-interseccao da LSS. Ainda considerando nosso uni-
verso como sendo T?, menor que a LSS e nos considerando no centro da mesma,
veriamos trés pares de circulos como em 6.11.
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Figura 6.11: Circulos em T3. Fonte: [Weeks], p. 305.

Os circulos estao identificados desta maneira devido a colagem de T3.

Exemplo 6.7.2. Se o universo possuir a topologia da variedade ‘“rotacionada um
quarto” entao veriamos os circulos como em 6.12. [ |

Figura 6.12: Figura do exemplo 6.7.2. Fonte: [Weeks], p. 352.

Exemplo 6.7.3. Se o universo possuir a topologia da variedade K? x S entao
veriamos os circulos como em 6.13. [ |

Figura 6.13: Figura do exemplo 6.7.3. Fonte: [Weeks], p. 352.

Exemplo 6.7.4. Se nosso universo possuir a topologia do dodecaedro de Poincaré
ou do espaco de Seifert-Weber entao veriamos 6 pares de circulos e poderiamos
diferenciar uma da outra pois no dodecaedro de Poincaré os circulos opostos esta-
riam identificados com um giro de % enquanto que no espaco de Seifert-Weber 0s
circulos opostos estariam identificados com um giro de % [ |

Como exatamente estes circulos podem revelar alguma informagéao topologica?

Cada face do poliedro fundamental esta no ponto médio entre uma imagem real
e uma imagem fantasma, da mesma fonte; assim como cada circulo na Radiagcao
Cosmica de Fundo esta no ponto médio entre a LSS e uma imagem fantasma (ima-
gem 6.14), portanto os circulos pertencem as faces do poliedro fundamental, e
assim suas disposicoes relativas permitem encontrar os grupos de holonomia.
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Figura 6.14: LSS e distancias entre objetos. Fonte: [Luminet1], p. 120.

A Radiagdo Cdésmica de Fundo por variar algumas partes em 10° confirma que
em épocas passadas existia uma certa isotropia no universo. Mesmo assim, a
busca por tais circulos nao é facil devido a varias fontes de ruido.

Em 2001 a NASA lancou o Microwave Anisotropy Probe (MAP), depois rebati-
zado de WMARP, para mapear a Radiacdo Cosmica de Fundo. Em 2009 a Agéncia
Espacial Européia langou o satélite Planck com capacidade de medidas mais preci-
sas. A analise ds dados do WMAP foi submetida no final de 2012; os resultados do
Planck foram liberados em 2013, parte do material gerado ainda esta sob analise
mas ja existem resultados que limitam a topologia.

O principal objetivo destes satélites nao é determinar a topologia do universo,
na verdade estes satélites tem varios objetivos, como medir a taxa de expansao, a
curvatura do espaco, a quantidade de energias do universo e estudar a formacgao
de galaxias, mas os dados revelados podem esclarecer questbées com relagao a
topologia.

6.8 Consideracoes Finais

O problema de tentar entender o Universo é um dos mais antigos da humanidade,
e com 0s avangos matematicos do ultimo século e, principalmente, com os avangos
tecnologicos das ultimas duas décadas é possivel tratar o assunto de forma mais
clara e ter um entendimento de que talvez nosso Universo seja diferente do que
pensamos.

Embora ainda estejamos longe de poder afirmar qual é a forma do nosso Uni-
verso, o futuro quanto a esta questao parece promissor. Este problema pode ins-
pirar o surgimento de novas ferramentas em matematica, que por sua vez podem
contribuir para um melhor entendimento fisico do problema, como ja aconteceu no
passado com varias areas da matematica.
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