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Resumo

A matéria nao é uniformemente distribuida no Universo, mas é organizada
em galaxias, aglomerados de galaxias e mesmo em superaglomerados de galax-
ias. Conseqiientemente, conforme a Relatividade Geral de Einstein, a curvatura
do espaco-tempo nao permanece constante indefinidamente, mas flutua. Nos
mostramos aqui que, surpreendentemente, estas flutuacoes podem causar esta-
bilizacao em trajetorias de fotons mesmo em modelos com curvatura negativa
constante e topologia compacta, que se caracterizam por serem extremamente
cadticas. FEssa estocasticidade tem sido usada para explicar a homogeneidade
pré-inflacionaria, e o fato de que as flutuagoes na radiacao cosmica de fundo
sa0 gaussianas, numa margem de 97%. Mostramos analitica e numericamente
que flutuagoes randomicas na curvatura podem levar a estabilizagao estocastica
de trajetorias de fotons. Também mostramos a analogia desse problema com a
dinamica do péndulo invertido, e discutimos as conseqiiéncias dessa estabiliza-
¢ao para a gaussianidade das flutuacoes de temperatura da radiacao cosmica de
fundo.
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Abstract

Matter is not uniformly distributed in Universe but it is organized into galaxies,
galaxies clusters and even superclusters of galaxies. Consequently, from the Gen-
eral Relativity of Einstein, the spatial curvature of the universe fluctuates. We
show here that these fluctuations can cause stabilization of photon trajectories
even in models with constant negative spatial curvature and compact topologies,
which imply chaotic photonic dynamics. This has been put forward as an expla-
nation of pre-inflationary homogeneity and to the fact that fluctuations in the
cosmic microwave background are close to gaussian. We show here analytically
and numerically that random fluctuations in the curvature can lead to stochastic
stabilization of photon trajectories. It is also discussed the analogy with the prob-
lem of the inverted pendulum dynamics, and the consequences for the gaussianity

of temperature fluctuations of the Cosmic Microwave Background.
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Capitulo 1

Introducao

O principal objetivo de um argumento, ou de uma discussao,
nao deveria ser a vitoria, mas o progresso.

Joseph Joubert, Pensées

E fascinante perceber os paralelos entre a mitologia de povos antigos e a cos-
mologia. Praticamente todas as crengas religiosas (cristianismo, judaismo, etc), e
muitas crengas mitologicas (mitologia chinesa, greco-romana, etc) popularmente
conhecidas, tém uma explicagao propria (singular) para a criagao do Universo ou
mitos cosmoldgicos completamente diferentes.

A cosmologia, similarmente as outras ciéncias, possui uma evolu¢ao muito
lenta, mas progressiva. Aristoteles (~ 350A.C.) foi o primeiro a formular um
modelo fisico coerente para o funcionamento da natureza e para a cosmologia.
Séculos depois veio Ptolomeu (~ 100D.C"), que expandiu os modelos, geocéntri-
cos, existentes em sua época, e determinou a cosmologia dos 1500 anos seguintes.
A grande revolugao veio com Nicolai Copérnico (~ 1500 da presente era) com o
seu modelo heliocéntrico, o qual ele publicou apenas no final de sua vida, devido
a influéncia da igreja no pensamento da época. As primeiras observagoes vieram
com Tycho Brahe (1546 — 1601) e Johannes Kepler (1571 — 1630). Nao podemos

deixar de citar Galileo Galilei (1564 — 1642), que fez importantes descobertas



astronomicas através da observacao e de calculos, tendo o seu trabalho impor-
tantes contribuicoes para a fisica. Nao muito depois da morte de Galileo, nasceu
Isaac Newton (1643 — 1727), que fez contribuigoes fundamentais, tanto para a
fisica como para a matemaética, criou a primeira teoria completa do movimento,
juntamente com a teoria da gravidade. J& no século passado, o brilhante fisico
Albert Einstein (1879 —1955) criou a Teoria da Relatividade Geral (TRG), que foi
uma nova Teoria da Gravitagao, utilizada até os dias de hoje gracas a intimeras
evidéncias fisicas que a corroboram. Porém, é provavel que exista um limite de
validade para a TRG devido a presenca de singularidades. O grande problema da
TRG reside no fato de que, sendo o tempo dinamico e interagente com a matéria,
existe uma grande dificuldade em quantizé-la, e assim unificar a Gravita¢ao com
as outras interacoes. Muito se tem avancado para resolver esse problema, porém
essa questao nao serd abordada aqui, tendo sido citada unicamente a titulo de
informacao historico-cientifica.

A cosmologia observacional é um campo de pesquisa mais recente, em rapido
desenvolvimento. Gracas a dados de experimentos que investigam a radiagao
cosmica de fundo (COBE, MAXIMA, WMAP, etc) tem sido possivel determi-
nar alguns parametros cosmologicos com grande precisao. Entretanto, muitas
questoes fundamentais permanecem sem respostas. A curvatura do universo é
uma dessas questoes, e é a mais importante propriedade em larga escala, pois nos
da informagao sobre a quantidade de matéria do Universo e conseqiientemente,
permite predizer o seu destino [1].

O presente trabalho é baseado nas equacoes, sem constante cosmologica, da
TRG de Einstein [2]|, utilizando o modelo de Friedmann [3] em um espago de
Minkowski perturbado [4], com curvatura constante negativa. Existe um nimero
consideravel de investigacoes [3,5] em modelos cosmologicos para universos hiper-
bolicos compactos, isto é, com curvatura negativa constante e topologia compacta.

A caracteristica principal de tais modelos com topologia compacta é que as tra-



jetorias de fotons sao fortemente cadticas, no sentido que trajetoérias vizinhas di-
vergem exponencialmente com o tempo. Se o universo é topologicamente finito,
entao luz e matéria podem seguir trajetorias cadticas na geometria compacta.
Espacos hiperbolicos compactos sao conhecidos por induzirem mizing' cadtico de
trajetorias, a medida que elas circundam o espaco. O movimento de fé6tons em
um universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker com curvatura negativa e
topologia compacta é um problema de dinamica de fluxos geodésicos em sistemas
de Anosov e esta diretamente relacionado com caos deterministico [6,7]. Em um
universo hiperbdlico compacto, o mixing cadtico seria o responsavel pela homo-
geneizacao das flutuagoes primordiais durante o periodo pré-inflacionario [8]. A
propriedade de mizing de sistemas cadticos pode explicar o grau de homogenei-
dade das flutuacoes de temperatura da radiacao cosmica de fundo, a radiacao
isotropica que permeia todo o Universo. Essa propriedade pode, portanto, ex-
plicar o problema do horizonte, que é justamente o fato de que, regioes do céu
nao conectadas de forma causal tenham as mesmas propriedades.

Acredita-se que a distribuicao das flutuagoes na temperatura da radiacdao cds-
mica de fundo reproduzam as flutuacoes na densidade de matéria do inicio do
universo, revelando o universo primordial e a origem das galédxias e de toda a
estrutura em larga escala do Universo [9-11].

Nosso principal objetivo nesse trabalho é investigar a influéncia das flutu-
acoes da curvatura espacial na estabilidade das trajetorias de fotons, relacio-
nando os resultados com o entendimento da estrutura em larga escala do Uni-
verso. Mostramos a analogia das equacoes diferenciais de segunda ordem para o
presente problema com as equacoes de Mathieu, em particular as que descrevem
o problema do péndulo invertido [12].

No capitulo 2, apresentamos a cosmologia, desde a Relatividade de Einstein

até a radiacao cosmica de fundo. Iniciamos com a Teoria da Relatividade Geral,

1O espaco é homogeneizado em poucas iteracoes ou em tempos curtos.



passando pela questao da geometria do universo, com énfase em curvatura neg-
ativa (hiperbolica), e chegando na radiagdo cosmica de fundo. Discutimos a
luz da cosmologia, as implicacoes fisicas para geometria hiperboélica, enfatizando
as principais caracteristicas de superficies com topologia compacta, situagao na
qual nosso resultado é fisicamente surpreendente. Por fim, mostramos a dinamica
dos fotons no modelo proposto, através da analise da equacao da geodésica, que
resulta em uma equagao muito similar & que descreve um sistema analogo em
mecanica cléssica: o péndulo invertido. Os sistemas dinamicos sao definidos no
capitulo 3, onde dissertamos sobre o péndulo, e descrevemos como poderiamos
considerar caos nesse sistema, analisando onde os conceitos se encaixam no am-
bito da cosmologia. Também analisamos o caso do desvio geodésico dos fotons
em universos de curvatura negativa, e sua possivel estabilizacao devido a pertur-
bacoes geradas pelas flutuacoes de curvatura que ocorrem na presenca de matéria.
Isto é andlogo a for¢a imposta estocasticamente na base de um péndulo, que leva
a estabilizacao na posicao invertida. No capitulo 4 encontra-se um resumo dos
métodos numéricos para solucao de equacgoes diferenciais ordinarias de segunda
ordem. Neste capitulo damos énfase a metodologia computacional utilizada e
mostramos os principais resultados da simulacao numérica e os dados utilizados.

Finalmente concluimos com o capitulo 5, explicando como do resultado de
estabilizagao de fotons em universos hiperboélicos compactos pode emergir uma
nova idéia sobre gaussianidade na distribuicao de temperatura da radiacao cos-
mica de fundo, e apresentamos algumas perspectivas futuras para essa pesquisa.
No apéndice A, versamos sobre o formalismo matemaético basico necessario para
o entendimento desse trabalho e tratamos os principais conceitos matemaéticos
importantes para o entendimento fisico do problema, iniciando em geometria
chegando nas equacoes de Einstein. No apéndice B, mostramos detalhadamente
o desenvolvimento dos célculos mais longos utilizados para a conclusao dessa

tese.



Capitulo 2

Cosmologia

Cosmologia é o estudo (logia) da estrutura e evolu¢ao do Universo (Cosmo).
Desde os tempos mais remotos até os dias de hoje, o Universo fascina o homem
tanto de forma cientifica quanto de forma religiosa.

Gragas a dados de satélites obtidos nas duas tultimas décadas [13-16], e o
estudo da radiagao cosmica de fundo na faixa das microondas (Cosmic Microwave
Background) [17,18], a cosmologia tem conquistado um papel fundamental na
busca de respostas verificaveis sobre nossa origem e destino, sendo uma ciéncia
em promissor desenvolvimento [19]. Ainda ndo podemos identificar a geometria
do Universo, pois mesmo que dados do satélite WMAP [16] apontem para um
universo praticamente plano, a aceleragido de galaxias distantes [20] e a margem
de incerteza dos dados nao nos deixa descartar as outras possibilidades.

Discutiremos os pontos relevantes da cosmologia moderna necessarios para o
entendimento formal desse trabalho, em especial, abordaremos conceitos basicos
da Teoria da Gravitacao de Einstein e a gaussianidade da radiacao césmica de

fundo.



2.1 Universo primordial

Existem varias questoes muito fundamentais sobre o Universo que ainda nao
foram respondidas, sendo que a cosmologia esta insistentemente buscando re-
spostas através da observagao. Mais recentemente, a radiagao cosmica de fundo
tem sido a principal fonte de informacgoes sobre os primérdios do universo. Va-
mos nos concentrar no Modelo Padrao da cosmologia [21], (modelo de universo
condizente com a teoria do Big Bang), cujos quatro principais problemas ainda

em aberto sao:

e Problema do horizonte: Como a radiacao cosmica de fundo pode possuir
flutuagoes na temperatura da ordem de uma parte em 100.000 (cem mil),
isto é, precisao maior que 1°, se ha regides nao conectadas de forma causal

em regioes maiores que 1°7

e Problema planar: Imagine uma superficie curva qualquer e expanda-a por
um enorme fator. Depois da expansao, a superficie lhe parecera localmente
plana. Entao, a inflacao prediz um Universo indistingiiivelmente plano? Ou

ainda, o Universo sempre foi plano?

e Problema da estrutura em larga escala: As anisotropias! iniciais sao
conseqiiéncia de flutuacoes quanticas durante o periodo inflacionario? De
onde véem as flutuacoes da radiacao cosmica de fundo? Essas flutuacoes

podem dar origem a estrutura em larga escala do Universo?

e Problema da reliquia: Onde estao todas as particulas elementares previs-
tas pelo Modelo Padrao? E por que existe mais matéria do que anti-matéria?

Existe monopolo magnético?

O problema da reliquia é o resultado teérico de varias teorias de fisica de particu-

las, que prevé a existéncia de particulas massivas que nao sao observadas. Nosso

! Anisotropia é a diferenca entre duas medidas em duas direcdes diferentes. As diferencas de
temperatura da radiacdo de fundo possui valiosas informagcbes sobre o universo.



interesse é voltado para o problema do horizonte, que estd relacionado com a
homogeneidade da radiagao de fundo. Apesar disso, é importante compreender
o contexto onde essas questoes estao relacionadas, isto é, o periodo em que as
quatro forcas fundamentais do Universo sao apenas uma.

Héa quatro forcas fundamentais dentro de todos os atomos, e essas forgas deter-
minam as interacoes entre particulas sub-atomicas e o comportamento em larga

escala de todo a matéria no Universo. Sao elas:

e Interacao Forte: a interacao mais forte, mas de curto alcance. Atua
a distancias da ordem de 10~ cm, e é responsavel por manter unidos os
contituintes do nicleo atomico, isto é, pela estabilidade nuclear. Sob certas

circunstancias pode ser repulsiva, mas é basicamente atrativa.

e Interacao Fraca: interacao fraca, de curtissimo alcance. E responsavel
pelos decaimentos radioativos, tais como o decaimento beta nuclear, e in-

teracoes de neutrinos.

e Interacao Eletromagnética: interacao de longo alcance, muito mais fraca
que a interacdo forte. E responsavel pelos efeitos elétricos e magnéticos, e
determina a maneira pela qual as particulas com carga elétrica interagem
umas com as outras, e com os campos magnéticos. Pode ser atrativa ou

repulsiva, e age somente na matéria carregada de carga elétrica.

e Interacao Gravitacional: a interacao mais fraca, mas de longo alcance. E

sempre atrativa, e atua entre absolutamente todas as particulas no Universo.

Atualmente essas quatro forcas sao distintas umas das outras e possuem carac-
teristicas muito diferentes, mas no universo primordial, onde a configuragao de
temperatura e energia eram bem diferentes, pensa-se que nao era assim. Acredita-
se muito fortemente que, no universo primordial com temperatura muitissimo

mais alta que a atual, todas as forcas eram unificadas, isto é, eram apenas uma,



Caracteristica Forcas Unificadas Tempo  Temperat. (GeV)
Forgas unificadas Forte, fraca, eletromagn.

e gravidade 0 00
Gravidade separada Forte, fraca, eletromagn.  10™%3s 1019
Forte separada Fraca e eletromagn. 10~%s 10t
Fraca e eletromagn.
separadas Nenhuma 10~ s 100
Universo presente Nenhuma 10%%anos 10712

Tabela 2.1: Escalas de tempo e temperatura no qual aconteceram a proposta
perda seqiiencial da unificacao das quatro forcas fundamentais.
unica forca. Nas energias que se alcancam hoje, em aceleradores de particu-
las, da ordem de 10K, as forcas eletromagnética e forca fraca unificam-se na
forga eletro-fraca, perdendo suas identidades individuais (Tabela 2.1). As teorias
conhecidas como Grandes Teorias Unificadas (Grand Unified Theories - GUTS)
postulam que as forgas forte e eletromagnética comportar-se-ao como uma tnica
forca unificada em energias e temperaturas que sao cerca de um trilhao de vezes
mais altas do que os experimentos terrestes alcancam atualmente, e a forca grav-
itacional uniria-se as outras para energias ainda mais altas que isso. Mas a GUT
permanece apenas uma especulacao tedrica, pois a unificacao das quatro forcas
ainda nao foi alcancada. Interessante observar como o mundo microscopico das
particulas de alta energia e forcas fundamentais estao inexoravelmente ligadas ao
mundo macroscopico de largas escalas da astrofisica e da cosmologia.

Mesmo sendo a interacao gravitacional extremamente fraca, em se tratando
de distancias e massas cosmologicas ela se sobrepoe as outras, sendo portanto, a

mais importante for¢a no entendimento do Universo em larga escala.

2.2 Introducao a Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) [2,22] foi desenvolvida em 1916 por
Albert Einstein, um dos maiores cientistas do século XX. Um pouco antes disso,

em 1905, ele elaborara a Teoria da Relatividade Especial (TRE) [2,22], onde os



postulados principais sao que a velocidade da luz ¢ é constante no vacuo e nao
depende da velocidade de movimento da fonte propagadora, e que, tanto ¢ como
todas as leis da fisica, sao as mesmas em todos referenciais inerciais. Dessa idéia
decorre que, tanto a passagem do tempo como a medida de distancia sao relativas,
dai o nome da teoria. Um principio importante, decorrente desses postulados, é
o Principio da Causalidade, que diz que causa deve sempre preceder o efeito, isto
é, nada pode mover-se mais rapido que a luz. Esse mesmo principio também
dificulta a explicacao da gaussianidade da radiacao de fundo, pois suas flutuacoes
sao tao suaves que parece que todo o céu ji esteve conectado no passado. Porém,
para que isso seja verdade, nas condicoes dadas a seguir, a luz deve ter viajado
com velocidade maior do que a velocidade da luz, c.

Na gravitacao vista ao modo de Isaac Newton, existe uma forca atrativa entre
corpos: Matéria atrai matéria em qualquer lugar do espa¢o. Um novo paradigma
instala-se com a TRG, pois a "gravidade nao é mais uma estranha forca fisica
transmitida através do espaco e do tempo. E a manifestacio da curvatura do
espago-tempo quadridimensional” [23]. A partir desse momento tem-se em mente
que matéria curva o espaco-tempo, e esse mesmo espaco-tempo diz 4 matéria

como comportar-se. Expressamos essa idéia através da Equacao de Einstein:

G = —KI,,

onde o lado esquerdo representa a curvatura espacial e o lado direito representa a
distribuicao de matéria e energia, explicada com mais detalhes no Apéndice A.5.

O principio fundamental em torno do qual se desenvolve a TRG diz: "As
leis da fisica sao exatamente as mesmas para todos os corpos em movimento,
qualquer que seja seu estado de movimento, em relagao a um dado referencial,
inercial ou em queda livre, e nao eciste experimento capaz de dintingii-los" [2|.

Mas gravidade e inércia sao a mesma coisa? Sabe-se que gravidade é a tendéncia
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de corpos massivos atrairem-se uns aos outros, e que inércia é a resisténcia de
um corpo contra a mudanca no seu estado corrente de movimento. Entao, sao
dois conceitos fisicos completamente diferentes. Para a forca eletromagnética, a
fonte (carga Q) e inércia (m) sao de fato diferentes, porém para a gravidade elas
aparecem ser idénticas. E esse é o Principio da Equivaléncia, o qual postula que
"gravidade e inércia sao duas palavras diferentes para exatamente a mesma coisa”,
ou ainda que "a forca da gravidade em um objeto € sempre proporcional a inércia
desse mesmo objeto” [24], isto é %ﬁ =1 (Experimento de E6tvos [25]).

O Principio da Equivaléncia é valido para laboratorios pequenos (pequenos
em comparacao as distancias para as quais o campo gravitacional muda significa-
tivamente). Uma importante conseqiiéncia desse principio sao as for¢as de mare.
As for¢as de maré podem fazer com que um pequeno planeta se desintegre se
estiver em queda na diregao de um corpo muito mais massivo. Forcas de maré
sao exercidas por campos gravitacionais que envolvem os corpos massivos, e nao
por campos gravitacionais produzidos por aceleracao. Nao existe um sistema de
referéncia no qual um observador nao vera os efeitos de tais forcas de maré, ou
em outras palavras, nao existe um sistema de referéncia em queda livre no qual
a gravidade se anula globalmente, mas existe um sistema de mesmo tipo, no qual
a gravidade se anula localmente (o espaco-tempo é localmente plano).

Outro principio fundamental é o Principio de Acao Minima, que interpreta-
mos aqui como o fato de que a luz deve viajar em um caminho que minimiza
a distancia entre dois pontos. Sabemos que para um espaco euclidiano plano,
esse caminho é uma linha reta. O caminho que minimiza a distancia em uma
variedade (Apéndice A.2.2) qualquer, é chamado de geodésica (Fig. 2.1). A var-
iedade aqui é representada pelo espaco-tempo quadridimensional. A geodésica é
a distancia mais curta entre dois pontos no espaco, e a maior separagao entre dois

pontos na variedade espaco-temporal.

Para estudar o Universo precisamos adotar determinadas premissas, e a mais
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Figura 2.1: Geodésicas em um toro: a trajetoria geodésica em um toro nunca
cruza o anel interno. As geodésicas sao caminhos extremos, de maximo ou de
minimo.
importante delas é o Principio Cosmoldgico que diz: Nao eziste nada de espe-
cial no planeta Terra, portanto, nossas observacoes em larga escala do Universo
sao as mesmas que as de qualquer outro observador posicionado em outro lugar
qualquer do Universo. Em outras palavras, o Universo parece ser o mesmo em
todas as diregoes, isto €, € espacialmente homogéneo e isotropico. A descri¢ao
da evolucao do Universo vista desse modo, ¢ descrita pela solucao das equacoes
da Relatividade Geral, proposta por Friedmann (1922, 1924) e enriquecida por
Lemaitre (1927, 1931), Robertson (1929, 1933) and Walker (1935), conhecida
como solugdo de FLRW [26]. O universo pode ser descrito localmente por uma
métrica de FLRW:

ds* = dt* — a®(t)d7?, (2.1)

onde a(t) é o fator de escala e dT é uma métrica riemanniana com curvatura
seccional constante que geralmente é escrita na forma:

dr?

i =2
T 1 — kr?

+ r2(d6? + sen*0d¢?),

lembrando que r? = 2% + y? + 22 e que k é o parametro de curvatura.
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Geometria  Curvatura Matéria Destino
Euclidiana k=0 =1 Expansao desacelerada
Esférica k=+1 Q>1 Big Crunch
Hiperbolica k= —1 <1 Expansao acelerada

Tabela 2.2: Relacao entre curvatura e matéria do Universo [27].

O Modelo Padrao da cosmologia é dado por essa solucao, ja que descreve
uma distribuicao de matéria e radiagao completamente isotropica e homogénea,
comportando-se como um fluido perfeito. Friedmann [3] também descobriu uma
familia de solugoes para as equacoes da TRG com constante cosmologica nula,
caracterizadas pelo parametro k£ que pode tomar os valores +1,0,—1, que de-
screvem trés tipos possiveis de geometria (ver Apéndice A.1.2) relacionadas com

a densidade de matéria e expansao? do universo:

e k=1: Se a densidade de matéria do universo é alta o suficiente (2 > 1)
para reverter a expansao, nos vivemos num universo fechado, com geometria

esférica. Entao o universo recolapsar-se-.

e k=0: Se a densidade de matéria do universo tem um valor critico (2 = 1) ,
noés vivemos num universo plano, com geometria euclidiana. Ele estard em
expansao indefinidamente, mas as velocidades das galaxias diminuirao com

a distancia, tendendo a zero no infinito.

e k—=-1: Se a densidade do universo é baixa (2 < 1) , entdo vivemos num

universo aberto, com geometria hiperbolica, que se expandird para sempre.

O destino final do universo [27] é estabelecido portanto por uma densidade
critica (p.), e por sua vez o parametro € esta relacionado com a densidade total
(piot) € a densidade critica da seguinte maneira: Q = %. Os modelos propos-
tos para o universo indicam trés situacoes distintas envolvendo uma expansao

indefinida acelerada (k = —1) caso a densidade total seja menor que a densi-

20 Universo est4 em expansdo. A grande questio cosmolégica é se esta expansao continuara
para sempre, ou nao.
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universo aherto

universo plano

universo fechado

(=+1)

Tamanho do universo

Tempo

Aprozmadamente 70 bilhdes de anos
— -

Big Bang Big Crunch

Figura 2.2: Relacao entre curvatura e destino do Universo. O eixo vertical indica
o raio do universo e o eixo horizontal é o tempo. Nessa figura também percebemos
um dos motivos pelos quais é tao dificil decidir por um tipo de geometria.

dade critica (€2 < 1), ou uma expansido desacelerada que num determinado mo-
mento cessara até um universo estacionario (k = 0) caso a densidade total seja
exatamente igual & densidade critica (€2 = 1), ou entdo uma expansao desaceler-
ada indefinidamente, seguida de uma contracdo (k = +1), conhecida como Big
Crunch, caso a densidade total seja maior que a densidade critica (2 > 1) [28].
Com a descoberta de que o universo esta em expansao acelerada [20], poderiamos
imediatamente supor que vivemos portanto em um universo aberto (k = —1),
mas a questao nao é tao simples assim, pois acredita-se na existéncia de ener-
gia escura [29, 30|, assunto o qual ndo entraremos nos méritos. No momento,
nos interessou apenas distingiiir as trés geometrias possiveis e sua relagao com a
quantidade de matéria no universo, e o fato de que ele esta em expansao (Fig.

2.2).
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2.3 Geometria e a expansao do Universo

O Universo de FLRW nao muda sua geometria, isto é, o parametro k£ nao
depende do tempo. Um universo plano sempre foi e sempre serd um universo
plano, assim como um universo de curvatura negativa teve sempre sua curvatura
negativa, e assim permanecerd. E sendo que a curvatura de uma superficie é uma
propriedade intrinseca, entao é possivel determinarmos a curvatura do Universo
sem precisarmos sair dele, ou seja, sem precisarmos de uma dimensao extra. Por
outro lado, pode ser mais direto medir a quantidade de matéria ou o comporta-

mento de expansao do universo do que medir a sua geometria propriamente dita.

Nao existe ainda um consenso cientifico sobre a geometria do universo, mas
as observacoes recentes indicam que vivemos em um universo plano. E impor-
tante lembrar, no entanto, que nao ha nenhum experimento que tenha resolvido
essa questao de forma irrefutavel, como se vé na Fig. 2.3 [16,30]. Nesta mesma
figura, vé-se que as observacoes de supernovas [27,30], explosoes de estrelas su-
per massivas em outras galaxias muito remotas, indicaram que as galédxias estao
sendo aceleradas. E se o universo estd em expansao, a luz provinda de galaxias
distantes sofre um deslocamento para o vermelho (redshift), sendo maior quanto

mais distante esta a galadxia. O deslocamento para o vermelho z é dado por:

onde se z = 0 a fonte esta parada, se z = 2 entao v = 0.8c e se z = 00, v = c.
Utilizando métodos observacionais, Edwin Powell Hubble (1889 — 1953), em
1929, formulou a seguinte lei: "Quanto mais distante o galdria, maior sua veloci-
dade de afastamento (recessao)”, isto é, quanto mais longe esta a galaxia mais
rapida sera sua velocidade de recessio devido a expansao do universo [31,32],

como se pode ver na Fig. 2.4. Esta foi a primeira evidéncia de que o universo
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Figura 2.3: Resultados de observacoes para a curvatura do Universo. O eixo
horizontal corresponde & densidade de massa €2, e o eixo vertical corresponde &
constante cosmologica, também chamada de densidade de energia de vacuo. O
ponto de encontro das retas horizontal e vertical interna correponde a um universo
plano sem constante cosmolégica. Note que os resultados dos experimentos ainda
nao sao suficientes para definir a geometria. [30]
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Figura 2.4: Lei de Hubble: diagrama de Hubble da distancia versus a velocidade
de galaxias, conforme diferentes experimentos. As linhas s6lidas sao o melhor
"fit"possivel que leva ao valor da constante de Hubble. Embaixo encontra-se
valores residuais para Hy como funcao da velocidade. Para maiores detalhes ver
o trabalho de revisao de Freedman [34].

estd se expandindo, pois fez uma relacao entre quao longe uma galéxia esté de nos
e quao rapido ela esta se afastando devido & expansao do universo. A constante
de Hubble é um niimero que mostra a taxa na qual o Universo esta se expandindo.
A relacao entre a velocidade de recessao v e a distancia d é uma relagao linear
v = Hyd, onde Hy é a constante de Hubble. Existem intimeros trabalhos recentes
para obter um valor mais fidedigno para a constante de Hubble, mas o que iremos
utilizar aqui sera o valor Hy = 71km/s/Mpc [16, 33|, proveniente das melhores
medidas (precisdo de 10%, conforme Freedman [34]).

Com o processo de expansao h& diminuicao de temperatura, pois a energia
inicialmente concentrada passa a ser distribuida num volume cada vez maior,
isto significa que o universo primordial era denso e quente. O deslocamento para
o vermelho condiz com um processo de expansao, e também a temperatura do

universo, pois é bem baixa hoje (ver Secgao 2.4). A constante de Hubble pode ser
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usada para estimar o tamanho e a idade do Universo. Calculando-se o inverso da
constante de Hubble estimamos a idade do universo, cujo o valor numérico hoje

corresponde entre 12 e 16 bilhoes de anos:

d 1
tHupble = — = — =~ 14Ga.
Hubbl v H, a

De forma analoga podemos estimar o tamanho aproximado do Universo:

c
diupbie = CLHUbbe = T~ 4,2Gpc,
0

onde 1pc = 1parsec corresponde a 3,6 anos-luz.

2.3.1 Topologia compacta

Primeiramente é importante saber que topologia e geometria nao sao a mesma,
coisa, isto é, uma nao define a outra. A topologia interage com a geometria através
da curvatura de superficies e da torcao de curvas. Por exemplo, sabemos que a
curvatura constante de uma curva causa o seu fechamento em um circulo e a
curvatura constante de uma superficie causa o seu fechamento em uma esfera. A
esfera e o torus sao ambas superficies fechadas com curvatura positiva, mas sao
topologicamente diferentes.

Em geral para cada tipo de curvatura existe uma gama especifica de topologias
possiveis. No entanto, a topologia nao aparece explicitamente nas equagoes de
Einstein, uma vez que essas equacoes sao descricoes locais.

Na pratica, pode ser mais simples descobrir o tipo de topologia do que o tipo
de geometria, pois ¢ muito dificil ver a geometria de forma local, em pequena
escala, ao contrario do que acontece se vista de forma global. Para exemplificar,
basta olhar a figura 2.6, onde mostra-se que localmente uma esfera pode parecer
um plano.

No presente trabalho, estamos interessados em topologia compacta, isto é,
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Figura 2.5: Topologias fechadas equivalentes. Todos elementos da primeira linha
sao topologicamente equivalentes, e assim por diante.
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Figura 2.6: Esfera
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perto, em pequena escala, se parece com um plano.

vista em diferentes escalas por um observador externo. De
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sem bordas. Nesse tipo de topologia, podemos imaginar um universo finito com

k = —1, porém sem fronteiras, também chamado de universo fechado 3.

2.4 Radiacao cosmica de fundo - digital do uni-
verso primordial

The discovery of the cosmic microwave background radiation changed forever the
nature of cosmology, from a subject that had many elements in common with
theology to a fantastically exciting empirical study of the origins and evolution

of the things that populate the physical universe. John Bahcall

Em 1964 Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson [35], ao calibrar em
uma antena de 6m, dos Laboratorios da Bell em Nova Jersey, detectaram aciden-
talmente um ruido, que persistia por mais que eles mudassem a antena de posicao.
No comeco pensaram que esse ruido fosse algum problema da antena, mas depois
perceberam que era um ruido extra que nao conseguiam explicar. Dava-se ai, a
descoberta da radiagao cosmica de fundo, um reminiscente teoricamente previsto
pelo Big Bang e a observacao cosmologica mais significante desde Hubble. A
importancia da descoberta rendeu-lhes o Prémio Nobel de Fisica em 1978.

A radiacao cosmica de fundo, também conhecida como "A Assinatura de
Deus", € uma forma de radiagao eletromagnética que permeia todo o Universo.
E tipo radiacdo de corpo negro, e conforme experimentos atuais [16,36-38], de
temperatura 2, 7254+0.002K e freqiiéncia no intervalo das microondas. Teoriza-se
que a radiacao cosmica de fundo é o resultado da assimetria de matéria e anti-
matéria no fim da era hadronica e inicio da era leptonica do universo primordial,
onde a matéria se aniquilou resultando em fotons. Inicialmente os fétons intera-

giam com a matéria devido a alta energia que possuiam, mas devido a expansao

3Neste contexto podemos falar de topologia fechada como sendo a mesma coisa que topologia
compacta, embora no contexto matematico sejam conceitos diferentes, no qual nao estamos
interessados.
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e o conseqiiente esfriamento do universo, os foétons foram perdendo energia até
0 momento que a mesma nao é mais suficiente para interacao com a matéria,
basicamente formada por gas . A partir desse momento, na superficie de ultimo
espalhamento [16, 33, 37|, o universo tornou-se transparente para a luz, isto &,
esses fotons passaram a ter livre caminho médio infinito.

No Modelo Padrao, as estruturas do Universo sao formadas a partir da ampli-
ficagdo gravitacional de pequenas perturbacoes na distribuicao de massa inicial.
Seria praticamente impossivel haver a formacao de estruturas observadas, como
galéxias, estrelas e planetas e, portanto, da Terra e de n6s mesmos, sem que hou-
vesse anisotropias na temperatura da radiagao de fundo do Universo. Isto porque
a radiacao e a matéria estiveram em equilibrio térmico no Universo primordial
e, entao, qualquer irregularidade ocorrida na distribuigao inicial de matéria seria
refletida na distribui¢ao angular desta radiacao. A deteccao destas flutuagoes era
o principal ponto que faltava na compreensao da teoria do Big Bang |37,39] e da
formacao e evolugao do Universo, antes da descoberta de Penzias e Wilson [35].

Uma das caracteristicas mais salientes dessa radiacao é seu alto grau de ho-
mogeneidade. Existe alguma anisotropia, como ja dissemos, que sao pequenas
variagoes na temperatura (da ordem de 107°K) da radiagiao de fundo de ponto a
ponto no céu responsaveis pela formagao de grandes estruturas [42]. Mas, como
podemos enxergar o universo primordial através dessa radiagao? A resposta é
um tanto quanto simples. Em z = 0 o universo é justamente transparente. E
quanto maior o redshift (z), mais denso (p = po(1+2)3) e quente (T = Ty(1+ z2))
é o universo [38]. Em z = 1100, o universo é tao denso que sua temperatura
excede 3000K. Em uma adequada e estreita transicao, o universo torna-se com-
pletamente ionizado e opaco a luz visivel (altima superficie de espalhamento).
Nesse momento, o universo tem 300 mil anos de idade. A radiagdo cosmica
de fundo mostra as condicoes do Universo cerca de 380 mil anos depois do Big

Bang [33,37,41], quando o mesmo passou de opaco para transparente, também
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Figura 2.7: FIRAS (Far infrared absolute spectrophotometer) e DMR (Differen-
tial Microwave Radiometers): instrumentos do COBE. Radia¢ao de fundo emite
como um corpo negro [36,40] de temperatura 2.728 £+ 0.004K [33], com desvio
do espectro de um corpo negro maior que 0.25% na intensidade de pico [41]. O
eixo superior é o comprimento de onda em mm, o eixo horizontal inferior é a
freqiiéncia em cm ™!, e o eixo vertical é a intensidade medida em mega Joules-ano
por esfero-radiano (angulo sélido).

devido a baixa energia desses fotons. Nesse periodo a temperatura era suficiente
para que os protons e as particulas alfa, formadas nos trés a quatro primeiros
minutos, comecassem a capturar elétrons e formar atomos de hidrogénio e hélio
neutros, na chamada época da recombinacao, ou fase de desacoplamento, pas-
sando para um universo dominado por matéria.

A radiagao cosmica de fundo emite exatamente como um corpo negro (Fig.

2.7), e é caracterizada por obedecer as duas leis seguintes:

e Lei de Stefan-Boltzmann: L o 7% — um corpo quente brilha mais do

que um corpo frio.

e Lei de Wien: \,,., x &

7 — 0 espectro de um corpo quente é mais azul

que o de um corpo frio.
e tem as seguintes caracteristicas |16, 33, 43]:

e Temperatura: 2,725+ 0,002K;
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Figura 2.8: Mapa do céu visto pelo COBE, onde as diferentes tonalidades rep-
resentam diferentes temperaturas. Anisotropias da ordem de AT = 18ukK, e
resolugao angular de 7° [40].

e Isotropia: de 1 parte em 100 mil.

A radiacao cosmica de fundo é uma das maiores ferramentas atuais para o es-
tudo da cosmologia. Em 18 de novembro de 1989, a NASA langou o COBE (Cos-
mic Background Ezplorer - Ezplorador do Fundo Cdsmico), um satélite operando
na faixa de microondas para analisar com detalhes essa radiacao, cujos princi-
pais objetivos eram medir com precisao a temperatura, e encontrar as flutuacoes
esperadas na radiagdo cosmica de fundo [33,37,41,44|. O COBE enxergava di-
retamente a luz que o Universo emitiu ap6s o universo ter ficado transparente
para essa faixa do espectro da luz (devido a baixa energia dos fotons desse com-
primento de onda). Nao podemos esquecer o fato de que os planetas, estrelas,
galdxias e nuvens de gas emitem muito pouco nessa faixa de comprimento de
onda. O COBE fez uma imagem térmica do céu inteiro, e ap6s devida subtracao
dos dipolos devido a rotacao da Terra e a contribuicao da nossa galaxia, o resul-
tado foi um mapa colorido em 1992, como mostrado na Fig. 2.8. As regides mais
quentes estao em rosa e as mais frias em azul, a diferenca de temperatura de uma,
regiao para outra é dada por: % ~ 1073K. A radiacdo tem uma temperatura
média de 2.735K, em concordancia com o valor experimental medido em 1964

por Penzias e Wilson [35], que era 2.9K.

A radia¢ao medida pelo COBE [36,37,40] é muito bem descrita por uma curva
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Figura 2.9: Mapa do céu visto pelo COBE (acima) e pelo WMAP (abaixo). O
WMAP tem resolugao 30 vezes mais fina [43] do que seu antecessor [45].

de radiacao de corpo negro (Fig. 2.7) a 2.725K, valor da radiagao predita para o
gés quente de quando o Universo se formou, visto com um avermelhamento cor-
respondente; a expansao do Universo dilata o comprimento de onda pelo mesmo
fator que o Universo se expande entre o tempo da emissao e da observacao. Tam-

bém mostraram que uma parte do céu tem temperatura de 2.7251K enquanto

outra parte do céu tem 2.7249K.
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Experimento WMAP

O WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) foi langado pela NASA
em 2001, com o objetivo de medir de diferentes formas a radiagao de fundo [46], a
fim de testar as teorias sobre a natureza do universo. WMAP criou suas imagens
das anisotropias usando a diferenca de temperatura da radiacao de fundo medidas
em direcoes opostas.E um sucessor do COBE, e tem uma resolucio 30 vezes mais
fina [43], revelando informagoes sobre a historio e o destino do universo de forma
mais precisa (Fig. 2.9). Mediu a temperatura da radiagao de fundo cobrindo todo
o céu com alta resolugao angular (< 0.3°) e sensibilidade. Os dados do WMAP
mostraram que o universo tem 13.7 bilhdes de anos (com erro de 1% [16,43]), e
que o universo se expandira para sempre.

A grande importancia desses dados é que podem revelar o tamanho, o con-
teido material, idade, geometria e destino do universo. Eles também podem
revelar sobre a estrutura primordial que evoluiu na forma de galaxias e testar
idéias e teorias sobre as origens dessa estrutura primordial.

Em 2007, o satélite Planck [19] entrard em a¢ao, com a perspectiva de medir
as flutuacoes da temperatura da radiacao de fundo com ordem de AT = 1077K.

Ainda existem questoes fundamentais em aberto no Modelo Padrao, que torna
relevante o investimento nesses projetos para o estudo da radiacao cosmica de
fundo. Entre elas, uma das mais interessantes é saber como a radiagao de fundo
pode ser homogénea com uma precisao maior que 1°, se essas regioes nunca se
comunicaram, isto é, sao regioes nao conectadas de forma causal? Isso decorre
do fato que a luz da radiacao de fundo foi emitida quando o universo se tornou
transparente (superficie de tltimo espalhamento), aproximadamente quando o
universo tinha 300 mil anos, em z = 1300. O tamanho da area que pode ter
conectado-se de forma causal é portanto menor que 300 mil anos-luz, e essa area
aparece hoje sob um angulo um pouco maior de 1°.

Como ja referido na Introducao, o alto grau de homogeneidade observado no
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Figura 2.10: Mapa do céu visto pelo WMAP em outra banda de freqiiéncia. No-
vamente aqui as diferentes cores representam diferentes temperaturas [46]. Esse
mapa ¢ realmente a digital do Universo primordial [45].
universo tem sido relacionado & dinamica de fétons em superficies compactas de
curvatura negativa. As trajetorias fotonicas sao nesse caso fortemente caoticas e
a dinamica apresenta forte mizing [8]. Ha uma conjectura de Berry que diz que as
funcoes de onda em sistemas onde a Mecanica Classica é fortemente cadtica, po-
dem ser modeladas por fungoes randomicas gaussianas (isto é, pela superposi¢ao
de ondas randomicas) [47], o que explicaria o fato que as flutuagdes na radiacao
de fundo teriam uma distribui¢ao gaussiana [10,11]|. Esse no entanto, é todo um
outro extenso campo de pesquisa chamado de Caos Quantico [7,48], para o qual,
um outro capitulo nessa dissertacao seria necessario, mas nao conveniente.
Dados do WMAP indicam que contribuicoes de sinais nao-gaussianos nas
flutuagoes de temperatura da radiagao de fundo, e até mesmo de ruido instru-
mental, ndo sdo significativos [49]. A gaussianidade nas flutuagoes da temper-
atura nao é um consenso. Ha intmeros trabalhos que investigam possibilidades

plausiveis de desvios da gaussianidade nas flutuagoes primordiais usando os dados
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do WMAP [50-52].

2.5 Estabilidade em trajetérias de fétons

Para explicar a gaussianidade da radiagao cosmica de fundo em geometria
hiperbolica é necessario recorrer a propriedade de instabilidade desse tipo de
geometria (visto no Apéndice A.1.2), isto é, duas trajetorias que inicialmente
estao juntas em t = 0, divergem rapidamente, de forma exponencial para t > 0.
O presente estudo trata da estabilizacao de fétons em universos de topologia
compacta e curvatura negativa, baseado no artigo de Dettman et al [5]. O célculo
baseia-se em um universo descrito por um elemento de linha da forma FLRW (eq.

(2.1)), cujo espago-tempo é descrito por:

1—2¢
1+ 522 + 92 + 22)

ds* = R*(7) | (1 + 2¢)dT* — S(da® +dy* + d2%) |, (2.3)
onde R*(7) é o fator de escala (Apéndice A.3.8), também conhecido como raio
de curvatura espacial do universo onde 7 = fR_ldt é o tempo conforme, e R
aparece somente nesta definicao desde que essas equacoes permanecem invariantes
conformalmente [4].

Nessa formulagao a métrica do espago é perturbada por flutuacoes de densi-
dade com velocidades nao-relativisticas, e essa perturbacao é dada pelo potencial
gravitacional Newtoniano ¢ << 1. Utiliza-se o sistema conforme de coordenadas
tipo Newtoniano, com variaveis espaciais (z, y, z), comumentemente chamadas de
co-moventes, pois expandem-se uniformemente na mesma taxa de expansao do
Universo. As unidades sao escolhidas de forma que a constante gravitacional G
e a velocidade da luz ¢ sao iguais a 1. Também foi desprezado perturbacoes no
tensor de Weyl, caracteristico de ondas gravitacionais, e flutuagoes de pressao
causadas, por exemplo, por neutrinos relativisticos.

Partimos da equagao de desvio geodésico (eq. (2.4)) que em espago curvo,
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descreve a separacao & das trajetorias de duas geodésicas de fotons que inicial-
mente estdo juntos, utilizando o termo de background e o termo de perturbacao*
do tensor de Riemann R ; (detalhes em A.3.6):

d2£a
d\?

= (R 5+ OR, )VIVVE (2.4)
onde A é o parametro a fim (definido em [53] como sendo o miltiplo do tempo
proprio 7 mais um deslocamento: A = ar + b), e V sdo vetores tangentes, que
podem ser interpretados como a quadri-velocidade de um observador co-movente.
Essa equacao expressa que a aceleragao relativa entre duas geodésicas vizinhas é
proporcional a curvatura. Fisicamente, a aceleragao de geodésicas vizinhas é in-
terpretada como a manifestacao das forcas gravitacionais de maré, aqui expressos
pelo potencial gravitacional ¢.

De acordo com a TRG, os fotons (luz) descrevem geodésicas nulas (menor
distancia entre dois eventos) no espaco-tempo. Tomando as seguintes diregoes

para o movimento das trajetorias (geodésicas) que os fétons seguem como:

VE =V = , (2.5)

e tomando as perturbacoes, no vetor conexao, como sendo ortogonais a essa

“Importante observar que ¢ utilizado o simbolo grego § para indicar termos perturbativos
de quantidades.
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direcao, isto é, nas direcoes espaciais x e y:

~ o

3

Utilizamos o tensor métrico nao-perturbado e o tensor métrico perturbado®,

respectivamente, como segue:

r)=— 2.8
f(r) L (2.8)
[§]
20 0 0 0
57 — 0 20f(r) 0 0 | 29)

0 0 20f(r) O
0 0 0 20f(r)

Finalmente, efetuando os célculos mostrados no Apéndice B, chega-se as

seguintes equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, para as componentes

5Ambos saem da métrica de FRLW.
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de separacao entre duas geodésicas de fotons:

2 | ¢ k+2¢cc  2¢¢y ¢
) =— (2.10)

20cn K+ 20 U
onde ( e n sao as componentes de separacao no plano 7 perpendicular & direcao
de movimento V*, e temos as derivadas segundas de ¢, chamadas de forgas de
maré, que podem ser completamente caracterizadas a partir de um completo
conhecimento das flutuacoes de densidade de matéria. Enquanto se move, um
foton wverd essa distribuicao de matéria como uma forca estocéstica dependente
do tempo. Essa for¢a flutua rapidamente (a velocidade do foton é grande) e
aleatoriamente [5] (estocasticamente) com média temporal nula. A distribuicao
randomica para a distribuicao de matéria em larga escala é razoavel para uma
primeira investigacao do problema, assim como, também nada divergente de re-

sultados recentes na literatura [54].

Para ilustrar o comportamento qualitativo dessa classe de equagoes, é sufi-

ciente considerar uma componente satisfazendo:

T A 2.11)

dr?

onde A é um parametro de controle e f(7) uma funcao estocéstica com média
nula. Esta equacao tem uma analogia mecanica: ela também descreve um pén-
dulo invertido com um pivo movel livre para oscilar verticalmente, no limite de
pequenas oscilacoes. Nesse caso, u denota o deslocamento angular e o termo
Af(7) descreve a altura do pivo. A forca gravitacional que desestabiliza o pén-
dulo corresponde a geometria cosmologica hiperbolica suave (nado-perturbada),
enquanto que o movimento do pivo corresponde as perturbacoes da métrica in-
duzidas pelas flutuagoes na densidade de matéria. Embora a equacao (2.11) possa

parecer simples, suas solucoes exibem uma rica variedade de diferentes compor-
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tamentos qualitativos, no limite de tempos longos, conforme veremos no préximo

capitulo.



Capitulo 3

Sistemas dinamicos: caos e

estabilidade

Freqiientemente, a mecanica classica é vista como uma area da Fisica ja
concretamente estabelecida e estatica, onde nao se vislumbra mais nenhuma de-
scoberta que possa influenciar outras areas e onde todas as analogias ja foram
feitas [55]. Porém essa idéia é equivocada, conforme mostramos aqui.

Trataremos de sistemas dinamicos com o intuito de mostrar a analogia entre o
comportamento randémico classico de um péndulo perturbado com as trajetorias
de fétons em um universo do tipo FRLW. Encontrar essas analogias é facilitar o

entendimento intuitivo de fendmenos complicados & primeira vista.

3.1 Sistemas dinamicos

Um sistema dinamico é um sistema de n equacgoes diferenciais de primeira
ordem em n varidveis * = (x1,2s,...,x,) que em geral, definem um ponto no
espaco Euclideano R™:

dxr

== 7= f(T,1) (3.1)

Uma solucao de um sistema dinamico é uma fungao vetorial Z(Z, t) que sat-

31
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isfaz a equagao (3.1) e a condigao inicial:

Em outras palavras, um sistema dinamico é um sistema que possui um estado
em cada instante de tempo, sendo que o estado é uma variavel, ou conjunto de
variaveis, interna ao sistema, que evoluem ao longo do tempo [56]. Um deposito
de agua onde o nivel ou volume de dgua no interior do deposito é o estado do
sistema, ou também, um forno onde o estado é a temperatura em seu interior,
sao exemplos de sistemas dinamicos que se encontram em problemas cotidianos.

Um sistema pode ser deterministico ou estocastico, dependendo de como é
representado o seu estado. Para estados que tomam valores reais, fixos, o sistema
é dito deterministico. Se os estados do sistema forem descritos por uma funcao de
densidade de probabilidade, através de uma variavel aleatoria, entao o sistema é
estocastico. Trataremos apenas de sistemas estocasticos, onde é conveniente con-
siderar variaveis estocasticas, devido a existéncia de perturbacoes imprevisiveis
no sistema [56.

Vamos comegar nosso estudo de sistema dinamico com um sistema Hamilto-
niano, descrito por uma fun¢do Hamiltonina (H), cujas principais propriedades

de nosso interesse sao:
e sem dissipacao, onde uma ou mais quantidades sao conservadas;
® as equacoes sao reversiveis no tempo;
e o volume no espago de fases é conservado (teorema de Liouville);
e a dindmica ocorre em um espaco de dimensao inteira (ndo fractal).

O caso que estudaremos é o mais comum e famoso oscilador harmonico: o péndulo.
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(a) N O

Figura 3.1: Péndulo invertido. (a) Anélogo prético: tentar estabilizar o pén-
dulo na posicao invertida aplicando uma freqiiéncia v horizontal, suficientemente
alta, com a mao. (b) Anélogo experimental: estabiliza¢ao na posigao invertida
utilizando um suporte moével controlado, por exemplo, por computador.

3.1.1 O péndulo

Um péndulo ordinario simples consiste de uma massa m, suspensa em uma
barra rigida de comprimento I, em um plano suspenso imerso em um campo
gravitacional uniforme. Esse é um sistema aparentemente simples, além de ser um
modelo fisico muito 1til e versatil, que possui uma dinamica clara cuja descricao
é acessivel inclusive aos alunos principiantes.

O movimento unidimensional é o que nos interessa nessa abordagem do pén-
dulo (ver Fig 3.1). O Lagrangiano, o momentum e o Hamiltoniano desse sistema

sao dados, respectivamente, por [57]:

L - %m(zé)Q—ng(—cose) (3.2)
oL
P = == =ml?
9 ml*q (3.3)
2
H = p¢—L= + mgl(—cos ) (3.4)

-~ 2ml2?
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que por sua vez geram a equacao de movimento, que é uma equacgao diferencial
de segunda ordem:
d?0 g

@ + 786710 = 0, (35)

em coordenadas polares, onde # é a amplitude angular de oscilacao, g é a acel-
eracdo da gravidade e [ ¢ o comprimento do fio inextensivel (ou barra rigida). E
uma equacao nao-linear simples e importante, que nao possui solucao analitica
em termos das funcoes padroes, mas existe uma solugao analitica bastante com-
plicada que é dada em termos da inversa de uma funcao definida por uma integral

que nao pode ser explicitamente integrada:

sen (%9@)) = sen () sn {\/%(t ), sen (%)] | (3.6)

onde a (amplitude do movimento) e ¢, sdo constantes determinadas pelas condigoes
iniciais, e sn(t,k) é a fungao seno-eliptica de Jacobi a qual é a inversa da funcao

definida pela seguinte integral:

! dz
/0 1 — k2sin*(x) (3.1

Esta solucao explicita é tao complicada que é extremamente dificil extrair as prin-
cipais caracteristicas da solucao. Alternativamente, usando apenas conservacao
de energia, pode-se obter uma boa figura geométrica da solugao da equacao (3.5)
no espaco de fases (Fig 3.2). Todas as curvas no espaco de fases sao fechadas pois
0 + 27 é equivalente a 6, isto é, possui periodo de 27, de forma que o espago de
fases é cilindrico.

No gréafico mostrado na Figura 3.1, podemos ver os pontos # = 0 e § = 7 com
velocidade angular igual a zero, que correspondem aos pontos de equilibrio estavel
e instavel, respectivamente. Em 6 = 7 do péndulo esta na posic¢ao invertida [58].

Portanto, percebemos que, a principio, a solugdo da equagao (3.5) ndo exibe
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2 -7 0 -

Figura 3.2: Trajetorias no espaco de fases de um sistema tipo o péndulo. As
curvas fechadas sao torus. O eixo vertical é a velocidade angular do péndulo
e o eixo horizontal é o angulo . Note que para pequenos valores de velocidade
angular (ou energia total), o sistema é aproximadamente um oscilador harmoénico.
A linha pontilhada que passa através dos pontos instaveis B é o limite entre o
movimento periodico constante (curvas fechadas) ao redor do ponto estavel A e
a regiao de circulagao (curvas continuas).

qualquer tipo de caos, porém pode-se obter comportamento cadtico em péndulos
introduzindo uma ou mais perturbacoes dependentes do tempo causadas por uma
forca externa. Isso leva a uma perda de regularidade do diagrama do espaco de
fase (caos).

Podemos adicionar mais complexidade na dinamica desse sistema, adicio-
nando uma vibragao vertical com uma certa freqiiéncia w em um certo intervalo,
com uma amplitude A. Para diferentes valores de freqiiéncia e/ou amplitude, a
dindmica podera ser irregular, cadtica [12], ou ainda, o movimento cadtico podera
se tornar puramente oscilatorio, sem revolugoes.

Conforme mostrado por P. L. Kapitza, a dindmica do péndulo é bem rica
se considerarmos a estabilizacao do péndulo na posicao invertida, isto é, com o
péndulo virado para cima (Fig 3.1). Isto é possivel aplicando vibragoes verticais

ao péndulo, com alta freqiiéncia ao longo de um eixo vertical. Quando a freqiiéncia

e/ou amplitude dessas vibragoes sao grandes suficientes, o péndulo invertido nao
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mostra tendéncia a cair, isto é, de voltar a posicao de equilibrio estavel. Mostra-se
que a pequenos e moderados desvios da posicao vertical invertida, o péndulo tende
a oscilar em torno dessa posicao tal qual um péndulo simples oscilando voltado
para baixo [12,55]. Essa descoberta feita por Kapitza desperta o interesse ainda
hoje entre pesquisadores [59]. A equagao mais geral que rege o movimento desse

tipo de péndulo, também conhecido como péndulo invertido, é [6, 60, 61]:
16 + b0 + ml(g — ew? cos(wt)) sinf = 0,

onde b é um termo relacionado a forcas de atrito e I é o momento de inércia

2 m é a massa, | é o comprimento da haste do péndulo, # é o deslocamento

ml
angular medido no sentido horario da posicao vertical para baixo, e € e w sao as
amplitudes e freqiiéncia da oscilacao vertical. Fazendo uma normalizacao com

wt = 27t e 0 = 27z, obtemos:
&+ 27 8Q0% + 27 (2% — Acos(2nt)) sin 27x = 0,

— mygl _ b __ wo _ mile : o
onde wy = /&, B = oo Q== e A= "¢ Considerando que a posi¢ao
invertida é em = = %, e posi¢ao nao-invertida (estado de equilibrio estével) é

x = 0, podemos fazer uma linearizacao em torno de z = =, fazendo z = u + %

1
29
Desse modo, a estabilidade linear do estado invertido é determinado pela equacao
de Mathieu:

i + 27 3Q + 47 (— Q% + A cos(2mt))u = 0,

Para um sistema conservativo temos § = 0, e assim, chegamos na equacao
unidimensional:
d*u
2

— = —(k+ Af(r)u (3.8)

onde A é o parametro que controla a amplitude de f(7), que é uma funcao forgada

estocéstica com média igual a zero, descreve a dinamica do péndulo invertido no
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limite de pequenas oscilagoes. E a mesma equacao que descreve os fétons viajando

em um espaco-tempo com curvatura variavel, devido a presenca de matéria.

3.2 Equacao dinidmica dos f6tons

As equagoes diferenciais ordinérias de segunda ordem para as componentes de
separagao entre duas geodésicas de fotons (equagao (2.4)), mostradas no capitulo

anterior (2.10), sao:

d2

d—Ti = —(k+20¢)¢ = 2¢¢um
dn _ _, k+ 2

W = - (béng_( + ¢nn)77

e podemos reescrevé-las como

% = —(Aecfu(7) + k)¢ — (Agy fa (7)) (3.9)
% = ~(Amfas(7) + F)n — (Agy f2(7))C, (3.10)

onde Ace, A,y e Agy sao amplitudes usadas como parametros de controle das
componentes acopladas ¢, n e (n, respectivamente. Os potenciais Newtoniano
sao representados por fungoes estocasticas f;;(7) com i variando de 1 até 3 com
amplitude A, que representam as flutuacoes da curvatura do espaco-tempo, as

quais tomamos como tendo média global igual a zero, assim:

b = Accfu = Agccos(wnr)
ey = Awnfa = Ay cos(waaT)
¢7777 = Annf33 = Ann COS(CL)ggT).

Estamos interessados na freqiiéncia w caracteristica das flutuagdes em f(7) com

valores altos, isto é, w — 00, pois os fotons sao relativamente rapidos e w é a
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freqiiéncia caracteristica com que o féton sente a perturbagao na curvatura.
A dependéncia da estabilidade de w pode ser obtida separando as variaveis ¢
e n em componentes assintoticamente rapidas (5(7), v(7)) e componentes lentas

(X (1), Y(7)) [5], propondo uma substituigao desse tipo:

¢(r) = X(r)+w B(r) (3.11)

n(r) = Y(r)+w (). (3.12)

Aqui X (7) e Y(7) sdo componentes que variam lentamente, isto é, que descrevem
movimentos lentos na escala de tempo de oscilagoes do péndulo livre. J4, 3(7) e
~(7) sao quantidades pequenas que variam rapidamente conforme w — oo, isto
é, descrevem movimentos rapidos, que ocorrem em uma taxa muito maior do que
as vibragoes do suporte do péndulo invertido.

Substituindo as equagoes (3.11) e (3.12) em (3.9) e (3.10), respectivamente,

temos:

X+w™ 8 = —(Acfn+k)(X +078) = (A f) (Y +w™%)  (3.13)

V4w = —(Ayfas+ k)Y +w0 %) = (Agf2) (X +w7°0), (3.14)

agora, tirando a média e assumindo que:

S
=
~———
I
s
=
I
=
I
T~
=2
I
=
3
=
I
o

<X> - X
(V) = ¥
(X)y = X
v) =Y,

onde (...) denota média temporal local sob escalas grandes comparadas a w™!. A
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média ¢ definida pela seguinte integral:

(on) = 5= [ . [—%u - t’)?} (g()h(t). (3.15)

Ainda, sabendo que:

{g() +h(r)) = (9(7)) + (h(T))

(g(r)) = J{g(7)), (3.16)

onde ¢ é constante, chegamos a seguinte equacao:

X = —k (X) = Age (fuX) = Ay (f22Y) = Accw™ (fu1B) — Agyw™ (f227)

= —k <Y> - Ann <f33Y> - ACn <f22X> - Annw_a <f337> - Acnw_a <f225> .

Assumindo que (f11(7)X) = (foa(T)X) = 0 e (for(7)Y) = (f33(7)Y) =0, a

equagao anterior resulta em:

X = —k(X)— Acw ™ (fuf) — Aqw ™ (fa27)

= —k(Y) = Apw " (fsz7) — Acw™ " (fo23) .

Colocando-se w™¢ em evidéncia:

X = —kX —w (A (fuB) + Agy (f227)) (3.17)

Y = —kY —w Ay (fs37) + Aey (f22)). (3.18)

Subtraindo a equacao anterior de (3.13) e (3.14), termo a termo, e tomando o

limite de w — 00, 0s termos w™ do lado direito da equagao vao a zero (w=* — 0),
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chegamos a:

W= — —AcfnX — AgfnY

w = = AepfoX — Ay f33Y.

Estas equagoes podem ser integradas diretamente, tratando (X) e (Y') como
constantes, pelo fato de que flutuam muito lentamente com w — oo, levando aos

resultados:

u)_aﬁ. = _(ACCX + ACWY)/ fii(T/)dT, = _(ACCX + ACnY)Uii(T)

0T = (A X 4 AY) [ Fule)r’ = (A X + A YY),
T1
com 71 tal que (v;(7)) = 0. Integrando novamente:

w*aﬁ = —(Ach + ACUY)/ ?)ii(T/)dT/ = —(Ach + ACnY)Z’ii(T) (319)

T2

w = —(AgX + A,mY)/ V(T dr" = —(Aen X + Ay Y ) zi(7), (3.20)

T2

de novo escolhendo 7, de modo que (z;(7)) = 0. Multiplicando ambos os lados
das equagoes (3.19) e (3.20) por A;; f;:(7) (lembrando que indices repetidos, em

diferentes termos, indicam soma), temos:

W_Q(Aggfnﬁ + ACUfQQ*}/) = —(AECX —f‘ AgnY)fu(T)Z” (T)

W N Apy faz37 + Aenf228) = —(Aan + Ainy)fii(T)zii(T)‘

Tomando-se a média em ambos lados dessa equagao, e usando as equagoes

anteriores, chegamos a:

WA () + Ay (fa2) = —(ALX + ALY) (vii(7))

W (Apy (f337) + Aey (f228)) = —(ALX +ALY) (vi(7)).
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Por substituicdo dessas equacOes anteriores nas equagoes (3.17) e (3.18), por

fim, obtém-se:

d* (X)

L = (A2 R ) X + B (X) + 42, () () (3:21)
ddﬁ? = — (A2, WE(M)Y) + k(Y) + A2 (v3(r)) (X)),  (3.22)

que é uma analise generalizada da equagao do desvio geodésico (A.24).

3.3 C(Caos classico deterministico

A propria definicao da palavra caos nos remete a desordem completa, pois,
em principio é oposta ao conceito de ordem e conseqiientemente, previsibilidade.
Lembramos que a acepgao do termo "chdos" no seu étimo grego é de origem ou
abertura origindria de onde vem tudo, portanto, indeterminada. Apenas com o0s
romanos é que tomou a acepgao de desordem, como oposigao ao "kosmos" (or-
dem).

Mas a desordem nao necessariamente é verdade, pois existe caos determinis-
tico, e podem haver ordem e previsibilidade nesse tipo de caos. E é exatamente
disso que trataremos. A teoria do caos pode explicar dinamicas complexas em sis-
temas simples, isto é, comportamentos aleatérios em sistemas comuns, tal como
mostrado no péndulo invertido perturbado (eq. (3.8)). De uma outra forma,
podemos dizer que a teoria do caos trata do comportamento de sistemas dinami-
cos com equacao de movimento nao-lineares.

Em resumo, o termo caos é usado quando um sistema dinamico é muito sen-
sivel as condigoes iniciais. Se uma mudanca minima no arranjo de um experimento
leva a resultados dramaticamente diferentes, esta é uma assinatura de caos.

Pensar em caos em uma superficie de curvatura negativa é algo simples, pois

trata-se de caos deterministico, onde a principal caracteristica é o fato do com-
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portamento do sistema cadtico ser extremamente sensivel as condigoes iniciais.

3.3.1 Caos em superficies hiperbélicas

A descricao intrinseca de um espaco Riemanniano n-dimensional é dada em
fungao das coordenadas ¢ = (q1, 4o, ...,qn) € da métrica local ds. A distancia
entre dois pontos vizinhos é dada por uma funcao quadratica, sendo dada na
forma diferencial como |7]:

ds® = grdq;dq, (3.23)

onde gj; ¢ o mesmo tensor métrico mostrado no Apéndice A, e é uma funcao
suave das coordenadas ¢. A integral [ ds ao longo de uma geodésica (Fig. 2.1)
define um comprimento, e distancias em um espaco Riemanniano sao medidas ao
longo de geodésicas. Mas se queremos medir distancias entre duas geodésicas, de
forma que devemos entao, utilizar a equacao:

d*E(s)
ds?

= —ke(s), (3.24)

onde £(s) é a distancia entre duas geodésicas, com parametro de distancia s, e k
é a curvatura gaussiana (ver A.1.1).

E muito facil perceber que a solucio da equacio (3.24) para k = —1 (geometria
hiperbolica- A.1.2) é do tipo exponencial, isto é, a solu¢ao diverge. E para k = +1
(geometria esférica - A.1.2) a solugdo é oscilatoria, tipo seno ou cosseno. Dessa

forma:

dz(zs) = &(s) — &is) = Ae™ (3.25)
d;S(QS) = —£(s) — &.(s) = Acos(t) = Asen(t), (3.26)

onde A é uma constante a ser determinada pelas condigOes iniciais ou pelas

condicoes de contorno do sistema, &;(s) é a solugao instavel e £.(s) é a solucao
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estavel.

As solugoes instaveis &;(s), que divergem exponencialmente, sido as solucoes
tipicas para superficies hiperbolicas. No presente contexto, onde estamos estu-
dando o desvio geodésico da trajetoria de dois foétons, devemos interpretar esse
resultado como o fato de que a distancia que separa os fotons, que estao ini-
cialmente muito proximos, diverge exponencialmente. Isto é o resultado da alta
sensibilidade as condigoes iniciais, tipica de sistemas ca6ticos. No ambito da cos-
mologia [42], as anisotropias da radia¢ao cosmica de fundo em universos hiper-
bolicos compactos sao explicadas com a propriedade de mizing® [62], apresentada
por sistemas fortemente caoticos. Porém, como mostraremos a seguir, a adicao
de perturbacgoes na curvatura pode alterar drasticamente esse resultado. Esse é
0 caso em que a equagao (3.24) torna-se similar a equacao (3.27):

d?{(s)
ds?

= —(k+ Af(s))&(s). (3.27)

Porém, trataremos aqui o caso bidimensional:

@2 | ¢ 20c =1 20 ¢
ua _ « e | (3.28)
n 2¢C7} 2¢7m -1 n

que descreve a separacao entre dois fotons em duas coordenadas espaciais, em um
universo hiperbolico. A solucao analitica € um tanto quanto complexa, e portanto,
oferece mais riqueza de interpretacao. A fim de facilitar a anélise, vamos estudar

analiticamente apenas trés casos:
o A=Ay =Ay =4
o A=Ay =A— Ay =24

[ ] ACC:AUWZAHACW:E)A

ITipica de caos classico. Propriedade vista apenas em tempo infinito.
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Para o primeiro caso (A¢c = Ay, = A,y = A), a solugdo é:

C(s) = n(s) = %6(6—10\/5A2+3600)s + %e(%\/m%%oo)s' (3.29)
Essa solucao obviamente diverge no caso em que —5A2 + 3600 > 0, e converge
quando —5A42 4 3600 < 0 pois resulta numa solucao cossenoidal?, definindo a
condi¢ao de convergéncia e divergéncia para a amplitude A: para A < 26, 83281574
a solucao é instavel, e para A > 26, 83281574 a solucao é estavel.

No segundo caso (A¢c = A,y = A — Ary = 2A), a solucdo é da forma:
1
C(6) = () = o 5 VEAT 5705 ) (3.30)

onde a solucao diverge no caso em que 242 — 576 < 0 pois resulta em um cosseno
hiperbélico, definindo a condi¢ao de convergéncia para A > 16,97056274.

Finalmente, o terceiro caso (A¢c = A, = A — A¢, = 5A) tem como solugao:
1
C(s) =n(s) = cos (@\/65142 — 36005) , (3.31)

similar ao caso anterior, onde a solucao converge para 654%2—3600 > 0, resultando
na condicao de convergéncia A > 7,44. Este é um bom resultado, pois mostra-
nos que podemos estabilizar esse sistema para valores relativamente mais baixos
da amplitude da perturbacao, em comparacao com resultados ji existentes na

literatura [5].

2Lembrando da relacio de Euler: e + e~ = 2cos(z).



Capitulo 4

Resultados numéricos: estabilizacao

de caos

O objetivo basico desse capitulo é a anélise numérica do comportamento das
duas equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem acopladas:
a2 | ¢ 20cc—1 29 ¢

— ,
ds n 2¢C77 2¢nn —1 n

mostradas no capitulo anterior. O objetivo analisar a existéncia de algum padrao
sistemético, tipo regularidade, estabilizacao ou aleatoriedade das equagoes. Para
tanto utilizamos ferramentas computacionais, desenvolvendo um algoritmo e um
programa em linguagem C.

Serao apresentados os resultados computacionais do trabalho em forma de

graficos, bem como as conseqiientes interpretacoes.

4.1 Meétodos computacionais

Para resolver as duas equagoes diferenciais (eq. 4.1) que descrevem a sep-

aracao das trajetorias de dois foétons ao longo do tempo, em um universo com
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geometria hiperbolica, foi necessario utilizar um método numérico de boa res-
olucao, pois nao existe solucao analitica para esse problema. Para tanto, foi
desenvolvido um programa para tal finalidade, utilizando a linguagem de progra-
macao C. As unidades arbitrarias envolvidas no problema sao tais que G = ¢ =1,
onde GG é a constante gravitacional e ¢ é a velocidade da luz.

Os métodos numéricos utilizados para resolver as equacoes diferenciais or-
dinarias acopladas de segunda ordem foram o Runge-Kutta 4% ordem e o método
de Verlet [63]. O erro associado ao algoritmo de Runge-Kutta é de quinta ordem,
por sua vez o erro de Verlet é de terceira ordem, porém este tltimo é cerca de 10
vezes mais rapido.

Como o processo é estocastico, foi utilizado o gerador de ntimeros aleatorios
srand, empregado em programacgao em C, geralmente relacionado ao nimero do

processo da maquina, o que garante total aleatoriedade.

4.1.1 Runge-Kutta 4* ordem

Consideremos novamente um sistema de equagoes diferenciais de primeira

ordem que escrevemos na forma vetorial

o = f(f7 t) (42)

Sob o nome métodos Runge-Kutta (RK) de ordem n, incluimos todos os métodos
de solucao numérica de sistemas representados pela equagao acima, que para
calcular z(j + 1) usam apenas o conhecimento de z(j). O algoritmo de RK é
conhecido como sendo muito acurado e bem conhecido para uma larga gama de
problemas. O erro relativo do RK de 4* ordem é de O(4) [63], e o erro local deste
esquema é O(At®), mas nao faremos a demonstragao devido a sua complexidade,
e também porque nao nos interessa esses pormenores.

O erro envolvido em cada ordem de RK é diferente devido, basicamente, a
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diferenca entre o ntimero de interacoes utilizadas. O método Runge-Kutta em
ordens superiores a um, utiliza médias ponderadas da funcao f, calculada nos
extremos e em pontos intermediarios do intervalo [t;,¢;+1]. De longe o mais
utilizado é o esquema com precisao de quarta ordem, por causa de sua relacao
de custo e beneficio, pois quanto maior a ordem, maior o nimero de vezes que
se necessita calcular f por passo de integracao, e portanto mais demorada fica

a compilacao. Por isso nao compensa, na maioria dos problemas, ir além da 4*

At

ordem. Considerando novamente a eq. (4.2) e definindo h = 57, o esquema

empregado é:

= f(x,t5)

Fy = f(z; + hFy,t; + h)
F3 = f(z; + hFy,t; + h)
Fy = f(z; + AtF t; + At)

At
Tjt1 :IJ+F(F1+2F2+2F3+F4) (43)

Para resolver nossas equagoes diferenciais de segunda ordem com esse método,

precisamos escrevé-las na forma de um sistema de equacgoes de primeira ordem:

"
dt

dv

— = AR

dt f(x7 7)

Para o presente objetivo a desvantagem desse método é exatamente o fato de
ser necessario utilizar duas vezes o método, para a derivada primeira e depois para
a derivada segunda, e com isso o tempo de execugao do programa aumenta. E por
razoes de comodidade computacional (tempo) resolvemos implementar também o
método de Verlet, ja que este soluciona equagoes diferenciais de segunda ordem de

forma direta, e assim foi possivel fazer também a comparacao entre os resultados.
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4.1.2 Verlet

As equacoes diferenciais de segunda ordem no tempo tem grande importancia
em inimeros problemas da Fisica, e possuem a forma:

d*z

—m =@ (4.4)

O método de Verlet resolve equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem
utilizando o conhecimento de z(j) e x(j — 1) para o célculo de z(j+ 1) [63]. Para

tanto, usamos a seguinte forma discreta para a derivada segunda:

(CF_ZE) :ZE]+1+$]—1—2$] (45)
a2 ) ,_, (At)?
Para o caso de f nao depender da velocidade, com a utilizacao da equacao ante-

rior, a solu¢do numérica da equagao (4.4) fica:
wjr1 = f2)(A8)? + 225 — 21 + O(AtY) (4.6)

Este é o conhecido algoritmo de Verlet, que também utilizamos para fazer as
simulagoes numéricas mostradas a seguir.

Porém existe um problema no momento de calcular ;4 pelo algoritmo de
Verlet, pois necessita-se conhecer x em dois instantes de tempo anteriores, isto
é, necessita-se conhecer x; e z;_;. Usualmente (e este também ¢é o caso aqui), as
condicoes iniciais fornecem apenas a posicao e a velocidade inicial, de modo que
nao é possivel aplicar diretamente o algoritmo de Verlet. A forma que utilizamos
para solucionar esse problema foi utilizar o método de RK 4* ordem apenas para
calcular a primeira iteracao, e utilizar o Verlet em seguida. Os resultados foram
muito satisfatérios em termos de desempenho, e o erro envolvido é o mesmo erro
do RK 4% ordem para a primeira iteracao, e o mesmo erro envolvido no Verlet

para as demais iteracoes.
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4.1.3 Algoritmo

Para explicar o procedimento numérico, retomamos as equacoes diferenciais

(4.1), que queremos resolver:

d*¢

arz —(AceS11(7) + k)¢ = (Acy for (7)) (4.7)

d*n

gz = —(Apfa(T) +k)n = (Aq fa(7))C, (4.8)
onde k = —1 é a curvatura espacial correspondendo a geometria hiperbolica.

Nos simulamos numericamente estas equacoes acopladas com os algoritmos

descritos acima: RK 4% ordem e Verlet. Para tanto utilizamos

N

() = fee(r) = cos(wir + ) (4.9)
n;l

fa(7) = fen(7) =D cos(wiT + 657) (4.10)
7;\[:1

fs3(T) = fan(T) = Y cos(@'T + &), (4.11)

onde N = 100, e as freqiiéncias w, e as fases ¢,, sao escolhidas de forma aleatoria
entre [90,700] e [—1, 1], respectivamente. Foi utilizado um gerador de nameros

aleatorios srand(), na seguinte formula:

2.0 - srand() + 1.0
RAND MAX + 1.0

nrand = 1.0 (4.12)

onde RAND MAX! é definido pelo sistema computacional, e nrand é o nimero
aleatorio gerado.

Foi utilizado um passo de 0.001, tempo inicial £[0] = 0.0, e posi¢oes iniciais
¢ =n = 1.0. Os valores para as amplitudes A e os valores de freqiiéncia minima

Wnin © MAXIMAa Wy, foram colocados manualmente. Logo apos as freqiiéncias e

'RAND MAX é o limite superior do valor que a fungdo srand() retornara, definido pela
biblioteca stdlib.h da linguagem de programacao C.
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TEMPO
100 -

80 -

60 -

40 -

Figura 4.1: Estabilidade em 3 dimensoes com parametros A,, = 7, A,y = 7,
Ayy = 35, w; =90 e wy = 700. Simulacao utilizando o Runge-Kutta 4* ordem.

fases foram calculadas da seguinte maneira:

Wn = (Wmin + Wimaz) * 0.5 + (Wimaz — Wmin) * 0.5 - nrand()

¢On = nrand()-m

com 7 = 3.141592653589793. Depois, basta substituir os resultados obtidos para
as equagoes (4.9), (4.10) e (4.11) nas equagoes (4.7) e (4.8), e o programa faz o

resto, gerando graficos no formato post-script (ps), apresentados a seguir.

4.2 Apresentacao dos resultados

Utilizando os métodos numéricos descritos acima, e depois de inimeras iter-
agoes, chegamos aos resultados esperados. Fizemos simulacoes em trés dimensoes,

sendo duas espaciais e uma temporal, e temos graficos que sao mostrados em trés
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TEMFPO
100

80

Figura 4.2: Estabilidade em 3 dimensoes com parametros A,, = 9, A;, = 9,
Ayy =40, w; =90 e wy = 700. Simulacao utilizando o Runge-Kutta 4* ordem.

dimensoes, e também em apenas duas dimensoes (espaciais), similar a um grafico
no espaco de fases, a fim de ilustrar a estabilidade encontrada de forma direta.
No caso das estabilidades (solugbes estaveis), a distancia oscila em torno de
baixos valores, como pode-se ver nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3. Enquanto que para o
caso das instabilidades (solugoes instaveis), nota-se claramente a rapida divergén-
cia da distancia entre os f6tons para valores bastante altos, como mostramos nas

figuras 4.4, 4.5 e 4.6.

4.2.1 Analise

Os resultados numéricos e analiticos apresentados neste trabalho mostram que
as flutuacoes na curvatura espacial estabilizam as trajetorias dos fotons para duas
dimensobes espaciais, assim como ocorre no caso unidimensional [5], onde o mais
marcante progresso foi o uso de uma variavel completamente aleatoria para gerar
as N funcoes estocasticas.

O resultado de estabilizagao neste contexto, é novo (mesmo para perturbagoes
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Figura 4.3: Estabilidade em 2 dimensoes (espaciais) com parametros A,, = 9,
Ay =9, Ayy = 5, w; = 90 e wy = 700. Simulacao utilizando o Runge-Kutta 4*
ordem.

TEMPO
100 -

80 -

40 -

20 -

Figura 4.4: Instabilidade em 3 dimensoes. Parametros A,, =7, A, =7, Ay, =
30, w; = 90 e wy = 700. Simulac¢ao utilizando o Runge-Kutta 4* ordem.
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Figura 4.5: Instabilidade em 2 dimensoes. Parametros A,, =7, A, =7, Ay, =
30, w; = 90 e wy = 700. Simulacao utilizando o Runge-Kutta 4* ordem.

dessas ordens de grandeza) e surpreendente, pois nao esperava-se que superficies
de curvatura negativa e topologia compacta, caracterizadas por serem altamente
caodticas, pudessem comportar solucoes estaveis.

E interessante salientar o fato de que néio houve diferenca relevante nas sim-
ulagoes feitas pelo Verlet e pelo Runge-Kutta 4* ordem. Ambas resultavam no
mesmo tipo de solucao: estavel ou instavel, sob as mesmas condicoes iniciais.
Importante observar também, que pelo fato de ter sido usada uma variéavel com-
pletamenta aleatoria, para mesmos valores de amplitudes e freqiiéncias maxima e
minima, a solugao poderia ser tanto estavel quanto instavel, aumentando a prob-
abilidade de ser estavel quanto maiores os valores de amplitudes, e os valores das
freqiiéncias.

Os menores valores para freqiiéncia? w que utilizamos foi 90, cujos resultados
mostramos em todas as figuras, devido ao fato de esse ser um limite inferior. Nao
h& um limite superior definido para a freqiiéncia, porém utilizamos o valor igual a

700 por comodidade (tempo). J& para os valores da amplitude A existe um limite

2Importante lembrar que estamos tratando de unidades arbitrarias.
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Figura 4.6: Instabilidade em 3 dimensoes. Simulacao utilizando o método de
Verlet.

inferior bem definido, como mostramos no capitulo 3, na seccao 3.3.1. Dos casos
que analisamos, o valor de A = 7 foi o menor encontrado, sendo que a amplitude
de acoplamento entre as duas componentes deve ser 5 vezes esse valor, isto é, igual
a 35. Para exemplificar, vimos a figura 4.1 que utiliza os parametros A,, = 7,
Ay =7, Ayy = 35, w; = 90 e wy = 700, tendo sido o resultado de uma simulacao
utilizando o Runge-Kutta 4* ordem. J& nas figuras 4.4 e 4.5, a amplitude de
acoplamento é um pouco menor do que 5 vezes, resultando em instabilidade. Os
parametros utilizados foram A,, =7, A,y =7, Ay, = 30, w; = 90 e wy = 700, e

a simulagao também foi feita utilizando o Runge-Kutta 4* ordem.



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas

Estudamos um universo hiperboélico compacto, que se caracteriza por ser ex-
tremamente cadtico, mas mostramos que na presenca de perturbacoes na cur-
vatura (eq. (2.4)) alguma estabilidade emerge do caos. Fluxos geodésicos em es-
pacos de curvatura negativa sao sistemas de Anosov e, como provado por Anosov
em 1967 [6], sdo estruturalmente estaveis, no sentido que sdo robustos para (pe-
quenas) perturbagoes. Mostramos contudo que, quando as perturbagoes nao sao
pequenas, o sinal da curvatura pode mudar cessando o caos, fazendo com que a
dindmica dos fotons possua, genericamente, componentes regulares (estaveis) e
irregulares (caodticas).

Sabemos da radiacao de fundo, que as flutuagos da homogeneidade e isotropia
sao pequenas, isto é, as perturbacoes na métrica sao pequenas, da ordem de
1/10°. Assim, este efeito de estabiliza¢ao tem maior importancia para a radia¢ao
de fundo, no periodo quando os aglomerados de galaxias foram formados (z=10),
isto é, muito posteriormente aos efeitos do caos devido a curvatura negativa que
vem sendo acumulados desde épocas muito anteriores, z=1100 62,64, 65].

Cosmologicamente, este mecanismo de estabilizacao pode ter relevancia na
fase pré-inflacionaria, com conseqiiéncias interessantes para a Teoria de Inflacao

Caotica [8] onde universos com curvatura negativa e topologia compacta expli-
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cariam a homogeneidade da radiacao de fundo.

Experimentos futuros o qual explorarao completamente a radiacao cosmica de
fundo no céu tal como PLANCK, possivelmente fornecerao dados com precisao
suficiente para se por a prova a gaussianidade ou os desvios da gaussianidade
das flutuagoes da temperatura do background [66]. A esperanga dos cosmologos,
astrofisicos e pesquisadores das areas afins, é que os novos dados possam fornecer
respostas as varias questoes ainda em aberto na Cosmologia, tanto quanto novos

meios para se possa distingiiir entre as possiveis geometrias para o Universo.

Perspectivas para o futuro préximo

Quando as flutuacoes da densidade de matéria se tornam nao tao pequenas,
elas podem influenciar a radiacao de fundo, e o Efeito Sunyaev-Zeldovich é um
exemplo [67]. Observacionalmente, o efeito de estabilizacdo dos fotons pela pre-
senca de aglomerados de galaxias, poderia ser detectado na radiacao de fundo,
pois mesmo um caos muito fraco (as observagoes atuais indicam que o universo é
aberto) é dramaticamente diferente de estabilidade. Em caos muito fraco, a sepa-
racao das trajetorias pode ser tao lenta, que podera nao ser observada. Contudo,
em sistemas fortemente estaveis, as trajetérias vizinhas oscilam uma em torno da
outra. Caos fraco poderia corresponder a uma separacao praticamente constante,
enquanto que a estabilidade corresponde a oscilagoes claras e observaveis. Esta é
a mesma diferenca entre um péndulo invertido em um campo gravitacional fraco
e um péndulo proximo do ponto de estabilidade: o segundo oscila, o primeiro
nao. Assim, a estabilizacao pela perturbacao da densidade de matéria, poderia
ser observavel (mesmo em um universo aberto): ela poderia ser vista pelas os-
cilacoes na separacao de trajetorias de fotons vizinhos. Nosso proximo passo seré
o calculo da contribuicao da estabilizacao para o Efeito Sunyaev-Zeldovich.

Essa mesma anéalise perturbativa, utilizando o potencial Newtoniano como

fonte de perturbacao da curvatura, feita no presente trabalho, sera feita também
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utilizando ondas gravitacionais como a fonte de perturbacao. A grande diferenca
consiste no fato de que ao invés de perturbamos o tensor de Riemann, pertur-
bamos o tensor de Weyl [68]. A idéia é encontrar algum mecanismo onde seja

possivel detectar a existéncia de ondas gravitacionais de forma indireta.



Apéndice A

Aspectos do espaco-tempo curvo

O espago-tempo da Relatividade Geral (Teoria da Gravitagao de Einstein) tem
a estrutura de uma variedade Riemanniana quadridimensional, com uma métrica
localmente Lorentziana. Esses conceitos serao formalizados a seguir, de um modo

mais ou menos preciso, e para tanto utizou-se ampla bibliografia [69-72].

A.1 Geometria

A palavra geometria origina-se de duas palavras gregas: "geo" e "metria" ,
que significam respectivamente, terra e medida. Logo se desprendeu o conceito
do estudo de figuras construidas com as formas elementares do espaco: o ponto, a
linha e a superficie (figuras geométricas). A geometria compreende a area de me-
didas de distancias e angulos e suas inter-relagoes. Existem inimeras implicagoes
importantes da geometria para os sistemas fisicos, em especial na TRG. A gravi-
tacao de Einstein nao é uma teoria de campos, mas sim é uma teoria geométrica,
e portanto, a geometria torna-se ainda mais importante neste contexto. O tipo
de geometria da variedade de espago-tempo nas equacoes de Einstein através da
métrica, como serd visto posteriormente (eq. (A.7)), e esta por sua vez define a

solugdo das equagoes do Universo (A.29).

28
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Figura A.1: Forma simples de definir curvatura.

A.1.1 Curvatura gaussiana

A curvatura é o conceito mais importante que caracteriza as curvas, superficies
e espacos de dimensoes mais altas. A curvatura é definida como o desvio da
horizontal, sendo que nesse caso especificamente, horizontal quer dizer linha reta.
A curvatura é, portanto, a medida do desvio a partir de uma linha, e curvatura
constante pode dar origem a um circulo em um plano ou uma hélice no espago,
por exemplo.

A curvatura gaussiana de uma superficie ¢ uma medida escalar da razao de

mudanca de dire¢ao do vetor unitario normal a superficie.

A.1.2 Geometrias possiveis

Podemos conhecer a curvatura gaussiana em um ponto P (desde que P nao
se encontre em uma borda e nem com singularidades ao seu redor) qualquer de
uma superficie S, investigando-se as curvas determinadas pela interseccao entre
a superficie e planos perpendiculares ao plano tangente a P, procurando as cur-
vaturas bem definidas das mesmas. Primeiramente, fazemos um plano cortar a
superficie no ponto P, resultando em uma curva. Achamos a curvatura dessa
curva desenhando o circulo osculante & curva que esta contido no plano. Vamos
entao testando varios planos até acharmos aquele que contém o menor circulo os-
culante possivel, isto é, o circulo de menor raio. Repetimos o processo até achar
a curva de menor curvatura. Digamos, entao, que a curvatura maxima seja ki e
a curvatura minima seja ky. O Principio da Curvatura diz que "toma-se o valor
maximo dessas curvaturas ki, € um minimo k»". Entao a curvatura gaussiana de

S & dada por ki * ks e a curvatura média ¢ 2122 [7].
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Figura A.2: Possiveis geometrias para o Universo e as principais diferengas: a)
Plana; b) Esférica; ¢) Hiperbolica.

Desse modo, podemos achar a curvatura gaussiana em qualquer ponto da
superficie S. Por exemplo, se a superficie for um plano, todas as intersecoes de
planos que passam por P serao retas, logo, terao curvatura nula. A curvatura
gaussiana pode ser positiva, negativa ou nula, como mostrado na figura A.1. Sera
positiva se as curvas de maxima e minima curvatura forem encurvadas para o
mesmo lado. Nesse caso, os dois circulos osculantes ficam no mesmo lado da
superficie. Esse é o caso da superficie (A) da figura A.1. Sera negativa se uma
curva for encurvada para um lado e a outra, para o outro. Isto é, se os circulos
osculantes ficam em lados opostos. E o caso da superficie (B) (Fig. A.1), que
parece uma sela. E é nula se pelo menos uma das curvas for reta, isto é, tiver
curvatura zero. E o caso do cilindro (C), ainda na figura A.1.

Existem trés tipos de curvaturas espaciais, com seus respectivos tipos de ge-

ometria determinado por Riemann em 1854 (ver figura A.2):
e nula (k=0): geometria euclidiana;
e positiva (k=1): geometria esférica;
e negativa (k=-1): geometria hiperbolica.

Existem quatro postulados em comum entre os trés tipos de geometrias, que

Sao:
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e E possivel tracar uma linha reta de qualquer dado ponto a qualquer outro

ponto;

e Uma linha reta de comprimento finito pode ser estendida indefinidamente,

e ainda permanecer sendo uma linha reta;

e Um circulo pode ser descrito com qualquer ponto como seu centro, e qual-

quer distancia como seu raio;
e Todos os angulos retos sao iguais;

e ademais, cada geometria tem suas peculiaridades, que as diferenciam.

Postulados da geometria euclidiana

e Dada uma linha e um ponto fora da linha, somente uma linha pode ser

tracada sobre o ponto que seré paralela a primeira linha.

Os angulos interiores a um triangulo somam 180°, e que a circunferéncia de

um circulo é igual a 27 R, onde R é o raio desse circulo (fig. A.2 (a)).

Postulados da geometria esférica

e Dada uma linha e um ponto fora da linha, nao existe uma linha capaz de

ser tracada sobre o ponto que seja paralela a primeira linha.

Nesse tipo de geometria os angulos interiores a um triangulo somam acima de
180°, e a circunferéncia de um circulo é menor que 27 R (fig. A.2 (b)).

Convencionalmente, dizemos que uma esfera tem curvatura positiva porque
sua superficie sempre permanece no mesmo lado de seu plano tangente, e sua
curvatura é constante. Para uma sela como a da Fig. A.3, a superficie realmente
atravessa o plano tangente ao redor de cada ponto e por isso sua curvatura é

negativa. Entao, se temos curvatura constante negativa, devemos esperar que os
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Figura A.3: Sela: exemplo de superficie de curvatura negativa (geometria hiper-
bolica)

arredores de cada ponto na superficie se assemelhe a uma sela. Porém, diferente-
mente de uma esfera, essa superficie nao se fecha em si mesma, é desconectada e
chamada de pseudoesfera.

Postulados da geometria hiperboélica

e Dada uma linha e um ponto fora da linha, existem infinitas linhas possiveis

de serem tragadas sobre o ponto que sejam paralelas a primeira linha.

Nesse tipo de geometria os angulos interiores a um triangulo somam menos

que 180°, e a circunferéncia de um circulo é maior que 27 R (fig. A.2 (¢)).

A.2 Geometria diferencial

Vamos introduzir conceitos mateméticos essenciais para o tratamento de ge-

ometrias curvas [72].
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A.2.1 Mapas

Sejam dois conjuntos de pontos M e N. Uma mapa f é uma relacao de M
em N (M — N), quando um ponto de M se relaciona com apenas um ponto de
N. O mapa f é1:1 sesua inversa f~! também ¢ um mapa, into se ele esta
definido em todos os pontos de M, onto se, além disso, cobrir todos os pontos de

N e uma bijecao se for 1: 1 e onto.

A.2.2 Variedade diferenciavel

Uma variedade n-dimensional é definida por:
e um conjunto de pontos M;

e uma colegdo enumeravel {Ux} de subconjuntos de M, e que cobre M, isto

é, M = U,Uy;

e para cada Uy existe uma aplicagao biunivoca ¢ do correspondente Uy em

um aberto de R".

Deste modo, um sistema de coordenadas fica definida sobre cada Uy no sentido
de que podemos associar biunivocamente a cada ponto P € U, n nimeros reais
ok(P) = (2!, ...,2"). U, é denominado vizinhanga de coordenadas e cada (U, ¢),

uma carta; (z',...,2") sdo as coordenadas de P na carta (Uy, ¢z)-

e se U, N U, é nao vazio, entdo a aplicagao ¢y.(¢;) ™! : ¢1(Up NU;) — (U N
U;) &€ uma aplicagdo continua de um subconjunto aberto de R" em um

subconjunto aberto de R".

Para U, N Uj nao vazio, seja P € U, N U;. Correpondendo as duas cartas (k) e
(k), P tem coordenadas (z,...,2™) e (Z', ..., 2"). Essa tltima propriedade nos diz

que no seu dominio de definicao as primeiras podem ser expressas como funcoes
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continuas das ultimas, e vice-versa, desse modo:

onde o, 3 =1, ...,n.

Como exemplo bésico de variedades, temos o espaco Euclideano n-dimensional
R,

A variedade diferencidvel que estudaremos serd interpretada como o proprio
espaco-tempo e seus pontos como eventos neste espaco-tempo. Portanto, essa
variedade serd quadridimensional, e nela serao definidos os campos fisicos, que
serao campos tensoriais, havera uma conexao para que se possa definir derivadas
desses campos, e um tensor métrico para se definir distancias espaciais e intervalos

de tempo.

A.2.3 Difeomorfismo

Sejam agora duas variedades diferenciaveis M e M’ com seus respectivos atlas
U, eV, eum mapa f: M — M. Se a funcdo g que leva U, C R" (imagem
em R" de um aberto de M pela carta ¥,) em U'sg C R" (imagem em R" de um

aberto de M pela carta U’s) definida por:

g=Vs0fov, (A.1)

para uma bijecao C*>° do R" — R" para cada «, 3, entdao dizer que f é um
difeomorfismo de M em M’, que sao entao chamados de espagos difeomorfos. Por
exemplo, uma esfera é difeomorfa a um elipséide de revolug¢ao, mas nao a um
cubo (que nem é uma varidade diferenciavel por problemas de diferenciabilidade

de suas cartas nas vizinhangas das arestas).
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A.3 Conceiltos fisicos com formalismo matematico

A.3.1 Algebra tensorial

Resumidamente, basta dizer que tensores sao entidades que se comportam de
uma determinada forma sob uma transformagao de coordenadas [71-73]. Gener-

icamente um tensor de ordem m X n:

Tt = (A (A7 Y Al A T, (42)

/ /
by ...by, al

onde m é um indice contravariante e n é um indice covariante, e também que:

/

r a([’a
- Oxe

/

dr® = (A™1)% da”. (A.3)

a

dx®

A.3.2 Espaco de Minkowski

Como se observou na Teoria da Relatividade Especial (TRE), intervalos de
tempo, comprimento e simultaneidade nao sao absolutos e dependem da veloci-
dade relativa do observador; a velocidade conecta tempo e espaco, isto é, nao
é mais possivel separar tempo e espaco. Assim, a partir desse momento fala-se
de espaco-tempo, um continuo de quatro dimensoes, sendo trés dimensoes de es-
paco mais uma dimensao de tempo [2]. O espaco plano quadridimensional de
Minkowski, como é chamado, também é uma solucao das equacgoes de Einstein
(eq. (A.29)) e é descrito pelo elemento de linha de Minkowski, que nada mais é

do que um intervalo geométrico, sendo dado por!:

ds® = n,dtda?, (A.4)

'Lembrando que indices repetidos indicam soma, conforme a notacdo de Einstein.
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onde 7, ¢ a métrica de Minkowski, e na nossa notacao sera:

1 0 0 0
0O -1 0 0
N = . (A5)
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

Os sinais dos elementos diagonais dessa matriz sao chamados de assinatura da
métrica, também mostrados desta forma: (4, —, —, —). Note que a forma desse

elemento de linha é basicamente,

As? = (cAt)? — Ax?, (A.6)

e & importante saber que As? ¢ um invariante sob transformacoes de Lorentz,
e para particulas movendo-se com a velocidade da luz diz-se que movem-se em

geodésicas nulas (por ex., os fotons):

As® =0 — cAt = Ax.

Caracteristicas de intervalos de espaco-tempo
Existem trés denominagoes para intervalos no espaco-tempo, que sao:

e Tipo tempo As? > 0 : para particulas com velocidade menor que a da luz;
distancia espacial pode ser percorrida pela luz; existe um referencial inercial
no qual dois eventos acontecem na mesma posi¢ao, mas nunca ocorrem

simultaneamente;

e Tipo Espaco As? < 0: para particulas com velocidade maior que a da
luz; distancia espacial nao pode ser percorrida pela luz; existe um referen-
cial inercial no qual dois eventos acontecem simultaneamente, mas nunca

ocorrem na mesma posicao;
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XD=I3t

Futuro
220

Preszente

Paszzado

l

Figura A.4: Cone de luz, representando o passado ¢t < 0 (todas causas na regiao
I), o presente t = 0 e o futuro ¢ > 0 (todos efeitos na regiao I). s> = 0 ¢é
exatamente a borda do cone, é o limite entre o intervalo tipo tempo s* > 0 (regides
I e II) e o intervalo tipo espago s < 0 (regiao IIT). O observador encontra-se na
origem do cone.

e Tipo Luz As? = 0: para particulas com a velocidade da luz.

Podemos visualizar essas situacoes de forma mais clara com o cone de luz, mostrado

na Figura A.4.

A.3.3 Tensor métrico

O tensor métrico ¢ um campo tensorial que podemos definir sobre a var-
iedade, que associa dois vetores a um numero real, que fornece o angulo entre
eles. Tratando-se do mesmo vetor, podemos associar tal nimero a sua mag-
nitude. Neste trabalho, consideraremos a métrica simétrica. Para dois eventos
separados pelo vetor infinitesimal dx*, o elemento de linha infinitesimal sera dado
por:

ds® = g, dztdz”. (A.7)
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Note que para um espacgo euclidiano n-dimensional em coordenadas cartesianas,
recuperamos o espago-tempo de Minkowski, onde g, = 71,, (egs. (A.4) e (A.5)) .

Os tensores métricos g?° e g,, permitem estabelecer uma "equivaléncia" entre
vetores contravariantes e vetores covariantes, isto é, se v® é um vetor contravari-
ante, entdo define-se o vetor covariante associado como v, = g.v°, e vice-versa.

Isso ocorre gracas a uma importante propriedade do tensor métrico:

9 e = 0° (A.8)

A.3.4 Tensor projecao

Vamos definir o operador proje¢ao hi simétrico, em um espago tri-dimensional

ortogonal a V* em um campo normalizado V*V, = 1, como sendo dado por:

hy = gy = V*V, (A.9)

possuindo as propriedades:

hV? =0
AV, =0 — hgA® = A

he =3,

Agora, vamos definir o vetor conexao ortogonal, que é a projecao ortogonal do

vetor conexao, entre geodésicas vizinhas. Ele ¢ dado por:

n® = hiel, (A.10)

satisfazendo n*V, = 0 e n*LV,. O vetor tangente V¢ pode ser interpretado
fisicamente como a quadri-velocidade de um observador que tem sua linha de

mundo como sendo a geodésica C' (Fig. A.5).
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A.3.5 Conexao: simbolo de Christoffel

Ao se definir um determinado tipo de espaco-tempo, se escolhe também os
coeficientes do Simbolo de Christoffel, isto é, da conexao, e consequentemente, se
define a lei de transporte paralelo |71,72].

Existe uma nocao de transporte de tensores que exige tao somente a defini¢ao
dessa quantidade chamada conexao, que conecta vetores de espacos tangentes
diferentes através do chamado transporte paralelo. As componentes do vetor

transportado paralelamente sao dadas por:
Al (27 4 da7) = A%(27) — Fiu(xW)A)‘(x)‘)dx“. (A.11)

o
Ap?

A escolha dos coeficientes de conexao I'S,, que caracterizam a lei de transporte
paralelo, pode ser efetuada de modo a preservar a norma dos vetores transporta-
dos. Pode-se mostrar que isto equivale & condi¢ao gy, = 0.
A conexao, também chamada de afinidade, é dada também em termos do
tensor métrico g,,, por’:
o L a5
By = 597 (985 + 9r5.5 — 9pr8), (A.12)

e a partir das propriedades do tensor métrico, chegamos as seguintes propriedades

para a conexao:

1

- 1
297" (A-14)
ol =01, = ——— 50, A.15
K 294 + 09 Jis ( )
- 1
2955 + 6955 " (A10)

.1 . ~ . oz %xg
*Utilizamos a seguinte notagao para denotar derivada comum: =& = x5 5 e 55 = 2§ 55-
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A.3.6 Tensor de curvatura

O tensor de curvatura que descreve a dinamica da curvatura do espaco-tempo,

também conhecido como tensor de Riemann R}, 5, € dado por:
(6% S (6% (0% a € (0% €
wiB Puﬂ,v - FWﬂ +Te w8 Feﬂrwf (A'17)

Pode-se mostrar que ele é proporcional & mudanca sofrida por um vetor quando
este é transportado paralelamente ao longo de uma curva fechada [71,72]. O
tensor de curvatura também esté relacionado com uma quantidade muito impor-
tante: o desvio geodésico (A.4).

O tensor de curvatura satisfaz as chamadas identidades de Bianchi |71,72],

que quando a torcao é nula, se escreve como:
zl/ﬁ,E + Rzeng + RZ[ e,V — 0 (A18)

Nos espacos de Riemann, o tensor de curvatura 2,3 ¢ anti-simétrico na troca
de indices nos primeiro e segundo pares, simétrico na troca global do primeiro
pelo segundo par e ainda satisfaz uma propriedade ciclica nos tltimos 3 indices.
Isto faz com que ele tenha somente 20 componentes independentes, permitindo a
definigao, sem ambiguidade, do tensor de Ricci [71, 72|, que resulta da contracao
de dois indices,

Rﬂﬁ = ﬁa,@’ (A]_g)

do escalar de curvatura:

R=g""R,p, (A.20)

e do tensor de Einstein:

1
Guw =R — QRguw (A.21)
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que satisfaz, das identidades de Bianchi (equagao (A.18)):

G = 0. (A.22)

No espago plano o tensor de Riemann R, 5 é nulo em todos os pontos, em qualquer

sistema de coordenadas.

A.3.7 Tensor energia-momentum

O tensor energia-momentum 7}, descreve a distribuicao de energia no uni-
verso, ou simplesmente uma distribuicao local de energia e momentum. Con-

siderando um fluido perfeito como sendo fonte da geometria, podemos escrever:

T/u/ = quVm (A23)

onde V* = 4}, o qual representa o observador co-movente. Também pode-se

escrevé-lo como:

T;w = quVV - p(guu - Vuvu)a

onde p representa a pressao e p ¢ a densidade total de energia. Esse tensor ¢ a

fonte de curvatura da geometria.

A.3.8 Fator de escala

Quando tratamos de um universo em expansao, precisamos de uma expressao
que muda conforme o espago-tempo se expande (eq. (2.3)). O termo dependente
do tempo, R(t) ou a(t) conforme o autor, é conhecido como fator de escala do
Universo, que pode ser constante ou dependente do tempo conforme o modelo [21].
Para um universo com curvatura positiva, o fator de escala seria essencialmente

o raio do universo no tempo t.
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Todos os objetos astrondmicos sujeitos apenas a um campo gravitacional cos-
mologico segue, portanto, as geodésicas da geometria, e tém coordenadas espaciais
constantes ao longo de sua historia (as chamadas coordenadas co-moventes). As-
sim, a distancia espacial entre dois objetos astronomicos entre t; e ty s6 varia

através do fator de escala R(t).

A.4 Equacao do desvio geodésico

Em espagos curvos, a equacao do desvio geodésico (Fig. A.5) contém infor-
macoes sobre as forcas de maré na curvatura do espaco-tempo, onde as particulas
seguem geodésicas. No nosso caso, as particulas sao fotons e a aceleragao de duas
geodésicas vizinhas, que diferem uma da outra apenas por uma pequena diferenca
nas suas condigoes iniciais, ¢ dada por:

D2§a

W - RﬁVﬁV“V'jfﬁ. (A24)

No lado direito desta expressao temos o tensor de curvatura de Riemann?, e V"
é o vetor tangente a trajetoria do foton. No lado esquerdo, A é o parametro afim,
¢ é o vetor de conexao que vai de uma geodésica a outra, conectando pontos a
intervalos iguais em .

A fim de adquirirmos um pouco mais de intuicao sobre o assunto, faremos
a seguir uma anélise Newtoniana de uma situacao similar para duas particulas

nao-relativisticas.

A.4.1 Desvio geodésico em gravitacao Newtoniana

Considerando um potencial gravitacional Newtoniano ® = ®(z%), e duas cur-

vas C e Cy de parametro t (por exemplo a coordenada temporal) para descrever

3Note que o tensor de curvatura é um tensor e nio pode ser anulado por uma transformacao
de coordenadas.
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Figura A.5: Desvio geodésico £ entre duas geodésicas G e GG', e seus correspon-
dentes vetores tangentes V* e V.

o movimento de duas particulas testes P e () nao-relativisticas em um potencial
gravitacional ®. Num dado tempo ¢, as duas particulas terao posigoes z¢ e z, as
quais variarao no tempo. Além disso, deixe n®(t) ser as componentes do trivetor

separando as duas particulas (trivetor de conexdo) a qualquer tempo, isto é:

2% = 2%(t) = x*(t) + n(1). (A.25)

Porque existe apenas uma forca sendo aplicada (forga gravitacional), as equagoes

de movimento serao particularmente simples, na forma:

(1) = —("®)p

() = =(0"®)q = a°(t) + 7] (1), (A.26)

onde (0°®)p sao forcas gravitacionais atuando em P e () no tempo t. Nos
podemos agora expandir em série de Taylor o potencial gravitacional ® em () em

termos do trivetor de conexao:

(P)g = (®)p +1"(0"®)p + O(1"na), (A.27)
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de forma que as equacoes (A.26) podem ser reescritas como:
i +if" = —(0"®)q = —0"[(®)p +n"(0"®)p] = (9"®)p — 0"(0" %),

ou equivalentemente:

i = —(0°0,®)n" = —Kn", (A.28)

onde K = 0°0,®.

A equacdo (A.28) representa a equagdo da geodésica na fisica Newtoniana e
expressa o fato que a distancia entre duas particulas em queda livre irad variar
se elas se moverem em um campo gravitacional nao-uniforme. Além disso, desde
que 7* = 0, se K = 0, a equacdo (A.28) destaca como a aceleragao relativa
entre as duas particulas nao é capaz de distingiiir entre um campo gravitacional
uniforme 9*® = 0 e um campo nulo ® = 0, pelo menos em principio. E sabido da
teoria da gravitacao de Newton e de observacoes astrondmicas que na, gravidade

1

de Newton, ® ~ - e entdo, Ky ~ 0, somente a grandes distancias da fonte do

potencial ®, onde & — 0.

A.5 Equacoes de Einstein

Na variedade quadridimensional, que é o espaco-tempo, serao definidos os
campos fisicos, que serao campos tensoriais, haverd uma conexao para que se
possa definir derivadas desses campos, e um tensor métrico para se definir dis-
tancias espaciais e intervalos de tempo.

Nas equacgoes de Eintein, o universo inteiro pode ser descrito em uma tnica
linha:

G/u/ = _KTuya (A29)

onde Kk = 83—4(; (sendo G a constante gravitacional de Newton, e ¢ a velocidade

da luz), o tensor G, (eq. (A.21)) é quem descreve a geometria do espago-tempo
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através do tensor de Ricci R, (eq. (A.19)) e do escalar de curvatura R (eq.
(4.20),
1
Guw =R, — éRgW (A.30)

e o tensor 7, (tensor energia-momentum), descreve a distribui¢do de matéria
e energia no universo. Quando 7, = 0 temos que R,, = 0, e nesse caso a
estrutura fundamental do espago-tempo é o espaco de Minkowski. Esse tipo de
espaco-tempo é usualmente utilizado pelos cosmologos como background, ou plano
de fundo, para os problemas cosmolégicos.

A Relatividade Geral é uma teoria conceitualmente complicada, pois envolve
conceitos complexos e idéias nao muito intuitivas, tais como a propria relatividade
do espago e do tempo, e também a curvatura do espago-tempo. A equacao (A.29)
na verdade, é um conjunto de 10 equacoes diferenciais parciais acopladas, nao-
lineares (isto é, nao é valido o Principio da Superposi¢ao), onde o espago e o
tempo sao parte da solucao, e a exata solucao é conhecida apenas em alguns
poucos casos simples.

No presente trabalho utilizamos uma solucao bem conhecida para as equacoes
de Einstein, considerando uma distribuicao isotréopica e homogénea de massa
onde, assim como na dinadmica newtoniana, a gravidade é sempre atrativa. Essa
solugdo é a solugao de Friedmann (apresentada no capitulo 2) para o Universo em
expansao. Nao trataremos da constante cosmologica nas equagoes de Einstein,

pois remete a um universo tipo de Sitter, no qual nao estamos interessados aqui.



Apéndice B

Desenvolvimento Matematico

Este apéndice é dedicado ao desenvolvimento do célculo que leva a equacao

(2.4), apresentada no capitulo 2:

d2§a (67 104 12
v (R s + ORS,)VHVVE? (B.1)
até as equagoes (2.10):
2 k+2 2
% ¢ _ Pcc Pcn ¢ (B.2)
A\ 20¢,  k+ 20, 7

B.1 Solucao

Neste apéndice, resolvemos a equacao (B.1), também conhecida como Equag¢ao
do Desvio Geodésico. A fim de tornar a demonstragiao mais didatica, dividimos
os calculos em trés partes: uma para o lado esquerdo da equagao, e duas para o
lado direito da equacao, a saber, para o termo nao-perturbado, e para o termo
perturbado.

Assim como mostrado nas equagoes (2.7) e (2.9) do capitulo 2, estes sdo o

tensor métrico nao-perturbado e o tensor métrico perturbado, respectivamente,

76



7

como segue:

1
S B.4
f(r) Tk (B.4)
[§]
20 0 0 0
547 = 0 20f(r) 0 0 | (B.5)

0 0 20f(r) O
0 0 0 2¢0f(r)

Também, conforme visto no capitulo 3, tomamos as seguintes direcoes para o

movimento:

VE =V = , (B.6)

e as seguintes componentes de conexao, ortogonais as diregoes de movimento:

(B.7)

S I 9y O
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B.1.1 Lado esquerdo

Primeiramente é necessario projetar o vetor conexao £* no plano tangente 7
perpendicular & direcao de movimento. Para tal, usamos o operador projecao

definido como (detalhes em A.3.4):

he =gt = V*Va. (B.8)

O tensor covariante de velocidade pode ser contraido com o tensor métrico [71-73],

de forma que ficamos com:

e =68 — VPge V7. (B.9)

«

Resolvendo essa equacao, na forma matricial, temos:

1000 1 0 0 0 1
0100 0 —f(r) 0 0 0
he = —(1001)
0010 0 0 —f(r) 0 0
0001 0 0 0 —f(r) 1
(B.10)
1000 100 —f(r)
0100 000 0
- - (B.11)
0010 000 0
000 1 100 —f(r)
0 00 f(r)
0 10 0
- , (B.12)
001 0
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e multiplicando essa matriz com o vetor de conexao £:

~ o

£ = , (B.13)

3

chegamos a:

v O

¢ = , (B.14)

3

que depende agora do parametro 7, e portanto:

(RSl
x> 7 dr?

(B.15)
U

B.1.2 Lado direito

Este é o lado que refere-se ao comportamento da curvatura do espaco-tempo
devido as perturbacoes na distribuicao de matéria' que ocorrem por causa da
presenca de estrelas, galdxias, aglomerados de galéxias, etc.

O lado direito da equagao (B.1) é dado por:

(R s + ORS,)VHVVED, (B.16)

wvB

onde aqui, o tensor de Riemann é a soma de duas componentes: a nao per-

(e}

vg- Aplicando a

turbada :f}/ﬁ, conhecida como background, e a perturbada dR

'Lembre-se que o tensor de Riemann esti diretamente relacionado ao tensor energia-
momentum através das equacgoes de Einstein.
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propriedade distributiva, temos:
(Rps + 6R0,5)VIVYE" = R SVIVYED 4+ 6 Ry, s VIVYED (B.17)
Resolveremos primeiramente a parte sem perturbagao (background).

Termo Sem Perturbagao

Da analise detalhada das componentes validas, obtém-se:
R ugvuvyfﬁ = Rgo, + Roge + Rozy + Rezo + Rigy + Ragy + Riy + Rig,  (B.18)
onde, sabemos da definigdo do tensor de Riemann (A.17) que:

— I

wv,B

— I«

uB,v

+rere T (B.19)

(6%
w3 pr= pBr

Para resolver a equacao (B.18) usando a equagao (B.19), utilizamos as pro-

priedades dos simbolos de Christoffel:

; 1

255" (521

. . 1
oI, = oI, = ——————0d¢gi; B.22
1] Jt 2gm+5 i g 2] ( )

; 1

o1 = ———— 545, B.23
2955 + 0955 (523

e os valores do tensor métrico, dados no inicio deste apéndice. Desenvolvendo os
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calculos, temos:

Rﬁjﬁvuw/éﬁ =IGo1 — oo + F;HFSO - onrgl + TG0 — TG2,0 + F?QFSO - FZlOFSQ
+ 1031 — I'o1s + Fﬁlfgs - Fﬁgf& + 1032 — I'o2s + F?ﬁrgzs - FZ%FSQ

+ 1531 — g5+ F§1F§3 - F§3F§1 + 1530 —I'go5 + F?ﬁrgzs - FZ%F@Q

+ 1501 = Ts10 + F%Fgo - Fﬁorgl + 1502 —I's20 + ngrgo - F,C:orgr

(B.24)

Na notacao de Einstein, os indices repetidos indicam soma, de forma que a

equagao (B.24) resulta em:

Ej,@vuvyfﬁ = F80,1 - F81,0 + F&Fgo + Fiylr(l)o + PgIF(Q)O + Fglrgo - Pgorgl
—Tfolor = T5T51 — T30l + To2 — Do + Taloo + T2l
+T5,T50 + 1550 — L6oL02 — Tolgs — I'5oL52 — T5ol5
+ 51 — Ty s + 0600 + DDy + 5,155 + T T — T3y,
— %05 — D305 — T5slg1 4+ T — Do + 165105 + Dyl
+ 55105 + T5:065 — Taloy — T3 02 — T35, — T35,

+ 15, — T8 5 + 06Ty + T8 sy + 15,155 + T3, 035 — 5T
— D03 — D505 — D5l + T8 — oo + 15155 + Tl
+ 5,05 + T35 — DGyl — Dl — T5I%, — T35,

+ 50, — T80+ T6i T + T 5 + 15,15 + T5,T50 — oLy,
— D931 — D531 — 550 4+ T8 — Do + 16150 + Iyl

+ FSQI-%O + Fgﬂgo - FSlOFg2 - F?OPéQ - F;OF§2 - F?OP§2' (B25)

Do tensor métrico nao-perturbado e perturbado, respectivamente representa-
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dos pelas equagoes (B.3) e (B.5), temos que:

9ooi = 0
9ii,0 = Gii2 = Giiz = 0

69550 =0 (B.26)

ondei=1,2,3ej=0,1,2,3. Como os tensores métricos (eqs. (B.3) e (B.5)) sao
dados por matrizes diagonais, a partir das propriedades do tensor de Christoffel,

as seguintes simplificacoes podem ser feitas:

Ly =15 =15=0
[ =TIp =0
Féi = Fﬁo = Féi = F§2 = Féi = FE:& =
Féo = F§2 - Fg:& =0
k=000 # 7 #k)
or9, =0

0T, = 6T’ =0, (B.27)
e a equagao (B.25) se resume em:
Ef/ﬁvuvugﬁ =I5, + D Thy — T8 4+ D8l + 150, — T5L5,.

Atribuindo valores para «, e deixando apenas os termos nao-nulos, obtemos:

Rﬁ/ﬁvuvyfﬂ = leazs,l + Fhf},ﬁ - leazsrgl + 2F%2Fz1a3'
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Reescrevendo esse resultado em termos dos valores do tensor métrico, obtemos:

1 1
R VﬁV“V”éﬁ (933,1) + 19221 933,17
2 g11 2 g2 gn

onde finalmente, substituindo-se os valores para o tensor métrico, encontramos:

o upves _ L (M) _((T)1)2
mevve =5 (F) 2o (B:28)
onde f(r); é a derivada em r de f(r):
kr kr
f(T’),l - _(14—%7"2)3 :_(1+§T2>f(7ﬂ)7 (B29)

substituindo (B.4) e (B.29) em (B.28), e calculando outra derivada similar, obte-

mos:

k ]{32 2 2]{32 2
uuﬁvuvyfﬁ == oy - 2 . 27 (B.30)
(1"‘17’ ) 2(14—%7’2) (4+k7’2)
e no limite de » — 0, a solucao final &, simplesmente:

0O 0 0 O

o Tt 0 -k 0 O
Ry sVIVYED = . (B.31)

0 0 -k O

0O 0 0 O

Termo Perturbado

O célculo para as perturbagoes na curvatura é feito partindo do tensor de

Riemann perturbado:

5ROIVQVHVV55 - 5R(O]101 + 5R002 + 5R031 + 5R032 + 5R301 + 5R302 + 5R331 + 5R/302132
(B.32)
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De forma completamente andloga ao que foi feito para a solucao da equagao

(B.18), porém utilizando o tensor de Christoffel (Apéndice A.3.5) perturbado,

chegamos a:

onde associamos:

0 Rgyy = 53(1)01 =201

0 Ry = 0
dRg3; =0
dRg3, =0

SRSy, = 0RS), = —2¢.31

ORS, =0

ORY, = OR = —2p 53
= 0R3;, = —2¢ .3

R, =0,

11— ¢,<<
¢31— ¢,n<
P33 = P
G31 = Dac

lembrando que ¢, = ¢,. E simplificando o tensor de Riemann, chegamos na

forma final:

0 0 0 0
0 —2¢¢ —2¢¢ 0
0 —2¢7<n —2¢m 0

(B.33)
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B.1.3 Solucao Final

Juntando todas as partes do lado direito, ficamos com:

00 0 0 0 0 0 0 0
0 —k 0 0 0 20 200 0
(R VPV = | O s e
0 0 —k 0 0 26y 20, 0 "
00 0 0 0 0 0 0 0
(B.34)

E substituindo (B.34) na equagao (B.1), chegamos nas equagoes diferenciais

ordinérias para as componentes de separacao entre duas geodésicas de fotons:

d? ¢ k+2 2
L _ bcc 20 G | (B.35)
n 2¢C77 k + 2¢77n n

que sao o cerne do presente trabalho.
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