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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal fazer uma revisao da teoria de turbuléncia
fraca em plasmas e caracterizar o efeito dos diferentes termos associados aos efeitos
eletrostaticos e eletromagnéticos sobre a evolugdo temporal das intensidades das
ondas e da funcao distribuicao das particulas que compdem o plasma. Para tanto,
serd apresentada uma revisao da teoria cinética de plasmas, desde seus aspectos
fundamentais. A seguir seré discutido o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell na
abordagem quase-linear, enfatizando quais as principais caracteristicas da teoria.
Depois, sera feita uma revisdo de uma formulacao relativamente recente, apresen-
tando as bases para a teoria de turbuléncia fraca, mencionando termo a termo as
principais caracteristicas. Primeiramente serd apresentado com detalhe o caso ele-
trostatico, apresentando as equacgdes cinéticas para as ondas tanto para os modos
lineares, quanto para os modos ndo lineares de excitagdo. A seguir, a generalizagdao
da teoria, incluindo os efeitos das ondas eletromagnéticas nas equacoes cinéticas
das ondas e das particulas. Por fim serdo apresentados alguns resultados obtidos de
uma andlise numérica do sistema de equagdes acopladas que leva em conta tanto
ondas eletrostéticas quanto eletromagnéticas, com o objetivo de caracterizar, para
os tempos iniciais da evolucao, os efeitos associados a cada um dos termos que
contribuem para a equagio de evolucdo temporal das ondas eletromagnéticas. A
énfase serd dada a esses termos, uma vez que os efeitos associados a evolucao das
ondas eletrostaticas ja tém sido bastante investigados na literatura recente. Para o
futuro imediato, a inten¢do € continuar desenvolvendo o c6digo numérico, visando
aplicacdo a situacdes em que ocorrem plasmas nao térmicos, como € o caso da
interacdo feixe-plasma. A ideia € utilizar o programa bidimensional para a turbulén-
cia fraca para investigar a geracdao de ondas transversas por efeitos ndo lineares
associados com a instabilidade feixe-plasma, para diferentes valores dos parametros
que caracterizam o plasma de fundo e os feixes de particulas.



Abstract

This work has as main objective to review the theory of weak turbulence in plasmas
and characterize the effect of various terms associated with electrostatic and electro-
magnetic effects on the time evolution of the wave intensities and of the distribution
function of particles composing the plasma. With this objective, a review of plasmas
kinetic theory will be presented, starting from fundamental aspects. The sequence
will discuss the system of Vlasov-Maxwell equations in quasilinear approach, with
emphasis on the main features of theory. Then, a review will be made of a relatively
recent formulation, presenting the foundations for the theory of weak turbulence,
describing the main characteristics of each term. First will be presented in detail
the kinetic equations for the electrostatic case, including mechanisms of excitation
of waves in linear modes as well as waves in nonlinear modes. Following, there
is a generalization of the theory, including the effects of electromagnetic waves
in the kinetic equations of waves and particles. Finally, some results of a numer-
ical analysis of the system of coupled equations including both electrostatic and
electromagnetic waves will be presented, with the objective of characterization of
the effects associated to each of the terms contributing to the time evolution of
electromagnetic waves, for the initial stages of time evolution. Emphasis will be
given to such terms, since the effects associated with the evolution of electrostatic
waves have been quite investigated in recent literature. For the immediate future,
the intention is to continue developing the numerical code, aiming at application
to situations where non thermal plasmas occur, as is the case of the beam-plasma
interaction. The idea is to use the two dimensional program for weak turbulence to
investigate the generation of transverse waves by non-linear effects associated with
the beam-plasma instability, for different values of the parameters that characterize
the background plasma and the particle beams.
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Capitulo 1

Introducao

Fisica de plasmas € essencialmente o estudo dos gases ionizados de baixa densidade. O
termo “plasma” foi utilizado pela primeira vez por Lewi Tonks e Irving Langmuir em 1929 no
artigo Oscillations in Ionized Gases para descrever "uma colegdo de particulas carregadas"no
estudo de oscilagdes em descargas elétricas. No entanto, a maior caracteristica do estado de
plasma, a saber o longo alcance da for¢ca de Coulomb e consequentemente o comportamento
coletivo exibido por particulas carregadas, ja tinha sido anteriormente conhecida e descrita por
Lord Rayleigh em 1906, em sua analise sobre oscilagdes eletronicas no modelo de Thomson
para o dtomo [1, 2, 3].

A denominacao de “quarto estado da matéria” foi inventada por William Crookes, em
1879, e provém da seguinte ideia: quando um material sélido é aquecido esse sofre uma transi¢ao
de fase, geralmente para a fase liquida. Se a esse liquido for adicionado mais calor, em algum
momento, passard para o estado gasoso. Caso for acrescido a esse gds mais energia, alguns
atomos serdo ionizados e em temperaturas acima de 100000K a maior parte dessa matéria esta
em um estado ionizado e esse é denominado como o quarto estado. O estado de plasma pode
existir abaixo dessa temperatura, desde que haja um mecanismo de ionizacdo do géds e se a
densidade for baixa o suficiente para que a recombinagdo nao seja tdo rdpida. Outros fatores de
existéncia e parametros importantes serdo considerados a seguir[2, 3].

Embora 99, 9% do universo que conhecemos exista no estado de plasma, pelo menos no
que se refere a matéria baridnica, muito pouco € encontrado naturalmente na Terra. Isso deve-se
ao fato das baixas temperaturas e altas densidades que nosso planeta exibe. Os poucos plasmas
com 0s quais temos contato sdo produzidos artificialmente, por meio de fortes descargas elétricas
em gases confinados, como nas lampadas fluorescentes que iluminam nossas residéncias, ou
naturalmente, em chamas ou nas imediagdes do canal de descarga de um raio na atmosfera.

Naturalmente, todo gés ionizado ndo pode ser considerado um plasma, pois sempre ha
um certo grau de ionizacdo em qualquer gas. A definicdo mais comum € a seguinte: um plasma
é um gds quase-neutro dotado de particulas positivas e negativas, que exibe um comportamento
coletivo. Uma definicdo mais profunda dos termos “quase-neutro” e “comportamento coletivo”
se faz necessaria.

O gds em questdo deve ser quase-neutro, ou seja, a densidade de particulas carregadas
deve ser suficientemente grande para que em um elemento de volume do sistema a diferenca
entre as densidades de particulas positivas e negativas seja considerada apenas uma flutuagio. E
importante notar que, embora ndo tenham limites, essas particulas ndo s@o "livres".
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As cargas elétricas produzem campos elétricos, mesmo quando em repouso, € quando
se movem representam correntes elétricas, que geram campos magnéticos associados. Como
resultado, cada uma € afetada pelos campos das outras. Isto determina o comportamento coletivo
com muitos graus de liberdade. O gés ionizado deve também apresentar o que se chama de
“blindagem”, em outras palavras, qualquer carga de um determinado sinal vai atrair cargas do
sinal oposto e repelir cargas do mesmo sinal, de modo que a efetividade da forga elétrica dessa
carga acaba limitada a uma determinada distancia, conhecida como comprimento de Debye.
Mesmo assim, a interacdo entre as particulas ocorre a distancia, ndo dependendo apenas de
colisdes diretas, como acontece em gases neutros. Para um plasma que contenha elétrons e ions
o comprimento de Debye € definido, no sistema CGS gaussiano, da seguinte forma [2, 4, 3]

. T o\2
P\ 8mng? '

onde n € a densidade ou dos ions ou dos elétrons, T’ € a temperatura, a qual foi incorporada a
constante de Boltzman e estd em unidades de energia, e q. € a carga de um elétron.

Outro parametro importante € o chamado parametro do plasma g, que € proporcional ao
inverso do ndmero de particulas contidas em uma esfera de Debye (esfera cujo raio é A\p) e é
definido como .

9= —3-
ni3,

Com o proposito da blindagem eletronica ocorrer e a descri¢do estatistica ter validade o
numero de particulas nessa esfera deve ser enorme, ou seja, g < 1 e essa suposi¢cao chama-se
de aproximacdo do plasma. O parametro do plasma € sem divida o mais importante parametro
adimensional associado com o plasma e pode ser interpretado como a medida do grau em que o
plasma ou os efeitos coletivos influenciam no comportamento das particulas individualmente [1].

Neste trabalho serd apresentada uma revisao a respeito do estudo da evolucao nao linear
de ondas eletrostdticas e eletromagnéticas no contexto da teoria de turbuléncia fraca, e serdo
apresentados alguns resultados preliminares de solu¢des numéricas do conjunto de equagdes
auto-consistentes que € resultante da teoria. O objetivo é futuramente utilizar essa abordagem
para estudar a evolucao numérica da interacdo feixe-plasma, incorporando efeitos ndo lineares
de forma mais rigorosa do que pode ser encontrado na literatura.

A chamada teoria de turbuléncia fraca € uma abordagem que incorpora efeitos nao
lineares de baixa ordem, constituindo-se em um conjunto de equacdes acopladas para a evolugao
das fun¢des de distribui¢do de velocidades das particulas e para a evolug@o das intensidades dos
diferentes tipos de ondas levadas em consideracdo, bem como relacdes de dispersdo lineares para
essas ondas.

A formulagao da teoria de turbuléncia fraca foi em grande parte desenvolvida entre o final
dos anos 1950 e o inicio dos anos 1970, na sua grande maioria por cientistas da antiga Unido
Soviética [5, 6, 7, 8]. A maioria dos estudos encontrados na literatura dizem respeito a problemas
envolvendo oscilacdes eletrostdticas em plasmas ndo magnetizados e efeitos eletromagnéticos
sdao usualmente incorporados a teoria apenas no sentido formal. Em periodo relativamente
recente, a teoria de turbuléncia fraca foi abordada a partir de primeiros principios, de forma
sistemdtica, inicialmente apenas incorporando efeitos eletrostaticos [9], depois incorporando ao
formalismo efeitos de emissdo espontanea e depois estendendo o formalismo para incluir efeitos
de interagdes eletromagnéticas [10, 11, 12, 13]. Como bons exemplos desses tipos de interagdao
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na natureza podem ser mencionados os fendmenos de emissao de radiacao solar dos tipos II e III
(type II and III radio bursts).

Este trabalho tem por objetivo principal caracterizar os diferentes termos associados aos
efeitos eletrostiticos e magnéticos na evolugdo das intensidades das ondas e esta dividido em
cinco capitulos. O capitulo 2 abordara a teoria cinética, apresentando o sistema de equagdes
Vlasov-Maxwell e evidenciando seu cardter auto-consistente.

No mesmo capitulo, serdo apresentados, para uma situagdo relativamente simples, os
procedimentos que levam a relacdo de dispersdo na aproximagdo linear. Como aplicacao,
seréd obtida a relacdo de dispersdo para ondas de Langmuir, em um plasma Maxwelliano, e a
caracterizacao do amortecimento de Landau, tanto para os elétrons, quando para os fons.

No capitulo 3 sera apresentada a aplica¢do do formalismo quase-linear ao sistema de
equagoes Vlasov-Maxwell, sendo deduzida a equacdo de difusdo quase-linear, o coeficiente de
difusdo que aparece nessa equagdo, a expressao para a variacao temporal da amplitude espectral
e as principais propriedades dessa formulacdo. A deducdo serd acompanhada por uma discussao
sobre as diferencas entre a teoria quase-linear e a abordagem linear apresentada no capitulo
anterior, bem como os seus limites de validade. Como aplicacdo, serdo obtidas as principais
caracteristicas da instabilidade do tipo bump-in-tail, que formardo as bases para a teoria de
turbuléncia fraca, a qual serd abordada posteriormente.

O capitulo 4 versara sobre as bases da teoria de turbuléncia fraca, sobre a evolucdo dos
conceitos e sobre a atual formulacdo generalizada. Serdo apresentados também os resultados dos
efeitos de cada termo na evolu¢do das particulas e das ondas. Por fim, no capitulo 5 sera realizado
um sumério do trabalho, apontando as principais conclusdes e perspectivas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Teoria Cinética de Plasmas e a
Aproximacao Linear

Determinar como a posi¢ao e a velocidade variam ao longo do tempo é fundamental
para que se possa obter informagdes completas sobre um sistema fisico, € em um plasma isso
ndo ¢é diferente. Entretanto, a tamanha quantidade e variedade de componentes impossibilita a
determinacdo desses pardmetros particula a particula. Outra dificuldade € a correlag@o que existe
entre seus componentes. Por serem particulas carregadas e em movimento, campos elétricos
e magnéticos sdo gerados e, através desse processo, uma particula € capaz de afetar outras a
distancia, que por sua vez também geram seus proprios campos, afetando as demais particulas,
e assim sucessivamente. O objetivo aqui € estudar um plasma quente e de baixa densidade, e,
sendo assim, podemos desconsiderar efeitos de colisdes entre as particulas. Essas caracteristicas
definem um sistema com comportamento coletivo, auto-consistente e com interagdes de médio
alcance, no qual, além de ndo haver efeitos colisionais, o campo gerado por uma particula induz
ou alimenta o campo gerado por outras, sem a necessidade de qualquer intervencao externa.

Os plasmas podem ser descritos por meio de abordagens hidrodindmicas, em que as
variaveis dinamicas sdo quantidades médias, como densidade de particulas e velocidade média
das particulas, e por uma abordagem cinética, que leva em conta a distribui¢ao de velocidades
das particulas. O objetivo deste capitulo € apresentar de forma concisa a teoria cinética, explorar
suas principais propriedades e, com o auxilio da aproximacao linear, obter caracteristicas sobre o
sistema. O conteddo a ser apresentado tem um carater de revisdo, baseado em abordagem da
literatura [1, 2, 3, 4, 14].

2.1 Descricao Estatistica de um Plasma

Uma descricao completa de um plasma seria conhecer, para cada particula, sua posi¢do e
velocidade em fun¢do do tempo. Desta forma, a fungao:

No(r, v, t) = Z 5t — r5(6)]6]v — vi(t)], @.1)

11
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descreve inteiramente o sistema microscépico das particulas da espécie . Temos também que a
quantidade

NI = /Na(r,v,t)d?’xdgv,

é definida como o niimero total de particulas da espécie . E conveniente definir a varidvel
X hexadimensional no espago de fases de maneira que X = (r,v). Assim temos que NI =
[ No (X, 1)d*X e d°X = d3xd>v. Para descrever os campos elétricos e magnéticos temos as
equagdes de Maxwell no sistema CGS de unidades:

V.EM = 47r2qa/Na(X,t)d6X,

V-BM =,
1 0BM (2.2)
EM — 272
VX c Ot '’
1 0EM 47
M _ 1 a/NaXtdﬁX
VX c Ot +mac;q (X.1) ’

onde m,, e q, sdo, respectivamente, a massa e a carga da particula da espécie o. O indice M
indica que os campos elétrico e magnético contidos nas equagdes de Maxwell sao microscépicos.
Os campos macroscopicos sao obtidos através de uma média dos campos microscopicos.

As equacdes de movimento para cada particula sdo dadas por:

dr;
— = 2.3

Vi _ & (EM yyix B ) : (2.4)
dt m; c

onde i = 1,..., NT. Supondo que hd conservagio do niimero de particulas no espago de fase,

podemos escrever:
dN(X,t)  ON(X,t) ONL(X,t)  qa
a e VT ax ma

=0, (2.5)

<EM L vix BM> ONL(X, 1)

ov

Cc

a qual € chamada de equacdo de Klimontovich-Dupree [1]. Uma abordagem estatistica trabalha
com funcdes que dao a probabilidade da particula ser encontrada em um volume infinitesimal
do espaco de fase. Podemos definir uma func¢ao distribui¢do £y que contenha toda informacgado
estatistica do sistema:

Fy(Xat o Xang, X1, Xgnri oo t) X HdGXﬂ...dGXWVT. (2.6)
Y

Dessa forma, a expressao (2.6) € a probabilidade de que, no tempo ¢, as particulas das
espécies a, f3, ... estejam em torno dos pontos X1, ... Xon7; Xy, ooy XBNﬁT... no espaco de fase.

Temos que Fy deve ser normalizada, entdo:

/FN(XM, Xang X Xy ) [T X0 d Xy = 1, 2.7)
Y

sendo 7y todas as espécies de particulas do sistema. Como ja mencionado, a func¢do distribuicao
Fx detém todas as informacdes estatisticas do sistema. A probabilidade de se encontrar uma
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certa particula da espécie a em torno do ponto X, no espaco de fases sofre influéncia de todas as
outras particulas do sistema, e uma descricao estatistica completa exigiria o total conhecimento
das correlacdes entre as particulas, o que torna invidvel uma formulacgdo a partir da distribuicdo
de todas as particulas. No entanto, podemos obter distribui¢des reduzidas. Por exemplo, a
distribuicao de uma particula qualquer da espécie « € obtida integrando a funcao distribuicao
completa sobre todas as outras coordenadas, exceto as da particula em questdo. A saber:

Faltot, Var,t) = V / Frnd*Xag.dXonr [[d°X 1. d"X e, (2.8)
Y

onde V' € o volume total do sistema. Entdo temos que a quantidade (%) fo(ta1, Vai, t)dﬁXal éa

probabilidade de encontrar uma particula do tipo o em um elemento de volume d*X,,; do espaco
de fases, em torno de (r,1, v,1), no instante ¢. Entretanto, a probabilidade de se encontrar esta
mesma particula € afetada pela presenga de outra particula, de mesma espécie ou ndo, nas suas
proximidades, e essa informacdo ndo estd contida em f,, pois essa distribuicao €é a mais reduzida
possivel. A fim de incluir esta influéncia, podemos definir a distribui¢do para duas particulas (de
espécies o e 3), analogamente a distribui¢do de particula tnica:

fop(Xat, Xp1,t) = V2 / FNdGXag‘..fXaNgdﬁXm...dGXﬂNﬁT HdGXﬂ...dGXENg, (2.9)
’ 13

a quantidade (%) Jap(Xa1, X1, 1)d*X,1d°X 51 € a probabilidade de encontrarmos simulta-
neamente as particulas o1 e 31 nos elementos de volume d*X,; e dGXm em torno dos pontos
Xa1 € Xp1 no espago de fases, respectivamente. Caso as particulas « e 3 sejam independentes,
teremos fo3 = fofs. A fungdo (2.9) carrega mais informagdes que a (2.8), no entanto, continua
incompleta. Como ja mencionado, a inclusao de outras particulas altera a configuragao original,
assim, a probabilidade de «; estar em X,,; e 3; estar em Xp; € alterada pela presenca de uma
terceira particula, por exemplo ~y; localizada em X1, nas proximidades de X,; e X3;. Esta
contribuigdo estd inclusa na fung¢do distribui¢do, ainda reduzida, de trés particulas f,3.

(2.10)

f _ V3/ FNdGXOd...d6XaN$d6X51...d6XﬁNgd6X,yl...d6X,yN$
R dX g1 dX 51dX 1

Podemos obter a func¢ao distribui¢do para quatro particulas de maneira similar, essa ird
conter mais informacdes que (2.10), porém permanece sendo reduzida.

Agora, uma vez que cada termo de N, = Y, (X — X;) descreve a localizagdo da
particula em termos das condi¢des iniciais e que Fy nos dd a probabilidade de termos um
determinado conjunto de C.I’s, entdo podemos descrever as distribui¢des reduzidas em termos
das médias dos produtos de N, sobre todas as possibilidades de condi¢des iniciais. Essas médias
sdo definidas como:

(G(N.(X, ..., N,(X)) = /FNG(NQ(X), NW(X))dGXal...d6XaNaTd6X[31...dGXBNBTd‘aXﬂ...

Assim, o valor médio de N, (X, ) é em termos da fun¢do distribui¢cdo reduzida para
particula unica:

(N.(X, 1)) = / Fiy No(X, )Xo X v d Xy dX gy 41X v o
= nafa(rav7 t),

d6X7N$.
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NI . . ST . . . ~
onde n, = 5 € a densidade média de particulas do tipo . Cabe notar que em meios ndo
homogéneos, a densidade em cada ponto pode ser obtida integrando sobre as velocidades, e

denotada como n,(x, t),
N (X, 1) = /dv Nafo(X,V, 1),

de modo que ¢ frequente o uso de um simbolo diferente para indicar a densidade média, como
T, por exemplo. Entretanto, como trataremos apenas de meios homogéneos neste trabalho, sem
uso do conceito de densidade como fungdo da posicao, usaremos por simplicidade o simbolo 7,
para a densidade média, sem risco de confusao.

Para a média envolvendo duas particulas, pode-se mostrar [1]:

(Nao(X, t)N(X', 1)) = nangfas(X, X', 1) 4+ 000 (X — X') fu (X, t). (2.12)

Além disso, se a interac@o entre as particulas é nula, teremos (N, Ng) — (N,) (Ng) =
nangfafs. Os campos E e B macroscépicos sdo determinados através das médias das equagdes
de Maxwell microscépicas (2.2). Assim, quando feitas, teremos os campos em funcdo da
distribui¢do de uma particula f,,:

E=(E) = / FNEM X 1. dX g d*X 1. d"X gy d®Xo dX v,
B=(B")= / FyBYM X gy dX vy d°X g dX g d°X 1 d¥X

O sistema fisico € totalmente descrito pela evolucao temporal da fungdo de distribui¢do
completa, Fly, e essa equagdo é chamada de equagdo de Liouville. A determinacdo de todas as
condicdes de contorno iniciais para a fungdo distribuicdo completa é muito dificil de ser obtida.
Por isso, faremos uso de distribui¢des reduzidas, com as quais a0 mesmo tempo é vidvel obter
informagdes relevantes do sistema e € possivel a determinacao das condi¢des iniciais. Para
obter uma equacao para a distribuicao reduzida de uma particula comecamos por tomar a média
espacial de (2.5) e juntamente com a definicdo obtida em (2.11) teremos

M
Ofa . 00 <<EM+VXB >~8Na>=o. (2.13)

ot OxX  nNgMy c ov

Embora ndo seja explicita a correlagdo entre as particulas na equacio acima, ela existe.
Para melhor visualizarmos, utilizamos o exemplo mais simples: a aproximagio de Coulomb.
Nesta supomos que efeitos retardados e contribuicdes do campo magnético, BM = 0, sdo
negligenciados. Sendo assim, podemos escrever o campo elétrico em funcdo de um potencial
escalar EM = —V ¢, e juntamente com a equacio de Poisson obtemos:

Ny (r', v/ t
Mrt) =Y g / ‘M dr'dp’. (2.14)
Reescrevemos a equacdo (2.13) como
O fa Ofa | 4a ( v X B) Ifa
I ey de (R i
ot T ox + Mg, + c ov 2.15)
M :
o EM+VXB - 0N, _(E+V><B>.8fa‘
Mg c ongv c ov
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Para particulas ndo interagentes, pode-se mostrar que o lado direito dessa equacdo € nulo.
A partir das equagdes (2.14) e (2.15) pode-se mostrar que ela nao é fechada para f,, pois envolve
a média do produto (N, Nj) e, portanto, depende da distribuicao de duas particulas. Deve-se
determinar entdo uma equagdo para a evolugio temporal de f,3, € ao fazer isso, mostra-se que
essa equacdo também ndo € independente, porque nela aparece a distribui¢do de trés particulas
fap- Genericamente, pode-se mostrar que na equagio de evolugdo temporal para a distribui¢ao
de n — 1 particulas (n < N) aparecerd a distribui¢do para n particulas, formando uma hierarquia
de equagdes, denominada de hierarquia BBGKY (Bogolyubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon).
Uma maneira conveniente de expressar as distribui¢des de mais de uma particula € em termos de
produtos de fungdes distribuicao de particula inica. Por exemplo, as distribuicdes de duas e trés
particulas podem ser escritas como:

fag(X,le) = fa(X7t)fﬂ(Xl7t) + gaﬁ(Xv X/7t)7 (2.16)

faﬁ’y (X7 Xl? XH? t) = fa<X> t)fﬁ<X/> t)fW(Xﬂv t
+fa(X,8)gp, (X, X7
+f5(X, 1) gan (X, X7,
+f’y(X”a t>gaﬁ<X7 X’, t

‘I'gaﬁW(X? X/’ XH) t),
onde g, € gap, SA0, respectivamente, as correlacdes de ordem dois e trés [1, 2, 3, 4]. Em um
sistema no qual as particulas sdo independentes, as correlagdes de qualquer ordem serdo nulas.

)
)
) (2.17)
)

Assim como uma descri¢do estatistica com a funcao de distribui¢io completa Fiy é
invidvel, determinar todas as correlacdes de um sistema com muitas particulas também o é.
Entretanto, aproximacdes podem ser feitas para as correlacdes, gerando assim, um conjunto
fechado de equagdes para as distribui¢des reduzidas. Considerando um gés neutro e rarefeito, por
exemplo, 0 comprimento 7y, pardmetro associado as interagdes entre particulas, € muito menor
que a distdncia média entre elas, dada por n~'/3, no qual n é a densidade de particulas. Sendo
assim, € razodvel supor que as correlagdes nesse caso sdo da ordem de (n73)*1, onde k € a
ordem da correlagdo (para particulas completamente independentes, nrg = 0 ou g,s = 0). Dessa
maneira, terfamos gos ~ nry € gogy ~ (nry)?, 0 que nos mostra que (considerando nri < 1) a
correlag@o de terceira ordem g, serd muito menor que a de segunda ordem g,3-, que por sua
vez serd muito menor que o produto das distribui¢des independentes f, f3.

O pardmetro que estamos interessados nesse caso € g = 1/n\?, < 1 e pode-se mostrar
que as correlacdes do tipo g, sdo pequenas quando comparadas com f, fg no casode g < 1 [1].
E a razdo disso € que a distribui¢do conjunta f,3 em um volume pequeno V', bem maior do que
o volume ocupado por uma particula (~ n~!) mas bem menor do que o volume de uma esfera
de Debye, é determinada por muitas particulas no exterior de V', e ndo pela separacao entre as
particulas, de modo que a distribui¢@o f, s para uma boa aproximacio € aquela que independe
da interagdo entre duas particulas f.z ~ f,f3 . Essa aproximacéio torna-se exata para g — 0.
Entdo, podemos fechar a cadeia de equacdes desprezando as correlagdes de mais alta ordem. Na
proxima sessdo serd apresentada a equacao de Viasov, que € a equacao cinética de ordem zero,
na qual todas as correlacdes sdo desprezadas.
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2.2 Equacao de Vlasov e suas Caracteristicas

A descricao mais simples da cadeia de equacgdes estatisticas € aquela que despreza
todas as correlacdes. Dessa forma, a equacao que descreve a evolugdo temporal das particulas,
denominada de equagdo de Vlasov, é:

B
8+V V—|—<E+VX

ot My c > ) VV] fOé(X7Va t) = 07 (218)

ondeV——eV

v — 6V .

Podemos ainda adicionar um termo a equacao acima referente as colisdes entre as particu-
las. Ao perturbarmos o estado de equilibrio de um plasma (injetando um feixe de particulas, por
exemplo), este leva um tempo caracteristico até que volte novamente ao equilibrio (mediante
colisdes), esse parametro € chamado de tempo de relaxacdo. Se o plasma for suficientemente
"quente"e rarefeito, o tempo de relaxacdo serd maior do que o tempo caracteristico de muitos
fendmenos ondulatdrios que podem ocorrer no plasma, e sé € interessante levd-lo em conta no
caso de estudo de fendmenos de longa duracdo. Como estamos interessados em fendmenos
ondulatérios cujos periodos sdo bem menores do que o intervalo de tempo tipico entre colisdes,
podemos desconsiderar o termo colisional.

A (2.18), também chamada Equacdo de Boltzmann ndo colisional, apresenta algumas
propriedades interessantes, as quais serdao discutidas a seguir.

2.2.1 Conservacao do Numero de Particulas

Caracteristica também das equacdes exatas, a equacao de Vlasov conserva o nimero
total de particulas, em outras palavras, a variagdo temporal do niimero total de particulas € nula.
Multiplicando a equagdo (2.18) por n,, e integrando sobre todo o intervalo temos:

0 Ga vxB
a/nafadxdv . /na [—v v - e <E T > -vv} f.dxdv. (2.19)

Ma

Sabendo que a func¢ao distribuicdo deve se anular nos limites de integracao, temos do
primeiro termo

/V VfaédxclV—z:/vZ

; dxj dxy dv = 0.

Do segundo, uma vez que o campo elétrico E € fun¢do apenas de x e ¢, mas ndo de v, e
usando novamente a propriedade da f,, nos limites

/E Vifadx dv = Z/ / Ofa dv; dv; dvpdx = 0.

De maneira similar, no terceiro termo temos

/(V X B) . vaa dx dv = Z €ijk / 8fa dvidvjdvkdx =0.
ijk
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Assim, temos que a equagdo (2.19) resulta em

aat/nafadxdv =0.

E, portanto, conclui-se que o nimero de particulas é constante.

2.2.2 Probabilidades Permanecem Positivas

Se no instante inicial a fungdo distribui¢do de uma particula é positiva, f,(x,v,t = 0) >
0, entdo para qualquer instante posterior ela também o serd, f,(x,v,t) > 0. Para mostrar isso
vamos pensar caso a conclusao nao fosse essa: em um certo instante ¢y a funcdo f, se tornaria
negativa para algum ponto (X, vo) do espago de fases. Como f, > 0 para qualquer outro ponto

(x,V), entdo temos que 0S termos 9fa % sdo nulos. Pela equacdo de Vlasov (2.18),
X0,V0 V Ix0,vo

ox

nesse caso teriamos agf
0

exigiria que % < 0.

= 0, o que significa que f, ndo pode se tornar negativa, pois iSso
X0,V0

2.2.3 Admite Multiplas Solu¢oes

Em contraste com as equacdes exatas que admitem apenas uma solugdo de equilibrio,
a equacdo de Vlasov admite inimeras solucdes. Os chamados estados de metaequilibrio sao
aqueles estados possiveis apenas para escalas de tempo muito menores do que o tempo entre
colisdes. A solucdo f,o deve satisfazer a condi¢do 0 f.o/0t =0 :

v x B

{V~V+%<E+

> . Vv} fao(x,v) =0. (2.20)
me

Tendo os campos elétrico e magnético E e B podemos escrever as seguintes equagdes de
movimento para uma dada particula:
dx’ , dv'  qa <E+V/><B>’

dt m,

=V e o 2.21)

cujas solugdes sdo x'(t) e v/(t). Dentre a familia de solugdes escolhemos aquela que satisfaz
a condi¢do (x’,v') = (x,Vv) no instante ¢’ = ¢. Se as quantidades a/(x',v’) e V/(x’, v') forem
constantes de movimento dessa particula, elas devem satisfazer

da , 0d oV 0d

o _ 004 OV 0w

dt’ v aX, + at, (9V’ ’ (2 22)
R I '
a " ox ot ov

Supondo uma func¢ao arbitraria f = f(a’,0’) e levando em conta as equagdes (2.21) e as
condicdes (2.22), vemos que esta devera satisfazer a equagdo de Vlasov no equilibrio



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DE PLASMAS E A APROXIMACAO LINEAR 18

v x B

[v vt m—a (E 4 ) ~ vv] £(dB)

o (B o d) e forar oo,
Oda' Ox’ O Ox' dt" | 0a’ Ov' O OV’ :
of | , dd'  dv' Oda aof |, ov av' oV
w%@wamL%H w*waJ 0

Como (x/,v') = (x,Vv) para todo instante ¢’ = ¢, temos que a funcao f(a', b') satisfaz a
condigdo de ser solugdo estaciondria da equacdo de Vlasov. Em outras palavras, solu¢des que
sao fungdes de constantes de movimento assumem valores constantes ao longo de trajetdrias
reais no espacgo de fase e, assim, satisfazem a equacdo de Vlasov.

2.2.4 Conservacao da Entropia

Seja a defini¢ao usual de entropia

== [ faln(fu)dxav. (2.24)

Calculando a variag@o temporal da equacdo acima e utilizando as equagdes (2.18) e (2.19)
obtemos

:—Z/[ V+<E+V>;B)Vv}fadxdv,

dS 1
2.25
= 815 / Ne fadxdv, (2.25)
s
a

Ou seja, na aproximacao que usa a equagdo de Vlasov, a entropia permanece constante.

Vamos agora supor sistemas em que a funcao distribui¢do pode ser decomposta em uma
soma de uma funcdo distribuicdo de ordem zero e de uma perturbacao,

fa = faO(t) + fal(t)a

sendo que f,o é constante ou varia lentamente no tempo em relacdo a f,; [1, 14]. Para tais
sistemas, é conveniente definir a entropia da seguinte maneira

— [ fuolt) (1)) dxdv.

Com essa nova defini¢do, levando-se em conta a evolugdo da f,o sob efeito das pertur-
bacdes. pode-se mostrar que a entropia ndo mais € constante e pode ser usada para mensurar o
crescimento da desordem do sistema [1].
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2.3 Sistema de Equacoes Vlasov-Maxwell

Juntamente com as equagdes de Maxwell formamos o seguinte sistema:

of, X B
f+v-Vfa+q(E+VX )-vvfa:o, (2.26)
ot Mg,
V-E=47Y nuga / fa dv, (2.27)
10E 4nm
VXB:—Cat+C;naqa/vfa dv, (2.28)
10B
E- -2 22
V x T (2.29)
vV.B=0. (2.30)

que € denominado sistema de Vlasov-Maxwell.

A densidade de carga do plasma p e a densidade da corrente J sdo dadas pelas seguintes
expressoes:

P= Galta = an/fa(nv,t)dv

J= an/vfa(r,v,t)dv,

nas quais a soma em « leva em conta as diferentes espécies de particulas carregadas, com o = 1,
para fons € o = e, para elétrons. Os fendmenos descritos por esse sistema (estados estacionarios
do plasma, ondas em plasmas, instabilidades,...) ocorrem em escalas de tempos muito menores
que o tempo tipico entre colisdes (Teoretivo K Teolisionat) 15 41.

As expressoes (2.26) a (2.30) formam um conjunto completo e auto-consistente de
equacoes, no qual fica explicito que, embora ndo haja colisdes entre as particulas, elas interagem
entre si através de campos eletromagnéticos gerados e modificados internamente ndo s6 pelo seu
proprio deslocamento e pelo deslocamento de outras particulas carregadas através do plasma,
mas também apenas pela presenca de carga [3].

2.4 Linearizacao do Sistema Vlasov-Maxwell

O conjunto de equacdes Vlasov-Maxwell € ndo-linear, devido aos produtos dos campos
e das distribui¢des e, consequentemente, dificil de solucionar. No entanto, muitos fendmenos
podem ser caracterizados como pequenas perturbagcdes da solugdo de equilibrio de Vlasov e
podem ser tratados pelo método da linearizagdo. As equagdes geradas sdo muito mais simples
de resolver e formam a base de muitos estudos tedricos que tratam de variados fendmenos em
plasmas, como aqueles relacionados com ondas e instabilidades [1, 2, 4].

Escrevemos os campos elétrico E e magnético B e a funcao distribui¢do f, como uma
soma de seus valores no equilibrio mais uma perturbacao,

fa(X, v, t) = fao(X, v, 1) + €fa1(x, v, 1),
E(x,t) = Eo(x, 1) + eBy(x, 1), 2.31)
B(x,t) = Bo(x,t) + By (x,1),
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onde ¢ < 1 é um parametro utilizado para indicar que a perturbacao tem médulo bem menor
do que a parte nao perturbada, caso em que a teoria linear pode ser utilizada como uma boa
aproximacdo. O indice ”0” indica o valor da grandeza no equilibrio e o "1", da perturbagao.
Inserindo as quantidades (2.31) no sistema Vlasov-Maxwell (2.26)-(2.30), desprezando termos
de ordem ¢? e separando o sistema de equacdes de acordo com os termos de ordem € e ¢!
obtemos respectivamente,

EOI

VXBO

df. .
f°+v-vxfao+q(E0+
ot Mg,

>'vvfa0:0>
V- Ey= 47TZQQna/faOdV7

10E, 4x (2.32)
V x Bo = EW + ngana/Vfang,

aOé fe% XB
fl+V'Vfa1+q(E1+V 1
ot Me c

o v x B
My

) Vudar

) Vutao

VB =473 naga / Ffrdv,

1 8E1 47
V X B1 = EW + cza:naqa/vfaldv,

(2.33)

Um ponto importante a salientar € que o conjunto de equacdes obtido serve para descrever
perturbacdes de pequena amplitude que ocorrem no plasma, com tempos caracteristicos bem
menores do que tempo médio entre colisdes. Na proxima subsecao serd explorada como exemplo
a solucdo mais simples do conjunto de equagdes para as perturbagdes: o caso eletrostético.

2.4.1 Solucao da Equacao de Vlasov Linearizada para o Caso Eletrostatico

Seja um plasma espacialmente homogéneo e ndo magnetizado, por simplicidade. Se, no
instante ¢ = 0, uma pequena quantidade de carga for deslocada, a perturbagao inicial pode ser
descrita como

ft=0) = fao(vs, vy, v2) + €far(x,v,t = 0).

E, considerando que o campo elétrico no equilibrio € nulo, teremos

E:EQ+€E1 = EEl,
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B:B0+€B1:O.

Naturalmente as condi¢des acima nos levam a

Po = ZQana /faOdV =0,

Jo = anna /VfaodV =0.

Sabemos que no caso puramente eletrostitico, B; = 0, o campo elétrico estd diretamente
relacionado a variacao espacial do potencial elétrico, com seu vetor sendo oposto a dire¢ao de
crescimento do potencial. Ou seja, o campo elétrico € o negativo do gradiente do potencial:

El = _vq)lv

e também temos que
V X E1 = 0.

A funcdo de distribui¢do de equilibrio f,o é admitida como constante no tempo, entio
o termo que leva sua derivada temporal € nulo. E, como é pressuposto o plasma homogéneo,
o termo referente a sua derivada espacial, dado por V f,o, também o é. Feita a aproximacgao
eletrostatica, o sistema de equagdes lineares € reduzido a

afal +Vv- vfal - qfavq)l : Vvfon - 07 (234)
ot me,
V2D, = —47 Y Naga / Fordv. (2.35)

Para resolver o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell linearizado, vamos escrever as
quantidades f,; e ®; em termos de suas transformadas de Fourier no espaco e de Laplace no
tempo

r 1 —ik-x oo —pt
fak(x7v7p) = (27T)3 /6 dX/O € faldt7
(2.36)

F 1 —ik-x too —pt
@k(x,p):(zﬂ)?)/e dx/o e P, dt.

E importante notar que a transformada de Laplace s6 estara definida para Re(p) > po,
no qual p, é suficientemente grande e garante a convergéncia da integral. A vantagem dessa
representacdo € que a propriedade de derivadas da transformada de Fourier nos permite substituir
as derivadas espaciais, V, e temporais, %, por ik e —iw respectivamente. Uma vez conhecida fak,
podemos inverter as integrais (2.36) e assim determinar f,;(x, v,t) e ®1(x, ). As transformadas
inversas sao definidas como

1 ” po+100 .
fal(X7V7t> = 5 /€Z xdk/ e’ fockdpu
271 Po—1i00
| potico . (2.37)
Oy (x,1) = — / %k PPy dp.

21 Jpo—ico
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Aplicando as transformadas de Fourier e de Laplace nas equacdes (2.34) e (2.35) e lembrando
que fa0 = fao(V) temos o seguinte sistema de equagdes:

(p+ ik V) fore = far (ko v, t = 0) + 22 (ik - Vy fuo) Prc, (2.38)

«

28y = 47 S Nade / Foxdv. (2.39)

Substituindo (2.38) em (2.39) e, eliminando fak obtemos uma expressao para ék:

AT S 0 N [ L0

E2d, = prikv , (2.40)
1+4m Y, teda b [ k¥uloody

onde temos ainda que Re(p) > po. A fim de simplificar a apresenta¢do desta equagdo para Py,
vamos introduzir a componente da velocidade paralela a k, que vamos denotar como u,

k-u
U= —-.

Usamos a notag¢do u ao invés de u |, para ndo sobrecarregar a notacdo. Essa quantidade,
nesse contexto, nao deve ser confundida com o moédulo do vetor velocidade.

Sendo assim, temos

/faO (u — |k‘|> dv,
F,= /fakd < Tk\’,> dv.

Definimos também a frequéncia angular do plasma para particulas do tipo o como

2
9 dmnaq;

W,
po Mo,

De modo que podemos definir a fungdo dielétrica D = D(k,ip) de um plasma para
ondas eletrostéticas de frequéncia w = p:

D(kzp—l—i-z /

OF /0
_OFa/Ou_, (2.41)
o u—1ip/ | k|

Utilizando as defini¢oes recém feitas, substituindo (2.41) em (2.40), temos as seguintes
expressoes para f,x € para Py respectivamente:

1

foclv.p) = i [fak( = 0)+ 2 i1V fun) B (2.42)

«

~ —1 Fak(u,t:())
by =——— 4 aa/,—d . 243
= D) = e | TR 243)
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Para resolver este sistema, precisamos determinar as transformadas inversas, e com isso,
comec¢amos pela expressao de P4, pois a dependéncia temporal da transformada de Fourier do
potencial que aparece em f,; € consequéncia do mesmo. Entdo, seja a transformada inversa de
Laplace definida em (2.37) para o potencial,

1 [potoo Pt Nola [ Fox(u,t =0)
® t:—_/ vy / b du. 2.44
w(l) 27 Jpo—o D(k, ip) ﬂg k? (p+i|k|w) “ (244)

Tomamos um valor de p, com p > py de modo a garantir a convergéncia das integrais
que definem as transformacdes de Laplace, de tal forma que todas as singularidades de @y (p)
devem estar a esquerda do contorno de integracdo. De maneira geral, ndo é possivel calcular
analiticamente estas integrais. No entanto, é possivel determinar solu¢des para tempos muito
distantes da perturbacao inicial, fazendo uma deformacao no contorno de integracdo. Com esse
procedimento, 0 comportamento assintotico do sistema € determinado pelos modos normais de
oscilacdo do plasma, e nio pelo resultado obtido apds o estado de transi¢do ocasionado pela
perturbacao inicial.

2.4.2 Consequéncias do Tratamento Linear: Landau Damping

O procedimento para obtencao de uma solugdo assintética da equagao (2.44) pode ser
brevemente descrito da forma seguinte. O contorno € levado para o lado de Rep < 0, mas
sendo deformado de modo a ndo passar sobre os polos de @} (p), conforme mostra a figura
2.1. Com a mudanca dos valores de p decorrente da deformacdo do contorno de integragio,
ocorre deslocamento também dos polos que aparecem nas integrais na varidvel velocidade,
que aparecem na equacdo (2.44), explicitamente e como parte da expressao de D(k,ip). O
contorno dessas integrais deve ser também deformado e deve ficar sempre abaixo dos polos,
conforme mostrado na Figura 2.2. Esse contorno é chamado de contorno de Landau, apds
Landau, em 1946, ter solucionado o sistema de Vlasov-Maxwell como um problema de valor
inicial, desenvolvendo tal técnica [15].

Com a mudanga do contorno de integracdo no plano p, que € levado para o lado de
Re(p) < 0 mas mantido sempre a direita dos pdlos do integrando, resulta um caminho de
integracdo que contorna todas as singularidades do integrando, que sdo os zeros da func¢do
D(k,ip). Sendo R; o residuo nos pélos do integrando, com R; = lim,_,, (p — pj)Ci)k(p), e
fazendo a integracdo ao longo de todo caminho, ficamos com as seguintes integrais:

1 —100—0
ult) = 3 Ry [ d(p)erap
J

271 —100+po

' . (2.45)
1 —o+ico ’ 1 +i00+po . "
+ = / Py (p)e’dp + 5— / Dy (p)e™dp,

27Ti —0—100 27TZ +ic0—0
onde D[k, ip;(k)] = 0. Na equagdo (2.45), o segundo e o quarto termos sdo pequenos, se a
. (p) for a zero rapidamente com | p |— oo [1].

Ja o terceiro, torna-se exponencialmente menor que os termos referentes as contribuicoes
dos pélos para ¢ — co. No caso de termos Re(p;) < 0, ou seja, no caso dos pélos estarem
todos a esquerda do eixo, entdo todas as contribuicdes para Py sdo amortecidas. No entanto,
se tivermos polos localizados a direita do eixo, Re(p;) > 0, entdo teremos o surgimento de
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: Py Rep

Figura 2.1: Contorno de integracdo no plano de p complexo.
instabilidades. Assim a solucdo assintética para a equagdo de Vlasov é dada por,

Dy (t — 00) Z Rjeri Mt (2.46)

onde p; s@o as singularidades de ®y, em nimero de V.

Podemos escrever de uma maneira mais familiar, em termos de uma frequéncia dividida
em parte real e imagindria, definida por p; = —iw; = —iw,; + iw;;. E a solucdo em termos da
frequéncia

N
Dy (t — 00) = Y Rye'Twritenlt,
=1

Assim, as singularidades que tém w;; < 0, representam oscilagdes amortecidas, ja as que
t€m w;; > 0, oscilagdes que sdo amplificadas. Em outras palavras, o comportamento assintotico
das perturbagdes fica determinado pelos pontos nos quais D (k, w) é zero.

A equacdo resultante

8Fao/8u .
D(k,w) = /u =0 (2.47)

€ chamada de relacdo de dispersdo do plasma, pois fornece uma expressao para a frequéncia de
oscilagio do plasma w em fungdo do nimero de onda k caracteristico. E importante notar que tal
relacdo de dispersdo s6 existe para tempos inferiores ao tempo médio entre colisdes. O indice
L no limite de integracdo representa o caminho de integracdo no plano complexo, contorno de
Landau, mencionado anteriormente.

O sistema mais simples que podemos considerar € ondas de alta frequéncia em um plasma
livre de campos elétrico e magnético e em equilibrio termodindmico. Como vamos considerar
oscilacdes de alta frequéncia e velocidade de fase muito maior que a velocidade térmica das
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|II'I]11

u=ip/k

Figura 2.2: Contorno de Landau

particulas do plasma, isto &, w/k >> Viermica, ONA€ Vigrmica = /27" /m, podemos considerar os
ions como estando em repouso. Para os elétrons, supomos uma funcao distribui¢io do tipo

maxwelliana , ( , )
m bl _ [ mev
F.o= —c e 2.4
el Ne < 271—T@ ) € ) ( 8)

onde 7., n. € m, sdo a temperatura, na qual foi incorporada a constante de Boltzmann e esta
em unidades de energia, a densidade de equilibrio e a massa dos elétrons, e a funcdo esta
normalizada a unidade. Temos também que a velocidade estd separada em componente paralela
u e componente perpendicular v ao vetor de onda k de tal forma que v? = u? + v?.

Substituindo a expressao para a fungdo distribui¢do inicial (2.48) na relacao de dispersao
(2.47) e introduzindo as varidveis z = w/v/2kue, y = u/v/2u, € u. = /T, /m, teremos

w? z eV’
Dk,w)=1 L | —— dy| = 0. 7.4
(k,w) +k2ug[ N R y] 0 (2.49)

Podemos reescrever a equagao de dispersao (2.49) em termos da chamada func¢ao de
dispersao do plasma,
1 e v’

T Valiy—z

Essa func¢do foi bastante estudada por Fried & Conte, em 1961, e tem propriedades bem
conhecidas e tabeladas [16]. Assim teremos

Z(z)

dy.

w2

1+ k;;; [1+2Z(z)] =0.

€

Essa relacdo de dispersdo pode ser resolvida de forma numérica. No entanto, para
certos casos, podemos fazer uso de algumas propriedades da funcéo Z(z) e assim obter um
resultado analitico. Como estamos considerando ondas de altas frequéncias, com w/k > u,, é
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razodvel supor |z| > 1, e, uma vez que podemos escrever a varidvel z em parte real e imagindria
z =x +iy, e que |Im(2)| < 1, a fungdo Z(z) pode ser escrita de forma analitica [1]

1 1 3 15 . —-

1 e

N

Considerando apenas os trés primeiros termos da expansao temos

w2 1
Dllew) = 1+ 55 [ E —1—22\/_6 } 0. (2.50)

Separando a relagdo de disperséo em parte real D, e parte real D;, e se | w; |<| w,
entdo podemos expandir a relacdo de dispersdo em torno da frequéncia w,

9

Dk, w) ~ D(k,w,) + iw; 22U
W o 2.51)
oD, (k,w) 9Dk, w) '
= D,(k,w,) +iD;(k,w,) + w; [ 0 oy n

Da equacgdo (2.51) temos que a parte real da relacdo de dispersdo é

aD,(k, w)

ow =0,

w=wp

Dy (k,w)]

w=wy

e como | w; |<| w, | podemos aproximar a parte real da relagdo de dispersdo na seguinte forma

D, (k,w)| ~ ().

w=wp

E assim, da equacgdo (2.50) e, utilizando a defini¢do de z feita anteriormente, temos
4 2 2 2 1.2, 2
W — wpw” — 3w, kug = 0,

equacgdo que pode ser facilmente resolvida,

2

w? = W;e {1 + \/1 + 12k2u2/w;2)eJ ,

2 2,2
k2
2_“”’6[1i<1+6 )]
2 w2,

O iltimo passo € justificado porque k*u?/w?, < 1. Sio obtidas duas solucGes matemati-
cas para w,, no entanto, a raiz negativa de (2.52) fornece uma frequéncia imagindria, o que nao
nos interessa. A raiz positiva resulta em

k2 u?
2 _ 2
Wy = W, <1+3w2 )

(2.52)

Essa raiz € consistente, uma vez que ja € sabido da teoria de fluidos que para tais
condigdes a frequéncia real w, € bem proxima da frequéncia natural do plasma wy,, logo a
condi¢do k*u?/ wze < 1 é condizente com a aproximagao inicial (w/k) > u,.. Portanto, para as
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ondas eletrostéticas de alta frequéncia, também conhecidas como ondas de Langmuir, podemos

escrever L2
]{32 2 3 ]{32 2
w:wpe<1—i—3 ue> :wpe<1—i— Ue )

2
wpe pe

Considerando a parte imagindria da equacgdo (2.51), obtemos

_ Di(k,w,,)
0D, (k,w)/0w|s,,’

W; =

e com o uso da expressdo (2.50) chegamos a seguinte expressao para a parte imagindria da
frequéncia angular da onda,

4 (w2
Wi = — g/:use (7). (2.53)

Em termos do comprimento de Debye \p., as frequéncias, real e imagindria, ficam
respectivamente
1/2
212
Wy = Wpe (1 + k /\De> ,

(3 . ) (2.54)
T Wpe §+%27A2M

W; X —/ —

e )
8 13N,

onde em w; utilizamos o fato de que podemos substituir w, =~ w,. sem perda de precisdo, exceto
no argumento da exponencial, pois esse é mais sensivel a pequenas diferencas. As equacdes
obtidas (2.54) sdo vélidas para oscilagcdes de grandes comprimentos de onda A\ > \p. e, como
dito anteriormente, isso condiz com o fato de que assumimos que a velocidade de fase € bem
acima da velocidade térmica.

O significado fisico do amortecimento de Landau

O avanco tedrico do amortecimento de ondas sem dissipagcdo de energia por colisdes
€, talvez, o resultado mais surpreendente da pesquisa em fisica de plasmas até meados da
primeira metade do século 20. O amortecimento de Landau € uma caracteristica de plasmas
ndo colisionais, mas também pode ter aplicacdo em outras dreas da fisica, como por exemplo na
abordagem cinética para a formacao de galaxias [17]. Estrelas podem ser consideradas como
atomos que interagem gravitacionalmente em um plasma, em vez de interagirem via forcas
eletromagnéticas.

Instabilidades do géds das estrelas formam os bragos em forma de espiral das galdxias, e
esse processo € controlado pelo amortecimento de Landau [2].

O amortecimento nao colisional das ondas de Langmuir é predito pela teoria de Vlasov,
ao passo que estd completamente fora de alcance da teoria de fluidos [1].

O amortecimento ndo colisional das ondas, e por consequéncia do potencial eletrostatico
associado, € um fendmeno de ressonancia, proporcional a inclinacdo da funcao distribuigio,
entre os elétrons que se movem préximos a velocidade de fase do plasma. O amortecimento
€ caracterizado pela parte imagindria e negativa da frequéncia, cuja magnitude € pequena se
comparada a parte real da frequéncia normal de oscilagio do plasma (2.54).
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Em distribui¢des nas quais a amplitude decresce com o aumento do médulo da velocidade,
a exemplo das distribui¢des Maxwellianas, existem mais particulas com velocidades menores do
que com velocidades maiores que a velocidade de fase das ondas no plasma. Portanto, h mais
particulas que podem ser aceleradas pela onda do que freadas, o que significa mais particulas
ganhando energia da onda do que perdendo, o que tem como consequéncia a diminui¢ao da
energia da onda.

De (2.54) observamos que o tempo do amortecimento de Landau 1/w; é muito maior do
que o tempo de uma oscilagdo 27 /w,. para modos de oscilagdo com comprimentos de ondas
bastante longos (kAp. — 0). A medida que consideremos ondas com comprimentos de onda
menores, tendendo a aproximar-se do comprimento de onda de Debye A ., 0 amortecimento €
acentuado, e a oscilagdo do plasma nao pode mais ser considerada como um modo normal.

Como foi visto anteriormente, devido a derivada negativa, plasmas com distribui¢cdes
Maxwellianas s6 podem dar origem a efeitos de amortecimento, o que elimina efeitos de instabili-
dades nesses sistemas. Entretanto, quando adicionamos um feixe de elétrons ao plasma, a fun¢do
distribuicao pode apresentar um pico na regido de velocidades correspondente a velocidade do
feixe, grande o suficiente para que exista uma regido de derivada positiva, originando instabili-
dades. Pode-se dizer que nesse caso ocorre um efeito oposto ao amortecimento de Landau [4],
pois ha uma amplifica¢do de ondas nessa regido. O acompanhamento da variagdo da amplitude
das ondas ao longo do tempo requer a inclusdo de efeitos nao-lineares, nao pode ser tratado com
0 uso da aproximagao linear do sistema Vlasov-Maxwell, e serd tratado no préximo capitulo.

2.5 Contribuicao dos fons na Abordagem Linear

A fim de incluir os efeitos dos fons no sistema, vamos considerar novamente um plasma
ndo magnetizado, com oscilacdes eletrostdticas e em equilibrio termodinamico. As caracteristicas
dessas ondas serdo determinadas através dos zeros da fun¢do D(k, w) quando incluso o termo
referente aos fons. Da equagao (2.47) temos

w2, w2,
D(k,w) =1+ k27;2 1+ z.7Z(2)] + kQZL? 1+ 2Z(z)] =0, (2.55)

onde o indice e refere-se aos elétrons e o 7, aos ions. Considerando o caso em que tanto a
temperatura dos elétrons quanto a dos fons tenham a mesma ordem de grandeza 7, ~ T; e,
uma vez que a massa de um elétron é muito menor que a de um ion, teremos que u; < U, €
consequentemente que | z; [>] z. |.

Supondo que | z. |> 1, as expansdes das fungdes Z(z,), no qual o = e, 4, tomam a
seguinte forma

. 2 1 3
1+ 247(24)] = iv/me a—@ o
A relacdo de dispersao fica entdo dada por:
CUIQ)G . _22 1 3 w]%l . —Z~2 1 3
D(k’w):1+k2ug Z\/E@ 6—2722—4723 k2u22 zﬁe 2—27222—47;1 = 0. (256)



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DE PLASMAS E A APROXIMACAO LINEAR 29

E utilizando a condi¢do de que n. =~ n;, visto que 7, ~ T;, teremos

47N, q>

k2T,

1 3 1 3
S S S S N X
) 222 42 222 4z (2.57)

7

D(k,w) =1+ lzﬁ (zee*Zz + ze

Podemos concluir que a inclusio dos {ons, para | z. [> 1, resulta apenas em uma pequena
correcdo na relacdo de dispersao e, portanto, da frequéncia.

Supondo agora que os elétrons possuem uma temperatura muito maior que os ions
T, > T;, entdo podemos considerar ondas cuja frequéncia, a qual sera solu¢do da relagdo de
dispersdo, estard no seguinte intervalo

[T w | Te
— < = <y
m; k Me

Podemos escrever entdo a expansdo da fung¢do Z(z,) para as duas populagdes [1]:

Para os elétrons

| ze [ 1:
2 222 472
Z(z) ~ivme s — 2z, (1- Z2e 4 2 ) (2.58)
3 15
e para os ions:
‘ Zi |>> 1:
. 2 1 1 3
Substituindo as relacdes (2.58) e (2.59) na relacdo de dispersao (2.55) teremos
2 4
2 4
D(k,w) ~1+ ]:;I;z (iﬁzee_ze +1—222+ ?)
(2.60)

w (. e 1 3
+ kQZg <Z\/7_TZi€ i— 272:22 — 4221:) = 0

Como feito anteriormente em (2.51) podemos separar a relagdo de dispersao em parte
. . . ~ 2 c
real e parte imagindria, mas antes algumas consideragdes: sabendo que ;5 < 1 e também que

w2 e . Lt~ 2 2 4
.z > 1, € possivel desprezar, na contribui¢do dos elétrons, os termos com w* e w” frente a 1, e,
[

na dos fons, o termo envolvendo w* frente ao termo com w?. Com isso, para a parte real temos:

2 LUQ

Dy(k,w,) = 14+ ke 20, 2.61)

2,2 2
k2u?  w?

Considerando a densidade de equilibrio n; = n., resolvendo para w, e utilizando a definicdo do
comprimento de Debye Ap. = (T%./ 87meqz)1/ ? podemos escrever

,_ ke

T TR

(2.62)
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onde C; = (T,/m;)"* é chamada de velocidade ion-aciistica. Para k*)%, < 1 teremos
w,/k = Cj, ou seja, para o limite de grandes comprimentos de onda, a velocidade de fase das
ondas fons-acusticas torna-se constante para qualquer comprimento de onda. Em contraste,
as ondas de Langmuir, que vimos na secao anterior, tem a mesma frequéncia para qualquer
comprimento de onda, na regido de grandes comprimentos de onda.

Para a parte imagindria de D(k,w) temos:

w2

w2 2 _ wg)
e N\ 322 Wi u?
Di(kw) = \ﬁm wy e (2"‘ 2) + ﬁm wee \* (2.63)

E fazendo uso da relagdo para w;, determinada anteriormente em (2.53), obtemos a seguinte
frequéncia

Te /T
wi:\/z( | wr | <T€>3/26—(W2A2D6>>+ me | (2.64)

T+ k2392 |\, i

E importante observar que as ondas fon-actisticas sio também amortecidas e, a menos
que | w;/w, |< 1, tais ondas nao podem ser consideradas modos normais de oscilagdo. Olhando
novamente para o intervalo de frequéncias no qual w/k faz parte, é revelado que | w, |>| w; | é
equivalente a condi¢do de que os elétrons sdo mais quentes que os fons, logo, para a existéncia

das ondas ion-acusticas € necessario que 7, > T;.

Outra propriedade interessante de ser observada € a respeito do amortecimento. O termo

envolvendo o amortecimento de Landau pelos elétrons, a saber o termo com y/m./m;, é sempre
pequeno para as ondas fon-acusticas. Isso se deve ao fato de que embora muitos elétrons tenham
a mesma velocidade que essas ondas, a declividade da funcio distribui¢ao dos elétrons é pequena.
Assim, quase o mesmo nimero de elétrons possuem velocidades além e aquém da velocidade da
onda. E, uma vez que a condicdo 7, > I; forca para que a velocidade das ondas ion-acusticas
supere a velocidade termal dos ions, € pequena a populagdo de fons para amortecer tais ondas de
baixa frequéncia [1].



Capitulo 3

Teoria Quase-Linear

Teorias que sdo baseadas em modelos lineares tem grande vantagem, pois contam com
o principio da superposicdo: uma poderosa ferramenta que, em conjunto com autovalores e
autovetores, fornecem as bases para que se forme um sistema auto consistente de equagdes,
descrevendo intimeros fendmenos. Entretanto, existem muitos outros fendmenos, igualmente
importantes, nos quais esse principio é quebrado parcial ou totalmente. A quebra parcial ou total
desse principio significa que modos normais com diferentes valores préprios ja nao sao mais
ortogonais entre si € comegam, portanto, a interagir uns com os outros. Tais interacoes resultam
em termos ndo lineares no sistema de equagdes que descrevem o sistema, ou em outras palavras,
em termos que envolvem o produto de varidveis dependentes [18].

A gama de efeitos ndo lineares € tdo grande que uma classificag¢do se faz necessaria. Uma
maneira de categorizar € conforme se a ndo linearidade € forte ou fraca. Em situacdes nas quais
os efeitos nao lineares sd@o demasiados fracos, € razodavel supor a teoria linear como primeira
aproximacao e a partir dela construir um modelo nao linear para o sistema, como por exemplo,
adicionando alguma perturbacdo de baixa amplitude. Ja para os efeitos mais fortes, a teoria
linear falha completamente e o comportamento nao linear deve ser incorporado a formulacao
diretamente.

Este capitulo tratard de como ondas em plasmas podem afetar a fun¢do distribuicdo de
velocidades das particulas na abordagem da teoria quase-linear. A formulagdo a ser apresentada
abordard exemplos relativamente simples, visando dar um caréter didatico e auto-contido ao
presente texto, resumindo procedimentos que podem ser encontrados em livros texto bem
conhecidos, como as Refs. [1], [19] e [14].

3.1 Sistema de Equacoes Vlasov-Maxwell na Aproximacao
Quase-Linear

Na aproximagdo linear supomos que tanto as fun¢des distribui¢do quanto os campos
sdo compostos por uma contribuicdo de equilibrio e uma perturbacao de pequena amplitude.
Consideramos também que as contribui¢des de ordem zero sdo independentes do tempo e, a
partir das equagdes para as perturbagdes, as quais sdo de ordem um, obtemos a relacdo de
dispersdo (2.47). Por exemplo, supondo oscilagdes eletrostaticas e considerando a distribuicao

31
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de equilibrio do tipo Maxwelliana, obtivemos a parte real e imagindria da frequéncia das ondas
de Langmuir, conforme equagdes (2.54).

A teoria em plasma que leva em conta os efeitos das oscilagdes na parte ndo oscilante da
func¢do distribuicdo, mas ainda assume a validade do principio da superposi¢do, ¢ chamada de
teoria quase-linear e esse tipo de aproximacgao para estudar oscilacdoes em plasma é chamada
de aproximacdo quasi-linear. Quando obtivemos a aproximacao linear da equacao de Vlasov,
supusemos que a fun¢do de equilibrio, f,q, era independente do tempo. Agora na aproximagao
quase-linear, vamos admitir que a f,o possa variar com o tempo, embora de forma bem mais
lenta que a varia¢ao das perturbagdes, e também que | fu1 [ fao-

Seja um plasma niao magnetizado. Supomos uma pequena perturbacao na distribuicdo e
no campo elétrico do plasma

fa = faO + fala
3.1
E=E+E;.
Partimos da equacgdo de Vlasov para o caso eletrostético para particulas do tipo «
8 (0% (0%
O vy vt + 9 B .v £ —0. (3.2)
ot Me
O campo elétrico E pode ser obtido através da Lei de Gauss,
V-E=47> naqa / fa(r, v, t)dv. (3.3)

Para obter as equacgdes para a evolugdo temporal das quantidades de ordem zero e de
ordem um, vamos introduzir médias espaciais das quantidades de interesse. A média espacial da
func¢ao de distribui¢do de velocidades é expressa da seguinte forma:

<fa(I',V,t)> = <fa0(vu t)> + <fa1(rvv>t)> ’ (34)

onde a média de f, é dada por
(fa(r,v,1)) =v /farvt (3.5)

As flutuagdes relacionadas a f,,; s@o aleatdrias, sendo assim, sua média € nula e, conse-
quentemente, a média da funcao de distribuic@o serd a propria funcdo de equilibrio:

<fa(1',V, t)> = focO(Vat>- (3.6)

O termo de primeira ordem na expressao do potencial elétrico tende a zero nas extremi-
dades, entdo a média espacial do campo elétrico de primeira ordem também serd nula:

(E(r,t)) = — v a@égr D e — 0. (3.7)
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A média espacial da equagao de Vlasov € dada pela seguinte equacao

0 (fa)
ot

0 o Ofa\
+v-ar<fa>+a<E-av> = 0. (3.8)

Estamos considerando E, = 0, assim o campo elétrico terd apenas a contribui¢do de
ordem um e serda denotado como E;. Substituindo (3.1) ficamos com:

Ofa 0 o Ofa Ofa
gto +v- <ar(fao + fa1)> + r(ria l<E1> : afVO + <E1' éfvl >] = 0. (3.9

Temos que o segundo termo € anulado, pois tanto a derivada espacial de f,g quanto a
média da derivada de f,; sdo zeros. No terceiro, a exemplo de (f,1), a média espacial de E;
também vai a zero e obtemos, portanto, uma equacao para a evolucio temporal de f:

afon_ qia afal
ot = m. <E1 v (3.10)

A equacio (3.10) pode ser substituida no termo referente a derivada temporal de f,o na
equacao (3.2), resultando em

afal 8foel Qo afon o 8fo¢1 afozl o
ot + v or +m7aE1' ov +%[E1' v —<E1 v >‘| = 0. (311)

termos de segunda ordem

Os termos de flutuagdes de segunda ordem, assinalados em (3.11), tornam o sistema de
equacdes Vlasov-Maxwell aberto. Dessa maneira, sempre precisaremos adicionar termos de
ordem n + 1 para obter equagdes que descrevem a evolugdo temporal do sistema, envolvendo
flutuacdes de ordem n. Entretanto, nessa aproximacao, esses termos sao muito menores do que
as flutuacdes de primeira ordem e podem ser desprezados. Com essa aproximagao, obtemos uma
equacgdo que ¢ formalmente igual a equacao obtida na aproximacao linear, com a diferenca de
que agora a f,o varia no tempo:

afozl V.afal Ga afon

a Vo TV oy

= 0. (3.12)

Assim, temos um sistema acoplado constituido pelas equagdes (3.3), (3.10) e (3.12). A
aproximagdo quase linear € entdo baseada em duas escalas de tempo: a escala de tempo das
flutuacdes f,1 estd associada ao periodo das ondas, enquanto que a evolugao temporal da fq
ocorre muito lentamente em relacio as variagdes de f, 1, € essa evolucdo € descrita pela equagao
(3.10). Na proxima se¢do seré discutido quais as consequéncias dessa mudanga na distribui¢do
de particulas do plasma.

3.2 [Equacao de Difusao Quase-Linear

O nosso objetivo com a aproximacgdo quase-linear € obter resultados para instabilidades
geradas por efeitos ndo lineares, entdo trataremos somente 0 caso em que existe regido com

8fa0/aV > 0.



CAPITULO 3. TEORIA QUASE-LINEAR 34

Supondo que a solucio tanto para f,; quanto E; seja tipo ondas planas,

fal = fakei(k.X_Wt%

. (3.13
]5)1 _ Ekez(k-xfwt). )
E aplicando na equacdo (3.12), assim pode-se rescrevé-la em termos de k e w,
8fa0
do Ek " Tov
ok = —— ————H—. 3.14
Joi me ik - v —w) (314)
Da Lei de Gauss,
E . 6fa0
podemos escrever o campo elétrico em fungdo do potencial E = —V &, entdo
9 q . afaO
k2P = 4 ao‘/icbd 3.16
K = 47 Z Moy kv o) V. (3.16)

E, supondo o caso unidimensional, do mesmo modo que foi feito na aproximagao linear,
chegamos a equacdo de dispersao

Ofac)Ou ,
1—2 /Lu_w/‘mdu 0. 3.17)

A equagdo (3.17) tem a mesma estrutura que a encontrada na aproximacao linear (2.47),
a diferenca é que agora f,o representa a média espacial da funcio de distribuicio de velocidades
e varia lentamente com o tempo de acordo com (3.10). Por conta dessa lenta evolug¢do temporal,
o uso dessa relacdo € valido somente para o caso em que o nimero de particulas ressonantes €
muito menor do que o numero total de particulas do sistema [19].

O objetivo agora é obter a equagdo para a evolucdo temporal de f,.o. De (3.10), temos

8faO o 8fa1 — 0
at = _m7a V/El = —%V/d ( Elfal) fala . El) (3 18)
10 '
———/dx— (E1fa1) = —qfvaf /delfal,

onde levamos em conta que o campo elétrico independe da velocidade.

Podemos também rescrever E; e f,; em termos das transformadas

1 / i(kx—wyt
Ey (w)eltex—ed) gk
3
(2”) (3.19)

i(k-x—wyt)
)

E1 (X, t) =

fak—

e, utilizando (3.19) em (3.18), obtemos

afao da 1 a / 1
- = - - E z(kx wt) / N i(k - x—wyst) k/
ot me VOv Jv |(2m)3 () dk fk dk’| dx.
(3.20)




CAPITULO 3. TEORIA QUASE-LINEAR 35

Integrando em todo o espago e usando a representacao integral da delta de Dirac,

1
(27)?

/ GOHDX g — §(k 4 K),

podemos escrever

0 .
T maVRnPov [ Bsw) faretetak, (3.21)

3.2.1 Coeficiente de Difusdo Quase-Linear

Na aproximagdo quase-linear as interagdes ndo-lineares ndo sdo levadas em conta nas
equacgdes para as perturbagcdes, no entanto sdo mantidas na equacao para a evolugdo temporal
da funcdo de distribui¢c@o de velocidades de ordem zero [5]. Esses efeitos sdo observados em
fao(v,t) como mudancgas na sua forma e essas mudangas se devem a efeitos de difusdo no
espaco de velocidades. A intensidade e a forma dessa difusdo € dada pelo coeficiente de difusao
quase-linear.

A fim de expressar (3.21) em termos de f,q, € preciso verificar algumas propriedades de
Ex e w(k) no espaco de Fourier [18]. Seja a transformada de Fourier unidimensional do campo
elétrico

1 ~ .
Br,t) = 5 / B(k)eitke=w®0) g, (3.22)

note que o lado esquerdo da equacdo deve ser real pois representa uma quantidade fisica.
Tomando agora seu complexo conjugado temos

1 ~ : *
B(e,t) = 5- / E (k)i e 00 g (3.23)

Determinamos as propriedades de paridade determinando uma nova varidvel de integracao
k' = —k e notando que [*2° dk corresponde a [*2° dk’, uma vez que dk’ = —dk e que os limites
da varidvel k (—o0, +00) correspondem aos limites (400, —oc) varidvel &’ [18]. Com isso, a
equacao (3.23) pode ser escrita da seguinte forma:

1 - L
E($7t) = 7/E*(_k/)6z(k z+w* (—k )t)dk‘/
217T (3.24)
27 )
onde utilizamos o fato de que E(x,t) = E*(z,1).

As equagdes (3.22) e (3.24) sdo idénticas no lado esquerdo, entdo o lado direito das duas
também devem ser. Entdo, F(k) e w(k) devem satisfazer condi¢des de paridade, que em trés
dimensdes podem ser expressas, respectivamente, como:

E(k) = E*(-k),

w(=k) = —w'(k),

onde o superindice * denota o complexo conjugado, e onde passamos a usar E(k) ao invés de
E(k), por simplicidade. A exemplo do que foi feito na aproximagio linear, a frequéncia w(k)
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pode ser escrita como uma soma das partes real e imaginaria: w(k) = w, (k) + iw;(k). Dessa
forma, a condicdo de simetria fica

wr(=k) +iw; (k) = —[w, (k) + iw;(k)]*

= —w, (k) + iwi(K). (5-23)

Com isso, conclui-se que w,(—k) = —w, (k) e também que w;(—k) = w;(k), ou seja, a
parte real da frequéncia w(k) € uma fun¢do fmpar, enquanto que a parte imagindria é uma fungio
par em k [18]. Com base nessas conclusdes, podemos rescrever o argumento da exponencial
da equacdo (3.21), e em conjunto com a equacao (3.14), teremos uma equagao para a evolucdo
temporal de f,o em termos da amplitude do campo elétrico,

afon o qi 1 1 8 / Ekak afo¢0
i

ot mZV (27)3 Ov k-v—w) Ov dk. (3-26)

O campo elétrico pode ser relacionado com o potencial da seguinte maneira

Ey — —ik®,,

E_x =tk®_y, (3.27)
E, - E_

O P_y = %7

de forma que a equacgdo (3.26) pode ser escrita como

Ofoo _aa 1 1 0 P_k Py O fuo
ot m2V (21)% Ov / i(k-v—w)k<k ov | (3.28)

E importante lembrar que, pelas propriedades de simetria no espaco de Fourier, temos
Oy (t) = P_k(t). Expressando os produtos escalares de (3.28) em forma de somatdrios e
utilizando as rela¢des de (3.27) obtemos uma equacao diferencial de segunda ordem, conhecida
como "equacdo de difusdo quase-linear":

afocO o a ”afocO
ot n % 8’02‘ [DU 8vj ‘| ’ (329)

onde D;; € o coeficiente de difusdo quase-linear, o qual tem a seguinte forma

21 1 E, E_
D, = o / T k2K gk;dk. (3.30)

- m2 V (2n)3 k-v—w)k?

Conclui-se, portanto, que a teoria quase-linear leva a difusao lenta de f,o devido as ondas do
plasma.

3.2.2 Densidade Espectral

Uma questdo importante a ser abordada diz respeito a conexao entre a evolugao das
ondas devida aos efeitos nao lineares e a evolugdo da fun¢do de distribui¢do de velocidades. Ja
vimos que a difusdo das particulas no espaco de velocidades depende do coeficiente D;;, que por
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sua vez depende da amplitude dos campos das ondas, mas ainda ndo conhecemos em detalhe a
dependéncia entre a evolu¢do das ondas e a da funcao distribuicao.

Tomando a média do quadrado do campo elétrico, dividida por 87, temos:

<87f'> 8 v/d

Utilizando a representacdo integral da funcao delta de Dirac, temos

—ikx e’ (3.31)

Xk -
(2m)?

E2
<87I;> - - = "Ej = / E(t) dk, (3.32)
em que )
_ 1 1 [Ex(?)]
&l(t) = @) (3.33)

€ conhecida como densidade espectral do campo elétrico associada com o vetor de onda k[14].

Sabemos que & (t) varia com o tempo, conforme as ondas vao sendo amplificadas
ou absorvidas. Devemos lembrar que essa quantidade representa a intensidade espectral das
flutuacdes que ocorrem no plasma, ou seja, essas ondas oscilam com a parte real da frequéncia
determinada pela relagdo de dispersdo e tem uma amplitude lentamente varidvel, dependendo da
parte imagindria da frequéncia [6, 20]. As amplitudes dessas ondas sdo proporcionais a e*i*, de
modo que podemos escrever

1 1 [Ef?
8tV 83

E(t) = e2oill)t — g o2will)t (3.34)

Podemos também escrever na forma de uma equacao diferencial,

9&(t)
ot

= 2w;(K)Ex (). (3.35)

Substituindo (3.32) em (3.30), obtemos uma expressao que relaciona a amplitude do
espectro das ondas geradas por efeitos nao-lineares a difusdo da funcdo de distribuicao de
velocidades:

q; Ex
D, = o /—kk dk. 3.36
P =8 e | iy — o) (3-36)

A expressao (3.36) é bastante simples; no entanto, temos um denominador o qual depende
da frequéncia w, que € uma quantidade complexa, e, portanto, ndo tem a forma mais interessante.
Para buscar uma expressdo mais conveniente, € preciso multiplicar e dividir o coeficiente D;; de
(3.36) pelo complexo conjugado de w(k)

2 *
q Exkik; (k-v—w")
Dy = srls | ; dk
/ Fmi ik-v—w)k? (k-v—w*)

(3.37)

dk.

_sn Q@ / Exkikilk - v — w, (k) + iw; (k)

m2 ik? | k-v—wl?
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Agora, separando essa ultima em dois limites de integracdo, de —oo até 0 e de 0 até
+00, invertendo os limites de integracdo e, fazendo a troca de k — —k ficamos com a seguinte
expressao para o coeficiente de difusdo:

g e [ [k [Fkov—w (k) +iwi(—k)]
o= {/0 i (kv = (R + Wik

(3.38)

< &kik;  [k-v—w.(k)+ iw;(k)]
ly TR Ty —o w20 dk} '

Usando a simetria de w(k), € fécil verificar que D;; pode ser escrito da seguinte forma:

o ogpda [T wi(k) & (1) "
Dy = 875 | i — o ) oz e (3.39)

Considerando que, no contexto de validade da teoria quase-linear, a parte imagindria da
frequéncia deve ser pequena a fim de garantir evolucao temporal lenta, podemos usar a seguinte
propriedade matematica:

li Wi
w0 (k-v—w)?+w?

=nik v —w). (3.40)

Dessa forma, obtemos um conjunto completo de equagdes auto-consistentes da aproxi-
macado quase-linear:

afon o a afon
ot N %: an [Dl] an ] , (341)
onde ) .
qq, iKj
D;; = wm—i k2j Ex ok - v —w)dk, (3.42)
© 06 (t
k(t) _ 200 (K)Exc (1) (3.43)

ot

Cabe lembrar que a parte imagindria da frequéncia das ondas, w;, que aparece na equacgao
para a evolugdo do espectro das ondas, € obtida através da solucao da relacdo de dispersao,
que, como vimos, depende da distribuicdo f,o. O conjunto de equacdes obtidas (3.41)-(3.43)
através das suposi¢des (3.6) e (3.7), além da hipétese que |w,.| > |w;|, obviamente contém menos
informacdo que o conjunto original de equagdes (3.2) e (3.3), e, além disso, tem uma regido de
validade mais limitada.

No entanto, tais deficiéncias sdo compensadas pela simplicidade do sistema final de
equagdes da teoria quase-linear [7].

3.3 Leis de Conservacao na Teoria Quase-Linear

Um aspecto importante a ser destacado da aproximacao quase-linear é a presenca de leis
de conservacgdo. Tais relagdes sdo extremamente fortes na fisica e sdo consequéncias naturais
do conjunto original de equagdes. Nas proximas subse¢des os argumentos de f,(v,t), Ex(t) e
D,;(v,t) serdo suprimidos para uma notagio mais compacta.
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3.3.1 Conservacao do Numero de Particulas

Diretamente da variagdo temporal do nimero de particulas, temos

8 af a0
ot ot

Na fao AV = / Ne dv. (3.44)

E. substituindo 9 f,/0t diretamente de (3.41)
[ryt e [z (o)
_ %:/dvj /dvk /6% (Dij%ijf) dv;
_ ZJ [av; [ . (Dij%’:j;> joo

ON,
=0 =0

(3.45)

Temos, assim, que o numero total de particulas de uma mesma espécie € constante.
Consequentemente, a densidade de probabilidade para cada componente do plasma mantém sua
normalizacdo a unidade em qualquer instante de tempo.

3.3.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

O momentum total das particulas pode ser obtido considerando a defini¢do do momentum
de uma particula do tipo «a, e somando sobre o indice a:

P=YP.=Y [ namav fuodv. (3.46)

Fazendo a variag¢do temporal da componente k£ de P e, novamente fazendo uso da equagdo (3.41)
para 0 f,0/0t, e escrevendo a expressdo explicitamente em termos das componentes escalares

obtemos
dP,

— —Znama/dvvkz ( ”aafao>

Uma das varidveis de integracao serd igual a vy, € na soma em ¢, j podemos separar o
termo com i = k e 0s termos com i # k,

dP, Ofa p..9%
—k = za:nama/d v/dvk Z Uk ij 81);) Z k D;; 81)]0 ) (3.47)

(1) 2)

Temos que o termo (2) dentro dos colchetes é nulo, pois tende a zero nos limites de integragao,
quando feita a integragdo na variavel v;. Ja o termo (1), quando integrado por partes, toma a
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seguinte forma

“+o00

0 Ofa Ofa 8fa
f (ﬂkf‘aO)d =uDuel| = [ Dugutd

(3.48)

Agora, substituindo o resultado obtido em (3.48) em (3.47) e, substituindo a expressao (3.36)

para D;;, obtemos
dP,
J — _Znama/ijafao
8mq? Exkik; 9 fao
= _ o k
2 Maa = Z/ N e (3.49)

kafjo/av

:—QZ/Skkde /kv_ v,

usando a relacdo de dispersao (3.17) ficamos com uma expressdo bastante simples para a variagao
temporal do momento médio

@_2 Z/kﬁkdk—o (3.50)

Observando o integrando e utilizando a propriedade de simetria & = £_y pode-se concluir que
a equacdo (3.50) é impar em k e, portanto, a integral é nula e a quantidade de movimento &
conservada.

No entanto, cabe notar que, embora P seja constante, cada P, pode variar, existindo
uma troca de momento entre as componentes do plasma, e um exemplo desse mecanismo sdo as
interacdes onda-particula [14].

3.3.3 Conservacao de Energia
Por fim, temos que a densidade de energia cinética das particulas somada a energia das

ondas é conservada. Para mostrar tal propriedade, fazemos a variacdo temporal da energia
cinética das particulas e, jd substituindo 0 f.o/0t de (3.41)

;(Za: ;nama/qﬁfao dv) = ZnamaZ/ ka ( m@afzm) Iy

2 2 0 (), Ofao 2 0, Ofao
n 2 %namaizj/ [Ui c%i <Dz] 8vj > + kzﬁvk (%i (DZ] ﬁvj )] av.

O segundo termo € nulo, pois vai a zero nos limites da integracao em v;. Realizando a
integracdo por partes do primeiro termo, ficamos com

23710/71&2:/1)Z ij aafao (3.52)

(3.51)
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onde F, € a energia cinética associada as particulas. Substituindo a expressdo (3.36) para o
coeficiente de difusdo quase-linear obtemos:

8E Uz'k afa()
dv.

_—QZpraZ/kgkdk/k‘v

Reescrevendo como um produto escalar e adicionando o termo (+w — w) no numerador da
integral em v temos o seguinte resultado:

, (k-v— w—l—w)k 0 f a0
22/ Ay pa/ v o) e
8fa0 Wk . 8fa0/8v
_Q/Edkz po‘/[ ov k-v—w ]dv.

O primeiro termo dentro dos colchetes € nulo e, usando a relacio de dispersdo (3.17) no segundo
teremos

o v (3.53)

(3.54)

0E,
ot

E, uma vez que w, (k) é uma funcéo impar em k e w;(k) par, apenas o termo envolvendo w; serd
diferente de zero na integracdo em k. Entdo temos

Y / oy () + icos (k)] dk. (3.55)

8E / 20: (K)Ex dk = 0. (3.56)

Fazendo uso da relagdo (3.43)

9 {Eer/Ekdk} —0,

ot (3.57)

E, + E,, = constante.

Esse resultado nos mostra que é conservada a soma das energias das particulas e das
ondas, £, + £,,. Em outras palavras, pode ocorrer troca de energia entre ondas e particulas, de
modo que nem £, nem E,, sdo conservadas, mas a soma se conserva [18].

3.4 Propriedades do Coeficiente de Difusao Quase-Linear

Até agora foi sempre assumido que w;(t) > 0; sendo assim, diretamente da fungio obtida
para o coeficiente de difusdo quase-linear em (3.39), fica claro que o tensor associado a ele

a-D(v,t)-a>0,

¢ uma quantidade positiva, onde a é um vetor real tridimensional. Quanto ao tensor D(v,t),
podemos dividi-lo em duas regides do espaco de velocidades: ressonante e ndo ressonante [14].
E denominada regido ressonante aquela na qual a velocidade das particulas satisfaz a seguinte
condicdo:

k-v=uw,,

onde k e wy, compdem o espectro das ondas. A regido dita ndo ressonante € aquela na qual a
velocidade das particulas obedece a relacao:

(k-v—w)?>wl
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Para pequenas instabilidades, é possivel aproximar o coeficiente de difusdo quase-linear
na regido ressonante D(v,t) ~ D"(v,t), onde

872

m

D'(v,t) =

2 L
2= [ &) kkljﬂ 5w —k - v) dk, (3.58)

no qual w = w, e foi utilizado o limite (3.40). Para a regido ndo ressonante, o coeficiente de
difusdo toma a seguinte forma:

8w 2 Ww; klk/’
D (v,t) = mq@ / & v 2 (3.59)

2 w—k-v)?

Na se¢do subsequente, a qual versard sobre instabilidades entre ondas e particulas resso-
nantes, serdo utilizados os coeficientes definidos em (3.58) e (3.59). Sera visto que a difusdo no
espaco de velocidades descrita por cada uma dessas equacdes € de natureza muito distinta uma
da outra.

A difusdo das particulas ndo ressonantes, descrita por D" (v, t), € um processo reversivel:
isso decorre das equacdes (3.41) e (3.59), visto que (3.43) modifica seu sinal quando a reversao
temporal é realizada. Essa caracteristica € chamada de "falsa difusdo", ou do inglés "fake
diffusion", e descreve o ajuste da func¢ao distribui¢ao de particulas nao ressonantes as alteracdes
na densidade espectral & (t). Em contrapartida, a difuséo das particulas ressonantes, descrita
pelo coeficiente D" (v, t) é um processo irreversivel [14].

3.5 Aplicacao da Teoria Quase-Linear: Instabilidade Bump-
in-tail

A incidéncia de um feixe de elétrons em um plasma pode dar inicio a processos turbulen-
tos que envolvem a geracdo e amplificacdo de ondas eletrostéticas de alta frequéncia através de
efeitos lineares e ndo lineares relacionados a interacdo onda-particula. A interacao das particulas
do feixe incidente com as ondas presentes no plasma ocorre via ressonancia, levando a alteracoes
na func¢do de distribuicio de velocidades dos elétrons e no espectro das ondas, um processo
conhecido como “instabilidade bump-in-tail”. Esse nome esta relacionado a existéncia de um
segundo pico na distribui¢do de velocidades, na regido do feixe de particulas, criando uma regiao
onde a derivada da func¢do de distribuicao € positiva, condi¢do propicia ao aparecimento de
instabilidades.

Quando a instabilidade € pequena e o crescimento das ondas € lento, emprega-se, como
uma primeira aproximacao, a teoria quase-linear para descrever como as ondas afetam a dis-
tribuicao de velocidades de equilibrio do plasma. A transferéncia de energia entre particulas e
ondas continua até que o sistema atinja um estado estaciondrio [19, 20]. Efeitos ndo lineares
relacionados a interagdo onda-particula e a interacdes onda-onda, de ordem mais alta, podem
levar a geracdo da chamada “turbuléncia de Langmuir”, e também a emissdo de ondas eletro-
magnéticas, através de processos conhecidos como decaimento e espalhamento de ondas. Essas
interagdes sao observadas na natureza como, por exemplo, fendmenos de emissao de radiagao
solar dos tipos II e III, além de ser uma ocorréncia comum em plasmas de laboratério, como foi
demonstrado experimentalmente em [21].



CAPITULO 3. TEORIA QUASE-LINEAR 43

3.5.1 Troca de Energia entre Particulas Ressonantes e Nao Ressonantes

Na secdo 3.3 vimos que a soma da energia associada as particulas com a energia prove-
niente do campo elétrico das ondas € constante. No entanto, para uma melhor compreensao do
comportamento das particulas, € preciso distingui-las entre ressonantes e ndo ressonantes.

Seja um plasma Maxwelliano unidimensional, considerando ondas de Langmuir. Temos
que a variacao temporal da energia cinética das particulas pode ser dividida na soma da varia¢do
de energia associada as particulas ressonantes £, € as ndo ressonantes £,,,,,

OF, _ 9Ey 0By,

ot ot ot

(3.60)

E, a partir da equacdo (3.52), analisando primeiramente a variagdo de energia cinética das
particulas ressonantes, temos

aEp,, . r faO
) —za:nama/vD 3.61)

O termo D" corresponde ao coeficiente de difusdo quase linear associado as particulas
ressonantes o qual, em uma dimensao, tem a seguinte forma

8m2q? 1
D= mga /5k| G0 = el [ v (3.62)

Sabendo que para ondas de Langmuir as partes real e imagindria da frequéncia sao dadas

por
3
Wy = Wpe (1 - kaje) A Wpe, (3.63)
2
T Whe 8fa0

E usando a defini¢do da frequéncia w,., a equacdo (3.61) pode ser escrita como:

aEpr afon
P _ 9 i
at Wp@/g’fdk/“yk\(s( \k;]) v

- wr afcy()
= —2mu?, / SRR v
— 2 / 20; & dk (3.65)
S { / & dk}
0,
ot at '

Um aspecto interessante a ser observado € que as particulas ressonantes do plasma ga-
nham duas vezes a energia perdida pelas ondas. Foi visto na se¢do anterior que a energia cinética
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de todas as particulas permanece constante, sendo assim, particulas nao ressonantes deveriam
ceder energia as ressonantes. De acordo com (3.56), (3.60) e (3.65) temos:
0E, _ OE,, n OE,nr
ot ot ot

OF OE, OE,
o w — w nr 3.66
o - o T (3.66)
OB,y  OE,
ot ot

Como resultado obtemos que, quando a energia das particulas que estdo fora da regido de
ressonancia aumenta (ou diminui), a energia das ondas também aumenta (ou diminui) e isso se
d4 as custas (em beneficio) das particulas ressonantes.

3.5.2 O comportamento da Funcao Distribuicao de Particulas

Particulas ressonantes

Podemos definir f.q, como a distribuicao inicial dos elétrons ressonantes, isto €, elétrons
0s quais estejam com velocidades proximas a regido de ressonincia v ~ w/k, e uma amplitude
espectral £(k, t) finita. Para essas particulas temos a seguinte equacdo de difusdo quase-linear
unidimensional:

afeOr o QDT afe()

ot v ov
87T2€2 8 afeO’r‘
m2 v [/ 2 lv]| (k a v) v dk] (3.67)
. 877-2622 gk:wr/|v| afe(]r
om2 v ICH U R

onde foi utilizado D", o coeficiente de difusdo associado as particulas ressonantes ja mencionado
anteriormente em (3.62).

Na ressondncia, podemos substituir 0 f.q,/0v de (3.64)

Ofecor 8m%e* D [‘gk:wr/m ( 2%2w? > ]
ot mg ov| |v| \mw )|, . (3.68)
. 2wpe 2 2wZ€k
CnemeOv \ v B )]

onde na ultima linha foi utilizado a seguinte aproximagdo: w, ~ wy,, de acordo com (3.63). Com
(3.56) a expressdo acima pode ser escrita da seguinte forma

0 2wpe 0 Sk .
o lfd”"‘ T <r " |>] -0

Realizando a integracdo com respeito ao tempo obtemos

Faon(0,1) = foon(v,0) = 22 8( i ) (3.69)

neme Ov \ | v [
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Por definigdo &(“=,t) é nula para qualquer valor de velocidade v que ndo esteja dentro dos
limites de ressonancia v,"*" < v < v,"**, pois fora desse alcance, ndo existem ondas para as quais
as particulas podem entrar em ressonancia. Admitindo que n.,.(t) corresponde ao nimero de
particulas ressonantes no instante ¢, integrando, agora, a equacgdo (3.69) em relacdo a velocidade

e dentro dos limites da ressonancia podemos verificar que

max max

v.

/vr. feOT‘(/U7t> dv = / ) feOr(Uvo) dv

min
Uy

Ner(t — 00) = N, (t = 0).

Dessa forma, o nimero de particulas ressonantes permanece inalterado com o passar
do tempo. A equacdo (3.65) revela que a energia associada as particulas ressonantes nao €
conservada e pode ser transformada em energia para as ondas; no entanto, acabamos de observar
que o numero de particulas € constante. Uma mudanca na energia dessas particulas sem alterar
seu nimero sé € possivel ajustando o ndmero das que estio um pouco mais lentas e rdpidas
do que w/k. Por exemplo, caso haja uma diminui¢do no ndimero de particulas com velocidade
v ~ (w/k)_, deve haver, obrigatoriamente, um correspondente aumento no nimero de particulas
ressonantes com velocidade v ~ (w/k), e esse processo promove uma transferéncia liquida
de energia da onda para as particulas, o que caracteriza o amortecimento de Landau e requer
Ofeor/Ov < 0. O produto do aumento do nimero de particulas com v ~ (w/k) e o decréscimo
das particulas com v ~ (w/k)_ nivela f., e forma um plat6 [18].

Particulas nio ressonantes

Assim como para a parte ressonante, podemos atribuir uma funcao distribuicao de
velocidades associada as particulas nao ressonantes f.,., €m outras palavras, aquelas que
satisfazem (kv — w,.) # 0. A equagdo de difusdo associada a essas particulas é dada por
afeOnr _ gDnT afe(]m“

ot v ov
o 20.)26 a /g Wi 8f60m"d

" nemedv ) P (kv —w)? ov

(3.70)

k.

A grande maioria das particulas ndo ressonantes possui velocidade muito menor que a
onda v < w,/k, de forma que podemos assumir w? ~ wf)e. Assim temos

afeonr o 1 8 afeOm"
= o / 26005 dk. 371

Substituindo (3.43) e integrando em relagdo ao tempo

afe()m" . 1 a azfeOm"
ot n.me [&/S(k’t)dkl Ov?
X 2 f.0 (3.72)
feOnT(Ua t) - feOnT(U7 t) = MeNe |;/ (5<k7 t) - 5(’{7 O)) dk] OEQnT :

O lado direito da equagdo acima € nulo para velocidades fora da regido nao ressonante.
Sendo assim, se integrarmos em dv dos dois lados, € facil verificar que o nimero de particulas



CAPITULO 3. TEORIA QUASE-LINEAR 46

nao ressonantes também permanece inalterado com o passar do tempo. Podemos assumir que,
para um tempo suficientemente longo, o espectro inicial de ondas € totalmente absorvido e,
assim, escrever

2
Foome(0,50) = From(v,0) — — { / 5(/~c,0)dk} 0 af“’()m“. (3.73)

MeTe 2

82 .feOnr
ov?

numero de particulas ndo ressonantes € na regiao % < 0, um aumento. Em distribui¢des do
tipo Maxwellianas desenvolver-se-ao dois platds, conforme mostrado na Figura 3.1: na regido de
baixas velocidades e outro na regido de altas velocidades com um gradiente acentuado entre eles.
O platd mais baixo ird se fundir com o platd formado em virtude das particulas ressonantes e a
funcao distribuicao ficard mais "fria".

E importante notar que na regido de velocidades onde > () haverd uma queda no

Figura 3.1: Funcdo distribuicao para os elétrons levando em conta o tempo inicial £ = 0 e o
tempo final ¢ = oo, tanto para as particulas ressonantes, como para as nao ressonantes [1].

A fim de verificar tal fendmeno, podemos definir uma temperatura efetiva 7.y (em
unidades de energia) e sua variagdo no tempo como

dT;) 2d
_ 4 74
= dt/é’(l@t)dk, (3.74)

A expressao entdo pode ser integrada
2
To(t) =Ty + — /E(k:,t)dk, (3.75)
Te
e assim obter uma expressdo para a temperatura em fungdo do tempo e da amplitude espectral.

Atente que 7 € a temperatura na qual o espectro de ondas € nulo. Utilizando as expressoes
(3.72) e (3.74) obtemos

afeOnr o d (Tef) 62f60nr (3.76)

ot dt \2m/) o2
E se a fungdo distribui¢do f.,, for considerada como fung¢io de 7. ; ao invés de ¢, a equagdo
(3.76) pode ser rescrita da seguinte forma:

afe()m“ o iazfeOnr
INT.p) 2m Ov?

(3.77)
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e tem a seguinte solugdo
2

m ()
eOnr — Tle ¢ . 3.78
Jeo n 27TTef<t)e ( )

Ao substituir o termo T, (t) pela expressdo encontrada em (3.75) e obtemos uma relagdo direta
entre a func¢ao distribuicdo das particulas nio ressonantes e a amplitude espectral

29
m/277 h (TOJrQM}ZJ(k t)dk)

eOnr — Tle ne ’ . 3.79
Jeo n\JTOJr?ifE(k,t)dk:e (3.79)

Assim, o amortecimento da onda, isto é, a absor¢ado do espectro E(k, t) corresponde a
um resfriamento efetivo das particulas ndo ressonantes. Como mostrado em (3.56) e (3.66),
essa reducdo da energia cinética das particulas ndo ressonantes e da energia associada ao campo
elétrico corresponde a uma transferéncia para as particulas ressonantes [18]. Da mesma forma,
um aumento da energia das ondas, como ocorre na instabilidade bump-in-tail, corresponde a um
aquecimento efetivo das particulas ndo ressonantes [1].



Capitulo 4

Teoria de Turbuléncia Fraca em Plasmas

Como tratado no capitulo anterior, a caracteristica de excitacdo e saturacdo de ondas
eletrostaticas por um feixe energético de particulas, por exemplo a instabilidade bump-in-tail,
¢ um problema cléssico e tratado anteriormente na literatura [14, 8, 22, 23], que pode ser des-
crito pela teoria quase-linear. Entretanto, processos nao lineares sdo fundamentais em muitos
problemas fisicos que envolvem interacdo feixe-plasma. Nesses processos ocorre interacao entre
ondas de mesmo tipo e diferentes comprimentos de onda e também interacdes de diferentes tipos
de ondas. Podem ser geradas, por exemplo, ondas eletrostéticas retroespalhadas, harmonicos
da frequéncia fundamental, com frequéncia proxima a 2w,., € ondas eletromagnéticas (ondas
transversais), fendmenos que ndo sdo previstos pela teoria quase-linear. Quando os efeitos ndao
lineares sdo levados em conta apenas em baixa ordem, temos a chamada reoria de turbuléncia
fraca.

A formulacao da teoria de turbuléncia fraca teve inicio entre o fim dos anos 1950 e
inicio dos anos 1970, na sua grande maioria por cientistas da antiga Unido Soviética, como por
exemplo A. A. Vedenov, E. P. Velikhov, R.Z. Sagdeev, N. V. Tsytovich entre outros [8, 7, 22,
24,5, 6,25,21,9, 13, 12]. A maior parte da teoria encontrada na literatura é concentrada no
estudo do caso eletrostitico em plasmas nao magnetizados e, quando efeitos eletromagnéticos
sdo incorporados as andlises, frequentemente aparecem apenas no sentido formal. Entretanto,
a inclusdo de efeitos eletromagnéticos e a generalizacdo da teoria € de suma importancia para
caracterizar, por exemplo, fendbmenos de emissdo de radiacdo solar dos tipos II e III.

4.1 Generalizaciao das Equacoes Cinéticas na Abordagem da
Teoria de Turbuléncia Fraca para o Caso Eletrostatico

4.1.1 Equacao Cinética das Particulas e a Aproximacao de Duas Escalas
de Tempo

Por simplicidade o presente desenvolvimento serd feito considerando apenas o caso
eletrostatico em um plasma ndao magnetizado, e serd baseado em abordagem da literatura [9]. A
generalizagdo para o caso eletromagnético ja foi feita e serd mencionada posteriormente [11, 13].
Apresentaremos aqui apenas alguns aspectos basicos do desenvolvimento, sem entrar em muitos
detalhes, que sdo bastante complexos. Embora os conteddos a serem apresentados aqui possam

48



CAPITULO 4. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA EM PLASMAS 49

ser encontrados na literatura, sua presenga neste texto vem dar um carater de completicidade a
este trabalho, constituindo-se em parte importante da revisdo da abordagem cinética de plasmas.

Seja um plasma espacialmente homogéneo. Desconsiderando o efeito das colisdes,
iniciamos com o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell na auséncia de campo externo,

0
ot

V- E(r —47rana/farvt

+v-V+ da —E(r,t) - aa] fa(r,v,t) =0,
Me (4.1)

onde f, representa a distribuicdo de particula tnica da espécie « (e para elétrons e ¢ para os fons),
me € g, respectivamente a massa e a carga da particula da espécie o, n = n. = n; a densidade
de particulas do plasma e E o campo elétrico. O procedimento padrdo é reescrever tanto o campo
elétrico quanto a fungao distribuicdo em uma soma da média espacial com a flutuagao de maneira
que

falr,v,t) = Fo(v,t) + dfa(r, v, ),

E(r,t) = §E(r,t).

A aproximacdo de duas escalas de tempo considera que, em relacdo as transformadas de
Fourier-Laplace, as flutua¢des das quantidades fisicas de interesse possuem uma escala de tempo
muito mais rdpidas quando comparada a média da distribuicdo de particulas e aos coeficientes
espectrais [9]. Aplicando tal aproximacao ao sistema descrito em (4.1) obtém-se o seguinte
conjunto de equacdes hierdrquicas

OF -
S e e i) 1t
e av / dk dw / (5B 0 i) € dk' dw 4.2)
0 o oF,
_ k . 5 a 75E w _ / dk/ d
(w v+zat> few ol v 7ma —av w s

X 0B w0 fre it omir — (OBK 00 fi s o )]
k- 6By, = —dmni Y ga / Sfe dv, (4.4)

onde (...) indica a média sobre as fases das perturbacdes. A equacdo (4.2) representa a equagao
cinética das particulas da espécie «, a equacdo (4.3) descreve a evolucio temporal da perturbagdo
da distribuicdo de velocidades e a dltima, equagdo (4.4), € a equacdo para a perturbacao no
campo elétrico. O conjunto de equacdes (4.2)-(4.4) ndo € um conjunto fechado, pois a solucdo
de 0 fi', requer o conhecimento do termo de correlagdo entre duas particulas <5 Jew fff/,w/> que

por sua vez depende do termo de correlagdo de terceira ordem <5 Jewlir o fﬁ,,w,,> e assim por
diante.

Uma forma de enxergar a aproximacao de duas escalas de tempo € supor que o termo de
evolugdo lenta i0/0t € absorvido em uma "nova" defini¢do da frequéncia angular w — w-+1i0/0t,
assim a equagdo para ¢ fi’ , poderd ser resolvida de forma iterativa até a terceira ordem para a
intensidade de 0Ey ,, [9]. Logo apds ser obtida, essa solucéo entdo € inserida na equagdo para a
perturbacdo do campo elétrico, e entdo € obtida a média sobre as fases aleatdrias associada as
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flutuagdes. Disso resultard a equacao nao linear espectral de equilibrio e nesse ponto o termo
10/ 0t é reintroduzido. O resultado € a seguinte equago

e(k,w) (§E%) + i Oelle,w) O0E )i 2/ [{X@)(k’,w’ k-Kw-u))

ko 2 Ow ot
6E2 / / 5E2 / /
% << >k—k ,W—w + < />k W / ) <5E2>
(z)ﬁ(ka w) /E(k -k ’wz_ w') ke 4.5)
‘X (k’,w’|k—k,w—w’)| 2 2 rg ot
B e*(k,w) <5E >k,w <6E >k—k’,w—w’ dicdw
_ G4 T AN A T T A 2 2 A
2 [ YO, W | K~ [ kw) (6E%) , (0B%) dK'd =0.
na qual ¢(k,w) = 1 + x(k,w) é a chamada fungdo resposta dielétrica linear, x(k,w) =

Yo Xa(k,w) é a susceptibilidade dielétrica linear, x® (k;,w; | ko, ws) = S0 X2 (ky,w; |
ko, ws) € a susceptibilidade ndo linear de segunda ordem e ¥ (ki,w; | ko,ws | k3, ws3) =
S0 X3 (ky,wy | ko, ws | ks, ws) é a susceptibilidade parcial de terceira ordem [9]. As fungdes
para as susceptibilidades citadas acima sdo dadas por

47Tqana

Ya(k,w) = /k g1y dv,

1 ATiqa N

5k‘1]€2 | ki + ko

Xg)(kl?wl | k27w2) - = | /gk1+k2,w1+w2 [kl(k2 : gk27w2) + kQ(kl ’ gkl,wl)] Fa dV,

_1 47quﬂ7,a /( K )
" 2kikoks | ki + ko + ks | Bki+kotks,wi+watws * Kl

X Btk watws * [K2 (K - Bkyws) + K3 (K2 + 8iown )] Fa dV,
onde o operador gy, € definido como

X&g)(khwl | k?aw2 | k3,W3)

G 1 0
Blew = Mew—k-v+i0dv
O resultado obtido em (4.5) é bem conhecido da literatura e forma a base para a teoria de
turbuléncia fraca. No entanto, é um resultado formal e ainda de pouca aplicabilidade. A relacdo
de dispersdo das ondas € alcancada da parte real da equagdo (4.5), e da parte imagindria obtemos
de que maneira as intensidades das ondas variam ao longo do tempo.

A maioria das discussdes encontradas na literatura adota a equacao de difusao quasilinear
como equacao cinética para a evolucdo da func¢do distribui¢do das particulas, mas € possivel obter
uma equacao mais formal e geral, na qual varios termos ndo lineares acoplados s@o incorporados
ao mesmo grau da expansao na perturbacdo, como na equacao cinética de onda [9]. Da solugdo
iterativa para d f' , € construida a quantidade <6 fﬁwéEk/7w/>, presente na equacao (4.2). O
resultado € a equacgdo generalizada para a evolugdo temporal da funcdo distribuicao

~ JE?
aFa:_zqa/k. 0 {< N

v k- g,
ot ov k2 8k,

y W | k/ ) / I / ! ! !
+1 / k’k‘l|k k/| Skw * [k (k_k)'gk—k’,w—w’+(k_k)(k 'gk’,w’)} dk’dw

(OF?), . (0E%),
- / ka/Q (gk,w : k,)gk—k/,w—w’ : [k,<k : gk,w) +k- (k, ' g—k/,—w’)} } Fadkdwa
4.6)
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onde o coeficiente M (k,w | k’,w’) é dado por

OE) o (6E2),,
(2)* (1.7 s o
X (k , W | k k , W w ) 2 9
a E*(k,W) <6E >k’,w’ <5E >k—k',w—w’ ’
“4.7)

Conforme mencionado no inicio do pardgrafo anterior, € frequente em aplicacdes da
teoria de turbuléncia fraca que apenas o primeiro termo do lado direito da equacgdo (4.6) seja
mantido [9]. Essa aproximacao leva a uma equacdo que corresponde a equacdo de difusao
obtida na teoria quase-linear Embora, de um ponto vista formal, o uso dessa aproximacao junto
com a manuten¢ao de termos ndo lineares nas equagdes para as ondas ndo seja inteiramente
consistente, ela pode ser de grande utilidade, e vem sendo usada, por exemplo, em recentes
estudos envolvendo a interagdo feixe plasma [26, 27, 28].

4.1.2 Equacao Cinética das Ondas para os Modos Lineares

Na teoria de turbuléncia fraca € suposto que os efeitos dos campos alterados na relacido de
dispersdo podem ser ignorados e, como consequéncia disso, a determina¢do dos modos normais
fica a cargo da resposta linear do plasma, enquanto que as interacdes entre ondas e particulas
sdo determinadas pelas equacdes cinéticas nao lineares da particula e da onda. A relacdo de
dispersao para o modo linear € obtida a partir da seguinte condi¢ao

2
Re €(k, w) <5E >k7w =0,
a qual se refere a parte real do primeiro termo do lado direito da equacgdo (4.5). Definimos que
wi seja a solugdo da equagio Re e(k,w) = 0e que (0E?), , = >, [ [0(w — wit) + 6 (w + wi)]
€ a amplitude espectral da onda, com « representando o modo normal. No caso eletrostitico
em um plasma ndo magnetizado podemos ter v = L para ondas de Langmuir e o = S para as
ondas fon-acusticas. Apds algumas consideracdes e manipulacdes algébricas chega-se a seguinte
equacao para a evolugdo temporal da intensidade espectral no modo linear [9]

oI 2 Im e(k, ow)
__ 2 O) for _ / Ao 5k, KV IE T2 dK! + 4
ot ¢ (k, owg) k Z Z o0 K)o Iy A Z Z

a,B o'=%1 a,By o’'=+1

y QK o'Wl | k=K owd —owl) 2 [ Ll ¢ 1L Ig 45)
¢ (k, ouy) ¢k 0'wy) (k=K oM o) T
L1 . 5
—m 5(O'wk — OJWk/ - O',/wz_k/) dk/
O coeficiente A, 3 da equagdo acima é dado por
2
Aa75(k, k/) = mlm (2 {X(2)(k/, O'/wlf/ | k — ]:(l7 oWy — U/W£/)}
1 , , 4.9)
X Pe(k EE—— — XK, owy, | =K, —d'w | k, aw{f)) :
) k k’



CAPITULO 4. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA EM PLASMAS 52

onde P representa o valor principal da integral onde o coeficiente € inserido, e onde foi utilizada
a seguinte notacao
J[Re e(k, owg)]

doe(k, owy)

¢(k,owy) =

O primeiro termo da equacdo (4.8) representa o processo de emissdo induzida, o segundo,
de espalhamento induzido, ambas interacdes ndo lineares entre ondas e particulas, e o terceiro
descreve o processo, também ndo linear mas agora envolvendo apenas ondas de diferentes
comprimentos de onda, de decaimento. Nesse dltimo processo fica explicita a condi¢ao de
ressondncia, envolvendo trés ondas distintas, a partir da funcio delta 6(owg — o’wl, — o Wy 1)
no entanto, nos outros dois processos, de emissao induzida e de espalhamento, também aparecem
condi¢des semelhantes, a saber §(ow{ — k - v) e d[owg — o’wy, — (k — k' - v)], respectivamente,
e ficam evidentes a medida que as susceptibilidades forem sendo calculadas.

A equagdo (4.8) € bem conhecida na literatura e pode descrever a evolucio de diferentes
tipos de ondas. Para determinar equacdes especificas tanto para o caso de ondas do tipo Langmuir
(a = L) quanto para fon-acusticas (o = .5), algumas consideracdes sobre as susceptibilidades sao
necessdrias. No exemplo de ondas de alta frequéncia, ou seja o modo de Langmuir, dizemos que
as quantidades wi /kv§, e wi /kvt, sdo muito maiores que a unidade, e assim a susceptibilidade
Xa(k,w), tanto para elétrons quanto para fons (a = e, i respectivamente), pode ser aproximada
da seguinte maneira [9]

2 kT, 2 F,
Xa(k,w) =~ _Ypa (1 + 5 ) — iﬂ%/k%v d(w—k-v)dv. (4.10)

w? Meaw?

Usando esta aproximag@o na equacdo e(k,w) = 0, obtemos a ja conhecida relagdo de
dispersao para ondas L

3
wlf = Wpe (1 + 2]62)\%6) ,

com a condigdo de simetria w’, = —wL. A\p, = (T,/47ne?)'/? é o comprimento de Debye e T},
a temperatura dos elétrons. No caso das ondas fon- acusticas .S, a aproximagao feita em (4.10) é
valida para os fons, uma vez que
S /1
wy kv, > 1,

mas nao para os elétrons, pois
S
wy [kvp, < 1.

Para esses, a aproximacdo mais adequada para a susceptibilidade é dada por

2w W OF,
Xellw) s it /k- £ o(w —k-v) dv. @.11)

o que nos leva entdo a relac@o de dispersdo das ondas fon-acusticas

com w®, = —wy, e onde C, = /T, /m; a velocidade fon acustica. Lembrando o fato de que a

existéncia de ondas do tipo S estd atrelada a condi¢@o de que a temperatura dos elétrons seja
bem maior que a dos fons 7, > T;.
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Considerando o termo de emissdo induzida da equacgdo (4.8), tanto para ondas L, quanto
para S e, utilizando as aproximacoes de (4.10) e (4.11) as variagOes temporais das intensidades
sdo dadas por

1L

w2, [ OF,
E emissao induzida N W(O—WIE) ka /k ov 6(0-0‘-}1% —k- V) Ilf dv’ (412)
oI w2, OF,
87; emissio induzida N W(UME)ITZ / k ov d(owg —k - v) I dv. (4.13)

A fim de analisar o termo referente ao fendmeno de decaimento na equacio (4.8), vamos
introduzir a seguinte quantidade

1/2
— ke ()
Hk De m

)

Vamos também fazer algumas consideragdes sobre a condi¢do de ressonancia envolvendo
trés comprimentos de ondas diferentes:

owd — a'wy — o"wl, = 0.

Verificamos que, para tal condi¢@o, na abordagem dos modos lineares, hd apenas uma
possibilidade: duas ondas de Langmuir e uma fon-acustica, todas as outras possibilidades, a saber
trés ondas do mesmo tipo e duas ondas do tipo fon-acustica e uma Langmuir, ndo satisfazem
a ressonancia. Note que o coeficiente de decaimento envolvendo trés ondas é dominado pela
resposta ndo linear dos elétrons, assim a contribui¢cdo dos ions pode ser ignorada [9].

Seja a aproximagdo para a susceptibilidade de segunda ordem para as ondas L e S
respectivamente [9]

e? (k-k')?

2 S roL Ly |2 o
)1/ !, L / s 1oLy |2 e? [k, (k- k/)]Q
| X (K, o'wy | k — k' owp —o'wy) | %4T€2 R kK P (4.15)

E inserindo as relagdes (4.14) e (4.15) no terceiro termo da equacgdo (4.8) obtemos,

respectivamente
ort
ot

=—2 Y owp / View 0(owg — o'wl — o"wi 1) (Jwﬁllf,[f_k/
decaimento o, o""=%1 (4 16)

0wl B I = 0" ek o T IE) dK.

o1y
ot

L 1L n L L7L 7L
== ) opwy /Vk,k/,kﬁ(awf —o'wy —o"w ) (O-Mkwk]k’jkfk’
decaimento ol,ol'=+1

—'wi I I — J"wﬁfk/]lf,lf) dk’,
4.17)
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onde o coeficiente Vy i € dado por

T (k)
4 T2 262 [k—K |2

Viw =

Tal resultado estd de acordo com resultados obtidos em abordagens anteriores, como
aqueles descritos na Ref. [14], por exemplo.

Um aspecto interessante a ser mencionado € que as quantidades Nl = I /hwl e Ni =
I / hpnewy? podem ser consideradas como densidades de particulas associadas as perturbagdes no
plasma, de forma similar ao que se faz com a ideia de f6fon no caso de ondas eletromagnéticas.
Essas entidades associadas as perturbacdes no plasma recebem o nome de plasmons, e as
quantidades N e N sdo entdo as densidades de niimero de plasmons [9]. Muito embora
a teoria de turbuléncia fraca seja totalmente baseada nos limites cldssicos, essa abordagem
introduzindo o conceito de plasmons é muitas vezes utilizada na literatura, com Nl e N sendo
utilizadas como quantidades fundamentais em vez de I e Ii. Cabe também observar que existe
conservacao das densidades de numero de plasmons, no que se refere aos processos descritos
pelos termos relacionados ao decaimento de trés ondas nas equagdes de turbuléncia fraca,

0
2 o

o==+1

L 2K
/(kﬁ kL> dk — 0. (4.18)
decaimento Wi HrWye

Vamos agora considerar os processos nao lineares de espalhamento induzido e, para tanto,
€ necessdrio determinar os coeficientes de espalhamento para cada um deles. O primeiro caso
a ser abordado serd de uma onda de Langmuir espalhar outra onda também de Langmuir, e o
coeficiente, que ¢ parte determinante nesse processo, ¢ A,z (k, k'), com o = 8 = L, definido na
expressao (4.9).

Estamos interessados em situagdes nas quais | wi — wg |~| (k — k') - v |. Deve-se notar
que a diferenca das frequéncias das ondas espalhadas é diferente da frequéncia da onda do tipo
fon-acustica | wi — wi |#| wi_, |, uma vez que o processo de espalhamento ndo envolve o
termo de ressonéncia de decaimento que envolve trés ondas.

Dessa maneira, a situacdo de interesse é aquela em que, para os elétrons, temos as
seguintes desigualdades
L
wy > kvg,,

L !
L L /

e algumas aproximagdes podem ser feitas. E sabido que os efeitos de espalhamento s6 tornam-se
relevantes quando as instabilidades lineares atingem a saturacdo e, no contexto destes efeitos,
podemos fazer as seguintes aproximagoes

1 N 1 i k-v .
(wi—k-v) T wf (wh)?
1 1 k' -v

~ + + ...

(W£/ - k/ * V) - U.)ﬁ/ ((.UII(//)Q
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Além disso, a interagdo ndo linear onda-particula é importante para o intervalo de
velocidades ressonantes e nimeros de onda que sdo inacessiveis do ponto de vista da interagao
linear de onda-particula. Por exemplo, a condicao de ressonincia para ondas de Langmuir e
elétrons € dada por wlf = k - v e a respectiva velocidade de ressonancia v,.; ~ £wp./k, ou
equivalentemente, o nimero de onda ressonante k,.;s = fw,./v. J4 a interagcdo ndo linear
envolvendo duas ondas de Langmuir € governada pela condigdo w + wl, = £(k —k'-v) ea
velocidade ressonante associada é dada por vyes ~ 3 (3wpe/2) (k2 — k') Ap./ | k — k' |, que é
muito menor que a velocidade ressonante para a interagao linear [9].

Para os fons € esperado que
L ,
wy > kv,

. .
Wy > kg,

e que ‘
| wi —wie [>] k=K | v,

Consideracdes meticulosas revelam que a resposta dos ions pode ser muito importante
quando comparada a dos elétrons, conforme se vé na Ref. [9], que menciona artigos anteriores
da literatura [29, 30]. Com base nas aproximacdes e consideragdes feitas, pode-se mostrar que
[9] o coeficiente de espalhamento envolvendo duas ondas de Langmuir € dado por

e (k—kK)?|k-k'|?

T2 27./2 L2, L2
m?  k*k Wi Wy

ALL(k - k/> ~

[(awﬁ - a’wﬁ/) Im . (k — ¥, owf — a’wﬁ,)

Me / L /L
——%owiIm y; (k — K/, - /
e uim i (k= K owf — o'

m ¢ (k-k)? N 0 L L Me L
:wpemgkzw/<k‘k>'m[("°"k‘a'”k')ﬂ‘”“kFl}

X & [awﬁ —o'wk — (k -k v)} dv

2

(4.19)

A seguir, vamos considerar o caso de espalhamento de uma onda de Langmuir com uma
fon-acustica. O coeficiente de espalhamento é o Ay s(k, k') e, nesse caso, temos que

L

wy > kvy,,
S /

wyr K k'vg,,

wie —wie >k =K | vp,

para os elétrons e
L :
wy > kvyy,

Wif/ > klvzh y

| wi = wii >k —K | vy,

para os fons. Podemos verificar, sem muitos detalhes, que a condi¢ao de ressonancia do tipo
o'wi — k' - v = 0 ndo é significativa para os elétrons [9] e apés algumas consideracdes e
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aproximacdes é possivel chegar ao seguinte coeficiente de espalhamento Ay g
2
o1 e (k- 1)
A LS(k7 k ) ~ B 3
6mz (0w)? k2 |k — K 2 (k- k') A,

T e (UWIE) {k' (k B kl)T
6w2, mem; k2k'2 | k — k' |? (k . k') )\[11)@.

(4.20)

Na literatura, muitas vezes esse tipo de interacdo é desconsiderada sem nenhuma justi-
ficativa. Para o caso contrario, o de uma onda do tipo fon-acustica espalhar uma onda do tipo
Langmuir, o coeficiente apropriado é dado por Agy(k, k') e temos que

wlf < kvfh?

/
wr > kg,

S L / e
wp —wy > k=X | v,
para os elétrons e
S i
Wi > kvt}w

L /)
Wy > kg,

il —wio >k =K | vy,

para os fons. Tais desigualdades mostram que a interag@o nao linear € caracterizada pela seguinte
condi¢do de ressonancia
owp —k-v=0.

Esse tipo de interacdo € semelhante a interacao linear que envolve ondas do tipo ion
acustica, no entanto, considerando o fato de que o coeficiente Agy (k, k') aparece no lado direito
da equacdo cinética para as ondas fon-acusticas, esse termo pode apenas representar uma corre¢ao
de ordem superior no termo linear [9]. Dessa forma, por defini¢do, esse termo € pequeno e pode
ser ignorado. Essa situacdo é totalmente diferente quando comparado com o termo A s(k,k’). O
termo de interagdo linear é controlado pela condi¢do de ressonancia cwf — k - v = 0, enquanto
que o coeficiente Ay s(k, k') contém o fator §(owys — k' v) e de forma semelhante, o coeficiente
Arr(k, k') é controlado pela condigdo de ressonancia owf — o’wl — (k — k') - v = 0.

Assim, as condicdes de ressondncia dos termos lineares e nao lineares ndo se sobrepdem
umas as outras [9].

Por dltimo, temos o caso de uma onda do tipo ion-acustica espalhar outra do mesmo
tipo. O coeficiente que rege tal fendmeno é Agg(k, k') e esse caso deve satisfazer as seguintes
desigualdades

wy < kg,
S /
wyr K k'vg,,
1S /
wy —w—k7 |« k -k | v,
para os elétrons e
s i
wy > kg,
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wi) > Kl
@ —w =K > k= K| v,
para os fons.

Ap6s cuidadosas consideragdes para esse tipo de processo, o coeficiente de espalhamento
de duas ondas S é dado pela seguinte expressao [9]

kK—K [2(k-K)2. .,
ASS(k,k/) = IU, (O'C()k) T2 | k4|k;1(4 ) Wk:k/ ImXZ<k — k/,awk - Ulwlf/)

L) & k=K (k- kI)QWf’Ef/ /(k _¥). or; 4.21)

= — Uk (aw
k Wpe MM kAk14 ov

X4 {lef —ow) — (k—-k)- } dv,

/
onde o termo W\, é dado por

K 24+ kE?2—k-K — oo'kk 2
[ + oo ] (4.22)

W(T O’/ _ o

K = 0 W ol & (oh — oW [ k=K L0, 2
Coletando todos resultados obtidos em (4.19), (4.20) e (4.21), a expressdo para a variagcao

temporal da intensidade espectral, para o processo de espalhamento induzido das ondas L e S

respectivamente, € dado por

3[15 _ Z /dk'/d { k k') 0 [(lef —Ultdﬁ/) F
espalhamento induzido w2 mg o/=+1 k2k 2 aV
me, 1 Ll . L M (owi) [k (k — k) }
T (wk)Fe] 0 owiiolug — (k= 1) - v| I mi 6k2K2(k - K') [k — K |> A,

, OF; ,
x k' - E(S(O— K’ -k’ )[E/} Ilf,
4.23)

o1 295 O

& [ d , Dk —K) -
CL)2 mem; e il/ V,Uk kk k4k/4)\De( wk)( ) ov

x 8 [owy — o'w — (k=K -v| FT,

espalhamento induzido

(4.24)

onde o coeficiente Wy, E,l ¢ definido em (4.22).

4.1.3 Equacao Cinética das Ondas para os Modos Nao Lineares

Outra situacao de interesse é quando o plasma torna-se suficientemente turbulento em
decorréncia da excitagdo dos modos lineares. Se a amplitude das ondas de Langmuir fica
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suficientemente alta, entdo os termos nao lineares de acoplamento na equacao das ondas (4.5)
tornam-se importantes € o plasma turbulento apresenta um novo modo préprio denominado de
modo nao linear [9].

Para descrever tal situacdo, partimos da parte real da expressao (4.5) sem ignorar termo
algum. O resultado € uma expressao muito complicada que nao representa uma equacdo do tipo
dispersao, uma vez que envolve o acoplamento de diferentes componentes espectrais. Entretanto,
dentro do contexto de validade da teoria de turbuléncia fraca, pode-se considerar que termos
associados com o acoplamento ndo linear de segunda ordem, bem como o termo ndo linear de
terceira ordem, sejam de amplitude muito pequena e portanto possam ser desprezados [9]. Nesse
caso, a equacdo resultante ainda poderd manter interacdes nao lineares entre modos lineares e
modos ndo lineares, constituindo-se portanto em uma relagao de dispersao linear para descri¢ao
de modos de oscilacao intrinsicamente ndo lineares.

Indicaremos a solu¢do da relagc@o de dispersdo e a intensidade espectral associada por

w=uwy,

<5E2>k7w =Y [5(w —wp) + 6w —i—w{j)} :

respectivamente. No presente contexto, assumiremos que as amplitudes espectrais das ondas

2 2 ~ N .
representadas por (0E°),, , e (6E%), ., haequagdo (4.5) pertencem as seguintes ondas de
Langmuir

(6F),, = 1 [0 — i) + 6w’ +wi)]

<5E2>k—k/,w—w/ = Ilf_k/ [(5(w — W = Wﬁ_k/) +o(w—u + wﬁ_k/)} . (4.25)

A partir dessas consideragdes e ignorando o acoplamento nio linear entre os modos nao
lineares, podemos expressar a parte real da equacgdo (4.5) da seguinte forma

N /1, L

DK, o'wl | k — K, ow) —o'wl) |?
Re [ e(k, ow) — 4 /|X il ® » T k) L) 1N gk = 0 (4.26
) (6( S ) kK oy — o) © ) 420

onde o = %1. Desde o inicio € esperado que 0 modo néo linear tenha frequéncia proxima a 2w,
e, utilizando a seguinte aproximacao para a susceptibilidade de segunda ordem,

i e
XK, o'wl | k=K, ow) —odwh) ~ So2
pe e
(ke xK)P?4+3(k-K)k- (k—K)]
Tk = Kk |k — K | !

€ possivel reduzir a equagdo de dispersdo ndo linear (4.26) para a forma seguinte [9]

2

w w2 1 e a (W — wg)?
- 2o (14 3K203, 2 ) — — [ LAk =0, (427
e ( T ) T me 2 () — w2, @2

Pode-se resolver essa equagdo primeiramente ignorando os efeitos térmicos. Con-
siderando 7., = 0 obtém-se a solucdo de mais baixa ordem, a saber

wp = Wpe(2 + ), (4.28)



CAPITULO 4. TEORIA DE TURBULENCIA FRACA EM PLASMAS 59

com ¢ dado por
2 e?

2 7L
Ek: 77/akk/-[k/-
4 2 :
3wy, (4m.)

De fato, a frequéncia associada ao novo modo préprio € proxima ao segundo harmdnico
da frequéncia de plasma. A fim de incluir os efeitos térmicos, facamos um ansatz na solucio do
tipo

wWie = Wpe(2 + e + FE2AD,).

O objetivo agora é determinar a constante f e, para tanto, vamos inserir a nova frequéncia
wi na relagdo de dispersdo (4.27). Como resultado obtemos

2 e? g0 Lt

- /
3wl (4me)? ) ac+ (f —3/2)k2AD, + 3(k - k' — k23,

dk' =0 (4.29)

O vetor de onda associado com o0 modo ndo linear pode ser considerado aproximadamente
. ~ . . ’
duas vezes o vetor de onda de Langmuir k ~ 2k’ e, em decorréncia disso, o termo (k - k' — k'2)
do denominador da equagdo acima pode ser aproximado por

(k- K — k%) ~ k%~ k24

Assim a equacao (4.29) fica

€k

]_ — =
e + (f — 3/4)k2)\3,,

0 (4.30)

Assim, temos que f = 3/4 e a relagdo de dispersdo para o modo ndo linear é dado por

Wi = wpe(2 + e + 3/4k*N%,) (4.31)

A solugdo acima mostra que, de fato, um plasma turbulento pode apresentar um modo
préprio nao linear eletrostatico de frequéncia aproximadamente duas vezes a de Langmuir, e
serve para dar suporte tedrico a resultados de simulacdes numéricas obtidos em estudos anteriores

[9].

A validade desse novo modo, o modo ndo linear (4.31), estd condicionada ao fato de que
as intensidades das ondas Ilf sdo diferentes de zero (para um ¢y finito), caso contrario, a presente
discussao nao tem validade. No entanto, essa possibilidade, de haver intensidade nula dos modos
lineares, ndo € fisicamente relevante, pois flutuacdes térmicas espontdneas sempre estao presentes
no plasma. O formalismo apresentado até o0 momento nesta revisdo, que € fortemente baseado no
trabalho "Generalized weak turbulence theory"[9], ignora os efeitos de emissdo e espalhamento
espontaneos, mas sabemos que esses efeitos existem e garantem a existéncia das ondas do modo
linear (/X ndo nulo). Efeitos espontaneos foram incluidos em trabalhos posteriores, que serdo
revisados mais adiante neste texto.

Concluimos que o modo nao linear pode ser sempre considerado presente em um plasma,
mesmo quando esse seja suficientemente quiescente, ou seja, para um €, pequeno, porém finito.
Entretanto, embora a relagdo de dispersao (4.31) prediga que € possivel um plasma ter como
solugdes os modos ndo lineares, no regime linear as intensidades associadas sao consideradas
muito pequenas, e podem ser desprezadas. Essa € entdo a interpretacdo fisica para o modo 2w,
ndo linear em um plasma de equilibrio [9], razdo pela qual ele € frequentemente desprezado.
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A fim de discutir as intensidades das ondas do modo ndo linear, vamos considerar termo
a termo da equacdo cinética seguinte. Com o intuito de ser consistente com a formulacdo da
relacdo de dispersdo, as interagdes entre modos proprios ndo lineares foram desconsideradas.
Utilizando as relagdes (4.25) no contexto da equacao (4.8), obtemos como resultado
ory 21Im e(k, owy )

Ar
_ v / Anr (kKLY dK' + / K/
ot ék,ow)) K Z: wile I Ik ¢ (k, owl) o' ol =+

x XK, o'wh|k — K, o"wE )P0 (0wl — o'wk — "W L)

% Ik/Ik + Ik—k/[l](\[
¢k -k, 0wt ) €K, owk))’

(4.32)

onde o coeficiente Ay (k, k') é referente ao processo de espalhamento induzido e esta definido
em (4.9) com o = N e § = L. Os termos representam os mesmos processos antes definidos, mas
agora para os modos ndo lineares: o primeiro termo representa o processo de emissdao/absor¢ao
induzido, o segundo, de espalhamento induzido e o terceiro, de decaimento/unido.

Para os modos ndo lineares as seguintes desigualdades sao validas
N
wy, > kug,
L
wie > K'v,

wi —wi > |k — K|,

Pode-se observar que todas as trés ondas envolvidas nos processos nio lineares sao de alta
frequéncia e sob tais circunstancias, na aproximacao de mais baixa ordem, a susceptibilidade de
segunda ordem € puramente imagindria. Com o intuito de examinar apropriadamente a equacao
cinética das ondas no modo ndo linear € necessario conservar um termo de ordem superior na
aproximacao da susceptibilidade. Analisando as diferentes condi¢des de ressonancia envolvendo
as ondas de alta velocidade de fase, percebe-se que aquela envolvendo a interacdo nao linear
entre ondas e particulas owyy —o’w ~ (k —k’) - v pode levar a ressonancias mais significativas
com a func¢do distribuicdo de particulas (pode ocorrer em velocidades de fase nao tao altas quanto
as outras ressonancias), de modo que a susceptibilidade de segunda ordem pode ser expressa na
seguinte forma aproximada [9]

- 2
;L 1 e 1 1 w

@) (K’ |k — K , pe
A (K, o] i — o) = 2me (owb)(0wh) kK |k — K| | (0wl — o'

N

2 2
y ( O kK ke (k- k’)]) C k= K2k — K)x(k — K, 0wl — o’w)
(4.33)

Procedendo de forma similar, obtemos a susceptibilidade de terceira ordem. Considerando
aonda (owyy — o’wk) como arbitrdria e owy e o’wL, como rapidas, podemos utilizar a seguinte

expressao aproximada [9]

2m2 (owd )3 (o'wg) k2k"2 (4.34)

x Im y.(k — K, ow) — o'wl).

1 2 k_k/2 k_k/2
Imy® (K, o’wl | — K, —c'wh |k, ow) ~ ¢ | " ( )
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Inserindo as aproximagdes adequadas para as susceptibilidades de segunda e terceira ordem no
coeficiente Ay, temos a seguinte expressao

™ 62

2 2
e M

OF,

Anp(k,K) ~ — (0wl )b 4 / (k= K) - SE8low — o'l — (k=) - v],

e
na qual o coeficiente by i € dado por

Qg k’/

k2 —4(k — k) - KX, — 4. /3’

by w =

e os coeficientes ay k€ €x foram definidos anteriormente.

Assim, finalmente obtemos a equagdo cinética para as ondas dos modos ndo lineares:

ory 8F
a—;‘ = 4n(owy) k2 (awk —k-v)IY dv+ —— 16w4 mz ; ;iawk /aik,
T OF,
(0w — e TR K+ 7 m2 Zi [ [t e =1) - S
x S[owy —o'wl — (k —K') - v]ILIY dv.
(4.35)

Como j4a mencionado anteriormente, o primeiro termo do lado direito da expressao re-
presenta o processo de emissao/absor¢ao induzido, envolvendo elétrons € o modo ndo linear. O
segundo define o processo de decaimento/unido, o qual envolve duas ondas do tipo L e uma do
tipo V. Por fim, o terceiro e ultimo termo representa o processo de espalhamento induzido do
modo préprio ndo linear com uma onda de Langmuir [9].

E interessante notar que da condicdo de ressonancia ndo linear associada ao terceiro
termo, (owiy — o'wl — (k — k') - v) = 0, é esperado que o vetor de onda associado a0 modo
ndo linear, k, seja aproximadamente duas vezes o tamanho do vetor associado as ondas de
Langmuir exitadas no modo normal, (k ~ 2k’), para que a instabilidade do tipo onda-particula
seja mais eficiente possivel. Se, de fato, tivermos (wf ~ 2wL) e (k ~ 2k’), entdo podemos
ver que as regides de velocidades ressonantes que envolvem as condigées linear e nao linear
de ressonancia entre onda-particula, (cwf —k-v) = 0 e (owd — o'wg — (k—K')-v) =0
respectivamente, quase se sobrepdem. Realmente, muitos resultados de simulagdes numéricas,
citados como exemplos da literatura na Ref. [9], mostram que o modo proprio ndo linear é
excitado em intervalos préximos aos harmdnicos da frequéncia de plasma wi ~ 2w{,, assim
como os nimeros de onda k ~ 2k’.

Modificacao na Equacio Cinética das Ondas

E sabido que os modos nio lineares sio excitados a partir das interacdes entre elétrons e
ondas de Langmuir [9]. Dessa forma, é de se esperar que haja efeitos, posteriores as excitagdes
dos modos ndo lineares, sobre as ondas de Langmuir dos modos lineares, os quais devem ser
incorporados a equacao cinética das ondas a fim de obtermos uma descri¢do mais adequada a
situacdo. Tais efeitos podem ser discutidos a partir de uma analise da equagao (4.5). Segundo
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apresentado na Ref. [9], essas consideragdes levam a seguinte forma aproximada para incorporar
os efeitos dos modos ndo lineares na equacao cinética das ondas de Langmuir

oIk 8
ol _ / Apy(k, K)INIEdK + 2 / dk'
ot modi ficado o/=%1 € (k70 a’ ,o!l=%1
NIk INTE
) (k Nk — K w2 Y
< e OWk| UWk 7 i) < 'k -k, o Wk 1) El(kﬂwlji))

x §(owg — d'wiy — d"wk ).

(4.36)

Podem ser feitas as mesmas hipéteses anteriormente utilizadas no modo nao linear para o
coeficiente de espalhamento, Ay, € para a susceptibilidade de segunda ordem, x(?, e dessa
forma, a equacdo final que ilustra de forma adequada a modificacdo na equacdo cinética das
ondas de Langmuir € dada por [9]

oI T e L / N n L IN7L
v = 8w4 o > (owg) | dK ap o (owp TN T o — 0" wid o I 1Y)
modi ficado e glo/'=+1

X d(owy — o'y — o'W ) + —5— Z /dk’/ dv(owy) by s
9w e Me 1

oF,

><(k—k’)~aV [owf — o'W — (k —K) - v|INIE.

(4.37)

4.1.4 Equacao Cinética das Particulas

Efeitos dos Fenomenos Associados aos Modos Lineares

Esta subsecao versard sobre os termos da equagdo cinética das particulas associados aos
efeitos de emissdo induzida, decaimento e espalhamento. Uma das aproximagdes mais utilizadas
€ a aproximacao de difusdo quase-linear, a qual é equivalente a uma equacdo que descreve o
efeito de emissdo induzida sobre as particulas. Essa equacdo pode ser obtida se ignorarmos os
efeitos ndo lineares entre ondas e ondas e particulas na equagdo (4.6). O resultado obtido € [9]

2
OFa — g o / Jffjé o kv e e @3s)
ot m2 avz a= LSa—il dv;

emissao induzida

E interessante salientar que para os elétrons, tanto a turbuléncia de Langmuir quanto a
fon-acustica contribuem para a difusdo. No entanto, para os fons a turbuléncia de Langmuir pode
ser desprezada, uma vez que a frequéncia dessas ondas € muito alta e os ions ndo conseguem
responder.

A seguir, vamos considerar a influéncia do fendmeno de decaimento envolvendo trés
ondas na equacdo para a evolugdo das particulas. Tal efeito provém do segundo termo do
lado direito da equacao (4.6) e, em particular, o processo de decaimento envolve apenas as
contribuicdes dos residuos do inverso das fungdes dielétricas lineares. As contribui¢des da parte
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principal dizem respeito principalmente aos processos ndo lineares de espalhamento induzido.
Vamos primeiro considerar os efeitos de decaimento que envolvem apenas os modos lineares [9]

oF,
ot

3
T4y 9 / / ik (k — K
= —Re-—— dk | dk'——————
3 m:gé avi o‘o’;—il a ,B’yZL S kk/’k k/‘
y Imy® (K, o’'wl |k — K, o"w] ) ( TSI 15 e
¢k, ka) ek -k, o"wl )

decaimento

owg —k-v

— M) S(ow — o'wl, — 0wl )
(K, O'/Cdff/) -

N U R B S A
vy 0wy — (k=K) vy  Ouowl, —k -v dv;
(4.39)

Sem entrar nos detalhes, no entanto, pode-se argumentar que o processo de decaimento
nao deve ter efeitos sobre as particulas, de modo que

O0F,

ot =0

decaimento

O argumento a ser utilizado pode ser encontrado na Ref. [9] e pode ser expresso da seguinte
forma: uma vez que ndo hé troca de momentum e ou energia entre as particulas e as ondas,
¢ esperado que o decaimento ndo influencie a evolucao das particulas. Para mostrar que esse
resultado estd correto, primeiramente devemos relembrar quais as possibilidades de decaimento
envolvendo trés ondas no modo linear: (o, 3,7) = (L, L, S); (L, S, L)e(S, L, L). Em seguida,
note que a interacdo (L, S, L) pode ser expressa em termos de (L, L, .S), apenas inserindo um
fator de 2. Entdo, pode-se empregar a mesma aproximacgdo na susceptibilidade feita na expressao
(4.14). Para os elétrons, as seguintes condi¢des se aplicam

wy > kv,

wy < kg,

Os elétrons que estdo em ressonancia com as ondas de Langmuir e com as fon-acusticas sao
descritos pela equacao de difusdo quase-linear. Aqui estamos principalmente interessados no
intervalo do espago de velocidades que € inacessivel do ponto de vista da ressonéncia linear
entre ondas e particulas. Como resultado, podemos fazer as seguintes aproximagdes para os
denominadores ressonantes

P[(awk & v)] ~ o)
© 1 1
P[(awk i v)]”(k-v)'

Ja para os fons, temos a condi¢do

wi > kv,
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e € possivel fazer a seguinte aproximagao

lwwk—lk-v)l ~ <ais>‘

Com essas aproximagoes, pode-se mostrar que o lado direito da equacdo (4.39) € nulo.
Assim, o processo de decaimento ndo tem influéncia na evolucdo temporal das particulas.

A seguir, vamos considerar os efeitos do espalhamento induzido na evolucao das particu-
las. Tais efeitos estdo associados com a parte principal do segundo e terceiro termos da equagao
cinética das particulas (4.6) e, levando em conta apenas os modos lineares L e .S, podemos obter
a seguinte equacao [9]:

oF. k k')
YL =
ot o m‘3 ov; k:k:’ k — K/|
esp in
S XD (K, o'wh |k — K, owl — o'wl)
o=t o p e(k — k', owp — awﬁ,)
Ik,Ik 0 1 0 + 9 0 1 0
owey —k-v 8Ujawk—awk,—(k k') - v Ov, avkaw -k’ V(%J
Z Z X(Q)*(k/ O'(.Uk/’k k, o wk—k’) [k/[k_k/
0./70.112:‘:1 67,}, € (k, g (JJE/ — 0 wkik/) O_IWE/ - O—HWﬁik/ - k -V
" i 1 0 L9 0 1 0 . dK
31)]- U’/wﬁ K — (k—k’) -v@vk 6’Uka'w , — k' v@v]
kik' ki k 21 0 1
o ZZ/dk/dk’ R ek
m (%l a1 b kK2 owg —k-v v, owe —o'wl) — (k—K)-v

N U T TS S A
8vk awﬁ‘ -k -v 8?]1 81’5 o’ w —k'-v 8vk
(4.40)

E possivel mostrar que o segundo termo do lado direito da equagdo acima é nulo, pois
se revela, sob as mesmas aproximacgdes j4 feitas até aqui, ser de cardter puramente imagindrio.
Dessa forma, a evolucdo temporal da funcao distribuicao de particulas é dada pelos outros dois
termos.

A fim de obter uma equagdo mais adequada para a evolucao temporal dos elétrons e
dos ions, algumas consideracdes sobre os denominadores ressonantes fazem-se necessarias.
Esperamos que a expressdo (4.40) exerca um papel maior em regides nas quais o termo de
ressonancia linear entre ondas e particulas seja menos eficaz. Como consequéncia disso, 0s

denominadores tais como ]

L
ow —k-v

1
o —k-v’
que aparecem nessa equacao, irdo contribuir apenas com a parte principal na integragcdo. Nas
interacdes caracterizadas por denominadores do tipo
1
owk —o'wd, — (k—K)-v
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ou
1

owp —o'wl — (k—K)-v’

podemos reduzi-los a condi¢des de ressonancia linear,

1
owf —(k—¥)-v
e
1
—owl, —(k—-¥)- v
respectivamente, pois a condi¢ao
wﬁ > wl‘j ,

¢ aplicavel. No entanto, ndo € interessante, porque as regides em que essas condi¢des sdo validas
se sobrepdem com os termos lineares, de modo que os termos ndo lineares devem representar
apenas uma correcao de pequena magnitude.

A seguir, vamos fazer algumas considerag¢des sobre os elétrons e os fons. Para os elétrons
temos que, no contexto da parte principal associada aos denominadores ressonantes do tipo

1
L )
we —k-v
e
1
S Y
wp —k-v
as condigdes wi > k- vew < k- v sio aplicéveis e assim podemos ver que apenas 0s termos
que envolvem duas ondas de Langmuir owf — o’wl, — (k — k') - v = 0 ou duas ondas fon

actsticas owy — o’wy — (k — k') - v = 0 sobrevivem. Lembrando que w; < k - v, vemos que a

condi¢do de ressonancia € satisfeita para velocidades muito abaixo da velocidade térmica, onde
a derivada da distribuicdo é muito pequena. Dessa forma, o espalhamento envolvendo ondas .5,
por elétrons, pode ser desprezado em comparagdo com o espalhamento envolvendo ondas L.

Para os ions, mesmo que a desigualdade ow;i > k-v seja vdlida para a populagio térmica,
a ressonancia ndo linear do tipo owy! — o’wi, &~ (k — k') - v pode ser satisfeita. A base dessa
consideracdo é que a ressonancia ndo linear que envolve a parte principal P {1 [(ow — k- v)}

pode ser aproximada por 1/(owy) e, assim, o termo de turbuléncia fon-actstica ¢ dominante
sobre o termo da turbuléncia de Langmuir, ja que para os elétrons tal condi¢ao ndo pode ser
satisfeita. Levando todas as consideragdes em conta, podemos obter a seguinte equagao para a
evolugdo temporal dos elétrons [9]

OF, 0? OF, 0? 0*F,
or. _ ve 9fe _ He 4.41
ot g Ovidvu; Y * ouy, dv;0v; ¥ M Ok ovy” 4.41)
esp in

onde os coeficientes M, e Hj;, sdo dados por

e / k / / /
My, = 6w4 /dk/dk ka,Q[(k K') - vk (k — K')y

x 3 5[awk—awk,—(k K)o 16T,

o,0'=+1

(4.42)
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e
. kik kkkl )
Hipi = 5t ot /dk/dk’ = K) V]
(4.43)
X Z ) {crwlf —of —(k—K)- v] kL,
o,0'=+1
respectivamente. Para os fons, podemos obter a seguinte equagao [9]
OF; 0? . OF; 02 . O%F,
— = M} — — H 4.44
ot esp ind 62}101;]- ik (%k 6@81@ ikt 8vk8w ’ ( )
onde os coeficientes M} ik © H;} i1 30 dados por
; ™ k- -k
Mie = Gt o / dk / ARk (k = K)o /z_jﬂ {[owl — o'l TaE;
x 0 |ow—k* —o'wi, — (k — K
| o ) / (4.45)
m; 15054 k2 +k? -k -K —oo'kk
me k220, \k -k — oo'kk’ + (ck — o'K') |k — K/|2)\},/2
x (owy — a'wif,)5 [awl‘f —owp — (k—k)- ]}
e
; T et keik ke ke
Hi = ot / dk / Ak M;ﬂ {(owh — o'wl) LIS [owko'l — (k —K) -]
21517
X k%,z/\%eé {awk —owp — (k—k)- }},
(4.46)
respectivamente.

Efeitos dos Fenomenos Associados aos Modos Nao Lineares

Por fim, vamos considerar os efeitos da excitacdo dos modos nao lineares na evolucao das
particulas. Note que como estamos considerando que apenas ondas de Langmuir sdo excitadas, e
os ions ndo sofrem nenhuma corre¢ao na equagao de evolucao temporal. A equacdo que melhor
descreve os efeitos dos modos ndo lineares sobre os elétrons € similar aquela ja discutida para o
efeito de espalhamento induzido (4.40) [9]. Uma vez que a excitacdo dos modos ndo lineares
decorre da intera¢do das ondas de Langmuir dos modos lineares e oscilacdes ndo lineares de alta
frequéncia € apropriado apenas considerar duas combina¢des na equagdo acima mencionada:
(e =L,p=N)e(a= N, = L). O procedimento geral é semelhante ao aplicado no caso do
termo de espalhamento induzido e, assim como anteriormente, a contribui¢do da parte imagindria
surge do residuo do denominador ressonante ndo linear, enquanto que os outros denominadores
ressonantes contribuem apenas com as respectivas partes principais. Tendo em vista esses fatos,
o resultado final fica [9]

OF| _ ® nOR O . O°F
ot NL_aviavj R Suy Ov;0v; R QO

(4.47)
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onde os coeficientes M} e H]J}}; sdo dados por

/ k k/) / 3
72w6 m4/dk/dk kk’|k oy (k= k) -]

X > oo {bk K0 [ka —owf — (k—X)- }I{f[lf/ (4.48)

o,0'=%1

+bk’k5[awk_awk’ (k-Kk)- }Ili\’f[lf}a

M k) -

v

e
k; k Ky ki
HYY: = / ak [ dk =T (k- K) v
X Z { owy = o'wl — (k=K -v| ILLY (4.49)
o,0'=%1
+0 |ow — o'wy — (k= K) - v] INT}
respectivamente.

Um dos aspectos mais importantes do formalismo generalizado apresentado aqui € a
incorporacao do harmonico das ondas de Langmuir, que € solucao da relacao de dispersao nao
linear para um plasma turbulento (0 modo ndo linear) [9]. O conjunto de equacdes mostrado
aqui € auto consistente e os efeitos de emissdo e espalhamento espontineos sdo ignorados, bem
como os eletromagnéticos. No entanto, tais efeitos ja foram incluidos no formalismo e sdo bem
conhecidos na literatura [11, 10, 13, 12, 31, 32], e serdo mencionados na proxima se¢ao.

4.2 Generalizacao da Teoria de Turbuléncia Fraca no Caso
Eletromagnético

A teoria de turbuléncia fraca foi, predominantemente, como mencionado anteriormente,
formulada entre o fim dos anos 1950 e inicio da década de 1970 por cientistas da extinta Unido
Soviética. A maior parte dos estudos da literatura que empregam a teoria de turbuléncia fraca,
particularmente aqueles que tentam estudar a auto consisténcia da evolucao temporal das ondas
e das particulas, sdo dedicados a problemas que envolvem oscilagdes eletrostiticas em plasmas
nio magnetizados. Efeitos eletromagnéticos, quando incorporados, usualmente aparecem apenas
no sentido formal.

Como visto na se¢do anterior, em periodo relativamente recente uma nova formulagao
da teoria de turbuléncia fraca foi desenvolvida a partir de primeiros principios, primeiramente
para o caso eletrostatico nao magnetizado, e chegou a expressdes detalhadas para todos os
coeficientes e as quantidades fisicas envolvidas [9]. Em trabalhos posteriores [10, 11, 12, 13],
foram incorporados ao formalismo ndo s6 efeitos de emissao e espalhamento espontineos para as
ondas dos tipos L e .S, como também os efeitos de espalhamento e decaimento envolvendo ondas
eletromagnéticas (7"). Tal formalismo tem sido empregado em indimeros estudos numéricos
computacionais, em uma e duas dimensdes, em sua grande maioria voltados para o estudo da
instabilidade feixe-plasma, como se pode ver, por exemplo, na lista de referéncias de recente
artigo de revisdo [12].
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Incorporar na teoria as ondas 7" significa ndo sé obter uma equagao cinética para tais
ondas, como também incluir os efeitos das interagdes dessas com ondas do tipo L e S. Nesta
secdo serd apresentada primeiramente a equagao de evolugdo temporal das particulas. Vamos
considerar o termo de emissao induzida e desprezar as contribui¢des associadas aos termos de
espalhamento induzido e aos modos nio lineares, discutidos na se¢@o anterior, € vamos incluir
o termo associado as flutuagdes espontaneas, incorporado a teoria em artigo de 2005 [10]. A
seguir, serdo apresentadas as equagdes cinéticas para as ondas S e L, com a inclusao dos termos
associados as interacdes com as ondas 7'. Logo apds, serd abordada a equacdo cinética para as
ondas 7', apresentando e discutindo os novos termos. Por fim, serd apresentado o resultado de
uma andlise numérica computacional, ainda preliminar, da evolucdo temporal dos termos das
ondas " para tempos curtos.

4.2.1 Equacao Cinética das Particulas

A equacdo para as particulas do tipo a = e, 7 € dada por [11]:

K0 [maouk I KOR(Y)
> ¥ it +

or, =g’ )
ot me W STs Ar? k pup ko ov

]5(awl‘f—k-v)dk,

(4.50)
onde os coeficientes i sdo dados por

Mﬁ:17 ﬂgzla

1/2 3T\ /2
s 3y3 [T i
= k[°A\ — 1 .
py = |k| De(mi> ( +Te>

Também temos que lfﬂ = <(Ef;'3 )2>, com 3 = L, S, T, representa a densidade de energia
espectral das ondas, onde EZY, EZ% e EZT sdo as componentes espectrais do campo elétrico
para as ondas L, S e T respectivamente, onde 0 = +1¢& o sinal da velocidade de fase.

O segundo termo do lado direito da equacao (4.50) refere-se ao efeito de difusdo quase-
linear, o mesmo ja discutido no capitulo 3 e também mencionado na sec¢do 4.1. O primeiro termo
do lado direito da equacao estd associado as flutuagcdes espontaneas e é proporcional a funcdo
distribuigao.

4.2.2 Equacao Cinética das Ondas dos Tipo L,Se T

Equacao das Ondas de Langmuir

Para as ondas do tipo L, temos a seguinte equacao cinética [11]:

0 Ig" L Wre 2 1y, OFe(v) I L
iyl = ukk—’;/ ne“F,(v) + m(owy )k - e— J (awk -k- v) dv @51)

+ LdLS + LdLT + LdST + LdTT + LsLL + LsLT.

O segundo termo do lado direito da equac@o acima representa o fendmeno de emissao
induzida, apresentado na se¢do 4.1, e o primeiro termo, o fendmeno de emissdo espontanea. Os
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termos de decaimento estdo indicados da seguinte forma: por exemplo, o termo Ld[L.S, também
discutido na secdo referida, representa o termo de decaimento envolvendo duas ondas do tipo L
e uma do tipo S, e assim por diante. J4 os termos LsLL e LsLT denotam, respectivamente, 0s
fendmenos de espalhamento envolvendo duas ondas L, mencionado anteriormente, € uma onda
LeumaondaT.

Seja o termo de decaimento envolvendo uma onda de Langmuir e duas ondas transversais:

2

e k- (k —K)]?
LdTT +7TULdk4 D) Z /dk/ 2 (1 + m
wk/ (wk k’)

me ol,ol'=+1
1" 1 /
T, I T
X <awkk2k — o'wl, KK k K gt wff,k,kTIf;L 4] (Jwﬁ —o'wl — o'W k/) .

(4.52)

Sobre os sinais ¢’ e o” temos: se eles forem iguais, a condicdo de ressonincia é possivel
apenas para frequéncias w{ proximas ou acima de 2w,., onde o espectro das ondas L nfo é
relevante. Se forem diferentes, a condicdo de ressonincia pode ser satisfeita para valores de
nimero de onda em que o espectro € relevante, no caso de k e k’ serem préximos e de pequeno
modulo. Devido a simetria w_y, = —wy, tais consideracdes sobre o’ e o” sdo revertidas se k’
ou k — k/ mudam de sinal. O termo LdTT € inicialmente nulo, no entanto, uma vez que o
espectro das ondas 7" € inexistente no instante inicial. Os outros termos das ondas L e S podem
ser analizados de maneira similar.

Equacio das Ondas fon Acisticas

Para as ondas do tipo S, temos a seguinte equacao cinética [11]:

8]1‘25_ s Wpe 9 I OF,(v) m., OFi(v)\ I
9t s = i3 / ne” [Fo(v) + Fi(v)] + m(owy) | k- Iy + —k- o &

m; Hi

x 6 (owy —k-v)dv+ SdLL+ SALT + SsSS.
(4.53)

O segundo termo do lado direito da equagdo acima refere-se ao fendmeno de emissao
induzida, ja mencionado na secdo 4.1; o primeiro, ao fendmeno de emissdo espontanea. O
terceiro e o quarto termos estdo associados ao efeito de decaimento envolvendo uma onda do
tipo S e duas do tipo L, mencionado também na referida se¢do, e uma do tipo S em uma do
tipo L e outra do tipo 7, respectivamente. O dltimo termo refere-se ao termo de espalhamento
envolvendo duas ondas do tipo {on-acustica.

Equacao das Ondas Transversais

Considerando os efeitos de espalhamento e decaimento, para as ondas transversais temos
a seguinte equacgdo para a evolugdo temporal do espectro [11]:

]aT
(ft“T — TdLL + TdLS + TdTL + TsTL. (4.54)
Hie
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Os trés primeiros termos referem-se aos efeitos de decaimento envolvendo uma onda
T e duas ondas L, uma onda 7', uma onda L e uma onda S e duas ondas 7" e uma onda L,
respectivamente. O quarto termo denota o efeito de espalhamento envolvendo duas ondas 7" e
uma onda L. Tal fendmeno envolve as particulas também. A relacdo de dispersdo para as ondas
T € bem conhecida na literatura e é dada por

2.2 1/2
wzzwpe<1+c> .

2
wpe

Efeitos de natureza quase-linear sdo caracterizados por apresentarem condi¢des de
ressonincia caracteristicas. Para as ondas transversais, a velocidade de fase associada com
as ondas é maior que a velocidade da luz e, portanto, a condi¢ao de ressonancia nao € satisfeita e
fendmenos dessa natureza ndo existem aqui.

A seguir serdo abordadas as principais caracteristicas de cada termo da equacgdo (4.54).
Seja o termo de decaimento envolvendo uma onda 7' e duas ondas L:

2 L, L "2 2 N2\ 2
Tr € ) M i (k X k') k k — K|
TdLL = —mopngg—— >, [dK =55 —m— |- — iz
32mewpe ol ,o"=+1 | - | 0 Wy 0" Wiy
LI Y 1 e
X O'Qdﬁ/ﬁ + a"wlf,k/ﬁ - lj;LiLi 0 (C&)E - O'ICUII;/ — a"wﬁfk,)
et 21 I 21 e e —x

(4.55)

O termo acima descreve as interagdes entre as ondas 7' e as ondas L. O espectro das
ondas L ¢ significante para valores de k tais que kv, /wpe < 1, com w > wy,. Sobre a condi¢do
de ressonancia observamos que se o’ for igual a ¢” teremos |o'wl + o"wl /| > 2w,.; ja se
tivermos o’ diferente de o”, a condicé@o de ressonincia ndo pode ser satisfeita. Devido a simetria
w_x = —wk, as considera¢des acima feitas acerca de o’ e ¢” sdo revertidas se k’ ou k — k’
mudam de sinal.

A condicao de ressonancia serd satisfeita para as ondas 7' cuja frequéncia angular seja
préxima a 2w, que, devido ao fator ¢*/v2, na relagdo de dispersdo, significa ter k significati-
vamente menor que k’. Por outro lado, o fator |k — k’| no denominador indica que o efeito do
termo é maximizado para k préximos a k’, mas o termo k x k' no numerador requer que esses
dois vetores nao sejam paralelos. A situacdo é complexa. Qualitativamente, podemos dizer que
para cada vetor de onda k haverd algum outro vetor de onda k’ na integragio sobre todos k', ndao
paralelo a k, com médulo consideravelmente maior do que k, no qual o integrando serd mais
significativo. E também previsto que o efeito do termo T'dLL serd mais significativo para valores
relativamente pequenos de k.

Seja agora o termo correspondente ao espalhamento envolvendo uma onda 7" e uma onda

L:
62 ,UT,ML/(k % k/)2 neQ IU,IL IG’T
TsTL = +owl ——— /dk'/dv kK y — (w2 — gk X
om22, 021 k2K w2\ <2
me IZ P IZT OF;(v)
x [F.(v) + Fi(v)] + WEI‘QTé‘(k ~K) o owp — owly — (k—K)-v].

(4.56)
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A condigdo de ressonancia sé € satisfeita se tivermos o’ = o [28]. Particulas com baixas
velocidades, que sdo dominantes na fun¢do distribui¢do, estdo em ressonancia com as ondas de
tal modo que wi ~ w{ e, para cada k existe algum valor de k’ que serd ressonante para algum

valor pequeno de v.

O termo induzido é muito pequeno por conta do fator k — k’. Quanto as contribui¢des
dos termos de emissdo espontanea, é possivel ter uma noc¢ao aproximada do seu comportamento
supondo que as fun¢des de distribui¢do sdo do tipo Maxwelliana e fazendo a integracdo sobre
dv. A andlise do integrando resultante mostra que para os instantes iniciais da evolugdo, para
os quais a intensidade das ondas 7' € ainda desprezivel frente a intensidade das ondas L, o
termo T'sT L é proporcional a (wi )3 1L ~ (wi)?g/2/(wi)? = (wi g/2). Dessa forma, o termo é
aproximadamente parabdlico em k, para valores pequenos de médulo de k, o que é observado
em resultados numéricos.

Resultados numéricos preliminares sugerem que, ao longo da evolugdo temporal, a
evolucdo para grandes valores do médulo de k estabiliza logo que o espectro das ondas 7’ cresce
o suficiente (efeito estabilizador do segundo termo na contribui¢do espontanea). A regido de
grandes comprimentos de onda (pequenos valores do médulo de k) continua a crescer, até que
o espectro atinge um valor miximo em k = 0 (de forma semelhante ao espectro das ondas
L). E possivel obter uma solucdo analitica assintética, aproximada, que mostra, com efeito,
que um espectro de ondas T pode ser gerado devido aos processos de espalhamento, mesmo
para plasmas térmicos [33]. A soluc¢do assintética aproximada oferece um valor médximo em
k = 0. Recentemente, também foi produzida uma solu¢do numérica, partindo de uma situacdo
de equilibrio térmico, que mostrou a geracao de um espectro de ondas do tipo 7' geradas por
processos nao lineares, que corroborou a previsao tedrica aproximada [28].

O termo de decaimento envolvendo uma onda transversal, uma onda de Langmuir e uma
onda fon-acustica T'dLS pode ser analizado de maneira similar. O termo 7'd7" L depende do
produto das intensidades de duas ondas 7" e também do produto das intensidades de uma onda 7T’
e uma onda L, e € nulo no instante inicial, quando o espectro das ondas 7" € nulo.

4.2.3 Analise Numérica

No ambito do grupo de Fisica de Plasmas da UFRGS, o formalismo desenvolvido nos
trabalhos recentes [9, 10, 11, 13, 12] vem sendo utilizado para o estudo da interacdo entre um
feixe de elétrons e um plasma, interacio essa que possui muitas aplicacdes em plasmas espaciais
e de laboratorio.

Nos primeiros estudos foi utilizada a aproximac¢do unidimensional, tanto para o espectro
das ondas, quanto para a func¢do distribui¢io de particulas, sendo consideradas apenas ondas
eletrostdticas do tipo L e S [32, 34]. Mesmo mais recentemente, a abordagem unidimensional
ainda vem sendo utilizada [27]. Posteriormente, foi iniciada a analise em duas dimensoes,
ainda considerando apenas o caso eletrostético, inicialmente considerando os efeitos quase-
lineares, decaimentos de ondas e flutua¢des espontaneas e, em seguida, de espalhamento [31, 26].
Nessas abordagens numéricas, as equagdes diferenciais foram aproximadas por equagdes de
diferencas finitas, considerando velocidades paralelas e perpendiculares a dire¢do do movimento
do feixe, bem como componentes do vetor de onda paralelas e perpendiculares a direcao do
movimento do feixe. O c6digo numérico resultante mostrou-se eficiente e com boas propriedades
de estabilidade.
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Mais recentemente, o estudo foi ampliado a fim de incluir ondas eletromagnéticas no
tratamento numérico do problema [13]. Esse desenvolvimento pode ser motivado considerando
que a interacdo feixe-plasma € caracterizada ndo s6 pela turbuléncia de Langmuir, mas também
por emissao de radiacdo eletromagnética. O desenvolvimento é recente e ja foi utilizado para
obtencdo de resultados relacionados a efeitos nao lineares em um plasma térmico, ou seja, um
plasma onde as populagcdes de particulas sdo descritas por distribuicdes Maxwellianas [28].
No que segue, apresentaremos alguns resultados obtidos com esse c6digo numérico, voltados
para a andlise do efeito dos diferentes mecanismos que contribuem para a evolugdo temporal
das ondas 7. Para esse andlise, vamos considerar um plasma térmico em que a razio entre a
temperatura dos elétrons e a temperatura dos fons é 7. /T; = 7.0, e no qual o pardmetro do
plasma € (nA\%)~' ~ 5.0 x 1073, A razdo T,/T; foi escolhida consideravelmente maior do
que a unidade para que possa haver um nivel significativo de ondas do tipo S. Para a solucdo
numérica utilizamos condi¢des que ja vem sendo usadas em outros trabalhos produzidos no
ambito do grupo: Grade de 51 x 51 pontos para as componentes perpendicular e paralela do
vetor de onda (¢,,¢.), com 0 < ¢, < 0.6, 0 < ¢, < 0.6 e grade de 51 x 101 pontos para as
componentes perpendicular e paralela do vetor velocidade (u,, u.), ambos vetores normalizados.
Para a evolucdo temporal com passo fixo, consideramos A7 = 0.1.

As equacdes de diferencas finitas obtidas a partir das equagdes para particulas e para
ondas, equacdes (4.50), (4.51), (4.53) e (4.54), sdo resolvidas numericamente usando o método
de splitting para lidar com as derivadas parciais da equagdo para as particulas e o método de
Runge-Kutta de quarta ordem para as equagdes para as ondas, partindo de um estado inicial em
que os espectros de ondas L e S sdo obtidos do equilibrio entre os efeitos de emissdo induzida e
espontanea. Entretanto, como j4 mencionado, a analise numérica que segue tem por objetivo a
andlise separada de cada termo que contribui para a equagdo das ondas 7', para tempos curtos, a
fim de observar o efeito de cada termo e determinar se hd algum termo predominante. Dessa
forma, embora a solu¢do numérica envolva a evolugdo simultanea da distribuicao de particulas
e dos espectros de ondas L, S e T, vamos mostrar apenas resultados associados a ondas 7. A
Figura 4.1 mostra o espectro normalizado das ondas 7', como funcdo de ¢, e ¢, obtido levando
em conta apenas um termo da equacdo de evolugdo, de cada vez, para dois valores do tempo
normalizado 7, dentro do periodo inicial da evolucao temporal. Os resultados mostrados na
Figura 4.1 foram recentemente apresentados em encontro nacional dedicado a drea de Fisica de
Plasmas [35].

Na coluna da esquerda esté ilustrada a solug@o obtida em 7 = 1, que representa um
estagio bastante inicial da evolu¢do temporal, e na coluna da direita a solugdo obtida em 7 = 50.
A primeira linha representa o termo de decaimento envolvendo uma onda transversal e duas
ondas de Langmuir, T'dL L. A segunda linha esté associada também ao efeito de decaimento, mas
agora envolvendo uma onda 7', uma onda L e uma onda S. Ou seja, o termo T'dLS. A terceira e
ultima linha denota a evolu¢do temporal das ondas sob a a¢do do termo de espalhamento entre
uma onda transversal e uma onda de Langmuir. Quando todos os termos sao levados em conta,
a evolucgdo do espectro das ondas 7' € basicamente a mesma que o obtido quando s6 o termo
T'sTL é considerado. Assim, o termo de espalhamento parece ser dominante na evolugao das
ondas transversais, a principio para um plasma térmico. Esse tipo de considera¢do mostrou-se
verdadeiro mesmo levando em conta a evolugdo temporal de longo prazo, como evidenciado
pelos resultados obtidos na Ref. [28].
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Figura 4.1: Espectro das ondas 7" para 7 = 1 (coluna da esquerda) e para 7 = 50 (coluna da
direita). (a) e (b) Levando em conta apenas o termo 7'dL L; (c) e (d) Levando em conta apenas o
termo T'dSL; (e) e (f) Levando em conta apenas o termo 7'sT'L.



Capitulo 5

Comentarios finais

Este trabalho teve como objetivo principal fazer uma revisao da teoria de turbuléncia fraca
em plasmas e caracterizar o efeito dos diferentes termos associados aos efeitos eletrostdticos e
eletromagnéticos sobre a evolugdo temporal das intensidades das ondas e da fungdo distribui¢ao
das particulas que compdem o plasma.

Para atingir o objetivo, apresentamos uma revisao da teoria cinética de plasmas, desde
seus aspectos fundamentais. Comecamos no capitulo 2, onde foi apresentado o sistema de
equagdes de Vlasov-Maxwell e foram discutidas suas principais caracteristicas. Nesse capitulo,
como exemplo, foi obtida a relacdo de dispersdo para as ondas de Langmuir e caracterizado o
amortecimento de Landau. No capitulo 3 o sistema de equagdes Vlasov-Maxwell foi discutido
na abordagem quase-linear, enfatizando quais as principais caracteristicas da teoria. A revisao
mostrou que a funcao distribuicdo que caracteriza o plasma evolui ao longo do tempo, em uma
escala mais lenta do que a escala das flutuagdes que ocorrem no plasma, segundo uma equagdo
de difusdo no espaco de velocidades. Foram mostrados os procedimentos para obtengdo do
coeficiente de difusdo quase-linear, bem como para obten¢@o da densidade espectral associada as
ondas. Também foi abordado o carater auto-consistente das equacdes e as leis que conservacao
que sdo obtidas a partir delas. Como aplicagdo, foi apresentada e caracterizada a instabilidade
bump-in-tail, com base em desenvolvimentos cldssicos da literatura, analisando o comportamento
da evolugdo temporal das particulas ressonantes e das particulas ndo ressonantes, bem como a
evolucdo temporal do espectro das ondas excitadas pela instabilidade.

Depois, no capitulo 4, fazendo uma revisdo de uma formulacao relativamente recente,
foram apresentadas as bases para a teoria de turbuléncia fraca, mencionando termo a termo
as principais caracteristicas. Primeiramente, foi abordado com detalhe o caso eletrostético,
apresentando as equacdes cinéticas para as ondas tanto para os modos lineares, quanto para
os modos nao lineares de excitacdo. A seguir, foi abordada a equagdo cinética das particulas
e apontadas as principais modificacdes que devem ser introduzidas em virtude da excitacao
dos modos ndo lineares. Em seguida, foi apresentada a generalizacdo da teoria, incluindo os
efeitos das ondas eletromagnéticas nas equagdes cinéticas das ondas e das particulas. Por fim,
foram apresentados alguns resultados obtidos de uma anélise numérica do sistema de equacdes
acopladas que leva em conta tanto ondas eletrostaticas quanto eletromagnéticas, com o objetivo
de caracterizar, para os tempos iniciais da evolugdo, os efeitos associados a cada um dos termos
que contribuem para a equagdo de evolucao temporal das ondas eletromagnéticas. A énfase foi
dada a esses termos, uma vez que os efeitos associados a evolucao das ondas eletrostéticas ja
tém sido bastante investigados na literatura recente.
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Para o futuro imediato, a intencdo € continuar desenvolvendo o c6digo numérico, visando
aplicacdo a situagdes em que ocorrem plasmas nao térmicos, como € o caso da interacao feixe-
plasma. A ideia € utilizar o programa bidimensional para a turbuléncia fraca para investigar
a geracdo de ondas transversas por efeitos ndo lineares associados com a instabilidade feixe-
plasma, para diferentes valores dos parametros que caracterizam o plasma de fundo e os feixes
de particulas.
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