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RESUMO

Neste trabalho é realizada a analise de um manipulador paralelo com seis graus de liberdade,
estes provenientes de atuadores lineares fixados entre uma base fixa e uma base mdvel,
caracterizando um mecanismo amplamente conhecido como configuragéo de uma Plataforma de
Stewart-Gough. O estudo é dividido em duas partes: estudo sobre os fundamentos teéricos e do
levantamento do estado da arte deste tipo de mecanismo, incluindo os modelos matematicos da
cinematica direta e inversa e modelo dindmico; e desenvolvimento de um algoritmo para
simulacdo de cada um dos modelos. As simulaces da cinemaética direta e inversa apresentaram
um comportamento semelhante ao encontrado na literatura e quando comparadas entre si. Ja, as
simulacdes da dinamica direta e inversa tiveram um resultado discrepante entre si principalmente

devido ao método de integracdo e passo utilizado.

PALAVRAS-CHAVE: Plataforma de Stewart, manipulador paralelo, 6 GDL
ABSTRACT

This study aims to present the analysis of a parallel manipulator with six degrees of freedom
(DOF) provided by linear actuators fixed between a fixed base and a moving base, part of a
mechanism widely known as Stewart-Gough platform. It is divided into two steps: study of the
theoretical foundations and the research of state of art of this kind of mechanism, including direct
and inverse kinematics and dynamic mathematical models; and development of an algorithm for
simulating each one of the models. Simulations of direct and inverse kinematics showed similar
behavior comparing to that found in the literature. On the other hand, the dynamics simulations
had discrepant results basically due to the integration method and step used.

KEYWORDS: Stewart Platform, parallel manipulator, 6 DOF
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1 INTRODUCAO

A configuracdo mais comum de robds industriais é do tipo cadeia cinemética aberta (ou
serial), na qual varios membros sdo conectados sequencialmente por juntas desde a sua base até a
sua ferramenta. Este design oferece muitas vantagens, dentre as quais um volume de trabalho
amplo. Entretanto, devido a desvantagens, tais como a baixa relacdo peso/carga, outras
arquiteturas, tais como a paralela e a mista entre serial e paralela, foram propostas com o passar
do tempo. Como o nome indica, no caso da configuracdo paralela, os membros sdo conectados
em paralelo da base até uma plataforma comum (Gosselin, 1985; Ceccarelli, 2004; Merlet,
1987).

As vantagens desta arquitetura sdo muitas: podem ser mais rapidos, precisos e
apresentam maior rigidez. As vantagens da arquitetura paralela com respeito as caracteristicas
dindmicas, em relacdo aos manipuladores seriais, decorrem do fato de que nesses existe a
presenca de atuadores nas partes moveis implicando em massas € momentos de inércia
relativamente altos. J&, nos manipuladores paralelos, os atuadores sdo montados proximos a base,
possibilitando uma reducdo na massa nas suas partes moveis. Além disso, a relacdo carga por
peso é maior devido ao fato de o carregamento ser dividido entre os diversos membros
(Ceccarelli, 2004; Merlet, 1987; Moretti, 2010).

Como desvantagens desse tipo de mecanismo pode-se citar a existéncia interferéncia e de
restricdo de movimento entre 0s membros. Um diagrama representativo de uma Plataforma de

Stewart (SP - Stewart Platform) genérica pode ser visualizado na Figura 1.1.

1.

x

Figura 1.1 - Configuracao genérica de uma plataforma de Stewart-Gough.



Diversos tipos de arquiteturas paralelas sdo possiveis, mas a mais comum € a chamada
Plataforma de Stewart-Gough. Este manipulador com seis graus de liberdade possui uma
plataforma mdével suportada por seis atuadores lineares (Ceccarelli, 2004; Merlet, 1987). Sua
origem é relacionada a um mecanismo para teste de pneus (Gough e Whithall, 1962).
Posteriormente, o mesmo foi configurado como manipulador usado para simulacdo de voo
(Stewart, 1965).

Dentre outras arquiteturas paralelas podem-se citar manipuladores com menos graus de
liberdade, tais como o Delta (BOSCH), de trés graus de liberdade e o The Adept Quattro
(ADEPT TECHNOLOGY) com quatro graus de liberdade. Este ultimo atuando também como
simuladores de voo e operacdes de posicionamento. O modelo Delta tem sido a estrutura mais
utilizada industrialmente em tarefas onde € exigida uma manipulagdo rapida e precisa de objetos
(Molina, 2008).

A configuracdo geral de uma Plataforma de Stewart possui duas bases, uma movel e
outra fixa, as quais sdo conectadas entre si através de seis atuadores. Os atuadores sao
conectados a base fixa por juntas esféricas e a base movel por juntas esféricas ou por juntas
universais. Cada atuador possui uma junta prismatica associada a um determinado grau de
liberdade independente. S&o, no total, seis graus de liberdade. A posicdo e orientacdo da base é
fixa, enquanto que a posicao e orientacdo da plataforma movel (ou simplesmente plataforma) é
definida pelo comprimento dos elos que a ligam & base.

A evolugdo do uso deste tipo de mecanismo passou invariavelmente pelo
desenvolvimento tedrico do mesmo. Desde a década de 1980, alguns autores passaram a estudar
ndo apenas configuracdes alternativas, mas também modelos matematicos para representar essas
configuragdes. O estudo da cinematica direta, particularmente, tem sido foco de estudos recentes,
ao contrario da cinematica inversa, cujo procedimento para resolucdo ja é bem consolidado.
Alguns trabalhos mostraram que o numero de solu¢des numéricas para o problema da cinematica
direta, ou seja, 0 nimero de configuracdes possiveis quando o comprimento dos elos é
conhecido, pode chegar a 40 solugbes numeéricas distintas (Dietmaier, 1998). Métodos
numericos, tais como Newton-Raphson e Newton-Euler, também foram usados para resolver a
cinematica direta (Dieudonne et al, 1972; Behi, 1988). Casos especiais da Plataforma de Stewart,
onde as juntas esféricas da plataforma sdo concéntricas para pares de atuadores, ou seja, a

plataforma apresenta a forma de um triangulo, foram resolvidos em outros trabalhos como o de



Griffis e Duffy, 1989. O caso onde a base também possui pares de atuadores conectados em
juntas esféricas concéntricas também teve sua cinematica direta resolvida (Linet al, 1990).

A cinemética direta desse tipo de manipulador pode ser descrita da seguinte forma: dados
os comprimentos dos membros do manipulador, deseja-se encontrar a posi¢do e orientacdo da
plataforma com respeito ao sistema de referéncia da base. Ja a cinematica inversa € o problema
no qual, uma vez conhecidas a posicdo e orientacdo da plataforma, calcula-se o respectivo
comprimento de cada um dos atuadores (Ceccarelli, 2004; Molina, 2008; Moretti, 2010).

Quanto a cinematica inversa, sua solucdo foi apresentada também em diversos trabalhos,
diferindo em poucos detalhes entre eles (Fitzgerald et al, 1993, Moosaviet al, 2010). Esta, por
sua vez, é descrita atraves da obtencdo do comprimento dos atuadores com base em uma posicao
e orientacdo dadas. J&, a modelagem dindmica deste tipo de manipulador também €é abordada em
alguns artigos e apresentada através do método de Newton-Euler (Yang et al,1986) ou da teoria
de helicoides (Sugimoto, 1986). Entretanto, a maior parte dos estudos é feita através da matriz
Jacobiana do manipulador (Gosselin, 1985; Merlet, 1987; Li, 1997; Molina, 2008, Moretti, 2010,
Kicuk, 2012; entre outros).

Atualmente, o interesse nesses tipos de mecanismos estd relacionado a aplicacGes
especificas tais como: cirurgias assistida por robos, sistemas de monitoramento, simulacéo e
operacdo onde sdo exigidos movimentos de precisdo, orientacdo de telescopios, entre outros
(Molina, 2008, Moretti, 2010).

1.1 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo a analise e simulacdo de um manipulador robético paralelo
com seis graus de liberdade, de acordo com a configuracdo mais comum da Plataforma de
Stewart. Para tanto, é feita uma revisdo dos métodos de modelagem da plataforma, descrevendo
as etapas necessarias, tanto para a analise da cinemaética direta, quanto para a andlise da
cinemética inversa. Um modelo dindmico inverso, incluindo a massa dos atuadores, também é
obtido, bem como um modelo dindmico direto. Cada uma das etapas tera uma validagdo atraves

dos resultados de simulac@es realizadas utilizando os modelos desenvolvidos.



1.2 Motivacéo

Atualmente no Brasil, o desenvolvimento desse tipo de mecanismo se restringe
basicamente a estudos académicos dedicados a explorar as formas, a modelagem matemaética e o
controle deste tipo de manipulador. Entretanto, é raro encontrar empresas que tenham como foco
o desenvolvimento de um produto com tais caracteristicas. Normalmente, os produtos vendidos
no Brasil sdo provenientes de empresas sediadas no exterior.

Tendo em vista a questdo de controle de mecanismos e robds, aqueles de cadeia fechada
apresentam ainda um desafio, pois as estratégias baseadas em modelo, para serem aplicadas,
necessitam da resolucdo de um sistema de equacdes nao lineares, fortemente acopladas, em

tempo real.
1.3 Organizagéo do Trabalho

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 é apresentada a anélise
matematica, considerando os modelos de cinematica direta e inversa e analise dos modelos
dindmicos direto e inverso. No Capitulo 3 sdo apresentados e discutidos os resultados de
simulaces realizadas. Por fim, no Capitulo 4, sdo apresentadas as conclusfes do trabalho, bem

como propostas de trabalhos futuros e melhoramentos nos modelos.



2 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica da Plataforma de Stewart pode ser dividida em duas partes: a
cinematica e a dindmica. Cada uma dessas parcelas pode ser separada em outras duas partes, uma
chamada direta e outra denominada inversa. A seguir, apresentam-se todas essas quatro
modelagens. A cinemaética é responsavel pela analise do manipulador desconsiderando os efeitos
dindmicos. Basicamente, esta é uma andlise das possiveis posi¢des da plataforma no espaco
cartesiano tridimensional. J&, a analise dindmica é responsavel pela descricdo do comportamento
do manipulador, de acordo com as leis fundamentais da mecéanica newtoniana. Para tanto,
consideram-se as forcas, massas e acelera¢des relacionadas com cada um dos corpos rigidos que
compdem o manipulador. Na presente abordagem, para facilitar a andlise dos resultados, os

efeitos dissipativos (amortecimento) nao serdo considerados.
2.1 Cinemética Inversa

A cinemadtica inversa de um manipulador robotico paralelo tipo Plataforma de Stewart é
aquela atraves da qual dada a posicdo e orientacdo da plataforma, obtém-se o comprimento dos
elos.

Define-se o sistema de coordenadas da base (B,,,) e 0 sistema de coordenadas da
plataforma (P,,,) conforme apresentada na Figura 2.1. Para efeitos de simplificagdo, considera-
se a carga conectada ao manipulador juntamente com a estrutura da plataforma como um cilindro
de raio 7, e altura h, este também indicado na Figura 2.1.

O sistema de referéncia é fixo no centro de massa da plataforma mdvel. Os pontos de
conexdo dos atuadores e da plataforma séo definidos como B; e P;, respectivamente, sendo que 0
indice i = 1..6 representa cada um dos seis atuadores. A Figura 2.1a ilustra a relagcdo entre os

pontos definidos e o comprimento do atuador.



Cilindro

Figura 2.1 — a) Definicéo dos sistemas de coordenadas. b) Arranjo vetorial de calculo do
comprimento dos atuadores.

Pode-se, entdo, definir o segmento a; do atuador, em relagdo ao sistema de coordenadas
da base, como segue:
a} = Rbp? + d} — b} (2.1)
onde Rf, é a matriz de rotacdo das coordenadas da plataforma em relacéo a base; p’f é a posicao
do iésimo atuador na plataforma em relacéo ao centro de massa da plataforma; dg é a posicao do

centro de massa da plataforma em relagio & origem do sistema de coordenadas da base; b? é a
posicdo na base do iésimo atuador em relacdo a origem do sistema de coordenadas da propria
base.

Os pontos B; e P; da Figura 2.1 sdo localizados conforme é apresentado na Figura 2.2.
Considerando tanto a base quanto a plataforma como circunferéncias, pode-se expressar a
localizagdo dos mesmos a partir da definicdo do sistema de coordenadas e dos angulosyy e vy,

respectivamente.



Plataforma

Base

Figura 2.2 - Defini¢do dos angulos para cada ponto de apoio.

Considerando que os pontos de conexdo dos atuadores sdo arranjados em pares com
intervalos de 120° ao redor de um circulo, e considerando ainda h a altura da plataforma, pode-

se definir os vetores b? e p?' como seguem:

_________ (2.2)
b? = [rycosiyy;  7psinfyy,; 0]
e
p! = [rpcosi?:j’!pi T, Siniyp,; h/ 2] @3)
onde 7, e 7, sdo os raios de um circulo imaginario que liga os vertices do hexagono da

plataforma e da base, respectivamente. Conforme a Figura 2.1b, a plataforma tem a forma de um
cilindro uniforme que considera, além da sua propria estrutura, a carga a ela acoplada. Assim, o

centro de massa do mesmo é localizado exatamente na origem do seu sistema de referéncia nas
direcBes x e y com uma altura h/z. Na Tabela 2.1 é apresentada a relacdo de angulos entre os

pontos de apoio de cada um dos atuadores da base e da plataforma, a partir da escolha dos
angulos y, = 10° ey, = 50°. Esses angulos foram escolhidos de modo que a plataforma nao
esteja alinhada a base. Uma configuracdo onde os pontos de apoio da plataforma estéo
deslocados apenas no eixo z em relacdo aos pontos de apoio da base poderia levar a conclusdes
errdneas dos resultados de simulagdo. Outra influéncia direta dos arcos formados pelos pontos de
apoio, quando analisado juntamente com o comprimento dos atuadores, é em relacdo ao volume

de trabalho do manipulador,



Tabela 2.1 - Angulos dos pontos de apoio dos atuadores na base e na plataforma.

Ypi Ybi
Yp = 50° Y, = 10°
120° — vy, 120° — vy
120°+ vy, 120° + vy
—120°— vy, | —120°— vy,
—120°+ vy, | —120°+ vy
~Yp —Yb

O O B W[ N P &~

A matriz de orientacdo da plataforma, R%, ¢ definida com base nos angulos de rolamento,

arfagem e guinada. E obtida com base nas rotacdes do sistema de coordenadas da plataforma em

relacdo ao sistema de coordenadas fixo a base. Assim:

co —s@ 0][c® 0 soJ[l O 0
RE(B.6,@)=[s@ cp O|| 0 1 0] [0 cB —SB]
0 0 1ll-s6 0 c8ll0 sB P (2.4)
cpcO sPsBce — cPse cBsBc + sPse
Ry(B,6,¢) = [s@cO sBsBsp + e  cPsBsp — sBce
—s0 sBco cfch

Sendo B o angulo de rolamento, 6 o angulo de arfagem, ¢ 0 angulo de guinada,
cg ocos @ e s osin@. O comprimento de cada atuador pode ser obtido calculando o modulo

do vetor a;, onde i = 1..6, como segue:
T
i = |la?]| = Ja} af (25)
2.2 Cinemética Direta

A cinemaética direta é aquela que fornece a posicdo e orientacdo da plataforma com base
nos comprimentos dos atuadores. Para a continuidade da andlise é necessario definir a matriz

Jacobiana da plataforma, o que sera feito na proxima subsecao.
2.2.1 Matriz Jacobiana da plataforma

A matriz Jacobiana de manipuladores paralelos € uma matriz de transformagdo que
relaciona as velocidades da plataforma no espaco Cartesiano com as correspondentes

velocidades das juntas do manipulador, isto é:



b
Up

b
wy

(2.6)

I=J
onde [ é o vetor de velocidades dos atuadores, J é a matriz Jacobiana da plataforma, vgé 0 vetor

de velocidades translacionais e wg e o0 vetor de velocidades rotacionais da plataforma em relacdo

ao sistema de coordenadas da base. O vetor wg é escrito em funcdo das derivadas dos angulos de

rotacéo.
B
o)
onde a matriz de rotacao é definida como:
cBcp —s@ O
B=|sBs¢p cp O (2.8)
—s0 0 1

Cada linha da matriz Jacobiana representa a velocidade desenvolvida por um atuador.
Para se obter a equacdo matemaética da matriz Jacobiana pode-se diferenciar ambos os lados da

equacdo (2.1). Assim, ap6s algumas manipulacdes, chega-se:

. 1 T T vg
= 7lmgor +ag )" (Rt < a5 -] 29)
Comparando a equacdo (2.6) com a equacdo (2.9), obtém-se a matriz Jacobiana em

funcéo da posicéo e orientacdo da plataforma.

= lgor +ag—ot) ((rgo) x (a5 -o))' @10

Como ja mencionado, a solucdo da cinematica direta envolve a resolucdo de seis
equacdes ndo lineares simultaneas para os valores de posicdo e orientacdo da plataforma. Desta
forma, os métodos numéricos sdo aplicados de forma a se obter tal solucdo por aproximacdes
sucessivas. Neste trabalho, o método de Newton-Raphson para multiplas varidveis € aplicado.
Esse método consiste em estimar o vetor de solucBGes através de sucessivas aproximacdes
considerando o uso da matriz Jacobiana da plataforma e um valor inicial como estimativa. Para
maultiplas varidveis, 0 método de Newton é:

-1
Xiy1 =X — <6%§fi)> 9X;) (2.11)
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onde X é o vetor de varidveis que deseja-se estimar, g é a fungdo vetorial que se aproxima de
zero a medida que a estimativa de X se aproxima do valor real e i € o indice de iteracdo. Para o
caso em estudo, tem-se:
XT=[x y z B 0 ¢] (2.12)
Ja, a funcdo vetorial g é dada como a diferenca entre 0 comprimento estimado e o

comprimento real:

laz]l - &
9gX) = : (2.13)
las|| - L6
onde a? é a estimativa do comprimento e [;é o comprimento real do iésimo atuador.

Diferenciando ambos os lados da equacéo (2.13), obtém-se:

"]
J|"P B 2.14
RN @
)
Entdo, a derivada parcial expressa na equacao (2.11) é expressa por:
ag(X;) _ [I 0 (2.15)
X, 0 B

onde a matriz J depende das varidveis que definem a posicao e a orientacao.
Substituindo as Equacdes (2.13) e (2.15) em (2.11), tem-se:

bl P

]| -1
ii iﬁi P ] 216
|||l - L6
l(pJL+1 lq)

Assim, dado um vetor de comprimentos 1, pode-se obter o vetor de posicdo e orientacéo

X desde que as matrizes J e B sejam néo singulares.
2.3 Dinamica Inversa

A dindmica inversa é aquela que permite calcular as forcas aplicadas ao manipulador para
a execucdo de uma determinada trajetdria para a plataforma. O algoritmo a seguir € baseado no
principio do trabalho virtual (Li, 1997) e considera também a dindmica dos atuadores de acordo
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com as caracteristicas descritas a seguir. Cada atuador consiste em duas partes como apresentado

na

Figura 2.3. A parte superior mével, com massa m;,, € a parte inferior com massa m,,; .
A distancia entre a base (centro da junta na base) para o centro de massa da parte inferior é dada
por l,,:, enquanto que a distancia entre o ponto de conexdo da plataforma (centro de junta da
plataforma) e o centro de massa da parte superior € dada por I, .

O atrito entre os atuadores e as juntas € considerado desprezivel. O momento de inércia

dos atuadores em relacdo ao eixo [; também € desconsiderado.

Figura 2.3 - Modelo representativo de um atuador e de suas massas.
A equacdo (2.17) representa o trabalho total virtual Sw associado a conjugacdo dos
seguintes movimentos: transladacdo da plataforma por uma distancia virtual v,’;8t, rotacdo por
um angulo virtual oogéit e rotagdo dos atuadores também por um angulo virtual ®?st. O

subindice i = 1..6 representa cada um dos atuadores.

6 T
. 1 [vh
Aw = mpgvg& + Z(mbotgvﬁ,ot + My, gv?top) 5t + fT18t — [TF;)] [wzlll] ot
= L (2.17)

6
=) (Dwbs)
i=1

Na equagdo (2.17), g é a aceleracdo da gravidade, I = [ly, 15,15, 14,1s,1s]" € 0 vetor de

comprimentos dos atuadores, f € o vetor de forgas dos atuadores, m, é a massa da plataforma, vbé
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a velocidade translacional da plataforma, v, é a velocidade translacional da parte inferior do

atuador, vltop é a velocidade translacional da parte superior da plataforma, fb é a forga atuando

no centro de massa da plataforma, rB é o torque total atuando no centro de massa da plataforma,
mf; é o vetor de velocidades angulares da plataforma, T2 é o vetor de torques atuando sobre a
base de cada atuador e w? é o vetor de velocidades angulares de cada atuador sobre sua base. O
efeito da gravidade € considerado separadamente na plataforma e nos atuadores.

As expressdes para as velocidades das partes inferior e superior dos atuadores séo

derivadas a partir do comprimento dos mesmos. Assim, as equacdes (2.18) e (2.19) mostram 0s

comprimentos da parte inferior e da parte superior dos atuadores.

Lot
azbbot = ”al;j” a? (218)
i
e
b lla? || - Nl = lop (2.19)
R T |
onde ab,,, € o vetor do centro da base do iésimo atuador ligado até o ponto B; para o centro de

massa da parte inferior do mesmo atuador e, a{’top € 0 vetor partindo do centro da base do iésimo

atuador ligado ao ponto B; até o centro de massa da parte superior do mesmo atuador.

Obtendo as derivadas das equagdes acima, tem-se:

a? =[1 —S(R5p})] L:;’] (2.20)
p
Permitindo, entéo, obter:
l a a ||a || l b
b _ ‘hot i L bot 221
171bot ||ab ||abT b l ||ab || al ( )

l

que equivale a

l
o= (a1 -

% (2.22)
el = thoe vp
1 -s(rip))
I PP |
podendo ser reescrita como:
b vp
Vipot = Ribot b (2.23)
p
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_lb t adeb ltop ' ( )
vl = Rt ab al 2.24
N PP

que equivale a

-1
o = (¢a?afﬂ[1 _S(RLD)]

T
la?lla?” a?
Loy vl (225)
el —sRD])
lla? | V) log
podendo também ser reescrito como:
b
v
Viop = Ritop [w’,’, (2.26)
p
onde S(R5p?) é a matriz antissimétrica de R5p?.
A velocidade angular de cada atuador em relagdo a sua junta na base é dada por:
wh = al x ab _ al x[I —S(R,l;pf)] vg] 2.27)
l afTaf afTaf’ w’,i
ou,
b
v
w? =t ',’,] (2.28)
p
Ja, o torque em relacdo a sua junta na base € expresso por:
T}) = (Iibot + Iitop )alb + Iil;ot (1)? (229)

onde I, € a inércia da parte inferior do iésimo atuador e I;;,, € a inércia da parte superior do

mesmo atuador. A aceleracio angular a é expressa pela equacéo (2.30) a partir da derivada da

equacdo (2.27).
b b
AR (230)
o w
14 p

Quando o efeito da gravidade é considerado separadamente, a forga atuante na plataforma
pode ser expressa na forma da equagdo (2.31), onde a massa m,, € a massa da plataforma e a’,; éo
vetor de aceleragdes translacionais em relagéo ao centro de massa.

f]? — mpag (231)
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O momento angular da plataforma com respeito ao sistema de coordenadas fixo &, por
definicdo, dado pela equagéo (2.33), onde o termo I é a matriz de inércia da plataforma com

respeito ao sistema de coordenadas da plataforma e tem a forma:

D 0 0
B=|10 15, 0 (2.32)
0 0 I,
b _yb,\b _ pbyPpbT b
L) = 3o = REIDRY o) (2.33)

A partir da derivada da equagdo (2.33) chega-se a equacgdo (2.34) que representa o torque
aplicado a plataforma. O elemento a,’; é um vetor de aceleragdes angulares da plataforma em
relacdo ao centro de massa. Considera-se, no entanto, que a inércia da plataforma em relacdo ao
seu sistema de coordenadas ndo se modifica no decorrer do tempo. Assim,

1) = 1Da) + wh x (1w} (2.34)

O principio do trabalho virtual supde que o trabalho feito pelas forcas externas (tg, fl*,’, f)
correspondentes a qualquer deslocamento virtual (&t, 8d, 68,80, 6¢) é zero (6w =0).
Substituindo os termos na equacdo (2.17) e aplicando o principio do trabalho virtual, caso a

matriz Jacobiana J seja ndo singular pode-se expressar o vetor de forgas dos atuadores como:

6 6
-1 fb I
f= (]T) <L%] + ;(ti)T P - [0] myg — ;(hibotTmEotg + hitome?op g)) (235)

onde as expressdes de t;, hipor, hitop,r}’ e fg sdo encontradas nas equacoes (2.27), (2.21), (2.26),
(2.29) e (2.31) respectivamente.
A equacdo (2.35) representa as forcas dos atuadores no espaco de junta em termos da

posicao, velocidade e aceleracdo da plataforma no espaco cartesiano.
2.3.1 Modelo Simplificado

Considerando a massa dos seis atuadores muito menores que a massa da plataforma
movel, pode-se retirar da equacdo do modelo dindmico o efeito da dindmica dos atuadores.
Assim, a equacdo (2.35) transforma-se em:

-1 fll)’ I -1 mpag—mpg
f = (]T) <Lb] — [0] mpg> = (]T)
p

2.36
Ipab + wh x (Ihwh) (2:36)
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Reescrevendo a equacdo (2.36) e definindo as matrizes D e E, o modelo pode ser

EXpresso por:

-1 ab
f=(Q") [D[ Z]+E] (2.37)
ap
onde
[Mp 0 0 0]
[0 m, 0 0]
D=|0 0 m, 0| (2.38)
lo o o 1
e
0
0
E:[ m,g ] (2.39)

lw,l; X (Igw,l;)J
2.4 Dinamica Direta

A resolucdo da dindmica direta € feita baseada na equacdo (2.37) que representa o
modelo simplificado da dindmica inversa. A partir da manipulacdo da equacdo, isolam-se as
aceleracOes translacionais e rotacionais da plataforma em funcgdo das forgas nos atuadores e das

matrizes D e E, apresentadas nas equacdes (2.38) e (2.39). Assim:
% _ p1rs_ ) (2.40)
o

Caso a matriz D seja ndo singular, a equacdo (2.40) possui solucdo para as aceleragdes
translacionais e rotacionais da plataforma.

O modelo da dindmica direta € usado principalmente para a simulacdo e o projeto de
controladores. No intuito de verificar o equacionamento da dindmica inversa, 0 modelo direto é
usado para verificar as trajetorias obtidas através da aplicacdo do equacionamento da dindmica

inversa.
2.4.1 Algoritmo de Integracgédo

O método de integracéo utilizado foi 0 método de Euler, que € um método aproximado de
primeira ordem. A equacao genérica para o calculo da solucéo é:
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Yier = Yi + hf (x, 31) (2.41)
onde

h=x;1—x (2.42)
O termo f(x;,y;) é a fungdo avaliada no instante de tempo x;. Primeiramente, aproxima-
se a velocidade através da média do valor de aceleracdo obtido na resolucdo do sistema de
equac0es e do seu valor anterior. Com a aproximacao da velocidade no instante i, aproxima-se o
deslocamento através da média da velocidade obtida e de seu valor anterior. Os novos valores
dos deslocamentos e das velocidades sdo utilizados para a resolucdo do sistema de equacdes e

determinacdo da nova aceleracao.
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3 SIMULACOES E RESULTADOS

A verificacdo dos modelos é separada em cinematica direta e inversa e dindmica direta e
inversa. A caracterizacdo da plataforma usada para as simulacGes é apresentada na secdo 3.1 .
Primeiramente, propde-se um determinado posicionamento através da cinematica inversa. Em
seguida, esse posicionamento é verificado a partir do modelo da cinematica direta. Da mesma
forma, propde-se uma trajetdria a ser executada pela plataforma para a andlise da dindmica

inversa. Essa trajetdria é verificada através do modelo da dindmica direta.
3.1 Caracterizacdo da Plataforma

Tanto para a andlise cinematica quanto para a analise dindmica, faz-se necessario a
definicdo das propriedades da plataforma, desde a localizacdo dos pontos de apoio até os
momentos de inércia envolvidos.

De acordo com a Figura 2.2, define-se o &ngulo de localizagdo dos apoios dos atuadores
como sendo y, = 50° para a plataforma e y, = 10° para os apoios da base. Quanto as
caracteristicas geometricas do manipulador, define-se o raio da plataforma como , = 0,5me o
raio da base como r, = 1,2 m.

Para facilitar o desenvolvimento e entendimento dos efeitos da carga aplicada na
plataforma, define-se um modelo de carga cilindrico, conforme a Figura 2.1, onde é considerada
tanto a massa da plataforma em si quanto da sua carga. Assim, define-se a altura do cilindro
como h, = 0,5m e a massa do conjunto como m, = 50 kg.

Como o eixo de coordenadas da plataforma é solidario a mesma, o seu momento de
inércia pode ser escrito na forma da equacdo (3.1), onde se consideram apenas os efeitos nas

diregdes dos eixos principais.

I, 0 0
1;’ =0 I, 0 (3.1)
0 0 I,

Para essa configuragdo geométrica, 0 momento de inércia na direcéo x é expresso atraves
da equacdo (3.2), e é equivalente a0 momento de inércia na direcdo y por consequéncia da
simetria do cilindro (Hibbeler, 2005).
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1
Ly = Iy = 7om(3r? + h?) (3.2)
Ja 0 momento de inércia na direcdo z € dado pela equacdo (3.3) (Hibbeler, 2005).
I, = %mrz (3.3)

Assim, os valores numéricos do momento de inércia da plataforma em relagcdo ao seu

préprio sistema de coordenadas sdo apresentados na equacao (3.4).

520 0 O
[ 0 520 0 ] [kgm?] (3.4)
0 0 625

Todas as  simulagbes  consideram  uma  posicdo  inicial data  por

P _
L, =

Xo=[0 0 1 0 0 O0]onde as trés primeiras medidas estdo em metros e as trés restantes

em graus. O comprimento de todos os seis atuadores para esta posicdo é de L, = 1,527 m.
3.2 Cinematica Inversa

Para a cinematica inversa, € dada certa configuracdo de posicao e orientacdo a partir da
qual ¢ calculado o comprimento dos atuadores. Para facilitar a visualizacdo foi desenvolvida uma
rotina em Matlab® que interpreta os dados e os transforma em representacGes graficas dos
estados da plataforma.

Sé&o apresentados aqui os resultados de apenas duas simulagdes dentre todas as realizadas:
uma simulacdo de rotacdo simples sobre o eixo z (angulo de guinada) e um movimento

combinado de rotacdes e translaces nos eixos x,y e z.
3.2.1 Rotacao simples

Foi imposta uma rotacdo simples sobre o eixo z (dngulo de guinada) de valor ¢ = 45°a
partir da posicdo inicial. A Figura 3.1 apresenta a plataforma na sua configuracdo original em

cinza e sua configuragéo rotacionada em vermelho e azul.
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Figura 3.1 - Cinematica inversa para uma rotacdo de 45° em torno do eixo Z resultante.

O comprimento dos atuadores, em ordem do atuador 1 ao atuador 6, para esta simulacéo,
foi calculado através do modelo da cineméatica inversa e resultou em
L, =[1,774 1,434 1,774 1,434 1,774 1,434]m.

3.2.2 Rotagado com translagéo

Uma segunda simulacdo realizada considerou, além de rotacdes nos eixos x e y (angulos
de rolamento, arfagem e guinada, respectivamente), translacdes nas direcdes x, y e z. As rotacdes

tém valor § = 15°e 6 = 20° e as translacbes x = —0,5m, y =0,5me z = 0,2 m.
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Figura 3.2 - Simulagdes de rotacéo e translacdo combinadas: rotacdo de 15° no eixo x, rotacdo de
20° no eixo y, deslocamento de 0,5 m no eixo y, deslocamento de -0,5 m no eixo x e
deslocamento de 0,2 m no eixo z.

O comprimento resultante dos atuadores, na ordem do nimero 1 ao nimero 6, obtido
através do calculo da cinematica inversa resultou em
L, =[1985 1,514 1,668 2,026 1,677 1,828]m

3.3 Cinemética Direta

A cinematica direta é aquela onde, a partir dos valores dos comprimentos dos atuadores e
deseja-se conhecer a posicdo e orientacdo da plataforma em relacdo ao sistema de coordenadas
da base. A verificacdo do modelo se deu através do uso de simulacBes realizadas para a

cinematica inversa.
3.3.1 Rotacao simples

Dada a posigdo inicial Xo=[0 0 1 0 0 0]e tendo como a posicdo de destino
desejada X;=[0 0O 1 0O O 45], apresenta-se na Figura 3.3, Figura 3.4 e Figura 3.5 0

comprimento dos atuadores e a posicdo e a orientacdo do centro de massa da plataforma,
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respectivamente. As simulacgdes foram realizadas considerando-se o numero de 100 iteragdes de

aproximacao.

1.85 ' | | |
. o Atuador 1
% : b Atuador 2 ¢
=175 | + Atuador3 s ]
_f: 17L | © Atuador4 xah’ﬁdﬁ _
__’i — - AmadDT 5 Fal & ©
:5: 1es5r | ... Atuador 6 & o _
Z 16f o |
E 60
3 &0
= 155 " & |
H 1.5—%#’““*’9%%@ _
z e
D o145¢ o o i

1.4 | I | |

0 . — - 20 100

Iteragdes

Figura 3.3 - Comprimento dos atuadores na cinematica direta para uma rotacéo simples.
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Figura 3.4 - Posicdo do centro de massa da plataforma na cinematica direta para uma rotacéo
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Figura 3.5 - Orientagéo do centro de massa da plataforma na cinematica direta para uma rotacéo

simples.
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Observa-se, em todas as representacdes graficas, que os atuadores tendem ao valor de
comprimento que resulta na configuracdo desejada. Na Tabela 3.1 é apresentado o desvio da
configuracdo final com base no nimero de iteragdes realizadas. Observa-se que quanto maior é o

namero de iteragcGes menor € o desvio em cada uma das variaveis.

Tabela 3.1 - Comparagdo entre o resultado esperado e o obtido com base no nimero de iteracGes
para 0 movimento de rotagdo simples. Unidades em metros e graus.

N° IteracOes | Desvio x | Desvioy | Desvioz | Desvio s | Desvio8 | Desvio ¢
50 0 0 0,001 0 0 0,013
100 0 0 0 0 0 0,003
250 0 0 0 0 0 0

3.3.2 Rotacdo com translacdo

A partir dos dados de comprimento dos atuadores obtido e da posicdo inicial das
simulagdes anteriores, verificou-se a posi¢do no espaco de alguns dos atuadores da plataforma.
Assim, partindo da posicdo inicial Xo=[0 0 1 0 0 0]e tendo como a posicdo de
destino desejada X4 = [-0,5 0,5 1,2 15 20 0], obteve-se a variacdo dos comprimentos
apresentada na Figura 3.6, bem como a variacdo da posicdo e da orientagdo do centro de massa
da plataforma, apresentado na Figura 3.7 e

Figura 3.8, respectivamente.
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Figura 3.6 - Variacdo dos comprimentos dos atuadores na cinematica direta para uma rotacao
com translacéo.
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Figura 3.7 - Variacdo da posicao do centro de massa da plataforma para a cinematica direta para
uma rotagdo com translagéo.
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Figura 3.8 - Variagdo dos angulos da orientacdo da plataforma para a simulacao da cinemaética

direta para uma rotagdo com translacao.

Neste caso, assim como na rotacdo simples, observa-se uma tendéncia de se atingir a
posicao e orientagdo desejada, dado por X4;. A mesma comparacgao entre os desvios do resultado

esperado em relacdo ao resultado obtido é feita aqui. Observa-se na Tabela 3.2, da mesma forma

que na simulagdo anterior, uma diminui¢do do desvio a medida que se aumenta o nimero de

iteracoes.

Tabela 3.2 - Comparagdo entre o resultado esperado e o obtido com base no nimero de iteracGes

para um movimento combinado de translacdo e rotagdo. Unidades em metros e graus.

N° Iteragbes | Desvio x | Desvioy | Desvioz | Desviof | Desvio 8 | Desvio ¢
50 0,001 0 0 0,089 0,026 0,469
100 0 0 0 0,044 0,007 0,244
500 0 0 0 0,008 0 0,050
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3.4 Dinamica Inversa

A validacdo da dindmica inversa é feita impondo-se uma trajetéria conhecida a

plataforma, calculando-se quais as forgas necessarias para realizagdo dessa trajetoria.
3.4.1 Deslocamento senoidal no eixo x

Na primeira simulacdo, usou-se uma trajetoria de deslocamento senoidal no eixo x, com
amplitude a = 0,5 m e frequéncia w = 1 rad/s. A velocidade e a aceleragdo impostas sdo as
derivadas do sinal de deslocamento em relagdo ao tempo.

Na Figura 3.9 apresentam-se as forgcas necessarias aos atuadores e 0s respectivos
comprimentos para uma trajetoria de deslocamento senoidal em relacdo ao eixo x. Ainda, na
Figura 3.10 apresenta-se o deslocamento e a aceleracdo do centro de massa da plataforma

também com respeito a0 movimento no eixo x.

Forga dos atuadores em fungdo do tempo

300
g Atuador 1
s < Atuador 2
‘a’" Atuador 3 pea
= = Atuador 4
Atuador 5 P
= Atuador 6
1
. 4 45 5
Tempo (s)
E
(=]
=
[ E}
E
o
=
o
[}
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 3.9 - Forcas e comprimentos dos atuadores para uma trajetéria de deslocamento senoidal
na direcao x.
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Fosicdo do centro de massa da plataforma em fungdo do tempo.
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Figura 3.10 - Deslocamento e aceleracdo do centro de massa da plataforma para uma trajetoria
senoidal na direcdo x.

A Figura 3.11 apresenta o movimento acumulado dos atuadores 4, 5 e 6 para uma
trajetdria senoidal imposta na direcdo x. Comparando essa com as representacdes graficas do
deslocamento e forcas, observa-se que, quando a plataforma avanca na direcdo x positiva, existe
uma redugdo no comprimento dos atuadores 1 e 6. Da mesma forma ocorre quando da inverséo
da direcdo do movimento, onde os atuadores 4 e 3 sdo aqueles onde existe uma reducdo no

comprimento.
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Direcio y

Dirego x

Figura 3.11 - Movimento acumulado dos atuadores 4, 5 e 6 para um deslocamento imposto na
direcdo x.

3.5 Dinamica Direta

Os testes e validacdo no modelo da dindmica direta sdo realizados aplicando-se 0s vetores
de forcas obtidos ao longo do tempo nas simulagdes da dinamica inversa. Obtém-se, assim, 0s
valores das aceleracGes para cada iteracdo. O passo de integracdo utilizado num primeiro
momento foi de 10~ segundos para um movimento com duragio de t = 5 s.

Esses valores séo entdo integrados, no tempo, para obtencéo das velocidades e sdo depois
novamente integrado para obtencdo das posicdes, as quais sdo usadas para o célculo da nova
configuracdo da plataforma e de uma nova matriz Jacobiana, sucessivamente.

A primeira simulacdo considerou 0 movimento descrito na se¢do 3.4.1 .

Os resultados obtidos mostraram diferengas significativas, conforme a Figura 3.12, onde

é apresentada a comparacgéo entre as aceleracbes e comprimentos quando da aplicagdo de uma
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trajetdria senoidal de deslocamento no eixo x. Visualiza-se facilmente que as respostas para a
dindmica inversa e a resposta para a dindmica direta, calculada a partir das forcas obtidas no
calculo da dindmica inversa, sdo significativamente distintas.

Diante destes resultados preliminares, buscou-se averiguar as causas das discrepancias.
Como é possivel visualizar através da Figura 3.12, os resultados das aceleracGes apresentaram ja
diferencas significativas que se propagaram para as velocidades e, posteriormente, para as

posicdes.

Posicdo do centro de massa da plataforma em funcdo do tempo.
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Figura 3.12 - Comparacdo entre solugdes para dindmica inversa e direta considerando a mesma
trajetdria no eixo x.

Um novo teste foi realizado, modificando-se a trajetoria aplicada para deslocamento
senoidal no eixo x, com amplitude a = 0,5 m e frequéncia w = 5 rad/s, ou seja, cinco vezes
maior quando comparada a frequéncia da trajetdria anterior. O tempo de simulacao foi reduzido
parat = 0,55 e 0 passo de integracdo foi reduzido para 103 segundos. Neste caso, obteve-se

um resultado mais aproximado. A Figura 3.13 mostra as curvas das aceleracdes e comprimentos
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dos atuadores obtidos. Observa-se que a aceleracdo calculada através da dinamica direta é
proxima daquela imposta no estudo da dindmica inversa, e que a posicdo apresenta um erro
muito grande. Como o algoritmo atualiza a posicdo geométrica a cada passo de integracdo, com
0 passar do tempo, a aceleragdo passa a apresentar valores com maior diferenga pois 0S novos

valores sao resultado de uma funcdo que depende da posi¢cdo em instantes anteriores.

Posicdo do centro de massa da plataforma em funcdo do tempo.

05 COOCO00000GA0
00000 eletere!

oooo@mooﬁoOOO Co0cocw
_ o0 X:0.49
£ u-p@@‘-}r?++++++++++++++++++ v-02188
o ++++++
£ T+
= +
E -05F Ty,
3 Ty
% +++ X 0491
3 2 Dindmica Inversa ++++ Uad Ll

+  Dinamica Direta -
| | | | | |

-1.5

| | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempeo (s)

Aceleracdo do centro de massa da plataforma em funcéo do tempo.

@‘Cp
2 Dindmica Inversa .
Q%QOO X:0.49

i
(4]
T

E ++2C'O +  Dindmica Direta Y. -7.8972
= + OOO C.

@ ++ OOOOOO OOC'C'OO +u

T +4 [ielelsTelslolelsle ol Tt

= +4 ++ X 0.491
3 +y + e
< 151 ¥:-115

+ ++
Pttt

1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo (s)

P
=
=

Figura 3.13 - Comparacdo entre aceleracdes e deslocamentos do centro de massa da plataforma
para a nova trajetoria.

Modificando-se 0 passo de integracdo para 10> segundos e considerando um tempo de

simulagédo de t = 0,1 s, o resultado é apresentado na Figura 3.14.
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Posicdo do centro de massa da plataforma em fungéo do tempo.
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Figura 3.14 - Comparagdes considerando um passo de integracéo de 10 segundos.

Para uma trajetoria semelhante a anterior, modificando-se a frequéncia para w =
10 rad /s, mantendo-se 0 passo de integracdo, observa-se uma diminui¢do maior na diferenca da
aceleracdo das respostas da dindmica inversa comparada as da dindmica direta, como pode ser

observado através da Figura 3.15.



Posicio do centro de massa da plataforma em funcdo do tempo.
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Figura 3.15 - Comparacao entre aceleracdes e deslocamentos para frequéncia 10 rad/s.
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4 CONCLUSOES

Os modelos da cinemaética inversa e direta foram testados e apresentaram resultados
compativeis. Verificou-se que as diversas restricdes de acoplamento naturais do modelo nao
apresentam influéncia significativa na resolucdo de problemas de cinematica, dado que a solucéo
para a cinematica inversa € Unica e para a cinematica direta usa-se um método de aproximagao
com minimizacdo de uma funcdo que apresentou resultados adequados.

A analise dos modelos dindmicos mostrou respostas com diferencas significativas. Em
um estudo preliminar, constatou-se que o modelo da dinamica inversa apresentou respostas
semelhantes as encontradas na literatura, enquanto que a dindmica direta apresentou resultados
discrepantes, com relagdo aos da dindmica inversa.

A aplicacdo de outros métodos de integracdo para a resolucdo do problema pode trazer
elementos que permitam elucidar o motivo das discrepancias encontradas. Além disso, a reducéo
no passo de integracdo mostrou uma melhora significativa na aproximacdo do valor da
aceleracdo. Entretanto, mesmo utilizando um passo de 10~> segundos, as discrepancias na
posicdo da plataforma obtida pela dindmica direta em comparacdo com a dinamica inversa,

permaneceram.
4.1 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros, podem-se citar 0s seguintes:

e Revisdo do método de integracdo e implementacdo de um substituto, de forma a
verificar o modelo dinamico direto com as curvas do modelo dinamico inverso.

e Desenvolvimento matematico e implementacdo de limites no movimento dos
atuadores, tanto com relacdo aos seus comprimentos quanto com relacdo as
singularidades existentes no modelo.

e Estudo do espaco de trabalho da plataforma, quando totalmente caracterizada.

e Inclusdo, no modelo matematico, do modelo do atuador considerando seu
acionamento.

e Estudo e desenvolvimento de técnicas de controle com o objetivo de controle de

posicao.
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