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APLICAÇÕES COMPLETAMENTE POSITIVAS EM
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“É muito melhor lançar-se em busca de coisas grandiosas,

mesmo expondo-se ao fracasso,

do que alinhar-se com os pobres de esṕırito,

que não gozam muito e nem sofrem muito,

porque vivem na penumbra cinzenta,

onde não conhecem nem vitória, nem derrota.”

(Theodore Roosevelt)
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época em que eu era um ingênuo aluno de graduação com uma visão muito limitada
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Resumo: Descrevemos propriedades espectrais de aplicações positivas em C*-

álgebras de dimensão finita, seguindo o trabalho clássico de Evans e Høegh-Krohn

[EH-K]. Conjuntamente, estudamos os pontos extremais do conjunto das aplicações

duplamente estocásticas completamente positivas sobre Mn(C), seguindo Landau e

Streater [LS].

Palavras-chave: Aplicações positivas; Aplicações completamente positivas; Es-

pectro; Extremalidade; C∗-álgebras.



Abstract: We describe spectral properties of positive maps over finite dimen-

sional C∗-algebras, following the classical work of Evans and Høegh-Krohn [EH-K].

We also study the extremal points of the set of completely positive doubly-stochastic

maps over Mn(C), following Landau and Streater [LS].

Keywords: Positive maps; Completely positive maps; Spectrum; Extremality;

C∗-algebras.
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Introdução

O objetivo deste trabalho é estudar aplicações positivas em C*-álgebras. Aqui,

o foco é repartido em duas áreas principais: a análise de propriedades espectrais das

aplicações positivas em C*-álgebras de dimensão finita e no estudo dos pontos extre-

mais do conjunto das aplicações completamente positivas duplamente estocásticas

sobre a álgebra das matrizes Mn(C).

Inicialmente analisamos o trabalho de D. Evans e R. Høegh-Krohn em [EH-K],

onde consideramos propriedades espectrais de aplicações positivas em C*-álgebras

de dimensão finita. Em certo sentido, as propriedades mencionadas podem ser

consideradas como análogas às obtidas por Perron e Frobenius para matrizes com

entradas positivas. Mostramos que o raio espectral de uma aplicação positiva e

irredut́ıvel é um autovalor associado a um único autovetor positivo, a menos de

multiplicação por escalar.

Neste trabalho, não trataremos sobre teoria de Perron-Frobenius em dimensão

qualquer. Mas, indicamos aqui um trabalho [AH-K] de Albevério e Høegh-Krohn

sobre teoria de Perron-Frobenius para álgebras de Von Neumann de dimensão qual-

quer.

Posteriormente, tratamos das aplicações completamente positivas. De acordo

com M. Choi, as aplicações completamente positivas são uma generalização natural
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para os funcionais lineares positivos, já que apresentam propriedades análogas a

estes funcionais. Transcorremos o trabalho de Choi em [Ch] explorando algumas

dessas propriedades.

Para o leitor interessado em aplicações da teoria sobre aplicações completamente

positivas em mecânica quântica, indicamos o livro do Bratteli e do Robinson [BR].

Não abordamos este tema aqui sob o receio de fugir do foco desse trabalho.

Na sequência, seguimos o trabalho de L. Landau e R. Streater em [LS], onde fa-

zemos um estudo sobre os pontos extremais do conjunto das aplicações duplamente

estocásticas completamente positivas sobre Mn(C). Apresentamos, em certo sentido,

uma generalização para o Teorema de Birkhoff, que atesta que os pontos extremais

do conjunto das matrizes duplamente estocásticas são precisamente as permutações.

No caso do conjunto das aplicações duplamente estocásticas completamente positi-

vas sobre Mn(C) repartimos em dois casos: para n = 2 os pontos extremais são,

precisamente, as aplicações unitárias; para n ≥ 3, existem aplicações não unitárias

duplamente estocásticas completamente positivas extremais. Apresentaremos exem-

plos desse último caso.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo inicial apresentamos a teoria de C*-álgebras que será utilizada no

decorrer do trabalho. Começamos num âmbito mais geral, apresentando as definições

e teoremas iniciais da forma que são classicamente utilizados na literatura, veja [Ex],

[Su] e [Mu], por exemplo.

Na sequência, passamos a um âmbito mais espećıfico, o da álgebra de matrizes.

Optamos por uma seção exclusiva sobre as matrizes, já que neste trabalho o estudo

das aplicações completamente positivas foi feito sobre esta álgebra. Para o leitor

interessado, uma boa referência é apresentada por Horn e Johnson [HJ]

Por fim, terminamos o caṕıtulo com uma seção dedicada à apresentação do

clássico Teorema de Birkhoff para o conjunto das matrizes duplamente estocásticas

com o intuito de relacioná-lo a um teorema devido a L. Landau e R. Streater [LS]

que veremos no caṕıtulo 3.
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1.1 C*-álgebras: uma introdução

Essa seção visa introduzir os conceitos de C*-álgebra que serão utilizados poste-

riormente neste trabalho. Toda estrutura algébrica aqui abordada será considerada

sobre o corpo C dos números complexos.

Definição 1.1. Uma álgebra A sobre C é um espaço vetorial complexo equipado com

uma operação bilinear e associativa • : A×A → A, dita operação de multiplicação.

Por brevidade, ao invés da notação •(a, b), denotaremos por ab a imagem da operação

de multiplicação quando aplicada ao par (a, b) ∈ A×A. Além disso, A é dita unital

se possuir uma unidade para a operação de multiplicação.

Definição 1.2. Uma álgebra normada A é uma álgebra equipada com uma função

norma

a ∈ A 7→ ‖a‖ ∈ R

que faz com que A seja um espaço normado. Isto é, para quaisquer a, b ∈ A e λ ∈ C

temos:

1. ‖a‖ ≥ 0 e ‖a‖ = 0 se, e somente se, a = 0;

2. ‖λa‖ = |λ|‖a‖, onde |λ| indica o módulo de λ;

3. ‖a+ b‖ ≤ ‖a‖+ ‖b‖;

Além disso, queremos que ‖ · ‖ obedeça o seguinte axioma para o produto:

4. ‖ab‖ ≤ ‖a‖‖b‖.

A será dita uma álgebra de Banach se, vista como um espaço normado, for completo.
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Exemplo 1.3. Seja n um inteiro positivo e seja Mn(C) o conjunto das matrizs n×n

sobre C. É sábido que Mn(C) é uma álgebra com a operação usual de multiplicação

de matrizes. Existem várias normas que fazem com que Mn(C) seja uma álgebra de

Banach. A mais importante é definida por

‖a‖ := sup {‖av‖2 : v ∈ Cn, ‖v‖2 ≤ 1} , a ∈Mn(C)

onde av representa o produto da matriz a pelo vetor v (matriz coluna n× 1). Além

disso, usamos na definição acima a norma euclidiana ‖ · ‖2 para vetores.

Entre os conceitos mais importantes no estudo de álgebras de Banach, destaca-

mos os conceitos de espectro e resolvente.

Definição 1.4. SejaA uma álgebra de Banach com unidade. Dado a ∈ A, definimos

o resolvente de a como sendo o conjunto ρ(a) dado por

ρ(a) := {λ ∈ C : λ− a é invert́ıvel} .

Acima, λ − a significa λ1 − a, onde 1 é a identidade de álgebra. O espectro de a é

definido como sendo o conjunto σ(a) dado por σ(a) = C\ρ(a), isto é, o complementar

de ρ(a) em C. O raio espectral de a, denotado por r(a), é definido como r(a) =

sup {|λ| : λ ∈ σ(a)}.

Definição 1.5. Seja A uma álgebra de Banach. Uma involução em A é uma função

∗ : A → A

que, para todo a, b ∈ A e λ ∈ C, satisfaz:

1. (a+ b)∗ = a∗ + b∗;

2. (λa)∗ = λ̄a∗;
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3. (ab)∗ = b∗a∗;

4. (a∗)∗ = a;

5. ‖a∗‖ = ‖a‖.

Acima, a∗ denota a imagem de um elemento a ∈ A pela função involução, ao invés

da rigorosa notação ∗(a). Definimos uma álgebra de Banach com involução como

sendo uma álgebra de Banach equipada com uma função involução. Uma C*-álgebra

é uma álgebra de Banach com involução para a qual vale

6. ‖a∗a‖ = ‖a‖2, ∀a ∈ A.

Exemplo 1.6. Seja H um espaço de Hilbert e seja B(H) o conjunto de todos os

operadores lineares limitados

T : H → H.

Levando em consideração a estrutura usual de espaço vetorial em B(H), definimos o

produto TS, para T, S ∈ B(H), como sendo a composição de operadores. A norma

de um operador T ∈ B(H) é definida por

‖T‖ = sup {‖T (ξ)‖ : ξ ∈ H, ‖ξ‖ ≤ 1} ,

enquanto que a involução de um operador T é definida como o adjunto usual de T ,

isto é, T ∗ é o único operador linear em H que satisfaz

〈T (ξ), η〉 = 〈ξ, T ∗(η)〉,∀ξ, η ∈ H.

Então, B(H) é uma C*-álgebra com a norma e a involução assim definidas.

Exemplo 1.7. Seja X um espaço topológico localmente compacto e seja C0(X) o

espaço vetorial complexo de todas as funções cont́ınuas f : X → C que se anulam
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no infinito, isto é, para todo ε > 0 existe um compacto K ⊆ X tal que |f(x)| < ε

para todo x ∈ K. Dadas f, g ∈ C0(X), defina uma nova função, denotada por fg,

por

(fg)(x) = f(x)g(x) para todo x ∈ X.

Com esta operacão de multiplicação, C0(X) torna-se uma álgebra sobre C. Além

disto, C0(X) é uma álgebra de Banach com a norma definida por

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

Ainda, C0(X) pode ser tornada uma C*-álgebra se considerar-mos a involução dada

pela conjugação ponto a ponto, isto é, dada uma função f ∈ C0(X), definimos f ∗

como sendo a função dada por f ∗(x) = f(x) para todo x ∈ X.

Observe que, quando X é compacto, a possibilidade de tomarmos K = X nos

diz que toda função cont́ınua se anula no infinito, isto é, C0(X) coincide com C(X),

espaço formado pelas funções cont́ınuas.

Definição 1.8. Seja A uma C*-álgebra. Um subconjunto B ⊆ A é uma sub-C*-

álgebra de A quando B é uma sub-álgebra fechada de A invariante pela involução,

isto é, B∗ ⊆ B onde B∗ = {b∗ : b ∈ B}.

Uma sub-C*-álgebra é, em si, uma C*-álgebra com as operações induzidas pela

álgebra ambiente. Assim, dado um subconjunto qualquer S de uma C*-álgebra A,

podemos considerar a interseção de todas as sub-C*-álgebras de A que contém S,

o que resulta numa C*-álgebra que contém S e que é a menor de todas as sub-C*-

álgebras de A com esta propriedade. Tal sub-C*-álgebra é chamada a C*-álgebra

gerada por S.

Exemplo 1.9. Seja H um espaço de Hilbert e seja K(H) o conjunto de todos os
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operadores lineares compactos em H. Então K(H) é uma sub-C*-álgebra de B(H)

e portanto é uma C*-álgebra.

Definição 1.10. Seja A uma C*-álgebra.

1. Um elemento a ∈ A é dito normal se a∗a = aa∗;

2. Se A tem unidade, um elemeto a ∈ A é dito unitário se a∗a = aa∗ = 1;

3. Um elemento a ∈ A é dito auto-adjunto se a∗ = a;

4. Se A tem unidade, um elemento a é dito positivo, denotado a ≥ 0, se a for

auto-adjunto e σ(a) ⊆ R+.

Um fato simples, porém muito útil, nos diz que todo elemento em uma álgebra

de Banach com involução é combinação linear de elementos auto-adjuntos. Mais

precisamente:

Proposição 1.11 (Decomposição Cartesiana). Seja A uma álgebra de Banach com

involução. Dado a ∈ A, existem elementos x, y ∈ A tais que x∗ = x, y∗ = y e

a = x+ iy. Além disso, a decomposição é única.

Demonstração: Observe que

x =
a+ a∗

2
e y =

a− a∗

2i

satisfazem as condições do enunciado. Para provar a unicidade da decomposição,

observe que se a = w + iz com w e z auto-adjuntos, então

2x = a+ a∗ = 2w

e, portanto, x = w. Analogamente, mostra-se que y = z.
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Ainda, os elementos auto-adjuntos em uma C*-álgebra apresentam um proprie-

dade muito interessante, como segue.

Teorema 1.12. Seja A uma C*-álgebra. Se a ∈ A é um elemento auto-adjunto,

então r(a) = ‖a‖.

Demonstração: Segue da C*-identidade que ‖a2‖ = ‖a‖2 e, por indução em n,

‖a2n‖ = ‖a‖2n. Assim,

r(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n = lim
n→∞

‖a2n‖1/2n = ‖a‖.

A fórmula acima utilizada para calcular o raio espectral de a pode ser encontrada

em [Ex].

�

Uma consequência do teorema anterior é o fato de que a norma em uma C*-

álgebra é única. Mais precisamente:

Corolário 1.13. Seja A uma álgebra de Banach com involução. Então existe no

máximo uma norma que torna A uma C*-álgebra.

Demonstração: Sejam ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2 normas que tornam A uma C*-algebra,

então

‖a‖21 = ‖a∗a‖1 = r(a∗a) = ‖a∗a‖2 = ‖a‖22.

Portanto, ‖a‖1 = ‖a‖2.

�
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Definição 1.14. Dadas álgebras de Banach A e B diremos que uma função ϕ :

A → B é um homomorfismo se ϕ for linear e além disto

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para quaisquer a, b ∈ A. O espectro de A é definido como sendo o conjunto Â

formado por todos os homomorfismos não nulos de A em C.

Além disso, seA e B forem álgebras de Banach com involução, um homomorfismo

ϕ será dito *-homomorfismo se satisfizer

ϕ(a∗) = ϕ(a)∗

para todo a ∈ A.

Definição 1.15. Seja A uma álgebra de Banach comutativa com unidade. Dado

a ∈ A, considere a função â : Â → C dada por â(ϕ) = ϕ(a) para todo ϕ ∈ Â. A

transformada de Gelfand de A é a função

k : A → C(Â)

dada por k(a) = â, para todo a ∈ A.

O próximo teorema é um dos mais importantes da teoria de C*-álgebras. Este

teorema não será provado aqui, mas o leitor interessado pode encontrar a demons-

tração em Exel [Ex], Murphy [Mu] e Sunder [Su].

Teorema 1.16 (Teorema de Gelfand). Seja A uma C*-álgebra comutativa com

unidade. A transformada de Gelfand k : A → C(Â) é um *-isomorfismo isométrico

de A sobre C(Â).

Este teorema consiste em uma ferramenta básica da teoria e, em combinação

com a próxima proposição, nos fornece uma caracterização para elementos normais
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de uma C*-álgebra e nos permite tomar sub-C*-álgebras comutativas apropriadas

de uma C*-álgebra geral.

Proposição 1.17. Seja A uma C*-álgebra e seja a ∈ A. As seguintes afirmações

são equivalentes:

1. a é normal;

2. A C*-álgebra gerada por a é comutativa;

3. Se a = x+ iy denota a decomposição cartesiana de a, então xy = yx.

Demonstração: Para provar a implicação 1 ⇒ 2 , repare que a e a∗ comutam,

pois a é normal e assim a C*-álgebra gerada por a é comutativa. A implicação

2 ⇒ 3 é imediata. Finalmente, para provar a implicaçao 3 ⇒ 1 , note que a∗a =

(x+iy)∗(x+iy) = (x−iy)(x+iy) = x2+y2 = (x+iy)(x−iy) = (x+iy)(x+iy)∗ = aa∗.

�

Agora enunciamos, sem prova, um forte corolário do Teorema de Gelfand. A

demonstração pode ser encontrada em Murphy [Mu] e Sunder [Su], por exemplo.

Corolário 1.18. Sejam a um elemento normal de uma C*-álgebra com unidade,

B a sub-C*-álgebra gerada por {1, x} e z : σ(a) → C a aplicação inclusão. Então,

existe um único *-isomorfismo isométrico ϕ : C(σ(a))→ B tal que ϕ(z) = a.

O grande ganho a partir do corolário anterior é que ele permite associar proprie-

dades de algumas funções cont́ınuas definidas em compactos com elementos normais

de C*-álgebras com unidade. Mais especificamente:

Proposição 1.19. Seja A uma C* -algebra com unidade. Então:

11



1. a ∈ A é normal e σ(a) ⊆ R se, e somente se, a é auto-adjunto;

2. u ∈ A é normal e σ(u) ⊆ T se, e somente se, u é unitário, onde T =

{µ ∈ C : |µ| = 1};

3. p é normal e σ(p) ⊆ {0, 1} se, e somente se, p é uma projeção.

Demonstração:

1. Seja a ∈ A um elemento normal e tal que σ(a) ⊆ R. Como a é normal, segue

que a sub-C*-álgebra B gerada por {1, a} é comutativa. Pelo corolário, existe

um *-isomorfismo ϕ entre B e C(σ(a)) tal que a aplicação inclusão é levada

em a. Repare que, como σ(a) ⊆ R, temos a = ϕ(z) = ϕ(z) = a∗, isto é, a é

auto-adjunto. Reciprocamente, se a ∈ A é auto-adjunto é imediato verificar

que a é normal e σ(a) ⊆ R.

2. Seja u ∈ A um elemento normal e tal que σ(u) ⊆ T. Como u é normal, segue

que a sub-C*-álgebra B gerada por {1, u} é comutativa. Pelo corolário, existe

um *-isomorfismo isométrico ϕ entre B e C(σ(u)) tal que a aplicação inclusão é

levada em u. Assim, seja eiθ ∈ r(u) ⊆ T, e note que z∗z(eiθ) = z∗(eiθ)z(eiθ) =

e−iθeiθ = 1. Logo, u∗u = ϕ(z)ϕ(z) = ϕ(z∗)ϕ(z) = ϕ(z∗z) = ϕ(1) = 1. O caso

uu∗ = 1 é análogo. Reciprocamente, se u é unitário, é imediato verificar que

u é normal. Suponha então que u ∈ A é normal mas σ(u) * T. Utilizando

argumentos análogos aos anteriores, verifica-se que u não pode ser unitário.

Logo, se u é unitário, σ(u) ⊆ T.

3. Seja p ∈ A um elemento normal e tal que σ(p) ⊆ {0, 1}. Como p é normal,

segue que a sub-C*-álgebra B gerada por {1, p} é comutativa. Pelo corolário,

existe um *-isomorfismo ϕ entre B e C(σ(p)) tal que a aplicação inclusão é

12



levada em p. Assim, repare que p2 = ϕ(z)2 = ϕ(z2) = ϕ(z) = p. Além disso,

segue do item 1 que p∗ = p. Logo, p é uma projeção. Reciprocamente, seja

p ∈ A uma projeção. Da igualdade p = p∗ segue que p é normal. Além disso,

da igualdade, p2 = p, segue que p anula o polinômio f(z) = z2 − z. Então,

pelo Teorema da Aplicação Espectral, f(σ(p)) = σ(f(p)) = σ(0) = 0, isto é,

σ(p) ⊆ {0, 1}.

�

O conceito de positividade é fundamental em análise funcional e, como não pode-

ria deixar de ser, representa um papel muito importante na teoria das C*-álgebras.

Dedicamo-nos agora a introduzir as noções básicas de positividade no nosso con-

texto.

Proposição 1.20. Seja A uma C*-álgebra com unidade.

1. (Decomposição de Jordan) Todo elemento auto-adjunto a ∈ A pode ser escrito

como a diferença de elementos positivos a+ e a− tais que a+a− = 0;

2. Se a e −a são ambos positivos, então a = 0;

3. Seja a ∈ A um elemento auto-adjunto e seja µ uma constante tal que µ ≥ ‖a‖.

Então a é positivo se e somente se ‖µ− a‖ ≤ µ;

4. Se a e b são positivos então a+ b também é positivo;

5. Se a é um elemento auto-adjunto, então a ≤ ‖a‖ no sentido em que ‖a‖− a é

positivo.

Demonstração:
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1. Dado a ∈ A auto-adjunto, a sub-C*-álgebra B ⊆ A gerada por {1, a} é comu-

tativa e, pelo Teorema de Gelfand, isomorfa à C(B̂). Identificando B e C(B̂)

através da transformada de Gelfand podemos pensar em a como uma função

real cont́ınua em B̂ e, reciprocamente, toda função cont́ınua em B̂ pode ser

interpretada como um elemento de B. Seja portanto

a+ = max {a, 0} e a− = max {−a, 0} .

É claro que a = a+ − a−, que a+a− = 0, e que a+ e a− são funções reais

positivas e portanto elementos positivos de B.

2. Suponha agora que a e −a são positivos. Então temos que, por um lado

σ(a) ⊆ R+ e por outro lado, σ(a) ⊆ R−, de onde σ(a) = {0} e portanto

‖a‖ = r(a) = 0, pois, em particular, a é auto-adjunto.

3. Como a é auto-adjunto, segue que σ(a) ⊆ R e r(a) = ‖a‖. Assim, temos que

σ(a) ⊆ [−‖a‖, ‖a‖] ⊆ [−µ, µ].

Além disto,

‖µ− a‖ = r(µ− a) = sup |µ− λ| = supµ− λ

Segue, portanto, que ‖µ− a‖ ≤ µ se, e somente se, σ(a) ⊆ R+.

4. Sejam a e b elementos positivos. Por 3 temos que
∥∥‖a‖ − a

∥∥ ≤ ‖a‖ e que∥∥‖b‖ − b∥∥ ≤ ‖b‖. Seja µ = ‖a‖+ ‖b‖ ≥ ‖a+ b‖. Assim, vale que

∥∥µ−(a+b)
∥∥ =

∥∥(‖a‖−a)+(‖b‖−b)
∥∥ ≤ ∥∥‖a‖−a∥∥+

∥∥‖b‖−b∥∥ ≤ ‖a‖+‖b‖ = µ,

de onde a+ b é positivo, utilizando 3 novamente.
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5. Seja a ∈ A um elemento auto-adjunto. Então, como a é auto-adjunto, temos

que que σ(a) ⊂ [−‖a‖, ‖a‖]. Usando o Teorema da Aplicação Espectral para

f(z) = ‖a‖ − z, temos σ(‖a‖ − a) = σ(f(a)) = f(σ(a)) e consequentemente

σ(‖a‖ − a) ⊆ [0, 2‖a‖]. Assim ‖a‖ − a é positivo.

�

Corolário 1.21. Se A é uma C*-álgebra, seja Asa o conjunto dos elementos auto-

adjuntos de A. Se x, y ∈ Asa, diremos que x ≥ y (ou equivalentemente, y ≤ x) se

x− y for um elemento positivo de A. Isto define uma relação de ordem parcial em

Asa.

Demonstração: A reflexividade segue do fato de que 0 ≥ 0. A transitividade

segue do fato de que (a+ b) ≥ 0 se a ≥ 0 e b ≥ 0. A antissimetria segue do fato de

que a = 0 se a ≥ 0 e −a ≥ 0.

�

A seguir damos duas caracterizações alternativas para elementos positivos. Am-

bas podem ser encontradas em [Ex].

Teorema 1.22. Seja A uma C*-álgebra com unidade. Dado a ∈ A, são equivalen-

tes:

1. a é positivo;

2. Existe um elemento auto-adjunto b ∈ A tal que b2 = a;

3. Existe b ∈ A tal que b∗b = a.

Uma consequência simples, porém muito útil, do resultado acima é:
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Corolário 1.23. Se a é um elemento positivo, então b∗ab também é positivo para

todo b ∈ A.

Demonstração: De fato, sabendo-se que a = c∗c para algum c ∈ A, temos que

b∗ab = b∗c∗cb = (cb)∗(cb).

�

Definição 1.24. Seja A uma álgebra de Banach com involução e H um espaço de

Hilbert. Uma representação de A em H é um *-homomorfismo

π : A → B(H),

isto é, um homomorfismo que satisfaz π(a∗) = π(a)∗ para todo a ∈ A.

Terminamos esta seção expondo um importante resultado. De fato, é por causa

deste resultado que as C*-álgebras se tornam um caso tão importante de álgebras

de Banach. O resultado afirma que toda C*-álgebra possui uma representação

isométrica, e portanto que toda C*-álgebra pode ser vista como uma sub-C*-álgebra

de B(H). A demonstração pode ser encontrada em Exel [Ex], Murphy [Mu] e Sunder

[Su].

Teorema 1.25 (Teorema de Gelfand-Naimark-Segal). Para qualquer C*-álgebra A,

existe uma representação isométrica de A em um espaço de Hilbert.

1.2 Um exemplo: Mn(C)

Como mencionado anteriormente, toda estrutura algébrica aqui abordada será

considerada sobre o corpo C dos números complexos. Dessa forma, não há perda

de generalidade em associar um espaço de Hilbert de dimensão n com o espaço Cn.
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O produto interno entre vetores x, y ∈ Cn será escrito como 〈x, y〉 ou como x∗y.

Adotamos a convenção de que o produto interno é sesquilinear, isto é, antilinear na

primeira variável e linear na segunda.

Pelo último teorema da seção anterior, existe uma representação isométrica de

Mn(C) em um espaço de Hilbert. De fato, podemos corresponder uma matriz A

em Mn(C) com um operador T definido em Cn quando ξ = T (η) se, e somente se,

[ξ]β = A[η]β, onde β é uma base para Cn e ξ, η ∈ Cn. Além disso, vale que A∗

está associada à T ∗ na correspondência anterior. Dizemos então que a matriz A

representa o operador T na base β. Dessa forma, podemos identificar um operador

T ∈ B(Cn) com a matriz A ∈ Mn(C) que representa o operador T na base β. Não

faremos distinção entre um operador em B(Cn) e sua representação A ∈Mn(C).

As definições para elementos normais, unitários e auto-adjuntos em Mn(C) serão

utilizadas como na seção anterior, visto que, tradicionalmente, elas são feitas da

mesma forma. Apenas observamos que, às vezes chamamos uma matriz auto-adjunta

de matriz hermitiana.

Por simplicidade de notação, por vezes identificaremos Mn = Mn(C). Dito isto,

comecemos com a seguinte definição:

Definição 1.26. Uma matriz B ∈ Mn é unitariamente equivalente a uma matriz

A ∈ Mn se existe uma matriz U ∈ Mn unitária tal que B = U∗AU . Vale que a

equivalência unitária é uma relação de equivalência. Se A ∈ Mn é unitariamente

equivalente a uma matriz diagonal, dizemos que A é unitariamente diagonalizável.

Proposição 1.27. Se A = [aij] ∈ Mn e B = [bij] ∈ Mn são unitariamente equiva-

lentes, então
n∑
i,j

|bij|2 =
n∑
i,j

|aij|2.
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Demonstração: Observe que
∑

i,j |aij|
2 = trA∗A. Assim, é suficiente mostrar

que trB∗B = trA∗A. De fato, se B = U∗AU , então trB∗B = trU∗A∗UU∗AU =

trU∗A∗AU = trA∗AUU∗ = trA∗A, utilizando que trXY = trY X para todo X, Y ∈

Mn.

�

Feito isso, podemos passar a definição de matriz positiva definida e matriz posi-

tiva semidefinida.

Definição 1.28. Uma matriz hermitiana A ∈Mn é dita positiva definida se

x∗Ax > 0 ∀x ∈ Cn com x 6= 0.

Além disso, A é dita positiva semidefinida se

x∗Ax ≥ 0 ∀x ∈ Cn.

Por brevidade, usaremos o termo matriz positiva para nos referirmos a uma

matriz positiva definida ou a uma matriz positiva semidefinida. Algumas vezes, se

quisermos enfatizar que a matriz é positiva definida, diremos que ela é estritamente

positiva. Ainda, usaremos a notação A ≥ 0 para dizer que a matriz A é positiva e a

notação A > 0 para dizer que a matriz A é estritamente positiva. Uma generalização

para a definição de positividade estrita será apresentada na próxima seção.

É importante deixar claro que não há ambiguidade de notação entre a última

definição e aquela de elementos positivos em uma C*-álgebra. De fato, se A é uma

matriz positiva então A é auto-adjunta por definição e se λ é um autovalor de A

associado a um autovetor unitário x, temos λ = x∗λx = x∗Ax ≥ 0. Como o espectro

de uma matriz é precisamente o conjunto de seus autovalores, segue que A é positiva

vista como um elemento da C*-álgebra Mn(C).
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Além das caracterizações para elementos positivos de C*-álgebras mostradas no

Teorema 1.19, apresentamos mais uma para o caso da álgebra das matrizes.

Proposição 1.29. Seja A ∈ Mn. Então A é positiva se, e somente se, existem

vetores x1, . . . , xn em Cn tais que

aij = 〈xi, xj〉.

A é estritamente positiva se, e somente se, os vetores x1, . . . , xn são linearmente

independentes.

Demonstração: Se A é positiva, existe B ∈ Mn tal que B∗B = A. Assim,

basta tomar xi como sendo a i-ésima coluna de B. Se A é estritamente positiva,

o posto de A é n e o mesmo vale para B, de onde segue que as colunas de B são

linearmente independentes.

Reciprocamente, se A = [aij] com aij = 〈xi, xj〉 então A é hermitiana, pois

aij = 〈xi, xj〉 = 〈xj, xi〉 = aji. Além disso,

y∗Ay =
n∑

i,j=1

aijyiyj =
n∑

i,j=1

〈xi, xj〉yiyj =
n∑

i,j=1

〈yixi, yjxj〉

=

〈
n∑
i=1

yixi,
n∑
j=1

yjxj

〉
=

wwwww
n∑
i=1

yixi

wwwww
2

≥ 0,

onde y = (y1, . . . , yn). Portanto A é positiva. Repare ainda que, a igualdade acima

pode acontecer somente se
n∑
i=1

yixi = 0

e, assumindo que os vetores x1, . . . , xn são linearmente independentes, a única

solução é a trivial y = 0.

�
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1.3 Teorema de Birkhoff

O Teorema de Birkhoff é um importante resultado sobre os pontos extremais

do conjunto convexo das matrizes duplamente estocásticas. Comecemos definindo

um conjunto convexo.

Definição 1.30. Um conjunto K é dito convexo se, dados x, y ∈ K, todos os pontos

do segmento de reta que liga x e y também pertencem a K. Isto é, dados x, y ∈ K,

temos tx+ (1− t)y ∈ K para todo 0 ≤ t ≤ 1.

Exemplo 1.31. O conjunto das matrizes auto-adjuntas é convexo. O mesmo vale

para o conjunto das matrizes positivas. Com efeito, dados A,B ∈Mn auto-adjuntas

e 0 ≤ t ≤ 1, temos que [tA + (1 − t)B]∗ = tA∗ + (1 − t)B∗ = tA + (1 − t)B.

Além disso, para X, Y ∈ Mn positivas e 0 ≤ t ≤ 1, temos x∗[tA + (1 − t)B]x =

tx∗Ax+ (1− t)x∗Bx ≥ 0, para todo x ∈ Cn.

Definição 1.32. Seja K um conjunto convexo fechado. Um ponto z ∈ K é dito

extremal se puder ser escrito como combinação convexa de pontos de K somente na

forma trivial. Isto é, se z = tx+(1− t)y, com 0 ≤ t ≤ 1 e x, y ∈ K, então x = y = z.

Definição 1.33. Seja p uma permutação dos inteiros (1, . . . , n). Associamos uma

matriz P com a permutação p da seguinte forma:

P = [pij] =

{
1, se j = p(i)

0, caso contrário

A matriz P é dita matriz de permutação ou simplesmente uma permutação.

Definição 1.34. Uma matriz S = [sij] ∈Mn é dita duplamente estocástica se todas

suas entradas são não-negativas e a soma de cada linha e cada coluna é 1, isto é, se

satisfaz as seguintes condições:
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1. sij ≥ 0 para todo i, j;

2.
∑

i sij = 1 para todo j;

3.
∑

j sij = 1 para todo i.

O próximo Teorema pode ser encontrada em Horn e Johnson [HJ] e em Lax [Lx].

A demonstração aqui apresentada segue a demonstração utilizada por Lax.

Teorema 1.35 (Teorema de Birkhoff). Os pontos extremais do conjunto das ma-

trizes duplamente estocásticas são, precisamente, as permutações. Portanto, toda

matriz duplamente estocástica é uma combinação convexa de permutações.

Demonstração: Segue da definição 1.34 que nenhuma entrada de uma ma-

triz duplamente estocástica pode ser maior do que 1. Assim, se S é duplamente

estocástica, temos que

0 ≤ sij ≤ 1. (1.1)

Afirmamos que todas as permutações são pontos extremais no conjunto das matrizes

duplamente estocásticas. De fato, suponha

P =
A+B

2

com A e B duplamente estocásticas. Isto é,

pij =
aij + bij

2

Observe que, se pij = 1, então aij + bij = 2 e, por (1.1), pij = aij = bij = 1.

Analogamente, se pij = 0, temos que pij = aij = bij = 0. Isto mostra que A = B =

P .
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Provemos agora a rećıproca. Comecemos provando que se S é duplamente es-

tocástica e possui uma entrada entre 0 e 1

0 < si0j0 < 1

então S não é um ponto extremal. Para ver isso, vamos construir uma sequência de

entradas, todas entre 0 e 1 e tais que as entradas são tomadas, alternadamente, na

mesma linha ou na mesma coluna. Isto é, escolhemos j1 tal que

0 < si0j1 < 1.

Note que isso é posśıvel porque a soma das entradas da i0-ésima linha deve ser igual

a 1. Analogamente, como a soma das entradas da j1-ésima coluna deve ser igual a

1, podemos escolher uma linha i1 tal que

0 < si1j1 < 1.

Continuamos procedendo dessa forma até que uma mesma entrada seja alcançada

duas vezes. Teremos então constrúıdo uma cadeia fechada

sikjk → sikjk+1
→ . . .→ simjm = sikjk (1.2)

Definimos agora uma matriz N como segue:

1 ) As entradas de N são nulas, exceto por aquelas que aparecem na cadeia (1.2);

2 ) As entradas de N que aparecem na cadeia são 1 e −1, em sucessão;

Repare que a matriz N tem a seguinte propriedade:

3 ) A soma das entradas de cada linha e cada coluna de N é 0.

Definimos agora, duas matrizes A e B por

A = S + εN, B = S − εN
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Segue de 3 ) que a soma das entradas de cada linha e cada coluna de A e B é igual a 1.

Por 1 ) e pela construção, as entradas de S são positivas em todos os pontos onde N

tem uma entrada não nula. Segue, portanto, que ε pode ser tomado suficientemente

pequeno para que A e B tenham entradas não-negativas. Isto mostra que A e B são

matrizes duplamente estocásticas. Como A 6= B e

S =
A+B

2
,

segue que S não é um ponto extremal no conjunto das matrizes duplamente es-

tocásticas.

Dáı, segue que os pontos extremais do conjunto das matrizes duplamente es-

tocásticas tem entradas não diferentes de 0 ou 1. Segue da definição 1.34 que cada

linha e cada coluna tem exatamente uma entrada igual a 1 e, portanto, é uma

permutação. Isto completa a prova da rećıproca.

�
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Caṕıtulo 2

Propriedades Espectrais de

Aplicações Positivas

Nesse caṕıtulo, vamos analisar os resultados obtidos por Evans e Høegh-Krohn

em [EH-K]. Veremos que aplicações positivas em C*-álgebras de dimensão finita

possuem propriedades espectrais semelhantes às obtidas por Perron e Frobenius

para matrizes com entradas positivas. Por exemplo, veremos que o raio espectral de

uma aplicação positiva e irredut́ıvel é um autovalor associado a um único autovetor

positivo.

2.1 Aplicações Positivas em C*-álgebras

Definição 2.1. Sejam A e B C*-algebras. Uma aplicação linear φ : A → B é dita

auto-adjunta se φ(x∗) = φ(x)∗ para todo x ∈ A e é dita positiva se φ(x∗x) ≥ 0

para todo x ∈ A. No caso em que A = B tem unidade, dizemos que φ é unital se

φ(1) = 1. Ainda, φ é dita estocástica se for positiva e unital.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.
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1. Sejam A e B C*-álgebras e π : A → B um *-homomorfismo. Então π é uma

aplicação positiva pois

π(x∗x) = π(x∗)π(x) = π(x)∗π(x) ≥ 0

para todo a ∈ A.

2. SejaA uma C*-álgebra e seja a ∈ A um elemento arbitrário. Defina φ : A → A

por φ(x) = a∗xa para todo x ∈ A. Então φ é uma aplicação positiva pois

φ(x∗x) = a∗x∗xa = (xa)∗xa ≥ 0

para todo x ∈ A. Em geral, φ não é um *-homomorfismo. Alguns autores

referem-se a φ como conjugação por a.

3. Defina φ : Mn(C) → Mn(C) por φ(X) = X t para todo X ∈ Mn(C), onde X t

é a transposta de X. Então φ é uma aplicação positiva pois

φ(X∗X) = (X∗X)t = X t(X∗)t = X t(X t)∗

para todo X ∈Mn(C).

Lema 2.3. Toda aplicação linear positiva φ : A → B é auto-adjunta.

Demonstração: Suponha inicialmente x ∈ A auto-adjunto e escreva x = x+ −

x−, com x± ≥ 0, sua decomposição de Jordan. Assim, por linearidade, temos

φ(x) = φ(x+)− φ(x−). Como φ é positiva por hipótese, temos que φ(x) é diferença

de dois elementos positivos e, portanto, é um elemento auto-adjunto. Agora, mais

geralmente, seja a ∈ A qualquer e escreva a = x+ iy, com x e y auto-adjuntos, sua

decomposição Cartesiana. Novamente por linearidade temos φ(a)∗ = φ(x + iy)∗ =

φ(x)∗ − iφ(y)∗ = φ(x)− iφ(y) = φ(x− iy) = φ(a∗).
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A partir de agora, será importante analisar um caso particular de elementos

positivos em uma C*-álgebra. Seja A uma C*-álgebra, denotaremos por A+ o

conjunto dos seus elementos positivos.

Definição 2.4. Seja A uma C*-álgebra de dimensão finita e seja x ∈ A. Dizemos

que x é estritamente positivo, denotado x > 0, se existe ε > 0 tal que x ≥ ε, isto é,

x é positivo e invert́ıvel. Além disso, dizemos que uma aplicação linear φ : A → A

é estritamente positiva, denotado φ > 0, se φ(x) > 0 para todo x ∈ A+ não nulo.

Definição 2.5. Seja A uma C*-álgebra de dimensão finita. Um funcional linear

τ : A → C é dito um traço em A se τ(xy) = τ(yx) para todo x, y ∈ A. Além disso,

um traço τ será dito:

1. normalizado se A tem unidade e τ(1) = 1;

2. positivo se τ(x∗x) ≥ 0 para todo x ∈ A;

3. fiel se for positivo e τ(x∗x) > 0 para todo x ∈ A com x 6= 0.

Exemplo 2.6. A C*-álgebra Mn(C) admite um único traço normalizado fiel

Tr(A) =
1

n

n∑
i=1

aii para todo A ∈Mn(C), onde A = [aij].

De fato, para ver isso precisamos apenas mostrar que todos os estados traciais as-

sumem o mesmo valor nas projeções de posto 1, já que estas formam um base para

para Mn(C). Portanto, se mostrarmos que todas as projeções de posto 1 são uni-

tariamente equivalentes, o resultado seguirá imediatamente. Para isso, sejam P e

Q projeções de posto 1 tais que P = ee∗ e Q = ff ∗, onde e, f ∈ Cn são vetores

unitários. Assim, existe uma matriz unitária U ∈Mn(C) tal que Ue = f . Portanto,

temos Q = Ue(Ue)∗ = U(ee∗)U∗ = UPU∗.
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Definição 2.7. Sejam A uma C*-álgebra e τ um traço normalizado fiel em A.

Defina

〈x, y〉 = τ(y∗x) para todo x, y ∈ A.

Seja, ainda, φ uma aplicação linear em A, definimos a adjunta de φ, denotada por

φ∗ como sendo a única aplicação linear tal que

〈φ(x), y〉 = 〈x, φ∗(y)〉 para todo x, y ∈ A.

Observação. Quando dizemos que uma aplicação linear φ em A é auto-adjunta

ou positiva, estaremos sempre falando no sentido da C*-álgebra e não no sentido

de espaços de Hilbert. Em outras palavras, dizer que φ é auto-adjunta significa

dizer que, como na definição, φ(x∗) = φ(x)∗ para todo x ∈ A e não que φ = φ∗.

Similarmente, quando dizemos que φ é uma aplicação positiva, queremos dizer que

φ(x∗x) ≥ 0 para todo x ∈ A e não que 〈φ(x), x〉 ≥ 0 para todo x ∈ A.

As duas seguintes proposições não serão provadas. Ambas podem ser encontradas

em [EH-K].

Proposição 2.8. Uma aplicação linear φ é auto-adjunta, respectivamente positiva,

se, e somente se, φ∗ é auto-adjunta, respectivamente positiva.

Proposição 2.9. Uma aplicação linear φ é estritamente positiva se, e somente se,

〈φ(x), y〉 > 0 para todo x, y ∈ A+ não nulos.

Segue de imediato da proposição acima que φ é estritamente positiva se, e so-

mente se, φ∗ é estritamente positiva.

Definição 2.10. Um cone M em A+ é dito hereditário se, para cada x ∈ A tal

que 0 ≤ x ≤ y com y ∈ M , vale que x ∈ M . Uma sub-C*-álgebra B de A é dita

hereditária se B+ é hereditário em A+.
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Proposição 2.11. Seja A uma C*álgebra de dimensão finita. Se p é uma projeção

em A, então pAp é hereditário em A. Além disso, se B é sub-C*-álgebra de A,

então existe uma única projeção p em A tal que B = pAp.

Demonstração: De fato, seja p uma projeção em A e assuma 0 ≤ b ≤ pap

com a, b ∈ A. Note que b − pap ≥ 0 implica (1 − p)(b − pap)(1 − p) ≥ 0, isto é,

0 ≤ (1− p)b(1− p) ≤ (1− p)pap(1− p) = 0. De onde segue que (1− p)b(1− p) = 0.

Assim, ‖b 1
2 (1−p)‖ = ‖(1−p)b(1−p)‖ = 0 e, portanto, b(1−p) = 0. Analogamente,

(1− p)b = 0. Dáı, b = bp = pbp ∈ pAp. A outra afirmação pode ser encontrada em

[EH-K].

�

Definição 2.12. Dizemos que a sub-C*-álgebra hereditária pAp reduz a aplicação

linear positiva φ, ou simplesmente que a projeção p reduz φ, se φ deixa pAp global-

mente invariante. Ainda, dizemos que φ é irredut́ıvel se não pode ser reduzida por

nenhuma sub-C*-álgebra hereditária própria.

Proposição 2.13. Sejam A uma C*-álgebra de dimensão finita e p ∈ A uma

projeção. Então

1. p reduz φ se, e somente se, existe λ > 0 tal que φ(p) ≤ λp.

2. p reduz φ se, e somente se, 1− p reduz φ∗.

A demonstração desta proposição será omitida aqui. O leitor interessado pode

encontrá-la em [EH-K].

Lema 2.14. Seja A uma C*-álgebra finita, realizável em um espaço de Hilbert de

dimensão n. Uma aplicação linear positiva φ em A é irredut́ıvel se, e somente se,

(1 + φ)n−1 > 0.

28



Demonstração: Suponha que φ é irredut́ıvel. Seja y ∈ A+ não nulo. Seja

z = y+φ(y) e, portanto, ker(z) ⊆ ker(y). Suponha inicialmente que ker(z) = ker(y),

isto é, ker(y) ⊆ ker(φ(y)). Em outras palavras, im(φ(y)) ⊆ im(y). Seja p a projeção

sobre a imagem de y. Então φ deixa a sub-C*-álgebra hereditária pAp invariante.

Por irredutibilidade, devemos ter p = 1 e portanto, y invert́ıvel. Assim, se y é não

invert́ıvel, devemos ter dim ker z < dim ker y. Portanto, dim ker(1 + φ)n−1y = 0, e

por consequência, (1 + φ)n−1 > 0. A rećıproca é evidente.

�

Proposição 2.15. Seja A uma C*-álgebra finita, realizável em um espaço de Hilbert

de dimensão n. Uma aplicação linear positiva φ em A é irredut́ıvel se, e somente se,

para quaisquer x, y ∈ A+ não nulos com 〈x, y〉 > 0, existe k > 0 tal que 〈φk(x), y〉 >

0 (nesse caso, k pode ser tomado estritamente menor que n).

Demonstração: Se φ pode ser reduzida por uma projeção p ∈ A, então

〈φk(p), 1 − p〉 = 0, para todo k ≥ 0. Se φ é irredut́ıvel, segue do lema 2.14 que

〈(1 + φ)n−1x, y〉 ≥ 0, para todo x, y ∈ A+ diferentes de zero. Portanto, por ex-

pansão, existe k < n tal que 〈φk(x), y〉 > 0, se 〈x, y〉 = 0. Isto prova a proposição.

�

2.2 Autovetores Positivos

Seja φ uma aplicação linear positiva irredut́ıvel em uma C*-álgebra A. Com

o propósito de produzir autovetores positivos, considere a função real

rx = sup {ρ ∈ R tal que ρx ≤ φ(x)}
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definida em A+. Mostraremos que r atinge valor máximo em um elemento estrita-

mente positivo de A, o qual é unicamente determinado, a menos de multiplicação

por escalar. Como rλx = rx, para qualquer λ > 0 e x 6= 0, é suficiente restringir r

ao conjunto compacto S = {x ∈ A+ tal que τ(x) = 1}. Contudo, r não é necessari-

amente cont́ınua em S, então vamos restringir r ainda mais.

Note que a projeção p sobre a imagem de φ(1) reduz φ e, por irredutibilidade,

p = 1 e φ(1) é invert́ıvel. Assim, se x ∈ A+ e x ≥ ε para algum ε > 0, então φ(x) ≥

εφ(1). Portanto a relação x > 0 implica φ(x) > 0. Mas, rx = ‖φ(x)−
1
2xφ(x)−

1
2‖−1,

para todo x 6= 0 tal que φ(x) é invert́ıvel. Em particular, r é cont́ınua quando

restrita aos elementos estritamente positivos de A. Seja N o conjunto compacto

(1 + φ)n−1S, que está contido no conjunto dos elementos estritamente positivos de

A. Então, rx atinge seu valor máximo r em N , digamos em z. Agora suponha que

x ∈ S. Então, φ(x) − rxx ≥ 0. Portanto (1 + φ(x))n−1[φ(x) − rxx] ≥ 0, isto é,

φ(y)− rxy ≥ 0, onde y := (1 + φ)n−1x ∈ N . Portanto ry ≥ rx, e então

r = max {rx;x ∈ N} = max {rx;x ∈ S}

= max {rx;x ∈ A+}

Seja z ∈ A+ tal que φ(z)− rz ≥ 0. Note que, se φ(x)− rz 6= 0, teremos, pelo Lema

2.14, φ(u)− ru = (1 + φ)n−1[φ(z)− rz] > 0, onde u = (1 + φ)n−1z. Assim, ru > r,

contradizendo a maximalidade de r. Em suma, mostramos que se φ(u) − ru ≥ 0

para u 6= 0 positivo, então φ(u) = ru.

Teorema 2.16. Seja φ uma aplicação linear positiva e irredut́ıvel em uma C*-

álgebra de dimensão finita. Então a função definida em A+ por

rx = sup {ρ ∈ R tal que ρx ≤ φ(x)}

30



atinge valor máximo r = rz em um elemento estritamente positivo z ∈ A, o qual é

unicamente determinado a menos de multiplicação por escalar. Além disso, r é um

autovalor simples de φ com autovetor z.

Demonstração: Resta apenas mostrar que r é um autovalor simples. Suponha

que z′ é um autovetor, o qual pode ser tomado auto-adjunto (decomposição carte-

siana). Suponha que z−
1
2 z′z−

1
2 /∈ C. Assim, podemos encontrar um λ ∈ R tal que

λ − z−
1
2 z′z−

1
2 /∈ C é positivo e não nulo, mas não estritamente positivo (o que é

posśıvel, pois o espectro de um elemnto é compacto, σ(λ−a) = λ−σ(a) e σ(a) ∈ R

se a auto adjunto). Isto é, λz− z′ é positivo e não nulo, mas não estritamente posi-

tivo. Então, (1+φ)n−1(λz−z′) = (1 + r)n−1(λz−z′) e, pelo Lema 2.14, λz−z′ > 0,

contradizendo a afirmação inicial. Logo z−
1
2 z′z−

1
2 ∈ C e, portanto, z′ é um múltiplo

escalar de z.

�

Denotaremos r = r(φ) e z = z(φ) o valor caracteŕıstico e o vetor caracteŕıstico

de φ, respectivamente. Como φ∗ é irredut́ıvel sempre que φ for, podemos consi-

derar r∗ = r(φ∗) e z′ = z(φ∗) o valor caracteŕıstico e o vetor caracteŕıstico de φ∗,

respectivamente.

Com esta notação, temos

r〈z, z′〉 = 〈φ(z), z′〉 = 〈z, φ∗(z′)〉 = r∗〈z, z′〉.

Portanto r = r∗, pois z, z′ > 0. Além disso, se φ(y) = αy para algum y ∈ A+ não

nulo, temos

α〈y, z′〉 = 〈φ(y), z′〉 = 〈y, φ∗(z′)〉 = r〈y, z′〉. (2.1)

Portanto, α = r, pois z′ > 0.
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Se definirmos a função real rx em A+ por

rx = inf {ρ ∈ R tal que ρx ≥ φ(x)}

veremos, por procedimento análogo, que rx atinge valor mı́nimo r̂ em um único

ponto v ∈ N e que, se x ∈ A+ satisfaz r̂x ≥ φ(x), então x é um múltiplo escalar de

v. Além disso, φ(v) = r̂v e, por (2.1), r̂ = r e, pelo Teorema 2.16, v é um múltiplo

escalar de z, pois r é um autovalor simples de φ.

O próximo teorema resume estes resultados.

Teorema 2.17. Seja φ uma aplicação linear positiva irredut́ıvel em uma C*-álgebra

A de dimensão finita. A seguinte função definida em A+,

rx = inf {ρ ∈ R tal que ρx ≥ φ(x)} ,

atinge valor mı́nimo r na mesma direção de z, onde r e z são o valor caracteŕıstico

e o vetor caracteŕıstico de φ dados no Teorema 2.16, respectivamente. Os valores

caracteŕısticos de φ e φ∗ coincidem. Além disso, se φ(y) = αy para algum y ∈ A+

não nulo e α ∈ C, então α = r e y é um múltiplo escalar de z.

Note também que r é o raio espectral de φ. Assumindo φ(u) = αu para algum

u não nulo e α ∈ C, considere a aplicação positiva ψ dada por

ψ(x) =

(
1

r

)
z−

1
2φ(z

1
2xz

1
2 )z−

1
2 , x ∈ A

Então, ψ(1) = 1 e, por consequência ‖ψ‖ = 1. Se z−
1
2uz−

1
2 , vemos que ψ(v) = α

r
v.

Portanto, |α
r
| ≤ ‖ψ‖ = 1.

Agora, considere uma aplicação linear positiva φ em A tomada arbitrariamente

e seja φn uma sequência de aplicações lineares positivas irredut́ıveis que converge

para φ em norma. Então, como zn são autovetores simples, segue que zn converge
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para um autovetor positivo de φ com autovalor r, onde rn converge para r. Além

disso, r é o raio espectral de φ, o qual chamamos de valor caracteŕıstico de φ.

Segue, portanto, o seguinte conhecido teorema.

Teorema 2.18. Seja φ uma aplicação linear positiva em uma C*-álgebra A de

dimensão finita. Se r é o raio espectral de φ, então existe z ∈ A+ não nulo tal que

φ(z) = rz.

2.3 Aplicações de Schwarz

Definição 2.19. Seja φ uma aplicação linear em uma C*-álgebra A. Dizemos que

φ é uma aplicação de Schwarz se φ(1) = 1 e

φ(x∗x) ≥ φ(x)∗φ(x), para todo x ∈ A.

Se α ∈ C, denotamos por Mφ(α) o subespaço espectral ker(φ− α).

Lema 2.20. Seja φ uma aplicação de Schwarz irredut́ıvel em uma C*-álgebra A de

dimensão finita. Então

1. Mφ(1) = C;

2. Para qualquer α ∈ σ(φ) ∩ T, Mφ(α) consiste de mútiplos escalares de um

elemento unitário u. Além disso,

φ(ux) = αuφ(x), para todo x ∈ A.

3. Mφ(α)Mφ(β) ⊆Mφ(αβ), para todo α ∈ T e β ∈ C.

A demonstração deste lema será omitida aqui. O leitor interessado pode en-

contrá-la em [EH-K].
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Seja φ uma aplicação de Schwarz irredut́ıvel. Segue do Lema 2.20 acima que

os autovalores sobre o ćırculo unitário formam um grupo discreto Γ, com gerador

γ = exp(2πi/m) para algum inteiro m. Além disso, Γ age em σ(φ) por multiplicação,

pois Mφ(α)Mφ(β) ⊆ Mφ(αβ) 6= 0 para todo α ∈ Γ e β ∈ σ(φ) (Lema 2.20). Além

disso, se u ∈ Mφ(γ) é unitário, temos φ(uk) = γkuk. Portanto um = 1 e σ(u) ⊆ Γ.

Assim, a decomposição espectral de u é

u =
m−1∑
k=0

γkpk,

onde as projeções espectrais pk estão em A. Da relação φ(u) = γu e do item 2 do

Lema 2.20, temos que φ, restrita à C*-álgebra gerada por u, é um automorfismo.

Da unicidade da decomposição espectral de u e como

u =
m−1∑
k=0

γk+1pk = γu = φ(u) =
m−1∑
k=0

γkφ(pk),

segue que φ(pk) = pk−1, k = 1, 2, . . . ,m−1, e φ(p0) = pm−1. Portanto, cada pk reduz

φm. assim, se φn é irredut́ıvel para todo n, então σ(φ) ∩ T = {1}. Reciprocamente,

se σ(φ) ∩ T = {1}, afimrmamos que φn é irredut́ıvel para todo n. De fato, caso

contrário, suponha que pAp reduz φn para algum n > 1, e para alguma projeção

própria p. Então, pelo Teorema 2.18, existem x ∈ pAp não nulo e α > 0 tais que

φn(x) = αx. Mas φ é recorrente, isto é, φ tem um estado fiel pelo Teorema 2.16 e

portanto α = 1. Assim, (φn − 1)(x) = 0. Mas

φn − 1 =
n−1∏
i=0

(φ− γi), onde γ = exp(2πi/n),

e, além disso, γi /∈ σ(φ) se i 6= 0, pois σ(φ) ∩ T = {1}. Assim (φ − 1)(x) = 0 e,

por consequência, x ∈ C pois φ é irredut́ıvel. Isto contradiz o fato de que p é uma

projeção própria e x ∈ pAp é não nulo.

Mostramos, portanto, o seguinte teorema.
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Teorema 2.21. Seja φ uma aplicação de Schwarz irredut́ıvel em uma C*-álgebra

A de dimensão finita. Então σ(φ) ∩ T forma um subgrupo discreto Γ do ćırculo

unitário T. Cada autovalor em Γ é simples, com correspondentes autovetores que

são múltiplos escalares de um elemento unitário em A. Esses autovetores formam

um grupo abeliano isomorfo à Γ. Se |Γ| = m, γ = exp(2πi/m) e u ∈ Mφ(γ) é

unitário, então σ(u) = Γ e u tem decomposição espectral

u =
m−1∑
k=0

γkpk,

onde φ(pk) = pk−1, k = 1, . . . ,m− 1, e φ(p0) = pm−1. Assim, σ(φ) ∩ T = {1} se, e

somente se, φn é irredut́ıvel para todo n.

Seja ψ uma aplicação estocástica irredut́ıvel em uma C*-álgebra A de dimensão

finita e tal que ψ∗ é uma aplicação de Schwarz. Então, Γ = σ(ψ∗) ∩ T ⊆ σ(ψ∗) =

σ(ψ), e portanto Γ age em σ(ψ). De fato, se v ∈Mψ∗(α), onde α ∈ Γ, temos

〈vψ(x), z〉 = τ(z∗vψ(x)) = 〈ψ(x), v∗z〉

= 〈x, ψ∗(v∗z)〉 = 〈x, ᾱv∗ψ∗(z)〉

= α〈vx, ψ∗(z)〉 = α〈ψ(vx), z〉

para todo z ∈ A. Assim ᾱvψ(x) = ψ(vx), para todo v ∈Mψ∗(α) e x ∈ A. Em par-

ticular, se x ∈ Mψ(β) para algum β ∈ C, então ψ(v∗x) = αβ(v∗x) e analogamente

ψ(xv∗) = αβxv∗. Se u, γ e {p0, . . . , pm−1} são como no enunciado do Teorema 2.21

para a aplicação ψ∗, então cada pk reduz ψm, e a aplicação ψm reduzida por pk é

irredut́ıvel. De fato, caso contrário, suponha que pAp reduz (ψ∗)m, onde p é uma

projeção própria em pkApk. Então, pelo Teorema 2.18, existem x ∈ pAp não nulo e

α > 0 tais que (ψ∗)m(x) = αx. Então, como no Teorema anterior, vemos que α = 1,

e portanto

(ψ∗ − 1)[1 + ψ∗ + . . .+ (ψ∗)m−1](x) = 0.
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Mas, ψ∗ é irredut́ıvel e ψ∗(1) = 1. Assim, pelo Teorema 2.16, temos

x+ ψ∗(x) + . . .+ (ψ∗)m−1(x) ∈ C.

Contudo, isso é imposśıvel pois x ∈ pAp ⊆ pkApk, e (ψ∗)i(x) ∈ pk−iApk−i, para

i = 1, . . . ,m − 1. Segue assim que ψm reduzida por pk é irredut́ıvel. Portanto,

existem únicos z0, . . . , zm−1 em p0Ap0, . . . , pm−1Apm−1, respectivamente, tais que

ψ(zk) = zk−1, ψ(z0) = zm−1, τ(zk) = 1 e zk > 0 em pkApk, para k = 0, 1, . . . ,m− 2.

Então z =
∑
zk é o único estado invariante por ψ.

O seguinte teorema é um resumo da discussão acima.

Teorema 2.22. Seja ψ uma aplicação afim irredut́ıvel no espaço de estados de uma

C*-álgebra de dimensão finita, tal que ψ∗ é uma aplicação de Schwarz. Então 1 é o

único autovalor na circunferência unitária se, e somente se, ψm é irredut́ıvel para

algum m ≥ 1. Em qualquer caso, os autovalores na circunferência unitária formam

um subgrupo discreto Γ que opera em σ(ψ). Se |Γ| = m, existe uma familia maximal

de faces disjuntas de S(A), F0, . . . , Fm−1 tais que ψ(Fk) = Fk−1, k = 0, 1, . . . ,m− 2

e ψ(F0) = Fm−1. Se ω é o único estado invariante por ψ, então ω = (1/m)
∑
ωk,

onde ωk ∈ Fk, ψ(ωk) = ωk+1, k = 0, 1, . . . ,m − 2, ψ(ωm−1) = ω0, e Fk é a face

minimal contendo w0.
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Caṕıtulo 3

Sobre o Teorema de Birkhoff

Neste caṕıtulo concentramos o estudo nos pontos extremais do conjunto

das aplicações duplamente estocásticas completamente positivas sobre a C*-álgebra

Mn(C). Veremos, em certo sentido, uma generalização do clássico Teorema de

Birkhoff 1.35, visto no primeiro caṕıtulo. Para isso, seguiremos o trabalho de Lan-

dau e Streater [LS], onde é apresentada essa generalização. Também veremos o

Teorema de Tregub, encontrado no próprio trabalho de Landau e Streater.

3.1 Aplicações Positivas em Álgebras de Matrizes

Comecemos com alguns exemplos adicionais aos apresentados no Exemplo 2.2.

Exemplo 3.1.

1. A aplicação φ(X) = (TrX)I é estocástica em Mn, onde tr é o traço normali-

zado fiel dado no exemplo 2.6.

2. Para qualquer A ∈ Mn tal que A ≥ 0, a aplicação φ(X) = A ◦ X é positiva

em Mn. Lembramos que A ◦X denota o produto de Schur de A por X, isto

é, (A ◦X)ij = aijxij onde A = [aij] e X = [xij].
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3. Qualquer combinação linear positiva de aplicações positivas é uma aplicação

positiva.

Vimos na Definição 2.5 que um traço em uma C*-álgebra de dimensão finita

é um funcional linear ćıclico e no exemplo 2.6 vimos que existe um único traço

normalizado fiel em Mn(C). No entanto, a partir de agora, quando nos referirmos

ao traço de um elemento em Mn(C) estaremos nos referindo ao traço usual de uma

matriz, isto é,

tr(A) =
n∑
i=1

aii onde A = [aij] ∈Mn(C).

Dito isso, observamos que todo elemento X ∈ Mn pode ser associado com um

funcional linear FX em Mn dado pela seguinte forma

FX(Y ) = tr(X∗Y ) para todo Y ∈Mn (3.1)

Ainda, no espaço Mn é posśıvel definir um produto interno naturalmente por

〈X, Y 〉 := trX∗Y, (3.2)

Assim, FX(Y ) = tr(X∗Y ) = 〈X, Y 〉. Segue do Teorema da Representação de Riesz

que todo funcional linear em Mn pode ser representado unicamente na forma 3.1.

Tais fatos possibilitam a seguinte definição.

Definição 3.2. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação linear. Definimos a adjunta de φ

como sendo a aplicação φ∗ : Mn →Mn tal que

〈φ(X), Y 〉 = 〈X,φ∗(Y )〉 para todo X, Y ∈Mn (3.3)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.3.
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1. Se φ é uma aplicação linear em Mn tal que φ(X) = V ∗XV , então é fácil ver

que φ∗(X) = V XV ∗. De fato, temos 〈φ(X), Y 〉 = 〈V ∗XV, Y 〉 = 〈X, V Y V ∗〉.

2. Sejam A ∈Mn qualquer e φ(X) = A ◦X. Assim φ∗(X) = A∗ ◦X.

A seguinte proposição tem fácil demonstração e portanto será omitida aqui. O

leitor interessado pode encontrá-la em [Ch].

Proposição 3.4. Seja φ uma aplicação linear em Mn. Então φ é positiva se, e

somente se, φ∗ é positiva. Além disso, φ é unital se, e somente se, φ∗ preserva

traço, isto é, trφ∗(X) = trX para todo X ∈Mn.

Passamos agora a definição de aplicação duplamente estocástica.

Definição 3.5. Uma aplicação positiva φ : Mn →Mn é dita duplamente estocástica

se for unital e preservar traço. Note que, pela proposição 3.4, dizer que uma aplicação

linear φ é duplamente estocástica é o mesmo que dizer que tanto φ quanto sua

adjunta φ∗ são aplicações estocásticas.

Agora, para adentrarmos o estudo dos pontos extremais das aplicações dupla-

mente estocásticas, resta-nos a definição de aplicação completamente positiva em

Mn(C). Mas para isso, será necessário apresentar o produto tensorial de espaços de

Hilbert.

3.2 Produto Tensorial

O conceito de produto tensorial de estruturas algébricas é extremamente útil

em diversas áreas da matemática. Aqui, vamos abordar, inicialmente, o produto

tensorial de espaços vetoriais e, em seguida, o produto tensorial de espaços de Hil-

bert. Terminaremos a seção exibindo o produto de Kronecker, que pode ser vista
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como sendo o produto tensorial em coordenadas e que será, na prática, a operação

usada sobre matrizes.

Comecemos pela definição abstrata.

Definição 3.6. Sejam U e V espaços vetoriais de dimensões m e n, respectivamente.

Chamamos de produto tensorial de U por V a todo par (Z,Ψ) que satisfaça os

seguintes axiomas:

1. Z é um espaço vetorial e Ψ : U ×V → Z é uma aplicação bilinear do par U, V

em Z;

2. dimZ = dimU dimV ;

3. Ψ(U×V ) gera Z, isto é, todo elemento de Z pode ser obtido como combinação

linear de elementos de Ψ(U × V ).

Os axiomas 2 e 3, na presença do axioma 1, poderiam ser substitúıdos por um

único axioma, assim enunciado:

2’. Se βU = {e1, . . . , em} e βV = {f1, . . . , fn} são bases de U e V respectivamente,

então a mn-upla Ψ(ei, fj), com 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, forma uma base de Z.

O caminho a seguir é dedicado a mostrar a existência e a unicidade do produto

tensorial. Comecemos pela existência.

Teorema 3.7 (Construção do Produto Tensorial). Dados espaços vetoriais U e V ,

existe o produto tensorial de U por V , isto é, existe um par (Z,Ψ) satisfazendo os

axiomas da definição 3.6.
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Demonstração: Sejam βU = {e1, . . . , em} e βV = {f1, . . . , fn} bases de U e V ,

respectivamente. Seja Z um espaço vetorial qualquer de dimensão mn. Escolhamos

βZ = {h11, . . . , hij, . . . , hmn}

uma base de Z. Ainda, definamos Ψ : U × V → Z nos pares (ei, fj), com ei ∈ βU e

fj ∈ βV , por Ψ(ei, fj) = hij e estendamos Ψ por linearidade em U × V . É evidente

que o par (Z,Ψ) satisfaz os axiomas da definição 3.6.

�

De agora em diante, indicaremos um produto tensorial de U por V com U ⊗ V .

Assim, Ψ(u, v) será substitúıdo por u ⊗ v (lê-se: u tensor v). Observamos ainda

que, na definição de produto tensorial 3.6, não se tem Ψ(U × V ) = Z. Em outras

palavras, nem todo elemento de U⊗V pode ser escrito na forma u⊗v, embora todo

z ∈ U ⊗ V se exprima como z =
∑
uk ⊗ vk. Os tensores da forma u ⊗ v são ditos

decompońıveis.

O próximo teorema não será demonstrado aqui, mas sua demonstração pode ser

encontrada em [Li] e [La], por exemplo.

Teorema 3.8. Sejam U ⊗ V um produto tensorial de U por V e W um espaço

vetorial qualquer. Se g : U × V → W é uma aplicação bilinear, então existe uma

única aplicação linear g̃ : U ⊗ V → W tal que g̃(u⊗ v) = g(u, v) para todo u ∈ U e

v ∈ V .

A partir do Teorema 3.8 acima, mostramos a unicidade do produto tensorial de

espaços vetoriais.
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Teorema 3.9 (Unicidade do Produto Tensorial). Sejam U⊗V e U�V dois produtos

tensoriais de U por V . Então existe um isomorfismo canônico de U⊗V sobre U�V

que leva u⊗ v em u� v, para todo u ∈ U e v ∈ V .

Demonstração: A aplicação bilinear g : U × V → U � V que, ao par (u, v),

associa o elemento g(u, v) = u � v, induz, de acordo com o Teorema 3.8, uma

aplicação linear g̃ : U ⊗ V → U � V tal que g̃(u ⊗ v) = u � v. Analogamente, a

aplicação bilinear h : U × V → U ⊗ V tal que h(u, v) = u⊗ v induz uma aplicação

linear h̃(u� v) = u⊗ v. Assim, a aplicação linear composta h̃ ◦ g̃ : U ⊗ V → U ⊗ V

é tal que h̃ ◦ g̃(u ⊗ v) = h̃(u � v) = u ⊗ v, isto é, h̃ ◦ g̃ coincide com a aplicação

identidade no conjunto dos tensores decompońıveis de U ⊗ V . Como tal conjunto

gera U⊗V , segue que h̃◦g̃ é, ela própria, a aplicação identidade. Analogamente, g̃◦h̃

é a aplicação identidade de U �V em U �V . Dáı, segue que g̃ e h̃ são isomorfismos,

inversos um do outro.

�

Observe que a demonstração do Teorema 3.9 mostra que a propriedade do pro-

duto tensorial expressa no Teorema 3.8 serve para caracterizá-lo.

Agora que mostramos a existência e a unicidade do produto tensorial de espaços

vetoriais, podemos, ainda, pensar no produto tensorial de espaços de Hilbert. Dados

H1 e H2 espaços de Hilbert, o produto tensorial H1 ⊗H2 é também um espaço de

Hilbert. Mais especificamente, temos o seguinte resultado, que não será demonstrado

aqui, mas pode ser encontrado em [Mu].

Proposição 3.10. Sejam H1 e H2 espaços de Hilbert. Então, o produto tensorial
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H1 ⊗H2 é um espaço de Hilbert com o único produto interno que satisfaz

〈x1 ⊗ x2, y1 ⊗ y2〉 := 〈x1, y1〉H1〈x2, y2〉H2 ,

onde x1, y1 ∈ H1, x2, y2 ∈ H2 e os produtos internos no lado direito da igualdade

são calculados no espaço de Hilbert indicado.

Também podemos definir o produto tensorial de aplicações lineares.

Definição 3.11. Sejam S : U → W e T : V → Z aplicações lineares. O produto

tensorial de S por T é a aplicação linear S ⊗ T : U ⊗ V → W ⊗ Z caracterizada

pela igualdade

S ⊗ T (u⊗ v) = S(u)⊗ T (v), onde u ∈ U e v ∈ V.

Note que a definição acima faz sentido. Isto é, S ⊗ T é obtida, por meio do

Teorema 3.8, como S ⊗ T = g̃, sendo g : U × V → W ⊗Z a aplicação bilinear dada

por g(u, v) = S(u)⊗ T (v).

Sejam S, T : U → U aplicações lineares. Dada β = {e1, . . . , em} base de U ,

sejam A = [aij] e B = [bij] as matrizes de S e T , respectivamente, na base β.

A matriz A ⊗ B da aplicação linear S ⊗ T : U ⊗ U → U ⊗ U na base β ⊗ β =

{ei ⊗ ej; 1 ≤ i, j ≤ m} é denominada produto de Kronecker das matrizes A e B.

Observe que, como A(ek) =
∑

i aikei e B(eh) =
∑

j bjhej, temos:

(A⊗B)(ek ⊗ eh) = A(ek)⊗B(eh)

=

(∑
i

aikei

)
⊗

(∑
j

bjhej

)
=
∑
i,j

aikbjhei ⊗ ej,

e, portanto:
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A⊗B = (aikbjh) =



a11b11 . . . a11b1n . . . a1nb11 . . . a1nb1n
...

...
...

...

a11bn1 . . . a11bnn . . . a1nbn1 . . . a1nbnn
...

...
...

...

an1b11 . . . an1b1n . . . annb11 . . . annb1n
...

...
...

...

an1bn1 . . . an1bnn . . . annbn1 . . . annbnn



De forma mais compacta, podemos escrever:

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
...

...

an1B . . . annB


Proposição 3.12. Sejam S : U → V , T : V → W , S ′ : U ′ → V ′ e T ′ : V ′ → W ′

aplicações lineares. Então

TS ⊗ T ′S ′ = (T ⊗ T ′)(S ⊗ S ′) : U ⊗ U ′ → W ⊗W ′.

Demonstração: Temos [TS⊗T ′S ′](u×u′) = TS(u)⊗T ′S ′(u′) = (T⊗T ′)[S(u)⊗

S ′(u′)] = [(T ⊗ T ′)(S ⊗ S ′)](u ⊗ u′), quaisquer que sejam u ∈ U e u′ ∈ U ′, o que

demonstra a proposição.

�

3.3 Aplicações Completamente Positivas e Con-

dições de Extremalidade

Nessa seção, em um primeiro momento, vamos apresentar a definição de

aplicação completamente positiva e algumas caracterizações para essas aplicações.

Para isso, seguiremos Choi [Ch]. Na sequência, vamos estudar condições de extrema-
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lidade para aplicações completamente positivas, onde começamos a nos aproximar

do trabalho de Landau e Streater [LS].

Seja Mm(Mn(C)) o espaço das matrizes m×m com entradas em Mn(C). Assim,

cada aplicação linear φ : Mn →Mn induz uma aplicação φm : Mm(Mn)→Mm(Mn)

como na seguinte definição.

Definição 3.13. Seja φ : Mn → Mn uma aplicação linear. Definimos a aplicação

φm : Mm(Mn)→Mm(Mn) tal que

φm([Xij]) = [φ(Xij)]. (3.4)

Dizemos que φ é uma aplicação m-positiva se φm for uma aplicação positiva. Além

disso, se φ for m-positiva para todo m, dizemos que a aplicação φ é completamente

positiva.

Exemplo 3.14.

1. A aplicação dada por φ(X) = X t em M2 é positiva, mas não é 2-positiva. De

fato, considere as matrizes Eij em M2. Então, [Eij] é positiva em M4, mas

[φ(Eij)] não é positiva.

2. Seja V ∈ Mn uma matriz qualquer. A aplicação dada por φ(X) = V ∗XV em

Mn é completamente positiva. De fato, para cada m, note que

[φ(Xij)] = (Im ⊗ V ∗)[Xij](Im ⊗ V ).

3. Sejam V (1), V (2), . . . , V (a) ∈Mn. Por racioćınio análogo ao anterior, a aplicação

dada por φ(X) =
∑a

k=1 V
(k)∗XV (k) é completamente positiva.
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Observação 3.15. Dizer que uma aplicação φ em Mn é positiva equivale a dizer que

ela é 1-positiva. Logo, toda aplicação completamente positiva é também positiva.

Mas, como visto no exemplo anterior, a rećıproca é falsa.

Definição 3.16. Sejam K,L ∈Mn. Definimos:

1. CP n(K) = {φ : Mn →Mn tal que φ é completamente positiva e φ(I) = K};

2. CP n(K,L) = {φ : Mn →Mn tal que φ ∈ CP n(K) e φ∗(I) = L}.

Segue de (3.3) que trK∗ = trL. Note que esta é uma condição suficiente para

que o conjunto CP n(K,L) seja não vazio se K e L são positivos. Mais precisamente:

Proposição 3.17. Sejam K,L ∈Mn tais que trK∗ = trL. Então:

1. existe uma aplicação linear φ : Mn →Mn tal que φ(I) = K e φ∗(I) = L;

2. se K e L são hermitianas, então φ pode ser tomada hermitiana;

3. se K e L são positivos, então φ pode ser tomada completamente positiva.

Demonstração: Para provar 1 , escrevamos as decomposições cartesianas K =

K1 + iK2 e L = L1 + iL2, onde K1, K2, L1 e L2 são matrizes hermitianas. As-

sim, temos tr(K1) = tr(L1), tr(K2) = tr(−L2) e, assumindo o item 2 , garantimos

a existência de aplicações hermitianas φ1 e φ2 tais que φ1(I) = K1, φ2(I) = K2,

φ∗1(I) = L1 e φ∗2(I) = −L2. Logo, φ = φ1 + iφ2 possui as propriedades requeridas.

Para provar 2 , escrevamos as decomposições de Jordan K = K1−K2 e L = L1−L2,

onde K1, K2, L1 e L2 são positivas. Suponha tr(K1) ≥ tr(L1). Então existe ε ≥ 0

tal que tr(K1) ≥ tr(L1 + εI) e, portanto, tr(K2) ≥ tr(L2 + εI). Assumindo 3 ,

garantimos a existência de aplicações hermitianas φ1 e φ2 tais que φ1(I) = K1,
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φ2(I) = K2, φ
∗
1(I) = (L1 + εI) e φ∗2(I) = (L2 + εI). Logo, φ = φ1 − φ2 possui as

propriedades requeridas.

Para provar 3 , note que a aplicação linear φ : Mn → Mn dada por φ(X) =

τ−1tr(LX)K, onde τ = tr(K∗) = tr(L), é completamente positiva e possui as

requeridas propriedades.

�

Veremos agora algumas caracterizações para as aplicações completamente po-

sitivas. Para qualquer matriz V ∈ Mn, vimos no exemplo 3.14 que a aplicação

φ(X) = V ∗XV é completamente positiva. Além disso, toda aplicação completa-

mente positiva em Mn é uma soma de aplicações dessa forma. Mais especificamente,

temos:

Teorema 3.18 (Representação de Kraus [Ch]). Seja φ : Mn → Mn uma aplicação

completamente positiva. Então existem V (k) ∈ Mn com 1 ≤ k ≤ N tais que φ pode

ser escrita na forma

φ(X) =
N∑
k=1

V (k)∗XV (k), (3.5)

para todo X ∈Mn .

Demonstração: Como φ é linear e as matrizes Eij geram Mn, é suficiente

mostrar que existem V (k) com 1 ≤ k ≤ N tais que a Representação de Kraus (3.5)

acima é válida para as unidades Eij em Mn.

Para isso, seja v∗ ∈ Cn2
e escreva v∗ =

 x∗1
...

x∗n

, onde x∗k ∈ Cn. Defina por

V :=

 x1
...

xn

 ∈Mn a matriz associada ao vetor v∗ e note que

(V ∗EijV )1≤i,j≤n = (x∗ixj)1≤i,j≤n = v∗v
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Agora, suponha φ : Mn → Mn uma aplicação completamente positiva. Como

(Eij)1≤i,j≤n é elemento positivo de Mn ⊗ Mn, segue que (φ(Eij))1≤i,j≤n é posi-

tivo também. Assim, existem vetores v∗k com 1 ≤ k ≤ N tais que (φ(Eij))ij =∑N
k=1 v

∗
kvk. Seja V (k) a matriz associada ao vetor v∗k. Então, pela construção

anterior, (φ(Eij))ij =
∑N

k=1(V
(k)∗EijV

(k))ij. Portanto, conclúımos que φ(X) =∑N
k=1 V

(k)∗XV (k) para todo X ∈Mn.

�

Repare que a aplicação linear φ : Mn → Mn é completamente determinada

pelo elemento (φ(Eij))ij ∈ Mn ⊗ Mn. Em fato, a demonstração do Teorema da

Representaçao de Kraus 3.18 nos fornece uma outra caracterização para aplicações

completamente positivas.

Teorema 3.19. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação linear. Então φ é completamente

positiva se, e somente se, (φ(Eij))1≤j,k≤n é uma matriz positiva.

Novamente, repare que este último teorema implica que, se φ : Mn →Mn é uma

aplicação linear, então a n-positividade de φ implica positividade completa.

Observação 3.20. Na demonstração do Teorema da Representação de Kraus 3.18,

a expressão (φ(Eij))ij =
∑N

k=1 v
∗
kvk não é única e, portanto, os V (k) da representação

de Kraus (3.5) não são unicamente determinados. Com o propósito de aperfeiçoar

a representação, podemos exigir que os vetores v∗k formem um conjunto linearmente

independente. Assim, teremos que o conjunto formado pelas matrizes V (k) também

é linearmente independente.

A condição adicional imposta às matrizes V (k) da representação de Kraus (3.5),

na observação anterior, permite enunciar e provar a seguinte proposição.
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Proposição 3.21. Seja φ : Mn → Mn uma aplicação completamente positiva tal

que φ(X) =
∑N

k=1 V
(k)∗XV (k) é uma representação de Kraus para φ. Se φ(X) =∑N ′

p=1W
(p)∗XW (p) é uma outra representação de Kraus para φ. Então existe uma

matriz isométrica (µpk)pk de ordem N ′ ×N tal que W (p) =
∑N

k=1 µpkV
(k) para todo

p. Além disso, se as matrizes W (p) também formarem um conjunto linearmente

independente, então N ′ = N e (µpk)pk é unitária.

Demonstração: Seja w∗p ∈ Cn2
o vetor tal que W (p) é a sua matriz associ-

ada. Como na prova do Teorema da Representação de Kraus 3.18,
∑N ′

p=1w
∗
pwp =

(φ(Eij))ij =
∑N

k=1 v
∗
kvk e, portanto, w∗p pertence ao gerado linear de {v∗k}k. Logo,

existe (µpk)pk tal que w∗p =
∑N

k=1 µ̄pkv
∗
k. Dáı, segue que W (p) =

∑N
k=1 µpkV

(k).

Como {v∗k}k é um conjunto linearmente independente, segue que {v∗kvl}kl também

é. Assim, da igualdade

∑
k

v∗kvk =
∑
p

w∗pwp =
∑
p,k

µ̄pkv
∗
kwp =

∑
p,k,l

µ̄pkµplv
∗
kvl,

obtemos
∑

p µ̄pkµpl = δkl e, portanto, (µpk)pk é uma isometria.

No caso em que {W (p)}p também for um conjunto linearmente independente, teremos

que o gerado linear de {v∗k}Nk coincide com o gerado linear de {w∗p}N
′

p e, portanto,

N = N ′ e (µpk)pk é unitária.

�

Comecemos agora um estudo sobre condições de extremalidade para aplicações

completamente positivas. De fato, os pontos extremais dos conjuntos CPn(K) e

CPn(K,L) podem ser caracterizados por uma propriedade das matrizes V (k) na

representação de Kraus de aplicações completamente positivas.

Teorema 3.22 (Teorema de Choi [Ch]). Seja φ ∈ CPn(K). Então, a aplicação φ
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é um ponto extremal de CPn(K) se, e somente se, φ admite uma representação de

Kraus (3.5) onde
N∑
k=1

V (k)∗V (k) = K

e

{V (k)∗V (l)}k,l=1,...,N

é um conjunto linearmente independente.

Demonstração: Sejam φ ∈ CPn(K) um ponto extremal de CPn(K) e φ(X) =∑
k V

(k)∗XV (k) uma representação de Kraus (3.5) para φ com {V (k)} linearmente in-

dependente. Suponha que
∑

kl λklV
(k)∗V (l) = 0. Queremos mostrar que (λkl)kl = 0.

Repare que podemos assumir, sem perda de generalidade, (λkl)kl hermitiana. De

fato, da igualdade
∑

kl λklV
(k)∗V (l) = 0 obtemos

∑
kl λ̄klV

(l)∗V (k) = 0, de onde con-

clúımos que
∑

kl(λkl ± λ̄lk)V (k)∗V (l) = 0. Assim, se provarmos que (λkl ± λ̄lk)kl = 0,

teremos (λkl)kl = 0 por consequência. Além disso, podemos assumir, multiplicando

por um escalar se necessário, que −I ≤ (λkl)kl ≤ I.

Agora, defina φ± : Mn →Mn por φ±(X) =
∑
V (k)∗XV (k)±

∑
kl λklV

(k)∗V (l). Dessa

forma, repare que temos φ±(I) =
∑
V (k)∗V (k) = φ(I) = K. Sejam I + (λkl)kl =

(αkl)
∗
kl(αkl)kl e W (k) =

∑
l αklV

(l). Assim, φ+(X) =
∑

kW
(k)∗XW (k) e, portanto,

φ+ ∈ CPn(K). Analogamente, temos φ− ∈ CPn(K). Como φ = 1
2
(φ+ + φ−), segue

da extremalidade de φ que φ = φ+ e, portanto, (αkl)kl é uma isometria. Logo,

I + (λkl)kl = (αkl)
∗
kl(αkl)kl = I, isto é, (λkl)kl = 0 como queŕıamos demonstrar.

Reciprocamente, sejam φ(X) =
∑

k V
(k)∗XV (k),

∑
k V

(k)∗V (k) = K e {V (k)∗V (l)}kl

um conjunto linearmente independente. Como {V (k)∗V (l)}kl é linearmente inde-

pendente, segue que {V (k)}k também é linearmente independente. Suponha agora

que φ = αφ1 + (1− α)φ2 com φ1(X) =
∑

pW
(p)∗XW (p), φ2(X) =

∑
q Z

(q)∗XZ(q) e
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W (p)∗W (p) = Z(q)∗Z(q) = K. Como φ(X) = α
∑

pW
(p)∗XW (p)+(1−α)

∑
q Z

(q)∗XZ(q),

W (p) e Z(q) podem ser expressos em termos de V (k). Seja W (p) =
∑

k µpkV
(k) para

cada p. Então
∑

p µ̄pkµplV
(k)∗V (l) e, portanto, µ̄pkµpl = δkl, isto é, (µpk)pk é uma

isometria. Dáı conclúımos que φ = φ1, de onde segue que φ é extremal.

�

Observação 3.23. Como vimos, se φ ∈ CPn(K), podemos escrever φ na forma

φ(X) =
∑N

k=1 V
(k)∗XV (k) com {V (k)}Nk linearmente independente e, portanto, N ≤

n2. No caso em que φ for um ponto extremal de CPn(k) a desigualdade pode ser

reduzida para N ≤ n. De fato, o conjunto {V (k)∗V (l)} é linearmente independente

somente se sua cardinalidade for menor que a dimensão de Mn e, portanto, somente

se N2 ≤ n2. Dáı temos N ≤ n.

Para enunciar um teorema que caracteriza os pontos extremais de CPn(K,L)

precisaremos da seguinte definição.

Definição 3.24. Os pares (u1, v1), . . . , (un, vn) de elementos de um espaço vetorial

são ditos bi-independentes se

n∑
i=1

ciui = 0 e
n∑
i=1

civi = 0

implica ci = 0 para todo 1 ≤ i ≤ n. Os n pares de elementos serão denotados por

u1, . . . , un; v1, . . . , vn.

Exemplo 3.25. Os pares (u1, v1), . . . , (un, vn) de vetores em Cr são bi-independentes

se, e somente se, u1 ⊕ v1, . . . , un ⊕ vn são linearmente independentes em C2r. Dáı

segue que n ≤ 2r se os pares são bi-independentes.

Agora podemos enunciar o teorema, o qual a prova não será dada aqui pois é

análoga à prova do Teorema de Choi 3.22.
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Teorema 3.26. Seja φ ∈ CPn(K,L). Então, a aplicação φ é um ponto extremal de

CPn(K,L) se, e somente se, φ admite uma representação de Kraus (3.5) onde

N∑
k=1

V (k)∗V (k) = K,
N∑
k=1

V (k)V (k)∗ = L

e

{V (k)∗V (l)}k,l=1,...,N ; {V (l)V (k)∗}k,l=1,...,N

é um conjunto bi-independente de matrizes.

O seguinte corolário segue como consequência imediata.

Corolário 3.27. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação linear. Então φ é um ponto ex-

tremal no conjunto das aplicações completamente positivas duplamente estocásticas

se, e somente se, φ admite uma representação de Kraus (3.5) onde

N∑
k=1

V (k)∗V (k) = I,
N∑
k=1

V (k)V (k)∗ = I

e

{V (k)∗V (l)}k,l=1,...,N ; {V (l)V (k)∗}k,l=1,...,N

é um conjunto bi-independente de matrizes.

3.4 Aplicações Diagonais

Definição 3.28. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação linear. Dizemos que φ é diagonal

se

φ(X) = C ◦X (3.6)

para algum C ∈Mn.

Exemplo 3.29. A aplicação identidade é diagonal com C = E, isto é, φ(X) = E◦X.
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O seguinte lema pode ser facilmente provado.

Lema 3.30. Sejam X,C ∈Mn positivos. Então φ(X), como em (3.6), é positivo.

Assim, podemos mostrar a próxima proposição, a qual fornece uma caracte-

rização para as aplicações diagonais positivas.

Proposição 3.31. Seja φ : Mn →Mn, tal que φ(X) = C ◦X, para algum C ∈Mn.

Então φ é uma aplicação positiva se, e somente se, C é positivo. Nesse caso, φ é

completamente positiva.

Demonstração: Se φ é uma aplicação positiva, então C = φ(E) é positivo,

pois E é uma matriz positiva. Reciprocamente, se C é uma matriz positiva, então

φ é uma aplicação positiva pelo lema anterior. Agora, dado um inteiro positivo m,

a aplicação φ̂ : Mn ⊗Mm → Mn ⊗Mm definida por φ̂ = φ ⊗ Id é uma aplicação

diagonal com Ĉ = C ⊗ E. Da positividade de E, segue que Ĉ é positivo sempre

que C for positivo e, portanto, φ̂ é uma aplicação positiva. Logo, φ é uma aplicação

completamente positiva.

�

Observação 3.32. Se φ é uma aplicação diagonal, então φ∗ também é uma aplicação

diagonal. Mais especificamente, se φ(X) = C ◦X, então φ∗(X) = C∗ ◦X. Assim,

se φ(I) = φ∗(I) = K, temos que Kij = Ciiδij para 1 ≤ i, j ≤ n. Portanto, φ é

estocástica se, e somente se, Cii = 1 para todo i ≤ n, e então φ será duplamente

estocástica.

Proposição 3.33. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação diagonal completamente posi-

tiva. Então, em qualquer representação de Kraus da forma (3.5), as matrizes V (k)

são diagonais.
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Demonstração: Sejam φ(X) =
∑N

k=1 V
(k)∗XV (k) uma representação de Kraus

para φ e C ∈ Mn tal que φ(X) = X ◦ C, onde X ∈ Mn é arbitrário. Comparando

as duas expressões para φ obtemos

∑
k,m,n

V̄
(k)
mi XmnV

(k)
nj = CijXij.(1)

Pela arbitrariedade de X, segue que

∑
k

V̄
(k)
mi V

(k)
nj = Cijδmiδnj.(2)

Fixando m = n e i = j, temos que

∑
k

|V (k)
mi |

2
= 0 sempre que m 6= i.

Assim, V
(k)
mi = 0 se m 6= i, isto é, as matrizes V (k) são diagonais.

�

A condição para extremalidade pode ser reformulada no caso das aplicações

diagonais, com o aux́ılio da seguinte definição.

Definição 3.34. O conjunto {u1, . . . , ut} de elementos de Cn é dito um conjunto

completo de vetores se 〈uk, Auk〉 = 0 para todo 1 ≤ k ≤ t implica A = 0, onde

A ∈Mn.

Agora, podemos enunciar

Teorema 3.35. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação diagonal completamente positiva.

Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. φ é extremal em CPn(K,K);

2. φ é extremal em CPn(K);
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3. A matriz C, como na equação (3.6), pode ser expressa como

Cij =
N∑
k=1

λ
(k)
i λ̄

(k)
j ,

onde
∑

k,l bklλ
(k)
i λ

(l)
i para todo 1 ≤ i ≤ n implica b = 0;

4. φ admite uma representação de Kraus (3.5) onde V
(k)
ij = λ

(k)
i δij, e os vetores

{u1, . . . , un} formam um conjunto completo de vetores em CN , onde (ui)k =

λ
(k)
i .

Demonstração: De acordo com a Proposição 3.33, em qualquer representação

de Kraus de φ da forma (3.5), as matrizes V (k) são diagonais e portanto comutam

entre si. Segue que a bi-independência expressa no Teorema 3.26 é equivalente à

independência linear expressa no Teorema de Choi 3.22 nesse caso. Portanto 1 e

2 são equivalentes. Além disso, as matrizes V (k)∗V (l) são diagonais com entradas

diagonais λ̄
(k)
j λ

(l)
j . Portanto, a independência linear dessas matrizes é equivalente à

condição 3 , onde C é tal que

Cij =
N∑
k=1

λ̄
(k)
i λ

(k)
j e V

(k)
ij = λ

(k)
i δij.

Ainda, a condição em 3 expressa a completude dos vetores {u1, . . . , un} em CN como

na definição 3.34.

�

Definição 3.36. Sejam φ1 e φ2 aplicações lineares de Mn em Mn. Então, φ1 e φ2

são ditas unitariamente equivalentes se existem aplicações unitárias φR e φS tais que

φ2 = φRφ1φS.

Equivalência unitária preserva positividade completa, estocasticidade e extrema-

lidade. Se φ1 e φ2 são unitariamente equivalentes, então K2 = R∗K1R e L2 = SL1S
∗

e as representações deles satisfazem V k
2 = SV k

1 R.
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Teorema 3.37. Seja φ : Mn →Mn uma aplicação linear.

(1) Se φ é completamente positiva com representação de Kraus (3.5) onde N = 1,

então φ é unitariamente equivalente a uma aplicação diagonal completamente

positiva.

(2) Se φ é uma aplicação completamente positiva duplamente estocástica com re-

presentação de Kraus (3.5) onde N = 2, então φ é unitariamente equivalente

a uma aplicação diagonal completamente positiva duplamente estocástica.

Demonstração:

(1) Seja φ completamente positiva tal que φ(X) = V ∗XV é uma representação de

Kraus (3.5) para φ. Seja V = RDS decomposição do valor singular de V , onde

R, S ∈ Mn são unitárias e D ∈ Mn é diagonal. Assim, temos φ = φRφ
′φS,

onde φ′ é uma aplicação diagonal completamente positiva.

(2) Seja φ completamente positiva com representação de Kraus (3.5) onde N =

2. Analogamente ao argumento anterior, seja V (1) = SDR e defina W :=

S∗V (2)R∗. Defina ainda φ′ : Mn → Mn tal que φ′(X) = DXD + W ∗XW e

repare que φ = φRφ
′φS. Como equivalência unitária preserva estocasticidade,

segue que φ′ é duplamente estocástica. Assim, D2+W ∗W = I e D2+WW ∗ =

I, de onde segue que WW ∗ = W ∗W , isto é, W é normal. Seja W = UT

decomposição polar de W , onde U é unitária e T é positiva. Como W é normal,

U e T comutam e, portanto, D2 + T 2 = I. De onde segue T = (I − D2)1/2,

que é diagonal, e que U comuta com D e pode, portanto, ser simultaneamente

diagonalizada com D. Obtemos, portanto, φ′′ que é unitariamente equivalente

a φ e é diagonal.
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�

3.5 Sobre o Teorema de Birkhoff

Nessa seção consideramos os pontos extremais do conjunto das aplicações

completamente positivas duplamente estocástica de M2, M3 e M4.

Veremos, em seguida, que as aplicações estocásticas invert́ıveis apresentam um

importante papel no estudo sobre os pontos extremais no conjunto das aplicações

estocásticas. Por aplicação estocástica invert́ıvel nos referimos a uma aplicação

estocástica que possui uma inversa, a qual também é estocástica. O Teorema de

Wigner apresenta uma caracterização para as aplicações estocásticas invert́ıveis.

Teorema 3.38 (Teorema de Wigner [LS]). Uma aplicacão estocástica invert́ıvel é

1. unitária, isto é, φU(X) = U∗XU para alguma matriz unitária U ∈Mn ou

2. anti-unitária, isto é, ψU(X) = U∗X tU para alguma matriz unitária U ∈Mn.

Tregub considera a questão de quando as aplicações estocásticas invert́ıveis são

exatamente o conjunto dos pontos extremais das aplicações duplamente estocásticas.

A demonstração do Teorema de Tregub pode ser vista em [Tr].

Teorema 3.39 (Teorema de Tregub).

1. O conjunto das aplicações duplamente estocásticas de M2 consiste precisa-

mente de aplicações invert́ıveis. Portanto, toda aplicação duplamente estocás-

tica de M2 é uma combinação convexa de aplicações unitárias e anti-unitárias.
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2. Se n ≥ 3, existem aplicações duplamente estocásticas que não são combinações

convexas de aplicações invert́ıveis. Portanto, existem aplicações duplamente

estocásticas extremais e não-invert́ıveis.

Veremos agora, mais detalhadamente os casos n = 2, 3, 4.

3.5.1 O caso M2

Se φ é uma aplicação extremal completamente positiva duplamente estocástica

de M2, então admite uma representação de Kraus da forma (3.5). Ainda, a bi-

independência no Teorema 3.26 implica N2 ≤ 2n2, de onde segue que N = 1 ou

N = 2.

Se N = 1, então φ(X) = V ∗XV e V ∗V = I, isto é, V é uma matriz unitária. Logo,

φ é uma aplicação unitária.

Se N = 2, segue do teorema 3.37 que φ é unitariamente equivalente à uma aplicação

diagonal, que também é extremal. Mas, pelo o que observamos, devemos ter N2 ≤ 2.

Logo, somente N = 1 é posśıvel para uma aplicação extremal no caso M2.

Portanto, o conjunto das aplicações extremais completamente positivas duplamente

estocásticas de M2 consiste de aplicações unitárias. Assim, toda aplicação dupla-

mente estocástica completamente positiva de M2 é uma combinação convexa de

aplicações unitárias.

3.5.2 O caso M3

Se φ é uma aplicação diagonal completamente positiva duplamente estocástica

de M3, então pode ser escrita como uma combinação convexa de aplicações extre-

mais duplamente estocásticas completamente positivas, as quais devem ser diago-
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nais. Então, de acordo com o que vimos, essas aplicações extremais devem ter N = 1

e, portanto, são unitárias. Além disso, qualquer aplicação completamente positiva

duplamente estocástica φ com representão de Kraus (3.5), onde N = 2 é unitaria-

mente equivalente a uma aplicação diagonal, de acordo com o teorema 3.37. Como

essa aplicação diagonal é uma combinação convexa de aplicações unitárias, o mesmo

vale para φ e, portanto, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.40. 1. Se φ é uma aplicação diagonal completamente positiva du-

plamente estocástica de M3, então é uma combinação convexa de aplicações

diagonais unitárias.

2. Se φ completamente positiva duplamente estocástica de M3 com representação

de Kraus (3.5), onde N = 2, então φ é uma combinação convexa de aplicações

unitárias.

Podemos, contudo, construir uma aplicação extremal não-unitária φ de M3 com

Representação de Kraus com N = 3, fixando V (k) = ( 1√
2
)J (k), onde

J (1) =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0



J (2) =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0



J (3) =

 0 0 i

0 0 0

−i 0 0


Para ver isso, note que V (k)∗ = V (k) para todo k = 1, 2, 3 e V (1)2+V (2)2+V (3)2 =

I. Assim, φ é duplamente estocástica.
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3.5.3 O caso M4

De acordo com a observação acima, n = 4 é o menor valor de n tal que

aplicações diagonais extremais não-unitárias completamente positivas duplamente

estocásticas podem existir. Então, necessariamente N = 2. Um exemplo pode ser

constrúıdo fixando

V (1) =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1√
2

0

0 0 0 1√
2



V (2) =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1√
2

0

0 0 0 −i√
2


Não é dif́ıcil verificar que o conjunto

{
V (k)∗V (l)

}
k,l=1,2

é linearmente indepen-

dente.
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