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Resumo: Descrevemos propriedades espectrais de aplicacoes positivas em C*-
algebras de dimensao finita, seguindo o trabalho classico de Evans e Hgegh-Krohn
[EH-K]. Conjuntamente, estudamos os pontos extremais do conjunto das aplicagoes
duplamente estocdsticas completamente positivas sobre M,,(C), seguindo Landau e

Streater [LS].

Palavras-chave: Aplicagoes positivas; Aplicagoes completamente positivas; Es-

pectro; Extremalidade; C*-dlgebras.



Abstract: We describe spectral properties of positive maps over finite dimen-
sional C*-algebras, following the classical work of Evans and Hgegh-Krohn [EH-K].
We also study the extremal points of the set of completely positive doubly-stochastic

maps over M,(C), following Landau and Streater [LS].

Keywords: Positive maps; Completely positive maps; Spectrum; Extremality;

C*-algebras.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar aplicagoes positivas em C*-algebras. Aqui,
o foco é repartido em duas areas principais: a analise de propriedades espectrais das
aplicacgoes positivas em C*-dlgebras de dimensao finita e no estudo dos pontos extre-
mais do conjunto das aplicagoes completamente positivas duplamente estocasticas

sobre a algebra das matrizes M, (C).

Inicialmente analisamos o trabalho de D. Evans e R. Hpegh-Krohn em [EH-K],
onde consideramos propriedades espectrais de aplicacoes positivas em C*-dlgebras
de dimensao finita. Em certo sentido, as propriedades mencionadas podem ser
consideradas como andlogas as obtidas por Perron e Frobenius para matrizes com
entradas positivas. Mostramos que o raio espectral de uma aplicacao positiva e
irredutivel é um autovalor associado a um tunico autovetor positivo, a menos de

multiplicagao por escalar.

Neste trabalho, nao trataremos sobre teoria de Perron-Frobenius em dimensao
qualquer. Mas, indicamos aqui um trabalho [AH-K] de Albevério e Hgegh-Krohn
sobre teoria de Perron-Frobenius para dlgebras de Von Neumann de dimensao qual-

quer.

Posteriormente, tratamos das aplicagoes completamente positivas. De acordo

com M. Choi, as aplicacoes completamente positivas sao uma generalizacao natural



para os funcionais lineares positivos, ja que apresentam propriedades andlogas a
estes funcionais. Transcorremos o trabalho de Choi em [Ch] explorando algumas

dessas propriedades.

Para o leitor interessado em aplicacoes da teoria sobre aplicacoes completamente
positivas em mecanica quantica, indicamos o livro do Bratteli e do Robinson [BR].

Nao abordamos este tema aqui sob o receio de fugir do foco desse trabalho.

Na sequéncia, seguimos o trabalho de L. Landau e R. Streater em [LS], onde fa-
zemos um estudo sobre os pontos extremais do conjunto das aplicagoes duplamente
estocdsticas completamente positivas sobre M,,(C). Apresentamos, em certo sentido,
uma generalizagao para o Teorema de Birkhoff, que atesta que os pontos extremais
do conjunto das matrizes duplamente estocasticas sao precisamente as permutagoes.
No caso do conjunto das aplicacoes duplamente estocasticas completamente positi-
vas sobre M, (C) repartimos em dois casos: para n = 2 os pontos extremais sao,
precisamente, as aplicacoes unitarias; para n > 3, existem aplicagoes nao unitarias
duplamente estocéasticas completamente positivas extremais. Apresentaremos exem-

plos desse tltimo caso.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo inicial apresentamos a teoria de C*-dlgebras que serd utilizada no
decorrer do trabalho. Comegamos num ambito mais geral, apresentando as definigoes
e teoremas iniciais da forma que sao classicamente utilizados na literatura, veja [Ex],

[Su] e [Mu], por exemplo.

Na sequéncia, passamos a um ambito mais especifico, o da algebra de matrizes.
Optamos por uma secao exclusiva sobre as matrizes, ja que neste trabalho o estudo
das aplicacoes completamente positivas foi feito sobre esta algebra. Para o leitor

interessado, uma boa referéncia é apresentada por Horn e Johnson [HJ]

Por fim, terminamos o capitulo com uma secao dedicada a apresentacao do
classico Teorema de Birkhoff para o conjunto das matrizes duplamente estocasticas
com o intuito de relaciond-lo a um teorema devido a L. Landau e R. Streater [LS]

que veremos no capitulo 3.



1.1 C#*-dlgebras: uma introdugao

Essa se¢ao visa introduzir os conceitos de C*-algebra que serao utilizados poste-
riormente neste trabalho. Toda estrutura algébrica aqui abordada sera considerada

sobre o corpo C dos nimeros complexos.

Definicao 1.1. Uma dlgebra A sobre C é um espago vetorial complexo equipado com
uma operagao bilinear e associativa e : A x A — A, dita operacao de multiplica¢ao.
Por brevidade, ao invés da notacao e(a, b), denotaremos por ab a imagem da operagao
de multiplicagao quando aplicada ao par (a,b) € A x A. Além disso, A é dita unital

se possuir uma unidade para a operagao de multiplicacao.

Definigao 1.2. Uma dlgebra normada A é uma algebra equipada com uma fungao
norma

ac A o] €eR

que faz com que A seja um espago normado. Isto é, para quaisquer a,b € Ae A € C

temos:

1. |la]] > 0 e ||a|| = 0 se, e somente se, a = 0;
2. || Aa|| = |Al]la]|, onde |A| indica 0 médulo de A;

3. lla+bll < llafl + [ll;

Além disso, queremos que || - || obedega o seguinte axioma para o produto:

4. [|abl] < [lallf|®]]-

A sera dita uma dlgebra de Banach se, vista como um espacgo normado, for completo.



Exemplo 1.3. Seja n um inteiro positivo e seja M, (C) o conjunto das matrizs n xn
sobre C. E s&bido que M, (C) é uma élgebra com a operagao usual de multiplicacao
de matrizes. Existem vérias normas que fazem com que M, (C) seja uma élgebra de

Banach. A mais importante é definida por
la|| := sup {|lav]]2 : v € C",||v|l < 1}, a € M,(C)

onde av representa o produto da matriz a pelo vetor v (matriz coluna n x 1). Além

disso, usamos na definigdo acima a norma euclidiana || - ||» para vetores.

Entre os conceitos mais importantes no estudo de algebras de Banach, destaca-

mos os conceitos de espectro e resolvente.

Definigao 1.4. Seja A uma dlgebra de Banach com unidade. Dado a € A, definimos

o resolvente de a como sendo o conjunto p(a) dado por
pla) :={X € C: X\ —a é invertivel} .

Acima, \ — a significa A1 — a, onde 1 é a identidade de algebra. O espectro de a é
definido como sendo o conjunto o(a) dado por o(a) = C\p(a), isto é, o complementar
de p(a) em C. O raio espectral de a, denotado por r(a), é definido como r(a) =

sup{|A| : A € o(a)}.
Definicao 1.5. Seja A uma algebra de Banach. Uma involucdo em A é uma funcao
x: A—> A

que, para todo a,b € A e \ € C, satisfaz:



5. |la*|l = lall.

Acima, a* denota a imagem de um elemento a € A pela funcao involucao, ao invés
da rigorosa notagao *(a). Definimos uma dlgebra de Banach com involu¢do como
sendo uma algebra de Banach equipada com uma funcao involu¢ao. Uma C*-dlgebra

¢ uma algebra de Banach com involugao para a qual vale

6. |la*all = ||al|?, Va € A.

Exemplo 1.6. Seja ‘H um espago de Hilbert e seja B(H) o conjunto de todos os
operadores lineares limitados

T:H—>H.

Levando em consideragao a estrutura usual de espago vetorial em B(#H), definimos o
produto T'S, para T, S € B(H), como sendo a composigao de operadores. A norma

de um operador T € B(H) é definida por

1T = sup LT () - € € H, 1€l < 13,

enquanto que a involucao de um operador 7' é definida como o adjunto usual de T,

isto é, T é o tnico operador linear em H que satisfaz

(T(€),m) = (&, T"(n)),V&,n € H.

Entao, B(#H) é uma C*-dlgebra com a norma e a involugao assim definidas.

Exemplo 1.7. Seja X um espago topoldgico localmente compacto e seja Cy(X) o

espaco vetorial complexo de todas as fungoes continuas f : X — C que se anulam



no infinito, isto é, para todo ¢ > 0 existe um compacto K C X tal que |f(z)| < e
para todo = € K. Dadas f,g € Cy(X), defina uma nova funcdo, denotada por fg,
por

(fg)(x) = f(z)g(x) para todo = € X.

Com esta operacao de multiplicacao, Cy(X) torna-se uma algebra sobre C. Além

disto, Cp(X) é uma élgebra de Banach com a norma definida por

If1I' = sup | f ()]
reX

Ainda, Cy(X) pode ser tornada uma C*-dlgebra se considerar-mos a involu¢ao dada
pela conjugagao ponto a ponto, isto é, dada uma fungao f € Cy(X), definimos f*

como sendo a fungao dada por f*(z) = f(z) para todo =z € X.

Observe que, quando X ¢é compacto, a possibilidade de tomarmos K = X nos
diz que toda fungao continua se anula no infinito, isto é, Cy(X) coincide com C(X),

espaco formado pelas fung¢oes continuas.

Definicao 1.8. Seja A uma C*-dlgebra. Um subconjunto B C A é uma sub-C*-
dlgebra de A quando B é uma sub-algebra fechada de A invariante pela involucao,

isto 6, B* C B onde B* = {b* : b € B}.

Uma sub-C*-dlgebra é, em si, uma C*-algebra com as operacoes induzidas pela
algebra ambiente. Assim, dado um subconjunto qualquer S de uma C*-dlgebra A,
podemos considerar a intersecao de todas as sub-C*-dlgebras de A que contém S,
o que resulta numa C*-algebra que contém S e que é a menor de todas as sub-C*-
algebras de A com esta propriedade. Tal sub-C*-dlgebra é chamada a C*-dlgebra

gerada por S.

Exemplo 1.9. Seja ‘H um espago de Hilbert e seja K () o conjunto de todos os



operadores lineares compactos em H. Entao K(H) é uma sub-C*-dlgebra de B(H)

e portanto é uma C*-algebra.

Definicao 1.10. Seja A uma C*-dlgebra.

1. Um elemento a € A é dito normal se a*a = aa™;
2. Se A tem unidade, um elemeto a € A é dito unitdrio se a*a = aa* = 1;
3. Um elemento a € A é dito auto-adjunto se a* = a;

4. Se A tem unidade, um elemento a é dito positivo, denotado a > 0, se a for

auto-adjunto e o(a) C R;.

Um fato simples, porém muito 1til, nos diz que todo elemento em uma algebra
de Banach com involucao é combinacao linear de elementos auto-adjuntos. Mais

precisamente:

Proposicao 1.11 (Decomposicao Cartesiana). Seja A uma dlgebra de Banach com

involugao. Dado a € A, existem elementos x,y € A tais que x* = z, y* = y e

a=x+1iy. Além disso, a decomposicdo € unica.

Demonstracao: Observe que

a-+a* a—a*
2

Tr =

satisfazem as condigoes do enunciado. Para provar a unicidade da decomposigao,

observe que se a = w + ¢z com w e z auto-adjuntos, entao

20 =a+a" = 2w

e, portanto, x = w. Analogamente, mostra-se que y = z.



Ainda, os elementos auto-adjuntos em uma C*-dlgebra apresentam um proprie-

dade muito interessante, como segue.

Teorema 1.12. Seja A uma C*-dlgebra. Se a € A é um elemento auto-adjunto,

entao r(a) = ||al|.

Demonstragao: Segue da C*-identidade que ||a?|| = ||a||* e, por indugdo em n,

| = llall*". Assim,

la

n||1/n 2n||1/2n

rla) = lim "7 = lim 0] = a].

A férmula acima utilizada para calcular o raio espectral de a pode ser encontrada

em [Ex].

Uma consequéncia do teorema anterior é o fato de que a norma em uma C*-

algebra ¢ unica. Mais precisamente:

Corolario 1.13. Seja A uma dlgebra de Banach com involu¢ao. Entao existe no

mdximo uma norma que torna A uma C*-dlgebra.

Demonstracao: Sejam || - ||; e || - ||2 normas que tornam A uma C*-algebra,
entao
lall = lla*ally = r(a*a) = [la*all> = [lall5.
Portanto, ||all; = ||al|2.
O



Definicao 1.14. Dadas algebras de Banach A e B diremos que uma fungao ¢ :

A — B é um homomorfismo se ¢ for linear e além disto

p(ab) = p(a)p(b),

~

para quaisquer a,b € A. O espectro de A é definido como sendo o conjunto A

formado por todos os homomorfismos nao nulos de A em C.

Além disso, se A e B forem dlgebras de Banach com involugao, um homomorfismo

o serd dito *-homomorfismo se satisfizer

para todo a € A.

Definigao 1.15. Seja A uma algebra de Banach comutativa com unidade. Dado
a € A, considere a funcio a : A — C dada por a(¢) = ¢(a) para todo ¢ € A. A
transformada de Gelfand de A é a fungao

A

k:A— C(A)

dada por k(a) = a, para todo a € A.

O préximo teorema é um dos mais importantes da teoria de C*-dlgebras. Este
teorema nao sera provado aqui, mas o leitor interessado pode encontrar a demons-

tracao em Exel [Ex], Murphy [Mu] e Sunder [Su].

Teorema 1.16 (Teorema de Gelfand). Seja A uma C*-dlgebra comutativa com

unidade. A transformada de Gelfand k : A — C(.,Zl) ¢ um *-isomorfismo isométrico

de A sobre C(A).

Este teorema consiste em uma ferramenta bésica da teoria e, em combinacao

com a préoxima proposicao, nos fornece uma caracterizagao para elementos normais

10



de uma C*-dlgebra e nos permite tomar sub-C*-dlgebras comutativas apropriadas

de uma C*-dlgebra geral.

Proposigao 1.17. Seja A uma C*-dlgebra e seja a € A. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

1. a € normal;
2. A C*-dlgebra gerada por a é comutativa;

3. Se a = x + iy denota a decomposicao cartesiana de a, entdo xy = yx.

Demonstragao: Para provar a implicacao 1 = 2, repare que a e a* comutam,
pois a é normal e assim a C*-dlgebra gerada por a é comutativa. A implicacao
2 = 3 ¢é imediata. Finalmente, para provar a implicacao 3 = 1, note que a*a =

(z+iy)* (z+iy) = (x—iy)(z+iy) = 2*+y* = (x+iy)(z—iy) = (x+iy)(z+iy)* = aa*.

O

Agora enunciamos, sem prova, um forte corolario do Teorema de Gelfand. A

demonstragao pode ser encontrada em Murphy [Mu] e Sunder [Su], por exemplo.

Corolario 1.18. Sejam a um elemento normal de uma C*-dlgebra com unidade,
B a sub-C*-dlgebra gerada por {1,xz} e z : 0(a) — C a aplicagdo inclusio. Entao,

existe um unico *-isomorfismo isométrico ¢ : C(o(a)) — B tal que p(z) = a.

O grande ganho a partir do corolario anterior é que ele permite associar proprie-
dades de algumas fungoes continuas definidas em compactos com elementos normais

de C*-algebras com unidade. Mais especificamente:

Proposigao 1.19. Seja A uma C* -algebra com unidade. Entao:

11



1. a € A é normal e o(a) CR se, e somente se, a € auto-adjunto;

2.u € A é normal e o(u) C T se, e somente se, u € unitdrio, onde T =

{peC:|uf=1}

3. p € normal e o(p) C {0,1} se, e somente se, p é uma proje¢do.

Demonstragao:

1. Seja a € A um elemento normal e tal que o(a) C R. Como a é normal, segue
que a sub-C*-dlgebra B gerada por {1,a} é comutativa. Pelo corolério, existe
um *-isomorfismo ¢ entre B e C(o(a)) tal que a aplicagdo inclusao é levada
em a. Repare que, como o(a) C R, temos a = p(z) = W =a*, isto é, a é

auto-adjunto. Reciprocamente, se a € A é auto-adjunto é imediato verificar

que a é normal e o(a) C R.

2. Seja u € A um elemento normal e tal que o(u) € T. Como u é normal, segue
que a sub-C*-dlgebra B gerada por {1,u} é comutativa. Pelo corolério, existe
um *-isomorfismo isométrico ¢ entre B e C'(c(u)) tal que a aplica¢do inclusio é

levada em u. Assim, seja € € r(u) C T, e note que 2*z(e??) = 2*(e¥)z(e) =

e e = 1. Logo, u*u = ¢(2)p(2) = ¢(z")¢(2) = p(2*2) = ¢(1) = 1. O caso
uu* = 1 é analogo. Reciprocamente, se v é unitario, é imediato verificar que
u é normal. Suponha entdo que u € A é normal mas o(u) ¢ T. Utilizando
argumentos analogos aos anteriores, verifica-se que uw nao pode ser unitario.

Logo, se u é unitario, o(u) C T.

3. Seja p € A um elemento normal e tal que o(p) C {0,1}. Como p é normal,
segue que a sub-C*-dlgebra B gerada por {1,p} é comutativa. Pelo corolério,

existe um *-isomorfismo ¢ entre B e C(o(p)) tal que a aplicacdo inclusao é

12



levada em p. Assim, repare que p* = ©(2)? = p(2%) = p(z) = p. Além disso,
segue do item I que p* = p. Logo, p é uma projecao. Reciprocamente, seja
p € A uma projecao. Da igualdade p = p* segue que p é normal. Além disso,
da igualdade, p* = p, segue que p anula o polinémio f(z) = 2% — 2. Entao,

pelo Teorema da Aplicagao Espectral, f(o(p)) = o(f(p)) = o(0) = 0, isto é,

o(p) € {0,1}.

O conceito de positividade é fundamental em andlise funcional e, como nao pode-

ria deixar de ser, representa um papel muito importante na teoria das C*-dlgebras.

Dedicamo-nos agora a introduzir as nogoes basicas de positividade no nosso con-

texto.

Proposicao 1.20. Seja A uma C*-dlgebra com unidade.

. (Decomposicao de Jordan) Todo elemento auto-adjunto a € A pode ser escrito

como a diferenca de elementos positivos ay e a_ tais que aya_ = 0;
. Se a e —a sao ambos positivos, entao a = 0;

. Seja a € A um elemento auto-adjunto e seja p uma constante tal que p > ||al|.

Entao a € positivo se e somente se ||p — al|| < p;
. Se a e b sao positivos entao a + b também é positivo;

. Se a é um elemento auto-adjunto, entao a < ||al| no sentido em que ||a|| —a €

Pos1tLV0.

Demonstragao:

13



1. Dado a € A auto-adjunto, a sub-C*-dlgebra B C A gerada por {1,a} é comu-
tativa e, pelo Teorema de Gelfand, isomorfa & C(B). Identificando B ¢ C/(B)
através da transformada de Gelfand podemos pensar em a como uma funcao
real continua em B e, reciprocamente, toda funcao continua em B pode ser

interpretada como um elemento de B. Seja portanto
ay = max{a,0} e a_ = max{—a,0}.

E claro que a = a; —a_, que a,a_ = 0, e que ay e a_ sao fungoes reais

positivas e portanto elementos positivos de B.

2. Suponha agora que a e —a sao positivos. Entao temos que, por um lado
o(a) € R, e por outro lado, o(a) € R_, de onde o(a) = {0} e portanto

|la|| = r(a) = 0, pois, em particular, a é auto-adjunto.
3. Como a é auto-adjunto, segue que o(a) C R e r(a) = ||al|. Assim, temos que
a(a) C [=llall;llall] € [=p, .
Além disto,
|w—all =r(p—a)=sup|p— Al =supp—A
Segue, portanto, que ||p — al|| < p se, e somente se, o(a) C R,.

4. Sejam a e b elementos positivos. Por 3 temos que ||[la]| — a|| < [|la] e que

lell = ]| < lbll- Seja 2 = flal] + 11p]) > [la + ]} Assim, vale que
1= (a+)|| = || (lall —a)+ Uoll=)]| < [[llall—al|+[|lbll 5] < llall+]1b] = s,

de onde a + b é positivo, utilizando & novamente.

14



5. Seja a € A um elemento auto-adjunto. Entao, como a é auto-adjunto, temos
que que o(a) C [—|la|l,]lal]]. Usando o Teorema da Aplicagdo Espectral para
f(z) = |la]| — z, temos o(||a|| — a) = o(f(a)) = f(o(a)) e consequentemente

o(|la|| = a) € [0,2||lal|]]. Assim ||a|| — a é positivo.

O

Corolario 1.21. Se A € uma C*-dlgebra, seja Asq 0 conjunto dos elementos auto-
adjuntos de A. Se x,y € Ay, diremos que x >y (ou equivalentemente, y < x) se
x —y for um elemento positivo de A. Isto define uma relagao de ordem parcial em

Asq.

Demonstracao: A reflexividade segue do fato de que 0 > 0. A transitividade
segue do fato de que (a+b) > 0sea>0eb>0. A antissimetria segue do fato de

quea=0sea>0e —a>0.

O

A seguir damos duas caracterizagoes alternativas para elementos positivos. Am-

bas podem ser encontradas em [Ex].

Teorema 1.22. Seja A uma C*-dlgebra com unidade. Dado a € A, sdo equivalen-

tes:

1. a € positivo;
2. Emiste um elemento auto-adjunto b € A tal que b* = a;

3. Ezxiste b € A tal que b*b = a.

Uma consequencia simples, porém muito 1til, do resultado acima é:
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Corolario 1.23. Se a é um elemento positivo, entao b*ab também € positivo para

todo b € A.

Demonstragao: De fato, sabendo-se que a = c¢*c para algum ¢ € A, temos que

b*ab = b*c*cb = (cb)*(cb).

O

Definigao 1.24. Seja A uma élgebra de Banach com involugao e H um espago de

Hilbert. Uma representa¢ao de A em H é um *-homomorfismo
m:A— B(H),

isto é, um homomorfismo que satisfaz m(a*) = m(a)* para todo a € A.

Terminamos esta secao expondo um importante resultado. De fato, é por causa
deste resultado que as C*-dlgebras se tornam um caso tao importante de dlgebras
de Banach. O resultado afirma que toda C*-algebra possui uma representacao
isométrica, e portanto que toda C*-dlgebra pode ser vista como uma sub-C*-algebra
de B(H). A demonstracao pode ser encontrada em Exel [Ex|, Murphy [Mu] e Sunder

[Su].

Teorema 1.25 (Teorema de Gelfand-Naimark-Segal). Para qualquer C*-dlgebra A,

existe uma representacao isométrica de A em um espago de Hilbert.

1.2 Um exemplo: M,(C)

Como mencionado anteriormente, toda estrutura algébrica aqui abordada sera
considerada sobre o corpo C dos ntimeros complexos. Dessa forma, nao ha perda

de generalidade em associar um espago de Hilbert de dimensao n com o espaco C™.
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O produto interno entre vetores x,y € C™ serd escrito como (x,y) ou como z*y.
Adotamos a convencao de que o produto interno é sesquilinear, isto é, antilinear na

primeira variavel e linear na segunda.

Pelo ultimo teorema da secao anterior, existe uma representacao isométrica de
M, (C) em um espago de Hilbert. De fato, podemos corresponder uma matriz A
em M,(C) com um operador T" definido em C" quando £ = T'(n) se, e somente se,
€] = Aln]s, onde S ¢é uma base para C* e {,n € C". Além disso, vale que A*
estd associada a T™ na correspondéncia anterior. Dizemos entao que a matriz A
representa o operador 1" na base 3. Dessa forma, podemos identificar um operador
T € B(C") com a matriz A € M, (C) que representa o operador T' na base . Nao

faremos distin¢ao entre um operador em B(C") e sua representagao A € M, (C).

As defini¢oes para elementos normais, unitarios e auto-adjuntos em M, (C) serao
utilizadas como na secao anterior, visto que, tradicionalmente, elas sao feitas da
mesma forma. Apenas observamos que, as vezes chamamos uma matriz auto-adjunta

de matriz hermitiana.

Por simplicidade de notagao, por vezes identificaremos M,, = M,,(C). Dito isto,

comecemos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.26. Uma matriz B € M, é unitariamente equivalente a uma matriz
A € M, se existe uma matriz U € M, unitaria tal que B = U*AU. Vale que a
equivaléncia unitdria é uma relagdo de equivaléncia. Se A € M, é unitariamente

equivalente a uma matriz diagonal, dizemos que A é unitariamente diagonalizdvel.

Proposicao 1.27. Se A = [a;j] € M,, e B = [b;;] € M,, sdo unitariamente equiva-

lentes, entao

n n
> bl = layl*.
i i
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Demonstragao: Observe que ), ; |ai;|* = trA*A. Assim, é suficiente mostrar
que trB*B = trA*A. De fato, se B = U*AU, entao trB*B = trU*A*UU*AU =
trU*A*AU = trA*AUU* = tr A* A, utilizando que trXY = trY X para todo X,Y €

M,,.
0J

Feito isso, podemos passar a definicao de matriz positiva definida e matriz posi-

tiva semidefinida.

Definicao 1.28. Uma matriz hermitiana A € M,, é dita positiva definida se
r*Axr >0 VexeC" com x#0.

Além disso, A é dita positiva semidefinida se

*Ax >0 VzeC".

Por brevidade, usaremos o termo matriz positiva para nos referirmos a uma
matriz positiva definida ou a uma matriz positiva semidefinida. Algumas vezes, se
quisermos enfatizar que a matriz é positiva definida, diremos que ela é estritamente
positiva. Ainda, usaremos a notacao A > 0 para dizer que a matriz A é positiva e a
notagao A > 0 para dizer que a matriz A é estritamente positiva. Uma generalizagao

para a definicao de positividade estrita serd apresentada na proxima secao.

E importante deixar claro que nao hé ambiguidade de notagao entre a tltima
definicao e aquela de elementos positivos em uma C*-algebra. De fato, se A é uma
matriz positiva entao A é auto-adjunta por definicao e se A é um autovalor de A
associado a um autovetor unitario x, temos A = z*\z = x*Ax > 0. Como o espectro
de uma matriz é precisamente o conjunto de seus autovalores, segue que A é positiva

vista como um elemento da C*-algebra M,,(C).
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Além das caracterizagoes para elementos positivos de C*-dlgebras mostradas no

Teorema 1.19, apresentamos mais uma para o caso da algebra das matrizes.

Proposicao 1.29. Seja A € M,,. Entao A € positiva se, e somente se, existem

vetores x1,...,x, em C" tais que

CL,L']' = <£C,L',£Cj>.
A € estritamente positiva se, e somente se, os vetores x1,...,x, Sao linearmente
independentes.

Demonstragcao: Se A é positiva, existe B € M, tal que B*B = A. Assim,
basta tomar z; como sendo a i-ésima coluna de B. Se A é estritamente positiva,
o posto de A é n e o mesmo vale para B, de onde segue que as colunas de B sao

linearmente independentes.

Reciprocamente, se A = [a;j] com a;; = (z;,x;) entdo A é hermitiana, pois

ai; = (x;, %) = (xj, ;) = aj;. Além disso,

Ay = ayTiy; = Y (ria)Tiy = > (i yixg)
ij=1 ij=1 ij=1
n n n 2
= Z?/ﬂuzyﬂj = Zyi% > 0,
i=1 j=1 i=1
onde y = (y1,...,y,). Portanto A é positiva. Repare ainda que, a igualdade acima

pode acontecer somente se
n
E yir; =0
i=1

e, assumindo que os vetores zi,...,x, sao linearmente independentes, a tnica

solucao é a trivial y = 0.
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1.3 Teorema de Birkhoff

O Teorema de Birkhoff ¢ um importante resultado sobre os pontos extremais
do conjunto convexo das matrizes duplamente estocasticas. Comecemos definindo

um conjunto convexo.

Definicao 1.30. Um conjunto K ¢é dito convezo se, dados x,y € K, todos os pontos
do segmento de reta que liga x e y também pertencem a K. Isto é, dados x,y € K,

temos tx + (1 —t)y € K para todo 0 <t < 1.

Exemplo 1.31. O conjunto das matrizes auto-adjuntas é convexo. O mesmo vale
para o conjunto das matrizes positivas. Com efeito, dados A, B € M,, auto-adjuntas
e0 <t <1, temos que [tA+ (1 —t)B]* = tA* + (1 —t)B* = tA+ (1 — t)B.
Além disso, para X,Y € M, positivas e 0 < ¢t < 1, temos xz*[tA + (1 — t)B]z =

te* Az + (1 — t)a*Bx > 0, para todo z € C™.

Definicao 1.32. Seja K um conjunto convexo fechado. Um ponto z € K é dito
extremal se puder ser escrito como combinac¢ao convexa de pontos de K somente na

forma trivial. Isto é,se z = tx+(1—t)y,com 0 <t <lex,y € K, entdaox =y = 2.

Definigao 1.33. Seja p uma permutagao dos inteiros (1,...,n). Associamos uma

matriz P com a permutacao p da seguinte forma:

P [py :{ 1, sej=p(i)

0, caso contrario

A matriz P é dita matriz de permutacdo ou simplesmente uma permutacdo.

Definigao 1.34. Uma matriz S = [s;;] € M,, é dita duplamente estocdstica se todas
suas entradas sao nao-negativas e a soma de cada linha e cada coluna é 1, isto é, se

satisfaz as seguintes condigoes:
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1. s;; > 0 para todo 7, j;
2. > .si; =1 para todo j;

3. >_;si; = 1 para todo i.

O préximo Teorema pode ser encontrada em Horn e Johnson [HJ] e em Lax [Lx].

A demonstracao aqui apresentada segue a demonstracao utilizada por Lax.

Teorema 1.35 (Teorema de Birkhoff). Os pontos extremais do conjunto das ma-
trizes duplamente estocdsticas sao, precisamente, as permutacoes. Portanto, toda

matriz duplamente estocdstica € uma combinacao convexa de permutacoes.

Demonstragao: Segue da definicao 1.34 que nenhuma entrada de uma ma-
triz duplamente estocastica pode ser maior do que 1. Assim, se S é duplamente
estocéstica, temos que

Afirmamos que todas as permutagoes sao pontos extremais no conjunto das matrizes

duplamente estocasticas. De fato, suponha

_A+B
)

P

com A e B duplamente estocasticas. Isto é,

pij:%

Observe que, s€ p;; = 17 entao Qg5 + bij =2 €, por (1].), bi; = Qi = bij = 1.
Analogamente, se p;; = 0, temos que p;; = a;; = b;; = 0. Isto mostra que A = B =

P.
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Provemos agora a reciproca. Comecemos provando que se S é duplamente es-

tocéstica e possui uma entrada entre 0 e 1
0< Sivjo < 1

entao S nao é um ponto extremal. Para ver isso, vamos construir uma sequéncia de
entradas, todas entre 0 e 1 e tais que as entradas sao tomadas, alternadamente, na

mesma linha ou na mesma coluna. Isto é, escolhemos j; tal que
0< Sigj1 < 1.

Note que isso é possivel porque a soma das entradas da 7p-ésima linha deve ser igual
a 1. Analogamente, como a soma das entradas da j;-ésima coluna deve ser igual a

1, podemos escolher uma linha i, tal que
0< Sivjy < 1.

Continuamos procedendo dessa forma até que uma mesma entrada seja alcangada

duas vezes. Teremos entao construido uma cadeia fechada
Sipir Sindut1 = e T Siim — Sikik (12)
Definimos agora uma matriz N como segue:
1) As entradas de N sdo nulas, exceto por aquelas que aparecem na cadeia (1.2);

2) As entradas de N que aparecem na cadeia sdo 1 e —1, em sucessao;

Repare que a matriz N tem a seguinte propriedade:

3) A soma das entradas de cada linha e cada coluna de N é 0.

Definimos agora, duas matrizes A e B por

A=S+eN, B=S—¢eN
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Segue de &) que a soma das entradas de cada linha e cada coluna de A e B é igual a 1.
Por 1) e pela construcao, as entradas de S sdo positivas em todos os pontos onde N
tem uma entrada nao nula. Segue, portanto, que € pode ser tomado suficientemente
pequeno para que A e B tenham entradas nao-negativas. Isto mostra que A e B sao

matrizes duplamente estocésticas. Como A # B e

_A+B

S B

segue que S nao é um ponto extremal no conjunto das matrizes duplamente es-

tocasticas.

Dai, segue que os pontos extremais do conjunto das matrizes duplamente es-
tocéasticas tem entradas nao diferentes de 0 ou 1. Segue da definicao 1.34 que cada
linha e cada coluna tem exatamente uma entrada igual a 1 e, portanto, ¢ uma

permutacao. Isto completa a prova da reciproca.
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Capitulo 2

Propriedades Espectrais de

Aplicacoes Positivas

Nesse capitulo, vamos analisar os resultados obtidos por Evans e Hgegh-Krohn
em [EH-K]. Veremos que aplicagoes positivas em C*-dlgebras de dimensao finita
possuem propriedades espectrais semelhantes as obtidas por Perron e Frobenius
para matrizes com entradas positivas. Por exemplo, veremos que o raio espectral de
uma aplicacao positiva e irredutivel é um autovalor associado a um tnico autovetor

positivo.

2.1 Aplicacoes Positivas em C*-dlgebras

Definigao 2.1. Sejam A e B C*-algebras. Uma aplicacao linear ¢ : A — B ¢ dita
auto-adjunta se ¢(z*) = ¢(x)* para todo z € A e é dita positiva se ¢p(x*z) > 0
para todo = € A. No caso em que A = B tem unidade, dizemos que ¢ é unital se

(1) = 1. Ainda, ¢ é dita estocdstica se for positiva e unital.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.

24



1. Sejam A e B C*-dlgebras e 7 : A — B um *-homomorfismo. Entao m é uma

aplicacao positiva pois

para todo a € A.

2. Seja A uma C*-dlgebra e seja a € A um elemento arbitrério. Defina ¢ : A — A

por ¢(x) = a*za para todo z € A. Entao ¢ é uma aplicagdo positiva pois
¢(z*x) = a*z*ra = (za)*za > 0

para todo x € A. Em geral, ¢ nao é um *-homomorfismo. Alguns autores

referem-se a ¢ como conjuga¢do por a.

3. Defina ¢ : M,,(C) — M,(C) por ¢(X) = X! para todo X € M,(C), onde X*

¢ a transposta de X. Entao ¢ é uma aplicacao positiva pois
para todo X € M, (C).

Lema 2.3. Toda aplicagcao linear positiva ¢ : A — B € auto-adjunta.

Demonstracgao: Suponha inicialmente x € A auto-adjunto e escreva r = x, —
x_, com x4 > 0, sua decomposicao de Jordan. Assim, por linearidade, temos
o(z) = ¢p(xy) — ¢(z—). Como ¢ é positiva por hipétese, temos que ¢(z) é diferenca
de dois elementos positivos e, portanto, ¢ um elemento auto-adjunto. Agora, mais
geralmente, seja a € A qualquer e escreva a = x + iy, com x e y auto-adjuntos, sua

decomposicao Cartesiana. Novamente por linearidade temos ¢(a)* = ¢(x + iy)* =

o(x)" —ig(y)” = o(x) —id(y) = o(x —iy) = ¢(a”).
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O

A partir de agora, serda importante analisar um caso particular de elementos
positivos em uma C*-dlgebra. Seja A uma C*-dlgebra, denotaremos por A, o

conjunto dos seus elementos positivos.

Definigao 2.4. Seja A uma C*-algebra de dimensao finita e seja x € A. Dizemos
que x é estritamente positivo, denotado x > 0, se existe € > 0 tal que = > ¢, isto é,
x é positivo e invertivel. Além disso, dizemos que uma aplicacao linear ¢ : A — A

é estritamente positiva, denotado ¢ > 0, se ¢(x) > 0 para todo x € A, nao nulo.

Definigao 2.5. Seja A uma C*-dlgebra de dimensao finita. Um funcional linear
7: A — C é dito um trago em A se 7(zy) = 7(yz) para todo =,y € A. Além disso,

um trago 7 sera dito:

1. normalizado se A tem unidade e 7(1) = 1;
2. positivo se T(x*x) > 0 para todo x € A;

3. fiel se for positivo e 7(z*x) > 0 para todo z € A com x # 0.

Exemplo 2.6. A C*-dlgebra M, (C) admite um tnico trago normalizado fiel

n

Tr(A) = %Za” para todo A € M,(C), onde A = [a].

i=1

De fato, para ver isso precisamos apenas mostrar que todos os estados traciais as-
sumem o mesmo valor nas projecoes de posto 1, ja que estas formam um base para
para M, (C). Portanto, se mostrarmos que todas as projegoes de posto 1 sdo uni-
tariamente equivalentes, o resultado seguird imediatamente. Para isso, sejam P e
(@ projecoes de posto 1 tais que P = ee* e Q = ff*, onde e, f € C" sao vetores
unitarios. Assim, existe uma matriz unitéria U € M,,(C) tal que Ue = f. Portanto,

temos Q = Ue(Ue)* = U(ee*)U* = UPU™.
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Definigao 2.7. Sejam A uma C*-dlgebra e 7 um trago normalizado fiel em A.
Defina

(x,y) = 7(y"x) para todo z,y € A.

Seja, ainda, ¢ uma aplicagao linear em A, definimos a adjunta de ¢, denotada por

¢* como sendo a tunica aplicagao linear tal que

(0(x),y) = (z,¢"(y)) para todo z,y € A.

Observagao. Quando dizemos que uma aplicacao linear ¢ em A é auto-adjunta
ou positiva, estaremos sempre falando no sentido da C*-dlgebra e nao no sentido
de espagos de Hilbert. Em outras palavras, dizer que ¢ é auto-adjunta significa
dizer que, como na defini¢ao, ¢(x*) = ¢(x)* para todo © € A e ndo que ¢ = ¢*.
Similarmente, quando dizemos que ¢ é uma aplicacao positiva, queremos dizer que

¢(z*z) > 0 para todo = € A e ndo que (¢(x),z) > 0 para todo = € A.

As duas seguintes proposi¢oes nao serao provadas. Ambas podem ser encontradas
em [EH-K].
Proposicao 2.8. Uma aplicagao linear ¢ é auto-adjunta, respectivamente positiva,

se, e somente se, ¢* € auto-adjunta, respectivamente positiva.

Proposicao 2.9. Uma aplicacao linear ¢ € estritamente positiva se, e somente se,

(p(x),y) > 0 para todo x,y € Ay nao nulos.

Segue de imediato da proposicao acima que ¢ é estritamente positiva se, e so-

mente se, ¢* é estritamente positiva.

Definigao 2.10. Um cone M em A, é dito hereditdrio se, para cada z € A tal
que 0 < x <y comy € M, vale que x € M. Uma sub-C*-dlgebra B de A é dita

hereditaria se By é hereditdrio em A, .
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Proposigao 2.11. Seja A uma C*dlgebra de dimensdo finita. Se p € uma proje¢ao
em A, entao pAp € hereditario em A. Além disso, se B € sub-C*-dlgebra de A,

entdo existe uma unica projecao p em A tal que B = pAp.

Demonstracao: De fato, seja p uma projecao em A e assuma 0 < b < pap
com a,b € A. Note que b — pap > 0 implica (1 — p)(b — pap)(1 — p) > 0, isto é,
0<(1-p)b(1—p) <(1—-p)pap(l—p)=0. De onde segue que (1 —p)b(1—p) =0.
Assim, Hbé(l —p)|| = [[(1 =p)b(1 —p)|| = 0 e, portanto, b(1 —p) = 0. Analogamente,
(1 —p)b=0. Dai, b =bp = pbp € pAp. A outra afirmagao pode ser encontrada em

[EH-K].

O

Definicao 2.12. Dizemos que a sub-C*-dlgebra hereditaria pAp reduz a aplicacao
linear positiva ¢, ou simplesmente que a projecao p reduz ¢, se ¢ deixa pAp global-
mente invariante. Ainda, dizemos que ¢ é irredutivel se nao pode ser reduzida por

nenhuma sub-C*-dlgebra hereditaria prépria.
Proposicao 2.13. Sejam A uma C*-dlgebra de dimensao finita e p € A uma
projecao. Entao

1. p reduz ¢ se, e somente se, existe A > 0 tal que ¢(p) < Ap.

2. p reduz ¢ se, e somente se, 1 — p reduz ¢*.
A demonstracao desta proposicao serd omitida aqui. O leitor interessado pode
encontra-la em [EH-K].

Lema 2.14. Seja A uma C*-dlgebra finita, realizdvel em um espago de Hilbert de

dimensao n. Uma aplicacao linear positiva ¢ em A € irredutivel se, e somente se,

(1+¢)" ! >0.
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Demonstragao: Suponha que ¢ é irredutivel. Seja y € A, nao nulo. Seja
z =y+¢(y) e, portanto, ker(z) C ker(y). Suponha inicialmente que ker(z) = ker(y),
isto é, ker(y) C ker(¢(y)). Em outras palavras, im(¢(y)) C im(y). Seja p a projecao
sobre a imagem de y. Entao ¢ deixa a sub-C*-dlgebra hereditdria pAp invariante.
Por irredutibilidade, devemos ter p = 1 e portanto, y invertivel. Assim, se y é nao
invertivel, devemos ter dimker 2 < dimkery. Portanto, dimker(1 + ¢)" 'y = 0, e

por consequéncia, (1 + ¢)"~! > 0. A reciproca ¢é evidente.

O

Proposicao 2.15. Seja A uma C*-dlgebra finita, realizdvel em um espago de Hilbert
de dimensao n. Uma aplicacao linear positiva ¢ em A € irredutivel se, e somente se,
para quaisquer x,y € Ay ndo nulos com (x,y) > 0, existe k > 0 tal que (¢*(x),y) >

0 (nesse caso, k pode ser tomado estritamente menor que n).

Demonstragao: Se ¢ pode ser reduzida por uma projecao p € A, entao
(¢*(p),1 — p) = 0, para todo k > 0. Se ¢ é irredutivel, segue do lema 2.14 que
(1 + ¢)"'z,y) > 0, para todo x,y € A, diferentes de zero. Portanto, por ex-

pansdo, existe k < n tal que (¢*(x),y) > 0, se (x,y) = 0. Isto prova a proposicao.

O

2.2 Autovetores Positivos

Seja ¢ uma aplicacao linear positiva irredutivel em uma C*-algebra A. Com

o proposito de produzir autovetores positivos, considere a fungao real

r, = sup{p € R tal que pz < ¢(z)}
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definida em A, . Mostraremos que r atinge valor maximo em um elemento estrita-
mente positivo de A, o qual é unicamente determinado, a menos de multiplicacao
por escalar. Como 7y, = r,, para qualquer A > 0 e x # 0, é suficiente restringir r
ao conjunto compacto S = {z € A, tal que 7(x) = 1}. Contudo, r ndo é necessari-

amente continua em S, entao vamos restringir r ainda mais.

Note que a projecao p sobre a imagem de ¢(1) reduz ¢ e, por irredutibilidade,
p=1e ¢(1) é invertivel. Assim, se z € A, e x > ¢ para algum ¢ > 0, entao ¢(z) >
e¢(1). Portanto a relacdo z > 0 implica ¢(z) > 0. Mas, r, = ||¢(z) " zzd(z) 2|2,
para todo = # 0 tal que ¢(x) é invertivel. Em particular, r é continua quando
restrita aos elementos estritamente positivos de A. Seja N o conjunto compacto
(1+ ¢)" 1S, que estd contido no conjunto dos elementos estritamente positivos de
A. Entao, r, atinge seu valor maximo r» em N, digamos em z. Agora suponha que

x € S. Entdo, ¢(z) — rpow > 0. Portanto (1 + ¢(z))"[e(x) — rpx] > 0, isto é,

é(y) — ryy > 0, onde y := (14 ¢)" 'z € N. Portanto r, > r,, e entao

r=max {r;;z € N} = max{r,;x € S}
=max {r;;r € A, }
Seja z € Ay tal que ¢(z) —rz > 0. Note que, se ¢p(x) —rz # 0, teremos, pelo Lema
2.14, ¢(u) —ru= (1+ ¢)" o(z) —rz] > 0, onde u = (1 + ¢)"'2. Assim, r, > r,

contradizendo a maximalidade de r. Em suma, mostramos que se ¢(u) —ru > 0

para u # 0 positivo, entdo ¢(u) = ru.

Teorema 2.16. Seja ¢ uma aplicagdo linear positiva e irredutivel em uma C*-

dalgebra de dimensao finita. Entao a funcao definida em A, por

r. =sup{p € R tal que px < ¢(z)}
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atinge valor mdximo r = r, em um elemento estritamente positivo z € A, o qual é
unicamente determinado a menos de multiplicacao por escalar. Além disso, r € um

autovalor simples de ¢ com autovetor z.

Demonstracao: Resta apenas mostrar que r é um autovalor simples. Suponha
que 2z’ é um autovetor, o qual pode ser tomado auto-adjunto (decomposigao carte-
siana). Suponha que 2732270 ¢ C. Assim, podemos encontrar um A € R tal que
e P ¢ C é positivo e ndo nulo, mas nao estritamente positivo (o que é
possivel, pois o espectro de um elemnto é compacto, c(A—a) = A—o(a) e o(a) € R
se a auto adjunto). Isto é, Az — 2’ é positivo e nao nulo, mas nao estritamente posi-
tivo. Entao, (1+¢)"'(Az—2") = (14+7r)"" (A2 —2) e, pelo Lema 2.14, A\z — 2’ > 0,
contradizendo a afirmacao inicial. Logo 2722272 €C e, portanto, z' é um multiplo

escalar de z.
O

Denotaremos r = r(¢) e z = z(¢) o valor caracteristico e o vetor caracteristico
de ¢, respectivamente. Como ¢* é irredutivel sempre que ¢ for, podemos consi-
derar 7 = r(¢*) e 2/ = z(¢*) o valor caracteristico e o vetor caracteristico de ¢*,

respectivamente.

Com esta notacao, temos

r(z,2) = (6(2),2") = (2,¢"(2')) = r"(z, 7).

Portanto r = 7*, pois z, 2" > 0. Além disso, se ¢(y) = ay para algum y € A, nao
nulo, temos

aly, 2') = (d(y), 2') = (y, ¢"(¢)) = r{y, 7). (2.1)

Portanto, o = r, pois 2/ > 0.
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Se definirmos a func¢ao real ¥ em A, por
r® =inf {p € R tal que pz > ¢(z)}

veremos, por procedimento analogo, que r* atinge valor minimo 7 em um tnico
ponto v € N e que, se x € A, satisfaz 7z > ¢(x), entdo x é um miltiplo escalar de
v. Além disso, ¢(v) = 7v e, por (2.1), 7 = r e, pelo Teorema 2.16, v é um multiplo

escalar de z, pois r é um autovalor simples de ¢.

O préximo teorema resume estes resultados.

Teorema 2.17. Seja ¢ uma aplicacao linear positiva irredutivel em uma C*-dlgebra

A de dimensao finita. A sequinte funcdo definida em A, ,
r® =inf {p € R tal que px > ¢(x)},

atinge valor minimo r na mesma direcao de z, onde r e z sao o valor caracteristico
e o vetor caracteristico de ¢ dados no Teorema 2.16, respectivamente. Os valores
caracteristicos de ¢ e ¢* coincidem. Além disso, se ¢p(y) = ay para algum y € A,

nao nulo e « € C, entao o =r e y € um maltiplo escalar de z.

Note também que r é o raio espectral de ¢. Assumindo ¢(u) = au para algum

u nao nulo e a € C, considere a aplicacao positiva ¢ dada por

U(x) = (1) z_%qﬁ(z%xz%)z_%, reA

r

21

Entao, ¢(1) = 1 e, por consequéncia |[¢|| = 1. Se Z72uz2, vemos que Y(v) = 2v.

Portanto, [¢| < [|¢]] = 1.

Agora, considere uma aplicacao linear positiva ¢ em A tomada arbitrariamente
e seja ¢, uma sequéncia de aplicagoes lineares positivas irredutiveis que converge

para ¢ em norma. Entao, como z, sao autovetores simples, segue que z, converge
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para um autovetor positivo de ¢ com autovalor r, onde r, converge para r. Além

disso, r é o raio espectral de ¢, o qual chamamos de valor caracteristico de ¢.

Segue, portanto, o seguinte conhecido teorema.

Teorema 2.18. Seja ¢ uma aplicagao linear positiva em uma C*-dlgebra A de

dimensdo finita. Se r € o raio espectral de ¢, entdo existe z € A, nao nulo tal que

o(z) =rz.

2.3 Aplicagoes de Schwarz

Definigao 2.19. Seja ¢ uma aplicagao linear em uma C*-algebra A. Dizemos que

¢ é uma aplicagio de Schwarz se ¢(1) =1 e

o(z*r) > ¢(x)"p(x), paratodo x € A.

Se a € C, denotamos por M?(«) o subespago espectral ker(¢ — «).

Lema 2.20. Seja ¢ uma aplicacao de Schwarz irredutivel em uma C*-dlgebra A de

dimensao finita. Entao

2. Para qualquer o € o(¢) N'T, M?(«) consiste de miitiplos escalares de um

elemento unitdrio u. Além disso,

o(ux) = aup(z), para todo x € A.
3. M?(a)M?(B) C M?(af), para todo a € T e 3 € C.

A demonstracao deste lema serd omitida aqui. O leitor interessado pode en-

contra-la em [EH-K].
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Seja ¢ uma aplicacao de Schwarz irredutivel. Segue do Lema 2.20 acima que
os autovalores sobre o circulo unitario formam um grupo discreto I', com gerador
v = exp(2mi/m) para algum inteiro m. Além disso, I" age em o (¢) por multiplicagao,
pois M?(a)M?(3) C M?(aB) # 0 para todo a € T' e 3 € o(¢) (Lema 2.20). Além
disso, se u € M®(«y) é unitario, temos ¢(u*) = v*u*. Portanto u™ =1 e o(u) C T

Assim, a decomposicao espectral de u é

m—1
u= Z VP,
k=0
onde as projecoes espectrais py estdao em A. Da relagao ¢(u) = yu e do item 2 do

Lema 2.20, temos que ¢, restrita a C*-dlgebra gerada por u, é um automorfismo.

Da unicidade da decomposicao espectral de u e como

m—1 m—1
w="Y " =qu=0u) =Y 7o),
k=0 k=0

segue que ¢(pg) = pr—1,k =1,2,...,m—1, e ¢(py) = pm—_1. Portanto, cada py reduz
¢™. assim, se ¢" é irredutivel para todo n, entao o(¢) N'T = {1}. Reciprocamente,
se o(¢) N'T = {1}, afimrmamos que ¢" é irredutivel para todo n. De fato, caso
contréario, suponha que pAp reduz ¢" para algum n > 1, e para alguma projecao
prépria p. Entao, pelo Teorema 2.18, existem z € pAp nao nulo e a > 0 tais que
¢"(z) = ax. Mas ¢ é recorrente, isto é, ¢ tem um estado fiel pelo Teorema 2.16 e

portanto a = 1. Assim, (¢" — 1)(z) = 0. Mas

n—1

¢" —1=]](¢—~"), onde v = exp(2mi/n),

i=0
e, além disso, v* & o(¢) se i # 0, pois 0(¢) N T = {1}. Assim (¢ — 1)(z) = 0 e,
por consequéncia, x € C pois ¢ ¢é irredutivel. Isto contradiz o fato de que p é uma

projecao prépria e z € pAp é nao nulo.

Mostramos, portanto, o seguinte teorema.
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Teorema 2.21. Seja ¢ uma aplicagao de Schwarz irredutivel em uma C*-dlgebra
A de dimensdo finita. Entao o(¢p) N'T forma um subgrupo discreto I' do circulo
unitdrio T. Cada autovalor em I' é simples, com correspondentes autovetores que
sao maultiplos escalares de um elemento unitdrio em A. FEsses autovetores formam

um grupo abeliano isomorfo a T'. Se |U| = m, v = exp(2mi/m) e u € M?(vy) é

unitdrio, entao o(u) =T e u tem decomposi¢ao espectral

m—1

U= Z 7Pk,

k=0
onde ¢(pk) = Pk-1, k= ]-7 cee, M — ]-7 € ¢(p0) = Pm—1- ASSim) 0<¢) NT = {1} S¢, €

somente se, ¢" € irredutivel para todo n.

Seja 1) uma aplicacao estocdstica irredutivel em uma C*-algebra A de dimensao
finita e tal que ¢* é uma aplicacdo de Schwarz. Entao, I' = o(¢*) N T C o(¢p*) =

o(1), e portanto I' age em o(¢)). De fato, se v € M¥" («), onde a € T', temos

(vip(x), 2) = T(z"0Y(2)) = (Y(x),v"2)
= (2, 9" (v"2)) = (z, v *(2))
= afvr,*(2)) = a(P(vr), 2)

para todo z € A. Assim avi(z) = ¥(vx), para todo v € MY (a) e x € A. Em par-
ticular, se x € M¥(83) para algum 8 € C, entdo ¢ (v*z) = afB(v*z) e analogamente
Y(xzv*) = afzv*. Se u,y e {po,...,Pm-1} sa0 como no enunciado do Teorema 2.21
para a aplicagao 1*, entao cada p; reduz Y™, e a aplicagao ™ reduzida por pj é

™ onde p é uma

irredutivel. De fato, caso contrario, suponha que pAp reduz (¢*)
projecao prépria em piApi. Entao, pelo Teorema 2.18, existem z € pAp nao nulo e

a > 0 tais que (¢¥*)™(z) = az. Entdo, como no Teorema anterior, vemos que o = 1,

e portanto

(W = DL +¢"+...+ @) () = 0.
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Mas, ¢* é irredutivel e ¢*(1) = 1. Assim, pelo Teorema 2.16, temos
r+ P (z)+ ..+ W)™ (2) € C.

Contudo, isso é impossivel pois © € pAp C prAp, e (V*)'(z) € pr_iApr_i, para
i =1,....,m — 1. Segue assim que "™ reduzida por p; é irredutivel. Portanto,
existem Unicos zp,...,Zm—1 €m poApo, ..., Pm-1Apm_1, respectivamente, tais que
U(zk) = 2zk-1,U(20) = 2m-1,7(2x) = 1 € 2z, > 0 em prApy, para k =0,1,...,m — 2.

Entao z = ) zx é o tnico estado invariante por ).

O seguinte teorema é um resumo da discussao acima.

Teorema 2.22. Seja 1) uma aplicacao afim irredutivel no espaco de estados de uma
C*-dlgebra de dimensao finita, tal que ¥* é uma aplicacao de Schwarz. Entao 1 € o
unico autovalor na circunferéncia unitdria se, e somente se, Y™ ¢ irredutivel para
algum m > 1. Em qualquer caso, os autovalores na circunferéncia unitdria formam
um subgrupo discreto I' que opera em o (). Se |I'| = m, existe uma familia mazimal
de faces disjuntas de S(A), Fy, ..., Fn_1 tais que v(Fy) = Fr—1, k=0,1,...,m—2
e Y(Fo) = F1. Se w € o unico estado invariante por v, entio w = (1/m) > wg,
onde wy, € F, Y(wg) = wka1, k= 0,1,...,m — 2, P(wy,_1) = wy, € Fy € a face

minimal contendo wy.
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Capitulo 3

Sobre o Teorema de Birkhoff

Neste capitulo concentramos o estudo nos pontos extremais do conjunto
das aplicacoes duplamente estocésticas completamente positivas sobre a C*-dlgebra
M, (C). Veremos, em certo sentido, uma generalizagdo do classico Teorema de
Birkhoff 1.35, visto no primeiro capitulo. Para isso, seguiremos o trabalho de Lan-
dau e Streater [LS], onde é apresentada essa generalizacdo. Também veremos o

Teorema de Tregub, encontrado no préprio trabalho de Landau e Streater.

3.1 Aplicacoes Positivas em Algebras de Matrizes

Comecemos com alguns exemplos adicionais aos apresentados no Exemplo 2.2.

Exemplo 3.1.

1. A aplicagao ¢(X) = (TrX)I é estocastica em M, onde tr é o trago normali-

zado fiel dado no exemplo 2.6.

2. Para qualquer A € M, tal que A > 0, a aplicacdo ¢(X) = Ao X ¢ positiva
em M,. Lembramos que A o X denota o produto de Schur de A por X, isto

é, (A 0] X)z] = QjjT45 onde A = [ai]‘] e X = [IZ]]
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3. Qualquer combinacao linear positiva de aplicagoes positivas é uma aplicacao

positiva.

Vimos na Definicao 2.5 que um traco em uma C*-dlgebra de dimensao finita
¢ um funcional linear ciclico e no exemplo 2.6 vimos que existe um unico traco
normalizado fiel em M, (C). No entanto, a partir de agora, quando nos referirmos
ao trago de um elemento em M,,(C) estaremos nos referindo ao trago usual de uma
matriz, isto é,

tr(A) = Za“ onde A = [a;;] € M, (C).
i=1

Dito isso, observamos que todo elemento X € M, pode ser associado com um

funcional linear F'x em M, dado pela seguinte forma
Fx(Y)=tr(X"Y) paratodo Y € M, (3.1)
Ainda, no espaco M, é possivel definir um produto interno naturalmente por
(X,Y) :=trXY, (3.2)

Assim, Fx(Y) = tr(X*Y) = (X,Y). Segue do Teorema da Representagao de Riesz
que todo funcional linear em M, pode ser representado unicamente na forma 3.1.

Tais fatos possibilitam a seguinte definicao.

Definicao 3.2. Seja ¢ : M,, — M,, uma aplicacao linear. Definimos a adjunta de ¢

como sendo a aplicacao ¢* : M,, — M, tal que

(p(X),Y)=(X,0"(Y)) paratodo X,Y € M, (3.3)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.3.
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1. Se ¢ é uma aplicagao linear em M, tal que ¢(X) = V*XV | entao é facil ver

que ¢*(X) = VXV*. De fato, temos (¢(X),Y) = (V*XVY) = (X, VY V™).
2. Sejam A € M,, qualquer e ¢(X) = Ao X. Assim ¢*(X) = A* o X.

A seguinte proposicao tem facil demonstragao e portanto sera omitida aqui. O

leitor interessado pode encontré-la em [Ch].

Proposicao 3.4. Seja ¢ uma aplicagcao linear em M,. FEntao ¢ € positiva se, e
somente se, ¢* € positiva. Além disso, ¢ é unital se, e somente se, ¢* preserva

traco, isto é, tro*(X) = trX para todo X € M,

Passamos agora a defini¢ao de aplicacao duplamente estocéstica.

Definicao 3.5. Uma aplicacao positiva ¢ : M,, — M,, é dita duplamente estocdstica
se for unital e preservar trago. Note que, pela proposicao 3.4, dizer que uma aplicagao
linear ¢ é duplamente estocastica ¢ o mesmo que dizer que tanto ¢ quanto sua

adjunta ¢* sao aplicagoes estocasticas.

Agora, para adentrarmos o estudo dos pontos extremais das aplicacoes dupla-
mente estocasticas, resta-nos a definicao de aplicacao completamente positiva em
M, (C). Mas para isso, serd necessario apresentar o produto tensorial de espagos de

Hilbert.

3.2 Produto Tensorial

O conceito de produto tensorial de estruturas algébricas é extremamente ttil
em diversas areas da matematica. Aqui, vamos abordar, inicialmente, o produto
tensorial de espagos vetoriais e, em seguida, o produto tensorial de espacos de Hil-

bert. Terminaremos a secao exibindo o produto de Kronecker, que pode ser vista
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como sendo o produto tensorial em coordenadas e que serd, na pratica, a operagao

usada sobre matrizes.

Comecemos pela definicao abstrata.

Definicao 3.6. Sejam U e V espacos vetoriais de dimensoes m e n, respectivamente.
Chamamos de produto tensorial de U por V a todo par (Z,V) que satisfaga os

seguintes axiomas:

1. Z é um espago vetorial e ¥ : U x V — Z é uma aplicacao bilinear do par U, V'

em Z;
2. dim Z = dim U dim V;

3. U(UxV) gera Z, isto é, todo elemento de Z pode ser obtido como combinagao

linear de elementos de ¥(U x V).

Os axiomas 2 e 3, na presenga do axioma 1, poderiam ser substituidos por um

unico axioma, assim enunciado:

2. Se By ={e1,...,em} e By ={f1,..., fu} sdo bases de U e V respectivamente,

entdo a mn-upla U(e;, f;), com 1 <i <m, 1 < j <mn, forma uma base de Z.
O caminho a seguir é dedicado a mostrar a existéncia e a unicidade do produto
tensorial. Comecemos pela existéncia.

Teorema 3.7 (Construgao do Produto Tensorial). Dados espagos vetoriais U e V,
existe o produto tensorial de U por V, isto é, existe um par (Z, V) satisfazendo os

axiomas da definicao 3.6.
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Demonstragao: Sejam Sy = {e1,...,en} e fv ={f1,..., fn} bases de U e V,

respectivamente. Seja Z um espaco vetorial qualquer de dimensao mn. Escolhamos

BZ:{hlla'-whij;"'ahmn}

uma base de Z. Ainda, definamos ¥ : U x V' — Z nos pares (e;, f;), com e; € By e
fi € By, por V(e;, f;) = hy; e estendamos ¥ por linearidade em U x V. E evidente

que o par (Z, V) satisfaz os axiomas da definigao 3.6.

De agora em diante, indicaremos um produto tensorial de U por V com U ® V.
Assim, W(u,v) serd substituido por u ® v (lé-se: u tensor v). Observamos ainda
que, na defini¢do de produto tensorial 3.6, nao se tem ¥(U x V) = Z. Em outras
palavras, nem todo elemento de U ® V' pode ser escrito na forma v ® v, embora todo
z € U®V se exprima como z = »_ ug ® vg. Os tensores da forma u ® v sdo ditos

decomponiveis.

O proximo teorema nao sera demonstrado aqui, mas sua demonstracao pode ser

encontrada em [Li] e [La], por exemplo.

Teorema 3.8. Sejam U ® V' um produto tensorial de U por Ve W um espaco
vetorial qualquer. Se g : U x V. — W € uma aplicacao bilinear, entdo existe uma
tnica aplicagao linear g : U @V — W tal que g(u ® v) = g(u,v) para todo u € U e

veV.

A partir do Teorema 3.8 acima, mostramos a unicidade do produto tensorial de

espacos vetoriais.
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Teorema 3.9 (Unicidade do Produto Tensorial). Sejam U®V e URV dois produtos
tensoriais de U por V. Entao existe um isomorfismo canonico de U RV sobre UKV

que leva u @ v em uX v, para todou e U ev e V.

Demonstragao: A aplicagao bilinear g : U x V. — U XV que, ao par (u,v),
associa o elemento g(u,v) = u X v, induz, de acordo com o Teorema 3.8, uma
aplicacao linear g : U®V — UKV tal que g(u ® v) = u X v. Analogamente, a
aplicagao bilinear h: U x V — U ® V tal que h(u,v) = u ® v induz uma aplicagao
linear fz(u Xov) =u®wv. Assim, a aplicacdo linear composta hoj: UV UV
é tal que ho glu®v) = h(u®v) = u® v, isto é, h o § coincide com a aplicacio
identidade no conjunto dos tensores decomponiveis de U ® V. Como tal conjunto
gera U®V | segue que ho g é, ela propria, a aplicagao identidade. Analogamente, §OFL
¢ a aplicagao identidade de UKV em U X V. Dai, segue que g e h sdo isomorfismos,

inversos um do outro.

Observe que a demonstracao do Teorema 3.9 mostra que a propriedade do pro-

duto tensorial expressa no Teorema 3.8 serve para caracteriza-lo.

Agora que mostramos a existéncia e a unicidade do produto tensorial de espacos
vetoriais, podemos, ainda, pensar no produto tensorial de espacos de Hilbert. Dados
‘H1 e Hs espacos de Hilbert, o produto tensorial H; ® Ho € também um espago de
Hilbert. Mais especificamente, temos o seguinte resultado, que nao sera demonstrado

aqui, mas pode ser encontrado em [Mu].

Proposicao 3.10. Sejam Hi e Hsy espacos de Hilbert. Entdo, o produto tensorial

42



Hi1 ® Ho € um espaco de Hilbert com o inico produto interno que satisfaz

(11 ® 22, Y1 @ Y2) = (D1, Y1), (T2, Y2) 2o

onde x1,y1 € Hi, x2,y2 € Ho € 0s produtos internos no lado direito da igualdade

sao calculados no espaco de Hilbert indicado.

Também podemos definir o produto tensorial de aplicacoes lineares.

Definicao 3.11. Sejam S : U — W e T : V — Z aplicagoes lineares. O produto
tensorial de S por T é a aplicacao linear S®T : U ®V — W ® Z caracterizada

pela igualdade

SRT(u®v)=9Su)®T(v), ondeueUevelV.

Note que a definicao acima faz sentido. Isto é, S ® T é obtida, por meio do
Teorema 3.8, como S®T = g,sendo g : U x V — W ® Z a aplicacao bilinear dada

por g(u,v) = S(u) @ T(v).

Sejam S, T : U — U aplicagdes lineares. Dada § = {ey,...,e,} base de U,
sejam A = [a;] e B = [b;;] as matrizes de S e T, respectivamente, na base f.
A matriz A ® B da aplicagao linear S® T : U ® U — U ® U na base f ® f =
{e; ®e;;1 <i,j <m} é denominada produto de Kronecker das matrizes A e B.

Observe que, como A(ey) =Y. ae; e Bley) = Zj bjne;, temos:

(A X B)(ek X €h> = A(ek) & B(eh)

_ (Z aike,) ® (2]: bjh€j>

= E a;xbjne; @ e;,

1,J

e, portanto:
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a11b11 .. anbln c alnbll .. alnbln

anbnl . anbnn c. alnbnl c alnbnn
A X B = (aikbjh) =

anlbll . anlbln c a'nnbll .. a,mbln

An1ibnt oo Auibpn oo Qunbni oo Gunbon

De forma mais compacta, podemos escrever:

aHB Ce alnB
A® B = :
amB ... a..B

Proposigao 3.12. Sejam S :U =V, TV =W, S :U =V T :V - W

aplicacoes lineares. Entao

TSRT'S =TT S®S):UU - W W'

Demonstragao: Temos [TSRT"S'|(uxu') = TS(u)QT'S'(v') = (TRT")[S(u)®
S' ()] = [(TeTHS ®S)(u®u), quaisquer que sejam v € U e ' € U', o que

demonstra a proposicao.

3.3 Aplicacoes Completamente Positivas e Con-

dicoes de Extremalidade

Nessa secao, em um primeiro momento, vamos apresentar a definicao de
aplicagao completamente positiva e algumas caracterizagoes para essas aplicagoes.

Para isso, seguiremos Choi [Ch]. Na sequéncia, vamos estudar condigdes de extrema-
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lidade para aplicagoes completamente positivas, onde comegcamos a nos aproximar

do trabalho de Landau e Streater [LS].

Seja M,,(M,(C)) o espago das matrizes m X m com entradas em M, (C). Assim,
cada aplicagao linear ¢ : M,, — M,, induz uma aplica¢ao ¢, : M,,(M,) — M,,(M,)

como na seguinte defini¢ao.

Definicao 3.13. Seja ¢ : M,, — M, uma aplicacao linear. Definimos a aplicagao

Om » M (M) — M, (M,) tal que

Pm([Xi5]) = [0(Xi5)]. (3-4)

Dizemos que ¢ é uma aplicagao m-positiva se ¢,, for uma aplicacao positiva. Além
disso, se ¢ for m-positiva para todo m, dizemos que a aplicagao ¢ é completamente

positiva.

Exemplo 3.14.

1. A aplicagao dada por ¢(X) = X! em M, é positiva, mas nao é 2-positiva. De
fato, considere as matrizes E;; em M,. Entao, [E;;] é positiva em M,, mas

[¢(Es;)] nao é positiva.

2. Seja V € M, uma matriz qualquer. A aplicagdo dada por ¢(X) = V*XV em

M,, é completamente positiva. De fato, para cada m, note que
[0(Xi)] = (I @ VI)[X35](Im @ V).

3. Sejam VW V@ V(@ ¢ M,. Porraciocinio andlogo ao anterior, a aplicacao

dada por ¢(X) =Y 7_ VE*XV® ¢ completamente positiva.
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Observacao 3.15. Dizer que uma aplicagao ¢ em M, é positiva equivale a dizer que
ela é 1-positiva. Logo, toda aplicacao completamente positiva é também positiva.

Mas, como visto no exemplo anterior, a reciproca é falsa.

Definicao 3.16. Sejam K, L € M,,. Definimos:

1. CP,(K) ={¢: M, — M, tal que ¢ é completamente positiva e ¢(I) = K};

2. CP,(K,L) = {¢: M, — M, tal que ¢ € CP,(K) e ¢*(I) = L}.

Segue de (3.3) que trK* = trL. Note que esta é uma condigao suficiente para

que o conjunto C'P,,(K, L) seja nao vazio se K e L sao positivos. Mais precisamente:

Proposicao 3.17. Sejam K, L € M, tais que tr K* =trL. Entao:

1. existe uma aplicagao linear ¢ : M,, — M, tal que ¢(I) = K e ¢*(I) = L;
2. se K e L sao hermitianas, entao ¢ pode ser tomada hermitiana,

3. se K e L sao positivos, entao ¢ pode ser tomada completamente positiva.

Demonstragao: Para provar I, escrevamos as decomposicoes cartesianas K =
Ki+iKy e L = Ly +ils, onde Ky, Ky, L1 e Ly sao matrizes hermitianas. As-
sim, temos tr(Ky) = tr(Ly), tr(Ky) = tr(—Ls) e, assumindo o item 2, garantimos
a existéncia de aplicagbes hermitianas ¢; e ¢ tais que ¢1(1) = Ky, ¢o(I) = Ko,
¢i(I) = Ly e ¢5(I) = —Ly. Logo, ¢ = ¢y + i¢po possui as propriedades requeridas.
Para provar 2, escrevamos as decomposigoes de Jordan K = K1 — Ky e L = Ly — Lo,
onde K;, Ky, Ly e Ly sdo positivas. Suponha tr(K;) > tr(L;). Entao existe € > 0
tal que tr(Ky) > tr(L; + €I) e, portanto, tr(Ksy) > tr(Ls + €l). Assumindo 3,

garantimos a existéncia de aplicagbes hermitianas ¢; e ¢y tais que ¢1(I) = Kj,
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Go(I) = Ko, ¢5(1) = (L1 +¢el) e ¢5(I) = (Lo + el). Logo, ¢ = ¢1 — ¢2 possui as
propriedades requeridas.

Para provar &, note que a aplicagao linear ¢ : M, — M, dada por ¢(X) =
7 r(LX)K, onde 7 = tr(K*) = tr(L), ¢ completamente positiva e possui as

requeridas propriedades.
O

Veremos agora algumas caracterizagoes para as aplicagoes completamente po-
sitivas. Para qualquer matriz V' € M, vimos no exemplo 3.14 que a aplicacao
¢(X) = V*XV é completamente positiva. Além disso, toda aplicagao completa-
mente positiva em M,, é uma soma de aplicacoes dessa forma. Mais especificamente,

temos:

Teorema 3.18 (Representacao de Kraus [Ch]). Seja ¢ : M,, — M,, uma aplicagdo
completamente positiva. Entdo existem V®) € M, com 1 < k < N tais que ¢ pode

ser escrita na forma
N
B(X) =) vV xv®, (3.5)
k=1
para todo X € M, .
Demonstracao: Como ¢ ¢ linear e as matrizes £;; geram M, ¢ suficiente

mostrar que existem V® com 1 < k < N tais que a Representacdo de Kraus (3.5)

acima ¢ valida para as unidades E;; em M,,.

*

Ty
Para isso, seja v* € C™ e escreva v* = : , onde z; € C". Defina por
T,
T
V.= : € M, a matriz associada ao vetor v* e note que
Ty

(V*Ei;V )i<ij<n = (7775)1<ij<n = V7V
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Agora, suponha ¢ : M, — M, uma aplicacdo completamente positiva. Como
(Eij)i<ij<n € elemento positivo de M, ® M,, segue que (¢(Ei;))i<ij<n € pOsi-
tivo também. Assim, existem vetores v; com 1 < k < N tais que (¢(E;;))i; =
Zszl VRUE.  Seja V) a matriz associada ao vetor v;. Entao, pela construgao
anterior, (¢(Eij))i; = Z]k\[:]_(‘/(k)*EijV(k))ij. Portanto, concluimos que ¢(X) =

SV VEXVE) para todo X € M,,.
U

Repare que a aplicacao linear ¢ : M, — M, é completamente determinada
pelo elemento (¢(E;;))i; € M, ® M,. Em fato, a demonstracdo do Teorema da
Representagao de Kraus 3.18 nos fornece uma outra caracterizacao para aplicagoes

completamente positivas.

Teorema 3.19. Seja ¢ : M,, — M, uma aplicacao linear. Entao ¢ é completamente

positiva se, e somente se, (P(E;j))1<jr<n € uma matriz positiva.

Novamente, repare que este tltimo teorema implica que, se ¢ : M,, — M,, é uma

aplicacao linear, entao a n-positividade de ¢ implica positividade completa.

Observagao 3.20. Na demonstracao do Teorema da Representacao de Kraus 3.18,
a expressao (¢(Ei;))ij; = chvzl vy ndo é tnica e, portanto, os V*) da representacio
de Kraus (3.5) nao sao unicamente determinados. Com o propdsito de aperfeigoar
a representagao, podemos exigir que os vetores v} formem um conjunto linearmente
independente. Assim, teremos que o conjunto formado pelas matrizes V*) também

é linearmente independente.

A condicdo adicional imposta as matrizes V(¥) da representacdo de Kraus (3.5),

na observagao anterior, permite enunciar e provar a seguinte proposic¢ao.
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Proposicao 3.21. Seja ¢ : M, — M, uma aplicacao completamente positiva tal
que ¢(X) = Z]kvzl VEXVE) ¢ uma representacio de Kraus para ¢. Se ¢(X) =
25:’1 W®XW®) ¢ uma outra representacio de Kraus para ¢. Entdo existe uma
matriz isométrica (jip)pr de ordem N' x N tal que W® =SV 11,V ®) para todo
p. Além disso, se as matrizes W®) também formarem um conjunto linearmente

independente, entio N' = N e (lpk)pr € unitdria.

Demonstragao: Seja w, € C™ o vetor tal que W® é a sua matriz associ-

ada. Como na prova do Teorema da Representacao de Kraus 3.18, Z — Wyw, =
(O(Eij))i Zk L Vkur e, portanto, wy pertence ao gerado linear de {v;}x. Logo,
existe (i )pr tal que wy = fovzl fiprvt. Dai, segue que W) = Zé\le pipr V)
Como {v}}x é um conjunto linearmente independente, segue que {vjv;}y também
é. Assim, da igualdade

— *
g Ukvk E w wp E ,U/pkvkwp E Hopke opl Uy UL

p,k,l

obtemos Zp fopkfipt = Ot €, portanto, (fipr)pr € uma isometria.
No caso em que {W(p) }» também for um conjunto linearmente independente, teremos
que o gerado linear de {vj} coincide com o gerado linear de {w}}2" e, portanto,

N = N" e (fpk)pr € unitéria.
UJ

Comecemos agora um estudo sobre condicoes de extremalidade para aplicagoes
completamente positivas. De fato, os pontos extremais dos conjuntos C'P,(K) e
CP,(K,L) podem ser caracterizados por uma propriedade das matrizes V*) na

representacao de Kraus de aplicacoes completamente positivas.

Teorema 3.22 (Teorema de Choi [Ch]). Seja ¢ € CP,(K). Entao, a aplicagio ¢
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¢ um ponto extremal de CP,(K) se, e somente se, ¢ admite uma representacao de
Kraus (3.5) onde

N
Zv(’f)*v(k) - K
k=1

77777

¢ um conjunto linearmente independente.

Demonstragao: Sejam ¢ € C'P,(K) um ponto extremal de CP,(K) e ¢(X) =
> VE*XVE) uma representacio de Kraus (3.5) para ¢ com {V*®} linearmente in-
dependente. Suponha que ), M VOV = 0. Queremos mostrar que (Ay)p = 0.
Repare que podemos assumir, sem perda de generalidade, (Ag)r hermitiana. De
fato, da igualdade ), A\ VE* (0 = 0 obtemos > ok N VO*V®) = 0 de onde con-
cluimos que >, (A £ i) VE VO = 0. Assim, se provarmos que (A = M) = 0,
teremos (Ag)r = 0 por consequéncia. Além disso, podemos assumir, multiplicando
por um escalar se necessario, que —I < (g < 1.

Agora, defina ¢ : M,, — M, por ¢5(X) =S VE*XVE £5 A\, VE*V D Dessa
forma, repare que temos ¢+ (1) = S VE* VK = ¢(I) = K. Sejam I + (Mg =
(o) (o)t € Wk = > aV®. Assim, ¢, (X) = >k WE*XW® e portanto,
¢+ € CP,(K). Analogamente, temos ¢_ € CP,(K). Como ¢ = 3(¢4 + ¢_), segue
da extremalidade de ¢ que ¢ = ¢, e, portanto, (ag ) ¢ uma isometria. Logo,
I+ M)k = (aw) (o) = 1, isto é, (Ag)i = 0 como querfamos demonstrar.

Reciprocamente, sejam ¢(X) = Y., VE*XVE S vk = [ e {VEyO},
um conjunto linearmente independente. Como {V®*V1,; & linearmente inde-
pendente, segue que {V(’“)}k também é linearmente independente. Suponha agora

que ¢ = agr + (1 — a)pz com ¢1(X) = Zp WX W), P2(X) = Zq 7@ X7 e
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W = 7@ 7@ = K. Como ¢(X) =a Y, WEXWE(1—a)} 2@ X7,
W® e Z@ podem ser expressos em termos de V¥, Seja W® = Yok ,uka(k) para
cada p. Entao Zp ,u;kuplv(k)*v(” e, portanto, fipkfy = Ok, i8t0 &, (fpk)pr ¢ uma

isometria. Dai concluimos que ¢ = ¢, de onde segue que ¢ é extremal.

0

Observagao 3.23. Como vimos, se ¢ € C'P,(K), podemos escrever ¢ na forma
(X)) = S0 VEXVE com {VE}N linearmente independente e, portanto, N <
n%. No caso em que ¢ for um ponto extremal de C'P,(k) a desigualdade pode ser
reduzida para N < n. De fato, o conjunto {V**1/} ¢ linearmente independente

somente se sua cardinalidade for menor que a dimensao de M,, e, portanto, somente

se N2 < n?. Daf temos N < n.
Para enunciar um teorema que caracteriza os pontos extremais de C'P,(K, L)
precisaremos da seguinte defini¢ao.

Definigao 3.24. Os pares (uy,v1), ..., (U, v,) de elementos de um espago vetorial

sao ditos bi-independentes se

n n
E cu; =0 e E cv; =0
i=1 i=1

implica ¢; = 0 para todo 1 < i < n. Os n pares de elementos serao denotados por

Uty ooy Up;V1y...yUp.
Exemplo 3.25. Os pares (uy, v1), ..., (un, v,) de vetores em C” sdo bi-independentes
se, e somente se, u; B vy, ..., U, O v, sao linearmente independentes em C?". Dai

segue que n < 2r se os pares sao bi-independentes.

Agora podemos enunciar o teorema, o qual a prova nao sera dada aqui pois é

analoga a prova do Teorema de Choi 3.22.
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Teorema 3.26. Seja ¢ € CP,(K,L). Entao, a aplicagio ¢ é um ponto extremal de
CP,(K, L) se, e somente se, ¢ admite uma representacio de Kraus (3.5) onde

N N
Z AR Oy e Z V®yE —
k= k=1

1

{V(k)*V(l)}k,Z:L...,N; {V(l)V(k)*}k,lzlw-,N

¢ um conjunto bi-independente de matrizes.

O seguinte corolario segue como consequéncia imediata.

Corolario 3.27. Seja ¢ : M,, — M,, uma aplicacao linear. Entao ¢ € um ponto ex-
tremal no conjunto das aplicagoes completamente positivas duplamente estocdsticas

se, e somente se, ¢ admite uma representacio de Kraus (3.5) onde

=z

N
Zv(k)*v(k) =1, Zv(k)v(k’)* -7
k=1

k=1

{V(k)*v(l)}k,lzl,‘..,NQ {V(l)v(k)*}’f’l:““’]v

¢ um conjunto bi-independente de matrizes.

3.4 Aplicacoes Diagonais

Definigao 3.28. Seja ¢ : M,, — M,, uma aplicagao linear. Dizemos que ¢ é diagonal
se

H(X)=CoX (3.6)
para algum C' € M,,.

Exemplo 3.29. A aplicacao identidade é diagonal com C' = E | isto é, ¢(X) = FoX.
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O seguinte lema pode ser facilmente provado.

Lema 3.30. Sejam X,C € M, positivos. Entao ¢(X), como em (3.6), é positivo.

Assim, podemos mostrar a proxima proposicao, a qual fornece uma caracte-

rizagao para as aplicacoes diagonais positivas.

Proposicao 3.31. Seja ¢ : M,, — M, tal que $(X) = C o X, para algum C € M,,.
Entdao ¢ ¢ uma aplicacdo positiva se, e somente se, C € positivo. Nesse caso, ¢ €

completamente positiva.

Demonstragao: Se ¢ é uma aplicacao positiva, entao C' = ¢(F) é positivo,
pois F é uma matriz positiva. Reciprocamente, se C' é uma matriz positiva, entao
¢ é uma aplicacao positiva pelo lema anterior. Agora, dado um inteiro positivo m,
a aplicagao qg M, ® M,, - M, ® M,, definida por ngS = ¢ ® Id é uma aplicacao
diagonal com C=C®EFE. Da positividade de FE, segue que Cé positivo sempre
que C for positivo e, portanto, 5 ¢ uma aplicacao positiva. Logo, ¢ ¢ uma aplicacao

completamente positiva.

O

Observacao 3.32. Se ¢ é uma aplicacao diagonal, entao ¢* também é uma aplicacao
diagonal. Mais especificamente, se ¢(X) = C' o X, entdao ¢*(X) = C* o X. Assim,
se o(I) = ¢*(I) = K, temos que K;; = C;;0;; para 1 < ¢,j < n. Portanto, ¢ é
estocéstica se, e somente se, C; = 1 para todo ¢ < n, e entao ¢ sera duplamente

estocastica.

Proposicao 3.33. Seja ¢ : M,, — M, uma aplicacao diagonal completamente posi-
tiva. Entdo, em qualquer representacio de Kraus da forma (3.5), as matrizes V*)

sao diagonais.
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Demonstragio: Sejam ¢(X) = S_n | V®* XV ®) uma representacio de Kraus
para ¢ e C' € M, tal que ¢(X) = X oC, onde X € M, é arbitrario. Comparando

as duas expressoes para ¢ obtemos

- (k
> VXV = Gy X.(1)

k,m,n

Pela arbitrariedade de X, segue que
D VIV = Ciibmidn;.(2)
k
Fixando m =n e i = j, temos que
Z|V(k)|2—0 sem '
il = pre que m # i.
k

Assim, Vn(ﬁ) = 0 se m # 1, isto é, as matrizes V¥ sdo diagonais.
O

A condicao para extremalidade pode ser reformulada no caso das aplicagoes

diagonais, com o auxilio da seguinte definicao.

Definigao 3.34. O conjunto {uy,...,u;} de elementos de C" é dito um conjunto
completo de vetores se (ug, Aux) = 0 para todo 1 < k < ¢ implica A = 0, onde

AeM,.

Agora, podemos enunciar

Teorema 3.35. Seja ¢ : M,, — M, uma aplicagao diagonal completamente positiva.

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. ¢ é extremal em CP,(K, K);

2. ¢ é extremal em CP,(K);
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3. A matriz C, como na equagdo (3.6), pode ser expressa como

onde Zklbkl)\gk))\gl) para todo 1 <1 < mn implica b= 0;

4. ¢ admite uma representacao de Kraus (3.5) onde V;Ek) = )\gk)dij, e 0s vetores

{ug,...,u,} formam um conjunto completo de vetores em CV, onde (u;) =

AR

Demonstragao: De acordo com a Proposicao 3.33, em qualquer representacao
de Kraus de ¢ da forma (3.5), as matrizes V®) sdo diagonais e portanto comutam
entre si. Segue que a bi-independéncia expressa no Teorema 3.26 é equivalente a
independéncia linear expressa no Teorema de Choi 3.22 nesse caso. Portanto 1 e
2 sdo equivalentes. Além disso, as matrizes V#*V () s3o diagonais com entradas
diagonais 5\§-k)A§-l). Portanto, a independéncia linear dessas matrizes é equivalente a

condicao 3, onde C ¢é tal que

N

_ (k) y (k) (k) _ (k)
Cij = Z)\z >\j e ‘/ij = )\z 61.7

k=1
Ainda, a condi¢do em 3 expressa a completude dos vetores {uy, ..., u,} em CY como
na definicao 3.34.

O

Definicao 3.36. Sejam ¢; e ¢ aplicacoes lineares de M,, em M,. Entao, ¢1 e ¢

sao ditas unitariamente equivalentes se existem aplicacoes unitarias ¢r e ¢g tais que

G2 = OrO1Ps.

Equivaléncia unitéria preserva positividade completa, estocasticidade e extrema-
lidade. Se ¢ e ¢9 sao unitariamente equivalentes, entao Ky = R*K{R e Ly = SL15*

e as representacoes deles satisfazem V¥ = SVFR.
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Teorema 3.37. Seja ¢ : M,, — M,, uma aplicacao linear.

(1) Se ¢ é completamente positiva com representacao de Kraus (3.5) onde N =1,

entao ¢ € unitariamente equivalente a uma aplicagao diagonal completamente

Positiva.

(2) Se ¢ é uma aplicagao completamente positiva duplamente estocdstica com re-

presentacdo de Kraus (3.5) onde N = 2, entdo ¢ € unitariamente equivalente

a uma aplicacao diagonal completamente positiva duplamente estocdstica.

Demonstragao:

(1)

Seja ¢ completamente positiva tal que ¢(X) = V*XV é uma representacao de
Kraus (3.5) para ¢. Seja V = RDS decomposi¢ao do valor singular de V', onde
R,S € M, sao unitarias e D € M, é diagonal. Assim, temos ¢ = ¢r¢d'¢g,

onde ¢’ é uma aplicacao diagonal completamente positiva.

Seja ¢ completamente positiva com representagao de Kraus (3.5) onde N =
2. Analogamente ao argumento anterior, seja V) = SDR e defina W :=
S*V@ R*. Defina ainda ¢’ : M,, — M, tal que ¢'(X) = DXD + W*XW e
repare que ¢ = ¢rd’pg. Como equivaléncia unitdria preserva estocasticidade,
segue que ¢’ é duplamente estocdstica. Assim, D2+ W*W =1e D> +WW* =
I, de onde segue que WW* = W*W | isto é, W é normal. Seja W = UT
decomposi¢ao polar de W, onde U é unitaria e T' é positiva. Como W é normal,
U e T comutam e, portanto, D?> + 7% = I. De onde segue T' = (I — D?)'/2,
que ¢é diagonal, e que U comuta com D e pode, portanto, ser simultaneamente
diagonalizada com D. Obtemos, portanto, ¢ que é unitariamente equivalente

a ¢ e é diagonal.
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3.5 Sobre o Teorema de Birkhoff

Nessa secao consideramos os pontos extremais do conjunto das aplicagoes

completamente positivas duplamente estocastica de My, M3 e Mj.

Veremos, em seguida, que as aplicacoes estocasticas invertiveis apresentam um
importante papel no estudo sobre os pontos extremais no conjunto das aplicagoes
estocasticas. Por aplicacao estocastica invertivel nos referimos a uma aplicagao
estocastica que possui uma inversa, a qual também é estocastica. O Teorema de

Wigner apresenta uma caracterizagao para as aplicagoes estocasticas invertiveis.

Teorema 3.38 (Teorema de Wigner [LS]). Uma aplicacdo estocdstica invertivel é

1. wnitdria, isto €, ¢y(X) = U*XU para alguma matriz unitaria U € M, ou

2. anti-unitdria, isto é, Yy(X) = U*X'U para alguma matriz unitdria U € M,,.

Tregub considera a questao de quando as aplicacoes estocasticas invertiveis sao

exatamente o conjunto dos pontos extremais das aplicagoes duplamente estocasticas.

A demonstracao do Teorema de Tregub pode ser vista em [Tr].

Teorema 3.39 (Teorema de Tregub).

1. O conjunto das aplicacoes duplamente estocdsticas de M, consiste precisa-
mente de aplicacoes invertiveis. Portanto, toda aplicacdo duplamente estocds-

tica de My € uma combinacao convexa de aplicacoes unitarias e anti-unitarias.
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2. Sen > 3, existem aplicacoes duplamente estocdsticas que nao sao combinagoes
convexas de aplicacoes invertiveis. Portanto, existem aplicacoes duplamente

estocdsticas extremais e nao-invertiveis.

Veremos agora, mais detalhadamente os casos n = 2, 3, 4.

3.5.1 O caso M,

Se ¢ ¢ uma aplicagao extremal completamente positiva duplamente estocéstica
de M,, entdo admite uma representagao de Kraus da forma (3.5). Ainda, a bi-
independéncia no Teorema 3.26 implica N? < 2n?, de onde segue que N = 1 ou
N =2.

Se N =1, entao ¢(X) = V*XV e V*V = [, isto é, V é uma matriz unitaria. Logo,
¢ é uma aplicacao unitaria.

Se N = 2, segue do teorema 3.37 que ¢ é unitariamente equivalente a uma aplicagao
diagonal, que também é extremal. Mas, pelo o que observamos, devemos ter N? < 2.
Logo, somente N = 1 é possivel para uma aplicacao extremal no caso M.
Portanto, o conjunto das aplicacoes extremais completamente positivas duplamente
estocasticas de M, consiste de aplicagoes unitarias. Assim, toda aplicacao dupla-
mente estocastica completamente positiva de M; é uma combinacao convexa de

aplicagoes unitarias.

3.5.2 O caso M;

Se ¢ é uma aplicacao diagonal completamente positiva duplamente estocastica
de Mj, entao pode ser escrita como uma combinacao convexa de aplicagoes extre-

mais duplamente estocasticas completamente positivas, as quais devem ser diago-
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nais. Entao, de acordo com o que vimos, essas aplicagoes extremais devem ter N = 1
e, portanto, sao unitarias. Além disso, qualquer aplicacao completamente positiva
duplamente estocastica ¢ com representao de Kraus (3.5), onde N = 2 é unitaria-
mente equivalente a uma aplicagao diagonal, de acordo com o teorema 3.37. Como
essa aplicacao diagonal é uma combinacgao convexa de aplicacoes unitarias, o mesmo

vale para ¢ e, portanto, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.40. 1. Se ¢ € uma aplicacao diagonal completamente positiva du-
plamente estocdstica de Mz, entao € wma combinacao convexa de aplicacoes

diagonais unitarias.

2. Se ¢ completamente positiva duplamente estocastica de Ms com representacao
de Kraus (3.5), onde N = 2, entdo ¢ é uma combinagdo convexa de aplicag¢oes

unitdrias.

Podemos, contudo, construir uma aplicagao extremal nao-unitaria ¢ de M3 com

Representacio de Kraus com N = 3, fixando V*) = (\%)J () onde

0 —i 0
JU = 0
00 0
JO=100 —i
0 i 0
0 0 1
JO=1 0 00
—~i 0 0

Para ver isso, note que V#* = V®) para todo k = 1,2,3e V24 V224 /62 =

1. Assim, ¢ é duplamente estocastica.
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3.5.3 O caso M,

De acordo com a observacao acima, n = 4 é o menor valor de n tal que
aplicagoes diagonais extremais nao-unitarias completamente positivas duplamente
estocédsticas podem existir. Entao, necessariamente N = 2. Um exemplo pode ser

construido fixando

10 0 0
V@)—OO?O
00 % 0

1

00 0 %
00 0 0
V(2>:01?0
00 5 0
00 0 =

Nao é dificil verificar que o conjunto {V(k)*V(l ¢ linearmente indepen-

)}k,l:1,2

dente.
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