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Resumo

Neste trabalho estudamos as propriedades termodinamicas da Condensacio de Bose-Einstein
(CBE) para um gds de bésons ndo-interagentes confinado em potenciais bidimensionais V (x,y)
que apresentam classicamente, um caos-suave (soft chaos), isto €, um espacgo de fases comparti-
lhado por ilhas de estabilidade e mares de caos. O formalismo estatistico mais apropriado para
0s nossos objetivos € o descrito pelo ensemble candnico, de forma que o nimero de particulas N
¢ mantido fixo em cada simulagdo. Nosso principal objetivo € investigar se o caos pode carac-
terizar algum comportamento distinto nas propriedades do Condensado de Bose-Einstein. Para
comparacao dos nossos resultados com a literatura, mostramos em detalhes todos os calculos
para o oscilador bidimensional e a caixa bidimensional suavizados!. No potencial harménico
a suavizagdo implica em um amortecimento da freqii€ncia de oscilagdo, enquanto que para a
caixa bidimensional, a suaviza¢do implica em um aumento da drea da caixa quando N € aumen-
tado. Esse recurso € necessario, uma vez que ndo se define rigorosamente uma transi¢ao de fase
em sistemas com dimensao menor que trés. Embora a suavizagdo pareca ser mais um recurso

matematico que fisico, ela descreve bem a CBE em potenciais suaves.

Para estudar o efeito do caos na CBE, escolhemos dois potenciais: i) O potencial Nelson,
que € um potencial parabdlico que descreve essencialmente dois osciladores harmdnicos x e y
com um termo de acoplamento nao-linear que origina caos; i1) O potencial quértico, cuja base
€ mais achatada parecendo-se mais com uma caixa. Simulamos também a situacdo em que a
particula confinada € sujeita a um campo magnético perpendicular uniforme ao longo do eixo-
z. Os nossos resultados mostram que estatisticas que sdo bilineares em relagdo a densidade
de energia do potencial de confinamento, como a variancia do nimero de ocupacgdo do estado

fundamental, exibem assinatura do caos subjacente.

ldo inglés “smoothed potentials”



Abstract

In this work we examine some of the thermodynamics propertie of Bose-Einstein Condensa-
tion (BEC) for a gas of non-interacting bosons trapped in bidimensional potentials V (x,y). We
choose potentials that exhibits soft chaos in the classical regime which means they have a mixed
phase space where islands of stability share the space with chaotic seas. We also describe the
statistics via the canonical ensemble formalism which is more appropriate for our purposes. In
this case, the number of particles N is kept fixed through each numerical simulation. Our main
goal is to detect, if there is any, influence of the subjacent chaotic behavior in the BEC. For a
matter of comparison, we show in details the calculations of both smoothed bidimensional har-
monic oscillator and smoothed bidimensional box. The smoothing is equivalent to weakening
the potential, so that it can be understood as to slowing down the oscillator frequency and to
an enlargement of the box side as N is increased. This is necessary since phase transitions are
rigorously violated in systems with dimension d < 3. Although this smoothing seems rather

artificial, it models well BEC in non-rigid potentials.

In order to study any possible fingerprint of chaos in the Bose-Einstein condensate we choose
two potentials: i) Nelson Potential which is a paraboloid describing two harmonic oscillators
coupled via a term that is responsible for the chaos in the system and ii) Quartic Potential which
has a flat bottom resembling a box. We were also able to simulate the potentials with uniform
magnetic field in the z direction. Our results show that statistics that are bilinear in the potential
density of states like the particle number fluctuation of the ground state exhibit some fingerprints

of the subjacent chaos.
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1  Introducdo

Quando um gds de atomos bosdnicos é resfriado abaixo de uma temperatura critica 7, uma
fragcdo relativamente alta de 4tomos se condensa no estado de mais baixa energia. Esse feno-
meno fol primeiramente previsto por Einstein em 1925 [1] como uma das conseqiiéncias da

distribui¢do de Bose-Einstein para o nimero de ocupacao

1

N=—
1= BEM 1

(1.1)

sendo E o j-ésimo autovalor de energia da particula dnica, B = 1/(kgT') onde T € a temperatura
e kp a constante de Boltzmann. O potencial quimico | pode ser determinado, ndo-trivialmente,

através do vinculo entre o nimero N de particulas no sistema e a soma:
Y N(Ej;)=N, (1.2)

onde o indice j = 0 denota o estado fundamental. A Condensacdo de Bose-Einstein (CBE)
para particulas ndo-interagentes € totalmente descrita pelas equacdes (1.1) e (1.2) e € um fend-
meno puramente quantico, sendo conseqiiéncia das propriedades de simetria das autofuncdes
para particulas indistinguiveis na Mecinica Quantica. Atomos de massa m a uma tempera-
tura T podem ser modelados por meio de pacotes de onda com uma extensao tipica da ordem
de alguns comprimentos de onda de de Broglie A7 = (2n/?/mkgT)'/2. Esse comprimento de
onda térmico (dependente da temperatura do sistema) representa a incerteza na posi¢ao asso-
ciada a distribuicdo do momentum térmico e € inversamente proporcional a raiz quadrada da

temperatura. Quando os dtomos sdo resfriados ao ponto em que A7 se torna comparavel a sepa-



2

racdo inter-atdmica, os pacotes de onda se sobrepdem e a indistinguibilidade das particulas se
torna importante. Nessa temperatura os bdsons sofrem uma transi¢ao de fase quanto-mecanica
formando o Condensado de Bose-Einstein, ou seja, uma nuvem coerente de 4tomos, todos ocu-
pando o mesmo estado quantico e em particular, o estado de mais baixa energia. A CBE ¢
um fendmeno de condensacio que sempre acontece no estado de mais baixa energia.! Assim,
em um gds homogéneo como um gés confinado em uma caixa com paredes infinitas, o estado
fundamental tem a mesma extensao espacial que qualquer estado excitado e a condensagdo so-
mente ocorre no espaco de momentum. Entretanto, quando um gas € confinado em um potencial
espacialmente ndo-homogéneo, como por exemplo o potencial harmonico, o acoplamento entre
energia e espacgo altera fundamentalmente a natureza da CBE. Neste caso, a CBE ocorre no
estado fundamental, aquele com a menor extensao e observa-se, portanto, a CBE no espaco de

configuracio [3].

A receita da CBE consiste em resfriar um gas extremamente diluido (caso contrario ocor-
reriam as mudancas de fase mais comuns como as que levam o gds para o estado liquido ou
s6lido) ao ponto em que o comprimento de onda térmico A7 seja da ordem da distancia inter-
atdmica. Tipicamente, a densidade n do gés nas temperaturas sub-micro-kelvin de transic¢do é
da ordem de 10'*cm ™3 (que corresponde a densidade de um géds na temperatura ambiente a uma
pressio de 10~ 2mbar) [3, 4]. Embora os experimentos parecam conceitualmente simples, eles
envolvem desafios altamente técnicos. A CBE foi primeiramente demonstrada em 1995, em
junho com rubidio, em julho com litio e em setembro com sédio. Atualmente existem cerca de
20 grandes grupos em 8 paises trabalhando com diferentes dtomos e diferentes técnicas [4]. A
maioria dos experimentos atingem a degenerescéncia quantica para temperaturas entre 500nK

e 2uK, em densidades entre 10'* e 10cm=3.

Os maiores condensados tém 20 milhdes de
atomos de sddio e 1 bilhdo de atomos de hidrogénio. Um ciclo de resfriamento dura entre 10
segundos a alguns minutos e, neste tempo reduz-se a temperatura ambiente por um fator de um

bilhdo. Dependendo do confinamento, que muitas vezes é magnético, o formato do condensado

¢ arredondado com um didmetro de 10 a 50 wm ou cilindrico com cerca de 15um de diame-

'Em experimentos de condensados fora do equilibrio a CBE pode ocorrer em um estado diferente do funda-
mental [2]
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tro e 300um em comprimento [3, 4]. O condensado € bastante coerente [4], pois mesmo com
fracas interacdes, os d&tomos podem ser tratados como tendo todos a mesma fun¢@o de onda da

particula tinica com 99% de precisdo.

O sucesso dos experimentos com dtomos ultra-resfriados aumentou o interesse na CBE no
regime de interacdo fraca ou mesmo nula. Nestes experimentos os d&tomos sdo confinados por
forcas externas, que podem ser modeladas por um potencial harmonico tridimensional. O re-
sultado mais surpreendente, foi obtido por Ketterle e van Druten [5], que sugere que em ter-
mos da ocupagdo macroscopica do estado fundamental, a CBE pode ocorrer até mesmo em
confinamentos unidimensionais. Este €, no entanto, um tépico delicado para o qual ha con-
trovérsias na literatura. O teorema de Hohenberg de 1967 [6, 7], conhecido como Teorema de
Hohenberg-Mermin-Wagner demonstrou que a CBE s6 pode ocorrer em sistemas com dimen-
sdo estritamente maior que dois. Trabalhos mais recentes mostram que a impossibilidade da
CBE para sistemas uni e bidimensionais € fato somente para potenciais rigidos. Em sistemas
ndo-homogéneos (potenciais suavizados, discutido na se¢do 2.3), no entanto, a CBE acontece
também em sistemas de uma ou duas dimensdes. Associada ainda a dimensionalidade do sis-
tema, outro fator importante no estudo da CBE € o ntimero finito de particulas (V). A teoria
usual da CBE assume o limite termodinamico de um sistema infinito, mas surpreendentemente
a CBE pode ocorrer em um potencial harmdnico unidimensional se N € finito. Tanto a dimen-
sionalidade quanto o niimero de particulas sdo aspectos importantes no nosso trabalho de modo

que essas sutilezas serdo discutidas com algum detalhe no capitulo 2.

Para finalizar esse panorama sucinto do acelerado progresso nesta area de estudo, podemos
refrasear Ketterle [4] e dizer que as pesquisas no CBE em gases podem ser divididas em duas
grandes dreas: 1) pesquisas em lasers atdmicos ou condensados atdbmicos como um gas coerente,
onde se espera a menor interacao possivel entre &tomos de forma que os experimentos sdo feitos
preferencialmente em baixas densidades (tecnologicamente essa drea favorece experimentos
em Optica atdmica e do ponto de vista tedrico, essa drea favorece as investigacdes de aspectos
basicos da Mecanica Quantica) e ii) pesquisas em CBE como um sistema de muitos-corpos ou

um novo fluido quantico, sendo o foco nesta drea a interagcdo entre &tomos que se da no regime



de altas densidades.

Neste contexto, estudamos algumas das grandezas mais consideradas na literatura que ca-
racterizam a CBE para um gas de N bdsons ndo-interagentes confinado em um potencial bi-
dimensional suavizado V (x,y) e sujeito a um campo magnético constante B na dire¢do z. A
temperaturas baixas, os bésons ocupam macicamente os niveis de mais baixa energia do sis-
tema. Ao variarmos adiabaticamente a intensidade B do campo magnético, os niveis de energia
variam como funcdo de B. Se a Hamiltoniana é classicamente cadtica, nenhuma degeneres-
céncia € esperada e os niveis de energia da contraparte quantica flutuardo exibindo avoided
crossings (cruzamentos evitados). Para o caso de uma Hamiltoniana integrdvel, entdo os niveis
podem (e tipicamentente o fazem) cruzar-se, exibindo um comportamento mais suave quando
a intensidade B é variada [8]. A diniAmica® dos niveis de energia como fungio do campo mag-
nético geralmente € diferente para sistemas com andlogos cldssicos regulares e cadticos [9] e a

questdo € se isto realmente leva a um comportamento distinto nas propriedades do CBE.

Nosso trabalho consistiu em estudar as propriedades do nimero de ocupacdo Ny, potencial
quimico W, calor especifico C, e varidncia ANy /N no ensemble candnico. Por defini¢do, o en-
semble candnico € o mais apropriado para descrever sistemas finitos (N finito e fixo). Ha porém,
uma série de trabalhos que discutem a questao das diferentes estatisticas: ensembles canonico e
grand-cano6nico. Elas concordam no limite termodindmico, mas apresentam divergéncias para
sistemas finitos [10]. Optamos pelo ensemble candnico mantendo coeréncia com os trabalhos
que discutem CBE em sistemas finitos e potenciais suaves conforme serd descrito no capitulo
2. Mostramos que o nimero de ocupagdo pode ser expresso como a soma de um termo suave
(que depende da densidade média dos niveis de energia) mais uma contribuicao oscilatéria as-
sociada com Orbitas periddicas. O termo suave € relacionado as corre¢des para a aproximagao
assintGtica de Weyl para a densidade de energia d(E) e o termo oscilatdrio é obtido usando-se

a Férmula do Trago de Gutzwiller [11].

ZVariagio dos niveis de energia em fungio de um pardmetro do sistema
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Como resultado vemos que o nimero de ocupacao € independente da dindmica classica re-
gular ou cadtica do sistema, uma vez que em média depende somente dos termos de corre¢do da
série de Weyl para a densidade de energia e, assim, é determinada somente pelas propriedades
globais que ndo estdo relacionadas a estabilidade das trajetorias cldssicas [12]. Isto é confir-
mado por nossos resultados numéricos. No entanto a variancia, por ser bilinear em relacio a
densidade de estados carrega informacdes da estabilidade das drbitas periddicas do potencial de

confinamento.

Para o estudo numérico dos potenciais nao-lineares escolhemos uma Hamiltoniana (do po-
tencial Nelson) ndo-escaldvel, ndo-integravel e suave, que exibe comportamento regular em
energias baixas e comportamento cadtico em energias altas. Usando diferentes valores de 7, se-
lecionamos os primeiros niveis que permanecem na regido mais regular ou na regido mais cad-
tica. Deste modo, todas as propriedades de simetria dos casos regular e cadtico sao exatamente
as mesmas, pois correspondem ao mesmo sistema e portanto, diferencas no comportamento de
qualquer das propriedades analisadas seriam exclusivamente devidas ao comportamento regular
ou cadtico da faixa de energia em questdo. O potencial Nelson para baixas energias € bastante
semelhante ao potencial do oscilador harmdnico bidimensional, de forma que os resultados
entre ambos confinamentos serdo sistematicamente comparados. Usamos ainda uma segunda
Hamiltoniana do potencial Quartico com uma escolha de parametros tal que o sistema é bas-
tante cadtico mesmo para energias baixas. Nesse caso uma maneira de tornar a dindmica do
sistema mais regular foi o uso de um campo magnético uniforme perpendicular ao plano x — y.
Estudamos entdo as propriedades do condensado a medida que o campo se torna mais intenso e

0 sistema mais regular.

Esta dissertacdo estd organizada na seguinte forma: o capitulo 2 mostra a problemaética da
CBE para sistemas de baixa dimensionalidade. Convém ressaltar que hd controvérsias na lite-
ratura se a condensacio, no sentido estrito de uma mudanga de fase, acontece ou ndo para um
sistema de dimensionalidade menor que trés. Veremos que sob certas condi¢cdes a condensacao,
definida em termos de uma ocupagdo macroscépica do estado fundamental, de fato acontece.

Do ponto de vista tedrico, a CBE em confinamentos de baixa dimensionalidade traz novos de-
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safios relevantes para o entendimento dos fundamentos da teoria, sendo que em duas dimensdes
ela pode ser importante para o entendimento da supercondutividade em alta temperatura [13]
(hd modelos que tentam explicar a supercondutividade como resultado da CBE de bipolarons).
Como exemplos padrdes na literatura, faremos aqui o cdlculo detalhado da CBE para o poten-
cial harmonico bidimensional e a caixa bidimensional. O capitulo 3 descreve as propriedades
classicas e quanticas dos potenciais de confinamento. Escolhemos potenciais bidimensionais de
forma que apresentaremos sucintamente a relac@o entre a dindmica cldssica nos potenciais de
confinamento e as estatisticas espectrais do sistema quantico equivalente no limite semi-cldssico
segundo a Teoria das Matrizes Aleatdrias [14]. Por limite semi-cldssico devemos entender que
ha um ndmero relativamente grande de niveis de energia numa regido de energia AE, de forma
que a dindmica clédssica praticamente ndo se altera nesse intervalo. O capitulo 4 apresenta os
resultados da CBE para os potenciais ndo lineares: o potencial Nelson e o potencial quértico.
Esses potenciais apresentam uma dinamica cldssica mista, ou seja, o espaco de fases comparti-
lha regides cadticas com toros regulares [12]. Como o espectro de energia contém informagdo
dessas caracteristicas [15], nosso objetivo € analisar como isso se reflete nas propriedades da
condensacdo de Bose-Einstein. Finalmente, no capitulo 5, sao apresentadas nossas considera-

coes finais.



2  Pequenos CBE em gases
bidimensionais

Neste capitulo discutimos a problematica (em relacdo a CBE) da questdo da dimensionali-
dade, do niimero de particulas e da sua definicao precisa. Apresentaremos os resultados tedricos
e numéricos para um numero finito de particulas confinadas em potenciais bidimensionais sua-

vizados como o oscilador harmodnico e a caixa quadrada.

2.1 Transicao de fase e CBE

Na maioria dos livros-texto de Mecanica Estatistica, como por exemplo em [16], a teoria da
CBE ¢ formulada para N bésons de massa m, ndo-interagentes, confinados em um contéiner tri-
dimensional de volume V. Nesse sistema, uma ocupagdo macroscopica do estado fundamental

ocorre para uma temperatura finita 7. dada por:

2.1)

C

h? 1 N1?°
" 2mkgm [2,6127} ’

onde kg € a constante de Boltzmann e / a constante de Planck.

Uma maneira simples de entendermos a CBE € através do comprimento de onda térmico
Ar = (2nh? /mkgT)'/?. 2.2)

Substituindo a eq.(2.1) na eq.(2.2) podemos escrever n\3 =2.612,sendon =N /V adensidade

de particulas. Assim, a condensacdo ocorre quando a distancia média entre particulas n—1/3

for aproximadamente igual ao comprimento de onda térmico. O produto nA> é a chamada



8

densidade do espaco de fases e descreve o volume de configuragdo (espaco) X momentum
disponivel a um dado sistema fisico. Em trés dimensdes, o espaco de configuragdo € dividido
em células de volume /°. Uma unidade celular pode conter um niimero arbitrariamente grande
de bosons. Esse fendomeno € conseqiiéncia da distribui¢cdo de Bose-Einstein para o nimero de
ocupacdo de particulas com spin inteiro. O nimero de ocupacdo no nivel de energia j é dado

por:
1 ze BE;

N: = =
J eB (E]_M) — 1 1 _Ze_BEj’

(2.3)

sendo E; o j-ésimo autovalor de energia da particula tnica e B = 1/(kgT ), kp a constante de
Boltzmann, T a temperatura e z = B g fugacidade, onde p € o potencial quimico. Pode-se
determinar W através do vinculo entre o nimero N de particulas no sistema e a soma:

No+ Y N(Ej) =N, (2.4)

j=1

com j = 0 indexando o estado fundamental. O estado fundamental aparece de modo explicito
na soma (2.4) para evitar divergéncias nas contas a seguir. Foi Einstein quem chamou a aten¢do
para o fato que o nimero de ocupagdo Ny do estado de mais baixa energia E( deveria ser tratado
de modo especial. Menos sutilmente, outras propriedades interessantes podem ser deduzidas
da eq.(2.3) como por exemplo, que W < Ep, uma vez que o nimero de ocupacio tem que ser
positivo. Para temperatura ambiente todos os gases se comportam classicamente, de forma que
podemos negligenciar o 1 no denominador na segunda igualdade da eq.(2.3). Assim sendo, para

um cubo rigido de raio rg, pode-se mostrar que:

N 3
Mg%:(%)N<L (2.5)

significando que todos os estados sdo, na prética, igualmemente e microscopicamente popu-
lados. Nesse sentido, ndo € tao surpreendente que em 7 = O todas as particulas estejam no
estado fundamental. O fendmeno interessante € que hd possibilidade de uma ocupagao macros-
copica do estado fundamental (da ordem do nimero de particulas N) em temperaturas finitas e

¢ justamente esse o fendmeno da CBE.

Considere o sistema de N bdsons mantido em um volume V constante e reduza a tempe-
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ratura. Para manter a normalizacdo representada pela eq.(2.4), o potencial quimico | deve se
ajustar no sentido de se aproximar do valor da energia do estado fundamental, isto €, W — Ej.
Abaixo de alguma temperatura critica 7, o nimero de ocupa¢do em qualquer estado que nao
seja o fundamental s6 pode atingir N se i = Ej e, portanto, o potencial quimico ja ndo depende
mais da temperatura. Para temperaturas abaixo de 7, o nimero de ocupagdo dos estados ex-
citados diminui enquanto que a populacdo do estado fundamental aumenta proporcionalmente.
A CBE também é acompanhada pelo aparecimento de um pico pronunciado e distinto no calor
especifico [16] (como pode-se ver na figura 2.1) do sistema na temperatura critica [13, 17]. Es-
sas descontinuidades em propriedades termodindmicas sdo fendmenos tipicos de transi¢des de

fase.

rakea
T

|

|

I
4

I

|

|

|

>T

Figura 2.1: Calor especifico a volume constante (C,) em fun¢do da temperatura.

2.2 CBE: a ocupacao macroscopica do estado fundamental

Uma transicao de fase € a transformagdo de um sistema para um novo estado macroscopico,
com propriedades fisicas distintas. Do ponto de vista da Mecanica Estatistica, durante a transi-
¢do de fase a fungdo de parti¢do (ou alguma das propriedades termodindmicas derivadas dela),
apresentard alguma singularidade. Além disso, a Mecénica Estatistica nos d4 a informacao de
que para termos uma transicao de fase precisamos que o sistema esteja no limite termodindmico,
ou seja, tanto o volume quanto o numero de particulas do sistema tendendo ao infinito enquanto
a densidade é mantida constante. Sabe-se também [18] que em sistemas finitos a fun¢do de par-

ticdo, assim como todas as propriedades termodinadmicas derivadas dela, estdo completamente
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livres de qualquer singularidade, ou seja, livre de qualquer possivel transicdo de fase. Con-
trastando com essa defini¢do, estamos familiarizados com experimentos que realizaram uma
transicdo de fase gerando condensados de Bose-Einstein (BE). Todas as experiéncias em ques-
tao envolviam um ndmero limitado de 4tomos que variava entre 106 e 10°, estando ainda assim,
muito distante do limite termodinamico. Considerando que o método mais utilizado para o
resfriamento do condensado € o de magnetic traps (armadilhas magnéticas), método esse que
se baseia em confinar os &tomos de menor energia cinética (menor temperatura). Pode-se ver
entdo que o motivo da pequena quantidade de d&tomos se deve ao fato de que o principal método

para resfriar o sistema consiste justamente em remover atomos.

Entretanto, em tais experimentos ndo € errado falar em condensados de BE, pois apesar
de ndo corresponder totalmente aos requisitos da teoria (dimensionalidade, volume e nimero
finito de 4tomos), ndo estamos sujeitos as mesmas limitacdes propostas por ela. Einstein [1],
Hohenberg [6] e Mermin [7] ao se referir a um condensado de BE, estavam propondo um
condensado em um sistema infinito, sem barreiras: um condensado de particulas livres. Em tal
sistema a condensa¢do ocorre no espaco de momentum, enquanto no espago de configuracao,
a densidade dos dtomos seria finita por todo o espaco. Experimentalmente € necessario conter
os atomos, especialmente quando se utilizam as "armadilhas magnéticas" (método que confina
os dtomos em um potencial magnético). Ao acrescentar essa barreira no condensado estamos
alterando fundamentalmente a natureza da CBE devido ao acoplamento entre a energia e espago.
O teorema de Chester, Penrose e Onsager (teorema CPO) [19, 20], que € baseado num lema de
Penrose e Onsager [21], nos diz que ndo pode haver transicao de fase em um sistema com menos
de trés dimensdes. Entretanto, 0 mesmo teorema tem como condi¢ao de validade que o sistema
deve ter uma densidade de particulas » finita em todo o espago, condicao essa que € violada ao
acrescentarmos um simples Oscilador Harmonico (OH) que apresenta uma densidade infinita

na origem quando ocorre uma CBE [22].

Comparando ao condensado em espaco de momentum, podemos definir uma pseudotran-
sicdo que contém as caracteristicas basicas de uma transi¢do de fase, ou seja, uma mudanca

abrupta na ocupacdo do estado fundamental, quando o sistema é resfriado a baixas tempera-
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turas. Trabalhos tedricos [23, 24] também mencionam uma temperatura pseudocritica onde,
para valores inferiores a esta, o potencial quimico do sistema aumenta muito lentamente e a

ocupacdo do estado fundamental cresce rapidamente.

Uma andlise profunda dos teoremas em questdo pode ser vista em detalhe em diversos tra-
balhos tedricos [25, 26], mas isto foge ao objetivo dessa dissertacdo. Para manter a densidade
constante em todos os pontos e estudar o limite termodindmico dos sistemas aqui abordados,
usamos um recurso de suavizagdo do potencial proposto por Mullin [22] e usado também por
Ketterle [S]. O método proposto por Mullin equivale ao um re-escalonamento do potencial em
fun¢do do nimero de particulas. Para o potencial harmdnico, esse procedimento € o equivalente
a abaixar a frequéncia de oscilag@o para zero, enquanto N € aumentado. O procedimento parece
pouco fisico para o oscilador harmdnico, mas o equivalente em uma situagdo fisicamente mais
plausivel seria a de aumentar os lados do cubo como fung¢do do nimero de particulas para o
confinamento na caixa. Embora, tal procedimento pare¢a mais um recurso matematico que ex-
perimental, esse modelo descreve bem experi€éncias nas quais os gases sao confinados por meio
de potenciais suaves, campos gravitacionais e contéineres rotatérios [27]. O procedimento de
suavizacgdo serd detalhado para o oscilador e a caixa bidimensionais na sequéncia deste capitulo.
Vale ressaltar, ja neste ponto, que a estrutura dos niveis de energia ndo se altera, apenas o valor

nominal da energia dos niveis.

O motivo de utilizar sistemas bidimensionais em nosso trabalho, € que sdo estes justamente
os mais utilizados nos experimentos. Como os atomos tem que ser restringidos pelas "arma-
dilhas magnéticas" os potenciais mais utilizados sdo os do OH e a caixa bidimensional, sendo

estes sistemas analisados a seguir no decorrer desse capitulo.

2.3 Confinamentos bidimensionais suavizados

2.3.1 Analise do OH bidimensional
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Os célculos a seguir foram baseados em [22], e adaptados para os nossos sistemas. Como a
teoria nos diz que as transi¢oes de fase devem ocorrer no limite termodinamico, temos entao que
analisar nossos sistemas para vermos como algumas de suas caracteristicas mudam a medida
que vamos nos aproximando desse limite. E necessario, portanto, um processo de suavizagio
do potencial para que possamos variar o nimero de particulas mantendo a densidade cons-
tante. Caso somente alterdssemos o nimero de particulas ndo poderiamos ter certeza de que a
densidade nao estivesse influindo nas caracteristicas analisadas, enquanto com o procedimento
utilizado a seguir veremos exatamente as diferencas que ocorrem a medida que aproximamos o

nosso sistema finito do limite termodinamico.

Para as andlises a seguir, utilizaremos um OH bidimensional isotrépico, cujo Hamiltoniano
e niveis de energia sdo definidos por:

2 2.2 2 2.2
0°x P ®
A

H
2m 2 2m 2 wlty

= 1o (n,+ny+1). (2.6)

Sabendo que o nimero de particulas do sistema € dado pela distribuicdo de BE, N é obtido

através da relacao:

> 1
N = , 2.7
nx,ng—o eB (hm(nx+ny+l)—p) 1 ( )

onde B = 1/kpT, sendo kp a constante de Boltzmann, T a temperatura e | o potencial quimico.
Considerando a densidade p = N/R? onde R, é o raio de alcance do potencial do OH, para
mantermos a densidade constante, teremos que aumentar o tamanho do sistema para compensar
as novas particulas ao se aumentar N, sendo assim Rj o< V/N. Podemos definir o potencial
harmo6nico em fun¢do de R; de maneira que o potencial harmdnico e freqii€éncia do sistema

sejam dados por:
1 2
Wﬂ=§%<£) 2.8)

— < ——, (2.9)

Com essa suavizacao do potencial a freqii€ncia terd direta influéncia do niimero de particulas.

Considerando que a energia é proporcional a ® vamos ter uma mudanga na distancia entre os
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niveis de energia tornando-os mais compactados a medida que aumentamos N. Podemos definir

uma temperatura de escala 7y como:

ho[ Vv
To=- /P’ 0. (2.10)
B

Com essa definicdo podemos reescrever a eq.(2.7) em fungéo de Ty /7T e unificando a soma em

um unico indice, tomando o cuidado com os estados degenerados, ela se torna:

2
N= NO+ZL, @2.11)

p=0 pTVRP T _

onde o = B (how — ) + T f Como o estado fundamental € de extrema importancia para as

andlises posteriores, ele foi explicitado como Ny, em (2.11).

Considerando o limite termodinamico, o espacamento entre os niveis de energia serd tao

pequeno que ele pode ser tomado por continuo, isto é, ® — 0, AE = < E. Podemos entdo

T\F

aproximar a soma da eq.(2.11), por uma integral:

2
N~ N0+/ Pt dp. 2.12)
Tfp+a

Definimos uma nova varidvel u = T\T?N p de maneira que eq.(2.12) fique escrita em fungdo das

Integrais de Bose. Temos assim:

2
T * 1
N~ Ny+N d 2 —d 2.13
o+ (To) /0 eu+oc u+ \/_ N Tau, (2.13)

onde as integrais de Bose sdo dadas por:

Fc(oc):m/o du eum ; (2.14)

sendo I'(6) a Func¢do Gama. Considerando o limite termodindmico é simples de se ver que o
termo de ordem N ird dominar sobre os outros dois (Ny e v/N). Desta forma podemos aproximar
a eq.(2.13) simplesmente pelo termo em F> (o). Vale notar que para ¢ = 1, as integrais de Bose
tém limite finito quando o é pequeno. Sendo o fungdo do estado fundamental, e 1/ VN,
a T, para a qual o potencial quimico € zero resultard em o = 0. Isso deve-se ao fato dos

outros dois termos serem funcdes de 1/+4/N (seja diretamente como o terceiro, ou devido a
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condi¢do imposta a ® na eq.(2.9) ) e estando no limite termodindmico ambos tendem a zero.

Para acharmos essa T, expandimos F> ()
Fo)~{(2)—a(l—Ina)+... (2.15)

sendo £ (2) a fungdo { de Riemann. A partir dessa aproximagio é fécil ver que a ocupagdo na

temperatura 7; serd dado por

T\ 2
N~N (—C> F>(0), (2.16)
Ty
de onde podemos finalmente estimar 7, como
1
T.~ | —=Tp~0,78Ty. (2.17)

¢(2)

De posse do limite superior da temperatura para ocupagdo, podemos ver a partir da eq.(2.13)
(note que para T < T, o serd sempre zero) que a ocupacdo do estado fundamental, para as

temperaturas inferiores a 7, sera:

2
N T
AP I (i (2.18)
N T,

Pela eq.(2.18) fica claro no caso de T = 7T, a ocupacgdo do estado fundamental serd zero, e tal
transi¢ao brusca confirma a transicdo de fase no sistema, caracterizando também a existéncia
de uma condensacido de BE no caso do OH bidimensional isotrépico. Vale notar que para N
finito, ndo podemos continuar usando a aproximacao da eq.(2.15), e o termo referente a F] ndo
podera ser considerado nulo, alterando assim nao s6 o comportamento da ocupacao do estado
fundamental, mas também da 7;.. Vamos agora calcular numericamente o potencial quimico
para diversos valores de N, nos possibilitando assim, ver as diferencas de comportamento entre

os diferentes casos.

Para calcular numericamente W, utilizamos o método da bissec¢do. Tal método nos diz que
sendo f(x) uma funcdo continua no intervalo [a,b], cujo produto f(a)f(b) < 0, entdo existe
nesse intervalo algum x’ tal que f(x’) = 0. Subtraindo N em ambos lados da eq.(2.7), o método
se torna aplicdvel permitindo calcular o potencial quimico. Sendo assim, usamos dois valores

de teste para | e a cada iteracdo verificamos (da maneira descrita acima) se o valor correto do
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potencial estd contido no intervalo escolhido e em qual metade do intervalo ele esta localizado.
Dessa maneira o intervalo onde o valor para que f(x') = 0 esté contido, diminui pela metade
a cada passo. Como em principio poderiamos sempre achar um intervalo menor onde [ se
encontra, vamos definir a precisdo pelo nimero de particulas que obtemos usando o valor do
potencial estipulado. Portanto vamos definir como precisdo numérica o quao perto chegamos

de N definido anteriormente, que no caso sera +10~12,

Na figura 2.2 temos o potencial quimico normalizado pela energia do estado fundamental.
Essa normalizacdo € necessdria, pois no limite termodinadmico e abaixo da 7;, | tende justa-
mente ao valor de Ey. Sabendo que o nimero de particulas influencia ®, e portanto a energia do
sistema, o valor da energia no estado fundamental seria diferente para cada caso. Normalizando
por essa energia temos entdo que para todos os casos o potencial comecard no mesmo valor
(UL =~ 1). Podemos ver que para baixos valores de N, a transi¢do do sistema ndo fica tdo clara,
mas quando aumentamos drasticamente N, temos um comportamento que chamamos de pseu-
dotransi¢do. Conforme mencionado anteriormente, apesar ndo ser uma descontinuidade, fica
claro que para N — o a derivada de L em 7, varia abruptamente. Analisando a ampliacdo po-
demos ver que para quanto maior o numero de particulas, mais préximo do valor de 7. = 0,787

vamos ter a transi¢ao do potencial, confirmando assim o resultado obtido na eq.(2.18).

A Fig 2.3 nos mostra a ocupacdo do estado fundamental para os casos calculados, assim
como a curva proveniente da aproximacao tedrica (eq.(2.18) ). Podemos ver novamente que
para N grande e na regido de 7, vamos ter uma pseudotransicao, isto €, uma mudanca no com-
portamento da propriedade (nesse caso a ocupacao), mas sem termos uma real descontinuidade

na curva, motivo pelo qual adicionamos o prefixo "pseudo" ao falarmos da transi¢ao de estado.
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Figura 2.2: Potencial quimico (normalizado pela energia do estado fundamental) em funcao da
temperatura normalizada por Tj referente ao OH isotrépico e com ampliacdo da regido perto de
T, = 0,78Ty. Linha s6lida representa sistema com 10 particulas, linha tracejada representa 100
particulas e linha traco-ponto 10000 particulas
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Figura 2.3: Ocupagdo do estado fundamental normalizado pelo nimero de particulas do sistema
em funcdo da temperatura normalizada por Ty para o caso do OH isotrépico. Linha sélida
representa sistema com 10 particulas, linha tracejada 100 particulas, linha trago-ponto 10000
particulas e linha pontilhada a previsao tedrica (limite termodindmico N — oo)
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2.3.2 OH Anisotroépico

Tendo visto o caso acima, vamos agora analisar o sistema bidimensional, mas com uma
anisotropia nas freqiiéncias utilizadas. Tal mudanca pode a principio parecer simples, mas de-
pendendo da escolha que fizermos para os respectivos ®’s, (razao entre si racional ou irracional)
vamos ter um sistema que apresenta ou nao degenerescéncia, e assim poderemos ver justamente
qual serd a influéncia dessa caracteristica no caso do OH. Seja, portanto, um OH bidimensional

cujo Hamiltoniano e niveis de energia sdo dados por:

2 2.2 2 2.2
Py | Ox” Py WY
H= ﬁ + x2 + o + > e Ey, n, = heny + hioyny. (2.19)
Podemos definir as constantes @ = /0,0y € Y = %’ de tal maneira que podemos reescrever
os niveis de energia como:
3 ny\  h@y (vi+1
Epny = hOYY (nx + W) + N ( y : (2.20)

De maneira andloga ao procedimento utilizado na eq.(2.10) definimos um 7p, que no caso ani-

sotrépico serd dado por:

Ty = e VN 2.21)
kp

Tendo essas alteracdes em mente podemos reescrever a distribuicao de BE da seguinte forma:

- 1
N = Z ﬂ(nx+”l>+a , (2.22)
nx,ny=>0 eTVN ¥2 —1
2
sendo o0 = —B U + %YTH Diferentemente do caso anterior, ndo podemos trabalhar com a

expressao inteira da distribuicao, pois ndo podemos juntar os dois somatdrios em um. Sendo

assim, teremos que separar nossa equacao em quatro partes, sendo elas:
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No
/—M\
N = + Z ?JF
ny=1 T\Fynﬁ_oc ny=1 T\Of 2T
x e 'y eTVN Y —1
(ny=0) (ny=0)
- 1

+ZTO

- (2.23)
nx,ny:l em(ﬂx+yj)+a i 1

Dessa maneira explicitamos o estado fundamental, assim como os termos que contem 7, ou
ny iguais a zero, restando apenas um termo que acopla os dois indices. Como pretendemos
escrever essas somas em funcdo das Integrais de Bose, precisamos primeiramente reescreve-las

de maneira que a soma comece no indice zero. Definimos entdo as seguintes constantes:

Toy T ( 1)
T= , a=T+0, b=—+a, c=1T|1+—|+a. 2.24
VN % % 229

Aplicando entdo o limite de N — oo, e com isso aproximando as somas da eq.(2.24) por integrais

(utilizamos novamente a aproximac¢do ® — 0, AE = < E) e fazendo as substitui¢des

T\F

propostas acima teremos a seguinte aproximagao:

© g |
NzNoJr/ —x+/ 2 +/ / dxdy . (2.25)
0 ewta_—_1 Tt x+ >+0L

1

Fazendo uma mudanca de varidveis para explicitar as Integrais de Bose, temos:

d
N~ No+ - / . 7/ Tt //dudy e

-1

Tendo em vista a eq.(2.14), € facil reescrever as integrais acima em func¢do da série que € sua
solugcdo. No caso da integral dupla, utilizamos tal procedimento somente na integral referente a
varidvel X, temos entio que:

v S S / -F
i - e 7 dy. (2.27)
P T ; P T ;

Resolvendo a dltima integral e realizando uma aproximagao nos primeiros termos, vamos ter

que:
I oy T LYy
N%NO—;ln(l—e")——ln(l—e —2;

(2.28)
T
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Como T =« 1/+/N no limite termodindmico, somente o Gltimo termo serd importante e, portanto:

2
~ TNy Z (2.29)

onde

_ Toy 1 _ 3Toy 1
c= Bu+T\/_(1+ >+oc 2B +2T\/_( + = > (2.30)

Na temperatura critica L ~ 0 e estando no limite termodindmico, ¢ também tende a esse valor

(coc 1/ v/N). Portanto a eq.(2.29) pode ser escrita como:

¢(2)
T2 = 1 1
l~2y = T~ | ——Tp. (2.31)
TOZ]JZI p? ¢(2)

A partir da eq.(2.28) podemos calcular a ocupagao do estado fundamental para temperaturas

abaixo de T; e que estdo no limite termodinamico. Obtemos assim:

No 2 = e T \? T\?
—~1-— =1- =1—-1 =1 . 2.32
NE T L (z;<2>ro) (r) @32

Apesar de termos chegado ao mesmo valor limite para 7. € a mesma fun¢do para a ocupagao do

estado fundamental, as aproximagdes e expansdes que ndo estavam presentes no caso isotropico
podem alterar o comportamento do sistema, fazendo que nao seja o mesmo do caso isotropico.
Para ilustrar essas diferencas temos a figura (2.4), onde vemos que com o mesmo nimero de
particulas no sistema o caso anisotrépico apresenta valores mais distantes do resultado teérico
em comparagdo ao sistema isotrépico. Tal conclusdo pode ser vista ao analisar o qudo perto de
0,787y ficou a T, para os diferentes casos e, no caso da ocupacdo, ver qual dos sistemas tem

uma mudanca mais abrupta quando aumentamos a quantidade de particulas.

2.3.3 Caixa Bidimensional

Faremos agora a andlise da caixa bidimensional. O sistema consiste de uma caixa quadrada
com suas arestas medindo "L". Considerando as massas das particulas iguais a um em unidades

arbitrérias, os niveis serdo dados por:
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Figura 2.4: Comparacdo da ocupacdo do estado fundamental normalizada pelo ntimero de par-
ticulas do sistema e da variacdo do potencial quimico (normalizado pela energia do estado
fundamental), ambos em fun¢do da temperatura normalizada por 7T, entre o OH isotrépico e
anisotrépico. Cada coluna corresponde a casos com diferentes nimeros de particulas no sis-
tema. Para o potencial quimico foi evidenciada a abcissa para que se possa ver mais claramente
a T, (temperatura para qual L = 0). A linha sélida representa o caso isotropico e a linha trace-

. . , . , o 2
jada o anisotrépico. Para esses cdlculos y = 4/ o1
.,
Epon, = £ (ng -l—ny). Para ng,n, =1,2,3,--- (2.33)

Se tentarmos resolver esse sistema pelos mesmos métodos utilizados anteriormente veremos
que as integrais de Bose sempre divergem. Portanto, para termos uma estimativa das proprieda-
des, iremos adotar o procedimento utilizado por Ketterle em [5]. Uma propriedade importante
para os cdlculos é a densidade de estados do sistema d(E) (e o seu inverso, que é o espagcamento

médio dos niveis) que nesse caso € dado por:
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expandindo em série a eq.(2.3), podemos escrever:
N = i i e IPE (2.35)
i=0 j=1
onde z=ePH éa fugacidade, p = 1/kgT e 1 o potencial quimico. Podemos aproximar a soma
em i por uma integral. Normalmente integrariamos diretamente no(s) indice(s) que compdem
os autovalores de energia, mas nesse caso iremos utilizar a densidade dos niveis de energia, de

maneira que podemos reescrever a eq.(2.35) como
“No=Y o / d(E)e PEAE. (2.36)
j=1

Ketterle também propde que ndo se faca a integral na energia considerando o estado fun-
damental ou o primeiro nivel, mas sim uma integral sobre os estados excitados do potencial.
Sendo assim a integral serd feita entre o espacamento médio dos niveis de energia (eq.(2.34)) e

infinito:

d(E) & *

N—Np= _%Z Z_e JBE
=1 J

(2.37)

\|’\'.

_ d(E) i
S B j=1
E facil verificar que a soma em j da eq.(2.37) se refere a uma expansio em séries de poténcias.
Podemos entdo reescrevé-la como a fung@o que deu origem a expansao (2.37):

d(E) 1 S
N—Np= In 5 | = —d(E)kgTIn {1 —ze %77 ). (2.38)
B 1 —ze 4B

Podemos agora determinar a 7;, e para isso consideramos (L = 0 (e portanto z = 1) e Ny = 0.

Substituindo na equacdo anterior, vamos ter
1
N = —d(E)kpT.In (1 ekpled(E >). (2.39)

Podemos ainda expandir a exponencial (para (kgT.d(E))~! < 1) de maneira que chegamos A:

1

N=—dE)kgT;In{1—14+——+—
( )Bcn( +kBTcd(E)

) =d(E)kgT.In (d(E)kgT,). (2.40)

Substituindo d(E) podemos colocar a eq.(2.40) na mesma notagdo que [5], de maneira que
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temos
> I?
N=_—1In—, 241
22 "7 (2.41)
onde A, = (%) : que € o comprimento de onda térmico de de Broglie, onde:
2nh’N
= ——. 242
0= oks (2.42)

Vale notar que a 7 obtida para a caixa bidimensional é a mesma do OH unidimensional
como visto em [5]. Isso se deve ao fato de ambos nao terem dependéncia em E na densidade dos
niveis de energia. Também € importante citar que o mesmo procedimento pode ser utilizado em
outros sistemas. Ketterle [S] mostra que com esse enfoque, onde se utiliza somente a densidade
dos niveis, se obtém para o OH, exatamente as mesmas expressdes para a ocupacio do estado

fundamental e a 7. que nds obtemos levando em conta o conhecimento dos niveis de energia.
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3 CBE para confinamentos
bidimensionais caoticos

Como descrito no capitulo 2, usamos um método de suavizacdo para potenciais bidimensi-
onais que torna possivel definir uma pseudo-transicao de fase para sistemas com um nimero
finito de particulas. Trabalhamos detalhadamente com o oscilador harménico e a caixa bi-
dimensional, sistemas classicamente integraveis onde as equagdes de movimento podem ser
resolvidas e quanticamente soliveis, no sentido que as respectivas expressoes analiticas para os

autovalores de energia podem ser facilmente escritas.

Nosso principal objetivo nessa dissertagdo, no entanto, € a investigacdo das propriedades da
CBE para sistemas bidimensionais com contraparte cldssica cadtica. Uma questdo que pode
ser investigada sob a luz da Férmula do Traco de Gutzwiller [15], que relaciona densidade de

energia com grandezas cléssicas do sistema cldssico andlogo.

3.1 Limite Semiclassico: caos classico e caologia quantica

O entendimento das propriedades estatisticas do espectro quantico produzido por sistemas
nao-integraveis é um dos problemas mais fundamentais da teoria do caos quantico. De acordo
com a Teoria de Matrizes Aleatdrias [14], as estatisticas das flutuacdes quanticas sdao universais

e refletem somente as propriedades de simetria do sistema.

Ha uma conjectura de Bohigas-Giannoni-Schmidt (BGS) [28] que diz que sistemas quanti-
cos com dois graus de liberdade com andlogo cldssico integravel apresentam estatisticas espec-

trais descritas por distribui¢cdes Poissonianas, enquanto que sistemas quanticos com andlogos
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classicos cadticos sdo descritos pelos ensembles gaussianos, sendo GOE (Gaussian Orthogo-
nal Ensemble - Ensemble Gaussiano Ortogonal) para Hamiltonianas com simetria de reversao
temporal ou GUE (Gaussian Unitary Ensemble - Ensemble Gaussiano Unitédrio) para Hamilto-
nianas sem simetria de reversdo temporal, que poderia ser o caso de sistemas sujeitos a campos
magnéticos, por exemplo. A estatistica mais didatica e também mais conhecida na drea € a
distribui¢do de primeiros vizinhos, que nada mais € que a distribui¢do dos gaps de energia en-
tre niveis consecutivos. Um dos resultados mais fascinantes da conjectura de BGS € o fato de
que os niveis de energia de estados quanticos associados com movimento classicamente cadtico
mostram muitos avoided crossings ou repulsdes de niveis de energia, enquanto que a proba-
bilidade de niveis degenerados em sistemas classicamente integraveis € relativamente alta. As
distribui¢des espectrais de Poisson, GOE e GUE, como foram definidas em [29], podem ser

visualizadas na figura 3.1.

1
Poisson
GOE
0.8 GUE
0.6
2)
vt
0.4
0.2
0
0 1 2 3

S

Figura 3.1: Visualizacao das distribuicdes espectrais do espacamento entre niveis consecutivos,
onde a linha sélida representa a distribui¢do de Poisson - P(s) = e™¥) - a tracejada a distribui-

. -T2 . . . .~ . L.
¢do Gaussiana Ortogonal - P(s) = %eTH“ - e a pontilhada a distribui¢do Gaussiana Unitdria -

P(s) = 2es”

Considerando que a maioria das estimativas analiticas para o nimero de ocupagdo sdo feitas

no limite semicldssico, dependendo explicitamente da densidade de energia (ver capitulo 2), a
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pergunta a que nos propusemos a responder € se haveria algum vestigio de caos na CBE em
confinamentos classicamente cadticos. O elo entre a CBE e o caos quantico € a Formula do
Tragco de Gutzwiller [15], uma aproximagao semicldssica obtida emtre 1969 e 1971, que rela-
ciona a densidade de energia com grandezas cldssicas. O método semiclassico € baseado na
hipétese que quando a constante de Planck (de um Hamiltoniano escalonado) vai a zero, as
grandezas quanticas podem ser expressas através de grandezas calculadas na Mecanica Cl4s-
sica. O método W KB unidimensional serve como um bom exemplo deste tipo de aproximacao.
Em mais de um grau de liberdade, o método W KB padrao sé pode ser generalizado para os cha-
mados sistemas integraveis, para os quais todas as trajetdrias cldssicas permanecem em toros
invariantes. Porém, para sistemas genéricos, uma parte finita das trajetorias cldssicas cobrem
regides de dimensionalidade maior que a dos toros invariantes. Em particular, para sistemas
ergddicos, quase todas as trajetdrias classicas espalham-se uniformemente sobre toda a superfi-
cie de energia [12]. Nestes casos, o tinico método semiclassico geral € a Férmula do Trago de

Gutzwiller.

De acordo com essa Formula do Tragco de Gutzwiller, a densidade de estados de um sistema

bidimensional, no limite de # — 0, tem a seguinte aproximagao:
E)YY §(E—E,) ~d(E)+d™(E), (3.1)
n

onde d(E) é a parte suavizada, ou média, da densidade de niveis, sendo a parte principal dada

pelo termo de Weyl:

a(E) = [ Gl lE—H (7). 32)

e d”*“(E) é a parte oscilante que pode ser formalmente expressa como uma soma sobre todas as

Orbitas periddicas p com uma dada energia E:

4 (E ;i (E,n) cos [n <Sp§lE) - %)} , (3.3)

onde
AjEn) - — 2B (3.4)
Det(M— 1)
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sendo:
Sy(E) = ; .dq aacdo classica calculada ao longo da orbita periddica primitiva p,
d0S,(E
T,(E) = 5’ l(f ) ¢ o periodo da 6rbita periddica primitiva,

V), € uma fase adicional que surge devido a existéncia de pontos focais na orbita periddica p
onde a aproximagdo semicldssica deve ser modificada, M, € a matriz monodromia 2 X 2, cujo

determinante vale

2sinh(v,/2) para 6rbita hiperbélica direta

\/|Det(M —1)| = q 2cosh(v,/2) para érbita hiperbélica inversa,

2sin(u,/2)  para Orbita eliptica

onde v, € u, sao os autovalores da matriz monodromia M e a soma em »n leva em conta as

repeticoes da Orbita primitiva p.

3.2 Potenciais de confinamento

Para estudar os possiveis efeitos do caos na CBE, estudamos dois potenciais classicamente
ndo-integrdveis: o Potencial Nelson e o Potencial Quértico. Em ambos os casos, assumimos um
bdson de massa unitdria carregado sujeito a um campo magnético By perpendicular a superficie

xy, cuja Hamiltoniana (em unidades arbitrarias) é dada por:

1 B 1

2 B \2
H:§<Px—§y> +§(y+§x) +V(x,y), (3.5)

onde B=eBy/2c, e é a carga da particula e ¢ a velocidade da luz, os potenciais V (x,y) sdo dados

por:

2\ 2
Vix,y) = ( —5) +ux’ e (3.6)
Vix,y) = ch4+[3y4+x (xy)z. (3.7)

2
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A eq.(3.6) representa o Potencial Nelson e a eq.(3.7) representa o Potencial Quartico. Os para-
metros W, o, B ey serdo mantidos constantes nesta dissertacio, mas nos valeremos da variagdo
do campo magnético B, para estudarmos os sistemas em diferentes regimes cldssicos. Esses
potenciais foram devidamente escolhidos por se tratarem de potenciais bem conhecidos tanto
classica quanto quanticamente [8, 30] (e as referéncias contidas nestas), e principalmente por
suas similaridades (em baixas energias) com os sistemas simples e muito bem conhecidos, sendo

eles, respectivamente, o OH bidimensional anisotrépico e a caixa bidimensional.

3.2.1 Dinamica classica dos potenciais

Para visualizarmos a dinamica do sistema no espaco de fase, sendo ele quadridimensional,
recorremos as secoes de Poincaré. Fixamos entdo uma energia especifica e constante para o sis-
tema, criando assim um vinculo para uma das coordenadas. Com isso jd podemos trabalhar com
um sistema tridimensional, e estudamos entdo o problema através das cordenadas de angulo-
acdo, onde podemos definir toros invariantes, sendo cada toro a representacio da evolugao do

sistema para uma condicao inicial diferente.

Num sistema integravel ndo teremos caos, € um corte nos toros mostraria formas circulares
(ou elipticas) concéntricas em relacdo a um ponto fixo eliptico. Caso nds introduzissemos uma
perturbacdo no sistema, o toro apesar de se modificar, manteria suas propriedades toroidais,
mas em um sistema caodtico tal perturbagdo, se suficientemente forte, poderia quebrar o toro
em um nimero igual de pontos elipticos e hiperbdlicos. O teorema Kolmogorov-Arnold-Moser

(Teorema KAM) [12] nos mostra o quao forte deve ser a perturbagdo para que o toro sobreviva.

Analisando as se¢des do nosso sistema podemos identificar diversas familias de 6rbitas pe-
riddicas. Para definir com precisdo cada familia precisamos de dois pardmetros: a energia que o
sistema estd submetido e o seu periodo. Portanto, em uma sec¢do de Poincaré especifica (energia
fixa) podemos diferenciar as familias pelo periodo de suas Orbitas. Fazendo a andlise inversa,
olhando uma familia de periodo especifico e variando (aumentando) a energia do sistema, tere-

mos determinados pontos onde essa familia apresentard uma bifurcacio, que gera novas fami-
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lias, sendo elas elipticas ou hiperbdlicas, e sempre com um periodo que é um multiplo inteiro da
original. Tal método pode ser entendido como a aplicacdo de uma perturbagdo no sistema, que
vai aumentando sua influéncia e eventualmente destr6i um dos toros mencionados, com isso
gerando uma nova familia eliptica geralmente de periodo maior, sendo ele um multiplo inteiro

do periodo original.

O Potencial Nelson

V(x.y)

Figura 3.2: Representacdo grafica das linhas equipotenciais do potencial Nelson

O sistema consiste em um potencial parabdlico que apresenta uma paridade na coordenada
x, e sendo assim, uma simetria no eixo-y. Como ja mencionamos, esse potencial ndo-linear é
ndo-integravel e apresenta um caos suave (soft-chaos) no sentido que o espaco de fases exibe
regides regulares e cadticas para a mesma energia. O valor mais baixo apresentado por ele
estd localizado na origem, onde toda a energia do sistema é cinética (V (0,0) = 0). Por sempre
apresentar valores positivos, teremos que para uma energia fixa as coordenadas do sistema es-
tardo limitadas a um volume finito do espago de fase (%(Py2 +P2) > E > V(x,y)). O potencial
Nelson em baixas energias se assemelha ao OH bidimensional anisotropico, estando portanto

em um regime regular onde esperamos ver (na secdo de Poincaré) somente familias elipticas
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Figura 3.3: Sec¢do de Poincaré X x P, para o potencial Nelson para E=0,05 (correspondendo ao
caso de i = 0,01) e campo magnético nulo, paray =0e P, > 0.

concéntricas em relacdo a algum ponto fixo. A medida que aumentamos a energia do sistema,
a ndo linearidade do sistema vai se tornando mais importante, e quando essa perturbagdo satis-
fazer o teorema KAM [12], os primeiros toros serdo destruidos. Nos resultados numéricos, o
parametro W foi fixado em 0, 1, em acordo com os resultados na literatura [8]. Estudos sobre
as Orbitas periddicas e suas bifurcagdes (do potencial Nelson), foram feitos com detalhes em
[31-33]. Para baixas energias a dinamica do sistema € regular, pois como ja foi explicado o
efeito do acoplamento ndo-linear dos osciladores precisa de um valor minimo de energia para
que tenha uma influéncia significativa no sistema. Essas andlises sdo feitas para um sistema
sem campo magnético aplicado, e vamos agora fazer um breve resumo da influéncia do campo

nesse potencial.

Uma anélise qualitativa em termos de se¢do de Poincaré mostra também que a a¢do de um
campo muito fraco, num primeiro momento, aumenta a caoticidade do sistema, pois a acao do
campo perturba o sistema, quebrando alguns toros racionais, provocando assim bifurcacdes que
dao origem a orbitas instdveis. Por outro lado, sabemos também que a acdo de campos muitos
fortes € de regularizar o sistema, uma vez que o termo quadratico em B na Hamiltoniana acaba

dominando os termos do potencial. Esse processo de regularizagdo pode ndo ser tdo simples,
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uma vez que vem acompanhado de inimeras bifurcagdes. Percebemos, entdo, que temos uma
transi¢do de regularidade para caoticidade, dependente do aumento da energia que € intrinseca
do potencial e uma transicao de caoticidade para regularidade dependente do campo, sendo a

regularidade conseguida, neste caso, para campos relativamente muito fortes [8].

Potencial Quartico

V(x,y)

Figura 3.4: Representacdo grafica das linhas equipotenciais do potencial Quartico

O sistema consiste em um potencial que apresenta paridades nas coordenadas x e y, e sendo
assim simétrico em relacdo aos eixos x e y e também apresenta um caos suave. O valor mais
baixo apresentado por ele esta localizado na origem, onde toda a energia do sistema € cinética
(V(0,0) = 0). Por sempre apresentar valores positivos teremos que, para uma energia fixa, as
coordenadas do sistema estardo limitadas a um volume finito do espago de fase (%(Py2 +P2) <
E <V(x,y)). Para baixas energias, o fundo do potencial quartico se assemelha mais a caixa
bidimensional (referindo-se no espaco de configuragdo), mas a analogia nao é tao direta, pois
a caixa bidimensional € integrdvel, enquanto que o potencial quértico ja € bastante cadtico
mesmo para baixas energias. Trabalharemos com o potencial quértico com o = %, B = Al, e

Y = 6, para os quais ha resultados recentes na literatura [30]. Para efeito do estudo do caos
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Figura 3.5: Sec¢do de Poincaré Y x P, para o potencial Quartico para E=0,003 e campo magné-
tico nulo, parax =0e P, > 0.

no sistema, variamos o campo magnético para regularizar o sistema. Isso acontece pois, uma
particula carregada sujeita a um campo magnético descreve trajetdrias circulares com um raio
ciclotronico que diminui a medida que o campo aumenta. Para campos baixos, o raio das
trajetorias € grande e a particula interage com as "paredes" do potencial. Para campos muito
altos, no entanto, o raio da trajetéria € muito pequeno e a particula praticamente ndo interage
com as paredes do confinamento. Assim, a tendéncia para campos altos é de regularizar o

sistema conforme figura 3.6.

3.2.2 A quantizacao dos potenciais

No sistema quantico temos que resolver a Equagdo de Schrodinger associada ao problema,
para dessa maneira obter os autovalores dos dois sistemas em questdo (tanto para o potencial
Nelson quanto para o potencial quartico). Como visto acima, os potenciais sdo ndo-lineares e
ndo-integraveis e o método utilizado para obter os autovalores é expandir o Hamiltoniano (3.8)

na base dos operadores criacdo e destruicdo (egs. (3.9) e (3.10)).

h? (02 09?2
5 (5t 3 ) V) W) =B ) a8
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Figura 3.6: Secdo de Poincaré Y x P, para o potencial Quartico para E=0,003 e B=0,35, para
x=0eP, >0

. 1 A 1
X=——(ay—a_ Y=——
icox\/Zm( - ) i0yV2m

. 2 - 2
Px:\/;(@ +a_) P, = \/%(b++b), (3.10)

onde os operadores, quando aplicados a funcdo de onda, operam da seguinte forma:

A1 Wnny = i/ 1O (R + 1)W1, bW,y = iy Oy (ny + 1)W1 (3.11)
a_WYn, n, = —i\/ho)xnanx_hny b,\pnmny = —lI4 /h(oynywnh,ly_l. (3.12)

(bs—b_) (3.9)

Dessa maneira obtemos os elementos da matriz Hamiltoniana, cuja diagonalizacao resultard nos
autovalores do sistema. Como estamos trabalhando com um potencial que é um pogo infinito,
teremos de limitar a matriz a um tamanho em que o nivel de energia E, sendo E o valor desejado

a estudar, esteja dentro da regido de autovalores ndo afetados pelo erro numérico.

A regido ndo afetada pelo erro numérico € estimada com a diferenca dos resultados obti-
dos com aqueles de uma matriz de ordem superior, uma diferenca aceitivel (+107'2 no nosso
caso) delimita a regido de autovalores que podemos usar com confianga. Vale notar que esse

procedimento € extremamente lento, chegando a levar 17 dias para completar uma diagonaliza-
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¢do em um computador comum (cdlculo para uma matriz complexa de ordem 5000, com dupla
precisdo), por isso decidimos utilizar os servicos do Centro Nacional de Supercomputacdo, o
CESUP-RS. Uma matriz de ordem 10000 (matriz complexa com dupla precisao), era resolvida
em apenas 2 horas no Cray, mas infelizmente para o nosso caso, a limitagdo do Cray se da
na memoria que pode ser alocada, sendo essa (matriz complexa de ordem 10000 com dupla
precisdo) a maior matriz que pode-se resolver. Devido a necessidade de cotas com tempo de
processamento, € a precisdo que conseguiamos obter a0 comparar com as matrizes de ordem
10000, optamos por usar matrizes de ordem 2000, que no Cray sdo resolvidas em apenas alguns

minutos.

O procedimento de diagonalizagdo € realizado para os dois potenciais escolhidos para valores
de campo magnético variando de B =0 a B = 1, sendo tal variacdo realizada adiabaticamente.
Para variar as regides de energia que nossos célculos varrem, e com isso definir o regime do
sistema (regular ou cadtico), vamos fazer os cédlculos para dois valores de %, sendo eles i =
0,001 e 2 = 0,01. O primeiro valor corresponderd a uma regido de baixa energia, e portanto,
ao regime regular, enquanto que o segundo ird corresponder a valores mais elevados de energia

e com isso ao regime cadtico do sistema.

sz 7z

J4 é bem conhecido [28], que o grau de regularidade ou caoticidade do sistema influi na
distribui¢cdo dos niveis e, portanto, podemos esperar que os niveis do regime cadtico ndao apre-
sentem degenerescéncias como visto na figura 3.1. Sendo ambos potenciais ndo-integraveis,
nao teremos cruzamentos entre os niveis (exceto os cruzamentos acidentais), mesmo estando na
regido correspondente ao regime regular. A diferenca obtida nos niveis de energia referente ao
valor de 7 utilizado, se d4 pela acentuagdo da oscilagdo dos niveis, ou seja, avoided crossings

mais ou menos evidentes.

Podemos ver nas figuras 3.7 a 3.10 que o oscilador sendo um sistema integravel mostra dege-
nerescéncias, enquanto que o potencial Nelson apresenta avoided crossings pouco acentuados
por ser bastante regular para baixas energias. O potencial Qudrtico no entanto, mostra avoided

crossings mais acentuadamente.
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Figura 3.7: Representacdo da variacdo da energia em fun¢do do campo magnético dos 50 pri-
meiros niveis do OH anisotrépico para i = 0,01
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Figura 3.8: Representacdo da variacio da energia em funcdo do campo magnético dos 50 pri-
meiros niveis do potencial Nelson para 2 = 0,001
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Figura 3.9: Representacdo da variacdo da energia em funcdo do campo magnético dos 50 pri-
meiros niveis do potencial Nelson para = 0,01
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Figura 3.10: Representacdao da variagdo da energia em funcdo do campo magnético dos 50
primeiros niveis do potencial Quértico para 7 = 0,01
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4 Analise dos resultados

Descreveremos nesta se¢do nossos principais resultados. Diferentemente do oscilador e da
caixa bidimensionais tratados no capitulo 2, os potenciais Nelson e Qudrtico apresentam Hamil-
tonianas nao-integraveis, e portanto, equagdes de movimento que ndo t€ém solucdes analiticas
(ver capitulo 3). Os niveis de energia foram obtidos numericamente, assim como as grandezas
estudadas, a saber, potencial quimico W, nimero de ocupagdo do estado fundamental Ny, calor
especifico C, e variancia do nimero de particulas do estado fundamental ANy. Para manter uma
uniformidade nas notagdes, o estado fundamental € denotado pelo indice zero. Também ao con-
trario do que se usa comumente na literatura, ndo tomamos o estado fundamental com energia
zero. Os resultados ndo dependem desse rescalonamento, obviamente, a ndo ser pelo fato que
no nosso caso, [l poderd assumir valores positivos, uma vez que W < Ej, conforme ja discutido

no capitulo 1.

Enfim, para estudarmos a CBE, o primeiro passo foi a obtenc¢do dos niveis de energia via
diagonalizacdo de matrizes para ambos os potenciais. Uma vez obtidos os niveis, usamos um
procedimento numérico para obter L que depende de um modo nada trivial da temperatura e

dos niveis de energia, conforme sera descrito a seguir.

4.1 O potencial quimico

Como ponto de partida usamos a distribui¢ao de Bose-Einstein

1 Ze_BEi
N(El) - eB(Ei_H) —1 o 1 —Ze_BEi )

(4.1)
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onde z = exp(Bl) é a chamada fugacidade do sistema, sendo B = 1/kT, k a constante de

Boltzmann e 7' a temperatura. Para determinarmos o potencial quimico, impomos o vinculo
Y N(E)=N. 4.2)

sendo N o numero total de particulas confinadas. Esse nimero € conservado ao longo do pro-
cesso, pois ndo ha trocas de particulas com nenhum reservatério e tampouco criagdo ou destrui-

¢ao das mesmas.

Pode-se antecipar das eq.(4.1) e eq.(4.2) que a determinacdo de [, ndo € nada trivial, mesmo
para sistemas em que os autovalores de energia sejam conhecidos, como por exemplo, o osci-
lador harmodnico. Para complicar ainda mais, somente depois do cédlculo (em geral, numérico)
de u, pode-se determinar as outras grandezas termodindmicas que estudamos. Dessa forma,
calculamos numericamente o potencial quimico para diversos valores de N, onde utilizamos o

método da bisseccao descrito no capitulo 2.

Para melhor ilustrarmos o potencial quimico em um grafico, temos que normalizi-lo pela
energia do estado fundamental. Essa normalizacdo facilita a comparacao dos resultados para os
diversos valores de N utilizados, uma vez que, no limite termodindmico e abaixo da temperatura
critica, | tende justamente ao valor de Ey. Estando o potencial quimico normalizado, ainda
temos que normalizar a temperatura, pois se tratando de sistemas distintos, temos que achar
uma escala em comum entre eles para podermos compari-los. Como visto no capitulo 3, o
potencial Nelson € similar ao OH anisotropico, portanto iremos normalizar as temperaturas
pelas defini¢des de 7p do OH como visto na eq.(2.21). Os gréaficos do potencial Quartico, no
entanto, estdo normalizados pela defini¢do da temperatura critica, que pode ser obtida usando a
expressao da densidade média para o potencial Quartico (eq.(4.12)), obtemos entao:

n1/354/3

(21 C3/223k (/e

onde K representa uma integral eliptica completa.

T. = N33, (4.3)

Embora o potencial quértico seja bidimensional, a situagdo aqui € similar ao caso da caixa
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bidimensional e do OH unidimensional. Tanto a caixa 2D quanto o OH 1D tem a densidade
média de energia independente de E e, portanto, a mesma dependéncia em relacdo a N em
T.. A densidade média de energia para o potencial quartico é proporcional a vE (eqs 4.11 e
4.12) assim como a densidade média de energia para o cubo, portanto a temperatura critica deve

escalar do mesmo modo em relagdo a N.

Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 podemos ver o potencial quimico em regime de alta e baixa energia
do potencial Nelson (& = 0,01 e 2 = 0,001 respectivamente) comparado ao OH anisotrépico.
Entre as figuras variamos o campo magnético em que os sistemas eram submetidos, € podemos
assim ver que ao aplicar o campo, o potencial Nelson em regime de alta energia e nimero de

particulas (N=100), se diferencia levemente dos outros.

Na figura 4.4 podemos ver o potencial quimico em fun¢do da temperatura do potencial Quar-
tico e da caixa bidimensional para N=10, 25 e 50. Podemos ver também na figura 4.5 o potencial
Quartico submetido aos campos B=0,5 e 1,0, onde nao se observa nenhuma mudanca significa-
tiva no potencial quimico para sistemas submetidos a campos magnéticos diferentes. Em todos
os outros cdlculos e figuras, vimos que quanto maior for N, mais perto do limite termodindmico
estaremos, e portanto mais drastica seria a mudanca de fase, e no caso de N tender ao infinito,
teriamos descontinuidades nas propriedades analisadas causadas pela transicdo de fase a um

novo estado, isso pode ser visto em todas as figuras do potencial quimico aqui apresentadas

(figuras 4.1 a 4.5).
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Figura 4.1: Potencial quimico normalizado pela energia do estado fundamental em func¢do da
temperatura normalizada por 7j (sem campo magnético aplicado) para os sistemas: Nelson com
h = 0,001 (linha sélida), Nelson com /2 = 0,01 (linha tracejada) e OH anisotrépico (tridngulos).
O gréfico a esquerda foi feito com N=10 enquanto o gréfico a direita com N=100
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Figura 4.2: Potencial quimico normalizado pela energia do estado fundamental em func¢do da
temperatura normalizada por Ty (submetido a um campo magnético de intensidade B=0,5) para
os sistemas: Nelson com 7 = 0,001 (linha sélida), Nelson com 72 = 0,01 (linha tracejada) e OH
anisotrépico (tridngulos). O gréfico a esquerda foi feito com N=10 enquanto o grafico a direita
com N=100
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Figura 4.3: Potencial quimico normalizado pela energia do estado fundamental em funcdo da
temperatura normalizada por Ty (submetido a um campo magnético de intensidade B=1,0) para
os sistemas: Nelson com 7 = 0,001 (linha sélida), Nelson com 7 = 0,01 (linha tracejada) e OH
anisotrépico (tridngulos). O gréfico a esquerda foi feito com N=10 enquanto o grafico a direita
com N=100
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Figura 4.4: Comparacdo do potencial quimico do potencial Quartico com a caixa. Grafico
esquerdo corresponde ao potencial quartico e o direito a caixa bidimensional. Linha sélida

corresponde a um sistema com N=10, linha tracejada a um sistema com N=25 e os tridngulos
N=50
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Figura 4.5: Comparacdo do potencial quimico do potencial Qudértico submetidos a campos
magnéticos de intensidade diferentes, B=0,5 para a figura a esquerda e B=1,0 para a figura a
direita. Linha sélida corresponde a um sistema com N=10, linha tracejada a um sistema com
N=25 e os tridngulos N=50

Para analisarmos as figuras do potencial quimico em func¢do da temperatura para os diferentes
sistemas, precisamos analisarmos a eq.(4.2) com um certo cuidado. NO&s adotaremos aqui o
procedimento de Ketterle et al [5] e primeiramente, escrevemos a eq.(4.1) como uma soma de
exponenciais para entio reescrevermos a eq.(4.2) como uma soma dupla, ou seja,

N = i i e BE (4.4)
i=0 j=1
A populacido do estado fundamental é separada da soma sobre os estados excitados e a soma na

eq.(4.4) é substituida pela integral:
N—Ny= sz/ d(E)e PEJE. (4.5)
j=1 70

Esse procedimento ¢ justificado, pois além da soma envolver somente os estados excitados,
normalmente se trabalha na situa¢do de um niimero grande de particulas e temperaturas para as
quais o espacamento médio em energia é muito menor que kgT'. Na eq.(4.5), d(E) representa a
densidade de estados comumente aproximada pelo termo de Weyl [eq.(3.2)]. O termo de Weyl

¢ também chamado de densidade média e pode em alguns casos, ser calculado analiticamente.
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Para os sistemas que estamos trabalhando, temos:

- 1
d(E)=— 4.6
(E) =+ 4.6)
para o OH unidimensional
— E
dE)= ——— 4.7)
[ONON)
para o OH bidimensional,
- E
E)=—— 4.8
para o Potencial Nelson (ver eq.(3.6)),
— [?
dlE)=——= 4.9
(B)=3 @9)
para a caixa bidimensional de lado L
- 213

d(E) = > K ( 1_—°°> VE @.11)

se—l<a<lou

- 2 2 o—1
d(E) = K E 4.12

(E) nh? o+ 1 ( oc+1>\/_ (4.12)
se o > 1, para o Potencial Quértico (ver eq.(3.7)). K denota uma integral eliptica completa. Vale
lembrar que as densidades listadas sdo para particulas com massa m = 1 e estdo em unidades

arbitrarias.

Para estudarmos o efeito do caos na CBE, ao invés de aproximarmos a densidade somente
com a densidade de Weyl, usamos também o termo oscilante d°°, que no limite semicléssico,
€ dado pela Férmula do Traco de Gutzwiller, conforme a eq.(3.3). Com esse procedimento

reescrevemos (4.5) para obtermos:

N—No=Y 2/ / d(E)e PEAE+Y 7 / d”(E)e PEAE (4.13)
j=1 J0 j=1 70
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sendo d°¢ o termo que carrega informacdo da dindmica cldssica conforme explicado no capitulo

3,eq.(3.3).

O comportamento descrito pelo segundo termo a direita na eq.(3.3) pode nio ser nada trivial:
para temperaturas altas, o amortecimento da exponencial € lento e a integral em energia deve ser
feita num intervalo de energia relativamente grande tendendo, em média, a zero. Para tempera-
turas baixas, o amortecimento da exponencial € mais rapido havendo assim possibilidade de que
alguma contribui¢do de 6rbita periddica venha a emergir. Por outro lado, isso deve acontecer
para temperaturas realmente baixas, para as quais, o nivel fundamental torna-se macroscopi-
camente populado e N — N fica, entdo, muito pequeno. Nao se espera, portanto, a detec¢ao
de oscilagdes significativas do potencial quimico para o Nelson no regime regular 2 = 0,001
e cadtico i = 0,01, conforme pode-se observar nas figuras 4.1 a 4.3, sendo a diferencia¢do na
figura 4.3, muito sutil para ser considerada. Também, nenhuma oscilacio € qualitativamente
constatada para o potencial quimico em fun¢do do campo magnético para o potencial quértico

como se observa nas figuras 4.4 e 4.5.

4.2 O nimero de ocupacao do estado fundamental

Para obtermos a ocupacgdo do estado fundamental, basta usarmos E; = Ey em (4.1), uma vez
conhecido 1. Os grificos 4.6 a 4.10 ilustram a ocupacgdo do estado fundamental para diferentes
N como funcdo da temperatura. Observa-se que para temperaturas relativamente altas, No/N —
0 e para temperaturas relativamente baixas, No/N — 1. A ocupagio do estado fundamental
torna-se mais singular ou abrupta a medida que N aumenta. Quanto maior N mais fécil fica falar
em uma temperatura critica, 7, tal que para 7' < T, o estado fundamental € macroscopicamente
populado. T, €, por defini¢do, a temperatura na qual | assume seu valor maximo e Ny = 0. Vale
aqui a mesma argumentacao da secdo 4.1, de forma que nao se espera que a temperatura critica
dependa (pelo menos de modo qualitativamente expressivo) de alguma informag¢do da dinamica

do equivalente sistema cléssico.

As figuras 4.6 e 4.7 ilustram o nimero de ocupacao do estado fundamental Ny normalizado
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por N, em fun¢do da temperatura normalizada por 7 para o potencial Nelson. Utilizamos a
mesma defini¢do de Ty que utilizamos na eq (2.21), de maneira que a razio % prevista teorica-
mente é dada por:

T,
< =0,78. (4.14)
Ty

A densidade média para o potencial Nelson ndo depende do campo magnético [8], de forma que
os resultados numéricos confirmam a previsao de nenhuma dependéncia da dinamica cldssica,
assim como nenhuma dependéncia de campo magnético. Observa-se, no entanto, para N=100
e B=1,0 (figura 4.8) algum desvio nos resultados para %0 > 0,5. Para N grande e temperaturas
mais altas, os niveis de maior energia, que estdo numa regido de energia na qual a dinamica é
mais cadtica, podem ter uma participacdo mais efetiva e o termo da densidade oscilante podera

ter alguma contribui¢do significativa.

Na figura 4.9 ilustramos a ocupagdo do estado fundamental em fun¢do da temperatura para

__ 2Nmi?

o potencial Quartico com campo nulo e para a caixa bidimensional. Para a caixa Ty = <5,
B

e para o potencial quartico usamos a defini¢do da eq.(4.3). A dependéncia de % em funcdo
de N ¢ a esperada, quanto maior N mais préximo de um comportamento descontinuo fica Ny.
O interessante € observar a dependéncia de % com o campo magnético B. As figuras 4.9 (a
esquerda) e as figuras 4.10 mostram que a ocupacao tende a depender menos de N para campos
altos (B = 1,0), situacdo na qual o sistema tende a ser regularizado. A dependéncia de %‘) com
o campo magnético para o potencial Nelson € ilustrada na figura 4.11, e a dependéncia com o
nimero de particulas em 4.12. A temperatura critica depende mais fortemente do campo no
regime de energia mais altas (7 = 0,01) e, portanto no regime cadtico. Na figura 4.13 podemos
ver como a T do potencial Quértico varia em funcdo do campo magnético, e podemos ver que
para N grande, a dependéncia com o campo magnético € menor. Analisando a variacdo da
T, em funcdo do nimero de particulas na figura 4.14, para trés diferentes campos magnéticos
(B=0, 0,5 e 1,0), podemos ver novamente que para N pequeno, o campo influi de maneira mais
pronunciada, explicitando a diferenga entre os casos, mas a medida que N aumenta os resultados

comecam a ficar cada vez mais proximos entre si.
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Figura 4.6: Ocupagdo do estado fundamental normalizado pelo nimero de particulas em fungao
da temperatura normalizada por 7j (sem campo magnético aplicado) para os sistemas: Nelson
com /i = 0,001 (linha s6lida), Nelson com 7 = 0,01 (linha tracejada) e OH anisotrépico (trian-
gulos)
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Figura 4.7: Ocupagdo do estado fundamental normalizado pelo nimero de particulas em fung¢do
da temperatura normalizada por 7j (submetido a um campo magnético de intensidade B=0,5)
para os sistemas: Nelson com 7 = 0,001 (linha sélida), Nelson com 7 = 0,01 (linha tracejada)
e OH anisotropico (tridngulos)

4.3 O calor especifico

Uma das questdes mais freqiientes quando se fala em CBE em sistemas de baixa dimensiona-

lidade, uma e duas dimensdes, € justamente se a ocupacao macroscépica do estado fundamental
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Figura 4.8: Ocupagdo do estado fundamental normalizado pelo nimero de particulas em fungdo
da temperatura normalizada por 7j (submetido a um campo magnético de intensidade B=1,0)
para os sistemas: Nelson com 7 = 0,001 (linha sélida), Nelson com # = 0,01 (linha tracejada)
e OH anisotrépico (tridngulos)
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Figura 4.9: Comparagdo da ocupagdo do estado fundamental do potencial Quartico com a caixa
sem campo magnético aplicado. Gréfico esquerdo corresponde ao potencial quartico e o direito
a caixa bidimensional. Linha sélida corresponde a um sistema com N=10, linha tracejada a um
sistema com N=25 e os triangulos N=50

¢ um indicador suficiente para a CBE ou se outras grandezas termodinamicas deveriam ser tam-

bém consideradas como critério para se falar em CBE [17]. Essa preocupacgao tem sua origem
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Figura 4.10: Comparagado da ocupacao do estado fundamental do potencial Quértico submetidos
a campos magnéticos de intensidade diferentes, B=0,5 para a figura a esquerda e B=1,0 para a
figura a direita. Linha sélida corresponde a um sistema com N=10, linha tracejada a um sistema
com N=25 e os tridngulos N=50
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Figura 4.11: Variacdo da T, normalizada por T em fun¢do da intensidade B do campo mag-
nético no potencial Nelson. A linha sélida representa i = 0,001 e a linha tracejada 2 = 0,01.
Figuras realizadas para N=10 e N=100

no fato que para sistemas com maior nimero de dimensdes, a ocupacao macroscépica do estado

fundamental € sempre acompanhada por alguma singularidade no calor especifico, por exemplo.
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Figura 4.12: Variacdo da 7. normalizada por 7y em fun¢do do nimero de particulas do sistema
no potencial Nelson. A linha sélida representa i = 0,001 e a linha tracejada # = 0,01. Figuras
realizadas para campos magnéticos de intensidade: B=0, B=0,5 e B=1
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Figura 4.13: Varia¢do da 7, em funcdo do campo magnético aplicado no sistema para o potencial
Quartico. A linha solida representa N = 10 e a linha tracejada N = 100.

Assim sendo, vamos estudar o calor especifico que pode ser obtido da energia interna U [16]

oo 0o

U=Y Y Ezle PEn (4.15)
n=0 j=1
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Figura 4.14: Variagado da T, em funcdo do nimero de particulas do sistema no potencial Nelson.
A linha sélida representa B = 0, a linha tracejada B = 0,5 e a linha pontilhada B = 1, 0.

efetuando-se uma derivada parcial com relagdo a temperatura T, ou seja,

Cy = aa—TU (4.16)

Novamente, podemos escrever Cy em termos da densidade de estados, conforme a equagao:
Cy =kgB Y jz! |B(Eo—p)e PFo +/ dE[d(E)+d*“(E)|B(E—pn)Ee PE|  (4.17)
j=1 0

lembrando que d(E) = d(E) + d°*‘(E), sendo que no limite semicldssico, d°*¢ é dada pela
Férmula do Trago de Gutzwiller, escrita em termos das 6rbitas periddicas do equivalente sistema

classico.

Aqui novamente, como a densidade d(E) ndo depende da temperatura, nenhuma diferenca
qualitativa entre os resultados do calor especifico do Potencial Nelson para os regimes regular
e cadtico fica realmente clara, como mostram as figuras 4.15 a 4.19. Mesmo com a exponencial
decrescendo rapidamente com a energia, ha o fator quadrético da energia que afeta a rapidez da
convergéncia da integral na eq.(4.17). Ao integrarmos em um intervalo relativamente grande de

energia, as contribui¢des da d?*¢ tornam-se ainda mais enfraquecidas em relagc@o a contribui¢ao
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do estado fundamental e ao termo da densidade de Weyl.

A figura 4.15 mostra novamente que as principais diferencas entre o OH e o potencial Nelson
nos regimes regular e cadtico aparecem para N maiores. Isso é razoavel, pois para N grande
e temperaturas acima da temperatura critica, os niveis de maior energia (mais cadticos) podem
estar ocupados e podem, portanto, contribuir mais efetivamente para o C,. Comparando as
figuras a direita de 4.15, 4.16 e 4.17 podemos constatar que mesmo para N pequeno (N = 10),
o efeito do campo pode ser observado na regido de %0 > 0,8. Convém lembrar que a densidade

de Weyl para o potencial Nelson, ndo depende do campo magnético.

N=10 N =100

0
0 02 O.4T0.6 08 1 0 02 0.4TO.6 0.8 1

To To
Figura 4.15: Variacao do calor especifico a volume constante (C,) normalizado por N em fun¢ao
da temperatura normalizada por 7 (sem campo magnético aplicado) para os sistemas: Nelson
com /i = 0,001 (linha sélida), Nelson com # = 0,01 (linha tracejada) e OH anisotrépico (triin-
gulos)
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Figura 4.16: Variagdo do calor especifico a volume constante (C,) normalizado por N em fun¢do
da temperatura normalizada por 7j (submetido a um campo magnético de intensidade B=0,5)
para os sistemas: Nelson com 7 = 0,001 (linha sélida), Nelson com # = 0,01 (linha tracejada)
e OH anisotrépico (tridngulos)
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Figura 4.17: Variagao do calor especifico a volume constante (C,) normalizado por N em fun¢do
da temperatura normalizada por 7j (submetido a um campo magnético de intensidade B=1,0)
para os sitemas: Nelson com /2 = 0,001 (linha sé6lida), Nelson com 7 = 0,01 (linha tracejada) e
OH anisotrépico (tridngulos)
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Figura 4.18: Comparacdo do calor especifico a volume constante (Cv) referente ao potencial
Quadrtico com a caixa sem campo magnético aplicado. Gréfico a esquerda corresponde ao po-
tencial quartico e o a direita a caixa bidimensional. Linha sélida corresponde a um sistema com
N=10, linha tracejada a um sistema com N=25 e os triangulos N=50

B=0.5 B=1.0
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Figura 4.19: Comparacdo do calor especifico a volume constante (Cv) referente ao potencial
Quartico submetidos a campos magnéticos de intensidade diferentes, B=0,5 para a figura a
esquerda e B=1,0 para a figura a direita. Linha sélida corresponde a um sistema com N=10,
linha tracejada a um sistema com N=25 e os tridngulos N=50
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4.4 A variancia do nimero de ocupacao de particulas no es-
tado fundamental

Com os resultados das secdes anteriores (se¢do 4.1), podemos concluir que as grandezas
analisadas dependem linearmente da densidade de estados e, portanto, ndo preservam, em geral,
nenhuma informagao substancial da dindmica cldssica do potencial, uma vez que a integral em
energia se anula, em média, devido as oscilacdes das Orbitas periddicas. Analisaremos agora,
outra grandeza de interesse, a flutuacdo do nimero de particulas no estado fundamental do

sistema, ANy, que acontece mesmo quando o nimero de particulas confinadas é fixo.

Em um gés ideal de bdsons a temperatura zero, todas as particulas estardo no estado funda-
mental. Ao fornecermos uma certa energia de excitagao para o sistema, essa energia podera ser
absorvida de diferentes maneiras, de forma que o nimero de bésons que permanece no estado
fundamental ndo € fixo - o nimero flutua. Essas flutuagdes estao intrinsicamente ligadas a com-
pressibilidade do sistema, que por sua vez, é determinada pelo tamanho dos dtomos [34]. ANy
ja foi calculado para um gds ideal no potencial harmdnico como fun¢do da energia de excita-
¢do e da temperatura por varios autores [34—38], mas hd resultados conflitantes. Primeiramente,
porque os formalismos candnico e grand-candnico ndo fornecem as mesmas predi¢des para o li-
mite de baixas temperaturas. Nao podemos deixar de citar aqui, o efeito chamado de "catéstrofe
grand-canonica". Tanto o EC quanto o EGC descrevem igualmente bem o crescimento drama-
tico do nimero de ocupacdo no estado fundamental Ny, contudo para temperaturas proximas
da temperatura critica T, e abaixo, o formalismo grand-candnico d4 resultados flagrantemente
divergentes para a varidncia ANy = No(No + 1), implicando que para T — 0, ANy — N2, o que

nao faz nenhum sentido [34, 39].

4.4.1 Calculo numérico da variancia

Para obtermos os resultados numéricos precisamos antes de tudo da funcdo de particdao do

sistema de N particulas, Zy, que pode ser obtida de forma recursiva da funcio de particdo da
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particula dnica Z; [40]

1 N
Zv=y Y. Zi(nB)Zn-n(B), (4.18)
n=1
comZyg=1e

Ze Eimw), (4.19)

Essa féormula recursiva torna o cdlculo numérico para qualquer nimero de particulas bastante
facilitado. Usando ainda os resultados de [40], aproveitamos a férmula (4.18) para escrevermos

o numero de ocupacgdo N para o k-ésimo nivel de energia com energia Ej, de forma a obtermos:

=

e "PEZy_(B). (4.20)

Para os célculos numéricos nos baseamos no trabalho [41], de maneira que utilizamos as se-

guintes expressdes para os célculos.

1 N o

(Ne) = EZ(i)J“xﬁkzN_j (4.21)
j=1
1 N ) ) 1 N N*]

V) = - Lz o Y )ity tezy o (4.22)

j=1 l:1

.
I
—_

4.4.2 Variancia em termos da Férmula do Traco

Para estimativas analiticas usaremos uma forma mais conveniente para a variancia do estado
fundamental. AN, é formalmente definida em qualquer ensemble como [42]:
ANg =Y (< N* > — < N >?) (4.23)
k
onde a soma em k indica uma soma sobre todos os k-niveis ocupados em 7 = 0. Para um

sistema de bdsons nao-interagentes k = 0.

Para uma estimativa semiclassica da variancia do estado fundamental, analisamos qualitati-
vamente a férmula (4.23) com um porém: ao invés de estimarmos a variancia do estado funda-
mental usando diretamente o nivel k = 0, usamos o fato que o niimero de bésons confinados, N,
¢ fixo e, portanto, a variancia do estado fundamental pode ser obtida via o calculo da variancia

dos estados excitados ou das particulas ndo-condensadas. Esse procedimento é amplamente
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adotado na literatura [34, 40, 43] e mantém coeréncia com o procedimento padrdo de se separar

o estado fundamental nos célculos até agora mostrados. Seja entdo N* dado por [44],

N.=Y Ny (4.24)
k£0
€Screvemos

ANy = AN, =< N? > — < N, >2, (4.25)

para obtermos

2
ANg=( Y. Y NN ) —( Y Ni (4.26)
k=£015£0 k£0

onde < --- > representa médias em ensembles de sistemas. Usamos novamente a aproximagao
semicldssica para efetuarmos a soma sobre os estados excitados, de forma que <Z?¢0Nk> é
essencialmente o lado direito da eq.(4.13) para a qual, em média, ndo se espera observar contri-
bui¢des de Orbitas periddicas. Resta entdo, analisar o termo da soma dupla, para o qual podemos

€SCrever:
aNgm Y Y [ [ anee)anie)e Pee e, @27)
j=1i=1 Ey JE,

onde d?*° é dada em termos de Orbitas periddicas de acordo com a eq.(3.3). Substituindo-se
(3.3) em (4.27), podemos fazer uma anélise dos termos com a maior contribui¢do semiclassica

para obter:

oo

W =YY Y Y dEAL(E,n)e PUTDE, (4.28)
p n j=li=1 1

onde p indexa a Orbita periddica primitiva e n suas repeticdes. O ponto chave da eq.(4.28) € o

fato que a amplitude A, (E,n) depende da estabilidade das drbitas periddicas.

Um célculo quantitativo da influéncia das drbitas periddicas requer técnicas semiclassicas
bastante apuradas, mas temos uma possivel evidéncia numérica do efeito do caos na variancia

para o potencial quértico, como ilustram as figuras 4.20 a 4.25.
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Figura 4.20: Variancia em fungdo da temperatura (normalizada por 7) € campo magnético,
ANp( %,B), para o potencial Quértico com N = 10
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Figura 4.21: Variancia em funcdo da temperatura (normalizada por 7p) e campo magnético,
ANO(%,B), para o potencial Qudrtico com N = 25

Podemos ver que para o potencial Quértico, hd uma varidncia andmala para temperaturas
muito baixas, mas a medida que o campo aumenta, tal comportamento some. Isso acontece
pois o campo magnético, alcanga uma intensidade tal (B ~ 0,355) que regulariza o sistema, tal

efeito pode ser visto na se¢do de Poincaré da figura 3.6.
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Figura 4.22: Variancia em funcdo da temperatura (normalizada por 7p) e campo magnético,

ANO(%,B), para o potencial Qudrtico com N = 50
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Figura 4.23: Variancia em funcdo da temperatura (normalizada por 7p) e campo magnético,

AN()(%O,B), para o potencial Nelson com N =10 e i = 0,01
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Figura 4.24: Variancia em funcdo da temperatura (normalizada por 7p) e campo magnético,

ANO(%O,B), para o potencial Nelson com N =25 e i = 0,01
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Figura 4.25: Variancia em funcdo da temperatura (normalizada por Tp) e campo magnético,

AN()(%O,B), para o potencial Nelson com N =50e i = 0,01
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5 Consideracoes finais

Para estudar a CBE para um numero finito de particulas, situagdo que foge ao tratamento
formal do limite termodinamico, em sistemas bidimensionais, para os quais, ndo se fala em
transi¢coes de fase a rigor, usamos um mecanismo artificial de suavizacdo do potencial, que
nos possibilita falar de uma pseudo-transi¢do de fase ou definir uma CBE em termos de uma
ocupacdo macroscopica do estado fundamental. Em experimentos recentes, essa ocupa¢ao ma-
croscopica do estado fundamental tem sido considerada como uma evidéncia da CBE [5] (e

referéncias nesse artigo).

O procedimento mais comum na literatura descreve o sistema como um continuo de esta-
dos mais o estado fundamental que € tratado separadamente, mas encontra muito criticismo
na literatura mais recente. Essa é a chamada aproximacdo do espectro continuo [45]. A jus-
tificativa para tal tratamento é que N é muito grande e em geral kgT > E;;| — E;, de forma
que a aproximac¢do semiclassica se aplica. As criticas em relacio a aproximacgdo do espectro
continuo, devem se ao fato que o carater discreto do espectro € ignorado. A questdo levantada
por Ketterle et al [S] € se essa aproximagdo descreveria as situacOes dos experimentos mais
recentes com N finito e potenciais de baixa dimensionalidade. Aqui, até mesmo a precisao da
aproximacio da densidade média d(E) parece afetar as estimativas da temperatura critica [17]

(e referéncias nesse artigo).

No formalismo de Ketterle [5] que leva em conta o carater discreto dos niveis, nenhuma aten-
¢ao ¢é dada ao estado fundamental e nao ha integrais divergentes. Nao se pode afinal, relevar
que tudo o que a particula vé sdo os niveis de energia e seus espacamentos [22]. Com potenciais

suavizados e usando como base o artigo do Ketterle et al [5] para as andlises qualitativas das
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principais propriedades estudadas na literatura, concluimos que entre o potencial quimico, a
ocupacdo do estado fundamental, o calor especifico e a variancia do nimero de particulas do
estado fundamental, somente esta tltima, por ser bilinear com relacdo a densidade de estados,
deixa evidéncia mais clara de uma assinatura da dindmica cadtica do anédlogo classico do po-
tencial de confinamento. Essa contribuic@o, porém, ndo € tao direta ou facilmente quantificada.
A andlise semi-cldssica deixa também indicios de que as bifurcagdes podem vir a ter contri-
bui¢des significativas para a variancia uma vez que as amplitudes de Gutzwiller divergem. A
literatura mais recente sobre CBE em sistemas de baixa dimensionalidade vem aumentando ra-
pidamente e entre as vdrias propriedades estatisticas do CBE, a variancia do estado fundamental

tem dominado muitos artigos, uma vez que a modelagem tedrica ainda ndo € consenso [40—44].

A principal limitagcdo do nosso trabalho estd na convergéncia dos niveis de energia para
os autovalores do potencial Nelson e do potencial Quéartico. Conforme vimos no capitulo 3,
os autovalores foram obtidos via diagonalizagdo numérica de uma matriz, que em principio,
deveria ser infinita. Para evitar o uso de autovalores sem a precisdo requerida (ver capitulo
3), trabalhamos com no maximo 100 bésons. Nossos resultados indicam, no entanto, que as
divergéncias dos resultados numéricos em relacdo aos resultados tedricos tendem a aparecer
para N=100. Assim, é bem possivel que os nossos resultados possam ser mais expressivos em

situacdes com um nimero de particulas finito mas relativamente maior.

O uso de um campo magnético unifome permitiu investigar o grau de aproximacao da apro-
ximacdo do espectro continuo usada na literatura. Tanto o potencial Nelson quanto o potencial
Quartico tem suas densidades de Weyl independentes do campo, de forma que, ndo era de se
esperar mudancas significativas nas propriedades termodindmicas em funcdo do campo. Ha as-
sim, indicacdes de que o termo de Weyl ndo parece ser uma aproximacao suficiente para uma
plena concordancia dos valores teoricamente previstos com os resultados numéricos. Convém
ressaltar que o termo de Weyl em si, € uma aproximac¢do para a densidade média de energia
e esses desvios, poderiam em principio, ndo estarem associados ao caos subjacente do poten-
cial classico. Por outro lado, a dependéncia da temperatura critica como fun¢do do nimero

de particulas, para campos nulos, nos dois regimes (regular e cadtico) do potencial Nelson
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sugere efeitos do caos. A quantificacdo desse efeito pode ser, no entanto, uma tarefa mate-
maticamente drdua. A variincia no nimero de ocupacdo do estado fundamental parece ser, no
entanto, entre as propriedades termodinamicas estudadas, aquela onde resultados diretos da teo-
ria semi-cldssica para sistemas bidimensionais cadticos possam ser mais diretamente utilizados

com resultados significativos.
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