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ResumoGases de rede, nos quais as partíulas interagem exlusivamente via repulsão de aroçoduro, têm sido utilizados omo base para modelos dos mais variados sistemas desde �uidose magnetos até meios granulares e sistemas biológios.Nesta tese estudamos, através de simulações de Monte Carlo, gases de rede ompostospor partíulas extensas (que exluem a oupação de sítios vizinhos) numa rede quadradabidimensional. Exlusões dos primeiros até os quintos vizinhos mais próximos (nearestneighbors, NN) foram onsideradas. Em onordânia om resultados prévios, o gás omexlusão 1NN (até primeiros vizinhos) apresenta uma transição ordem-desordem ontínuapertenente à lasse de universalidade do modelo de Ising. Surpreendentemente, o gás derede om exlusão até segundos vizinhos (2NN) também passa por uma transição ontínuanesta mesma lasse de universalidade, enquanto que a teoria de Landau-Lifshitz prediz umatransição pertenente à lasse de universalidade do modelo XY om anisotropia úbia. Ogás de rede om exlusão 3NN passa por uma transição ordem-desordem desontínua emaordo om resultados prévios, obtidos via método da matriz de transferênia e teoria deLandau-Lifshitz. Por outro lado, o gás om exlusão 4NN novamente exibe uma transiçãoontínua na lasse de universalidade do modelo de Ising, em ontradição om as previsõesda teoria de Landau-Lifshitz. Finalmente, o gás om exlusão até os quintos vizinhos maispróximos, 5NN, passa por uma transição desontínua.O omportamento desses sistemas na fase �uida quando os lados dos quadrados sãoparalelos à rede subjaente é desrito por uma equação de estado baseada na aproximaçãode Flory para uma solução de polímeros na rede, porém modi�ada onvenientemente parasistemas de partíulas duras. Os resultados obtidos, quando omparados om as simulaçõesde Monte Carlo, mostram-se bastante efetivos, mesmo para frações de volume bastantealtas, desde que a densidade não atinja o ponto onde os sistemas sofrem a transição ordem-desordem. iii



AbstratLattie gases, in whih partiles interat only through hard-ore repulsion, have beenused as a base for modeling di�erent systems ranging from �uids and magnets to granularmaterials and biologial systems.In this thesis we have studied, using Monte Carlo simulations, two dimensional lattiegases omposed of partiles of extended hard-ore whih prevents the neighboring sites frombeing oupied. Exlusion shells of up to �ve nearest neighbors (NN) were onsidered. Inagreement with previous results, a lattie gas of 1NN exlusion (�rst nearest neighbor exlu-sion) undergoes a ontinuous order-disorder transition belonging to the Ising universalitylass. Surprisingly, the gas of 2NN exlusions also undergoes a ontinuous transition inthe same universality lass, while the Landau-Lifshitz theory predits that this transitionshould be in the universality lass of the XY model with ubi anisotropy. Lattie gas of3NN exlusions undergoes a disontinuous order-disorder transition in agreement with thetransfer matrix methods and with the Landau-Lifshitz theory. On the other hand, the gasof 4NN exlusions one again exhibits a ontinuous transition in the Ising universality lass� ontraditing the Landau-Lifshitz theory. Finally, the gas of 5NN exlusions undergoes adisontinuous transition.The thesis also shows that the thermodynamis of the �uid phase of oriented parallelhard squares is well desribed by an equation of state obtained using a modi�ed Floryapproximation. The resulting pressures and hemial potentials are in exellent agreementwith the Monte Carlo simulations as long as the volume frations remain not too high.
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Capítulo 1
Introdução
Modelos na rede são amplamente utilizados em Meânia Estatístia desde o séulo passado,tendo sido apliados em pratiamente todos os ramos desta. Suas apliações passam porgases, magnetos, vidros de spin e estruturais, sistemas granulares, polímeros, ligas metálias,e mais reentemente, sistemas biológios.1.1 Gases de RedeUm �gás de rede� é aqui onsiderado omo modelo de um sistema de partíulas (moléulas)lássias ujas posições dos entros de massa são restritas a oinidir om os vérties de umarede regular, em d dimensões. Para a desrição ompleta deste tipo de sistema é neessáriotambém espei�ar a rede utilizada e as interações entre as partíulas. Estes sistemas levamem onta somente a parte on�guraional da meânia estatístia do problema, e fazem istode forma bastante simpli�ada. De tal representação, que ignora os detalhes moleularesdos �uidos desritos oarse-grained, só podemos esperar o entendimento de propriedadesoletivas e de larga esala, as quais sejam insensíveis à natureza químia dos omponentesmoleulares.Os poteniais repulsivos de urto alane, normalmente aproximados por barreiras in�-nitas numa distânia igual ao raio da moléula (interações do tipo aroço duro, hard-ore),1



são simples de implementar, uma vez que é possível identi�ar o espaçamento da rede omo raio moleular. Outra forma seria de�nir o tamanho moleular em função de um espaça-mento de rede menor do que o da moléula, desta forma estaríamos nos aproximando dadesrição de um sistema ontínuo. Interações de maior alane não representam di�uldadesna desrição do sistema, fora o fato de terem que respeitar o onjunto de posições disretaspermitidos pela rede subjaente, embora existam algumas sutilezas para implementar asondições de ontorno (omo as somas de Ewald [1℄ nos sistemas que apresentam interaçõesde longo alane).Na versão mais simples de gás de rede, a únia interação presente é a repulsão de aroçoduro a uma distânia igual a um espaçamento da rede, o que faz om que ada sítio da redeseja oupado por no máximo uma partíula. Neste modelo, ada sítio é desrito por umavariável de oupação, a qual assume o valor 0 quando o sítio está vazio e 1 quando este estáoupado. Nesta situação, as partíulas são independentes e a função de partição pode seralulada analitiamente. Sua versão grande an�nia resulta em
Ξ = (1 + eβµ)V , (1.1)onde µ é o potenial químio e β = 1/kBT (kB é a onstante de Boltzmann) e V é o númerode sítios presentes no sistema. A partir da função de partição é possível alular a energialivre de Helmholtz. Primeiramente alulamos o grande potenial
Ω = − kB T ln Ξe a partir deste, obtemos a densidade e a entropia:
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Tendo a entropia, podemos alular a energia livre
F = E − T S,uma vez que as partíulas não interagem, E = 0, obtemos a seguinte expressão para aenergia livre de Helmholtz por partíula

βf = β
F

V
= ρ ln ρ+ (1 − ρ) ln(1 − ρ). (1.2)A energia livre só depende da dimensionalidade d do sistema por meio do volume do sistema.Este sistema simples não apresenta transição de fase.Um modelo um pouo mais omplexo e muito estudado na físia, é quando as partíulasde um dado sítio interagem om os seus primeiros vizinhos. Este tipo de interação seráa responsável pelo sistema apresentar uma transição gás-líquido. Neste aso é possívelestabeleer uma orrespondênia de um-para-um entre as variáveis termodinâmias do gásde rede e as de um sistema magnétio de spins na rede, o que permite a transferêniade resultados onheidos de um sistema para outro. O sistema em questão, quando ainteração é atrativa, pode ser mapeado no modelo de Ising ferromagnétio, uja soluçãoexata é onheida em d = 1 e 2 [2℄. Já uma interação repulsiva entre os primeiros vizinhosorresponde a um sistema antiferromagnétio. Se a repulsão for in�nita, temos o aso ondeos sítios primeiros vizinhos de uma partíula não podem ser oupados. Este aso é algumasvezes referido omo �gás de rede de esfera duras� [3℄ que, juntamente om outros sistemassemelhantes, será estudado nos próximos apítulos. Porém, para a maioria dos gases derede, não há um análogo magnétio.Embora os álulos se tornem mais ompliados à medida que a distânia de interaçãoaumente, a aproximação baseada no gás de rede para um sistema ontínuo deve se tornarmelhor, uma vez que o tamanho das partíulas é �xo e o espaçamento da rede subjaente éreduzido. Na realidade, este problema está implíito em todas as simulações, inlusive nas3



de dinâmia moleular já que a preisão do omputador é limitada na representação dasposições das partíulas.Apesar da analogia entre os sistemas magnétios e os gases de rede ofereer um modelosimples para o equilíbrio gás-líquido, possivelmente o maior interesse nestes sistemas estejarelaionado ao estudo de fen�menos que oorram a densidades mais altas, omo o de on-gelamento observado em sistemas de esferas duras em três dimensões. Uma das razões éque paree menos arti�ial pensar que as partíulas oupem posições numa rede em densi-dades mais altas (omo no equilíbrio líquido-sólido), devido à tendênia a um ordenamentoristalino, do que em uma fase gasosa de baixa densidade.1.2 Sistemas atérmiosA disussão sobre o fen�meno de ongelamento utilizando os modelos de gases de redes residebasiamente no uso de modelos de partíulas duras, deorrente da observação experimentalde que a transição de ongelamento sempre oorre em sistemas que apresentam poteniaisde interação tipo esferas duras [4℄ (exeto para d = 1). Quando um aroço in�nitamenterepulsivo é a únia interação entre as partíulas, a temperatura não tem relevânia nadesrição termodinâmia do sistema e este é dito atérmio. Este fato pode ser notadoquando o peso de Boltzmann de uma dada on�guração é alulado: este será zero se duaspartíulas violarem o vínulo do aroço duro (há superposição entre elas, o que orrespondea uma on�guração de energia potenial in�nita); ou será 1 quando não há violação destevínulo (a energia potenial da on�guração é zero). Esta interação in�nitamente repulsivafaz om que a forma e o tamanho das partíulas sejam os únios responsáveis por qualquerpossível omportamento não ideal. Usualmente neste tipo de problema, as moléulas sãoreferidas omo esférias, mas essa interpretação não é neessariamente a únia, uma vezque, sob as mesmas ondições de oupação na rede em questão, as partíulas podem seronsideradas omo quadradas, hexagonais, et. Então, os sistemas podem ser desritos por4



meio das amadas de exlusão que apresentam a partir de um sítio entral.Nos modelos de moléulas duras na rede, o meanismo responsável pela transição defase pode ser identi�ado failmente. Notamos que neste tipo de modelo, o fato de nãoser atribuída energia inétia as moléulas, faz om que a energia potenial para qualqueron�guração permitida seja zero, impliando em a energia interna total de qualquer faseser sempre nula e as questões de estabilidade termodinâmias restarem somente sobre on-siderações entrópias. A entropia é determinada a partir da degeneresênia mirosópiaonsistente om as ondições marosópias observadas, no aso, a densidade no ensemblean�nio.No sistema de esferas duras, o onheimento de que a transição de ongelamento éguiada pela entropia implia que, um tanto ontra-intuitivamente, a entropia da fase sólida,ordenada, é maior do que a da fase líquida, desordenada. Este fato, observado em frações devolume mais altas, oorre devido ao volume livre (free volume) na fase sólida ser maior doque na fase �uida [5℄. Sistemas oloidais [5℄ em muitas situações se aproximam das ondiçõespresentes no sistema de esferas duras e om isto possibilitam a realização de experiêniaspara este sistema idealizado.O sistema omposto por disos duros (versão bidimensional do sistema de esferas durasno espaço ontínuo) apresenta uma transição de fase, porém diferentemente do aso 3D, osresultados omputaionas mais reentes [6℄ indiam (embora exista ainda muita ontrovér-sia), que esta transição é ontínua e está na lasse de universalidade do modelo proposto porKosterlitz e Thouless [6℄ enquanto que no sistema 3D esta transição de ordenamento é la-ramente desontínua. No aspeto omputaional, em ambas as dimensões estes sistemas searaterizam por simulações extremamente demoradas, devido às di�uldades em equilibraro sistema e obter on�gurações independentes. É neste ontexto que a utilização de mode-los mais simples (gases de rede bidimensionais om amadas de exlusão) ganha sentido natentativa de aumentar o entendimento sobre as araterístias das transições presentes nosdiferentes modelos à medida que a exlusão aumenta e nos dirigimos no sentido do sistema5



ontínuo.1.3 ApliaçõesUma das mais estudadas apliações de gases de rede é na desrição dos mais diversos fen�-menos de adsorção [7℄. Adsorção é o proesso que oorre quando um soluto gasoso oulíquido é aumulado na superfíie de um sólido, formando uma espéie de �lme, onheidoom adsorvente. O fen�meno oorre devido as partíulas na superfíie possuírem menosligações do que as presentes no orpo do material. A adsorção pode oorrer em substratostanto unidimensionais (�uido em substrato polimério) quanto bidimensionais (�uido emsubstrato ristalino). Porém, para que estes sistemas possam ser realizações aproximadasdo gás de rede é neessário que a adsorção oorra de uma forma bastante loalizada.Na Fig. (1.1) [8℄ é mostrada a adsorção de um gás de rede onde um dado sítio ou-pado proíbe seus primeiro vizinhos de serem oupados (ver a desrição do aso 1NN naSeção. 3.1.1). Nesta simulação foram permitidos os proessos de deposição e difusão departíulas. Cada uma das duas possíveis sub-redes é mostrada numa or (preto e inza) epodemos notar que à medida que o sistema evolui (partíulas são inseridas) a partir de umestado iniial desordenado, se formam dois grandes domínios indiando um ordenamento nosistema. Este omportamento é análogo ao resimento de domínios observado em sistemasmagnétios após uma diminuição brusa da temperatura.
No Cap. 2 é apresentada uma revisão dos prinipais oneitos envolvidos nas simulaçõesde Monte Carlo e da Meânia Estatístia de transições de fase que serão utilizados nosapítulos posteriores. O Cap. 3 trata as propriedades rítias de um gás de rede onde ada6



Figura 1.1: Con�gurações para o gás de rede om exlusão de primeiros vizinhos obtidos naRef. [8℄ para tempos (T) resentes. Sítios em sub-redes diferente são mostrados em oresdiferentes (preto e inza) enquanto que os sítios vazios estão representados em brano.sítio exlui a oupação de sua vizinhança, em partiular om amadas de exlusão desde osprimeiros até os quintos vizinhos [9℄. Uma equação de estado é proposta no Cap. 4 [10℄ om ointuito de desrever a fase �uida de um gás de rede omposto por quadrados (paralelos a redesubjaente) de lado λ. Após isto, são apresentadas as onlusões e algumas perspetivas.Detalhes ténios sobre as simulações são apresentados nos Apêndies.
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Capítulo 2
Método de Monte Carlo
O rápido desenvolvimento dos omputadores nas últimas déadas propiiou o aumento napreisão dos resultados obtidos a partir de métodos aproximados omo expansões em séries(maior quantidade de termos), solução de equações de auto-onsistênia ompliadas, e deproblemas de auto-valores na ténia da matriz de transferênia (matrizes maiores). Nestetrabalho vamos estudar a mesma lasse de sistemas do apítulo anterior, mas om outraténia que muito se bene�iou da melhoria nos omputadores, a saber, simulações de MonteCarlo (MC).Neste apítulo expliaremos, de uma forma geral, o método de Monte Carlo que junta-mente om a dinâmia moleular, é uma das prinipais ferramentas omputaionais parao estudo de sistemas físios uja solução analítia exata é impossível ou difíil de ser ob-tida [11℄. Deve ser notado que isto representa a maioria dos sistemas reais e modelosidealizados e portanto, os métodos numérios (simulações omputaionais no nosso aso)se tornam de fundamental importânia no estudo de suas araterístias. As simulaçõespermitem a onexão entre as propriedades mirosópias, que normalmente são desritaspor um modelo onde as partíulas e suas interações são espei�adas, e as propriedadesmarosópias omo apaidade térmia, ompressibilidade, magnetização, et.Além de permitir o estudo detalhado de um sistema idealizado, de interesse teório, as8



simulações também podem ser utilizadas na determinação das araterístias de uma dadasubstânia real, o que pode ser uma grande vantagem nos asos onde a situação experimentalé muito deliada, a substânia é muito perigosa para o manuseio ou até mesmo muito ara.A prinipal diferença entre as ténias de simulação e as outras desenvolvidas anterior-mente é a possibilidade da realização explíita da evolução temporal1 do sistema atravésdos seus (muitos) miroestados. As quantidades termodinâmias são obtidas por meio daestatístia aumulada para os diferentes observáveis durante esta evolução. Desta forma, épossível a realização �experimental� de modelos (idealizados) onde tanto suas propriedadesdinâmias quanto as estátias podem ser obtidas e posteriormente omparadas a resultadosexperimentais de sistemas reais.Apesar dos avanços tenológios, ainda nos dias de hoje estas ténias têm suas limi-tações, prinipalmente no que se refere aos tamanhos de sistemas simulados e aos temposaessíveis a estas simulações. Isto esta relaionado ao fato de que os sistemas reais ontémum número muito grande de partíulas, da ordem de 1023, enquanto que nas simulações,pelo fato de termos que tratar as interações entre as partíulas, nos restringimos à sistemasom era de 106 partíulas.Uma das prinipais vantagens da ténia simulaional quando omparada aos outrosmétodos de aproximação é o fato de (normalmente) poder ser usada nas diferentes regiõesdo espaço de parâmetros. Isto oorre devido ao fato de que os outros métodos neessitamde informações adiionais sobre as fases a serem desritas. Esta situação é partiularmenteproblemátia próximo às transições de fase onde não há um estado onheido que possa serusado omo referênia. Atualmente, os resultados obtidos via simulações MC são bastantepreisos, o que permitiu que esta ténia desempenhasse importante papel na determinaçãode diagramas de fase e na araterização das transições entre as diferentes fases.Este apítulo iniia-se om uma pequena revisão geral sobre os oneitos fundamentais1No aso das simulações MC, a evolução temporal pelos diferentes miroestados é arti�ial e om istoas informações sobre a dinâmia dos proessos físios é perdida. Se a dinâmia real for o prinipal interesseda simulação em questão, normalmente a ténia de dinâmia moleular é a mais adequada, uma vez queesta integra expliitamente as equações de Newton das diferentes partíulas que ompõem o sistema.9



da meânia estatístia diretamente relaionados om o método de Monte Carlo, seguidade uma disussão sobre o método em si, onde é apresentado o oneito de amostragempor importânia (importane sampling) e suas impliações. Nas seções (2.5) e (2.6) seráintroduzido o algoritmo de Metropolis [12℄ para os ensembles an�nio e grande an�nio,respetivamente. Em seguida disutiremos alguns oneitos sobre transições de fase noontexto das simulações MC, dando ênfase à ténia de esalamento de tamanho �nito(�nite size saling, FSS), importante na análise dos resultados obtidos em simulações.2.1 Meânia EstatístiaA meânia estatístia de equilíbrio tem por objetivo desrever as propriedades marosó-pias de um sistema por meio de médias sobre os seus estados mirosópios. A funçãode partição, a partir da qual é possível obter as propriedades termodinâmias do sistema,para um sistema em ontato om um reservatório térmio à temperatura T , pode ser esritaomo
Z =

∑

µ

e−Eµ/kBT =
∑

µ

e−βEµ, (2.1)onde β = 1/kBT (kB é a onstante de Boltzmann), Eµ é a energia do estado mirosópio
µ e a soma é feita sobre todos os possíveis estados do sistema. Também é possível esrevera função de partição para sistemas sujeitos a alguma outra restrição além da temperatura,omo por exemplo, serem mantidos a pressão onstante ou submetidos a ampos magnétios.Uma quantidade que pode ser de�nida a partir da Eq. (2.1) e que estabelee a relaçãoentre a termodinâmia e a parte estatístia é a hamada distribuição de Boltzmann, a qualé dada pela seguinte expressão:

pµ =
1

Z
e−βEµ (2.2)e estabelee a probabilidade do sistema ser enontrado em um dado estado mirosópio

µ. Com o onheimento desta probabilidade, é possível alular o valor esperado 〈Q〉 do10



observável Q por meio da expressão
〈Q〉 =

∑

µ

Qµpµ =
1

Z

∑

µ

Qµe
−βEµ, (2.3)ou seja, a média do observável nos miroestados µ é ponderada pelo peso de Boltzmann deada estado.Uma vez determinados os poteniais de interação entre as partíulas e os vínulos aosquais o sistema está submetido, podemos esrever a função partição. O problema está narealização explíita do álulo devido ao número muito grande de miroestados no somatórioda Eq. (2.1), o que faz om que esta soma só possa ser realizada em pouquíssimos asos [13℄,nos quais normalmente as interações entre as partíulas é bastante simples. Neste on-texto, modelos bastante simpli�ados se tornam importantes na tentativa de desrever osfen�menos físios observados em sistemas reais (muito mais omplexos). Dentre os mui-tos existentes, dois se destaam: o modelo de Ising [14℄ e, sua generalização, o modelo dePotts [15℄. Ambos foram propostos omo modelos para ferromagnetos, porém posterior-mente serviram omo base para a modelagem de fen�menos muito mais omplexos nas maisdistintas áreas da físia estatístia.O fato da função de partição não poder ser alulada expliitamente fez om que sedesenvolvessem diferentes ténias para o álulo aproximado das propriedades de interesse.Dentre estes métodos se destaam as expansões em séries de altas e baixas temperaturas,os métodos variaionais de lusters, as equações integrais e os funionais ponderados dedensidade. Infelizmente, estes métodos de aproximação não produzem resultados om amesma preisão em todo o espaço de parâmetros, então é usual a utilização de mais de ummétodo no estudo de um dado sistema, a �m de permitir uma estimativa da preisão obtidaom ada aproximação.
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2.2 EstimadorO objetivo das simulações de Monte Carlo é o álulo do valor esperado 〈Q〉 do observável
Q, omo por exemplo, a energia interna de um gás ou a magnetização de um magneto, eé obtido por meio da Eq. (2.3). O problema desta forma de álulo é que ela é intratávela não ser para sistemas muito pequenos. A solução usual para sistemas grandes é realizaro álulo utilizando apenas um sub-espaço dos estados do sistema, o que implia em tor-nar os resultados impreisos. Nas simulações de Monte Carlo esolhe-se aleatoriamente umsubonjunto om M estados, {µ1, .., µM}, de aordo om uma dada distribuição de proba-bilidades pµ. A estimativa para a quantidade Q, medida ao longo desta série de eventos,é

QM =

M∑

i=1

Qµi
p−1

µi
e−βEµi

M∑

j=1

p−1
µj
e−βEµj

. (2.4)
QM , o estimador de Q, torna-se uma estimativa mais preisa de 〈Q〉 a medida que Maumenta e, no limite em que M → ∞, temos QM = 〈Q〉. O fato de gerarmos os estados deaordo om a distribuição de probabilidades pµ ao invés de uniformemente, faz neessário ofator p−1

µi
na Eq. (2.4).O próximo passo é esolher os M estados utilizados no álulo do estimador de formaque este se torne uma estimativa preisa do valor esperado do observável Q. Isto é realizadoa partir de algumas observações sobre as propriedades da função de distribuição de pro-babilidades pµ. Em primeiro lugar, se os M estados forem esolhidos ao aaso (todos oma mesma probabilidade), apenas uma fração muito pequena do espaço de fase será usadano álulo do estimador. Isto pode ser visto no modelo de Ising bidimensional numa rede

100 × 100, onde o sistema tem um total de 210000 ≈ 103000 estados mirosópios e somenteera de 1010 serão utilizados numa simulação típia. Outra situação diz respeito à ontri-buição dos estados visitados no álulo do estimador, uma vez que o peso de Boltzmann12



é uma função exponenial, ou seja, somente estados om energias próximas à do estadode equilíbrio2 terão uma ontribuição expressiva na soma e se os estados forem esolhidostodos om a mesma probabilidade, provavelmente o estado fundamental não será um dosseleionados para o álulo do estimador 3 , o que fará om que este não seja adequado.Uma forma de resolver este problema é fazer om que a função de distribuição de pro-babilidades esolha preferenialmente os estados que ontribuem mais expressivamente noálulo do estimador QM . Isto sendo possível, om um número não muito grande de es-tados obtém-se uma estimativa bastante preisa de 〈Q〉. A ténia de esolher somente osestados mais relevantes dentre os muitos possíveis se hama amostragem por importânia eé fundamental na utilização da ténia de Monte Carlo.2.3 Amostragem por importâniaO fato dos sistemas reais terem um número muito grande de estados mirosópios fazom que o resultado das observações experimentais seja uma manifestação de somente umaparte dos estados do espaço de fase, notadamente aqueles que foram visitados durante arealização da experiênia. Isto oorre devido ao fato de que o tempo (estimado) que o sistemalevaria para perorrer todo o espaço de fase é muito maior do que o tempo do proedimentoexperimental4. Esta observação é um indíio de que o sistema está realizando uma espéiede amostragem por importânia, o que fortalee a idéia da possibilidade de determinaçãodas propriedades termodinâmias de interesse, utilizando apenas uma pequena fração dosestados presentes no sistema e om isto preservando a semelhança entre a simulação eexperimento.Aparentemente, o sistema ao invés da amostragem om igual probabilidade para todosos estados (ensemble miroan�nio), está realizando uma de aordo om a distribuição de2Estado de equilíbrio é o estado termodinamiamente favorável para as dadas ondições da simulação.3A probabilidade de um dado estado ser esolhido ao aaso é inversamente proporional ao número totalde estados.4Para um exemplo, veja a seção 2.2 da ref. [16℄. 13



probabilidade de Boltzmann (ensemble an�nio), Eq. (2.2). A forma usual de reproduziresta observação nas simulações é feita por meio da utilização de um algoritmo apaz degerar, a partir de um dado estado, outros estados semelhantes de aordo om o seu pesode Boltzmann. Então, ao invés de esolher os estados de forma uniforme, fazemos isto deforma que um dado estado µ seja esolhido de aordo om a distribuição pµ = Z−1e−βEµ .Esta esolha fará om que a expressão para o estimador de Q, Eq. (2.4), seja
QM =

1

M

M∑

i=1

Qµi
, (2.5)resultando em uma expressão mais simples onde os fatores de Boltzmann foram aneladose não há referênia explíita à função de partição. Esta expressão funiona muito melhordo que a Eq. (2.4), quando o sistema está passando a maior parte do tempo em um númeropequeno de estados (por exemplo, próximos ao estado fundamental à baixas temperaturas),uma vez que são justamente estes estados que serão esolhidos mais frequentemente e quepossuem pesos expressivos no álulo do estimador.Ainda é neessário um meanismo que permita que ada estado esolhido tenha o seupeso de Boltzmann orreto5. Isto é feito por meio do uso de proessos de Markov.2.3.1 Proessos de MarkovQuando este tipo de proesso (estoástio) é apliado ao sistema no estado µ num dadotempo, gera o estado ν no tempo seguinte de forma que, partindo do mesmo estado iniial,nem sempre o mesmo estado �nal será gerado. A probabilidade do estado ν ser gerado apartir do estado µ é hamada de probabilidade de transição P (µ → ν) e é araterizadapor depender somente das propriedades dos estados iniial e �nal, mas não do tempo. Istosigni�a que uma vez que o sistema esteja no estado µ a probabilidade do sistema gerar5A idéia de esolher um estado a partir da distribuição uniforme e então utilizá-lo de aordo om o seupeso de Boltzmann não é uma solução para o problema pois, omo já foi disutido, não resolve o problemade que o número de estados que serão utilizados omo amostra na simulação é muito menor do que o númerototal de estados disponíveis ao sistema. 14



o estado ν é sempre a mesma, não importa o que tenha aonteido anteriormente. Asprobabilidades de transição estão sujeitas aos vínulos
P (µ→ ν) ≥ 0 ,

∑

ν

P (µ→ ν) = 1 , (2.6)pois a partir do estado µ, outro estado é gerado ou o sistema permanee no estado µ.Numa simulação de Monte Carlo, é realizada uma seqüênia de passos nos proessos deMarkov, dando origem a uma adeia de Markov de estados. A partir desta adeia pode-seobter a probabilidade de o sistema estar no estado ν no tempo tn, pν(tn), dado que este seenontrava num estado µ anteriormente, tn−1,
pν(tn) = pµ(tn−1) P (µ→ ν). (2.7)A hamada equação mestra onsidera a mudança desta probabilidade, pν(tn), om o tempo(tratado de forma ontínua ao invés de disreta)

d pν(t)

d t
= −

∑

µ

pν(t)P (ν → µ) +
∑

µ

pµ(t)P (µ→ ν). (2.8)A Eq. (2.8) pode ser vista omo uma �equação de ontinuidade�, uma vez que a probabilidadetotal é onservada ( ∑ν pν(t) ≡ 1 em todos os tempos para distribuições normalizadas) eque o primeiro e segundo termos da Eq. (2.8) representam a taxa om qual o sistema deixao estado ν para outros estados e a taxa om a qual o sistema passa de um outro estado µpara o estado ν, repetivamente. A prinipal araterístia do proesso markoviano podeser vista na equação mestra: o onheimento do estado do sistema no tempo t determinaompletamente a futura evolução temporal da distribuição de probabilidades assoiada aele.Os proessos de Markov são neessários porque quando exeutados por um tempo bas-tante grande é possível gerar a partir deles uma suessão de estados om as probabilidades15



de aordo om a distribuição de Boltzmann (ou outra distribuição desejada). Para que istooorra outras duas ondições devem ser satisfeitas, são elas: balanço detalhado e ergodii-dade.2.3.2 Balanço DetalhadoA ondição de balanço detalhado garante que quando uma longa adeia de Markov é re-alizada, a distribuição obtida é a distribuição de Boltzmann (ou a distribuição desejada).Uma vez que o sistema atinja o equilíbrio, as probabilidades do sistema ir para o estado µe sair deste devem ser iguais, isto é
∑

ν

pµP (µ→ ν) =
∑

ν

pνP (ν → µ), (2.9)a qual pode ser reesrita, usando a Eq. (2.6), omo
pµ =

∑

ν

pνP (ν → µ). (2.10)Esta ondição garante a existênia de uma distribuição de equilíbrio, embora possam oorrerilos limite [16℄ 6 e a distribuição gerada pode não oinidir om a desejada. Para queisto não oorra, uma ondição adiional, mais restritiva que (2.9), é requerida sobre asprobabilidades de transição,
pµP (µ→ ν) = pνP (ν → µ). (2.11)Esta é a hamada ondição de balanço detalhado e nos diz que na média o sistema deveir de µ para ν da mesma forma que ele vai de ν para µ. Esta ondição garantirá que a adeiade Markov irá gerar uma distribuição de probabilidades únia para tempos longos (situação6Cilos limite oorrem quando é neessário apliar n vezes a matriz P sobre o estado estaionário paraque este seja um autovetor da equação em questão. 16



de equilíbrio). Como desejamos que a distribuição obtida seja a distribuição de Boltzmann,devemos esolher as probabilidades de transição entre os estados µ e ν de aordo om aondição
P (µ→ ν)

P (ν → µ)
=
pν

pµ
= e−β(Eν−Eµ). (2.12)Esta ondição, juntamente om a Eq. (2.6), e om a ondição de ergodiidade, fará omque a distribuição de probabilidades de equilíbrio do sistema exista, seja únia e igual adistribuição de Boltzmann.2.3.3 ErgodiidadeA ondição de ergodiidade assegura que qualquer estado do sistema pode ser atingido apartir de qualquer outro via uma seqüênia de proessos de Markov. Esta ondição permiteque algumas das probabilidades de transição entre estados sejam zero, mas deve existir pelomenos um aminho (na adeia de Markov) de probabilidades de transição diferentes de zeroentre quaisquer dois estados do sistema. Se isto não oorrer, um estado λ não poderá sergerado a partir do estado iniial e a probabilidade do estado pλ será zero e não o valororrespondente à distribuição de Boltzmann.2.4 Taxas de aeitaçãoAs Eqs. (2.6) e (2.12) permitem uma erta liberdade na esolha das probabilidades detransição. Usaremos esta possibilidade, esrevendo a probabilidade de transição omo oproduto de duas quantidades:

P (µ→ ν) = g(µ→ ν)A(µ→ ν). (2.13)A quantidade g(µ→ ν) é a probabilidade de seleção do estado �nal ν a partir do estado iniial
µ. Enquanto que A(µ→ ν) é a probabilidade (ou taxa) de aeitação desta esolha. Notamos17



que a ondição de balanço detalhado, Eq.(2.11), �xa somente a razão das probabilidades detransição, ou seja,
P (µ→ ν)

P (ν → µ)
=
g(µ→ ν)A(µ→ ν)

g(ν → µ)A(ν → µ)
. (2.14)Como a simulação deve explorar os diferentes estados do sistema, é fundamental que astaxas de aeitação assumam valores próximos à unidade, aso ontrário o sistema perma-neerá no mesmo estado grande parte do tempo. A solução para isto é onsiderar a maiordas duas taxas igual a um e atribuir a outra o valor que satisfaça a Eq. (2.14), uma vez quea ondição de balanço detalhado �xa somente a razão entre as duas, e não os seus valoresindividuais. Esta idéia deu origem ao algoritmo proposto por Metropolis et al. em 1953 [12℄.2.5 Ensemble Can�nio e o Algoritmo de MetropolisComo já foi menionado anteriormente a idéia da amostragem por importânia é permitirque a simulação de Monte Carlo gere on�gurações om pesos de Boltzmann expressivospara o álulo dos estimadores das quantidades de interesse. Nesta seção será mostrada aimportânia da ondições de balanço detalhado na riação de um algoritmo para a simu-lação de Monte Carlo. Se o nosso algoritmo satis�zer as ondições de balanço detalhadoe ergodiidade, está garantido que distribuição de probabilidades orreta será gerada pelaadeia de Markov.O ensemble an�nio é araterizado por ter a temperatura T , o número de partíulas

N e o volume V onstantes. A função de partição on�guraional para este sistema é7
Q(N, V, T ) =

1

Λ3NN !

∫
drN exp

[
−βU(rN )

] (2.15)onde Λ =
√
h2/(2πmkBT ) é o omprimento de onda térmio de de Broglie e U(rN ) é7Aqui estamos utilizando a função de partição para um sistema ontínuo, ontudo todos os resultadosserão equivalentes para sistema disretos.
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a energia potenial do sistema no estado desrito pelo vetor8 (no espaço de fase) r
N . Dafunção de partição segue que a probabilidade de enontrar o sistema numa dada on�guraçãodesrita pelo vetor r

N é proporional ao peso de Boltzmann desta, ou seja,
p(rN) ∝ exp

[
−βU(rN )

]
. (2.16)As Eqs. (2.15) e (2.16) são as equações básias para a simulação no ensemble an�nio. Paraque possamos deduzir as taxas de aeitação, primeiro preisamos esolher a função g(µ→ ν).Em sistemas ontínuos, isto é feito esolhendo-se aleatoriamente uma das partíula queompõem o sistema e desloando-a um pouo em uma direção aleatória. Nos sistemas despins, omo o modelo de Ising, normalmente um spin é esolhido ao aaso e o seu estadoé alterado. Em ambos os asos a probabilidade de ir da situação iniial para a �nal é amesma de ir da �nal à iniial, o que faz om que as probabilidades de seleção se anelemna Eq. (2.14). Com isto a razão entre as taxas de aeitação �a sendo

P (µ→ ν)

P (ν → µ)
= exp [−β(Eν −Eµ)] , (2.17)e seguindo a estratégia de fazer om que a maior das duas taxas tenha um valor unitário eque a outra seja determinada pela razão entre as duas, a expressão para a taxa de aeitaçãode alterarmos o sistema do estado µ para o estado ν no ensemble an�nio pode ser esritaomo

A(µ→ ν) = min [1, exp [−β(Eν − Eµ)]] . (2.18)Este proedimento (esolha do estado �nal e sua aeitação) esrito na forma da Eq. (2.18)é onheido omo algoritmo de Metropolis [12℄ e pode ser visto omo o fato do sistema sempreaeitar o novo estado �nal se este minimizar a energia do sistema (esta ondição faz omque a exponenial na taxa de aeitação seja maior do que um), aso ontrário existe uma8Um dado estado pode ser tanto araterizado por um nome, omo foi feito até então, ou pelas posiçõesdas partíulas no espaço de fase desrito pelo vetor r
N .19



probabilidade (�nita) do sistema ir para o estado de maior energia dependente do aumentoda energia potenial e da temperatura do banho térmio.O algoritmo de Metropolis devido a sua simpliidade foi apliado em inúmeros trabalhosenvolvendo a ténia de Monte Carlo. Exemplos de suas apliações são enontrados emdiversos livros texto sobre simulações [1, 14, 16�18℄. Deve ser ressaltado que infelizmentemuitas vezes o algoritmo de Metropolis não é o mais e�iente, e um algoritmo espeí�opara o problema em questão é neessário.2.6 Ensemble Grande Can�nioO ensemble grande an�nio, diferentemente do an�nio, é araterizado pelo número variá-vel de partíulas, o qual é determinado pelo potenial químio9 µ, mantido �xo juntamenteom a temperatura T e o volume V do sistema. Este ensemble foi utilizado no estudo deproblemas de adsorção de gases por ristais e também na determinação das propriedadesrítias da transição líquido-gás de um �uido [19℄. A função de partição grande an�niapode ser esrita omo
Q(µ, V, T ) =

∞∑

N=0

exp(βµN)V N

Λ3NN !

∫
drN exp

[
−βU(rN )

] (2.19)de onde pode ser obtido o peso de Boltzmann de uma dada on�guração desrita pelo vetor
r

N

pµ,V,T ∝ exp(βµN)V N

Λ3NN !
exp

[
−βU(rN )

]
. (2.20)Para a obtenção das taxas de aeitação é neessário determinar as probabilidades deseleção g(µ → ν). Para o desloamento de partíulas a regra a ser utilizada é a mesma doensemble an�nio. A diferença do ensemble grande an�nio é que este permite a troade partíulas om o reservatório de potenial químio µ, e basiamente duas possibilidades9Não onfundir om a notação para o estado µ antes utilizada.20



devem ser analisadas: a inserção e a remoção de uma partíula no sistema. Será assumidoque a probabilidade da tentativa de inserir ou remover uma partíula no sistema, a adapasso da simulação, será a mesma, ou seja
g(N → N + 1) = g(N + 1 → N) (2.21)o que faz om que (novamente) os fatores g(µ→ ν) se anelem na Eq. (2.14) e a razão dastaxas de aeitação seja dada por

A(N → N + 1)

A(N + 1 → N)
=

exp[βµ(N + 1)]V N+1 exp[−βU(rN+1)]

Λ3(N+1)(N + 1)!

Λ3NN ! exp[βU(rN)]

exp(βµN)V N

=
exp(βµ)V

Λ3(N + 1)
exp−β[U(rN+1) − U(rN )]. (2.22)Um álulo análogo pode ser realizado para a situação onde uma partíula é removidado sistema, o que resulta nas seguintes regras de aeitação para a inserção e remoção departíulas no sistema

A(N → N + 1) = min

[
1,

V eβµ

Λ3(N + 1)
exp

[
−β[U(rN+1) − U(rN )]

]] (2.23)e
A(N → N − 1) = min

[
1,

Λ3Ne−βµ

V
exp

[
−β[U(rN−1) − U(rN)]

]] (2.24)respetivamente.Deve ser observado que a taxa de inserção de partíulas quando a densidade é muitoalta diminui muito, tornando-se extremamente baixa próxima à transição líquido-sólido [19℄.Uma das vantagens deste ensemble é que a análise de tamanho �nito (ver seção (2.7.5)) ébastante direta, fato que não oorre no ensemble onde P é �xo e o volume do sistema podevariar. Este ensemble também é de fáil implementação e quando utilizado juntamente oma ténia de repesagem de histogramas, Apêndie A, tem se mostrado de grande utilidade21



na determinação de urvas de oexistênia por meio de simulações MC [20,21℄.2.7 Transições de fase e esala de tamanho �nitoA maioria dos livros textos quando trata sobre transições de fases enfoam os sistemas queapresentam soluções analítias. Porém, a grande utilidade do método de Monte Carlo éo estudo de transições de fase e a determinação de diagramas de fase quando uma solu-ção analítia não está disponível para o sistema em questão. Mesmo que alguns métodossimples omo aproximações de ampo médio tenham algum suesso na desrição de transi-ções de fases, eles falham quantitativamente, não sendo apazes de reproduzir muitos dosfen�menos observados em experimentos e em simulações. Nas últimas déadas foi desenvol-vido um ferramental para a ompreensão e lassi�ação das transições de fase, utilizandouma ombinação dos (raros) resultados exatos onheidos [13℄ e de abordagens numérias eomputaionais10.Os exemplos de transições de fase mais usuais são as induzidas pela temperatura nafusão de sólidos e liquefação de gases.2.7.1 Parâmetro de OrdemAs diferentes fases nas quais o sistema pode se enontrar, são araterizadas por um pa-râmetro de ordem, o qual é nulo na fase desordenada e não nulo na fase ordenada enormalmente representa alguma simetria quebrada na transição. Por exemplo, no ferro-magneto de Ising o parâmetro de ordem é a magnetização, na transição gás-líquido é adiferença de densidades entre as duas fases no ponto de transição, em ristais líquidos é ograu de ordem orientaional, et. Os parâmetros de ordem podem ser quantidades tantoesalares quanto vetoriais, sendo que este fato re�ete os tipos de simetrias envolvidas no10Nesta situação os resultados exatos são de fundamental importânia, pois permitem a omparaçãodestes om os obtidos por meio dos métodos de aproximação numérios desenvolvidos. Com isto é possívelavaliar a ordem da preisão que o método numério propiia.22



sistema e terá onseqüênias sobre a ordem da transição [22℄.2.7.2 Comprimento de orrelaçãoMesmo na fase desordenada, existem regiões mirosópias no sistema onde as propriedadesdestas estarão orrelaionadas. Estas regiões são tipiamente da ordem de algumas dis-tânias at�mias e de�nem o omprimento de orrelação ξ do sistema. Em equilíbrio, asorrelações são medidas por meio de uma função de orrelação de dois pontos
Γ(r) = 〈 φ(0)φ(r) 〉 , (2.25)onde r é a distânia entre as partíulas e φ é a quantidade uja orrelação está sendo medida.Esta função deai exponenialmente om a distânia e o valor típio deste deaimento de�nenumeriamente o omprimento de orrelação. O valor de ξ dependente das ondições as quaiso sistema está sujeito, tais omo temperatura e pressão.2.7.3 Transições de primeira e segunda ordemPequenas modi�ações em quantidades omo a temperatura e a pressão podem alterar aspropriedades marosópias de um sistema. O ponto onde isto oorre demara a transiçãode uma fase para outra. Um possível meanismo de transição é quando dois (ou mais)estados oexistem no ponto de transição de tal forma que as duas fases representam esta-dos om propriedades físias (marosópias) diferentes. Próximo ao ponto de transição,somente uma fase está presente e tem suas propriedades ontinuamente onetadas a umadas fases oexistentes e neste aso esperamos que diferentes propriedades físias apresentemum omportamento desontínuo ao passarmos pelo ponto de transição e portanto, de umafase para outra, omo pode ser visto na parte inferior da Fig. (2.1a) para a energia internado sistema. Tais transições são hamadas de desontínuas. São exemplos deste tipo detransição a fusão de sólidos tridimensionais e a ondensação de um gás em líquido. Uma23



araterístia importante apresentada por este tipo de transição é a presença de histerese,uma vez que a ontinuação de uma das fases na outra pode ser metaestável o que podefazer om que o sistema leve um longo tempo para se ajustar à fase termodinamiamenteestável. Na Fig. (2.1a) as propriedades dos estados metaestáveis estão indiadas por linhastraejadas. Outros exemplos destas desontinuidades são mostrados na Fig. (2.2a) paraa magnetização e para o alor espeí�o, onde deve ser notada a diferença �nita entre asgrandezas nas diferentes fases. Nestas transições, o omprimento de orrelação é �nito.

(a) (b)Figura 2.1: Comportamento da energia livre F e da energia interna U para transições deprimeira (a) e de segunda ordem (b). No aso das transições de primeira ordem (a), existeuma desontinuidade na energia interna e estados metaestáveis. No aso das transições desegunda ordem (b), a energia interna é ontínua no ponto rítio e as energias livres dasdiferentes fases se enontram tangenialmente neste ponto. O mesmo não oorre em (a)onde existe uma diferença nas inlinações das energias livres no ponto de transição. Figurada Ref. [14℄ .Ehrenfest prop�s uma forma de lassi�ação para os diferentes tipos de transições defase. Estas podem ser de primeira, segunda, ou ordem superior, dependendo se a primeira,24



segunda, ou derivada superior da energia livre em relação à temperatura diverge no pontode transição (ver por exemplo [23℄). A magnitude do salto na transição não é importantepara a sua lassi�ação, om isto pode haver transições de primeira ordem mais �fortes� doque outras (o salto tem uma magnitude maior). É importante ressaltar que no ponto ondeoorre a transição de primeira ordem, as urvas da energia livre tanto da fase ordenadaquanto da desordenada se ruzam om uma diferença �nita nas suas inlinações e om istoexistirão estados estáveis e metaestáveis numa erta região de temperatura, ver Fig (2.1a).Em ontraste, na transição de segunda ordem as duas urvas de energia livre se enontramtangenialmente omo pode ser visto na Fig (2.1b).Contudo, a situação é bem diferente numa transição ontínua, onde o omprimento deorrelação se torna in�nito no ponto de transição, denominado de ponto rítio. Nesteponto, as �utuações estão orrelaionadas em todas as esalas de distânias, o que forçatodo o sistema a estar em uma únia fase rítia, ou seja, as diferentes fases assumidas pelosistema são idêntias no ponto rítio. Estas transições são araterizadas por um ompri-mento de orrelação que diverge de forma ontínua, enquanto as diferenças entre as fasesde quantidades omo a energia e a magnetização devem ir a zero ontinuamente no pontorítio. Exemplos desta são as que oorrem num ferromagneto na temperatura de Curiee no ponto rítio gás-líquido num �uido. Exemplos da divergênia na segunda derivadada energia livre do sistema são mostrados na �gura (2.2b) onde é possível observar que amagnetização é uma função ontínua e que o alor espeí�o apresenta uma divergênia.2.7.4 Comportamento rítio e seus expoentesIniialmente, o estudo das propriedades rítias de diferentes sistemas baseava-se na ompa-ração dos vários resultados experimentais e na utilização de métodos aproximados, omo asexpansões em séries. Porém nas últimas déadas as simulações omputaionais tornaram-seuma ferramenta muito importante. As transições de segunda ordem oorrem numa dadatemperatura hamada de temperatura rítia Tc, sendo esta diferente para ada sistema.25



(a) (b)Figura 2.2: Comportamento típio das transições de primeira (a) e de segunda ordem (b).Nas transições de primeira ordem (a) tanto a magnetização quanto o alor espeí�o são des-ontinuos no ponto de transição. É importante notar que existe uma diferença �nita nestasquantidades entre as diferentes fases. Nas transições de segunda ordem (b), a magnetiza-ção é ontínua no ponto de transição (temperatura rítia Tc) e tem o seu omportamento(na região rítia) desrito por uma lei de potênia araterizada pelo expoente β. Estetipo de transição apresenta uma divergênia do tipo lei de potênia no alor espeí�o e nasuseptibilidade, araterizadas pelos expoentes α e γ respetivamente. Figura da Ref. [21℄.Entretanto, diferentes sistemas podem ser relaionados medindo-se suas propriedades emfunção da distânia a esta temperatura rítia ao invés do valor absoluto da temperatura,isto é, t = |1− T/Tc|. Estes resultados experimentais juntamente om modelos exatamentesolúveis e simulações mostram que as propriedades dos sistemas na região de transição (pró-xima à temperatura rítia) podem ser desritas por meio de leis de potênia araterizadaspor determinados expoentes, onheidos omo expoentes rítios. Cada expoente araterizauma grandeza termodinâmia, omo por exemplo, o expoente α desreve o omportamentorítio do alor espeí�o, β do parâmero de ordem, γ da suseptibilidade assoiada ao26



parâmetro de ordem e ν do omprimento de orrelação.Por meio dos resultados para os modelos exatamente solúveis e o desenvolvimento daténia do grupo de renormalização (ver a Ref. [24℄ para uma introdução ao tema), perebeu-se que argumentos de homogeneidade permitem a simpli�ação de expressões que ontêmsingularidades termodinâmias, omo o que oorre om a energia livre em função do ampomagnétio h e da temperatura reduzida t. Para este sistema, podemos esrever a partesingular da energia livre omo [24℄
Fs = t 2−α F0

(
h

t
1

2
(2−α+γ)

)
, (2.26)onde F0 é função da variável de esala h/t(2−α+γ)/2, não dependendo de t de forma indepen-dente. A partir da energia livre podemos obter as demais grandezas termodinâmias omoa magnetização, suseptibilidade e o alor espeí�o. No ponto rítio, estas grandezasapresentam omportamentos tipo lei de potênia,

m = m0 t
β , (2.27a)

χ = χ0 t
−γ, (2.27b)

C = C0 t
−α, (2.27)

ξ = ξ0 t
−ν . (2.27d)Na obtenção destas expressões foram utilizadas as diversas relações entre os expoentesomo a lei de esala de Rushbrooke α+ 2β+ γ = 2. Ressaltamos aqui a existênia da lei dehiperesala dν = 2 − α, a qual depende expliitamente da dimensão do sistema.Muitas das propriedades de um sistema próximo a uma transição ontínua são indepen-dentes dos detalhes mirosópios das interações entre as partíulas. Os diferentes sistemasestão ontidos num número pequeno de lasses, ada qual araterizada apenas por aspe-tos globais omo as simetrias do hamiltoniano subjaente, número de dimensões espaiais,27



presença de ampos responsáveis pela quebra de simetria e alane das interações. Siste-mas que apresentam os mesmos expoentes estão na mesma lasse de universalidade. Umexemplo deste fato é a presença na mesma lasse de universalidade do modelo de Isingferromagnétio nas redes quadrada e triangular. Porém, para alguns sistemas a estruturada rede e/ou presença de interações ompetitivas originam um omportamento diferente dalasse de universalidade que seria esperada a partir de uma análise do hamiltoniano. Do-many et al [25℄ estudaram a partir de onsiderações de simetria a adsorção de um �lme departíulas em diversos substratos ristalinos e a partir desta análise predisseram as lassesde universalidade de uma série de sistemas do tipo Ising/Gás de rede em duas dimensões.Ressaltamos que as leis de potênia obtidas para as propriedades rítias das váriasquantidades termodinâmias são válidas somente no limite t → 0. Fora desta situação,termos adiionais são neessários onstituindo a hamada orreção ao saling. Os expoentesde ada uma das expressões (2.27) são os mesmos quando a temperatura rítia é aproximadatanto pela fase desordenada quanto pela ordenada, mas o mesmo não é verdade para asamplitudes que araterizam estas divergênias.2.7.5 Esala de tamanho �nito (Finite Size Saling)As expressões para as divergênias das quantidades (2.27) são válidas somente para sistemasno hamado �limite termodinâmio�. Sistemas de tamanho �nito, omo os que são utilizadosnas simulações MC, não apresentam divergênias e sim pios nas diferentes grandezas eas expressões das Eqs. (2.27) não são apliáveis diretamente. Também notamos que atemperatura de transição de um dado modelo depende do tamanho do sistema simulado,assim omo a largura e a altura dos pios observados nas derivadas da energia livre. Na�gura (2.3) mostramos esquematiamente estas observações para a suseptibilidade.Para a determinação dos diferentes omportamentos de esala em função do tamanho
28



Figura 2.3: Efeitos de tamanho �nito na suseptibilidade num sistema de lado L (V = Ld).O máximo tem um omportamento que esala om L−γ/ν , enquanto que a largura e adiferença da posição do máximo em relação a temperatura real de transição Tc esalamom L−1/ν . É importante notar que em sistemas de tamanho �nito, não estão presentesdivergênias omo as previstas pelas Eqs. (2.27).do sistema, o seguinte ansatz para a parte singular da energia livre foi proposto [26℄
F (L, T, h) = L−(2−α)/νF0(tL

1/ν , hL(γ+β)/ν), (2.28)onde L é o tamanho linear do sistema e h é o ampo externo. Usando esta expressão épossível mostrar que para um sistema de tamanho �nito, as quantidades antes apresentadas,Eqs. (2.27), exibem o seguinte omportamento de esala
m = L−β/ν M0(tL

1/ν), (2.29a)
χ = Lγ/ν X0(tL

1/ν), (2.29b)
C = Lα/ν C0(tL

1/ν), (2.29)
ξ = L1/ν Z0(tL

1/ν), (2.29d)e sua utilização é possível determinar os expoentes rítios para o sistema no limite termo-29



dinâmio por meio dos resultados obtidos para os sistemas �nitos. Para sistemas pequenos,orreções a este omportamento de esala são neessárias.Os omportamentos de esala das Eqs. (2.29) podem ser obtidos por meio de outrométodo mais intuitivo que permite eslareer um pouo mais sobre o que aontee numsistema de tamanho �nito. Este método será desrito via a sua apliação na determinaçãodas propriedades de esala de tamanho �nito da suseptibilidade χ do parâmetro de ordem,ver Fig. (2.3). Nas simulações, a suseptibilidade é medida por meio das �utuações doparâmetro de ordem, ou seja,
χ = β Ld

[
〈m2 〉 − 〈m 〉2

]
. (2.30)Primeiramente, expressamos as quantidades de interesse em termos do omprimento deorrelação ξ. podemos expressar χ em termos do omprimento de orrelação ξ utilizando aEq. (2.27d),

χ ∼ ξγ/ν , (2.31)na região rítia próximo ao ponto de transição. Notamos que em simulações realizadas emsistemas de tamanho �nito, L, o omprimento de orrelação será limitado ao tamanho dosistema, o que impliará em uma suseptibilidade também limitada, ou seja, estas grandezasnão apresentam divergênias em sistemas de tamanho �nito. Normalmente, os sistemasapresentam duas esalas de omprimento bem de�nidas: o omprimento de orrelação ξque o sistema teria aso fosse in�nito a temperatura t e a dimensão do sistema L. Apresença destas duas esalas de omprimento sugere que as funções de esala dependamdestas grandezas na forma L/ξ. Enquanto ξ ≪ L, o valor obtido para χ será o mesmo dosistema in�nito, porém a limitação será notada quando ξ > L. Ou seja,
χ = ξγ/ν χ0 (L/ξ), (2.32)
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onde χ0 é uma função adimensional, de uma únia variável, que satisfaz
χ0(x) = onstante , para x≫ 1 (2.33)e
χ0(x) ∼ xγ/ν , quando x → 0. (2.34)A forma da função χ0 será determinada a partir das simulações.A Eq. (2.32) ontém as informações sobre o omportamento do sistema om L, porémnesta forma não é muito útil por depender de ξ ujo valor não onheemos. De�nimos afunção de esala χ̃ omo

χ̃ (x) = x−γ χ0 (xν), (2.35)a qual om a mudança de variáveis y = xν pode ser reesrita omo
χ̃ (y1/ν) = y−γ/ν χ0 (y),

χ0 (y) = yγ/ν χ̃ (y1/ν),usando y = L/ξ, obtemos a seguinte expressão para a Eq. (2.32)
χ = Lγ/ν χ̃ (L1/νt) (2.36)onde a Eq. (2.27d) foi usada.A Eq. (2.36) ontém a função de esala desonheida χ̃, porém notamos que a Eq. (2.34)implia no seguinte omportamento de χ̃

χ̃ (x) → x−γ(xν)γ/ν = onstante quando x→ 0, (2.37)ou seja, χ̃ é �nita na origem (e também na região próxima a temperatura rítia). A31



vantagem de obter a função de esala χ̃(x) é que ela será a mesma independentementedo tamanho do sistema e é este fato que nos possibilita usar a Eq. (2.36) no álulo dosexpoentes γ, ν e da temperatura rítia.Tipiamente realizamos uma série de simulações MC para diferentes temperaturas naregião rítia para sistemas de diferentes tamanhos e em ada uma destas simulações al-ulamos χL(t). Podemos rearranjar a Eq. (2.36) da seguinte forma
χ̃(L1/νt) = L−γ/ν χL (t) (2.38)e obter várias estimativas para a função de esala χ̃ para diferentes valores da variável deesala

x = L1/νt (2.39)para ada tamanho de sistema. Como supostamente a função de esala deve ser a mesmapara todos os sistemas, as várias estimativas devem oinidir umas om as outras, olapsando-se numa únia função que nada mais é do que a própria função de esala χ̃. Entretanto, oponto ruial do método é que este olapso somente aonteerá se os valores orretos dosexpoentes γ e ν forem utilizados na Eq. (2.38). Também deve ser notado que é neessárioo uso do valor orreto da temperatura rítia Tc na variável t.Um exemplo deste tipo de álulo é mostrado na Fig. (2.4) para a suseptibilidademagnétia do modelo de Ising bidimensional. Foram realizadas ino simulações, uma paraada tamanho de rede: 16,32,48,64,96; na temperatura rítia deste modelo11, Tc ∼ 2.269.Notamos que na Fig. (2.4), somente a rede de lado L = 16 não apresenta um olapso muitobom om os demais resultados das redes maiores. Neste olapso foram usados os expoentesdo modelo de Ising, os quais são onheidos exatamente: γ = 7/8 e ν = 1. A temperaturado sistema in�nito entre na variável x e o valor utilizado no olapso foi o mesmo em que assimulações foram realizadas: Tc ∼ 2.269.11A razão para a esolha desta temperatura em partiular será expliada no Apêndie A.32
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Figura 2.4: Colapso de dados da suseptibilidade magnétia para o modelo de Ising 2D. Ospontos são os resultados repesados para ada tamanho de rede simulado, ver Apêndie A.Todas as simulações foram realizadas na temperatura rítia do sistema in�nito, Tc ∼ 2.269.Este método é geral e pode ser estendido ao omportamento rítio do alor espeí�oe do parâmetro de ordem. A partir destas duas quantidades, obtemos estimativas para osexpoentes α, β e novas estimativas para ν e para a temperatura rítia Tc. As diferentesestimativas para ν e Tc devem resultar em valores onsistentes entre si.Como pode ser visto nos diferentes omportamentos de esala e nas relações entre osexpoentes, repetidas vezes o expoente ν aparee omo denominador na razão om outroexpoente, omo pode ser visto nas Eqs. (2.29) no aso do parâmetro de ordem e da susep-tibilidade. Seria interessante obter uma forma de estimar ν independentemente dos outrosexpoentes. Uma possibilidade é através da derivada do logaritmo do parâmetro de ordem,
∂

∂t
ln m = L1/ν H (L1/νt), (2.40)onde H(x) = M ′

0/M0.Uma onseqüênia direta do fato das funções de esala de uma dada quantidade, Eqs. (2.29),33



serem as mesmas para todos os tamanhos simulados, aparee ao observarmos o omporta-mento do seu ponto de máximo: o valor da variável de esala x onde ele está loalizado, x0,deve ser o mesmo independente de L. Este ponto determina uma temperatura de transiçãodiferente para ada tamanho e implia no seguinte omportamento de esala para a distân-ia do ponto onde a transição é observada num sistema de tamanho �nito e o no sistematermodinâmio:
x0 =

(Tc(L) − Tc)

Tc
L1/ν → Tc(L) = Tc(1 + x0 L

−1/ν). (2.41)Este fato será utilizado para a estimativa de 1/ν por meio da suseptibilidade e da Eq. (2.40).No aso das transições de primeira ordem, a desontinuidade na energia, presente nolimite termodinâmio, será substituída por uma urva suave num sistema de tamanho �nitobem equilibrado. As divergênias tipo δ serão substituídas por pios desloados do pontode transição para o sistema in�nito. Diversos trabalhos [21, 26, 27℄ mostram que as alturasdos pios resem om o volume V do sistema e a largura, assim omo o desloamento,deresem om 1/V . Interessantemente a integral destas quantidades segue sendo da ordemda unidade assim omo o que oorre om a função delta. Sendo assim, utilizaremos amesma forma de análise tanto para as transições de primeira quanto para as de segundaordem. A diferença entre elas será o fato de que quando os expoentes forem equivalentes aum omportamento de esala om o volume do sistema, a transição será lassi�ada omode primeira ordem e quando outros expoentes forem obtidos, a transição será ontínua epertenente a uma determinada lasse de universalidade.
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Capítulo 3
Gás de rede om exlusão de vizinhos
Há muito tempo, os gases de rede têm sido utilizados omo base para modelos mais omple-xos na físia estatístia. O domínio de utilização destes vai desde �uidos simples [28℄ a vidrosestruturais e materiais granulares [29℄. O gás de rede mais simples é omposto por partí-ulas ujas posições são restritas aos vérties de uma rede, ada um podendo ser oupadopor somente uma partíula (interações do tipo aroço duro). Quando nenhum outro tipo deinteração entre as partíulas está presente, este sistema pode ser resolvido analitiamente eapresenta uma termodinâmia trivial e não há transições de fase (ver seção 1.1). Quando,além disto, há interações entre as partíulas e seus vizinhos mais próximos, o sistema podeser mapeado no modelo de Ising om ampo externo e apresenta uma transição de primeiraordem terminando num ponto rítio. Uma situação que tem atraído bastante interesse équando esta interação é repulsiva e de urto alane, do tipo aroço duro - uma partíula emum sítio impede os sítios vizinhos de serem oupados - uma vez que a este tipo de interaçãoé atribuída a fusão em sólidos. Um exemplo desta situação é a que oorre no ongelamentode esferas duras em três dimensões, onde a únia interação presente é a repulsão de aroçoduro o que implia numa transição puramente entrópia, uma vez que a temperatura é irre-levante pois a energia de interação é in�nita dentro da região de exlusão e nula fora desta.Surpreendentemente quando os primeiros vizinhos (1NN) são exluídos no gás de rede, uma35



transição ordem-desordem é observada, entretanto esta transição é ontínua, diferente dooorrido om esferas duras. Este indiativo de que um sistema mais simples, tanto do pontode vista omputaional quanto para a apliação de métodos de aproximação analítios, podeservir omo base para o entendimento de transições entrópias oorridas em sistemas reais,omo os apresentados no Cap. 1, motiva o presente apítulo.Estamos interessados em transições de fase que oorrem em gases de rede om partíulasque interagem via repulsão de aroço duro à medida que o tamanho da região de exlusão éestendido. Começamos om 1NN e aumentamos progressivamente a região de exlusão atéquintos vizinhos (5NN). A �m de estudar as transições de fase, foram realizadas simulaçõesno ensemble grande an�nio, o qual foi esolhido por permitir �utuações na densidade dosistema, partiularmente importantes uma vez que as �utuações térmias estão ausentesnestes sistemas.3.1 Exlusões, sub-redes e parâmetros de ordemA amada de exlusão, ou seja, a região ao redor de uma dada partíula pode ser interpretadaem termos de partíulas om formas geométrias e que apresentam interações do tipo aroçoduro entre si. Em todos os asos onsiderados neste apítulo, as partíulas são equivalentesa quadrados duros paralelos de lado λ, inlinados ou não em relação a rede subjaente. Oaumento da região de exlusão também orresponde a uma diminuição da élula da rede emdireção ao limite ontínuo. Como estes poteniais do tipo aroço duro permitem somenteenergias zero ou in�nita, a temperatura não é um parâmetro relevante para a termodinâmiado sistema e este é dito atérmio. Como onseqüênia, os únios parâmetros independentesrelevantes são o volume V e o potenial químio reduzido µ ≡ βµ̃, onde β = 1/kBT e
µ̃ é o potenial químio do reservatório de partíulas. O valor de µ̃ - variação média deenergia no sistema quando uma partíula adiional é introduzida - ontrola o número médiode partíulas dentro do volume. Como os sistemas em estudo são todos atérmios, om a36



�nalidade de simpli�ar a nomenlatura, a partir de agora µ será referido omo o �potenialquímio�.Estes sistemas normalmente apresentam uma transição de fase de uma fase de baixa den-sidade, tipo líquido, onde todos os sítios têm a mesma probabilidade de oupação, para umafase de alta densidade, ristalina, onde o sistema não é mais translaionalmente invariante.Então, todo o sistema pode ser onvenientemente dividido em sub-redes que serão oupadasdistintamente na fase de altas densidades. Nesta seção serão apresentadas as diferentes re-giões de exlusão, om a divisão em sub-redes orrespondente. Com isto serão onstruídosos parâmetros de ordem relevantes para a desrição de ada aso, os quais assumem valoresdiferentes de zero quando o sistema passa da fase desordenada para a ordenada.3.1.1 Exlusão de primeiros vizinhos (1NN)O aso não trivial mais simples impede os primeiros vizinhos de uma partíula de seremoupados. Como é mostrado na Fig. (3.1a), a rede pode ser dividida em duas sub-redes, ondeada sítio de uma sub-rede é erado por sítios da outra sub-rede. Este sistema, tambéminterpretado omo quadrados duros (de lado λ =
√

2 e inlinados à 45o) ou omo disosduros de raio √
2/2 1 , foi bastante estudado e aqui seus resultados são apresentados paraque os diferentes asos de exlusão �quem ompletos, permitir omparações om os demaisasos e também para testar os algoritmos utilizados. Diferentes métodos foram usadospara desrever as propriedades destes sistemas: expansões em séries [3, 30�33℄, métodosvariaionais de luster (luster variational methods) [34℄, matriz de transferênia [31,35�44℄,grupos de renormalização [45, 46℄, simulações de Monte Carlo [47�54℄, rede de Bethe [31,55�59℄, e mais reentemente teoria de funionais de densidade [60℄. Também há interessenas propriedades matemátias [4,61,62℄ e dinâmias [8,63�72℄ deste sistema. Esses estudosindiam que o sistema passa por uma transição de fase ontínua pertenente a lasse deuniversalidade do modelo de Ising, em µc ≃ 1.33, onde a densidade é aproximadamente1Este sistema é hamado na literatura de hard sphere lattie gas.37



ρ = N/L2 ≃ 0.37. Deve ser notado que a densidade máxima possível para este sistemaé ρ = 1/2. Em dimensões mais altas [45, 51, 52, 73�77℄ e em outras geometrias (ver [4℄ ereferênias ali presentes), o mesmo tipo de transição é observado, também pertenendo àlasse de universalidade do modelo de Ising. Neste aso, a transição é de uma fase de baixadensidade, onde as duas sub-redes estão igualmente oupadas, para uma de alta densidade,ordenada, onde a maioria das partíulas oupa somente uma das sub-redes (ver Fig. (3.1a)),isto é, um padrão do tipo tabuleiro de xadrez. Um parâmetro de ordem apaz de araterizaresta transição é
q1 =

1

ρMAX

〈|ρ1 − ρ2|〉 , (3.1)onde
ρi =

1

N

∑

j∈Ci

σj , i = 1, 2 (3.2)é a densidade na i-ésima sub-rede Ci (o índie j varre todos os sítios nesta sub-rede), σj é avariável de oupação do sítio j (assume o valor 1 quando o sítio está oupado e 0 quando esteestá vazio), ρMAX = 1/2 é a densidade máxima de equilíbrio e 〈. . .〉 é a média de ensemble.No regime de baixa densidade (fase desordenada), ρ1 = ρ2 e q1 = 0 no limite termodinâmio.Em densidades mais altas, uma das sub-redes será preferenialmente oupada, resultandoem um valor �nito para o parâmetro de ordem. Para redes de tamanho �nito, as partíulaslevam um número �nito de passos para se moverem de uma sub-rede a outra, análogo atroa de sinal da magnetização no ferromagneto de Ising [14℄ observada em simulações deMC. Então, omo não há uma sub-rede preferida, o valor absoluto na Eq. (3.1) é utilizado.É importante lembrar que a transição de fase só aparee no limite termodinâmio e parasistemas de tamanho �nito o uso das ténias da Seção 2.7.5 se faz neessário.3.1.2 Exlusão de primeiros e segundos vizinhos (2NN)Aumentando a região de interação, onsideramos o aso em que ada sítio impede a oupaçãode seus sítios primeiros e segundos vizinhos. Este intervalo de exlusão é equivalente a um38
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√

2, enquanto que λ = 2 para o aso 2NN. Osquadrados duros orrespondentes são mostrados em inza.quadrado duro de lado igual a dois espaçamentos da rede (λ = 2), omo é mostrado naFig. (3.1b) juntamente om a divisão onveniente em 4 sub-redes nomeadas de 1 a 4. Na�gura é mostrado om um ponto esuro o sítio índie da partíula, em todos os asosdeste trabalho2: anto superior esquerdo. Se uma partíula oupar uma posição em umadada sub-rede, digamos 1, os sítios ompanheiros das sub-redes 2, 3 e 4 estarão vazios.Com isto, a densidade máxima possível, orrepondente ao estado de total oupação darede, é ρMAX = 1/4. Apesar desse sistema ter sido onsiderado muitas vezes nas últimasdéadas [25, 31, 39, 42, 47, 58, 69, 78�89℄, às vezes omo o limite de temperatura zero deum potenial de aroço mole [42, 47, 83, 88℄, araterístias da transição de fase, omo porexemplo sua ordem, loalização e até a sua própria existênia são dependentes do método ouaproximação utilizados. Na Tabela (3.1) são mostradas a densidade e o valor do potenialquímio da transição obtidos usando vários métodos. Há muito poua informação a respeitodos expoentes rítios desta transição, por exemplo, na Ref. [42℄ apenas o valor ν = 1.08 foiobtido.2Esta onvenção é adotada para os sistemas ompostos por quadrados duros que possuem alinhamentoom a rede subjaente, ou seja, seus lados são múltiplos inteiros do espaçamento de rede.39



Na fase de baixa densidade, o sistema se omporta omo um �uido, não apresentandonenhuma ordem de longo alane. À medida em que a densidade aumenta, o sistema apre-senta uma transição da fase desordenada para uma fase ordenada, olunar [31,42,79,82,85℄,onde as olunas (linhas) om metade de sua oupação interalam om olunas (linhas) va-zias: o sistema é ordenado ao longo de uma direção e �uido ao longo da outra. Como nãohá interação entre as partíulas (além da exlusão), não há tendênia para que oorra umalinhamento entre partíulas loalizadas em olunas (linhas) vizinhas, ou seja, o sistemanão apresenta uma fase sólida regular [90℄. Como onseqüênia, a on�guração de empa-otamento máximo não é uniamente de�nida, uma vez que ada oluna (ou linha, masnão ambas) pode ser transladada de um sítio da rede, o que introduz uma ontribuiçãode ordem O(L) à entropia na densidade máxima. Em um sistema tridimensional, os asos
λ = 2 e 2NN não são mais equivalentes e, interessantemente, nenhuma transição de fasefoi enontrada no sistema omposto por ubos duros om λ = 2 [77℄ na rede úbia. Poroutro lado, o sistema om exlusão de primeiros e segundos vizinhos em d = 3 apresentauma transição de primeira ordem fraa [77℄. Este sistema também foi estudado em outrasredes, ver por exemplo Refs. [4, 91℄ e referênias lá ontidas.A análise da forma omo oorre a oupação das sub-redes no empaotamento máximo,nos permite esrever um parâmetro de ordem semelhante ao do aso 1NN, Eq. (3.1), apazde desrever orretamente esta transição,

q2 =
1

ρMAX

(〈|ρ1 − ρ3| + |ρ2 − ρ4|〉). (3.3)Na fase �uida, todas as sub-redes estão igualmente oupadas e q2 = 0. O parâmetro deordem é diferente de zero quando a simetria de oupação entre as sub-redes é quebrada, ouseja, na fase olunar. Nesta fase, duas sub-redes estão preferenialmente oupadas enquantoque as duas restantes apresentam densidades muito menores. Por exemplo, partíulas podemestar loalizadas prinipalmente nas sub-redes 1 e 2 (omo na Fig. 3.1b), o que implia em40



µc ρc Método Ordem Refs.5.3 0.238 TM ont [79℄4 0.23 TM (?) [31℄2.846 0.202 Bethe ont [31℄� � séries não [31, 81℄� � TM não [81℄4.7 0.24 TM ont (?) [42, 86℄3.115 0.225 CVM [82℄4.91 � Interfae ont [83℄3.889 0.222 CVM [85℄Bethe primeira [58℄2.406 0.191 DFT ont [89℄4.574 0.233 Monte Carlo ont este trabalhoTabela 3.1: Potenial químio e valor da densidade na transição de ristalização, juntamenteom a ténia utilizada e a ordem da transição obtida, para um gás de rede om exlusão deprimeiros e segundo vizinhos (2NN), do qual a densidade de empaotamento máximo é 1/4.O símbolo �?� é usado quando alguma inerteza é apresentada pelos autores. As diversasténias utilizadas são: matriz de transferênia (TM), método variaional de luster (CVM),expansões em series de baixas e altas densidades, generalizações do método de Bethe, métododa interfae [92℄, teoria dos funionais de densidade (DFT) e simulações de Monte Carlo(este trabalho). Deve ser notada a grande variação nos valores do potenial químio natransição enontrados nestes diferentes trabalhos.as sub-redes 3 e 4 estarem pratiamente vazias.3.1.3 Exlusão de primeiros, segundos e tereiros vizinhos (3NN)O aso 3NN tem a sua região de exlusão estendida até tereiros vizinhos. Como pode servisto na Fig. (3.2), este sistema pode ser pensado tanto omo pentâmeros duros em formade ruz [93℄ quanto omo quadrados levemente inlinados om λ =
√

5. Este sistema foiestudado anteriormente por meio de expansões em séries [31, 94℄, métodos variaionais delusters e matriz de transferênia [31,39,40,94�97℄, método de Bethe [31℄, e todos estes tra-balhos onordam que em altas densidades, o sistema apresenta uma transição de primeiraordem para uma estrutura ordenada duplamente degenerada [98℄, estas duas on�guraçõessendo relaionadas por quiralidade, ver �guras (3.2b) e (3.2). Isto é re�etido nas duas pos-41



síveis formas de de�nir as sub-redes para desrever a quebra de simetria: para ada um dospossíveis estados fundamentais enantiomorfos, há uma denominação (hamadas A e B)de tal forma que todas as partíulas pertenem a somente uma sub-rede (ver, por exemplo,Fig. (3.2a) e (3.2b).
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√

2 (d).Para uma dada on�guração, omo não sabemos a priori qual das denominações será
42



mais relevante, medimos a seguinte quantidade para ada uma delas:
qA =

5∑

i=1

5∑

j>i

|ρA

i − ρA

j | (3.4)e o equivalente para a denominação B. ρi é dado pela Eq. (3.2) para a denominação esolhida.Esta quantidade é igual a zero para as duas denominações na fase �uida, onde as sub-redes estão igualmente oupadas, enquanto que apresenta um valor �nito, para uma dasdenominações, aima da densidade rítia. O parâmetro de ordem orrespondente é adiferença destas duas medidas
q3 =

1

4 ρMAX

〈 |qA − qB| 〉 . (3.5)O fator 1/4 se deve ao fato de que ada densidade aparee 4 vezes na de�nição da Eq. (3.4).Novamente, o parâmetro de ordem é uma extensão natural de q1 e q2. Na densidade deempaotamento máximo, ρMAX = 1/5, qA = 4ρMAX e qB = 0 (ou vie-versa): a primeira de-nominação é tal que todas as partíulas estão na mesma sub-rede, enquanto que na segundadenominação todas as sub-redes têm a mesma densidade. Nos dois asos, entretanto, q3 = 1.3.1.4 Exlusão até quartos vizinhos (4NN)O próximo aso onsidera a região de exlusão até quartos vizinhos (4NN). Como pode servisto nas Figs. (3.3a) e (3.3b), este aso é equivalente a quadrados duros inlinados de lado
λ = 2

√
2. Nisbet e Farquhar [96℄ estudaram este sistema por meio do método da matriz detransferênia e onluíram que a transição é ontínua ou de primeira ordem muito fraa. Aon�guração de empaotamento máximo é similar a do aso 1NN, Fig. (3.3a), porém menosdensa, ρMAX = 1/8. É importante notar que esta on�guração não é únia, analogamente aoaso 2NN, as olunas (inlinadas neste aso), são independentes e podem deslizar ao longoda diagonal. Fato semelhante não oorre nos asos 1NN e 3NN, já que nestes a amada de43
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2 and 3,respetivamente.exlusão é tal que as diagonais não podem se mover independentemente em relação umas asoutras impliando em um alinhamento dos quadrados na formação de um sólido �regular�.Então, o parâmetro de ordem 4NN deve ser insensível a estes desloamentos diagonais detoda oluna (inlinada) e isto pode ser feito om uma divisão em sub-redes omo no aso1NN, já que este desloamento não altera a sub-rede oupada pela partíula, e a transiçãopode ser analisada por meio do mesmo parâmetro de ordem Eq. (3.1).3.1.5 Exlusão até quintos vizinhos (5NN)O último aso estudado é um gás de rede omposto por quadrados duros de tamanho linearigual a três espaçamentos da rede, λ = 3. Em termos de amadas de exlusão, este asoé equivalente a exluir todos os sítios até os quintos vizinhos (5NN) de um dado sítio darede, omo é mostrado na Fig. (3.3). A on�guração de empaotamento máximo não estáde�nida uniamente, semelhante ao que aontee no aso 2NN (λ = 2), e sua densidade é
ρMAX = 1/9. No aso tridimensional, este sistema (ubos de lado igual a três espaçamentosda rede λ = 3, já que em 3D este aso não é equivalente ao 5NN) passa por uma transiçãode primeira ordem fraa à medida que a densidade aumenta [77℄. A orrespondente divisão44



das sub-redes é análoga a do aso 2NN, porém, nove sub-redes são neessárias. O parâmetrode ordem pode ser esrito omo
q5 =

1

2ρMAX

(〈|ρ1 − ρ5| + |ρ1 − ρ9| + |ρ5 − ρ9|

+|ρ2 − ρ6| + |ρ2 − ρ7| + |ρ6 − ρ7| (3.6)
+ |ρ3 − ρ4| + |ρ3 − ρ8| + |ρ4 − ρ8|〉) (3.7)onde ρ1, ρ5 e ρ9 são as densidades dos sítios loalizados na diagonal de um quadrado delado igual a três espaçamentos da rede, o qual é mostrado na Fig. (3.3).3.2 ResultadosNo estudos dos gases de rede desritos na seção anterior, utilizamos simulações de MonteCarlo no ensemble grande an�nio (ver Cap. 2). Neste tipo de simulação são permitidostrês tipos de tentativa de movimentos: desloamento, inserção e remoção de partíulas [17℄.Durante ada simulação o potenial químio µ é mantido �xo, enquanto o número de par-tíulas �utua dentro do sistema de volume V . As simulações são feitas em dois estágios:primeiramente, várias rodadas rápidas são exeutadas om a �nalidade de loalizar a regiãorítia do sistema; posteriormente, uma únia rodada longa é realizada para o valor esti-mado do potenial químio para a transição. A partir da série temporal desta rodada longae utilizando a ténia de repesagem de histogramas (desrita om detalhes no Apêndie A),os observáveis termodinâmios relevantes são determinados om grande preisão ao longoda região rítia. Com a �nalidade de testar a validade da extrapolação realizada ao longoda região rítia, rodamos outras simulações para diferentes valores de µ. Ressaltamos queos movimentos de difusão são realizados expliitamente om a �nalidade de auxiliar que osistema atinja densidades mais altas, não �ando preso em estados metaestáveis em densi-dades mais baixas. Este fato oorre quando o potenial químio é alto, o que implia numa45



baixa probabilidade de remoção de uma partíula (ver seção 2.6) e a suessiva inserção naposição desejada.3.2.1 1NNNo aso de exlusão de primeiros vizinhos, a mudança na densidade na transição é bastantesutil, o ponto de in�exão só pode ser perebido nas maiores redes simuladas, omo pode serobservado na Fig. (3.4). A transição é muito mais evidente quando analisada por meio do
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e portanto, todas as urvas para os diferentes tamanhos podem ser olapsadas em umaurva universal M0, omo é mostrado no detalhe da Fig. (3.5), sendo o omportamento deesala desrito pela Eq. (2.29b). Em aordo om os estudos prévios para este sistema [3,66℄,
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Ising, ν = 1. Para a obtenção do expoente γ usamos as propriedades de esala vistas naseção 2.7.5, ou seja, a altura do pio de χ2 aumenta om Lγ/ν , e seu ajuste aos dados resultaem γ/ν = 1.755 (detalhe inferior da Fig.(3.10)), possibilitando um ótimo olapso de dadosomo pode ser visto no detalhe superior da Fig. (3.10). O valor obtido a partir da análisede tamanhos �nitos para os dados da simulação resulta, novamente, em um valor muitopróximo ao valor onheido exatamente para o modelo de Ising, γ/ν = 7/4 = 1.75. Estasobservações nos levam a onluir que o gás de rede om exlusão 2NN está na mesma lassede universalidade do modelo de Ising. Este é um fato bastante notável, ao onsiderar-se queas simetrias do estado fundamental e do parâmetro de ordem são bastante diferentes daspresentes no modelo 1NN.
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3.2.3 3NNO gás de rede om exlusão 3NN é importante uma vez que apresenta, diferentemente dosasos anteriores, uma transição de primeira ordem, mostrando om isto que a naturezada transição é dependente da região de exlusão. Reentemente, Eisenberg e Baram [97℄loalizaram preisamente o ponto de transição usando o método da matriz de transferên-ia, obtendo µc ≃ 3.6762. Na Fig. (3.11) e no seu detalhe, a densidade e o parâmetro
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apresentam dois pios. Estas observações são mostradas nas Figs. (3.12a) e (3.12b).
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2L-degenerado de densidade máxima 1/8. Surpreendentemente, no domínio de tamanhosde rede aqui estudados, a transição de fase presente no sistema paree ser ontínua e nalasse de universalidade do modelo de Ising, o que ontradiz a teoria de ampo médio deLandau-Lifshitz a qual prediz que esta transição deve ser de primeira ordem [25℄.Como no aso 2NN, diferentes estimativas para ν podem ser obtidas. Da posição dosmáximos da Eq. (2.40) e de χ1 obtemos, Fig. (3.15), ν = 0.923 e ν = 0.999, respetivamente.Sendo que este último é mais on�ável dado que os pios de χ1 são menos largos, o quepermite a loalização mais preisa do seu ponto de máximo. O expoente ν também podeser estimado a partir da altura da Eq. (2.40), resultando em ν = 1.029. Como no aso 2NN,este valores estão próximos a valor do modelo de Ising ν = 1 e , novamente, onjeturamosque este deve ser o valor exato. De fato, este expoente ajusta muito bem os dados obtidosna simulação. Como antes, a análise da densidade em função do potenial químio nãopossibilita a obtenção de informações úteis para araterizar esta transição de tal forma55
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Figura 3.19: Histogramas para a densidade no aso onde a amada de exlusão é estendidaaté os quintos vizinhos (5NN). Os dados adquiridos para o potenial químio 5.47 (numarede om L180) foram repesados para outros valores de µ: ∼ 5.5, onde os dois pios tema mesma altura; e ∼ 5.52 onde a fase predominante é diferente da presente na simulaçãooriginal. A presença de dois pios nas distribuições indiam que esta transição é desontínua(primeira ordem).
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Capítulo 4
Equação de estado para quadrados duros
Há quase 40 anos atrás, Carnahan e Starling publiaram sua, agora famosa, equação deestado para um �uido de esferas duras no ontínuo [99℄. Sua derivação foi baseada naobservação de que os primeiros oe�ientes da expansão de virial para este sistema, em trêsdimensões, seguiam uma seqüênia geométria. A suposição de que este omportamentotambém pode ser extrapolado para os viriais de mais alta ordem, permitiu que Carnahane Starling ressomassem expliitamente a expansão virial, om isto obtendo uma expressãosimples e bastante preisa para a equação de estado1.Infelizmente, nenhuma equação de estado preisa é onheida para o aso de gases derede. Isto é um pouo frustrante, uma vez que modelos de rede são muito utilizados no estudode diversos sistemas omplexos, os quais vão desde miroemulsões a eletrólitos [77,100�103℄.Neste apítulo, apresentaremos uma equação de estado simples e que funiona muito bemquando a densidade não é muito alta para um gás de rede omposto por hastes, quadradosou ubos duros e paralelos em 1, 2 ou 3 dimensões, respetivamente.Nossa disussão é baseada na teoria de ampo médio proposta por Flory [104℄ para umamistura de polímeros numa rede. Na próxima seção, revisaremos os oneitos básios e asaproximações envolvidas nesta teoria.1Na Ref. [11℄, a equação de estado de Carnahan e Starling é omparada om resultados de simulações eom os de outras teorias aproximadas. 62



4.1 Aproximação de FloryO sistema é omposto por polímeros em solução, os quais oupam os sítios de uma rede
d-dimensional subjaente araterizada por um espaçamento de rede a e om um total de Nsítios, o que implia em um volume V = Nad. No modelo de Flory, ada sítio ou pertenea um segmento de um polímero ou é uma partíula do solvente. Aqui, notamos a primeiraaproximação na qual os dois tipos de partíulas oupam no máximo um sítio da rede, o queimplia que a forma (geometria) destas partíulas que estão sendo modeladas (solvente emon�meros dos polímeros) omo um sítio da rede, sejam pelo menos semelhantes. Apesardo modelo de rede ser arti�ial, este aptura as araterístias esseniais dos fen�menosobservados e provê um ferramental para a desrição do problema nos diferentes regimes deonentração.A forma de arranjar N1 moléulas idêntias do soluto e N2 moléulas do solvente numarede om N = N1 +N2 sítios é

Ω =
N !

N1!N2!
. (4.1)Podemos alular a entropia para este sistema por meio da relação S = kB ln Ω, que junta-mente om a aproximação de Stirling, lnn! ≈ n lnn− n, resulta em

S = kB [ (N1 +N2) ln(N1 +N2) −N1 lnN1 −N2 lnN2 ]

= −kB

[
N1 ln

(
N1

N1 +N2

)
+N2 ln

(
N2

N1 +N2

)]
. (4.2)Apesar da simpliidade da aproximação, esta expressão se mostrou bastante preisa paramoléulas simples mesmo quando as mesmas diferem em tamanho [104℄. Um fato interes-sante da Eq. (4.2) é que esta serve tanto para o aso onde há somente um tipo de partíulapresente, ver Fig. (4.1a), quanto para a situação onde uma mistura binária oupa todos ossítios da rede, Fig. (4.1b).Para um polímero esta expressão neessita modi�ações, uma vez que este é omposto63



(a) (b) ()Figura 4.1: (a) Modelo para um �uido monodisperso por meio de gás de rede bidimensional.(b) Modelo para um �uido bidisperso. () Modelo para um polímero na rede.por uma adeia de x segmentos interligados, o que terá impliações na forma da entropia.O modelo mais simples para esta situação é o de uma aminhada aleatória auto-exludente(self-avoiding walk, SAW) na rede, onde a adeia poliméria não pode se superpor a elamesma. Esta abordagem permite que o modelo apture a essênia das interações repulsivasde urto alane entre os mon�meros. Um exemplo desta situação é mostrada na Fig. (4.1),onde um polímero SAW em solução juntamente om moléulas do solvente, as quais ou-pam somente um sítio da rede. A teoria de ampo médio desenvolvida por Flory para estesistema mostrou que a entropia para esta adeia pode ser dividida em duas partes: umadevido à mistura de polímeros e moléulas do solvente; e outra devido as possíveis on�gu-rações que a adeia poliméria pode assumir na mistura. Ressaltamos que este resultado deFlory é aproximado, porém, interessantemente, a entropia de mistura resultante é indepen-dente de detalhes da rede, omo seu espaçamento a e seu número de oordenação z. Estaindependênia da rede não oorre para a parte on�guraional da entropia.A seguir obteremos a entropia de mistura de uma forma diferente da proposta original-mente por Flory, mas que propiia o mesmo resultado sem a neessidade da suposição deuma rede subjaente2. Começamos supondo que a entropia de N1 adeias polimérias em2Flory, no seu livro [104℄, também apresenta esta forma de derivação da entropia de mistura.64



um volume V1 pode ser aproximada pela expressão ideal,
S1 = kBN1 ln

l V1

N1onde l tem dimensão de 1/V e está relaionado ao omprimento de onda térmio. A seguir,utilizamos a mesma suposição para N2 moléulas do solvente num volume V2,
S2 = kBN2 ln

l V2

N2

.Ao misturar os dois omponentes, estes passam a oupar um volume V = V1 + V2 om umaentropia total dada por
S = kB

[
N1 ln

l V

N1
+N2 ln

l V

N2

]
.Com isto, a entropia de mistura será

Sm = S − S1 − S2 = −kB

2∑

i=1

Ni ln
Vi

V
.Se o número de sítios oupados por mon�meros pertenentes ao polímero for φN , podemosexpressar o número de polímeros N1 e o número de moléulas do solvente N2 omo

N1 = φ
N

x
, N2 = (1 − φ)N.Agora

V1

V
=

V1

V1 + V2
=

φNad

φNad + (1 − φ)Nad
= φ,

V2

V
=

V2

V1 + V2
= 1 − φde maneira que podemos esrever a entropia de mistura em termos da fração de volume φ
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oupada pelos polímeros:
Sm = −kBN

[
φ

x
lnφ+ (1 − φ) ln(1 − φ)

]
. (4.3)Notamos que esta equação é bastante simples, uma vez que não ontém nenhuma referêniaà estrutura da rede e depende apenas de variáveis termodinâmias bem de�nidas.O outro termo obtido na derivação feita por Flory refere-se a entropia de on�guraçãodo polímero, possui termos dependentes da estrutura da rede, porém, omo as partíulastratadas neste trabalho são quadrados rígidos, não disutiremos a sua derivação e suasimpliações.4.2 Aproximação de Flory Modi�adaO formalismo desenvolvido por Flory para a mistura de polímeros pode ser apliado a gasesde rede ompostos por partíulas duras e não-atrativas. Considerando, por exemplo, umgás de rede omposto por hiperubos duros de volume λd (λ é inteiro e o espaçamento darede3 a é tomado omo 1) numa rede hiperúbia simples em d dimensões. Os hiperubosestão alinhados om os eixos da rede. A energia livre de Helmholtz para este gás de rede é

Fm = −TS, uma vez que o sistema é atérmio. Usando (4.3), a densidade de energia livre,
fm = Fm/V , é dada por

βfm = ρ lnφ+ (1 − φ) ln(1 − φ), (4.4)onde β = 1/kBT , ρ = N/V é a densidade de partíulas (�polímeros�), e φ = λdρ é a fraçãode volume.Podemos notar que no limite de baixas densidades, a Eq. (4.4) não se reduz à energialivre de um gás ideal
βf = ρ ln ρ− ρ. (4.5)3Esta esolha faz om que o volume e o número de sítios da rede estejam relaionados pela expressão

V = adN = N . Impliando que a densidade ρ seja a fração de sítios oupados pelos �polímeros� na rede.66



Então, fm não pode ser a energia livre total do sistema, exeto para o aso λ = 1 quando
ρ = φ e a Eq. (4.4) se torna exata. Para obter a energia livre total para a solução poliméria,Flory adiionou uma ontribuição extra à Eq. (4.4) a qual onsidera os graus de liberdadeonformaionais da adeia de polímeros, a hamada entropia de desorientação [104℄. Estetermo restaura o omportamento orreto a baixas densidades. Entretanto, para partíulasrígidas, a entropia de desorientação é identiamente zero e não pode ser a razão da falha daEq. (4.4).Com a �nalidade de reobter o omportamento orreto a baixas densidades, mas preser-vando a forma simples da Eq. (4.4), introduzimos um fator multipliativo g(λ),

βf = ρ lnφ+ g(λ)(1 − φ) ln(1 − φ). (4.6)Esta equação pode ser interpretada omo uma interpolação entre os limites de baixa den-sidade, governado pelas partíulas, e de alta densidade, onde as vaânias se tornam rele-vantes. O número total de vaânias, entretanto, não é �xo pois essas podem mudar suasformas e tamanhos. Assim, g(λ)(1 − φ) o prefator na Eq. (4.6) é a densidade numériaefetiva.A ondição de que no limite de baixas densidades a Eq. (4.6) se reduza à Eq. (4.5)determina univoamente a forma funional de g(λ), resultando
g(λ) =

1 + d lnλ

λd
. (4.7)Como g(1) = 1, a eq. (4.6) reproduz orretamente a energia livre exata para o gás de redeom λ = 1. A partir da energia livre em função da densidade, é possível alular o potenialquímio, µ = ∂f/∂ρ, que na aproximação de Flory modi�ada (MFA) resulta em

βµ = −( 1 + d lnλ ) [ ln(1 − φ) + 1 ] + lnφ+ 1. (4.8)
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A pressão, P = −∂f/∂V , também pode ser obtida
βP = ρ −

(
1 + d lnλ

λd

)
[ ln(1 − φ) + φ ] . (4.9)
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Figura 4.2: Potenial químio versus fração de volume para vários gases de rede bidimensio-nais. Os símbolos são os resultados da simulação de Monte Carlo e as linhas são as prediçõesda MFA Eq. (4.8), om d = 2.Na �gura (4.2) são omparados os valores do potenial químio obtidos por meio da MFAom os resultados da simulação de Monte Carlo para um gás de quadrados duros de diferenteslados λ. As simulações foram realizadas usando o ensemble grande an�nio a volume V ,temperatura T e potenial químio µ �xos. As tentativas de movimentos utilizados nasimulação foram os usuais, permitindo a inserção, remoção e difusão de partíulas [17℄ (verseção 2.6). A onordânia entre teoria e simulação é exelente para todos os λs testados,mesmo para frações de volume bastante altas mas ainda na fase �uida. A pressão podeser obtida a partir dos dados da simulação integrando-se a relação de Gibbs-Duhem (verapêndie B), a qual para sistemas atérmios se reduz à dµ = ρ−1dP , om o estado dereferênia de baixas densidades sendo o gás ideal. Novamente, o aordo entre a MFA e os68



resultados das simulações são muito bons, omo pode ser visto na �gura (4.3). Entretanto,similarmente à equação de estado de Carnahan e Starling, a MFA também falha em detetara transição de fase que oorre em frações de volume mais altas entre uma fase desordenadae outra ordenada (olunar) [4℄. Na Fig. (4.4) é omparada a preisão da MFA em relação aoutra equação de estado previamente obtida por Temperley [105℄ para o aso λ = 2,
βP = ln

[
(1 − 2ρ)2

(1 − ρ)(1 − 4ρ)

]
. (4.10)Esta mesma equação de estado foi obtida mais reentemente, por meio da apliação daFundamental Measure Theory para sistemas na rede [89℄. Apesar da formulação propostana Ref. [89℄ poder ser apliada para a obtenção da energia livre para qualquer gás de rede,esta possui o ontratempo de tornar-se bastante ompliada a medida que o tamanho dapartíula aumenta em relação à rede subjaente. Infelizmente os autores dessa teoria nãodisponibilizaram as equações para quadrados om lado maiores do que dois espaçamentos darede, fazendo om que somente este aso pudesse ser omparado om os resultados obtidospor meio da MFA.Um fato que pode ser observado na �gura (4.2) é que as urvas para diferentes λs dasimulação de MC se ruzam aproximadamente no mesmo ponto. Esta propriedade tambémé apturada pela MFA, a qual prediz que todos os poteniais químios para os diferentes

λs são iguais quando a fração de volume satisfaz ln(1 − φx) = −1, independente de d. Ovalor φx = 0.6321 está perfeitamente de aordo om o ponto de interseção observado nassimulações MC.Nas �guras (4.5) e (4.6) são apresentadas as equações de estado para hastes durasem d = 1, e para ubos duros em d = 3, respetivamente. Para d = 1, o funional daenergia livre é onheido exatamente [106℄ e o potenial químio para uma haste dura deomprimento λ é
βµ = −λ ln(1 − ρ) + ln

ρ

λ
+ (λ− 1) ln

[
1 − (λ− 1)

ρ

λ

]
. (4.11)69
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Figura 4.3: Pressão ontra fração de volume para diferentes gases de rede bidimensionais.Os símbolos foram obtidos a partir dos resultados MC por meio da integração da equaçãode Gibbs-Duhem, enquanto que as linhas são as previsões da MFA Eq. (4.9) om d = 2.Apesar da Eq. (4.8) ontinuar sendo uma boa aproximação, a onordânia entre a MFAe os resultados da simulação se deteriora mais rapidamente a medida que λ aumenta para
d = 1 e d = 3 do que para d = 2.O alto grau de preisão da MFA em d = 2 é surpreendente, dada a simpliidade daaproximação. Isto sugere que possa haver um modo mais direto de obter a Eq. (4.6), oualguma outra equação de estado [89℄, a qual seja válida generiamente para gases de redeompostos por quadrados duros de tamanho linear λ (sem interações atrativas). Na faltadeste tipo de teoria, uma equação simples omo a Eq. (4.6) pode ser útil na onstrução deteorias de ampo médio em redes para diversos sistemas omplexos.
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Figura 4.5: Potenial químio versus fração de volume para um gás de hastes duras om
λ = 1, 2 e 3 em d = 1. Os símbolos são os valores exatos do potenial químio [106℄,Eq. (4.11), enquanto que as linhas são as predições da MFA, Eq. (4.8) om d = 1.
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Figura 4.6: Potenial químio versus fração de volume para vários gases de rede tridimensi-onais ompostos por ubos duros. Os pontos são os resultados da simulação de Monte Carloenquanto que as linhas são as predições da MFA, Eq. (4.8), om d = 3.72



Capítulo 5
Conlusões
Neste trabalho foram realizadas simulações Monte Carlo no ensemble grande an�nio oma �nalidade de estudar transições de fase ordem-desordem em gases de rede bidimensionaisompostos por partíulas duras e extensas, as quais impedem a oupação de sua vizinhançaimediata por outras partíulas. Foram onsiderados os asos onde uma dada partíula ex-lui desde seus vizinhos mais próximos (primeiros vizinhos, 1NN) até o aso onde a exlusãoproede até os quintos vizinhos, 5NN. Nossos resultados são onsistentes om estudos an-teriores [3℄ para o sistema om exlusão 1NN - orrespondente a quadrados duros de lado
√

2 e inlinados 450 - o qual passa por uma transição ordem-desordem ontínua na lasse deuniversalidade do modelo de Ising. Como suas propriedades rítias são bem onheidas, oaso 1NN serviu para alibrar os algoritmos e métodos aqui utilizados.Aumentando a amada de exlusão, o gás de rede om exlusão 2NN também passa poruma transição de fase ontínua na lasse de universalidade do modelo de Ising, enquanto que,de aordo om a teoria de ampo médio de Landau-Lifshtiz (LL), esta transição deveria estarna lasse de universalidade do modelo XY om anisotropia úbia [25℄. Para o gás de redeom exlusão até 3NN, o sistema passa por uma transição ordem-desordem desontínua, emaordo om álulos prévios via matriz de transferênia [97℄ e via teoria LL [25℄. Por outrolado, o gás om exlusão 4NN novamente exibe uma transição ontínua na lasse do modelo73



de Ising - outro resultado em ontradição à predição da teoria LL de uma transição deprimeira ordem [25℄. Finalmente, o gás de rede om exlusão 5NN passa por uma transiçãodesontínua, em aordo om a teoria LL.A falha da teoria LL, a qual é baseada em argumentos de simetrias1, em prever orre-tamente a lasse de universalidade e a ordem da transição para alguns gases de rede não éuma surpresa. É sabido há bastante tempo que enquanto a teoria LL funiona bem em trêsdimensões, seus fundamentos são muito mais fraos em duas dimensões (2D). Por exemplo,um dos requerimentos para a existênia de uma transição de fase ontínua é a ausêniade invariantes de tereira ordem da representação irredutível do grupo espaial da fase dealta simetria, a qual o parâmetro de ordem pertene. O fato desta ondição ser violadaem 2D é onheido - o modelo de Potts tanto om três quanto om quatro estados passapor uma transição ontínua, apesar do halmitoniano de Landau-Ginzburg-Wilson (LGW)possuir invariantes de tereira ordem [107, 108℄. Em vista deste fato, Domany et al. [25℄evitaram o uso desta �regra de Landau� na sua lassi�ação das transições ordem-desordempara gases de rede em 2D. Contudo, o fato de uma das regras de Landau falhar, serve omoum aviso ontra a viabilidade do uso de argumentos baseados em simetrias para sistemasbidimensionais. A di�uldade fundamental é o fato de que duas é a dimensão rítia in-ferior para gases de rede, o que, nesta situação, faz om que as �utuações sejam muitoimportantes e possam failmente modi�ar a ordem de uma transição de fase prevista poruma teoria de ampo médio. Além do mais, em 2D não é mais possível se basear na teoriade grupo de renormalização (RG) para justi�ar uma forma polinomial simples de ordembaixa para o hamiltoniano LGW, uma vez que diferentemente do aso tridimensional, ondeé possível mostrar que os invariantes de mais alta ordem presentes no hamiltoniano LGWrenormalizam a zero sob a ação do RG, em 2D todos os operadores são igualmente rele-vantes - om isto, a forma polinomial simples de baixa ordem do hamiltoniano LGW �a1Na Ref. [22℄ são disutidas as impliações das simetrias na ordem das transições de fase. Estas impli-ações serão omentadas nesta onlusão, entretanto, não serão apresentadas devido ao fato de não ser otema desta trabalho e de estarmos interessados na sua falha.74



inviabilizada. No aso do modelo XY isotrópio a situação é partiularmente desa�antedado que a onstrução baseada nas simetrias do hamiltoniano LGW falha ao não onsideraras exitações topológias que levam este sistema a passar por uma transição de fase do tipoKosterlitz-Thouless [109�111℄. Isto mostra que somente onsiderações de simetria não sãosu�ientes para a predição orreta da lasse de universalidade e da ordem da transição paratodos os gases de rede 2D.Contudo, enquanto a transição de segunda ordem para o gás om exlusão 4NN é omple-tamente inompatível mesmo om a versão modi�ada da teoria LL (na qual os invariantesde tereira ordem são permitidos), o aso 2NN não é tão mau. O hamiltoniano LGW parao gás de rede 2D om exlusão 2NN é [25℄
H =

∫
d2

x

[
(∇ψ1)

2 + (∇ψ2)
2 + r

(
ψ2

1 + ψ2
2

)
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(
ψ2

1 + ψ2
2

)2
+ v

(
ψ4

1 + ψ4
2

)] (5.1)onde ψi om i = 1, 2 são as duas omponentes do parâmetro de ordem pertenentes a re-presentação irredutível bidimensional do grupo espaial P4mm. Na ausênia de anisotropiaúbia (último termo da Eq. (5.1)) este hamiltoniano não apresenta uma transição de faseuma vez que as exitações de Goldstone sem massa destruirão a ordem de longo alane paraqualquer temperatura �nita. Além do mais, a Eq. (5.1) não leva em onsideração defeitostopológios (vórties), responsáveis pela transição de fase no modelo XY real [109�111℄ epelo apareimento de uma pseudo ordem de longo alane. Então, na passagem do hamil-toniano mirosópio para a desrição oarse grained LGW, detalhes importantes da físiado problema foram deixados para trás [112, 113℄. Claramente sob tais ondições nenhumaonlusão baseada neste hamiltoniano LGW pode ser ompletamente on�ável. Contudo,se analisarmos melhor a forma de Eq. (5.1), a ritialidade do tipo Ising não é inompatívelom sua estrutura. Baseando-se nas propriedades gerais do �uxo RG, esperamos que aEq. (5.1) tenha um ponto �xo do tipo Ising no qual o invariante isotrópio de quarta ordemserá nulo. Neste ponto �xo, o hamiltoniano LGW desaoplará em dois hamiltonianos do75



tipo Ising para ada uma das omponentes do parâmetro de ordem. Os argumentos de si-metria, entretanto, não podem nos dizer se este ponto �xo do tipo Ising é estável, ou mesmoaessível ao �uxo do grupo de renormalização. Contudo, diferentemente do aso 4NN, aritialidade tipo Ising para a exlusão 2NN, obtida nas nossas simulações, não invalida, emprinípio, as predições da teoria LL. Esta observação é bastante surpreendente, já que emum espaço de parâmetros multidimensional om um número in�nito de pontos �xos (linhas�xas) de existênia onheida para o modelo XY real om anisotropia úbia [114℄, podeoorrer que o modelo 2NN simplesmente esteja numa região dominada por um ponto �xodo tipo Ising.O aso 2NN tem sido disutido na literatura ao longo dos últimos 40 anos e não há umonsenso sobre o seu omportamento na região rítia, inlusive sobre a própria existêniadesta. Nossos resultados mostram que a transição observada neste sistema é ompatívelom a lasse de universalidade do modelo de Ising 2D, diferentemente dos outros estudosprévios via simulações MC [47,115℄. É importante notar que estes resultados foram obtidosomo limites de baixas temperaturas de modelos térmios e os resultados apresentados naoasião foram interpretados omo ompatíveis om a lasse de universalidade do modeloXY om anisotropia úbia, orroborando o resultado apresentado na ref. [25℄. Porém aoanalisarmos os valores obtidos para os expoentes rítios, observamos que estes resultadostambém são ompatíveis om os que nos obtivemos [9℄ se levarmos em onta a preisãonuméria disponível na oasião.O aso 3NN, aparentemente, não havia sido simulado diretamente via método de MCe isto foi realizado neste trabalho. Para a transição ordem-desordem pela qual o sistemapassa, diferentemente do aso 2NN, há um onsenso entre os diferentes trabalhos realizadospreviamente os quais utilizaram diferentes ténias omo as expansões em série, matrizde transferênia, métodos variaionais de luster, além dos argumentos de simetria para aonstrução de um hamiltoniano LGW. A transição é fortemente de primeira ordem, omuma desontinuidade visível na densidade quando alulada em função do potenial químio.76



Este resultado é bastante interessante, pois aumentando a amada de exlusão, a naturezada transição de fase é modi�ada.Para o gás de rede 4NN foi enontrada, por meio das simulações, uma transição ordem-desordem ontínua na lasse de universalidade do modelo de Ising. É importante ressaltarque usualmente, por meio de simulações não é possível garantir que uma dada transição éde primeira ordem muito fraa ou se é de segunda ordem, omo o que oorre, por exemplo,para o modelo de Potts de ino estados [116℄. Esta impreisão oorre devido ao fato deque mesmo que o omprimento de orrelação permaneça �nito numa transição de primeiraordem, este pode assumir um valor bastante grande que pode ser maior do que o sistemasimulado, resultando em uma aparente transição ontínua, om propriedades de esala detamanho �nito omo as desritas na Seção (2.7.5). Há, entretanto, uma grande diferençaentre o modelo de Potts de q-estados e os gases de rede aqui estudados. Para o modelode Potts, a teoria de ampo médio [108℄ prediz que todas as transições para q ≥ 3 sãode primeira ordem. Contudo, as �utuações modi�am a ordem da transição do modeloom q = 3 e 4 para segunda ordem, e fazem om que no aso q = 5 a transição seja deprimeira ordem, porém muito fraa [107℄ 2. A importânia das �utuações diminui paravalores grandes de q e a teoria de ampo médio se torna progressivamente mais preisa- todas as transições para q > 4 são de primeira ordem. Para gases de rede, por outrolado, a teoria de ampo médio (LL) prediz que a transição deve ser de segunda ordem atéa exlusão 2NN e de primeira ordem para os asos om maiores amadas de exlusão. Defato, obtivemos transições ontínuas para os asos 1NN e 2NN e uma transição de primeiraordem para o 3NN. Porém, diferentemente do modelo de Potts, a onordânia om a teoriade ampo médio se desfaz no sistema om exlusão 4NN e se reestabelee no 5NN3. Ofato de não haver transições de segunda ordem induzidas por �utuações que preedam esta2Os termos �forte� e �frao� para uma transição de primeira ordem se referem à diferença de energiaentre as duas fases, oexistentes no ponto de transição, ser maior ou menor.3Esta observação havia sido feita na Ref. [98℄ porém a argumentação usada pelo autores (seguindo aRef. [31℄) de que o fato responsável pela natureza (ordem) da transição seria a �rugosidade� da partíula aoinvés de somente a amada de exlusão não é lara, uma vez que não quanti�a e tampouo realiza prediçõespara amadas de exlusão maiores. 77



transição, já que a transição do aso 3NN é desontínua, sugere que a transição do 4NNnão é de primeira ordem (bastante) fraa ao invés de uma de segunda ordem diferentementedo oorrido nas transições ontínuas no modelo de Potts de 3 e 4 estados em relação atransição desontínua deste modelo om 5 estados. Além do mais, os expoentes rítiosobtidos oloam o aso 4NN diretamente na lasse de universalidade do modelo de Ising.Então, seria muita oinidênia que a ritialidade de Ising fosse somente um ruzamento(rossover) na direção de uma transição de primeira ordem. Conjeturamos, de fato, queo sistema om exlusão 4NN não é o únio que apresentará uma transição ontínua nosasos de maiores amadas de exlusão. Esta onjetura é baseada na observação que amedida que a região de exlusão é aumentada, o sistema se aproxima do limite ontínuo noqual a rede se torna irrelevante. A fusão em sistemas 2D ontínuos é guiada por defeitostopológios (disloations) e é de segunda (na verdade, in�nita) ordem, pertenendo a lassede universalidade de Kosterlitz-Thouless [109�111,117�119℄. Claramente, isto não pode serreoniliado om a previsão LL de uma transição de primeira ordem para todas as exlusõesaima de 2NN. Então, devem haver outros gases de rede om exlusões maiores que 5NN osquais também devem apresentar transições ontínuas. A únia forma de enaixar este fatona teoria LL é relaxar a hamada �regra de Lifshtiz� a qual proíbe as representações paraas quais a parte antisimétria de seus produtos diretos ontém uma representação vetorial.Isto, entretanto, destruiria por ompleto a teoria LL uma vez que o número de representaçõespossíveis para a onstrução de um hamiltoniano LGW invariante seria in�nito.É bastante difíil ompreender o meanismo que provoa a mudança de natureza de umatransição de primeira ordem, prevista pela teoria de ampo médio, para uma de segundaordem quando as �utuações são levadas em onsideração. Em duas dimensões, entretanto,este fato paree ser bastante reorrente omo é demonstrado pelo modelo de Potts de 3 e4 estados os quais passam por transições ontínuas apesar da presença de invariantes detereira ordem nas suas energias livres obtidas por meio de ampo médio. Neste trabalho,foi enontrado que outro meanismo também é possível - as �utuações podem invalidar78



a ondição de Lifshtiz, transformando uma transição de fase de primeira ordem em umade segunda induzida por �utuações. Na visão da nossa onjetura em que os asos 1NN,2NN e 4NN não são os únios gases de rede os quais passam por transições ontínuas,seria interessante ver quais as exlusões de mais alta ordem que também apresentariamtransições ontínuas e o que distingue estes sistemas dos que passam por transições de faseordem-desordem desontínuas.No apítulo 4 foi disutida uma proposta para a energia livre da fase �uida de um gásde rede formado por partíulas quadradas duras e de lados paralelos à rede subjaente. Éimportante ressaltar que esta proposta tem por objetivo desrever de uma forma simples afase �uida deste sistema, o que faz om que os resultados obtidos não se apliquem em densi-dades maiores, muito menos na região rítia. No aso 2NN, a diferença entre a equação deestado proposta e os resultados da simulação MC é visível para frações de volume próximasa 0.5. Abordagens mais omplexas ao problema, omo a que foi desenvolvida nos traba-lhos baseados na LFMT (lattie fundamental measure theory) [120℄, também apresentamdesvios análogos nesta região [89℄. Esta teoria fornee uma equação de estado (na verdade,possibilita a obtenção da energia livre) apresentando um bom aordo om os resultadosda simulação para densidades intermediárias (om pode ser visto na Fig. (4.4)). Porém,falha na desrição das propriedades rítias do modelo, apesar de predizer uma transiçãode segunda ordem para o sistema em aordo om este trabalho [9℄ e om a maioria dosestudos prévios para este sistema, omo pode ser visto na Tabela 3.1. A predição de umatransição para uma fração de volume φ ≈ 0.764 (ρ ≈ 0.191) não foi on�rmada pelas nossassimulações. Porém, para valores da fração de volume superiores aos da transição enon-trada nas nossas simulações (ρc ≈ 0.233, ver Cap. 3), novamente a proposta desta teoriavolta a ter um bom aordo om os resultados numérios, o que nos leva a onluir que aenergia livre proposta na Ref. [89℄ é bastante preisa na desrição da fase olunar. No aso5NN, também é notado um desvio entre os resultados obtidos nas simulações e os previstospela Eq. (4.8). Infelizmente a Ref. [89℄ não disponibiliza a equação de estado para este79



modelo, sendo assim neessário apliar todo o formalismo desenvolvido na Ref. [120℄ paraa obtenção da expressão desejada. Este é um ponto importante que deve ser ressaltado: aexpressão obtida neste trabalho [10℄ tem o mesmo grau de preisão que os resultados daRef. [89℄ quando omparada às simulações. Como foi omentado no Cap. 4, os resultadosdo aso 2NN obtidos na Ref. [89℄ não aumentam onsideravelmente a preisão obtida an-teriormente om ténias omo os métodos variaionais de luster [34℄ e além disto, sãoiguais aos obtidos previamente por Temperley [105℄. Obtivemos que na fase �uida, parafrações de volume φ < 0.5, a equação de estado aqui proposta é bastante simples e de boapreisão. Infelizmente, devido à sua simpliidade, esta equação de estado não é apaz deapturar fen�menos mais omplexos que oorrem a densidades mais altas, e nesta situação,uma abordagem seguindo uma linha omo a desenvolvida por Cuesta e olaboradores (verref. [120℄ e referênias lá ontidas) deve ser utilizada. Uma das vantagens da equação deestado aqui desenvolvida é a notável simpliidade de sua apliação nos gases om quadradosde diferentes lados, onde somente é neessária a substituição do valor desejado de λ na equa-ção (4.8). Esta simpliidade ontrasta om os resultados da Ref. [89℄, onde a medida quea região de exlusão aumenta, uma maior quantidade de termos são neessários na energialivre, levando a uma forma muito mais ompliada do que a da Eq. (4.8).5.1 Extensões do TrabalhoA primeira extensão possível é a apliação das ténias utilizadas neste trabalho em redesuja oordenação pode ser maior ou menor do que a da rede quadrada, omo no asoda rede triangular e honeyomb. É sabido que estas redes apresentam uma on�guraçãode empaotamento máximo uniamente de�nida, o que possivelmente levará a um aordoentre as teorias aproximadas (expansões em séries, métodos variaionais de luster, et)e a teoria LL de ampo médio. Nesta visão a rede quadrada, aqui estudada, é a maispatológia, pois em diversas situações não possui a on�guração de empaotamento máximo80



uniamente de�nida. Seria interessante a realização de simulações MC explíitas da situaçãoonde uma partíula de núleo extenso interage atrativa/repulsivamente om as amadas deexlusão mais altas nas diversas redes. Resultados prévios para estes sistemas mostram quealguns asos podem apresentar diagramas de fase semelhantes ao de �uidos reais (omo oapresentado pelo arg�nio), porém omo estes trabalhos são bastante antigos em algumassituações os resultados são inonlusívos via as teorias de aproximação e é possível que omas simulações essas situações se tornem mais laras.Outra extensão interessante é o aso onde o gás de rede se enontra sob a ação de umampo gravitaional. Este modelo simples pode ser usado omo modelo para a ompataçãode materiais granulares [121, 122℄. A apliação da LFMT para este sistema seria interes-sante a �m de omparar os resultados obtidos por meio dela om os da simulação MC.Uma proposta semelhante foi usada om esferas duras em omparação om a FMT [123℄.Outra possibilidade é o estudo de misturas de ubos e quadrados de diferentes tamanhospensando nestes omo onstituintes básios de um modelo para segregação de materiaisgranulares [124℄.
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Apêndie A
Ténia da repesagem de histogramas
Usualmente o método de Monte Carlo envolve várias diferentes simulações, ada uma omdiferentes variáveis independentes que, no aso do ensemble grande an�nio, são µ, T e
V . Com estes resultados é possível identi�ar as diferentes fases pelas quais o sistemapassa, bem omo determinar as propriedades termodinâmias de interesse, omo foi vistono Cap. 2. A obtenção destas quantidades termodinâmias se dá por meio de médias deensemble, utiliza-se o estimador (2.4) quando um proesso de amostragem por importâniaé realizado. Entretanto, Ferrenberg e Swendsen [125℄1 mostraram que é possível obter maisinformações a partir dos dados gerados numa únia simulação para uma dada ondição(µ0 e T0), utilizando os histogramas de energia aumulados ao longo da simulação2 . Esteapêndie tem omo objetivo expliar e exempli�ar a utilização dos métodos desenvolvidosnas referênias [125,126℄ para a análise dos dados, usados na determinação das propriedadesrítias dos gases de rede no Cap. 3. Primeiramente será disutida a versão mais simplesdo método a qual �ou onheida omo método do histograma únio e posteriormente ométodo mais geral desenvolvido om a �nalidade de ombinar histogramas om diferentes
µ's e T 's - o método dos histogramas múltiplos.1O trabalho [125℄ não foi o primeiro onde as idéias baseadas nas distribuições obtidas nas simulaçõesforam utilizadas, porém foi a partir deste trabalho que estas passaram a ser amplamente utilizadas.2Na referênia [125℄ esta ténia foi apliada ao modelo de Ising, por isto usaremos os histogramas deenergia, mas o método é ompletamente geral sendo extensível a outros observáveis, omo a magnetização.82



A.1 Método do histograma únioO problema proveniente do alto usto omputaional da realização de diversas simulaçõesse torna mais evidente na região rítia, uma vez que uma pequena variação em algum dosparâmetros de ontrole leva a grandes alterações nas funções resposta, omo pode ser vistonos pios apresentados pelo alor espeí�o e suseptibilidade. A identi�ação da regiãorítia e determinação de suas propriedades, requerem que diversas simulações sejam reali-zadas om a �nalidade de determinar preisamente os pontos de máximo e de mínimo dasquantidades de interesse: alor espeí�o, suseptibilidade, parâmetro de ordem, umulantede Binder. Deve ser notado (omo foi disutido no Cap. 2) que ada uma destas quanti-dades apresenta seu ponto de transição (máximo ou mínimo, dependendo da quantidade)em diferentes temperaturas, as quais são dependentes do tamanho do sistema. A partirdas propriedades de esala destas quantidades é possível a obtenção dos diversos expoentesrítios.A proposta do método da repesagem de histogramas é ir além do resultado usual dasimulação MC, uma vez que é apaz de determinar quantidades termodinâmias ao longode toda uma região do espaço de parâmetros, inlusive ao longo da região rítia, a partir deuma únia simulação. Isto oorre porque ao invés de simplesmente ter um onjunto disretode pontos (resultados das diferentes simulações), o método realiza uma extrapolação a partirdos histogramas aumulados numa simulação realizada em µ0 e T0. Esta extrapolaçãopermite obter um dado observável de forma ontínua, bem omo determinar om preisãoa posição do máximo e sua altura. Na abordagem usual, deve ser notado, que nenhum dosdiferentes pontos gerados realmente é o máximo do observável3.O método parte dos dados brutos obtidos em uma simulação em dadas ondições, por3A solução normalmente utilizada para este problema é ajustar uma urva ontínua aos resultados dasdiferentes simulações.
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exemplo numa temperatura T0 (β0) e a partir da expressão do estimador da simulação MC,
QM =

M∑

i=1

Qµi
p−1

µi
e−βEµi

M∑

j=1

p−1
µj
e−βEµj

,

possibilita o álulo das diferentes quantidades de interesse para qualquer outra tempera-tura desejada. Para isto é só notar que uma vez que os dados originais foram gerados deaordo om a distribuição de Boltzmann na temperatura T0, ou seja,
pµi

=
1

Z0
e−β0Eµi ,o estimador numa temperatura T é dado por

QM =

M∑

i=1

Qµi
e−(β−β0)Eµi

M∑

j=1

e−(β−β0)Eµj

. (A.1)
Esta é a equação fundamental do método da repesagem de histogramas. Além do trabalhooriginal [125℄, muitas de suas revisões �zeram uso de histogramas de energia, o que aarretaalgumas limitações ao método, omo por exemplo a neessidade de disretizar (binning) adistribuição de energia de sistemas ontínuos4. Nos últimos anos, o aumento da apai-dade de armazenamento dos omputadores permitiu que as séries temporais das diferentesquantidades de interesse fossem guardadas em diso, o que dispensa o uso de histogramas(multi)dimensionais ao longo da simulação, permitindo uma maior �exibilidade na análisedos dados.4Para que não seja preiso fazer binning nos sistemas disretos, é neessário o onheimento do número depossíveis estados de energia, mas uma vez que este número é onheido, o histograma se torna mais preisopois estará ontando em ada intervalo (bin) do histograma somente a energia orrespondente àquela faixade energia. 84



Infelizmente, omo a simulação MC não realiza uma amostragem de todo o espaço defase (omo foi ressaltado na seção (2.3)) os resultados de uma dada simulação à temperatura
T0 só poderão ser repesados para uma região próxima a ela. Para estabeleermos um ritériopara a temperatura que limita a região de repesagem, onsideramos que a diferença entre ovalor estimado para a energia numa dada temperatura T e o valor obtido na temperaturaoriginal T0 deva ser menor do que a meia largura do histograma para a energia em T0, ouseja,

|〈e〉(T ) − 〈e〉(T0)| ≤ ∆e(T0).A meia largura ∆e do histograma de energia pode ser relaionada ao alor espeí�o por
(∆e)2 ≡ 〈(e− 〈e〉)2〉 = 〈e2〉−〈e〉2 = C(β0)/β

2
0V e usando a expansão de Taylor para a ener-gia 〈e〉(T ) = 〈e〉(T0)+C(T0)(T −T0)+ ..., podemos esrever C(T0)(T −T0) ≤ T0

√
C(T0)/Vou

|T − T0|
T0

≤ 1√
V

1√
C(T0)

. (A.2)Como C(T0) é onheido, temos uma estimativa para a temperatura T até onde a extrapo-lação pode ser realizada. Um observação interessante sobre a propriedade de esala destarelação é que na região rítia C(T0) ∼ Lα/ν o que implia que
|T − T0|
T0

∼ L−d/2L−α/2ν

∼ L−(dν+α)/2ν

∼ L−1/νonde foi usada a relação de hiper-esala α = 2 − dν. Interessantemente, a região de valoresda temperatura reduzida t para a qual uma dada variável de esala x (x = L1/νt) nosálulos de �nite size saling também esala omo L−1/ν . Isto signi�a que o domínio devalores de x para os quais podemos estimar a função de esala χ̃(x) usando apenas umasimulação realizada na temperatura rítia Tc não é alterado om o aumento do tamanho85



do sistema. Isto faz om que o método do histograma únio seja bastante onveniente paradiversos álulos de �nite size saling.Outro fato interessante é estabeleer o efeito do número de medidas n feitas ao longo dasimulação na região de repesagem. Podemos obter uma estimativa exigindo que o númerode entradas num dado intervalo do histograma seja muito maior do que um, digamos k.Assumindo que a distribuição de energia é aproximadamente gaussiana, podemos esrevereste ritério omo
n√

2πσ2
E

exp

[
− [U(T ) − U(T0)]

2

2σ2
E

]
= k. (A.3)Como foi feito anteriormente, podemos eliminar a diferença U(T )−U(T0) em favor de ∆T erearranjando a expressão aima, enontramos que ∆T ∼

√
logn. Deve ser notado que esteé um resimento lento da região de repesagem om o número de medidas n realizado, ouseja, aumentar o tempo de simulação não favoree a região de repesagem.A �gura (A.1a) ompara o alor espeí�o para o modelo de Ising obtido por meio darepesagem de histogramas om o resultado exato [127℄ e pode-se pereber que a medida quenos afastamos do ponto onde a simulação foi realizada, a qualidade (no sentido da obtençãodo resultado via repesagem igual ao de uma simulação direta naquela temperatura) vai sedeteriorando. A deteriorização da qualidade dos histogramas repesados om a distâniaà temperatura original pode ser visto nos histogramas da �gura (A.1b). O histogramarepesado para a temperatura mais distante é, om erteza, diferente do que seria obtidonuma simulação direta (na �gura são mostrados os resultados exatos de Beale [129℄ para�ns de omparação). É importante pereber o grande desvio existente nos pontos maisdistantes da região entral onde a estatístia obtida na simulação a temperatura T0 é muitobaixa.A forma enontrada para obter os observáveis ao longo de uma região maior do es-paço de parâmetros é o uso de múltiplos histogramas gerados em diferentes temperaturas eombinados onvenientemente [126℄, omo será visto na seção seguinte.86



(a) (b)Figura A.1: (a) Calor espeí�o do modelo de Ising 2D numa rede quadrada 16×16 aluladovia repesagem de uma únia simulação MC realizada à temperatura β0 = βc ≈ 0.44. O valorobtido da simulação direta está marado pelo ponto esuro. A linha ontínua é a soluçãoexata de Kaufman [127, 128℄. (b) O orrespondente histograma de energia a temperatura
β0, e repesado para as temperaturas β = 0.375 e β = 0.475. A linha traejada orrespondeaos resultados exatos obtidos de expressão exata de Beale [129℄. Figuras da ref. [130℄.A.2 Método dos histogramas múltiplosUma das vantagens do uso de simulações MC é a possibilidade de obter e araterizar odiagrama de fase do sistema, o que envolve a determinação de observáveis numa granderegião do espaço de parâmetros. Como foi visto na seção anterior, o método de repesagemde histogramas pode ser utilizado na obtenção das propriedades de interesse numa regiãopróxima (da ordem de L−1/ν na região rítia) aos parâmetros onde a simulação original foirealizada. Realizando algumas simulações que apresentam superposição de suas regiões deenergia, podemos ombinar os resultados das repesagens individuais e obter as propriedadesnum domínio maior do espaço de parâmetros sem a neessidade da realização de novassimulações. O método dos histogramas múltiplos faz exatamente isto, mas ao invés deombinar (adequadamente) os diferentes resultados para um dado observável, o método87



otimiza a obtenção da densidade de estados do sistema, a qual esta relaionada a função departição e a partir desta determinar as demais propriedades de interesse.O método é bastante geral e pode ombinar qualquer número de histogramas desde quehaja uma superposição nas energias medidas ao longo das diferentes simulações. Uma grandevantagem do método dos histogramas múltiplos é o fato que este permite adiionar outrassimulações à análise dos dados tanto om a �nalidade de aumentar a preisão obtida quantode estender a região de extrapolação dos resultados. Este fato permite um planejamentotanto da temperatura quanto do tempo de simulação para futuras simulações que venhama ser realizadas.Primeiramente, notamos que a probabilidade de uma dada on�guração om energia
E ser gerada numa simulação MC om amostragem por importânia (de aordo om adistribuição de Boltzmann) é

p(E) = ρ(E)
e−βE

Z
, (A.4)onde ρ(E) é a densidade de estados om energia E e Z é a função de partição do sistema. Aolongo da simulação de MC, temos que a probabilidade de enontrar o sistema om energia

E é simplesmente o número de vezes a qual esta aparee ao longo de n medidas, ou seja,
pest(E) =

N(E)

n
. (A.5)Com esta expressão podemos reesrever a densidade de estados, Eq.(A.4), omo

ρest(E) =
N(E)

n

Z

e−βE
. (A.6)Ao realizarmos R simulações em diferentes temperaturas Ti (βi), estas forneem estima-tivas diferentes das quantidades ρi(E) e Zi, as quais devem onordar entre si, já que sãoaraterístias do sistema e não de uma dada simulação. Como já foi disutido anterior-mente (ver Cap. 2), devido ao tamanho e tempo de simulação �nitos apenas uma parte do88



espaço de fase é explorada ao longo de uma dada simulação5, fazendo om que as estimati-vas obtidas sejam diferentes em ada simulação. A estimativa para a densidade de estadosobtida na simulação i é 6
ρi(E) =

Ni(E)

ni

Zi

e−βiE
. (A.7)A idéia básia do método onsiste em enontrar uma maneira de ombinar estas diferen-tes estimativas para ρi de forma a obter a melhor estimativa para a ρ verdadeira do sistema,ou seja, devemos enontrar quais os pesos apropriados para a realização de uma média pon-derada. As diferentes estimativas para a densidade de estado ρi do sistema levam em ontao número de entradas em ada bin de energia do respetivo histograma e será melhor ondeeste número Ni(E) for grande, e será pior quando Ni(E) tiver pouas, ou nenhuma, en-trada. A idéia básia do método é atribuir um peso maior quando um dado histograma temum maior número de entradas para uma dada energia7 em relação aos demais histogramas.Esreveremos a densidade de estados do sistema omo a média ponderada das diferentesestimativas ρi(E) obtidas para ada temperatura Ti

ρ(E) =
R∑

i=1

wi(E) pi(E) eβiE Zi, (A.8)onde os pesos wi(E) estão sujeito ao vínulo
R∑

i=1

wi(E) = 1. (A.9)Esolheremos os pesos wi(E) de tal forma que a variânia na densidade de estados estimadaseja mínima. Para isto usaremos o fato de que as �utuações em diferentes simulações são5Isto oorre mesmo que a ondição de ergodiidade seja observada, já que esta exige uma probabilidade�nita mas não a realização explíita de ada on�guração.6A distribuição de probabilidades p e a densidade de estados ρ(E), presentes na Eq. (A.4), são funções damédia de ensemble do número de entradas no bin E, 〈Ni(E)〉, e não dos valores obtidos em ada simulação,
Ni(E). Outro fato importante é que a distribuição de Ni(E) será poissoniana, o que implia que a variâniadesta quantidade será proporional ao seu valor médio 〈Ni(E)〉.7Disutiremos iniialmente somente levando a energia em onsideração, posteriormente será apresentadoomo os demais observáveis, omo a magnetização, devem ser tratados.89



desorrelaionadas, om isto a variânia será dada por
δ2ρ(E) = 〈ρ2(E)〉 − 〈ρ(E)〉2

=

R∑

i=1

w2
i (E) e2βiE Z2

i

[
〈 p2

i (E) 〉 − 〈 pi(E) 〉2
]

=
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i=1

w2
i (E) e2βiE Z2

i

[ 〈N2
i (E) 〉
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i
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]

=
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w2
i (E) e2βiE Z2

i 〈Ni(E) 〉/n2
i

=

R∑

i=1

w2
i (E) e2βiE Z2

i ρ (E)/ni e
−βiE/Zi

=
R∑

i=1

w2
i (E) eβiE Zi ρ (E)/ni (A.10)Agora, alularemos os pesos wi(E) que minimizam a Eq. (A.10). Para que o vínulo (A.9)seja respeitado, neessitaremos utilizar um multipliador de Lagrange λ de tal forma que,

∂

∂wi(E)

[
δ2ρ(E) + λ

R∑

i=1

wi(E)

]
= 0,resultando na seguinte expressão para os pesos wi(E) :

wi(E) =
λ ni

ρ(E) eβiE Zi

. (A.11)Substituímos este resultado na Eq. (A.9) e determinamos o multipliador λ
λ =

[
R∑

i=1

e−βiE/ρ(E) ni/Zi

]−1

.
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Este em onjunto om a Eq. (A.11) ao serem substituídos na Eq. (A.8), resulta em
ρ(E) =

R∑

i=1

ni e
−βiE/Zi∑R

j=1 e−βjE nj/Zj

pi(E) eβiE Zi

=
R∑

i=1

ni∑R
j=1 e−βjE nj/Zj

Ni(E)

ni

=
R∑

i=1

Ni(E)
∑R

j=1 e−βjE nj/Zj

. (A.12)Na expressão para ρ(E), as únias grandezas ainda não onheidas são as funções de par-tição, Zi. Felizmente, é possível obter estas grandezas usando o fato de que ada uma dasfunções de partição é função das demais,
Zk =

∑

E

ρ(E)e−βkE =
∑

E

∑
iNi(E)∑

j njZ
−1
j e(βk−βj)E

. (A.13)Estas equações podem ser resolvidas por iteração, ou seja, dada uma estimativa iniial paraos diferentes Zk usa-se a Eq.(A.13) para obter os novos valores e repete-se suessivamenteaté que a preisão desejada seja obtida. Uma vez determinadas as funções de partição Zk,é possível alular a função de partição Z do sistema :
Z(β) =

∑

E

∑
iNi(E)∑

j njZ
−1
j e(β−βj)E

. (A.14)A partir da qual é possível obter as demais grandezas. Por exemplo, a energia do sistema édada por
U(β) =

∑

E

E ρ(E)
e−βE

Z(β)

=
1
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∑

E

E

∑
iNi(E)∑

j njZ
−1
j e(β−βj)E

. (A.15)Apliaremos o método desrito a diferentes sistemas om a �nalidade de mostrar as suas91



vantagens e os detalhes de sua apliação. É importante notar que este método é muito maisompliado do que a realização direta das simulações, porém ainda ompensador. A seguirapresentaremos a sua apliação ao modelo de Ising, ao gás de rede e ao gás om exlusãoaté segundos vizinhos (aso 2NN do Capítulo 3).A.2.1 Modelo de IsingNesta seção, apliaremos o método dos histogramas múltiplos ao modelo de Ising bidimen-sional e desreveremos uma série de detalhes deorrentes da implementação do método. Aobtenção dos histogramas foi realizada a partir de ino simulações numa rede 32 × 32 emdiferentes temperaturas, Ti = 1.8, 2.0, 2.2, 2.4, 2.6, em ada uma destas o tempo total foi de
107 MCS e as entradas nos histogramas foram adquiridas a ada 10 MCS. Os histogramassão mostrados na Fig.(A.2). Este sistema, omo todos os estudados neste trabalho, temespetro de energias disreto8.O primeiro detalhe a ser perebido para a apliação do método é identi�ar a ordemde grandeza dos diferentes termos da Eq.(A.13). O numerador não apresenta problemamesmo no aso de simulações bastante longas pois, normalmente, não teremos númerosmaiores que 108 ou 109 e que de qualquer forma sempre serão menores do que nj (presenteno denominador), então a razão destes dois números sempre será menor do que um. Asdi�uldades no álulo apareem nos demais termos do denominador: Z−1

j e e−βjE , os quaisenvolvem exponeniais da energia total do sistema. O prinipal problema reside no fato deque o omputador não onsegue representar um número da ordem de e2000, o máximo é de
≈ 10300 ( o mesmo oorre para números muito pequenos omo ≈ 10−300), este problema seestende à função de partição Zj uma vez que esta é de�nida omo soma destas exponeniais.A solução para este problema é trabalhar om os logaritmos dos valores envolvidos já queestes não exederão os limites do omputador. Para que seja possível realizar a soma,8Para o modelo de Ising bidimensional numa rede 32 × 32 os possíveis valores de energiasão: −2048,−2044, ...,−4, 0, 4, ...2048, onde utilizamos J = 1. Para a magnetização teremos
−1024,−1022, ...,−2, 0, 2, ..., 1022, 1024. 92
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Figura A.2: Histogramas N(E) das energias medidas para o modelo de Ising bidimensionalnuma rede quadrada 32 × 32 em ino simulações de 107 MCS utilizando o algoritmo deMetropolis (seção 2.5). As temperaturas nas quais as simulações foram realizadas são (daesquerda para direita): T = 1.8, 2.0, 2.2, 2.4, 2.6.devemos obter uma expressão que leve em onta o fato de que os números que desejamossomar não são onheidos, apenas os seus logaritmos o são. Podemos esrever o logaritmoda soma de dois números x1 e x2, ujos logaritmos são l1 e l2 omo
log(x1 + x2) = log(el1 + el2)

= log(el1(1 + el2−l1))

= l1 + log(1 + el2−l1) (A.16)Onde usamos o fato de que l1 ≥ l2, aso isto não oorra, podemos troar l1 por l2 naexpressão9. Infelizmente, o uso dos logaritmos implia em um usto omputaional muitomaior do que o de uma soma simples, mas deve ser observado que o resultado �nal dométodo resultará em um usto omputaional muito menor do que a realização explíita de9A linguagem C tem uma bibliotea matemátia hamada log1p(x) para o álulo de números do tipo
log(1 + x) om x pequeno. 93



muitas simulações isoladas nas diferentes temperaturas.Para o obter a expressão que envolve os logaritmos das funções partição Zk, omeçamosnotando que estes valores serão determinados a partir da soma de outros números, os quaispodem apresentar valores grandes ou pequenos, ou seja,
lnZk = ln

(
∑

E

xE

)
= ln (xE1

+ xE2
+ xE3

+ ...) (A.17)onde
xE =

∑
iNi(E)∑

j njZ
−1
j e(βk−βj)E

. (A.18)Como foi omentado anteriormente, não onheemos diretamente os valores dos xE , somenteseus logaritmos lx, os quais podem ser esritos omo
lx = ln

(
∑

i

Ni(E)

)
− ln

(
∑

j

nj Z
−1
j e(βk−βj)E

)
. (A.19)Os termos que estão presentes no somatório no último termo da Eq. (A.19) podem apresentarproblemas ao serem representados no omputador, porém ao analisarmos o seu logaritmo

ln

(
∑

j

nj Z
−1
j e(βk−βj)E

)
= ln ( y1 + y2 + y3 + ... ) , (A.20)onde

ln y1 = ln n1 + (βk − β1)E − lnZ1, (A.21)perebemos que não haverá problema para sua representação e também notamos que nestetermo estão presentes os logaritmos das funções partição lnZk, o qual é justamente a gran-deza que estamos alulando, por iteração, no iníio da Eq. (A.17).O programa realiza um loop para alular a soma dos yi a partir dos seus logaritmos,via Eq. (A.16), o que possibilita a determinação dos logaritmos de xE , que por sua vez emoutro loop são somados para a obtenção do lnZk. Este resultado é utilizado na próxima94



interação até que a preisão desejada seja alançada.Outro problema que pode ser notado é o fato de na Eq.(A.15) apareer o valor E o qualpode ser negativo e om isto gerar problemas no álulo dos logaritmos. Resolvemos estaquestão somando uma quantidade U0 que faça om que nenhum nível de energia tenha umvalor negativo 10, ou seja,
ln [U(β) + U0] = − lnZ(β) + ln

[
∑

E

(E + U0)xE

] (A.22)onde xE foi de�nido na Eq. (A.18). Como novamente preisaremos usar o truque de somarnúmeros dos quais onheemos somente os logaritmos, notamos que
ln [(E + U0)xE ] = ln(E + U0) + lx, (A.23)o que não implia em novas di�uldades, uma vez que já determinamos lx.O resultado do método para a obtenção da energia por spin11 para o modelo de Ising 2D émostrado na Fig.(A.3), onde pode-se notar que o aordo entre os valores obtidos diretamenteem ada temperatura, representados por pontos, e os valores obtidos por meio do métododos histogramas múltiplos, representados pela linha ontínua, é exelente. Aqui se tornaevidente o poder do método: om um esforço omputaional muito menor, da ordem dotempo de simulação neessário para a realização de apenas uma das simulações utilizadas,pode-se obter a energia de forma quase ontínua (passos de δβ = 0.001). Demais simulaçõesforam realizadas no intervalo para averiguar a preisão do método.Até agora o método dos histogramas múltiplos foi disutido em termos dos histogramasde energia obtidos em diferentes temperaturas (βi), mas na realidade o método não dependedos resultados serem aumulados na forma de histogramas, ou seja, podemos ombinar10A mesma solução pode ser utilizada no aso da magnetização, mas neste aso também podemos utilizaro módulo ao invés do seu valor real.11Deve ser lembrado que em todas a equações anteriores o valor da energia E presente nas fórmulas é aenergia total do sistema e não a energia por spin. 95



-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

 1.8  2  2.2  2.4  2.6

E
/N

TFigura A.3: Energia por spin para o modelo de Ising bidimensional numa rede quadrada
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Zk =
∑

E

∑
iNi(E)∑

j njZ
−1
j e(βk−βj)E

=
∑

i,E

Ni(E)∑
j njZ

−1
j e(βk−βj)E

=
∑

i,s

1∑
j njZ

−1
j e(βk−βj)Eis

(A.24)onde a soma sobre s é sobre todos os estados medidos ao longo da simulação i, e Eis é aenergia total deste estado. As Eqs. (A.14) e (A.15) também podem ser reesritas nestaforma.Para sistemas onde os níveis de energia são ontínuos é melhor (em prinípio) utilizaras equações na forma da Eq. (A.24), uma vez que não é neessário a realização de binning96



para a produção do histograma. Porém, deve ser notado que o presente método aessaráos arquivos de dados de ada simulação a ada passo da iteração, o que não oorre nométodo do histograma únio, apresentado no omeço deste apêndie, que aessa estes dadossomente uma únia vez. Este ponto é de fundamental importânia pois deve ser notado queno nosso exemplo do modelo de Ising onde as simulação possuem 106 entradas num arquivo(ao invés de aumuladas na forma de histograma) implia num número in�nitamente maiorde realizações das somas dos logaritmos presentes no álulo das funções de partição Zk.Para exempli�ar, para uma preisão de 10−7, menos de 1000 iterações são neessárias paraonvergênia, então a soma será realizada da ordem de 1000 × 5 × 1025 vezes 12, o que noaso em questão é da mesma ordem de aessar somente uma vez a série temporal de todos osarquivos. Para a obtenção da energia no modelo de Ising foi observado que é mais vantajosoprimeiramente gerar os histogramas a partir da série temporal e depois utilizar-los ao invésdo uso da série temporal diretamente.O prinipal problema do uso dos histogramas oorre quando estamos interessados emobter informações sobre outras quantidades diferentes da energia do sistema. Por exem-plo, no modelo de Ising estamos interessados em determinar a magnetização em função datemperatura, neste aso teremos que aumular os dados num histograma bidimensional,
N(E,M), o qual dependendo do tamanho do sistema pode oupar uma grande quantidadede memória. Neste aso observa-se que quando o número de entradas no histograma for daordem do tamanho da série temporal guardada, o usto omputaional será independentedo uso de histogramas.Os demais observáveis do sistema podem ser obtidos primeiramente iterando-se a Eq.(A.24)e a partir dela determinando a função de partição do sistema em função da temperatura.Uma vez que esta é onheida pode-se alular o valor esperado de um observável Q a partir12Este valor orresponde ao produto: número de iterações × número de arquivos × tamanho de adahistograma.
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〈Q〉 =

1

Z(β)
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i,s

Qis∑
j njZ

−1
j e(β−βj)Eis

. (A.25)A seguir, omo na Fig.(A.4), é mostrada a omparação entre os valores obtidos direta-mente das simulações para a magnetização do modelo de Ising e os resultados via o métododos histogramas múltiplos, onde se perebe um bom aordo entre os dois.A.2.2 Gás de redeAgora, apliaremos o método dos histogramas múltiplos na obtenção da densidade em funçãodo potenial químio para o gás de rede onde as partíulas não interagem om os sítiosvizinhos. Inluímos este exemplo devido ao fato deste sistema apresentar uma soluçãoanalítia simples, permitindo a avaliar a preisão dos resultados obtidos om o método.Foram realizadas diversas simulações para diferentes valores do potenial químio, estes98
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1

1 + e−βµ
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Apêndie B
Determinação da Pressão
Infelizmente as simulações no ensemble grande an�nio não determinam diretamente apressão, sendo neessário o uso de ténias auxiliares. Uma da possibilidade é utilizar arelação de Gibbs-Duhem, que estabelee uma relação entre as diferentes variáveis intensivas.Outra forma é por meio do uso do método dos histogramas múltiplos o qual permite aobtenção da função de partição, omo foi visto no apêndie A, a partir da qual a pressãopode ser obtida.B.1 Integração da relação de Gibbs-DuhemA relação de Gibbs-Duhem [131℄ estabelee para um sistema monodisperso a seguinte relaçãoentre a variáveis intensivas e as extensivas:

dµ = −sdT + vdP. (B.1)Onde s é a entropia por partíula, s = S/N , e v o volume por partíula, v = V/N = ρ−1.Para um sistema atérmio, omo o gás de quadrados duros estudado no Capítulo 4, pode
102



ser esrita sem a dependênia da temperatura
dµ = v dP. (B.2)onde µ = µ(ρ) é a equação de estado obtida (diretamente) na simulação GCMC. Assim, arelação de Gibbs-Duhem �a
dP = ρdµ.Como os resultados obtidos na simulação estão na forma µ(ρ) (lembrar que o potenialquímio é �xo e a densidade é permitida �utuar ao longo da simulação) ao invés de ρ(µ)omo sugere a equação aima, podemos realizar uma integração por partes esolhendo umestado de referênia,

P − P0 = ρµ|ρρ0
−
∫ ρ

ρ0

µdρ, (B.3)onde as variáveis P0 e ρ0 são a pressão e a densidade deste estado de referênia e devemser onheidas. Esolhemos, omo estado de referênia, um estado de baixa densidade,ujo omportamento, e equação de estado, orrespondem aos de um gás ideal. A esolhadeste estado é bastante usual e onveniente, pois as simulações om pouas partíulas sãonormalmente rápidas.Para exempli�ar a utilização deste método, o apliaremos a dois sistemas ujas equaçõesde estado são onheidas (podem ser obtidas analitiamente), são eles: o gás ideal e o gásde rede sem interações om os vizinhos, o aso λ1 (ou 0NN) no apítulo 4.B.1.1 Gás idealNesta seção, utilizaremos a equação de estado µ(ρ) do gás ideal, a qual pode failmenteser obtida numa simulação GCMC, para alular a pressão. Partimos da relação entre opotenial químio e a densidade
βµ = ln ρ. (B.4)103



Substituindo esta expressão na Eq. (B.3) e realizando a integração, obtemos
β(P − P0) = ρ− ρ0. (B.5)No estado de referênia βP0 = ρ0 e obtemos a equação para a pressão do gás ideal,

βP = ρ. (B.6)B.1.2 Gás de redePrimeiramente, obteremos a pressão em função da densidade a partir da energia livre deHelmholtz om a �nalidade de utilizar este sistema omo referênia para a integração darelação de Gibbs-Duhem.A densidade de energia livre de Helmholtz (f = F/V ) para o gás de rede é
βf = ρ ln ρ+ (1 − ρ) ln (1 − ρ) . (B.7)A partir desta expressão, podemos obter a pressão derivando a energia livre om relação aovolume [131℄,
−βP =

∂βF

∂V

= −ρ+ ln(1 − ρ) + ρ

βP = − ln(1 − ρ). (B.8)Derivando a energia livre em relação ao número de partíulas, obtemos o potenial químio
βµ = ln ρ− ln(1 − ρ). (B.9)Com a equação de estado µ(ρ) podemos alular a pressão via a integração da Eq. (B.3).104



Esta integração pode ser feita analitiamente e o resultado obtido é
β(P − P0) = − ln(1 − ρ) + ln(1 − ρ0), (B.10)onde P0 se refere à pressão de estado do sistema de referênia. Se esolhermos o próprio gásde rede,

βP0 = − ln(1 − ρ0),obtemos a equação para pressão idêntia à obtida anteriormente, Eq. (B.8). Se por outrolado utilizarmos o gás ideal omo referênia, teremos uma equação que se aproxima dasolução exata a medida que a densidade do gás ideal vai a zero.B.1.3 Equação de estado na simulação GCMCNa disussão apresentada até agora, a equação de estado que relaiona o potenial químioà densidade é onsiderada onheida e failmente obtida na simulações GCMC. Entretanto,este aspeto neessita de algumas observações. A primeira delas é referente ao fato de quea relação µ(ρ) deve ser uma função ontínua para que possa ser integrada, os resultadosobtidos das simulações são apenas pontos ao invés de uma urva, a solução mais simplespara este problema é ajustar um polin�mio à urva obtida na simulação. Nos asos ondeo omportamento é bem distinto em diferentes partes da urva, este ajuste pode ser feitoseparadamente em ada parte da urva. A seguinte expressão para o ajuste dos dadossimulaionais foi usada
βµ = A lnφ+B ln (1 − φ) + C. (B.11)A motivação para este forma é semelhante a disutida no apítulo 4, pois ontém a formadas duas divergênias onheidas (altas e baixas densidades). Na �gura (B.1) são mostradosos ajustes destas urvas para os diferentes asos estudados no Capítulo 4, e pode-se pereberque a liberdade na determinação dos três parâmetros faz om que a urva se ajuste bem105



aos resultados da simulação até frações de volume mais altas do que as apresentadas noapítulo 4, ver Fig. (4.2).
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Figura B.1: Potenial químio versus fração de volume para vários gases de rede bidimensi-onais. Os símbolos são os resultados da simulação de Monte Carlo e as linhas são os ajustesobtidos utilizando-se a Eq. (B.11).A integração da função de ajuste pode ser feita analitiamente e resulta em
βP (φ,A,B, λ, φ0) =

1

λd
(φ0 −B ln(1 − φ0) + (A+B)(φ− φ0) +B ln(1 − φ)). (B.12)A dimensionalidade do sistema entra somente nos fatores λd e os resultados para o asobidimensional são apresentados na Fig. (4.3) juntamente om o resultado obtido via a dife-reniação da Eq. (4.9),
βf = ρ lnφ+ g (λ) (1 − φ) ln (1 − φ)

βP = ρ− g(λ) [ln(1 − φ) + φ] . (B.13)Pode-se pereber na Fig. (4.3) que a pressão obtida analitiamente a partir da energia livre106



MFA está de aordo om a pressão alulada para os resultados da simulação até frações devolume bastante altas.
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B.2 A partir do método dos histogramas múltiplosEste método propiia uma forma muito simples e e�iente de alularmos a pressão a partirdos resultados da simulação. Devido ao fato de que uma vez que determinamos a função departição no ensemble grande an�nio, podemos usar a relação desta om a pressão [131℄,

ln Ξ = β P V. (B.14)Entretanto, a apliação do método dos histogramas múltiplos não determina o valor absolutodas funções de grande partição Ξk (Zk são para o ensemble an�nio) e sim somente adiferença entre elas (razão entre seus logaritmos). Então para que seja possível alular a107



pressão para uma dada fração de volume, notamos que podemos esrever a razão entre duasfunções de grande partição omo
ln

(
Ξ(β2, V, µ2)

Ξ(β1, V, µ1)

)
= β2 P2 V − β1 P1 V. (B.15)Esta expressão nos permitirá obter o valor absoluto da pressão se onheermos o valor para apressão em uma das simulações. Isto é feito realizando-se simulações para estados de baixasdensidades nas quais o sistema segue a equação de estado de uma gás ideal, PV = NkBT .Nas Figs. (B.3) e (B.2) são mostradas as pressões omo função da fração de volumepara o gás de rede e para o aso 2NN, respetivamente. Em ambos os asos, notamosque os resultados obtidos por meio do método dos histogramas múltiplos está em perfeitoaordo om os resultados prévios onheidos para estes sistemas e também em aordo omos resultados obtidos usando o método da seção anterior.
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