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Resumo

Este trabalho trata de uma aplicacao de programacao estocastica para administracao de
passivos e ativos. Inicialmente, um modelo de administracao de ativos e passivos utili-
zando valores de retorno de ativos deterministicos é formalizado, constatando-se as suas
limitagoes, justificando-se a necessidade de abranger formalmente a incerteza inerente aos
mercados financeiros. Para isso, um modelo para administracao de ativos e passivos que
utiliza otimizacao e programacao estocastica baseado em uma arvore de cenarios multi-
estagio balanceada é apresentado, descrito, e implementado. Os seus resultados determi-
nam uma politica de investimento de ativos para o instante inicial do periodo considerado,
definindo-se também uma regra que possibilita, a partir do equilibrio entre o patriménio
inicial e total de passivo a ser pago ao final do periodo considerado, estimar a probabili-
dade de insolvéncia do fundo de pensao. Além disso, realiza-se o estudo do impacto da
reducao de uma proxy da taxa de juros bésico na composicao do portfélio administrado

POr essas empresas.

Palavras-chaves: ALM. Programacéao Estocéstica. Otimizacdo Combinatéria. Arvore de

Cenarios.



Abstract

This work discusses an application of stochastic programming for asset-liability manage-
ment. Initially, a deterministic asset-liability model is formalized. Its limitations become
clear which justify the need to include uncertainty in the model. Then, a stochastic pro-
gramming model based on a balanced multistage scenario tree is presented, described and
implemented for an asset-liability environment. The main results are: (i) an investment
policy for the fund, and, (ii) the pension’s fund insolvency probability considering an ini-
tial relation between the current assets and the present value of the future liabilities. The
impact of a possible reduction in interested rate on the pension’s fund optimal portfolio

is also presented.

Key-words: ALM. Stochastic Programming. Combinatorial Optimization. Scenario Tree.
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1 Introducao

O alinhamento das operacoes da companhia e taticas em um ambiente de incerteza
tém sido percebidos como a chave estratégica para todos os negécios. Essa indeterminacao
dos parametros relacionados ao processo decisério demanda investimentos de recursos por
parte de executivos e diretores de conselhos por todo o mundo. Segundo Zenios e Ziemba
(2007), a administracao de ativos de risco e passivos incertos em uma modelo integrado e
coerente nao é o nucleo do problema apenas de institui¢oes financeiras atuais, mas também
tem permeado demais modelos de negocios. O fundamento para os desafios encontrados
hoje foram estabelecidos ha mais de cinquenta anos pela tese de doutorado de Harry M.
Markowitz, (MARKOWITZ, 1952), que eliciou o estudo de finangas moderna.

Através das décadas passadas, modelos de programacao estocéstica (SP) ganharam
ampla aceitagao pelos pesquisadores no campo da pesquisa operacional (VALENTE et al.,
2009a). Estes modelos de otimizagao ainda continuam sendo elementos cruciais aos siste-
mas de suporte a decisao para engenheiros financeiros nos dias atuais. Zenios e Ziemba
(2007) afirmam que a necessidade de integrar fatores de riscos multiplos e inter-relacionados
de empresas globais tem trazido a tona o poder dos modelos de administracao de ativos
e passivos. Ao mesmo tempo, o desenvolvimento de técnicas de otimizagdo numérica de
larga escala, avancos nos modelos de otimizacao para planejamento sob incerteza, e o sur-
gimento de linguagens de modelagem mais amigaveis, disponibilizou muitas ferramentas
para os pesquisadores. Assim como afirma Adam (2007), o trabalho do administrador de
ativos é encontrar a sua melhor alocacdo com a ajuda de sua equipe de pesquisadores,

este modelo retrata um esforgo nessa direcao.

Neste trabalho, trata-se da aplicacao desses conceitos de SP a planos de previ-
déncia complementar fechada, cuja oferta se da por Entidades Fechadas de Previdéncia
Complementar (EFPC), também conhecidas como fundos de pensao. Essas instituigoes
se destinam essencialmente aos colaboradores de companhias privadas, aos servidores pu-
blicos vinculados a algumas organizagoes estatais brasileiras, a associados ou membros de
pessoas juridicas de carater profissional, classista ou setorial, mais conhecidos como insti-
tuidores, ou ainda a trabalhadores ligados a entidades representativas como, por exemplo,

sindicatos.

Utiliza-se a mesma terminologia adotada por Figueiredo (2011), ou seja, as em-
presas que disponibilizam aos seus colaboradores planos de beneficio de natureza previ-
denciaria operado por um fundo de pensdo sdo denominadas patrocinadoras do plano.
Os trabalhadores que aderem a estes planos sao chamados de participantes do plano de

beneficios. Por tltimo, as empresas responsaveis pela gestao dos recursos do fundo serao
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chamadas administradoras ou gestoras do fundo.

Segundo Valladao (2008) e Yao et al. (2014), fundos de pensao podem ser divididos
em dois tipos: o fundo de pensdo de beneficio definido (DB) e o fundo de pensao de
contribui¢do definida (DC). No fundo de pensao DB, os beneficios a serem pagos aos
participantes sao conhecidos com antecedéncia. Em tais fundos de pensao, as contribuig¢oes
nao sao fixadas, podendo ser ajustados de maneira a garantir que o fundo permaneca em
equilibrio, e o risco fica sob a responsabilidade do administrador do fundo, visto que
ele terd que realizar o pagamento dos compromissos financeiros acertados ao final do
periodo de contratacao. Em um fundo de pensao DC, as contribuigoes sao fixadas e os
beneficios dependem somente da acumulacio e retorno dos investimentos, transferindo o
risco financeiro para os seus participantes. Historicamente, fundos de pensao DB tem sido
mais populares e preferidos pelos trabalhadores ja que o risco esta sob responsabilidade dos
administradores do fundo. Contudo, devido a evolugao demografica e o desenvolvimento
dos mercados de capital, especialmente pelo problema de envelhecimento da populagao e
risco de longevidade, os fundos DC tem se tornado mais e mais populares e muitos paises
tem mudado completamente ou parcialmente de fundos DB para fundos DC. No Brasil,
segundo Valor Econémico (2014a), os fundos do tipo DC ja respondem por, pelo menos,
dois tercos do patrimonio das fundagoes, segundo ntimeros oficiais, incluindo planos dos
maiores fundos de pensdao do pais, como o dos funcionarios da Petrobras (Petros), do

Banco do Brasil (Previ), e da Caixa Econémica Federal (Funcef).

1.1 Tema

Um fundo de pensao tem o objetivo de fazer pagamentos de beneficios aos parti-
cipantes que terminaram sua trajetoria de ganho de renda ativa. Assume-se que o fundo
de pensao tenha trés fontes de financiamento de seus passivos: receitas de seu portfélio,
contribuigoes regulares feitas pelos patrocinadores do fundo e contribuigoes corretivas
(BAUER; HOEVENAARS; STEENKAMP, 2009). Entao, de acordo com esse autor, um
fundo tem como balanco caracteristico os ativos a esquerda; as responsabilidades a direita,
e o restante se refere ao seu superavit ou ao seu déficit. O passivo é calculado como o valor
presente (descontado os juros atuariais) dos direitos de pensao ganhos. Os valores futuros
de superavit (déficit) sao influenciados por um grande ntimero de varidveis exdgenas e

decisoes de politicas a serem adotadas.

Administrar um fundo pode nao ser uma tarefa facil. Ao considerar-se a incerteza
futura, a fim de se realizar um planejamento a médio e longo prazo, torna-se fundamental
a avaliacdo e a andlise de diferentes cenarios para variaveis econdmicas reputadas impor-
tantes para a administracao correta e robusta de ativos e passivos (ALM), que garanta os

beneficios a serem pagos. No mercado brasileiro, de acordo com Valor Econémico (2014a),
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os fundos estao enfrentando dificuldades para cumprirem metas atuarias, ou seja, atingi-
rem o retorno das aplicacoes necessario para garantir o pagamento das aposentadorias e
pensdes. Ainda segundo essa revista, os fundos de pensao, com quase R$ 700 bilhoes em
recursos, apresentaram um déficit acumulado, de janeiro a julho de 2014, de 27,6 bilhoes
de reais. Um dos motivos se deve a expectativa de queda da taxa bésica de juros, o que
nao ocorreu a curto prazo. Essa mudanca de cenario trouxe surpresa, causando prejuizo e
a necessidade de mudanca, inclusive na legislacao, na medida em que ha a possibilidade de
ser atribuida a Superintendéncia Nacional de Previdéncia Complementar a responsabili-
dade de calcular e de divulgar periodicamente a taxa de juros que sera usada pelos fundos
para calcular a sua meta atuarial. A modelagem ALM possibilita aos gestores de fundos
de pensao considerarem cenarios extremos, como o citado anteriormente, no planejamento
da politica de investimentos, evitando perdas financeiras. Uma das maneiras de simular
esses cenarios se baseia em entradas quantitativas com ajuda de modelos estocasticos, uti-
lizando arvores de cenarios multiestagio. Nesse contexto, Bauer, Hoevenaars e Steenkamp
(2009) explicam que um modelo algébrico de ALM pode contribuir, por meio da saida deste
processo de modelagem, para um conjunto de distribuicao de probabilidade das principais
variaveis de decisao para o conselho, subsidiando-o com informacoes que considerem as

possiveis variagoes no cenario econoémico.

Os parametros de entrada utilizados nesse modelo podem ser os retornos de ativos
e a politica de portfélio de ativos, os quais seriam adicionados ao modelo utilizando suas
séries historicas, a fim de determinar quais sao seus retornos médios durante o periodo
avaliado e suas correlagbes em uma carteira de ativos. Além disso, o passivo nominal
também é visto como um informacao entrada importante, visto que consiste no saldo
de todas as contribuicoes realizadas ao fundo subtraidos os beneficios a serem pagos aos
contribuintes, ou seja, valor a ser provido a partir somente da gestao dos ativos do fundo.
O passivo pode ser obtido, por exemplo, de balangos publicos de fundos de pensao, ou
ainda através de consulta a divulgacao de dados da Associacao Brasileira das Entidades
Fechadas de Previdéncia Complementar (ABRAPP). Entao, mediante essas informagoes
ex6genas, desenvolveria-se um nimero significativo de cenarios discretos e independentes
entre si, possibilitando a derivagao de uma distribuicao de probabilidade para todas as
variaveis de saidas relevantes do modelo ALM a cada periodo futuro. Assim, é razoavel a
estimacao da perspectiva de insolvéncia do fundo, ou seja, a esperanca de que o fundo nao
exerga o pagamento de suas responsabilidade (passivo) ao final do periodo considerado,

por exemplo, cinco anos de agora.

Portanto, a programacao estocastica aplicada a administracao de ativos e de pas-
sivos pode ser implementada por meio de cenarios estocasticos, utilizados na construcao
de distribui¢oes de probabilidade das variaveis de decisao do modelo para cada periodo
futuro. A partir disso, avalia-se o resultado dessa projecao a termos das expectativas, das

desvantagens, e das vantagens. Essa simulacao também permite o estudo do impacto de
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uma estratégia particular de portfélio de ativos, possibilita a identificacao de informagoes
e indicios importantes relacionados a satide financeira da instituicao previdenciaria, a inde-
xacao e a politica de contribuicao ligadas aos interesses dos principais envolvidos no fundo
de pensdo. Ziemba e Fellow (2003) definem ALM da seguinte maneira: “ativos devem ser
investidos através do tempo de modo a atingir retornos suficientes para cobrir o passivo,
garantindo os objetivos, sujeito a varias incertezas, politicas e restri¢oes legais”. Valladao
(2008) define ALM semelhantemente, estabelecendo-o como um processo de formulagao,
implementacao, monitoramento e revisao das estratégias relacionadas com ativos, futuros
investimentos e passivos com a finalidade de atingir os objetivos financeiros, necessidades
de caixa e requisitos de capital, solvéncia, dado a tolerancia ao risco e outras restri¢oes
da organizacao. Neste trabalho, o modelo apresentado ¢é caracterizado pelo uso de uma
arvore de cendrios multi-estagio, assim como utilizado por Kouwenberg (2001), Valladao
(2008), Dupacova e Polivka (2009), Figueiredo (2011).

1.2 Objetivo

Apresentar, descrever e analisar os resultados de um modelo para administracao
de ativos e passivos através do tempo utilizando otimizacao e programacao estocastica em

periodo de tempo discreto baseada em uma arvore de cenarios multi-estagio balanceada.

1.3 Contribuicoes

Anteriormente, modelos de ALM considerando a realidade brasileira ja foram im-
plementados, entre eles Valladao (2008), Figueiredo (2011). No entanto, neste trabalho,
realiza-se uma analise com um numero muito maior de amostras. Para possibilitar tal
feito, foi necessario a construcao de estruturas computacionais que possibilitassem a im-
plementacao do modelo de forma otimizada, que considerasse o ambiente computacional
de recursos limitados, ja que o objetivo era proporcionar escalabilidade as solugoes do pro-
blema, aferindo resultados mais robustos e distribui¢oes de probabilidade mais ajustadas
aos dados. O total de execugoes realizadas para as andlises do problema foi de 39500 cor-
ridas. Essas execugoes consideraram uma arvore com de 10 cenérios, totalizando de 2046
nos, cuja representacao é maior ao comparar-se os trabalhos mencionados anteriormente.
Além disso, neste trabalho, realiza-se um exercicio de aplicacao do modelo, para fins de
ilustracao, ao tratar-se do impacto da tendéncia de redugao a longo prazo da taxa de juros,
representada por uma proxy, na composicao do portfélio de investimentos do fundo de
pensao, uma vez que essa tem sido a tendéncia de comportamento de longo prazo dessa

taxa principalmente em paises em desenvolvimento.
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O modelo proposto por essa dissertagao também apresenta funcao objetivo distinta
das apresentadas por Valladao (2008), Figueiredo (2011), cuja defini¢do encontra-se na
secao 3.1.2.3. Diferentemente dos trabalhos supracitados, que definem uma meta atuarial
e estimam valores de bonificacao e penalidade respectivamente para os cenarios em que
ha resultados superiores e inferiores a esse limiar, este trabalho maximiza a riqueza final
do portfélio, considerando o cumprimento do passivo a propria meta atuarial. A decisao
por esta formalizagao foi realizada a medida que, embora essa fungao seja vista como uma
medida de aversao a risco do investidor, entende-se que a definicao desses parametros nao
se d& de maneira trivial, principalmente em um ambiente mais aplicado. Outra distinc¢ao
de trabalhos brasileiros apresentados anteriormente ocorre na apresentacao e analise, na
secao 3.1.2, de limitacoes de um modelo de valor esperado juntamente com o modelo
objeto de estudo, o modelo estocastico. Essa comparacao é enriquecedora, visto que se
pode salientar os motivos pelos quais a abordagem deterministica do problema do ALM

torna-se ineficaz de maneira pratica.

Por fim, na secao 1.3.1, apresenta-se, entdo, a proposta do sistema conceitual
e da implementacao computacional do funcionamento do modelo de ALM, o qual se
trata de uma adaptacao do modelo proposto por Hilli et al. (2007). A figura 1 ilustra
o relacionamento informacional entre as diferentes etapas do processo de modelagem de
ALM, e pode ser vista como a principal contribuicao deste trabalho. Esta modificacao se da
principalmente na forma como a transacao informacional é vista, ja que o balanceamento
das decisoes de primeiro estdagio é vista de maneira ciclica enquanto a arvore de cenarios
nao alcancga seu ultimo estagio, diferentemente do que Hilli et al. (2007) propde ao supor

que esse caminho seja aciclico.

1.3.1 Dinamica do Modelo

As etapas do modelo podem ser definidas pela simulacao dos parametros que com-
poem o cenario, pela geragao da estrutura de cenarios, que determinara a dinamica das
diferentes simulacoes e suas interacgoes, pela otimizacao do modelo que toma cenario e
variaveis de decisdo como entrada, e, por fim, pelo resultado que implica uma politica de
investimentos, a probabilidade de underfunding e insolvéncia do fundo, e a maximizacao
do valor final do fundo. A Figura 1, que é inspirada no sistema de otimizacao estocastica

de Hilli et al. (2007), e ilustra o funcionamento do modelo.

Apés o processo de entrada de de dados, os cenarios sao formados por meio de uma
arvore de cenarios multiestagio, que é pormenorizada na secao 2.3, essa arvore apresenta
estrutura bindria, e se constitui de cenarios independentes entre si. O processo Geracao
de Cendarios consiste em respeitar as nao antecipatividades do modelo, e em possibilitar a

formagao de cada parametro no seu correto momento na arvore, respeitando as interdepen-
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Figura 1 — Dinamica do Modelo

Fonte: Adaptado de Hilli et al. (2007, pg. 15)

déncias, e o fato da variavel de um determinado nivel ser dependente a variavel de alocacao
do nivel anterior. Cada um desses cenarios, é formalizado pela se¢ao 3.2 e otimizado, o que
descreve o processo Modelo de Otimizagao, resultando em uma politica de investimento, ja
que a variavel de decisao sera a determinagao de quantas participagoes manter, comprar
ou vender. Além disso, pode-se adotar chance constraints para possibilitar o subfinanci-
amento do fundo, e por isso, uma medida de probabilidade de underfunding. De acordo
com (MURARKA et al., 2014), esse modelo pode ser considerado recursivo porque todas

as decisoes terao impacto no ultimo periodo do nivel, que é o que deve ser maximizado.

1.4 Limitacoes

As principais limitacoes do trabalho se relacionam a questoes tecnoldgicas. De-
vido as restri¢coes de processamento computacional, ndo é possivel a geracao de muitos
cenarios ou periodos, ja que o custo computacional do problema é exponencial. Entao, a
distribuicao de probabilidade resultante do modelo de ALM torna-se limitada a capacidade
de gerenciamento de miltiplos cenarios proporcionada pelos dispositivos computacionais
atuais. Além disso, atualmente ainda nao ha um solver puramente estocastico. Por isso,
os problemas sao traduzidos para modelos algébricos equivalentes deterministicamente,
ou seja, o campo de solugoes é discretizado, e sao realizadas amostras no tempo, a fim de
torna-lo computacionalmente tratavel, o que pode significar perda na precisao dos resul-
tados. As analises realizadas neste trabalho foram executadas utilizando um processador
intel Core 15-4200U CPU @ 1.60hz, cuja memoria RAM é de 4 GB. O sistema operacional
¢ o Windows 8. O tempo médio para execucao de 300 corridas é de 25 minutos, ou seja,

cada execucao do modelo toma em média 5 segundos.
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2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo, apresenta-se um referencial teérico sobre ALM. Entao, sao desta-
cados aspectos importantes, que servem como fundamento tedrico, para o entendimento
do assunto. Inicialmente, na se¢do Asset Liability Management, trata-se da evolucao do
estudo de ALM, e referenciam-se trabalhos que contribuiram para o desenvolvimento do
assunto; em seguida, hd uma revisao de programacao estocastica, que traz as defini¢oes
das classes dos problemas e do espago solucao a ser adotado; entao, discorre-se sobre
as ferramentas de software utilizadas atualmente para tratar esse tipo de problema; e,
por fim, aborda-se a estrutura de dados dos cenarios, e geragao dos cenarios, que sao os
componentes utilizados para discretizar o tempo e realizar as projecoes e previsoes dos

possiveis estados da economia.

2.1 Asset Liability Management

Conforme Consigli e Dempster (1998), a literatura sobre o uso de modelagem re-
cursiva de multi-estagio para formalizar problemas de otimizacao de portfélios complexos
data do inicio dos anos setenta, quando a técnica foi primeiramente adotada para resolver
um problema de portfélio de seguro com renda fixa. Inicialmente Eppen e Fama (1968),
Eppen e Fama (1971) modelaram problemas de dois e trés ativos usando programagao di-
namica e estocéstica e Daellenbach e Archer (1969) ampliaram o seu trabalho para incluir
um passivo. Esses modelos consideraram incerteza para os retornos e sao dinamicos, mas,
nesses casos, somente problemas com muito poucos instrumentos financeiros poderiam ser

analisados simultaneamente. Por isso, eles sao muito limitados na pratica.

Wolf (1969), Bradley e Crane (1972), Bradley e Crane (1980), Lane e Hutchinson
(1980) usaram modelos com arvores de cendrio. Bradley e Crane (1972) introduziram a
abordagem de inventario para modelar decisoes financeiras nas quais cada ativo ou passivo
no modelo tem uma variavel inicial, uma variavel de posicao de investimento, e uma
variavel para o final para cada periodo. Eles aplicaram seu modelo dinAmico estocéstico
para administragao de portfélio de titulos de dividas. Seu modelo, a medida que era 1til
para pequenos problemas, tornou-se intratavel computacionalmente, mesmo com poucos

periodos e poucas saidas.

Kusy e Ziemba (1986) discutiram a abordagem da programacao estocéstica linear
sob incerteza e a comparou com os modelos de Bradley e Crane. Eles mostraram por
simulagao que essa técnica era superior a estratégia de programacao dinamica com arvores

de decisao desenvolvidas por Bradley e Crane; porém, o modelo de Kusy e Ziemba nao
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considerava os efeitos nos periodos finais, nem era verdadeiramente dinamico, ja que era

resolvido em dois periodos por vez, na forma de rolagem.

Dempster e Ireland (1991) iniciaram a pesquisa do contexto moderno de sistemas
de informagao necessarios para tais modelos. Essa pesquisa desenvolveu-se com o trabalho
de Domenica et al. (2007) que também d& continuidade a anélise sistémica da implementa-
¢ao de problemas de programacao estocéastica. Carino et al. (1994) realizaram o primeiro
estudo que descreveu a programacao dinamica e estocastica em escala comercial, apesar
do fato de que a maioria de seus antecessores estiveram envolvidos em prototipos de
aplicacoes para instituicoes financeiras. Os modelos de administracdo de passivos e ati-
vos foram implementados em diversos paises, entre eles pode-se mencionar Kouwenberg
(2001), que propoe um modelo de programagao estocastica de multi-estdgio para um
fundo de pensao Alemao, utilizando arvores de eventos que adequam-se a média e covari-
ancia da distribuicao de retornos para gerar os coeficientes da sua programacao; Hilli et al.
(2004) também desenvolveu um modelo para companhias de segura finlandesas; bem como
Dupacova e Polivka (2009) que obteve sucesso apresentando um modelo de programagao
estocéstica aplicavel a Russia, embora tivesse que lidar com a falta de dados histéricos
confiaveis e planos de pensao totalmente nao estabilizados devido a grandes mudancas go-
vernamentais; e, por fim, menciona-se Valladao (2008), Figueiredo (2011) que realizaram

a implementacao de modelos considerando a realidade brasileira.

Ao considerar realidade brasileira, Valladao (2008) desenvolve um modelo de pro-
gramagao estocastica juntamente com um método de mediacao e controle do risco de
equilibrio de um fundo de pensao no contexto brasileiro. Esta forma de gestao do risco
considera a possibilidade de o gestor do fundo reagir a evolucao dos fatores de risco re-
balanceando a carteira. A técnica utilizada por Valladao (2008) para amostragem dos
retornos futuros é o bootstrap. O autor também utiliza um Vector Auto-Regressive Model
V AR de reversao a média para modelar a rentabilidade das classes de ativos considerados.
Afora isso, Valladao (2008) também simula um modelo de passivo. Os resultado encon-
trados pelo autor demonstram uma diferenciacao entre a probabilidade de underfunding
e probabilidade de insolvéncia calculada pelo método proposto pelo autor. Além disso, o
autor defende que a probabilidade de underfunding se trata de uma medida subestimada
do risco levando a interpretagoes equivocadas do estado de solvéncia do fundo. O estudo
também destaca o capital inicial do fundo como o principal fator determinante para o

estado de equilibrio do fundo.

Ao longo do tempo, os modelos foram aprimorados a fim de se adequarem me-
lhor a realidade do mercado financeiro. Ziemba e Fellow (2003) contribui com a inclusao
de algumas complexidades ao tratamento do problema, tais como custos de transacao,
liquidez, impostos, preferéncias do investidor, incluindo controle de risco, politicas e ou-

tras restrigoes, retorno incertos, e retornos com prazo limite. Yao et al. (2014) investiga o
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problema de alocacao de ativos para fundos de pensao com contribuicao definida, receita
estocéstica e risco de mortalidade sob um modelo de média-variancia de multiperiodo.
Ha também livros que tratam sobre programacao estocastica, entre eles pode-se encon-
trar Kall e Wallace (1994) e Birge e Louveaux (2010) que compilaram livros introdutérios
sobre o assunto, em que definem modelos estocasticos que servem como base para imple-
mentacao do problema tratado nesse trabalho, Cornuejols e Tutuncu (2007) que também
publicou um livro no qual discute muitos modelos de otimizacdo para ALM. Além disso,
a literatura também dispoe de livros especializados em Asset Liability Management como,
por exemplo, Adam (2007) e Mitra e Schwaiger (2011).

2.2 Programacao Estocastica

Por meio dos modelos de programagao matematica, é possivel quantificar os efeitos
de uma decisao em termos de um conjunto de objetivos estabelecidos pelo decisor, e ainda
garantir que a decisao nao viole nenhuma de suas restrigoes. FEsse modelos podem ser
implementados via programacao linear, por meio de programagcao quadratica, entre outros.
Apesar dessas vantagens, de acordo com Murarka et al. (2014), a suposigao fundamental
dessa classe de modelos de decisdo é que os parametros que definem os modelos sejam
determinados previamente. Essa suposi¢do deterministica ndo pode ser mantida em muitos
casos. Poderia-se, por exemplo, imaginar que os valores futuros dos precos dos ativos
fossem parametros conhecidos com certeza. Nesse caso, tal pressuposto poderia implicar

solugdo nao 6timas ou até mesmo nao possiveis no mundo real.

Murarka et al. (2014) ainda afirma que, quando uma decisdo 6tima tem que ser
tomada sob incerteza, a conjectura do determinismo é relaxada e procedimentos e para-
digmas diferentes surgem. A estimacao dos pardmetros é crucial, e tomada como primeira
acao do processo de modelagem para a aplicacao da programacao matematica a um pro-
blema estocastico. Contudo, apesar da atencao dada a previsao, os resultados dos eventos
nao sao deterministicos, ou seja, as suas previsoes possuem incertezas. O modelador pre-
cisa, portanto, considerar o efeito introduzido pela incerteza nos modelos de otimizacao e
estudar como, por exemplo, limitagoes de estimagao podem afetar a qualidade da solucao
obtida.

O desenvolvimento do estudo dos modelos de programagao estocastica resultou em
uma completa investigacao da familia de modelos (problemas de valor esperado, problemas
de cendrio, problemas aguardar e ver, e problemas aqui e agora), algumas informagoes
estocdsticas relacionadas tais como o valor da informagao perfeita (EVPI), e o valor da
solugao estocéstica (VSS). Gassman e Ireland (1996) propuseram uma taxonomia para

problemas de programacao estocastica, que é apresentada na Figura 2.
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Figura 2 — Classes de Problemas

Fonte: (GASSMAN; IRELAND, 1996)

A classe de modelos de programacao estocastica considerada mais importante den-
tro do ALM sao os modelos recursivos, segundo Valladao (2008). Um modelo recursivo
¢ aquele em que uma decisao de primeiro estagio ¢ tomada sem o conhecimento dos
valores futuros dos fatores de risco e, em seguida, uma decisao recursiva é tomada de-
pendendo da realizagdo obtida. Além disso, uma vez que se define o modelo ao qual
pertence o problema que serd tratado, também ¢é necessario definir uma metodologia para
abordar os parametros incertos. Uma das metodologias disponiveis nesse caso, conforme
Murarka et al. (2014) é a Andlise Baseada em Cendrios. Nessa técnica, o planejador as-
sume que certas combinagoes de possiveis valores de parametros incertos deveriam ser
consideradas conjuntamente, tais combinacoes sao chamadas de cendarios e o modelo é
resolvido para diferentes cenarios. As decisoes de solugao 6tima e os valores das fungoes
objetivos correspondentes sao entao agregados de uma maneira heuristica. Por meio dessa
linha de investigacao, uma faixa de solugoes, parametros sensiveis podem ser destacados
e uma solugao apropriada é escolhida heuristicamente. Entao, Domenica et al. (2007) e
Murarka et al. (2014) defendem que ha dois elementos principais que compoem a Progra-
macao Estocastica, a Geragao de Cenarios, que permite uma avaliacdo mais robusta da
geracao dos parametros aleatérios, e a Modelagem de Decisao que consiste na alocacao

otima dos recursos, respeitando os objetivos e restrigoes encontradas no modelo.

Geragdo de Cendrio

Modelar a distribuicéo
dos parametros aleatérios

Programacéo
Estocéstica

Modelo de Decisédo

Modelogem
da alocagéo 6tima

Figura 3 — Componentes da Programacao Estocastica

Fonte: (DOMENICA et al., 2007)
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As classes de problemas estocasticos podem ser ilustradas considerando primeira-

mente um problema de programacgao linear:

T

min ¢,

sujeitoa Axr=1»
x>0
onde A€R; c,,x €eR"; beR™

(2.1)

Denota-se P como uma distribuicao de probabilidade, F seja um campo sigma e
a tupla (2, F, P) seja um espago probabilidade onde w € 2 denote as realizagoes de
pardmetros incertos. Considera-se que as realizagoes de A, b, ¢ para um dado evento w

seja definido como:

E(w)oug, = (A, b, ), (2.2)

As probabilidades associadas a essas realizagoes sao frequentemente denotadas
como p(§(w)) ou pe(.y. Por uma conveniéncia notacional, essas probabilidades sao denota-

das simplesmente como p(w).

Por essa mesma razao, considera-se as regioes factiveis para o problema declarado

em 2.1 e 2.2 definidas como:

FY ={z]A,x = by, > 0} para {(w) (2.3)

Assim como exemplifica Domenica et al. (2007) e Murarka et al. (2014), o pro-
blema definido em 2.1, 2.2 e 2.3 ¢ um modelo de programacao matematica com incerteza
sobre os valores de alguns pardmetros. Se a distribuicao de {(w) é continua, o problema
é chamado de problema recursivo baseado em distribui¢ao; exceto por alguns casos tri-
viais, tais problemas dificilmente podem ser resolvidos. Se essa distribuicao ¢é discreta,
a cardinalidade do espaco de solucoes ¢é limitada pelo poder computacional disponivel,
denominando-o de deterministicamente equivalente. Entao, para a maioria das aplicacoes
praticas, as distribui¢oes de parametros estocasticos tem sido aproximadas por distribui-

¢oes discretas com um nimero limitado de saidas.

Na configuragao discreta do problema dado por 2.1, 2.2 e 2.3, os parametros de
eventos toma a faixa de valores w = 1,...,|€2|; ha realizagoes de vetores aleatérios (w) e

probabilidades p(w) tais que:

Y plw)=1eZ= [ &w) (2.4)
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A discretizacao de = é normalmente chamada de conjunto de cendrios, e suas re-
presentacoes seguem um problema estrutura dinamica conhecido como arvore de cenarios.
O problema estocastico cujos eventos de saida sdo representados por uma arvore sao cha-
mados problemas recursivos baseados em cendrios, assim como representados na Figura 2.

A seguir, uma breve descri¢ao de cada classe de problema estocastico é apresentada.

2.2.1 Modelos de Valor Esperado

De acordo com Domenica et al. (2007) e Valente et al. (2009a), o modelo de Valor
Esperado (EV) é construido pela substitui¢ao dos pardmetros pelos seus valores esperados.
Esses modelos sao caracterizados pela programagao com a incerteza resolvida antes de
sua introdugao no modelo fundamental de otimizagao. Esses modelos sdo implementados
principalmente para obter informacgoes sobre o problema de decisao. Eles também podem
ser vistos como problemas deterministicos, ja que, embora haja incerteza quanto aos

parametros aleatérios, ela deve ser resolvida antes da execugao da otimizagao.

Denota-se X, o vetor de decisao resultante da otimizacao do modelo de valor

esperado, esse é o seu retorno apés a avaliagao de todos os possiveis cenarios:

" X5, (2.5)

2.2.2 Modelos Aguardar e Ver

Segundo Domenica et al. (2007) e Valente et al. (2009a), os problemas Aguardar
e Ver (WS) assumem que o decisor, de alguma maneira, é capaz de esperar até que a
incerteza seja resolvida antes de implementar as decisoes 6timas. Essa abordagem confia
na informagao perfeita quanto ao futuro. Diferentemente da classe de problemas EV,
que definem valores esperados para os parametros e variaveis aleatorios, esses problemas
utilizam realizacoes futuras. Muitas de suas suposigoes tais como, por exemplo, algumas
solugdes, nao podem ser implementadas. Esta classe de problemas é conhecido como
“abordagem passiva”. Modelos Aguardar e Ver sao frequentemente usados para analisar
a distribuicao de probabilidade de um valor objetivo 6timo. Operacionalmente, resolve-se
um problema de programagao matematica separado para cada cenario disponivel, obtendo-
se a melhor estratégia para cada cenario. Designa-se para expectativa dos valores objetivos

de todos os modelos Aguardar e Ver resolvidos por meio de c(w)z.

min ¢ (w)x
(2.6)
onde x € F¥



Capitulo 2. Revisao Bibliogrdfica 25

2.2.3  Modelos de Programacao Estocastica com Recursividade (Aqui e Agora)

Os modelos descritos a seguir sao baseados no trabalho de (MURARKA et al.,
2014).

2.2.3.1 Modelo de programacdo estocastica de um estagio

Um simples modelo estocastico (tnico estdgio) é formulado como:

min Elc(w)x]

onde x € F (2.7)
e = ﬂ F“
weN

O valor 6timo da func¢ao objetivo denota os custos minimos esperados do problema
de otimizacao estocastica. Como a solucao 6tima z* € F', ela contempla todos os possiveis

eventos w € () que podem acontecer no futuro.

2.2.3.2 Modelo de programacdo estocastica de dois estagios

O classico modelo de dois estagios de programacao estocastica com recursao é

formulado como:

min c(w)x + E,[Q(z,w)]
sujeitoa Axr =0b (2.8)

x>0

onde,

Q(x,

sujeito a  D(w)y(w)
y(w) =0,
w € €,

(S

) = min f(w)y(w)
= d(w)

+ B(w)z, (2.9)

A matriz A e o vetor b sdo conhecidos com certeza. A fungao Q(z,w) é denotada
como funcgao recursiva, e por sua vez definida pelo programa mateméatico dado pela equa-
¢ao 2.9. A matriz recursiva D(w), o lado direito d(w), a matriz de tecnologia B(w), e

os coeficientes da fungao objetivo f(w) desse modelo podem ser aleatdrios. Se a matriz
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recursiva D é fixa para todos as realizagoes do problema, entdo o problema é conhecido
como problema de programagao estocéastica com recursao fixa; se D tem a forma D = (I,-
—1I), esse problema é conhecido como problema de programagao estocastica com recursao

simples.

Os problemas de programacao estocastica de dois estagios com recursao separam
as variaveis de decisao do modelos em primeiro estagio e segundo estagio. A natureza da
dindmica do problema pode ser facilmente vista como: uma decisdo 6tima de primeiro
estagio em que x é determinado de tal maneira que seja possivel para todas as realiza¢oes
de w € Q e tenha um custo minimo, enquanto o segundo estigio de decisao y(w) é
tomado depois que a saida de w é observada, e compensado e adaptado para as diferentes

realizagoes.

A estrutura do modelo de dois estagios pode ser representada pela Figura 4.

Figura 4 — Estrutura do Modelo 2 Estéagios
Fonte: (MURARKA et al., 2014)

2.2.3.3 Modelo de Programacao Estocastica Multi-Estagio

A classe de problemas de dois estagios especificada por 2.8 e 2.9 pode ser estendidas
para um programa recursivo de multi-estagio considerando propriedades mais dinamicas
e complexas: ao invés de ter as duas decisoes = e y(w), considera-se agora T decisoes
sequenciais g, 1, ..., 7 para serem tomadas nos estagios t = 1,2, ..., T. O termo estagios
podem ser interpretados como “periodos de tempo'; embora esses conceitos coincidam
com muitas aplica¢oes, um estiagio pode ser independente do todo, como um passo onde

nova informacao a respeito do estado de natureza é fornecida.

A decisao realizada no estagio t deve ser baseada no conhecimento das decisoes
anteriores e realizagoes (z;,&|i € 1,...,t—1) e tais decisoes afetam somente as decisoes sub-
sequentes (x;|e € t+1,...,T). Na programacao estocastica, esse conceito é conhecido como
nao-antecipacao e tem que ser levado em conta quando se realiza a formulacao do modelo
em um padrao equivalente deterministicamente. O problema de programacao estocastica
multi-estdgio recursivo tem a seguinte forma, (DEMPSTER, 1988; ERMOLIEV; WETS,
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1988):

min  c11 + Eea[mingacoxs + ...+ Eepjep y|..eo[mingrerar]]

sujeito a  Ajixy =b
A1y + Agoxsy = by
Az1z1 + Azaxo + Aszzs = b3 (2.10)
ATlfL‘l + ATQI'Q + AT3$3 4+ ...+ ATTfrT = bT

com i<z <wu, t=1,..T

O tratamento de modelos de utilizando programacao estocastica de multiperiodo
¢é preferido por fornecer uma alternativa superior para a maioria dos propodsitos praticos
e periodos discretos de tempo quando comparados com outras abordagens tais como
média-variancia, simulacao, teoria de controle, e financas de periodos de tempo continuo,
assim como explica Ziemba e Fellow (2003). A estrutura do modelo multi-estagio pode

ser representada como a Figura 5.

Figura 5 — Estrutura do Modelo Multi-Estagios
Fonte: (MURARKA et al., 2014)
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2.2.4 Ferramentas de Software para Programacdo Estocastica

A programacao estocastica também apresenta limitagdes. Verifica-se que a reso-
lugdo dos seus problemas cresce exponencialmente com o nimero de estagios de decisao
considerados pelos modelos e com o ntimero de possiveis saidas dos parametros aleatérios
a cada estagio. Essa questao desafia a tratabilidade computacional, em termos de mode-
lagem e de algoritmos para solucao desses problemas. A implementacao em larga escala
de modelos de programacao matematica requer a geracao de matrizes que representam as
restricoes do problema e que sao guardadas na maquina de uma maneira legivel para ser

interpretada pelos solvers.

Para modelos deterministicos, desenvolveram-se classes de linguagens de progra-
macao declarativas conhecidas como Algebraic Modelling Languages (AML), que sao fer-
ramentas poderosas e flexiveis para a geracao instancias de modelos de dados. As entida-
des de otimizagao sao (conjuntos, varidveis de decisdao, pardmetros, restrigoes, objetivos,
etc.) sao definidos de maneira muito proxima a recompor a notagao algébrica. Conforme
Valente et al. (2009a), as linguagens que mais se popularizaram foram AMPL, GAMS,
AIMMS, MPL. Como modelos de programacao estocastica sao caracterizados pela pre-
senca de incerteza associada com alguns parametros do modelo, é apropriado considerar

essas variaveis aleatorias com um distribuicao de probabilidade especifica.

Sendo assim, os modelos algébricos implementados foram mapeados para compo-
nentes da linguagem AMPL e resolvidos com a ajuda do solver CPLEX, versao 12.5. Além
disso, para a construcao dos parametros de entrada, utilizou-se a linguagem C++ dada
a sua habilidade de prover performance na execucao e tratamento de estrutura de dados
maiores. Essas tecnologias adotadas tem sido consideradas um padrao na industria de

quantitative trading.

2.3  Arvores de Cenarios

Kall e Wallace (1994) afirma que uma arvore de decisao consiste em nodos e arcos.
Os nodos representam estados, os arcos sao vistos como decisoes. Para cada possivel estado
em cada estagio, deve-se criar um arco para cada possivel decisdo. Entao, o nimero de
decisoes possiveis deve ser muito limitado para que esse método seja plausivel, ja que
existe uma folha na arvore para cada sequéncia de decisdes. Nessa modelagem, pode-se

dizer que os cenarios representariam a percepc¢ao do modelador a respeito do futuro.

Sendo assim, utiliza-se frequentemente a estrutura de arvores para suporte de pro-
jecoes e previsoes futuras dos possiveis estados da economia, assim como se encontra em
muitos trabalhos da literatura, entre eles cita-se Carino et al. (1994), Consigli e Dempster
(1998), Kouwenberg (2001), Ziemba e Fellow (2003), Valladao (2008), Yao et al. (2014).
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Neste caso, poderia-se simular precos e tendéncias de cada ativo, ja que esses aspectos
influenciam diretamente quanto as avaliacoes de mercado. A partir desses resultados, ana-
listas poderiam defender seus posicionamentos e investidores alocariam seu dinheiro de

acordo com risco e retorno de cada ativo.

Quando consideramos os modelos de dois estagios, assim como explica Domenica et al.
(2007), a estrutura de arvore encapsula as fases de primeiro e segundo estégio. Inicialmente,
temos uma representacdo somente por um no raiz que se estende linearmente até o final
do primeiro estagio, visto que as realizagoes do mundo real, ou seja, dos seus parametros
sao conhecidos com certeza, movendo-se para o segundo estagio, os ramos da arvore a
partir do ¢ = 2, como mostra a Figura 4. De cada um desses nods, cendarios discretos in-
dependentes comecam com noés a cada periodo de tempo, e uma decisao 6tima tem de
ser tomada até o nivel t = T'. Isso significa que a arvore de cenario nada mais é do que

um conjunto de cendrios individuais ws = {wy g, ...,wr,s} que ocorrem com probabilidades
ps = Plwis) V s.

Uma representacao de arvore de cendario correspondente a programacao estocastica
multi-estagio pode ser visualizada como uma arvore comecando similarmente com o caso
anterior, com uma raiz Unica em t = 1 e ramos em um nimero finito de nés no periodo de
tempo ¢ = 2. Essa ramificacdo continua por todos os estégios do problema até o nivel T'. E
importante notar que, embora um nodo possa ter um ntmero finito de descendentes, um
descendente pode apenas ter um antecessor imediato. Uma arvore de cenarios de multi-
estagio é considerada balanceada se o nimero de todos os descendentes dos nés em todos
os periodos 1 <t < T' é completa. Pode-se visualizar um modelo de arvore de cenario de

multi-estagio na Figura 5.

Como resultado, na programacao estocastica de dois estagios, os nds sao fixados
dois a dois, dependendo do nimero de periodo de tempos utilizado para recursividade,
que pode ser dois ou mais, adicionados a decisao. Em geral, estagios e periodos de tempo
se referem a pontos no tempo, que sao importantes para o decisor. Temos, como exemplo,

as datas que um fundo de pensao deve pagar as contribui¢oes aos participantes.

De acordo com Ziemba e Fellow (2003) a abordagem de cendrios tem uma série de

vantagens tais como:

e Normalidade e Log-Normal usado em outras abordagens nao precisa ser assumido,
a medida que nao é uma representacao precisa dos precos atuais dos ativos especi-

almente para perdas.

e Eventos de cauda podem ser incluidos facilmente; estudos mostram que as probabi-
lidades baixas, estimadas dos precos das opgoes atuais, sao muito maiores do que o

lognormal.
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Matrizes de correlacao entre cenarios dependentes através dos ativos podem ser mo-
deladas e usadas no processo de tomada de decisao de maneira que tempos econo-
micos de crises e normais (com sinais de correlagdo alto) podem ser considerados

separadamente.

e O cenario exato que ird ocorrer e as probabilidades e valores para todos os cenarios
nao precisam ser exatamente determinados para fornecer um modelo de desempenho
superior quando comparado a outros modelos, e estratégias como média-variancia,

portfélio fixo, portfdlio segurado, etc.

e Esta técnica se trata de uma abordagem de otimizagao sobre o tempo para deter-
minar as melhores decisoes, levando em consideracao as restricoes relevantes, as

incertezas, e as preferéncias do tomador de decisao.

A maioria dos aspectos naturais e praticos das aplicagoes de Asset Liability Mana-
gement podem ser modelados bem na abordagem de programacao estocastica multi-
estagio. Métodos de solugao para resolver tais modelos sao atualmente bastante
desenvolvidos e podem ser comportados com alto desempenho por computadores. A
saida do modelo é facil de entender e interpretar usando boas interfaces graficas que
sao amigaveis e entendiveis por aqueles que nao sao especialistas em otimizagao tais
como administradores de fundos de pensao. Os modelos podem ser testados via simu-
lagado e métodos estatisticos e consideraveis evidéncias independentes demonstram

sua superioridade a outras abordagens e estratégias padroes.

e A abordagem tende a proteger os investidores de grande perdas no mercado conside-
rando os efeitos de cenarios extremos, considerando também outros aspectos chave
do problema. O mundo estd muito mais complexo agora com muitos cenarios mais
extremos. Por exemplo, derivativos no mundo inteiro sao agora uma industria de

aproximadamente $142 trilhoes de délares.

e A determinacao de portfélios de tamanho ideal e verdadeiramente diversificados
por meio do tempo é crucial para a protecao contra cenarios extremos assim 0s

resultados serdao bons em tempos normais e evitam desastres.

2.4 Geracao de Cenarios

Os dados para os modelos de otimizacao estocédstica sao fornecidos na forma de
arvores de cenarios; eles sao criados usando métodos de geracao de cendrios, que podem
ser muito especificos ao dominio da aplicagao. O principal foco da geracao de cenarios é
criar uma estrutura de arvore de cenarios que “melhor” aproxima uma dada distribuicao

fundamental dos pardmetros aleatorios. Segundo Domenica et al. (2007), o critério para
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escolher a melhor aproximagao é frequentemente baseado em alguma medida que quanti-
fica a distancia da arvore de cenario gerada da distribuicao fundamental. O autor defende
que, em geral, o procedimento de geragao de cendrios (para problemas de multi-estagio)

envolve algum ou todos os passos seguintes:

1. Suposicao de um modelo, que explica o comportamento dos parametros aleatérios

(por exemplo, modelos econométricos para taxa de juros, etc.);

2. Estimacao/Ajuste dos pardmetros para o modelo escolhido, usando dados histéricos

e visao subjetiva;

3. Geracao de caminhos de trajetoria de dados de acordo com o modelo escolhido, ou

discretizacao das distribui¢oes usando a aproximacao de propriedades estatisticas;

4. Amostragem condicional das trajetorias de modo que a arvore de cenario com as

propriedades desejadas possa ser construida.

Em muitos casos, pesquisadores também aplicam algumas técnicas de reducao
para arvores de cenarios resultantes a fim de modelar instancias que podem ser realistica-
mente otimizadas pela avaliacao de recursos computacionais. Para uma lista da principais
técnicas utilizadas, consultar (DOMENICA et al., 2007).

Como alternativa para a geracao de cenarios, que sao entao usados para instan-
ciar grandes modelos deterministicos equivalentes, ha técnicas de amostragem interna,
que sao métodos para resolver problemas de programacao estocastica, que amostram de

distribui¢oes fundamentais durante o procedimento de solucao.



32

3 Modelos

Os modelos fornecem uma maneira de pensar a respeito, organizar e realizar cal-
culos baseados em como alguém deveria escolher um portfélio de ativos através do tempo
para atingir objetivos, alvos e metas de longo prazo. Os modelos forcam a diversificagao
e a consideracao de cenarios inusitados para proteger a si mesmo de efeitos de retornos
extremos e apresentar bons retornos em periodos normais. Eles pretendem evitar que os
individuos e instituicoes entrem em situagoes nas quais cenarios pouco provaveis, mas
plausiveis, poderiam levar a verdadeiras consequéncias desastrosas tais como a perda de
metade ou mais dos valores investidos em ativos. Uma vez que esses modelos forcam a
consideracao de todos os cenarios relevantes, a pratica comum de assumir baixa proba-
bilidade para cenarios que nao tendem a acontecer é evitada. Por isso os desastres que
frequentemente seguem desses erros podem ser evitados (ZIEMBA; FELLOW, 2003).

Assim como Ziemba e Fellow (2003) declara: os mercados sao imprevisiveis a maior
parte do tempo. Contudo, precos reais dos ativos tem caudas mais gordas porque eventos
extremos ocorrem muito mais do que distribui¢oes lognormal ou normais indicam. Entao,
deve-se ter uma maneira para combinar modelos, pregos, que sejam precisos a maioria
do tempo com aspectos inexplicaveis e irracionais que ocorrem de vez em quando. Essa

suposicao torna crucial que se considere os eventos de diferentes niveis com varias chances.

3.1 Modelo Deterministico

O modelo de administragao de passivo e ativo apresentado nessa se¢ao se baseia em
Domenica et al. (2007), Valente et al. (2009a) e Murarka et al. (2014). Implementa-se um
modelo de Valor Esperado, que é definido formalmente por Gassman e Ireland (1996) e
usado por Valente et al. (2009a), Valente et al. (2009b) e Murarka et al. (2014). O modelo

pode ser definido como a seguir.

Um investidor encontra o problema de criar um portfélio alocando um conjunto
de ativos pertencentes ao universo N. Cada classe de ativos esté caracterizada pelo preco
P. O objetivo do investidor é maximizar a riqueza do portfélio no final de um horizonte de
tempo T predefinido. Ele precisa considerar futuras obrigacoes (passivo) L, nesse modelo
nao se considera os possiveis custos de transacao. Em cada periodo do horizonte de tempo,

e para cada ativo considerado, o modelo precisa determinar:

e A quantidade de ativos para comprar;
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e A quantidade de ativos para vender;

Pode-se entao definir os indices, os parametros do problema e as variaveis de

decisao como estabelecidas na tabela 1, 2 ¢ 3

Tabela 1 — Dimensoes do Problema

Indice Notacdo Descricao Faixa

Ativos N Classes de ativos  i= 1...N; N=3
Periodo T Periodo de Tempo t=1..T; T=12

Tabela 2 — Parametros do Problema

Nome  Notagao Descricao

Preco P; Preco do ativo i no periodo de tempo t
Passivos Ly Passivo no periodo de tempo t
Entrada F; Valor Retorno e Contribui¢ao no periodo t

Tabela 3 — Variaveis de Decisao do Problema

Nome Notagao Descricao

QtdComp By Quantidade shares a ser investidas no ativo i no periodo de tempo t
QtdVend S; Quantidade shares a ser vendidas do ativo i no periodo de tempo t
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Tabela 4 — Varidveis Internas do Problema

Nome Notacao Descricao
QtdAtivo X; Quantidade de shares investidas no ativo i no
periodo de tempo t
ValorMercado Vi Valor de mercado do Fundo a cada periodo

de tempo t, preco do ativo multiplicado pelo
valor do ativo investido

RiquezaFund W Valor arrecadado com a diferenca entre a
compra e venda a cada periodo de tempo t

3.1.1 Modelando os dados

Em uma versao deterministica do modelo, implementando o modelo de Valor Es-
perado, o investidor pode computar o retorno esperado para cada ativo olhando para os
dados histéricos e assumindo que os retornos seguiram um “random walk", modelo que
considera o valor atual do ativo como uma composicao do valor passado somado a um

ruido branco e a uma tendéncia. Os valores obtidos sao mostrados na tabela 5

Tabela 5 — Pregos Esperados dos Ativos

Periodo Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3

18.09 19.40 19.01
18.78 18.25 17.36
20.30 20.75 18.70
21.83 20.92 17.56
17.00 19.83 19.82
19.77 20.94 21.53
21.53 18.39 22.96
20.83 19.72 19.28
21.64 20.32 21.69
18.83 22.21 22.18
20.64 19.31 19.52
20.41 19.40 18.76

— = =
DD S © 0010 Ut W

Apresentam-se também a tabela 6 de precos relativos do modelo, considerando
a diferenca entre precos entre periodos, e usando como base o periodo imediatamente

anterior.
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Tabela 6 — Variacao relativa dos precos dos ativos

Periodo Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3

1 - - -
2 0.69 -1.15 -1.66
3 1.52 2.51 1.34
4 1.53 0.16 -1.14
) -4.83 -1.09 2.26
6 2.77 1.11 1.71
7 1.76 -2.55 1.43
8 -0.70 1.33 -3.68
9 0.81 0.60 2.42
10 -2.81 1.89 0.49
11 1.81 -2.89 -2.66
12 -0.24 0.09 -0.76

O investidor assume que o valor dos futuros passivos sao conhecidos com certeza
e que nao havera outros futuros financiamentos ao fundo além do investimento de capital
inicial de R$ 1000,00 reais, ou seja, os valores de F}, com excecao do valor de Fy, sdo zero.

Na tabela 7, exibe-se a tabela dos passivos conhecidos e utilizados no modelo.

Tabela 7 — Passivos Futuros

Periodo Passivo

32134
36567
39549
33884
33362
37487
35359
31848
33586
37541
34282
12 3516

— =
20010 otk W=

Inicialmente, o portfolio se encontra vazio, entao nao ha nenhum valor financeiro

investido em agoes, ou seja, X;o € zero para cada ativo i.
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3.1.2 Modelo Algébrico

3.1.2.1 Restricoes de manutencdo dos ativos

Durante o horizonte de planejamento, o portfolio é rebalanceado em pontos dis-
cretos no tempo (no inicio de cada periodo de tempo). O modelo compra ativos com os
maiores retornos esperados e vende aqueles com pior desempenho. A restricio de manu-
tencdo de ativos mostra a evolucao da composicao do portfolio sobre o tempo. No periodo
de tempo t = 1, quando a decisdo inicial é tomada, o portfélio ou ja consiste de um con-
junto conhecido de ativos, ou as posi¢oes do portfélio sao zero. Para periodos de tempo
t > 1, a quantidade de cada ativo individual mantida no portfélio é associada a quantidade

mantida para cada ativo durante o periodo de tempo anterior.
Xit:Xit—l+Bit_Sit t:17..,T,2.:1,..,N (31)

3.1.2.2 Restricdes de Balanceamento do Fundo

Durante todo o periodo de planejamento do fundo ocorre fluxo de entrada e saida
de caixa. Aquelas sao devidas as vendas de ativos, ou bom resultado de ativos selecionados
anteriormente; esta é devido aos pagamentos da empresa e outras responsabilidades, que
devem ser cumpridas como, por exemplo, a compra de agdes. Em outras palavras, essa
restricao reflete a evolucao do balango do caixa do investidor ao longo do periodo de

tempo.

N
> PoXio = F, t=1 (3.2)

i=1

N N
Z P’itSit - ZPitB’it — Lt - Ft t — 2, ey T (33)

i=1 i=1

3.1.2.3 Funcdo Objetivo

O objetivo do investidor é maximizar a riqueza terminal do portfélio. Isso pode

ser expresso pela equacgao a seguir:

N
max Z Pir Xir (3.4)

i=1

A expressao acima pode ser usada para calcular o valor de mercado do portfélio a

cada periodo de tempo substituindo 7" com t = 1,..,T.
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3.1.3 Resultados

Abaixo, sao apresentadas tabelas com resultados obtidos a partir da resolucao da
definicao do problema algébrico. Para tal realizacao, utilizamos o solver CPLEX versao
12.5, e 0 as equagoes foram programadas utilizando o AMPL, “A modelling programming

language”. Os valores apresentados nas tabelas a seguir correspondem a quantidades fi-

nanceiras em reais.

Tabela 8 — Qtd de shares investidas no ativo i no periodo de tempo t

Periodo Ativo 1

Ativo 2 Ativo 3

— =
DS ©ow-10 Utk Wi~

12

1776.34 0 0

0 3831.6 0
5864.76 0 0

0 0 9220.49
12712.5 0 0
1896.16 0 0

0 19025.7 0

0 0 21111.8

0 24188 0
30523.5 0 0

0 34401.1 0

0 0 35762.2

Tabela 9 — Qtd shares vendidas do ativo i no periodo de tempo t

Periodo Ativo 1 Ativo 2 Ativo 3
1 0 0 0
2 1776.34 0 0
3 0 3831.6 0
4 5864.76 0 0
5 0 0 9220.49
6 0 0 0
7 14608.6 0 0
8 0 19025.7 0
9 0 0 21111.8
10 0 24188 0
11 30523.5 0 0
12 0 34401.1 0

Ao analisar-se a tabela 6, juntamente com os resultados do modelo deterministico,
percebe-se que a estratégia do modelo a cada periodo é procurar quais sao os ativos que
representam maior retorno no proximo periodo, comprar seus ativos e vendé-los posterior-

mente. Como o modelo nao apresenta custos de transacdo, e nenhuma restricao de meta

atuarial, o modelo compra e venda toda a sua posi¢ao em cada periodo.
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Tabela 10 — Valor de mercado do Fundo a cada periodo de tempo t

Periodo Valor do Fundo

0
69926.7
119055
161912
216112
288813
349883
407035
491500
ST4THT
664286
670898

— =
CE 0o o ks wi =

—_
[\

Entao, caso houvesse a possibilidade de obter-se os valores esperados dos ativos com alto
grau de confianca previamente, o modelo poderia ser considerado trivial. No entanto, a
realidade é diferente, supondo-se a hipétese do mercado perfeito na forma forte, torna-se
impossivel antever totalmente o valor das agoes no dia seguinte. Por isso, utilizar essas
previsoes poderia causar grandes perdas ja que a realidade nao seria retratada de maneira

adequada.

3.2 Modelos Estocasticos

Os modelos deterministicos vistos anteriormente oferecem decisdes Otimas assu-
mindo que os parametros do modelo sdo conhecidos previamente, considerando os valores
esperados das varidaveis. Contudo, tem sido mostrado como a estimacao errada desses
parametros, os precos futuros dos ativos no nosso modelo de administracao de ativos e
passivos, pode levar a uma decisdao nao 6tima, que resulta na perda de rendimentos. A
incerteza nos precos dos ativos tem de ser considerada e introduzida no modelo a fim de se
obter uma solugao robusta. Neste caso, a programacgao estocastica proporcionaria maior

visibilidade, ja que a incerteza ¢ mantida até o momento da otimizacao combinatoria.

Em casos deterministicos, o investidor faz suposi¢oes sobre os retornos esperados
baseado diretamente nos dados historicos, calcula os componentes necessarios para medida
de risco e seleciona um modelo apropriado, que é normalmente relacionado com o ponto
de vista do investidor em relacao ao risco. Logo, o perfil de risco do investidor e o modelo

adequado de otimizacao resultarao na decisao 6tima mais segura.

De acordo com Murarka et al. (2014), evidéncias empiricas demonstram que a

geracao de valores esperados a partir de uma normal, empregada mais cedo, nao reflete
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a realidade, uma vez que o retorno de ativo financeiros demonstram caudas grandes,
ou seja, eventos raros acontecem nos mercados com certa frequéncia. Por isso, torna-se
fundamental a introducao de um método mais sofisticado para estimacao dos precos dos
ativos. Os sub-modelos de aleatoriedade, introduzidos na programacao estocéstica, podem
descrever tais caracteristicas de maneira mais adequada. Sendo assim, o seu resultado

representa mais precisamente o comportamento dos ativos.

Entao, a otimizacao do modelo de decisao é integrada com um modelo de aleato-
riedade. A modelagem da aleatoriedade utiliza o conjunto de dados histéricos disponiveis
com a ajuda de submodelos construidos para cada parametro estocastico individual. En-
tao, esses submodelos sao empregados para gerar um conjunto de cenarios que encapsulam
a percepc¢ao do modelador a respeito do futuro. De outro lado, um modelo deterministico
representando uma instituicao ou as necessidades particulares e restricoes de um inves-
tidor tem de ser modelado inicialmente. Esse modelo é definido por meio de equagoes
algébricas. A representagao por meio de programagao matematica integrada com um mo-
delo de aleatoriedade implementado por meio de cenarios fornece o instrumento para lidar

com a incerteza.

3.2.1 Modelo de Programacao Estocastica Multi-Estagio

O modelo de otimizagao considerado é um refinamento do modelo de ALM investi-
gado na se¢ao 3.1. Dado N como um conjunto de ativos, utiliza-se um gerador de cendarios
para simular a realizacao de cada ativo e passivo, esse processo ¢ melhor discutido na se-
¢ao 3.3. Essas possiveis realizagoes sao simuladas em horizonte de tempo discreto, t € T,
para os precos de cada ativo, © € N, de cada cenario, s € S. Os precos dos ativos sao
denotados como Py, que se trata de uma variavel aleatéria. Os passivos sao obtidos para
cada cenario, e eles sao denotados pela variavel L;s para todos os elementos em conjunto

de cenarios S e em um dado periodo de tempo t € T' considerado no modelo ALM.

As restrigoes serao melhor detalhadas nos préximos topicos. Entao, de acordo com
Murarka et al. (2014), a formulagao de programacao estocastica equivalente deterministi-

camente do problema ALM é dado por:

3.2.2 Restricdes de Manutencado do Fundo

A quantidade de shares do portfélio é rebalanceada em pontos discretos do tempo.
A quantidade mantida de cada ativo é expressa pela restricao 3.5, quando se considera
t = 1, tem-se a posicao inicial do ativo, nos periodos t > 1, administra-se a evolugao do
portfélio de ativos. A quantidade de shares de um dado ativo é resultado da quantidade

anterior somada ao quantidade comprada B;; durante o periodo de tempo menos a aquelas
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que foram vendidas S;;.

Xit:Xit—1+Bit_Sit t: ].,,TZ: 7..,N (35)

3.2.3 Restricdes de Balanceamento do Fundo

O fluxo de caixa do fundo ¢ dividido em entradas e saidas. Essas entradas sao
devido a venda de ativos, ou ao bom rendimento dos investimentos nos ativos, além
disso o fundo pode obter um financiamento adicional, F;. Essas saidas se referem aos
pagamentos que o fundo deve fazer ou outras obrigagdes que possam existir, bem como a
compra de ativos. Estas restricdes que sao relacionadas a evolucao do fluxo de caixa do

fundo ao longo tempo sao definidas pela equacgao 3.6.

N N
> PusSits — > PiusBits + Fy + Uy = Ly (3.6)
i=1 i=1
Viel, . T;Vsel,..,S
B T
U=> Us (3.7)
t=1
N N
> PusSits > Y PusBus  Vtel,.,T;Vsel,...S (3.8)
i=1 =1
Pse1,...s{Us <0} > R, Wt (3.9)
Eser,. slU < W (3.10)
0<Us <M (3.11)

Xit, Bit, Sy >0, R, €]0,..,1] VieN;teT,seS

Incluiu-se também chance constraints e integrated chance constraints no modelo.
Elas se tratam de um relaxamento das restri¢oes de fluxo de caixa para permitir algum ni-
vel de underfunding, em outras palavras, em certos momentos do tempo, a entrada liquida
do fundo nao é suficiente para honrar os compromissos do fundo, essa diferenga poderia
ser vista como um empréstimo realizado pelo fundo. Essa dindmica é implementada per-
mitindo que o balango do fundo seja negativo. A partir disso, dois conceitos importantes
sao definidos: o de underfunding e o de insolvéncia para o fundo de pensao. Assim como
esclarece Valladao e Alvaro Veiga (2008), underfunding é visto como uma riqueza nega-
tiva no final do horizonte de programacao estocastica, enquanto o estado de insolvéncia
¢ descrita pelo deficit no final da existéncia do fundo. A probabilidade de underfunding
¢é calculada a partir do nimero de cendrios incapazes de honrar suas obriga¢cdes em um

determinado periodo de tempo.
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O wunderfunding para cada cendario é denotado por Ui, > 0, e < M, que é um
parametro exégeno, cujo objetivo é estabelecer a extensao de divida em cada cenario. As
integrated chance constraints ¢ a soma de todos os underfunding em um dado ramo da
arvore. Ele é descrito pela equacao 3.7 e 3.10, onde W é a um parametro usado para
medir quantitativamente qual nivel de insolvéncia de um caminho da arvore. Logo, com
3.10, coloca-se um limite para o total desta divida de um ramo da arvore, impedindo-o

de ultrapassar W.

Quando se permite underfunding, a quantidade dessa variavel U;, poderia ser re-
alocada pelo investidor também no futuro, de modo que um dinheiro poderia aparecer
indevidamente no fluxo de caixa. Por isso, define-se pela equacao 3.8 a fim de garantir
que o investidor use apenas o dinheiro das entradas do fluxo de caixa. De acordo com
(MURARKA et al., 2014), essa restricao é chamada de balango financeiro. A chance cons-
traint para o balanco financeiro é formalizada pela equagao 3.9, na qual a variavel R é o
nivel de confianca para determinar qual a probabilidade de os cenarios nao apresentarem

condic¢oes de honrar seus compromissos.

3.2.4 Restricdes Regulatorias

Além das restrigoes referentes a modelagem da dinamica de administracao de ativos
e passivos (ALM), o modelo deve contemplar também a legislagao brasileira relacionada a
regulacao dos investimentos nos fundos de pensao de previdéncia complementar fechada,
visto que sua atividade é disciplinada pelo Estado. Para este fim, adicionou-se ao modelo
a restricao 3.12. Atualmente, a Resolugao CMN n° 3.792/2009 prevé que a alocacao em
ativos de Renda Variavel seja no maximo 70% do valor total do portfélio de investimentos
do fundo.

Xy <7Xy t=1,.T w€l0,.,1 Vi,i=1,.,N (3.12)

O indice 3 representa o ativo de renda variavel. O parametro 7w corresponde a

alocacao maxima relativa ao total de recursos disponiveis legalmente permita.

3.2.5 Funcao Objetivo

O modelo ira procurar pela maximizacao da riqueza no tltimo periodo da arvore

de cenérios.

s N
max SN pPrsXirs (3.13)

s=11i=1



Capitulo 3. Modelos 42

3.3 Modelo de Precificacao de Ativos

O prego dos ativos é visto como um processo estocastico de periodo discreto, ja
que seu valor muda de maneira incerta ao longo do tempo, e, embora essa alteragao possa
ocorrer a qualquer momento, utiliza-se intervalos de tempo para realizar a amostragem dos
pregos, (HULL, 2008). Além disso, os precos sao independentes das realizagoes passadas
mas convergem para um estado estavel ao longo de um periodo de tempo (média e desvio),
o que também o caracteriza como processo markoviano. Essa independéncia é vista a partir
da suposicao de mercados perfeitos na forma forte, a qual determina que os precos atuais
refletem toda a informacao disponivel até agora. A base do modelo é fundamentada no

processo de Wiener generalizado, cuja definicao formal se d& pela equacao 3.14.

3.3.1 Processo de Wiener

Az = adt + bdW (3.14)

A equacgao 3.14 implica dizer que x apresenta média a e desvio padrao b. Sendo
assim, o parametro a define a taxa de retorno do ativo por unidade de tempo, e, entao,
é multiplicado pelo intervalo de tempo considerado. Esse valor é somado ao parametro b,
que se trata da taxa de variancia, a qual é multiplicada por dW, um ruido ou variabilidade

que ¢ definido pela equacao 3.15.

dW = eV/At (3.15)

A variavel dW é considerada um processo de Wiener padronizado. O argumento
€ tem uma distribuicao normal padronizada, ou seja, média zero e desvio padrao um, ou
¢(0,1). Entao, considerando-se P; como o prego dos ativos, a varidvel dP; poderia ser vista
como uma pequena variacao de preco em um determinado intervalo de tempo 4A;, com
retorno esperado p, e desvio padrao o. Para a definicdo desses parametros, realiza-se uma
pequena aproximacao de p e o, visto que eles sao considerados constantes no intervalo
de tempo t e t + At. Logo, o processo de modelagem para um ativo pode ser dado pela

equacao 3.16 e 3.17.

P,=P_1+APR (3.16)
AP, = pP_ 1At + oeP,_ VAt (3.17)

De acordo com Hull (2008), o modelo definido pelas equagoes 3.16 e 3.17 é o mais

amplamente utilizado para modelar o comportamento dos pregos de ativos. Ele também
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representa um random walk com valor esperado uAt, e componente estocastico oev/ At. A

variancia do componente estocastico é 02At, e, por conseguinte, o desvio padrao ov/At.

AP, ~ ¢(uAt, o At) (3.18)

3.3.2 Random Walk Correlacionado

Se mais de um ativo é utilizado na composicao da simulacao, é necessario considerar
a correlagao entre eles, ou seja, a maneira como o resultado de cada um deles influéncia na
evolugao do outro. Para tal, de acordo com Brandimarte (2006), a maneira mais simples de
expressar essa interacao € generalizar o movimento Browniano geométrico, como também
¢ conhecido o processo de Wiener. Entao, por meio dessa abordagem, assume-se que o

preco Py do ativo ¢ = 1, .., n satisfaz a seguinte equacao:

dPy
P,

= p;dt + o;dW; (3.19)

onde o processo de Wiener W, sdo correlacionados. Eles apresentam um conjunto
de coeficientes de correlacao p;;, cujo significado pode ser apreendido pela seguinte forma-

lizacao:

pii =1 (3.21)

Sendo assim, random walk correlacionados sdo simulados por normais padroniza-
das que sejam correlacionados, ou uma normal multivariada, que apresente o niimero de

dimensoes iguais ao nimero de ativos respeitando 3.20 e 3.21.

3.3.3 Geracao dos precos

Para a simulacao do modelo utiliza-se a aproximacao dos retornos por meio da
funcao log, com base e. Essa funcao permite que os retornos logaritmicos dos ativos

durante At periodos possam ser escritos como a soma desses periodos. Logo, pode-se
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dizer o seguinte,

P, P—1 P_(a—
AtPt:lOQPt—logPt_At:log< t 1 t—(At 1)>

Py Py P

=AP+AP,_ 1 + ...+ AP (a1 (3.22)
At

=2 APy
Jj=1

De acordo com Brandimarte (2006), considera-se que a soma desses retornos tam-
bém seja distribuida normalmente. Entao, o autor declara que a distribuicao desses retor-

nos estariam de acordo com,

E[AtP) = p, Var(AtP) = o2, (3.23)

A partir dessas defini¢oes, adotou-se, como entrada do modelo a ser simulado,
os retornos mensais logaritmicos de trés ativos, Money Market, CDI e IBOV, buscando
representar a possibilidade de valores financeiros em caixa, de investimento de menor
volatilidade e de outro, de maior volatilidade. A amostra utilizada continha dados a partir
de janeiro de 2004 até julho de 2014, e foi aplicada para definir-se os pardmetros p, o2,
bem como a matriz de correlagdo entre os ativos. A simulacao de precos deu-se utilizando
as equagoes 3.16 e 3.17, considerando-se a correlagdo entre os ativos explicitada por 3.20
e 3.21. Como o retorno utilizado era mensal, o At utilizado foi 1. O exemplo de uma das

iteracoes pode ser visto pelas Figuras 6 e 7.

Figura 6 — Arvore de Precos CDI

Fonte: Elaborado pelo Autor

O roteiro do processo de geragao dos precos se deu pelos seguintes passos:
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Figura 7 — Arvore de Precos IBOV

Fonte: Elaborado pelo Autor

1 Verificacao da média, variancia e desvio padrao a partir da série de retornos logarit-

micos dos ativos.

2 Gerar os numeros pseudoaleatorios amostrados de uma variavel aleatéria com dis-
tribuicao normal padrao e multivariada, cujo parametro de entrada é uma matriz

semi-definida positivamente da correlagao entre os retornos logaritmicos dos ativos.

3 Aplicar o modelo das equagoes 3.16 e 3.17 utilizando os parametros do item [1] e
utilizar o dWW; do passo [2] para a geragao dos valores, considerando apenas o ultimo

valor encontrado para a geragdo do novo preco.
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4 Simulacoes e Resultados

Neste capitulo, aplica-se 0 modelo estocastico apresentado no capitulo anterior. A
estimacao dos seus parametros ¢ realizada, o que, por consequéncia, possibilita o calculo
da probabilidade de insolvéncia versus a riqueza inicial do fundo. Propoe-se também uma
discussao do impacto da mudanga da estrutura da taxa de juros no perfil de investimentos
destes fundos. A fim de facilitar o entendimento dos resultados, exibe-se, nesta secao, um

resumo do modelo implementado.

4.1 Resumo do Modelo

S N
max Z ZpsPiTinTs

s=1i=1

sujeito a :
Xit:Xit—1+Bit_Sit t:]_,..,T,'l.Zl,..,N
N N
Z -Pitssits - Z PitsBiys + Iy + Ups = Ly

i=1 =1

Viel,. . T;Vsel,.,S

U:

M=

Uts

« 1

N
ZPitSSits > ZBtsBits Vt € 1a 7T7 Vs € 1a 78
i=1 i=1

Xy <nXy Vtel,.,T Vi,i=1,.,N
Pset,..,.s{Uis <0} > R, Vt
Eser, slU < W
0< U <M

Xit,Bit,SitEO, ZEN,t€T7S€S

Além disso, referéncia-se novamente as equagoes definidas para a geracao de cena-

rios, as quais seguem abaixo:

P,=P 1+ AR
A.Pt = ,LLPt_lAt + O'E.Pt_l V At
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As defini¢oes e explicagoes do modelo podem ser encontradas nas segdes 3.3 e
1.3.1. Ao se comparar o modelo proposto com aqueles apresentados por (VALLADAO,
2008; FIGUEIREDO, 2011), nota-se distin¢ao principalmente na formalizacao da fungao
objetivo. Esse autores optam por uma funcao linear que avalie o desempenho do retorno
dos fundos, medindo-os a partir de uma meta atuarial. Esses pardmetros de bonificacao
e de penalidade adotados buscam formalizar a medida de aversao a risco do investidor.
Entende-se que a defini¢ao desses parametros nao se da de maneira trivial, principalmente
em um ambiente mais aplicado. Por isso, neste trabalho, procurou-se modelar diferente-
mente o posicionamento do administrador do fundo. Este modelo tem como prioridade o
cumprimento das restrigoes, que representam o passivo e responsabilidades a serem pagas

pelo fundo, e em segundo plano maximiza o retorno.

4.2 Definicao de Parametros

O modelo implementado foi o formalizado na secao 3.2.1, e resumido na secao 4.1.
Ele utilizou uma arvore de cenarios binaria com 7" = 10, ou seja, dez estagios. Assim
como mencionado na se¢ao 3.3.2, adotou-se N = 3, que compreende, os retornos mensais
logaritmicos de trés ativos, definidos pelos certificados de depédsito interbancérios (CDI),
como uma proxy para taxa de juros, pelo Money Market, e pelo indice de cotagao do indice
IBOVESPA (IBOV). Esses ativos foram escolhidos a fim de representar a possibilidade de
valores financeiros em caixa, de investimento de menor volatilidade e de outro, de maior
volatilidade. Utilizou-se o modelo de precificacdo apresentado na secao 3.3.1, e resumido
na secao 4.1. A amostra utilizada continha dados a partir de janeiro de 2004 até julho de
2014, e foi aplicada para definir-se os pardmetros u, o, bem como a matriz de correlacao
entre os ativos. O ntimero de estdgios a cada periodo é de 2! Vt t = 1, .., T, resultando num
total de 2046 nds da arvore de cendrios para cada execucao, organizados em dez cenarios

independentes. Os dados extraidos dessas séries sao apresentados na tabela 11.

Tabela 11 — Retorno Médio e Desvio Padrao da Amostra

Ativo Retorno Médio Logaritmico % Desvio Padrao Logaritmico %
Money Market 5.65 0.0

CDI 11.3 9.26

IBOV 8.7 22.13

Assim como exibido na tabela 11, adota-se como retorno do ativo Money Market
sempre a metade do retorno utilizado para o CDI. A estrutura de passivo empregado
no modelo foi fornecido por um grande fundo de pensao. Além disso, como indicado por
muitos especialistas da area atuarial, e descrito na maioria dos normativos dos fundos

de pensao brasileiro, como por exemplo Previ (2013), a metodologia para trazer o valor
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do passivo a valor presente ¢ adotar como taxa de desconto somente os juros atuariais.
Esse procedimento justifica-se pelo critério prospectivo, ou seja, que projeta futuramente,
o qual é utilizado por essas institui¢oes. Dessa forma, eles realizam somente o desconto
atuarial, desconsiderando o financeiro. O valor utilizado é de 5%, o mesmo praticado por
Previ (2013). Defini-se também o 7 a ser adotado na equagao 3.12 como valor maximo
de alocacao permitida em ativos de renda variavel. Para este trabalho, emprega-se o
limite maximo de 70 % do total de recursos disponiveis para alocacao em ativos de maior

volatilidade.

Além disso, optou-se por nao adotar a possibilidade de underfunding no fundo de
pensao, mesmo definindo-o algebricamente. O underfunding, assim como percebido por
Valladao (2008), pode ser visto como uma medida subestimada do risco levando a inter-
pretacoes equivocadas do estado de solvéncia do fundo. O motivo para tanto é o propdsito
para o qual o dinheiro sera empregado pelo modelo. Pode-se observar que, enquanto a taxa
de juros imposta para a retirada desse valor for menor do que os possiveis rendimentos
provaveis dos investimentos considerados, como o modelo busca otimizar o retorno final
do portfélio, ele sempre utilizara esse valor para se alavancar, ainda que nao seja neces-
sario para o pagamento exclusivo do passivo relacionado ao respectivo periodo. Como o
principal objetivo deste trabalho era identificar uma politica de investimento que maxi-
mizasse o retorno do portfélio a partir somente dos retornos dos ativos, o underfunding
foi desprezado nas analises. Uma das implicagoes dessa decisao se da pelo fato de que
nenhum dos estagios apresentar valores negativos, mesmo em meio a execu¢ao do modelo.
Essa restricao resultou na garantia de que todos esses estagios resultavam valores positi-
vos para o patrimonio, ou seja, em todos os periodos de tempo considerados, o modelo
deveria ser capaz de realizar o pagamento do passivo e ainda indicar um saldo positivo

de patrimonio.

4.3 Alocacao do fundo no instante inicial

As variaveis de decisao do modelo sao referentes a alocagao dos recursos. Entao, a
resposta esperada é definida por uma politica de investimento que maximize a riqueza do
portfélio respeitando as regras e restrigdes apresentadas nas segoes anteriores. Assim como
realizado por Figueiredo (2011), Ao tratar-se da incerteza no modelo, ainda que a cada
iteracao sejam produzidos dez cenarios, faz-se necesséario identificar se ha convergéncia
quanto a proporc¢ao de alocagao de recursos em ativos, por meio dos parametros de entrada
empregados. Para tal, realizou-se diferentes niimeros de execucgoes a fim de buscar se havia

convergéncia do portfélio inicial. Seguem os resultados na tabela 12.

Dado o equilibrio do portfélio inicial na composicao de carteira a partir de 300

iteracoes, verificado na tabela 12, elegeu-se esse niimero como adequado para as demais
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Tabela 12 — Composicao do Portfélio para Carteira Inicial

Ne Iteracoes Money Market % Renda Fixa% Renda Variavel%

20 18 44 38
100 16 48 36
200 16 o1 33
300 16 51 33
500 17 50 33

andlises e verificagoes a serem realizadas a partir do modelo. O nimero de iteragoes

apropriado foi selecionado apds a simulagao de 11500 cenérios diferentes.

4.4 Probabilidade de Insolvéencia

Assim como definida mais extensamente na secao 3.2.3, o estado de insolvéncia é
descrita pelo deficit no final da existéncia do fundo, ou seja, ao final do periodo considerado,
o modelo nao foi capaz de cumprir com o passivo, terminando com ao menos um dos 10
cenarios com o patrimonio negativo. Sendo assim, ao verificar-se o ultimo estagio de
uma execucao, nenhum dos 1024 nods pertencentes ao décimo nivel da arvore pode ter
patrimonio resultante negativo. Como parametro para verificagao, utilizou-se o fundo
inicialmente equilibrado, ou seja, o valor do patrimoénio inicial era o mesmo do total
do passivo, trazido a valor presente, a ser pago. Posteriormente, o valor do patrimoénio
inicial foi sendo decrementado até chegar a medida de apenas 60% do total do passivo.
Esse experimento considerou dezenove valores para patrimonio inicial, desde patrimonio
referente a 100% do passivo até 60% do passivo. Executou-se trezentas corridas para cada
uma dessas faixas de valor de patrimonio inicial. A partir disso, aferiu-se quantas vezes o
fundo tornou-se insolvente, definindo-se a probabilidade da ocorréncia de tal evento para

a respectiva faixa. O resultado pode ser verificado na Figura 8.

A probabilidade de insolvéncia foi testada diferentes niveis de confianga, mas de-
vido a restricdo que garante que todos os estdgios de todos os periodos do fundo sejam
positivos, o nivel de confianga se tornou um condicionante lower bound para o modelo,
nao influenciando os resultados. A partir da Figura 8, percebe-se um comportamento
esperado por parte do modelo, uma vez que conforme o decréscimo do valor inicial do
patrimoénio inicial, o fundo deverd buscar um retorno maior a fim de garantir o pagamento
de suas responsabilidades. Como os investimentos apresentam maior risco, o modelo se
expoe cada vez a um nivel maior de risco, aumentando a probabilidade de insolvéncia do
fundo de pensao. Foram realizadas 300 iteragoes para cada nivel de equilibrio entre pa-
trimonio inicial e passivo do fundo, totalizando 5700 iteracoes para cada nivel de confianca

considerado.
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Probabilidade de Insolvéncia com Probabilidade de Cumprimento do Passivo em
cada Periodo
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Figura 8 — Probabilidade de Insolvéncia

Fonte: Elaborado pelo Autor

4.5 Comportamento do Fundo com o decréscimo da Taxa de Juros

Um exemplo de aplicagao plausivel para o modelo apresentado poderia ser ana-
lise do comportamento de alocacao de investimentos do fundo dado o cenario de queda
da taxa de juros. O decréscimo da taxa de juros pode ser visto como uma tendéncia de
longo prazo no Brasil. Assim como nesta nacao, ha outros paises que ja apresentaram
0 mesmo comportamento, especialmente paises em desenvolvimento. Dupacova e Polivka
(2009) observaram a mesma tendéncia, no periodo entre 1999 e 2001, na Riussia. Dessa
maneira, procurou-se realizar um estudo inovador no Brasil, uma andlise do impacto do
decréscimo da taxa de juros na politica de investimentos de um fundo de pensdao, uma
tendéncia de longo prazo no pais. Como mencionado anteriormente, os certificados de
depésito interbancarios (CDI) foram vistos como uma proxy para taxa de juros. Sendo
assim, analisou-se o impacto na politica de investimentos do fundo de pensao ao avaliar
essa possivel queda na taxa de juros. Considerou-se trés cenarios para o estudo do com-
portamento do portfélio sob decréscimo da taxa de Juros. Eles sao exibidos pelas Figuras

9,10 e 11.
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ALOCACAO MEDIA - FUNDO
EQUILIBRADO
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Figura 9 — Evolugao Portfélio - Fundo Equilibrado
Fonte: Elaborado pelo Autor

ALOCACAO MEDIA - FUNDO 80%
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Figura 10 — Evolugao Portfélio - Fundo 80% de Patriménio Inicial

Fonte: Elaborado pelo Autor

O cenario ilustrado pela Figura 9, ocorreu de forma previsivel. Quando o fundo
detém recursos suficientes para pagar o passivo, independente dos retornos dos ativos,
mesmo quando o retorno da renda fixa é menor, ele mantém a carteira, com uma leve
tendéncia a migrar investimentos para a renda variavel. Esse comportamento pode ser
visto porque nesse caso a taxa de juros nao atua como uma restricao hard, ja que o mo-
delo tem disposicao financeira suficiente para o pagamento do passivo independentemente
dos retornos de seus investimentos. Entao, ele mantém a carteira 6tima, ja apresentada
pela tabela 12. O cenario representado pela Figura 10, também exibiu comportamento
esperado. Enquanto o retorno do CDI estava superior ao retorno verificado com IBOV, o
modelo manteve a carteira 6tima, que apresenta rentabilidade média maior. A partir do
momento que os juros do CDI ficaram abaixo do retorno obtido no IBOV, ele comegou
gradualmente a migrar investimentos para a renda varidvel. Esse comportamento se da
até o momento que ele aloca a maior parte de seus investimentos em renda variavel a
fim de garantir a solvéncia do fundo e a maximizacao de seu retorno. Além disso, nota-
se que a probabilidade de insolvéncia também aumenta a partir desse instante, ja que

temos grande volatilidade de retorno na renda variavel. Entao, o fundo aumenta a sua
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ALOCACAO MEDIA - FUNDO 60%
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Figura 11 — Evolucao Portfélio - Fundo 60% de Patrimonio Inicial

Fonte: Elaborado pelo Autor

probabilidade de insolvéncia. No cenario representado pela Figura 11, o modelo conseguiu
formar uma carteira somente com o primeiro nivel de retorno, posteriormente nao con-
seguiu formar mais carteiras, j4 que todos os cendrios nao ofereciam viabilidade para o
cumprimento passivo no final dos dez periodos com um nivel de confianca de 90% para
todos os estagios. Nesta carteira, ele aloca o maximo possivel em renda variavel a fim de

viabilizar o pagamento do passivo do fundo.
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5 Consideracoes finais

De acordo com Adam (2007), ALM deve procurar encontrar pontos de equilibrio
entre a aversao a risco e o prémio sob risco, e ganho a partir das posicoes tomadas. Neste
trabalho, implementou-se, descreveu-se e analisou-se os resultados de um modelo para
administracao de ativos e passivos aplicado a fundos de pensao de beneficio definido. A
abordagem adotada foi a otimizacao e programacao estocastica em periodo de tempo dis-
creto baseada em uma arvore de cenarios multi-estagio balanceada. Uma visao geral do
funcionamento e interagao de todos esses componentes é encontrada na se¢ao 1.3.1, que é
ilustrada pela Figura 1. O resultado encontrado caracterizou-se por uma distribuicao de
probabilidade da alocagao dos ativos no instante inicial da simulacao, e da probabilidade
de insolvéncia quantificada com base na medida de equilibrio financeiro do fundo. Para
tornar a modelagem de ALM possivel, foi necessaria a formalizacdo do ambiente esto-
castico, visto na se¢ao 2.3, a modelagem algébrica, cuja realizagao ocorreu na secao 3.2,
a definicao da metodologia de precificagao dos ativos, apresentada na secao 3.3. Toda a
estrutura para execucao das simulacoes se estabeleceu a fim de permitir escalabilidade ao
problema. Aproximadamente 40000 simulagoes foram executadas, contendo 2046 nds em
cada corrida. A proporc¢ao desse experimento ¢é inédita na literatura, e procura contemplar
um numero significativo de cenérios de modo a tornar o resultado do modelo robusto o

suficiente para minimizar perdas em cenarios extremos.

Quando se compara um modelo em que os valores esperados sao usados como pa-
rametros, visto na secao 3.1, com modelos de natureza estocéstica, como exibido na sec¢ao
3.2, nota-se a limitagdo daqueles modelos, assim como defendem Valente et al. (2009a).
Por isso, esse trabalho, pela primeira vez no Brasil, propoe a apresentagao desses dois
modelos conjuntamente para facilitar a percepcao da inadequagao de modelos determinis-
ticos a realidade de um fundo de pensao. Esses modelos de valor esperado buscam quais
sao os ativos que representam maior retorno no préximo periodo, compram esses ativos
e os vendem posteriormente. Entretanto, eles nao sao capazes de incorporar a incerteza
inerente ao mercado financeiro a projecao dos proximos periodos, levando-os a anélises
nao realisticas e pouco informacionais. Como, de acordo com a teoria de mercado perfeito,
nao é possivel prever totalmente o valor das acoes no dia seguinte, devido a influéncia
que novidades de mercado exercem na precificagao de ativos, torna-se imprescindivel a

incorporacao desse elemento a modelagem.

Tratando-se do modelo estocéastico, os valores encontrados para a composi¢ao
do portfélio no instante inicial sdo julgados adequados e condizentes com a realidade
brasileira, veja tabela 12, uma vez que estdo muito préximos das composig¢oes de car-

teiras de fundos brasileiros como, por exemplo, Previ e BB, os quais de acordo com
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Paixao, Pinheiro e Chedeak (2005), no ano de 2004, compunham seu portfélio com 62,20%
de renda fixa, 30,07% de renda variavel, e 7,73% de outros investimentos. Os resultados
apresentados nesse trabalho indicam maior investimento em renda fixa, com uma tendén-
cia de migragao para renda variavel. Essa inclinacao pode ser explicada pela propensao a
longo prazo de queda da taxa de juros basico do pais, cujo valor naquele periodo era apro-
ximadamente 16%, o valor da taxa considerado é de 11%, cerca de 30% menor. A Petros,
fundo de pensao da Petrobras, também teve sua composicao de portfélio divulgada recen-
temente. Segundo, Valor Econdmico (2014b), a sua representa¢ido em ativos ocorre por
49% em Renda Fixa, 36,9% em Renda Variavel, e 13,4% em outros ativos. Esses niimeros

encontrados sao muito proximos aos valores exibidos pelo modelo deste trabalho.

Na secao 4.4, detalhou-se as probabilidades de insolvéncia do fundo, realizando-se
também diversas analises de sensibilidade. Essa verificacao é alvo de muitos pesquisadores.
Estudos semelhantes podem ser encontrados em Bauer, Hoevenaars e Steenkamp (2009),
Dupacové e Polivka (2009), Figueiredo (2011). Os resultados poderiam ser aplicados por
fundos de pensao como uma regra ad-hoc para a constatacao de sua saide financeira,
bastando enquadrar-se em qual cenario o fundo se encontra. Entao, verificaria-se, sob
condi¢oes de mercado atuais, qual seria a sua probabilidade de insolvéncia. Por fim, na
secao 4.5, ilustra-se o comportamento do fundo mediante a uma possivel queda da taxa
de juros. Essa andlise evidéncia a importancia crescente de modelos de ALM dentro desse
cenario econdémico, uma vez que a reducao da taxa de juros basica deverda impor aos ad-
ministradores de fundo de pensao um cenario de maior risco, a fim de poderem honrar os
compromissos definidos previamente com os participantes do fundo. A exposicao a esse
risco deve se dar de maneira responsavel, controlada e medida. Por isso, os modelos de
ALM sao grandes aliados, uma vez que permitem simular, projetar e planejar o posicio-
namento estratégico mediante diferentes futuros cenarios econémicos. Essa facilidade traz
visibilidade e transparéncia ao processo de planejamento de politicas de investimento de

um fundo de pensao, valores associados a uma governanca empresarial de qualidade.

Ao desprezar-se o underfunding, as analises do comportamentos do fundo em di-
ferentes nivel de confiancas, retratados pela Figura 8, podem ter ficado comprometidos,
a medida que um dos intuitos desta andlise de sensibilidade corresponde a andlise sob
relaxamento dessa restricao. O resultado esperado seria uma redugao da probabilidade de
insolvéncia nos estagios finais, tomando-se um nivel de confianca menor. Por isso, uma
definicao para taxa de juros praticavel para financiamentos tomados pelos fundos, bem
como a formalizacao do regulamento para esse recurso, traria mais informagcoes a respeito
da dinamica de alocagao de ativos na administracao do fundo de pensao. As taxas ineren-
tes a operagoes financeiras também nao foram contempladas. Por isso, verificou-se uma
dindmica muito grande relacionada a composicao do portfélio em diferentes estdgios de
uma mesma iteragao. Entao, também poderia-se incluir essa informacao no modelo, a fim

permitir que ele considerasse essa despesa ao realizar suas compras e suas vendas.
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Além disso, como a natureza do problema de administracao de ativos e passivo
pode ser vista a partir da perspectiva da incerteza em todos os seus elementos. Embora,
nesse trabalho, uma estrutura de passivo deterministica tenha sido considerada, poderia-
se sofisticar o modelo acrescentando incerteza também a essa estrutura, desenvolvendo-
se um modelo atuarial mais completo para retratar a realidade inerente a esse passivo,
onde a taxa de mortalidade, a taxa de desemprego e outros atributos estocasticos seriam
incluidos. Outro desenvolvimento a ser sugerido seria também a abordagem dos possiveis
cupons provenientes de titulos de divida do governo, e provaveis proventos relacionados
as agoes, os quais poderiam ser considerados juntamente com suas datas de vencimento.
Esses aspectos também influenciam na decisao do administrador do fundo de pensoes

adiando estrategicamente a sua negociacao em mercado.
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