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Quando transmitimos alguma informacao, gueremos ter
certeza de que a informacao enviada € igual a recebida,
mas essa transmissao estad sujeita a ruidos que causam
erros na mensagem, como perda ou deslocamento de
simbolos. A Teoria de Cdodigos estuda técnicas para detectar
e corrigir tais erros, utilizando para isto resultados de
aritmetica de corpos finitos, polindmios irredutiveis e algebra
linear.

Os codigos Reed-Solomon sédo um tipo especifico de
codigos ciclicos que corrigem ate t erros, amplamente
utilizados na troca de dados, com usos em telefonia, CDs,
transmissao de satélites etc.

Codigos Lineares

Como o proprio nome sugere, 0os codigos lineares estao
baseados em varias ferramentas da algebra linear. Assim, &
Importante visualizar GF(g)" nao apenas como um corpo
finito, mas também como um espaco vetorial sobre GF(Qq).

Definicao 1 Seja H uma matriz (n-k)yn com
entradas em GF(q). Dizemos gue o0 conjunto
C={ceGF(Q)"; Hc" =0}

é um codigo linear sobre GF(q), também denotado por
C(n,k), enquanto que n € o comprimento e k & a
dimensao do codigo. Os elementos de C sao chamados
palavras-codigos e H a matriz de paridade de C. Se G é
uma matriz kxn cujo espaco gerado pelas linhas € igual a
C, entdo dizemos que G é a matriz geradora de C.

Pela definicao de G, qualquer ¢ = a.G com a ¢ GF(q)" € uma
palavra-codigo. Portanto, ambas matrizes H e G podem ser

usadas para obter C.

Distancia de Hamming

Definicao 2 Sejam x,y e€¢ GF(g)". A distancia de
Hamming d(X,y) € o numero de coordenadas nas quais x
e y diferem.

Definicéo 3 Se ¢ € uma palavra-codigo e y uma

palavra recebida, entao o erro é a diferenca e = y-c.

Definicao 4 Seja t um inteiro positivo. Um codigo
C e GF(q)" corrige t erros se para cada palavra recebida
y € GF(g)" ha no maximo um c ¢ C tal que d(c,y) <t.

Definicdo 5 A distancia minima de um codigo C é
definida por d. = min(u,v), com u,v e C, U # v.

Teoremal Um codigo C com distancia minima
dc pode corrigir até t erros se d. > 2t+1.

Definicéo 6 Um caddigo linear C(n,k) sobre GF(q) &
ciclico se (c,,c,,..,C,.1) € C implica que (c,,Cq,.-,Cp») € C.

Consideramos GF(g)" representado por polinOmios de grau
menor que n em GF(g)[x])/(x"-1), associando o0 vetor
c=(Cy,Cy,.-,Cy) a0  polindbmio  c(x)=c,tcx+...+c, X" O
deslocamento ciclico em c¢ corresponde a multiplicacdo de
c(X) por Xx.

Teorema 3 Um cddigo linear C(n,k) sobre GF(q)
é ciclico se e somente se C € um ideal de GF(g)[x]/(x"-1).

Como GF(g)[x] € um dominio de ideais principais, todo ideal
nao-nulo em GF(g)[x]/(x"-1) é gerado por um polindmio
monico g de grau minimo no ideal. Portanto todo codigo
ciclico é gerado por um polinémio.

Definicdo 7 Seja C=(g) um codigo ciclico.
Dizemos que g € o polindmio gerador de C e h=(x"-1)/g é
0 polindmio verificador de C.

Teorema 4 Seja C um ideal nao-nulo em
GF(q)[x]/(x"-1), isto e, C €& um codigo ciclico de
comprimento n.

1. O codigo C & gerado por um unico polinomio g de
grau minimo em C.

2. O polinomio gerador g de C é um fator de x"-1.

3. Em GF(g)[x], qualguer ¢ € C pode ser escrito
unicamente como c=f.g, onde grau(f)<n-r e grau(g)=r.
Além disso, a dimensao de C é n-r.

4. Se g(x)=gy,tg.x+...+gXx", entao C é gerado como um
subespaco de GF(g)" pelas linhas da matriz geradora

/go g - g 0 ... o\
- 0 g &1 - | g 0 -+ 0
\0 0 & gl gr )

Codigos Reed-Solomon

Codigos Reed-Solomon tem, por definicdo, comprimento
n=g-1, onde g#2.

Exemplo Sejam g=5, n=4. Um elemento
primitivo em GF(5) é o=2. Assim, g(x) = (Xx-a)(x-a?) =
x*+4x+3. Como k=n-grau(g)=2, a dimenséo do cdodigo é 2.
Assim, temos g = 52 = 25 palavras-codigo. A matriz

geradora é
G — 3 4 1 0
~\0 3 4 1

Alguns exemplos de palavras-codigo sao:

Para sabermos se um codigo corrige t erros, devemos
investigar d.. Calcular d. percorrendo as g« palavras-codigo
pode ser muito custoso. Uma alternativa é proposta a seguir.

Teorema 2 Um codigo linear C com matriz de
paridade H tem d. > s+1 se e somente se quaisquer s
colunas de H sao linearmente independentes.

(0 0)G = (00 0 0)
(10)G =(3410)
(20)G = (13 20)

Os cddigos Reed-Solomon possuem d- = n-k+1, sendo
classificados como codigos MDS (distancia maxima
separavel), significando que conseguem atingir a distancia
minima mais alta possivel.
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