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Introducao

O Ponto Ideal

A geometria euclidiana surgiu por volta de 300
a.C. quando Euclides escreveu a obra Elementos. Nela,
foram utilizados dez axiomas divididos entre nogoes
comuns e postulados.

E um ponto antes de todos os pontos de uma
reta ou um ponto depois de todos os pontos desta
mesma reta. Retas paralelas ttm em comum um ponto
ideal na direcéo do paralelismo.

O Quinto Postulado

Triangulo Generalizado

Se uma reta ao cortar outras duas, forma angulos
internos, no mesmo lado, cuja soma é menor do que
dois angulos retos, entdo as duas retas, se prolongadas,
encontrar-se-d40 no lado onde estdo os angulos cuja
soma é menor do que dois angulos retos.

Desde a época de Euclides muitos matematicos
tentaram, sem sucesso, provar o quinto postulado e
apenas no século XIX chegaram a conclusédo de que
isto era impossivel. Nessas tentativas foram criadas
varias afirmagdes equivalentes, tais como:

Por um ponto fora de uma reta pode-se tracar
uma Unica reta paralela a reta dada ou que a soma dos
angulos internos de um triangulo é sempre igual a 180°.

Os Precursores

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Johann Bolyai (1802-1860)
Nikolai lvanovich Lobachewsky (1793-1856)

A Geometria Hiperbdlica

Quinto postulado da geometria hiperbdlica: Por
um ponto fora de uma reta, podem ser tracadas pelo
menos duas retas que ndo encontram a reta dada.

Um tridngulo generalizado é formado por: Dois
pontos ordinarios e um ponto ideal; um ponto ordinario
e dois pontos ideais ou trés pontos ideais.

Teorema do angulo externo: Um angulo externo
de um tridngulo generalizado ACQ ¢é sempre maior que
0 angulo interno que ndo lhe ¢é adjacente.

Uma propriedade curiosa que torna a geometria
hiperbolica bem diferente da euclidiana é dada pelos
critérios de congruéncia dos triangulos generalizados.

Dados dois triangulos generalizados ACQ e
A'C'Q)'. Eles serdo congruentes se:

e AC=ACeCAQ=CAQ;
e ACQ=ACQ eCAQ=CAQ;
e AC=AC,ACQ=CAQ eCAQ=ACQ

Além disso, na geometria hiperbdlica, a soma
dos angulos internos de qualquer tridangulo € menor do
que 180°.

O Angulo de Paralelismo

Retas Paralelas

Devido ao grande numero de retas que nao
interceptam n, precisamos de uma nova definicdo de
retas paralelas:

Dados uma reta n e um ponto P fora desta reta,
existem exatamente duas retas m ¢ m’ que passam pelo
ponto P e que separam 0 conjunto das retas que
interceptam n do conjunto das que ndo interceptam n.

Essas sdo as retas paralelas a n passando por P
em uma determinada direcdo. Estas retas formam
angulos iguais com a perpendicular baixada de P a reta
n. Além disso, o &ngulo mencionado é agudo.

Dado um tridngulo generalizado ACQ, com
angulo C = 90°, entdo 0 angulo A = © ¢ o angulo de
paralelismo, e depende apenas do comprimento h do
segmento AC. ®(h) é uma fun¢do decrescente, OU Seja,
se h; < h, entao ®(h;) > O(h,), definida para qualquer
valor real ndo negativo, sendo 90° quando h = 0 e tende
a zero quando h tende ao infinito.

Referéncias

BARBOSA, Jodo Lucas Marques. Geometria
hiperbdlica. Rio de Janeiro, IMPA, 2003.




