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Resumo: Apresentaremos um teorema de teoria ergódica sobre a
distribuição uniforme de uma sequência de números reais. Mostrare-
mos que uma sequência {nξ}n∈N é uniformemente distribuı́da se, e so-
mente se, ξ é irracional. Sabemos que o número π é irracional, logo
a sequência {nπ}n∈N é uniformemente distribuı́da, entretanto um pro-
blema em aberto é saber se π apresenta uma distribuição normal (ou
seja se a sequencia {10nπ}n∈N é uniformemente distribuı́da). Essa con-
jetura é sustentada por simulações computacionais, onde é possı́vel vi-
sualizar que todos dı́gitos aparecem na mesma proporção. Todos os
teoremas apresentados, junto com as referências históricas corretas,
podem ser achados em [1].

Definições
Definição 1. Um número normal, é um número real cuja expansão infi-
nita de dı́gitos em cada base b é distribuı́da uniformemente, no sentido
que cada um dos “b” aparece na mesma proporção que os demais.

Um exemplo de número normal é 0, 12345678901234567890..., é visı́vel
que essa sequência apresenta todos os dı́gitos na mesma proporção
em sua expansão infinitesimal em base decimal.
O número 0, 10110111011101111... é um bom exemplo de número cuja
distribuição não é normal.

Definição 2. Uma sequência {xn} é dita uniformemente distribuı́da
módulo 1, se para todo α, β ∈ R, tal que 0 ≤ α < β ≤ 1, ela satis-
faz:

lim
N→∞

1

N
#{1 ≤ n ≤ N : (xn) ∈ [α, β)} = β − α

Pode-se dizer que um número x é normal em base b se a sequência
de números {bnx}n∈N é uniformemente distribuı́da módulo 1. Como to-
das as nossas sequências são indexadas para n ∈ N iremos eliminar o
ı́ndice abaixo n ∈ N.

Teoremas
Teorema 1. Uma sequência {xn} de números reais é uniformemente
distribuı́da modulo 1, se, e somente se, para qualquer função f : [0, 1]→
C, integrável à Riemann,

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f (xn) =

∫ 1

0
f (x) dx. (1)

Sendo f uma função de variável complexa iremos usar o fato que
f = Re(f ) + iIm(f ) e que

∫
f =

∫
Re(f ) + i

∫
Im(f ).

Teorema 2. Uma sequência {xn} de números reais é uniformemente
distribuı́da modulo 1, se, e somente se, para qualquer inteiro m 6= 0,

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πimxn) = 0 (2)

Demonstração: Considerando {xn} uniformemente distribuı́da, temos
que a igualdade em (1) é válida.
Tomando fm(x) = exp(2πimxn) teremos que:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πimxn) =

∫ 1

0
exp(2πimx) dx.

Para qualquer inteiro m 6= 0 o lado direito da igualdade é zero:∫ 1

0
exp(2πimx) dx =

∫ 1

0
cos(2πmx) + i

∫ 1

0
sen(2πmx) = 0 + 0i = 0.

Agora tomando (2) como verdadeiro, definimos o polinômio trigo-
nométrico

P (x) =
M∑

m=−M
amexp(2πimx) , am ∈ C

Temos que

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

P (xn) =
M∑

m=−M
am. lim

N→∞
1

N

N∑
n=1

exp(2πimxn)

= a0 =

∫ 1

0
P (x) dx.

Sabendo que a aproximação de Weierstrass afirma que para qualquer
ε > 0 toda função continua periódica, de perı́odo 1, pode ser aproxi-
mada por um polinômio trigonométrico P tal que

|f (x)− P (x)| < ε , 0 ≤ x < 1 (3)

Através dessa aproximação polinomial deduz-se∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
n=1

f (xn)−
∫ 1

0
f (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣ 1N

N∑
n=1

(f (xn)− P (xn))

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣ 1N
N∑
n=1

P (xn)−
∫ 1

0
P (x) dx

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣
∫ 1

0
(P (x)− f (x)) dx

∣∣∣∣∣ .
Percebe-se que os três termos à direita da desigualdade são menores
que ε. Então (1) é válido para todas funções contı́nuas 1-periódicas. To-
mando χ[α,β) a função indicadora do intervalo [α, β), usando novamente
o teorema da aproximação de Weierstrass, para qualquer ε > 0, existem
funções contı́nuas 1-periódicas f−; f+, tal que

f−(x) ≤ χ[α,β) ≤ f+(x) para todo 0 ≤ x < 1

e ∫ 1

0
(f+(x)− f−(x)) dx < ε

Logo

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ[α,β)(xn) =

∫ 1

0
χ[α,β)(x) dx.

Corolários

Corolário 1. Dado um número real ξ, a sequência {nξ}n é uniforme-
mente distribuı́da modulo 1, se e somente se, ξ é irracional.

Demonstração: Se ξ ∈ Q logo ξ =
p

q
. Basta aplicar o teorema 2 com

m = q, então teremos:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

exp(2πipn) = 1

Pois

N∑
n=1

exp(2πipn) =

N∑
n=1

cos(2πipn) + sen(2πipn) =

N∑
n=1

1 = N
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