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Resumo: Apresentaremos um teorema de teoria ergodica sobre a
distribuicao uniforme de uma sequéncia de numeros reais. Mostrare-
mos que uma sequéncia {n¢},,«n € uniformemente distribuida se, e so-
mente se, £ é irracional. Sabemos que o numero « € irracional, logo
a sequéncia {nr},cn € uniformemente distribuida, entretanto um pro-
blema em aberto é saber se 7 apresenta uma distribuicao normal (ou
seja se a sequencia {10"7},, oy € uniformemente distribuida). Essa con-
jetura € sustentada por simulagdes computacionais, onde é possivel vi-
sualizar que todos digitos aparecem na mesma propor¢cao. Todos 0s
teoremas apresentados, junto com as referéncias historicas corretas,
podem ser achados em [1].

Definicoes

Definicao 1. Um numero normal, € um numero real cuja expansao infi-
nita de digitos em cada base b é distribuida uniformemente, no sentido
que cada um dos “b” aparece na mesma proporcao que os demais.

Um exemplo de numero normal é 0, 12345678901234567890..., € visivel
gue essa sequéncia apresenta todos os digitos ha mesma proporcao
em sua expansao infinitesimal em base decimal.

O numero 0,10110111011101111... € um bom exemplo de numero cuja
distribuicao nao é normal.

Definicao 2. Uma sequéncia {x,} € dita uniformemente distribuida
modulo 1, se para todo o, € R, tal que 0 < o < § < 1, ela satis-
faz:
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Pode-se dizer que um numero x € normal em base b se a sequéncia
de numeros {b"z}, N € uniformemente distribuida modulo 1. Como to-
das as nossas sequéncias sao indexadas para n € N iremos eliminar o
indice abaixo n € N.

Teoremas

Teorema 1. Uma sequéncia {x,} de numeros reais e uniformemente
distribuida modulo 1, se, e somente se, para qualquer fungao f : 0,1 —
C, integravel a Riemann,

g 1
lim —z_:lf(mn)—/o f(z) dx. (1)
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Sendo f uma funcao de variavel complexa iremos usar o fato que

f=Re(f)+ilm(f)eque [ f = [ Re(f)+i [ Im(f).

Teorema 2. Uma sequéncia {x,} de numeros reais e uniformemente
distribuida modulo 1, se, e somente se, para qualquer inteiro m = 0,

N
1
Nli_r>noo ~ nz_:l exp(2mimxy) = 0 (2)

Demonstracao: Considerando {z,} uniformemente distribuida, temos
que a igualdade em (1) é valida.
Tomando f,,(z) = exp(2mimxy,) teremos que:

N 1
1
Nli_r)rloo N nz:l exp(2mimay) = /O exp(2mimx) dx.

Para qualquer inteiro m # 0 o lado direito da igualdade € zero:

1 1 1
/ exp(2mimx) dr = / cos(2mmzx) + z/ sen(2mmx) = 0+ 0i = 0.
0 0 0

Agora tomando (2) como verdadeiro, definimos o polindmio trigo-

nometrico
M

P(x) = Z amexrp(2mimz) ,  am € C
m=—M

Temos que
| N M | N
Nli_r)rloo ¥ Z P(xp) = Z .- ]\flinoo ~ Z exp(2mimany,)
n=1 m=—M n=1

Sabendo que a aproximacao de Weierstrass afirma que para qualquer
e > 0 toda funcao continua periédica, de periodo 1, pode ser aproxi-
mada por um polindmio trigonometrico P tal que

[flx) = Plz)| <e , 0<x <] (3)

Através dessa aproximacao polinomial deduz-se
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Percebe-se que os trés termos a direita da desigualdade sao menores
que ¢. Entao (1) é valido para todas funcoes continuas 1-periodicas. To-
mando x|, g) a funcao indicadora do intervalo |«, ), usando novamente
o teorema da aproximacao de Weierstrass, para qualquer ¢ > 0, existem
funcoes continuas 1-periddicas f_: f, tal que

paratodo 0<z <1

Corolarios

Corolario 1. Dado um numero real £, a sequéncia {n{}, € uniforme-
mente distribuida modulo 1, se e somente se, £ € irracional.

Demonstracao: Se £ € Q logo £ = ” Basta aplicar o teorema 2 com
q
m = ¢, entao teremos:

N
1 .
Nlinoo ~ nz_:l exp(2mipn) = 1
Pois
N N N
Z exp(2mipn) = Z cos(2mipn) + sen(2mipn) = Z 1=N
n=1 n=1 n=1
_
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