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Resumo

Camadas de mistura estratificadas estdo presentes na natureza, seja na atmosfera devido
a interacdo entre as correntes de ar ou no encontro da dgua doce com o meio oceanico. A
estratificacao enfraquece movimentos verticais, influenciando a mistura de nutrientes e a distri-
buicdo de particulas bioldgicas e quimicas. A combinacdo de forcas externas e caracteristicas
topograficas, como a declividade, resulta em vérios tipos de instabilidades na interface da ca-
mada cisalhante. O objetivo principal deste trabalho é analisar como o grau da estratificagao
e a declividade influenciam a amplificacdo das perturbagdes geradas em uma camada de mis-
tura estavelmente estratificada. Configuragdes temporais e espaciais por meio da Simulacdo
Numérica Direta (DNS), para diferentes nimeros de Richardson (Riy) e declividades (6), sao
empregadadas para compreender o processo fisico da mistura e as importantes estruturas que
se formam. As simulagdes temporais sdo comparadas com a andlise de estabilidade linear por
meio das aproximacdes de Chebyshev. Estes testes permitem validar o cddigo numérico e es-
tudar o comportamento das taxas médximas de amplificacdo. Para as simulacdes espaciais, o
efeito da estratificacdo reduz a taxa de crescimento das perturbacdes, enquanto o efeito da de-
clividade acelera o desenvolvimento de instabilidades. Simulagdes espaciais bidimensionais
sdo empregadas para examinar a camada baroclinica e a evolucdo das instabilidades primérias
e secunddrias de Kelvin-Helmholtz. Os resultados obtidos em simulagdes espaciais tridimen-
sionais apresentam a formacgdo das instabilidades translativas e o desenvolvimento de vortices
longitudinais que s@o mais intensos para o caso homogéneo. O nivel de estratificacao e decli-
vidade interfere na dindmica do escoamento tridimensional, especificamente, na geracdo das

instabilidades primdria e secundéria influenciando no fluxo turbulento vertical de massa.



Abstract

Stratified mixing layer are found in nature, either in the atmosphere due to the interaction
between air currents or in the merging of fresh and salt water. The stratification weakens verti-
cal motions, influencing the mixture of nutrient and the distribution of biological and chemical
particles. The combination of external forces and topographic features, such as the slope, re-
sults in various types of instabilities in the shear layer interface. The main objective of this
work is to analyze how the degree of stratification and the slope influence the amplification of
perturbations generated in a stably stratified mixing layer. Temporal and spatial configurations
are used in Direct Numerical Simulation (DNS) for different Richardson numbers (Riy) and
slopes (6) in order to better understand the physical mixing process and the important structu-
res that are formed. The temporal simulations are compared with the linear stability analysis
through Chebyshev approximations. These tests allow the validation of the numerical code and
the study of the behavior of the maximum rates of amplification. For spatial simulations, the
stratification effect reduces the perturbation growth rate while the slope effect accelerates the
development of instabilities. Spatially simulations are employed to examine the baroclinic layer
and the evolution of primary and secondary Kelvin-Helmholtz instabilities. The results obtai-
ned in three-dimensional spatial simulations show the formation of the translative instability
and development of longitudinal vortices that are more intense for the homogeneous case. The
level of stratification and slope influence the dynamics of three-dimensional flow, specifically,

the generation of primary and secondary instabilities, influencing the turbulent buoyancy flux.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia

Camadas de mistura estratificadas estdo presentes em meios geofisicos, como na mistura
da 4gua do Oceano Atlantico com a dgua salgada do mar Mediterraneo, através do Estreito de
Gibraltar, ou, quando a d4gua doce entra no espago oceanico. A presenca da estratificacdo inibe
movimentos verticais, influenciando assim a mistura de nutrientes, a distribui¢do de particulas
bioldgicas e quimicas, e a qualidade da dgua. Constata-se que no interior de corpos d’agua,
as maiores concentracdes de nutrientes sdo normalmente encontradas em profundidades onde a
fotossintese ndo pode ser realizada, de modo que a mistura vertical € necessdria para o transporte
dessas substancias para as regides produtivas (Lawrence et al., 2004 [87]).

A combinacdo de forgas externas e caracteristicas topograficas, como a declividade, resulta
em vdrios tipos de instabilidades na interface da camada cisalhante, sendo bem reconhecida
a importancia desses tipos de instabilidades hidrodindmicas no processo de mistura em ocea-
nos, lagos e atmosfera. Em estudos atmosféricos, estimou-se que a instabilidade na interface
de duas correntes de densidades diferentes que se movem com velocidades desiguais produz
um aumento significativo na mistura dos escoamentos atmosféricos e, assim, € importante para
a modelagem de fluxo atmosférico e previsdo meteoroldgica (Afanasyev & Peltier, 2001 [1]).
Problemas que envolvem camada de mistura e que possuem aplicagdes geofisicas, ocorrem
frequentemente em cendrios complexos, em que ambos, a estratificacdo e as mudangas topo-

gréificas, podem ter efeitos significativos sobre a dindmica da camada cisalhante. Um cenério



1.1. Relevancia 2

importante, no qual o comportamento hidraulico e o processo de mistura na interface da camada
cisalhante sao indissociaveis, € 0 escoamento estuarino.

Um fendmeno fisico que geralmente ocorre em meios estratificados é o desenvolvimento das
instabilidades de Kelvin-Helmholtz (KH), que evoluem até a formacao dos chamados turbilhdes
de KH. Estas estruturas podem ser encontradas na atmosfera, como uma série de nuvens em
forma de ondas, no mar, em regidoes de gradiente brusco de temperatura (termoclinas), e em
estudrios (Woods, 1968 [160]; Geyer & Farmer, 1989 [46]). A Figura 1.1 apresenta um exemplo
de escoamento com estratificacdo horizontal e vertical. As dguas do rio Solimdes, mais claras,
densas e velozes, estao situadas a direita na fotografia, ao lado das dguas escuras do rio Negro.
Além de diferencgas de velocidade, quantidade de sedimentos e matéria organica, a temperatura
do rio Negro € mais alta que a do rio Solimdes, havendo, portanto, estratificacdes de temperatura

e densidade.

Figura 1.1: Exemplo de escoamento estratificado. Encontro das dguas dos rios Negro e Soli-
moes (WebEduc, 2013) [157].

Para compreender o processo fisico da mistura, a amplificacdo das perturbacdes e as im-

portantes estruturas que se formam, sera utilizada a técnica de Simulagdo Numérica Direta (Di-
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rect Numerical Simulation - DNS) no estudo da camada de mistura estavelmente estratificada
e inclinada, em desenvolvimento temporal e espacial. Este estudo visa contribuir para o me-
lhor entendimento das configura¢des bidimensionais e tridimensionais em meios estratificados,
tema em aberto em camada de mistura em desenvolvimento espacial. Outro tema abordado € o
estudo da amplifica¢do das perturbagdes infinitesimais, utilizando andlise de estabilidade linear
em uma configuragdo temporal.

O Nicleo de Estudos em Transicdo e Turbuléncia - NETT, formado por pesquisadores
da Universidade Federal do Rio Grande do Sul e da Pontificia Universidade Catdlica do Rio
Grande do Sul, foi criado com o intuito de modelar numericamente problemas envolvendo esco-
amentos incompressiveis. Dentre as diferentes configuracdes de escoamento que foram tratados
pelo grupo, utilizando o cédigo Imcompact3d, podemos citar: escoamento ao redor de cilin-
dros [132, 131, 156, 118], canal plano [79], canal ondulado [37], transferéncia de calor [48],
correntes de densidade [41] e camadas de mistura homogénea e estratificada [82, 78, 94, 96].

Esta dltima configuracdo € o objeto do presente trabalho.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo principal analisar como o grau da estratificacdo do
escoamento e a declividade do dominio influenciam a amplificacdo das perturbacdes geradas,
em uma camada de mistura estavelmente estratificada. Utilizando a teoria de estabilidade linear
e Simulagdo Numérica Direta (DNS), buscou-se compreender os fendmenos fisicos que ocorrem
em uma camada de mistura estavelmente estratificada.

Para alcancar o objetivo principal € necessério responder os seguintes questionamentos:
e A estratificag@o e a declividade interferem nas taxas maximas de amplificagao?

e No escoamento bidimensional, os parametros adimensionais Riy € 6 interferem na dina-

mica do escoamento?

e Nas simulacdes espaciais tridimensionais, a estratificacdo e a declividade influenciam a

formacao das estruturas longitudinais e transversais?
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1.3 Organizacao do trabalho

Este trabalho foi dividido em sete capitulos, sendo que a introducdo corresponde ao pri-
meiro. No capitulo dois é apresentado uma revisdao bibliografica de estudos relacionados a
camada de mistura. Serdo introduzidos conceitos e pesquisas envolvendo teoria de estabilidade
linear, varios tipos de instabilidades e outros fendmenos que ocorrem em camada de mistura.

O terceiro capitulo apresenta as caracteristicas gerais do cddigo numérico, as equagdes que
modelam o fendmeno, as condi¢des iniciais e de contorno, as metodologias numéricas empre-
gadas na solucgdo destas equacdes, os métodos de decomposi¢do do dominio e de identificagdo
das estruturas coerentes.

No capitulo quatro sdo realizadas anélises de estabilidade linear utilizando o operador dife-
rencial de Chebyshev e Simulagdo Numérica Direta (DNS). Para tais andlises sdo empregados
diferentes nimeros de Richardson (0 < Riy < 0.30) e angulos (0 < 6 < 0.10).

Os resultados das simulagdes bidimensionais espaciais sdo analisados no capitulo cinco. Es-
tes resultados permitiram avaliar a influéncia da estratificagdo (0 < Riy < 0.10) e da declividade
(0 < 6 <0.10) na formacao das instabilidades de KH e secunddrias.

O capitulo seis destaca as estruturas tridimensionais € as consequéncias decorrentes da va-
riacdo do nimero de Richardson (0 < Riy < 0.10) para uma declividade nula e variacdo do
angulo (0 < 6 < 0.10) utilizando um nimero de Richardson especifico (Rig = 0.05).

O ultimo capitulo, sete, resume as principais conclusdes obtidas com este trabalho e apre-

senta algumas recomendagdes para pesquisas futuras.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

A camada de mistura é um escoamento importante para a compreensao do desenvolvimento
da turbuléncia em sistemas geofisicos e de engenharia. Este escoamento apresenta, obrigatori-
amente, um perfil de velocidade base com um ponto de inflexdo, permitindo verificar como as
pequenas perturbagdes se amplificam no sistema, através de experimentos, simula¢cdes numé-
ricas e estudos analiticos. Em corpos d’dgua ou na atmosfera, locais onde ocorre variagdo da
temperatura ou densidade, a estratificacdo é mais um elemento que pode influenciar os proces-
sos de mistura e o desenvolvimento de instabilidades.

No escoamento estratificado, onde a difusdo produz uma regido de mistura, possui gradi-
entes muito intensos na dire¢do vertical em comparacdo com a dire¢do longitudinal, quando
¢ perturbada a interface entre dois fluidos ou duas camadas de velocidades diferentes, devido
a inflexionalidade do perfil de velocidade (Fig. 2.1), ocorre a formacdo da instabilidade de
Kelvin-Helmholtz (KH). Este tipo de instabilidade desenvolve-se na direcao longitudinal do es-
coamento, formando os turbilhdes de KH, que se movem com uma velocidade média (Brown
& Roshko, 1974 [16]; Browand & Weidman, 1976 [15]). Apds a formacdo da instabilidade
primdria de KH, esta torna-se propicia a diferentes instabilidades secundérias.

Batchelor et al. (2000) [8] utilizaram uma placa separadora e duas correntes distintas de
velocidade, para estudar o comportamento de uma camada de mistura homogénea em desen-
volvimento espacial. A Figura 2.1 mostra uma representacdo dos perfis de velocidade que se
formam a jusante de uma placa separadora e o aumento da espessura da camada de mistura (6,,).

E interessante notar que a evolucdo temporal da camada de mistura pode ocorrer na at-



mosfera (Fig. 2.2a), pela aceleracao do escoamento sobre o topo de uma corrente de ar quente
ascendente, ou pode ser obtida experimentalmente, através da inclinacao de um tanque contendo
um fluido estavelmente estratificado (Fig. 2.2b). Ja em outros trabalhos experimentais (Lashe-
ras & Choi (1988) [85], Schowalter et al. (1994) [125], Pierrehumbert & Widnall (1982) [117],
Bell & Mehta (1993) [10], Winant & Browand (1974) [159]), utilizou-se uma placa separadora

para estudar o desenvolvimento espacial da camada de mistura.

Figura 2.1: Camada de mistura em desenvolvimento espacial a jusante de uma placa separadora.
(Adaptado de Batchelor et al., 2000 [8]).

(a) (b)

Figura 2.2: Exemplos de camada de mistura temporal: (a) Atmosfera na regido do Artico cana-
dense (Scott McAuliffe, Oregon State University); (b) Reproducdo experimental em um tanque
(Thorpe, 1971 [148]).

A instabilidade em desenvolvimento espacial é gerada entre dois escoamentos paralelos de
velocidades U, e U, (U; > U, conforme Fig. 2.1) que se desenvolvem ao longo da dire¢do
longitudinal x. A camada de mistura temporal, que € periddica na direcdo do escoamento e
desenvolve-se no tempo, € uma aproximagdo da camada de mistura espacial, onde se observa o

escoamento em um sistema galileano de referéncia movendo-se com velocidade de convecg¢ao



Uc = (Uy + Uy)/2. A transformacdo utilizada para relacionar os enfoques espacial e temporal

¢ dada por

x=Uct. 2.1)

Esta relacdo faz com que as velocidades superior e inferior da camada de mistura temporal

sejam, respectivamente, iguais a

_(U1+U2):U1—U2
2 2 ’

U=U, (2.2)

(U, + Uy) _ U, - U,

- U=U, -
2 2 2

(2.3)

Nos modelos numéricos, tem sido investigada, na formulagdo temporal e espacial, a dina-
mica bidimensional e tridimensional de uma camada de mistura estratificada. Patnaik et al.
(1976) [114], Mallier (1995) [93], Staquet (1995) [141], Reinaud et al. (2000) [121], Miller
et al. (2001) [104], Smyth (2003) [139], Martinez (2006) [94], Rahmani (2011) [120], entre
outros autores, estudaram a camada de mistura bidimensional na formulac¢do temporal. Utili-
zando esta mesma formulacdo para analisar a tridimensionalidade destacam-se, Smyth & Peltier
(1991, 1994) [137, 138], Knio & Ghoniem (1991) [70], Comte (1992) [25], Scinocca (1995)
[43], Cortesi et al. (1998, 1999) [29, 30], Caulfield & Peltier (2000) [22], Staquet (2000) [142],
Smyth & Moum (2000) [135], Smyth & Winters (2003) [139], Balaras et al. (2001) [6], Peltier
& Caulfield (2003) [116], Martinez et al. (2007) [97], Brucker & Sarkar (2007) [17], Mashayek
& Peltier (2011) [98].

Os modelos numéricos que utilizam camada de mistura em desenvolvimento espacial re-
quer um dominio computacional com tamanho longitudinal muito extenso. Para tais modelos,
os seguintes autores utilizaram simulagdes bidimensionais: Ghoniem & Ng (1987) [47], Korc-
zak & Wessel (1989) [75], Pruett (1989) [119], Ko et al. (2008) [71], Maghrebi & Zarghami
(2010) [92], Wei et al. (2012) [158], entre outros. E nos estudos numéricos tridimensionais
destacam-se: Silvestrini (1996) [129], Comte et al. (1998) [26], Bernard (2008) [12], Druzhi-
nin & Elghobahi (2001) [39], Laizet et al. (2010) [81].
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Nos estudos analiticos, destaca-se a teoria de estabilidade linear, que investiga como as per-
turbagdes infinitesimais superpostas ao escoamento base sdo amortecidas ou amplificadas, e de
que modo sua evolugdo determina a transi¢ao do escoamento para a turbuléncia. Para tal anélise,
Taylor e Goldstein (1931) [146, 49], Howard (1961) [57] e Miles (1961) [103] foram os pio-
neiros a investigar as condi¢des em que as pequenas perturbagdes podem crescer nas camadas
de mistura homogénea e estratificada. Outros autores (Huerre & Monkewitz [59]) estudaram a
direcdo de propagacio das perturbacdes, abrindo um campo no estudo das instabilidades con-
vectiva, absoluta e global.

Instabilidades importantes se formam em uma camada de mistura com a amplificagdo das
perturbacdes. ApOs a formagdo da instabilidade primaria de Kelvin-Helmholtz (Fig. 2.1,2.2a e
2.2b), esta torna-se propicia a diferentes instabilidades secundérias que podem ser observadas
em laboratério (Thorpe, 1971 [148] e Batchelor et al., 2000 [8]), na atmosfera (Gossard et al.,
1970 [51]) e em meios estratificados (Haury et al., 1979 [54]) constatadas numericamente por

Staquet (1995 [141]) e Martinez (2006 [94]).

2.1 Analise das perturbacoes

O modelo matemadtico que analisa se as pertubacdes infinitesimais se amplificam ou nao,
em um escoamento, ¢ baseado na decomposi¢ao das varidveis dependentes, em um campo de

base mais uma pequena perturbagao:

u(x,y, 1) = u(y) + u'(x,y,1), 2.4)

onde ¢, x e y, correspondem, respectivamente, ao tempo e as direcdes longitudinal e vertical.
Assume-se que o escoamento base € invariante na direcao principal do mesmo e que a com-
ponente vertical da velocidade base € nula (v(y) = 0). As varidveis dependentes decompostas
dessa maneira sdo substituidas nas equacdes de Navier-Stokes e de transporte-difusdo, resul-
tando em equagdes diferenciais em funcdo das perturbagdes, uma vez que o escoamento base
satisfaz identicamente estas equagdes. Desprezando-se os termos ndo lineares e introduzindo

a funcdo de corrente ¥, onde as componentes horizontal e vertical de velocidade sdo definidas
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como u’ =y, e V' = =i, pode-se propor uma solucdo na forma de modos normais, em que as

perturbacdes tomam a forma,

'(x,,1) = D) expl j(ax — @), (2.5)

onde j = V-1, @ e @ sdo nimeros complexos (@ = a, + ja; ¢ @ = @, + jw;). A frequéncia da
onda @ é definida por @ = ac, ® representa a amplitude das perturbacdes e ¢ é a velocidade da
onda.

Dois tipos de anélises podem ser realizadas: uma utilizando aproximacdo espacial e a outra
por meio de aproximacgdo temporal.

Utilizando aproximacao temporal, @ € um nimero real e a frequéncia @ um nimero com-
plexo. Portanto, a amplitude da perturbacio cresce no tempo (e; = 0) e @ = @, corresponde a
freqii€ncia da onda, @, ao nimero de onda e @; = «,c; € a taxa de crescimento das perturbacoes.

Entdo se:

e w; <0 = o0escoamento é estavel;
e w; =0 = o0escoamento é neutramente estavel;

e w; >0 = o0 escoamento € instavel.

Na aproximacdo espacial, o nimero de onda @ € complexo e a frequéncia @ € um nimero
real. Nesta andlise, a amplitude da perturbacdo cresce na direcdo do escoamento (w; = 0) e
a freqiiéncia da onda é dada por @ = @,, o nimero de onda por a, € ; representa a taxa de

crescimento das perturbacdes. Assim se:

e ;<0 = oescoamento € instavel;
e ;=0 = o0 escoamento é neutramente estavel;

e ;>0 = o0escoamento € estavel.

Entdo, utilizando a Eq. 2.5, as perturbagdes para os casos temporal e espacial seguem,

respectivamente, as expressoes

i(x,y, 1) = A(y) explait] explja,(x — c,0)], (2.6)
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1(x,y, 1) = A(y) exp[—e;x] explja,(x = ¢,1)], 2.7)

em que os subindices ¢ e e representam, respectivamente, os casos temporal e espacial.

Detalhes da andlise de estabilidade linear podem ser encontradas em Drazin & Reid (1989
[38]) e Mendonga (2003 [99]).

No presente trabalho € analisada a taxa de amplificac@o das perturbacdes no escoamento em
uma configurag¢do temporal, empregando uma abordagem analitica via operador diferencial de
Chebyshev e utilizando Simulagao Numérica Direta (DNS).

Uma forma de classificar problemas de instabilidade é levar em considera¢do como as per-
turbagdes se propagam no escoamento. Caso a perturbagdo cresc¢a ao longo do tempo em um

ponto fixo do espacgo, trata-se de instabilidade absoluta (Fig. 2.3b [59]). Portanto,
lim ||’ (x, )] = oo. (2.8)
—o0

No entanto, se a perturbagdo cresce ao se propagar na dire¢do do escoamento, por exemplo,
mas decresce em um ponto fixo no espago, ela € denominada instabilidade convectiva (Fig. 2.3a
[59]). Logo,

lim [l (x, )| = 0. (2.9)

Porém, neste caso, existe uma velocidade V., tal que

lim [t (x + V.t,1)]| = co. (2.10)
—o00

Figura 2.3: Resposta ao impulso no plano (x, 7): (a) Instabilidade convectiva; (b) Instabilidade
absoluta (Huerre & Monkewitz, 1985 [59]).
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Em certas circunstancias, a instabilidade convectiva € associada com outros mecanismos
de perturbagdo, no qual a amplificagdo dos turbilhdes de KH interagem com um obsticulo, de
modo que um sinal transiente retorna para o ponto de origem da perturbacao. Isto pode desen-
cadear uma nova perturbacio, que se move a jusante, interagindo com o obstaculo, enviando
um outro sinal, e assim por diante. Portanto, a oscilagdo auto-sustentdvel parece mais uma
instabilidade convectiva deliberadamente estimulada (Sherman, 1990 [128]). Este fen6meno,
cuja amplificagcdo das perturbacdes € dependente do perfil base em todo o dominio, passou a ser
denominado instabilidade global (Huerre & Monkewitz, 1990 [60]).

No escoamento cisalhante estratificado, utiliza-se o ndmero de Richardson Gradiente ou
Local para quantificar as variacdes de densidade e o efeito de empuxo. Turner (1973) [155]

define este adimensional por:

9p
N2 —8%
Riy(y) = —2% = —2 2.11)
ou du
(&) po(%)
. —edp\1/2 )
onde g € a aceleracdo da gravidade e o termo Npy = (p—f 3—5) representa uma frequéncia de-

nominada frequéncia de empuxo (ou de flutuabilidade), ou como € mais conhecida, frequéncia
de Brunt-Viisila, fundamental no estudo de escoamentos estratificados. Esta frequéncia esta
associada ao deslocamento vertical de um elemento de fluido em relacdo a sua posicdo de equi-
librio. Se N?;v < 0, a estratificacdo € instavel, e se N?;v > 0, a estratificacdo € estavel. Quando
N3, = 0, o elemento de fluido estd em equilibrio e o escoamento é dito homogéneo ou ndo
estratificado (Turner, 1973 [155]). A tnica for¢a de campo atuante na camada de mistura esta-
velmente estratificada € a forca da gravidade. Desta forma, uma componente da for¢a de campo
na dire¢do vertical pode ser incorporada a dindmica do escoamento e, ele pode ainda ser tratado
como incompressivel. Tal consideracio corresponde ao movimento do fluido onde a densidade
nao varia devido as forcas de pressdo, sendo somente devido as forcas de empuxo. Assim pode
ser utilizado a aproximacdo de Boussinesq, que despreza as variacdes de densidade nos termos
inerciais das equacdes do escoamento e somente as leva em consideragcdo no termo que envolve
a gravidade [7, 32]. Uma justificativa formal das condi¢des propostas por Boussinesq pode ser

vista com mais detalhes em Spiegel & Veronis (1960 [140]). Tal formulagdo foi utilizada nas
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equagdes da continuidade, de Navier-Stokes e de transporte-difusdo.

Para a configuragcdo temporal, na andlise de estabilidade linear de um escoamento bidimen-
sional, estratificado, cisalhante, ndo-viscoso, incompressivel e paralelo, considera-se a seguinte
equacao diferencial (Hazel, 1972 [55]):

Uyy

¢ — Riy—2

2
(‘pyy - ¢) - C) (u _

o c)qu =0, (2.12)

onde os termos viscosos e de difusdo da densidade foram desprezados.

Os perfis de velocidade e densidade sdo respectivamente, u(y) € p(y), € @ = @, € o nimero de
onda; ¢ € a amplitude da perturbacao linear para o modo temporal, definida através da funcdo
corrente Y¥(x, y, 1) = ¢(y) explja,(x — c,t)]. A celeridade da onda é dado por ¢ = @w/a, = ¢, + jc;.

A Equacgdo (2.12), denominada equagao de Taylor-Golstein, descreve o comportamento de
uma perturbagdo infinitesimal em um escoamento estratificado, onde a variacdo de densidade
€ ignorada, exceto no termo de empuxo (aproximacao de Boussinesq). Quando o escoamento
¢ homogeéneo, isto €, ndo estratificado, a Eq. (2.12) é denominada de equagdo de Rayleigh. O

numero de Richardson Global, que surge na Eq. 2.12, é expresso por

_ 8Apd;

Riy = ——,
H 2p0U2

(2.13)
onde ¢; € a espessura inicial da vorticidade, U € a metade da diferenca da velocidade cisalhante
(Eq. 2.2) e Ap = p; — p. Este adimensional é uma relagdo entre forcas de flutuabilidade e de
inércia [77], e é fundamental no estudo da estabilidade linear e néo linear da camada de mistura
estratificada.

Por meio da teoria de estabilidade linear, Hazel [55] estabeleceu a curva de estabilidade
neutra Riy = a(l — a), utilizando perfis tangente hiperbdlico para a velocidade e densidade.
A Figura 2.4 contém as taxas maximas de amplificacdo, w; = a,c; para varios nimeros de
Richardson, Riy. Verifica-se que a medida que Riy cresce, a taxa w; diminui, e que, a par-
tir de Riy = 0.25, o escoamento passa a ser estdvel. O nimero de onda mais amplificado

€ a, = 0.4446; ' (6; = 28,), que corresponde aproximadamente a um comprimento de onda

Ay = 21/a, = 76;, 0 mesmo valor encontrado por Michalke (1964) [101], para uma camada de
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mistura homogénea. Portanto, quando o niimero de Richardson € baixo o suficiente, desenvolve-
se as instabilidades de KH, mas se o numero de Richardson estd acima de 0.25, as instabilidades

sdo inibidas, iniciando na interface as instabilidades de Holmboe.

/RiH=a:(1-a)

02k 0.0472
Ri, 0.0889
0.1k -0.1259
L0.1594
; 0.1897 0.1838 |
0.25 0.5 0.75 1.0
a

Figura 2.4: Curva de estabilidade neutra para uma camada de mistura estratificada (Hazel, 1972)
[55]

As instabilidades de Holmboe consiste de duas sequéncias de ondas paralelas, que viajam
em direcdes opostas em relagdo ao escoamento base (Fig. 2.5). A andlise de estabilidade linear,
bem como o estudo experimental, para o caso em que a espessura da camada de mistura é
maior, comparando-se com a espessura da camada de densidade, 6; > ¢,, foi investigada por
Lawrence et al. (1991) [86] e Haigh & Lawrence (1999) [53]. Em ambos trabalhos, os modos
nao-dispersivos de K-H ocorrem somente para Ri < 0.07. O fendmeno da instabilidade de
Holmboe foi encontrado também por Carpenter et al. [19], utilizando Simulacdo Numérica

Direta (DNS) e razao entre espessura de vorticidade e densidade ¢6;/6, = 5.

Figura 2.5: Instabilidade de Holmboe, Pr = 25, 6;/6, = 5 (Carpenter et al., 2010 [19]).

O desenvolvimento das instabilidades de Kelvin-Helmholtz ¢ Holmboe na camada de mis-
tura estratificada pode ocorrer de acordo com a relagio entre os valores de ¢6; € 0, [94]. Na ta-

bela (2.1) sdo listadas as instabilidades primdrias que surgem na camada de mistura, de acordo
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com a relag@o entre as espessuras dos perfis de velocidade (6;) e densidade (6,) e o nimero
de Richardson (Riy). Se ¢; < 26, € Riy < 0.25, a camada de mistura torna-se instavel para
todos os comprimentos de onda e a instabilidade de Kelvin-Helmholtz pode se desenvolver.
A maioria dos estudos experimentais de camada de mistura estratificada obedece a relagdo
0; > 20, [55, 74, 144]. Nestes casos, quando Riy > 0.07, ocorre a instabilidade de Holmboe
[55, 74, 86, 147].

Tabela 2.1: Instabilidades primdrias em fung¢do da relac@o entre ¢; e §,. Tabela adaptada de
Martinez (2006 [94]).

Relacio entre 6, e 0, Riy Instabilidades Referéncia
0; >0, Rig <0.07 Kelvin-Helmholtz [53, 86]
0; > 0, Rig > 0.07 Holmboe [53, 86]
0; > 0, Riy = 0.046 | Transi¢do Kelvin-Helmholtz & Holmboe [53, 86]
0; > 6, Riy <0 Kelvin-Helmholtz [53, 86]
0; <20, Rig < 0.25 Kelvin-Helmholtz [55]
0; > 20, Rig < 0.25 Kelvin-Helmholtz e Holmboe [55]

Em grande parte das pesquisas experimentais relativas a transi¢do da camada cisalhante, o
escoamento base é gerado pela mistura de duas correntes de velocidades a jusante de uma placa
separadora. A razdo R = AU/(2U.) quantifica a magnitude de AU = U; — U, em relacao
a velocidade média Ur = (U; + U,)/2. De acordo com a Fig. 2.6, quando R = 0, ndo ha
cisalhamento e o escoamento torna-se uniforme. Uma camada de mistura pode se formar no
intervalo 0 < R < 1. Quando R = 1, o escoamento inferior estd em repouso, mas, quando R > 1,
forma-se uma camada de mistura com a camada inferior de sentido contrario ao escoamento da
camada superior.

Michalke (1964, 1965) [101, 102] investigou analiticamente a evoluc@o temporal e espacial
da camada de mistura homogénea, utilizando como perfil de velocidade u(y) = 0.5(1 + tanh y).
Os autovalores e autofungdes, encontrados nesses trabalhos, mostraram que a formulagdo espa-
cial € a que melhor se aproxima dos resultados experimentais.

Brown & Roshko (1974 [16]) e Oster & Wygnanski (1982 [112]) mostraram que a taxa de
amplificacdo da camada de mistura turbulenta decai de acordo com o aumento ou diminui¢dao
da razdo de velocidade R = AU/(2U(). Este resultado é muito importante na andlise de estabi-

lidade linear ao arbitrar valores para R. Huerre & Monkewitz (1985)[59] mostraram que para
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Figura 2.6: Efeito da razdo R = AU/(2U¢) no perfil de velocidade da camada de mistura
(Batchelor ef al., 2000 [8]).
R < 1.315 a camada de mistura homogénea € convectivamente instdvel, ou seja, as perturbacdes
crescem ou decrescem ao se propagar na direcao do escoamento.

A primeira tentativa de relacionar as taxas de crescimento temporal e espacial foi proposta
por Gaster (1962 [44]). Ele considerou uma forma geral para relacionar @ = o(w) e w = w(a@)
no plano complexo, onde as taxas de amplificacdo temporal e espacial estdo conectadas pela

velocidade de grupo, dada por:
_ Ow,
~ da,’

(2.14)

Cyg

Duas décadas depois, Monkewitz & Huerre (1982 [106]) retiraram parcialmente as restri-
coes da transformacdo de Gaster (Eq. 2.14), acrescentando que o estudo em desenvolvimento
temporal pode ser extrapolado para o caso espacial, desde que a velocidade de convecg¢do, U,
seja maior em comparacdo com a velocidade U (Eq. 2.2).

Ortiz, Chomaz & Loiseleux (2002 [111]) estudaram a validade da transformacao de Gaster
(Eq. 2.14) para uma camada de mistura estratificada. Para este fim, eles utilizaram um perfil de
velocidade segmentado e um perfil de densidade estdvel, mas com uma mudan¢a muito brusca
na interface (Fig. 2.7). Suas consideracdes previram muito bem a instabilidade espacial, exceto
nas regides de transi¢do entre instabilidades convectiva e absoluta. Os resultados apresentaram
um novo cendrio de transi¢do (Fig. 2.8), com a presenca de ondas de propagacdo. Para Ri <
0.07, o sinal comporta-se como um pacote de ondas, contendo modos de transi¢cdo Kelvin-

Holmboe. O parametro utilizado para comparagdes € a = 2Uc/AU=R"".



2.2. Estudos experimentais e numéricos 16

Us P2

2

[~%
|
=

L) n

Figura 2.7: Perfis de velocidade e densidade (Ortiz et al., 2002 [111]).

0 i 1] T
a<l a>1
R; > 0.07
t {d} t (e}
|
e ” 2 LA
1] x 1] * 0 x
a < a.(R;) 1<a<alR;) a>1

Figura 2.8: Resposta do impulso no plano (x,t): (a,d) Absolutamente instavel; (b, c,e) Con-
vectivamente instdvel. Para Ri > 0.07 e a > 0, apresentam-se dois modos de Holmboe que
amplificam-se (Ortiz et al., 2002 [111]).

2.2 Estudos experimentais e numéricos

A instabilidade de KH ocorre quando € perturbada a interface entre dois fluidos ou duas
camadas de velocidade diferentes. Devido a inflexionalidade do perfil de velocidade, a instabi-
lidade de KH se desenvolve e gera uma camada de vorticidade (Fig. 2.9a), de comprimento de
onda A,. Estas estruturas, com vorticidade perpendicular ao escoamento base, crescem como
uma onda na interface (Fig. 2.9b). Em seguida, enrola-se a interface e forma-se a estrutura

primdria de Kelvin-Helmholtz (KH), conforme pode ser visto na Fig. 2.9c.
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(c)

Figura 2.9: Fases da formacao da instabilidade de Kelvin-Helmholtz (Lesieur, 1997 [89]).

A interface cisalhante dos turbilhdes de KH torna-se instdvel quando o nimero de Ri-
chardson Gradiente € inferior ao valor critico de Miles-Howard de 0.25 (Thorpe, 1973 [149]).
Outros trabalhos interessantes, realizados por Scotti & Corcos (1972[127]) e Lawrence et al.
(1991[86]), determinaram em laboratério a taxa de crescimento inicial das perturbacdes e o
comprimento de onda entre os turbilhdes de KH, estando em boa concordancia com suas previ-
sOes através da teoria de estabilidade linear.

Logo apds o crescimento, a instabilidade primaria de KH torna-se suscetivel a diferentes
tipos de instabilidades secunddrias, as mais importantes ocorrem no interior do turbilhdo de
KH e na zona entre os turbilhdes de KH, que sdo os principais mecanismos da transi¢do para a
turbuléncia (Bernal & Roshko, 1986 [11]; Schowalter et al., 1994 [125]). A instabilidade que
permanece confinada na parte central do nicleo do voértice de KH, é denominada instabilidade
eliptica [20, 65, 84]. Esta se desenvolve primeiro mas sua taxa de crescimento decai antes que
o turbilhdo de KH atinja a maxima amplitude. De acordo com andlise de estabilidade linear
de Klaassen & Peltier [67, 68, 69], em escoamentos estratificados, os resultados mostram que
a instabilidade eliptica perde a intensidade dos vortices para a instabilidade centrada na regido
entre os turbilhdes, a instabilidade hiperbolica. Mas, em escoamentos nado estratificados, as
duas instabilidades competem por dominéncia [69].

Um caracteristica importante na formagao de uma série de ondas de KH é o emparelhamento
dos turbilhdes (Fig. 2.10). Este fendmeno fisico aumenta o entranhamento dentro da regido

do turbilhdo (Winant & Browand, 1974 [159]; Patterson et al., 2006 [115]). De acordo com
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Figura 2.10: Processo de emparelhamento (Lasheras & Choi, 1988 [85]).

Atsavapranee & Gharib (1997 [5]), o aumento da estratificacdo suprime substancialmente o
emparelhamento.

Em camadas cisalhantes homogéneas ou com baixa estratificagdo, formam-se os turbilhdes
contra-rotativos, que sao causados pelo alongamento da regido entre os turbilhdes de KH, meca-
nismo explicado na teoria de Lin & Corcos (1984) [91]. Estas estruturas foram indicadas primei-
ramente pelas experiéncias de Brown & Roshko (1974) [16], Konrad (1976) [72], Breidenthal
(1981) [13], e posteriormente, por Jimenez (1983) [64], Bernal & Roshko (1986), Lasheras e
Choi (1988) [85], Schowalter et al. (1994) [125].

A instabilidade eliptica ocorre no nicleo do vértice de KH e € comum a ambos escoamen-
tos, estratificado e homogéneo. Em meios estratificados, a instabilidade eliptica ocorre devido
a forca de empuxo, conhecida na literatura como instabilidade convectiva gravitacional, sendo
confirmada por Thorpe (1985 [150]) e por Schowalter et al. (1994 [125]). Tal instabilidade
ocorre devido a inversdo local do gradiente de densidade vertical e estd associada a desestabi-
lizacdo convectiva das subcamadas de densidade, que sdo geradas durante o enrolamento dos
turbilhdes de KH. Como a estratificacdo aumenta este tipo de instabilidade no interior do nu-
cleo do turbilhdo, torna-se mais dominante na formagao dos vortices longitudinais (Schowalter
et al., 1994 [125]). Segundo Brown & Roshko (1974) [16] e Bernal & Roshko (1986) [11],
vortices secundarios longitudinais melhoram significativamente o entranhamento e a mistura.

A instabilidade convectiva gravitacional estd associada com a desestabilizacdo das subca-
madas de densidade, geradas durante o enrolamento dos turbilhdes de KH. Uma nova regiao

instavel € criada para cada rotacdo do nucleo do turbilhdo [67], e esta regido, ao redor do vor-
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tice de KH, inclui movimentos convectivos, onde o campo de tensdes € forte. Como pode ser
identificado na Fig. 2.11, o vortice de KH, em meio estratificado, envolve o entranhamento de
duas subcamadas de fluido. Uma das subcamadas contém fluido mais denso, de cor vermelha,
enquanto a outra contém fluido menos denso, de cor azul. Posteriormente, o vortice se enrola
e as subcamadas se entrelacam com o fluido fortemente rotacional, formando subcamadas de
fluido mais denso e menos denso, na forma espiral. A instabilidade convectiva gravitacional

ocorre quando o fluido mais denso se encontra acima do menos denso [67, 69, 125, 150, 94].

(a) (b)

Figura 2.11: Campos de densidade. Simulacdo em desenvolvimento espacial (Re = 1000,
Riy = 0.05): (a) Processo de entranhamento; (b) Instabilidade convectiva gravitacional.

A regido onde aparecem finas camadas de vorticidade entre os turbilhdes de KH, Staquet
(1995 [141]) definiu como camada baroclinica. Devido a geragdo baroclinica da vorticidade,
esta regido torna-se instdvel para instabilidades secunddrias. Estas instabilidades t€m a mesma
estrutura do turbilhdo primério de KH e foram observadas nas experiéncias de Atsavapranee
& Gharib (1997) [5], na atmosfera por Gossard et al. (1970) [51], no oceano por Haury et al.
(1979) [54] e confirmada numericamente por Staquet (1995 [141]), Martinez et al. (2006 [94])
e Smyth (2003 [134]. A Figura 2.12 ilustra o campo de vorticidade transversal (w,), destacando
a camada baroclinica (Fig. 2.12a) e o campo de densidade correspondente (Fig. 2.12b). As
instabilidades secunddrias, atribuidas a camada de mistura estratificada com alto nimero de
Reynolds (Fig. 2.13), contribuem significativamente no processo de transporte € mistura.

O crescimento destas diferentes estruturas secunddrias e suas interacdes entre si com 0 mo-
dulo primdrio, cria pequenas estruturas no escoamento € uma transi¢ao para a fase turbulenta.

Enquanto os movimentos de pequena escala se desenvolvem completamente através do tur-
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Figura 2.12: Simulac¢do em desenvolvimento espacial (Re = 1000, Riy = 0.05): (a) Campo de
vorticidade transversal (w,); (b) Campo de densidade correspondente.

Figura 2.13: Instabilidade secunddria de Kelvin-Helmholtz na camada baroclinica. Campo de
vorticidade transversal de uma simulacdo em desenvolvimento espacial (Re = 1000, Riy =
0.05).

bilhdo, os experimentos de Brown & Roshko (1974) [16] e Dimotakis & Brown (1976) [36]
sugerem que a estrutura do turbilhdo primario desempenha um papel importante na transi¢ao
para a turbuléncia e na dindmica do escoamento turbulento.

Medig¢des de perfis de densidade e velocidade realizadas por Thorpe (1973) [149], indicam
que cerca de 25% da energia extraida do escoamento base, através das instabilidades de KH, é
convertida para mistura. A evolucdo no tempo de entranhamento e de mistura em escoamentos
estratificados, medidos em um tanque por Patterson et al. (2006) [115], mostraram uma forte
dependéncia do estdgio de evolucdo do turbilhdo de KH. Os autores realizaram dois experimen-
tos variando o numero de Reynolds e de Richardson, em fun¢do da declividade do tanque.

Em uma camada de mistura em desenvolvimento espacial, Brown & Roshko (1974 [16])
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determinaram a taxa de crescimento da espessura de vorticidade, definida por
—_—— = CBR’ (215)

onde R = (U; — Uy)/(U; + U,). As velocidades maxima e minima, sdo respectivamente, U, e

U,, e a espessura inicial da vorticidade, ¢;, ¢ determinada por

2U

0= ———. (2.16)
|du/dy|max

Winant & Browand (1974) [159] mostraram que o crescimento da camada cisalhante é co-
mandado principalmente pelos emparelhamentos dos turbilhdes de Kelvin-Helmholtz. Experi-
mentos mostram que o valor Cgg pode variar entre 0.15 (Browand & Latigo, 1979 [14]) e 0.27
(Huang & Ho, 1990 [58]). Estas diferencas sao ainda mais marcantes quando R — 1 [16].

Outros autores identificaram a evolugdo da espessura da camada cisalhante, medindo a taxa
de crescimento da camada de forma diferente. Wygnanski & Fiedler (1970 [161]), Champagne
et al. (1976 [23]) e Patel (1973 [113]) consideraram as posi¢des yyo5 € o1 definidas pelo perfil

médio de velocidade, de modo que
<uU(x,yq) >= Uy + a(U; — Uy). 2.17)

Para calcular a taxa de alargamento da camada de mistura, os autores [161, 23, 113] utiliza-
ram a equacao

Allx) = [v0.95 —)’0.1|’ (2.18)

(x = xo)
onde x, € a coordenada longitudinal referente a localizacdo hipotética do vértice apresentado na
Fig. 2.14.

Os resultados de Patel (1973 [113]) e Champagne et al. (1976 [23]) estdo apresentados na
Fig. 2.14. Eles obtiveram taxas de Al = 0.19 e Al = 0.21, respectivamente. Estas diferencas sao
atribuidas a forma como sao introduzidas as perturbagdes nos experimentos.

Simula¢des numéricas foram utilizadas pela primeira vez por Rosenhead (1931) [123] no

estudo da formacdo dos turbilhdes de KH utilizando perturbagdes senoidais. Desde entdo, as
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Figura 2.14: Taxa de alargamento da camada de cisalhamento (Adaptado de Champagne et al.,
1976 [23]).

simulacdes numéricas foram utilizadas para simular a evolu¢do das instabilidades de KH e
quantificar as caracteristicas da geracao da turbuléncia e da mistura.

O crescimento das instabilidades primarias de KH, assim como a transi¢ao para as instabi-
lidades secunddrias, foram amplamente investigadas em vdérios trabalhos, no qual destacamos,
Patnaik et al. [114], Klaassen & Peltier [66, 67, 69], Staquet [141], Caulfield & Peltier [21],
Smyth, 2003 [134]. A natureza das instabilidades secunddrias, sua evolucao e contribuicao para
o desencadeamento da turbuléncia foram examinadas em detalhes por Caulfield & Peltier [22],
Peltier & Caulfield [116] e Martinez [94].

Smyth (1999) [133] examinou o processo de dissipacdo de escalares em pequenas escalas
na turbuléncia gerada pelas instabilidades de KH. A evolucdo no tempo da mistura e as quanti-
dades que caracterizam o comportamento de mistura, tais como a eficiéncia de mistura, foram
examinadas ao longo do ciclo de vida total ou parcial dos turbilhdes de KH em numerosas si-
mulagdes numéricas (Scinocca, 1995 [43]; Cortesi et al., 1999 [30]; Caulfield & Peltier, 2000
[22]; Staquet, 2000 [142]; Carpenter et al., 2010 [19]; Inoue & Smyth, 2009 [62]). No entanto,
esses estudos, concentram-se sobre o efeito da estratificacdo na mistura (Caulfield & Peltier,
2000 [22]), ou consideram um intervalo muito limitado do nimero de Reynolds (Re) e do nu-

mero de Prandtl (Pr) em escoamentos que envolvem mistura (Smyth et al., 2001 [136]; Cortesi
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et al., 1999 [30]; Staquet, 2000 [142]). Por outro lado, Rahmani (2011) [120] realizou uma
investigagdo sobre o efeito dos adimensionais, Re e Pr, na mistura.

Laizet et al. (2010) [81] incluiram trés diferentes geometrias de placa separadora (Fig.
2.15). No desenvolvimento espacial da camada de mistura homogénea, os autores notaram
forte dependéncia da geometria na formacao das esteiras e estruturas coerentes. Em geometrias
semelhantes, Breidenthal (1981) [13] observou em um canal a consequéncia dos emparelha-
mentos e o desenvolvimento de pequenos turbilhdes devidos aos movimentos tridimensionais

no escoamento.

5 LJ‘
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L

Figura 2.15: Diferentes configuragcdes para a placa separadora [81]

Um outro mecanismo que caracteriza a organizacao dos turbilhdes de KH € o emparelha-
mento helicoidal, estrutura na forma de uma trelica. Este fendmeno s6 pode ser observado em
escoamentos ndo estratificados, como pode ser verificado nas Figuras 2.16 e 2.17. Este tipo de
instabilidade foi constatado por Comte et al. (1992) [25], Silvestrini (1996) [129] e Laizet et
al. (2010) [81]. Em tais trabalhos foram utilizados Simula¢gdes Numéricas Diretas (DNS), que
resolvem todas as escalas espaciais e temporais do escoamento (Martinez, 2006 [94]; Fontane
& Joly, 2008 [42]; Alexakis, 2009 [3]). Neste trabalho esta técnica € utilizada para investigar os
efeitos da gravidade na dire¢do longitudinal, em uma camada de mistura estavelmente estrati-
ficada. A técnica DNS € um excelente instrumento para investigar as estruturas que se formam
na camada de mistura em desenvolvimento temporal e espacial.

Os movimentos tridimensionais produzem instabilidades transversais que formam os vorti-
ces longitudinais, localizados entre os voértices de KH. Pierrehumbert & Widnall (1982) [117]

sugerem que estas instabilidades, que induzem as oscilagdes transversais, sdo caracterizadas
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Figura 2.16: Surgimento do emparelhamento helicoidal em uma simulacdo temporal (Silves-
trini, 1996 [129]).

Figura 2.17: Surgimento do emparelhamento helicoidal em uma simulacdo espacial (Laizet e?
al., 2010 [81]).

por uma oscilacdo de fase com os turbilhdes primarios de KH (Fig. 2.18). Os autores deno-
minam estas oscilacdes tridimensionais de instabilidades translativas, responsdveis pelo inicio
da tridimensionalizacdo da camada de mistura homogénea. De acordo com Pierrehumbert &
Widnall [117], o comprimento de onda transversal mais instidvel tem aproximadamente 2/3 do
comprimento de onda longitudinal. A linha que aparece na Fig. 2.18 € uma representacdo da
evolucdo ao longo do tempo, da instabilidade translativa.

O processo da tridimensionalidade, nas camadas de mistura estratificadas, € mais complexo,
em virtude das instabilidades causadas por efeitos baroclinicos. Além da instabilidade transla-
tiva, os movimentos tridimensionais sdo afetados pela instabilidade convectiva gravitacional,
que ocorre durante o enrolamento do turbilhdo de KH, e pela instabilidade secundaria bidimen-
sional, que surge devido o gradiente de densidade longitudinal [22, 29, 125]. De acordo com
Martinez et al. [96, 97], a estratificacdo afeta a formagao dos vortices longitudinais devido aos

gradientes de densidade, que contribuem com um mecanismo extra de geracdo ou destruicao de
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Figura 2.18: Instabilidade translativa (Schoppa et al., 1995 [124]).

vorticidade local, por meio do torque baroclinico.

O estégio de transi¢do para o regime turbulento inicia no nimero de Reynolds, onde o efeito
das forgas de inércia supera o efeito de dissipacdo das forcas viscosas para desenvolver movi-
mentos tridimensionais. Com o aumento do nimero de Reynolds, estes movimentos tornam-se
mais intensos. O desenvolvimento de uma ampla gama de tamanhos de vortices no escoamento
facilita o processo de agitacdo de escalares e, portanto, aumenta a mistura no escoamento. Isso
explica o aumento da quantidade de mistura, de acordo com o nimero de Reynolds (Rahmani,
2011[120]). Para um aumento suficiente do nimero de Reynolds, o espectro de escalas de
comprimento inclui todos os tamanhos de vortices, a partir da maior escala até as menores, e
abaixo destas, a difusao molecular dissipa todas as perturbacdes. Nesta situacdo, a turbuléncia
estd totalmente desenvolvida e outros acréscimos no nimero de Reynolds ndo causam aumento
significativo da mistura. Um exemplo de uma turbuléncia sub-desenvolvida e plenamente de-
senvolvida em camadas de cisalhamento € ilustrado na Fig. 2.19, mostrando a estrutura da
densidade para diferentes Re. Ao analisar um amplo nimero de estudos sobre a transicdo em
diferentes escoamentos em regime turbulento, Dimotakis (2000) [35] conclui que uma turbu-
léncia plenamente desenvolvida é alcancada para Re > 10%.

Em camadas de cisalhamento, a transicado da camada de mistura para regime turbulento foi
notada pela primeira vez por Konrad (1976) [72] em uma camada de cisalhamento envolvendo
gases, formada por duas camadas paralelas de diferentes velocidades a jusante de uma placa
separadora. A transicdo da camada de mistura para o regime turbulento, em meio liquido, foi

medida por Breidenthal (1981) [13] e Koochesfahani & Dimotakis (1986) [73] através da rea-



2.2. Estudos experimentais e numéricos 26

Figura 2.19: Diferentes estruturas nos campos de densidade. A esquerda, Re = 1.75 x 10°, e a
direita, Re = 2.3 x 10* (Koochesfahani & Dimotakis, 1986 [73])

cdo quimica entre duas camadas. Para a mesma razdo de velocidade, a transi¢do do escoamento
observada nestes dois estudos ocorreram ao longo do mesmo intervalo de nimeros de Reynolds
observados por Konrad (1976) [72]. O aumento de uma ordem de magnitude na quantidade de
mistura nas medi¢des de Breidenthal (1981) [13] e Koochesfahani & Dimotakis (1986) [73],
foi associado com o desenvolvimento de movimentos turbulentos de pequena escala no escoa-
mento.

Compreender a transi¢do do escoamento, em faixas de Re sobre a qual esta transi¢do ocorre,
¢ importante para os estudos dos processos de mistura que ocorrem no oceano e na atmosfera.
Como estes escoamentos tém geralmente nimero de Reynolds muito elevados (Re > 10°),
podem ser assumidos que exibem comportamento de uma turbuléncia totalmente desenvolvida

(Rahmani, 2011 [120]).



Capitulo 3

Metodologia numérica

Neste capitulo serd abordada a metodologia numérica utilizada neste trabalho. Serdo des-
critos a configuracdo do dominio de célculo, as equacdes que descrevem o escoamento, as
condicdes de contorno e condi¢des iniciais, as discretizagdes temporal e espacial, as escalas de
comprimento, a decomposi¢cdo do dominio e a identificagdo das estruturas coerentes.

O co6digo computacional utilizado no presente trabalho € o Incompact3d, baseado na téc-
nica de Simula¢do Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS). Este c6digo resolve
as equagdes que modelam o escoamento, discretizando-as em uma malha cartesiana, utilizando
o método de diferencgas finitas. O método de Adams-Bashfort de segunda ordem € utilizado para
discretizacao temporal das equacdes, enquanto que, para a discretizacdo espacial, utilizou-se um

esquema de diferencas finitas compactas de sexta ordem (Lele, 1992[88]).

3.1 Configuracio do dominio de calculo

O dominio de calculo para os casos bidimensional e tridimensional sdo respectivamente de
tamanho, (L., L,) e (L,, Ly, L;), empregados para o estudo da camada de mistura. A Fig. 3.1
apresenta o dominio tridimensional, onde a direcdo x € a direcdo principal do escoamento (lon-

gitudinal), y € a direcdo vertical e z € a transversal.

27
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Figura 3.1: Representagdo tridimensional do dominio de célculo.

3.2 Equacoes do movimento

Para compreender a dinAmica de uma camada de mistura estavelmente estratificada, foram
realizadas Simulagdes Numéricas Diretas (DNS), onde sdo resolvidas as equacdes da continui-
dade e de Navier-Stokes na aproximacgao de Boussinesq, em um sistema cartesiano de referéncia
(x,y,z). A equagdo da quantidade de movimento para o campo de velocidade i = (u, v, w), é
dada por

01/7 1 =25N 502 = 1 _)2_) . -
— + =[V@® i)+ (ii - V)ii] = =VII + —V~“ii + Riy p é, (3.1
o 2 Re
onde IT é o campo de pressdo adimensional (I = p/pU?) e é; = (senb, —cos6,0). O tempo &
adimensionalizado utilizando a escala advectiva ¢,;/U e a declividade € representada por 6 (em

radianos), conforme ilustra a Fig. 3.2. O termo convectivo refere-se a operacdo em notagao

(9u,-u_/-

0x;

u;jou;

. o . 1
indicial 5[ i,

+

]. Este termo, escrito na forma anti-simétrica, permite reduzir os erros de
dobramento ("aliasing"). Estes aparecem quando os termos ndo-lineares sdao calculados nume-
ricamente no espago fisico, em um dominio discretizado [18, 76].

As outras equagdes do movimento sdo, a equacdo da continuidade, dada por:

<
<y
Il

=

(3.2)
e a equacao de transporte-difusao, derivada da equagdo de energia, como segue:

— -V)yp=——Vp, 3.3
ot T@-V)p RePr P (3.3)
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Figura 3.2: Perfis de velocidade e densidade para a camada de mistura espacial.

onde p € a densidade.

A teoria matematica da difusdo (Crank [31]) em substancias isotropicas € baseada na hipo-
tese de que a taxa de transferéncia de uma substancia difusiva através de uma se¢do € propor-
cional ao gradiente da densidade normal a esta mesma se¢do. Esta hipotese € expressada pela
equacdo g; = —D(0p/0n;), onde g; € a taxa de tranferéncia por unidade de drea da secdo, D é
o coeficiente de difusdo e n; € a coordenada espacial normal a se¢do do volume elementar. No
presente trabalho D ¢ representado pela difusividade térmica (k).

As varidveis utilizadas nas equagdes (3.1) a (3.3) sdo adimensionais. O nimero de Reynolds
(Re), o nimero de Richardson (Riy) € o numero de Prandtl (Pr) sdo os parametros adimensio-
nais utilizados. O nimero de Reynolds, baseado na metade da diferenca da velocidade através

da camada cisalhante (U) e na espessura inicial de vorticidade (9;), € definido por

U,
Re = T, (34)

A espessura inicial da vorticidade (6;) e o nimero de Richardson Global (Riy) foram defini-
dos nas Equagdes 2.16 e 2.13, respectivamente.

O ndmero de Prandtl é dado por

Pr=—, (3.5
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onde v € a viscosidade cinemdtica e « a difusividade térmica.
A equacao de vorticidade, obtida aplicando o rotacional a equacdo de movimento na apro-

ximac¢do de Boussinesq (Eq. 3.1), é dada por:

0o 1
2 iV x (@ % i#) = Rig (Vp X é)) + —V?@, (3.6)
ot Re
onde
Vp X é5 = (p.cos6) i+ (0,send) i; + (—pxcose - pysene) iZ, 3.7

€ o torque baroclinico. Quando 6 = 0, o torque tem componentes:

dp

> na direcdo longitudinal x (3.8)
Z
op N
o na direcdo transversal z 3.9
X

O segundo termo da Eq. 3.6 pode ser escrito como

VX(@xi)=—(@&-Vyi+ @-V)D+ &V -i). (3.10)

Como o escoamento é incompressivel (V - i = 0), a Eq. 3.6 é reescrita como

oG |
a—“t’ +(i-V)B = (@ V)il + Riy (Vp X &) + =V’G, (3.11)
e

onde 22 = %2 4 (7. V)& € a taxa de variagdo de @, (@- V)il é o termo de produgdo de vorticidade

("vortex strechting") e Rlevza) ¢ o termo de dissipa¢do de vorticidade por viscosidade.

3.3 Condicoes de contorno

As condicdes de contorno utilizadas para a camada de mistura temporal e espacial se diferem
na direcdo longitudinal (x). Para a camada de mistura temporal, as condi¢des de contorno
sdo periddica na direcdo longitudinal (x) e semi-periddica (condi¢do de deslizamento livre)
na dire¢do vertical (y). Para a camada de mistura espacial foi utilizada a condi¢do de entrada e

saida na direcdo longitudinal, e condi¢do de contorno periddica na direcdo transversal (z) para as
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simulacdes tridimensionais. As Figuras 3.3 e 3.4 apresentam, esquematicamente, as condi¢des
de contorno para as configuragdes em desenvolvimento temporal e espacial.

Condicao periddica: se n é o nimero de pontos em uma direcdo, entdo &,,1=£ e &y=&,;

Condicao de deslizamento livre: utilizada nos contornos superior e inferior, y = +L,/2.
Esta condicao equivale a uma condi¢do de simetria (fungao par) ou antissimetria (fungdo impar),
segundo a componente da velocidade e impde as seguintes restricoes: 3‘3 = ‘;—V; =0ev=0em
y==+L,/2.

Condicao de entrada e saida: Na entrada do dominio x = 0 sdo utilizados perfis de veloci-
dade e densidade. Além disto, foi acrescentado na entrada, campos de perturbacdes aleatdrias

para as trés componentes de velocidades.

Para a condic¢do de contorno na saida sdo utilizadas equagdes de conveccéo para i e p, dadas

por:
o Oi -
M v, 3.12
ar T %% (3.12)
op op
% v 2o, 3.13
ar T Y% (3.13)

sendo U¢ a velocidade de conveccao (Uc=(U; + U,)/2). De acordo com Akselvoll e Moint
(1996, [2]), devido a esta condicao, a degradacdo do escoamento permanece confinada préxima

aregido de saida.

Figura 3.3: Esquema das condi¢des de contorno da simulacao temporal.
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Figura 3.4: Esquema das condi¢des de contorno da simulagdo espacial.

3.4 Condicoes iniciais

Os perfis utilizados para a velocidade e densidade tanto para a simulagdo temporal quanto
para a simulacdo espacial sdo do tipo tangente hiperbdlico. O campo de perturbagdes adicio-
nadas aos perfis de velocidade sdo do tipo sendides para as simula¢des temporais e randdmicas

para as simulacdes espaciais.

3.4.1 Simulacao temporal

Os perfis de velocidade e densidade de base empregados nas simulagdes temporais (bidi-

mensionais), no instante de tempo ¢ = 0, sdo dados por:

2
u(x,y,t = 0) = ~U tanh(gy), (3.14)
€
2y
p(x,y,t =0) = — tanh (5—) , (3.15)
o

onde —L,/2 <y < +Ly/2.
O campo bidimensional de perturbagdes (i, v;), no instante inicial ( = 0), adicionado ao

perfil de base para as simulacdes bidimensionais e dominio com um comprimentos de onda

(L, = A,), é da forma:

Lo . (2
w)(x,y,t = 0) = —4Afy5re—2>2 cos( Zx) (3.16)
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2
vo(x,y,t=0) = —Afe_zy2 sin( Zx) , (3.17)

X
onde u € v satisfazem a equagdo de continuidade. No presente trabalho nenhuma flutuagio de

densidade € adicionada ao perfil p(y).

3.4.2 Simulacao espacial

Os perfis de velocidade e densidade empregados nas simulagdes espaciais (bidimensionais

e tridimensionais), na entrada do dominio (x = 0), sdo dados por:

2
u(x=0,y,2,0) = Ue = U tanh(%), (3.18)
c
2y
p(x=0,y,z,t) = — tanh L (3.19)
fo)

onde U; = 3U e U, = U. A representacdo grafica dos perfis 3.18 e 3.19 esta na Fig. (3.2). O
termo 6, representa a espessura inicial de densidade.
Os campos de perturbagdes adicionados as trés componentes de velocidades, sdo moduladas

por func¢des gaussianas do tipo

2
f(x=0,y,z,1) = Ajexp (—0.5%) , (3.20)

que tendem a diminuir as perturbacdes a medida que se afastam da interface do escoamento. A
amplitude desta perturbag@o, A ;, € representada por A,; para o caso bidimensional e A3, para o

caso tridimensional.

3.5 Discretizacao temporal

O avanc¢o no tempo das Equagdes 3.1 e 3.3 € feito usando o esquema temporal Adams-
Bashforth de segunda ordem. Primeiramente € calculado o termo convectivo-difusivo da Eq.

3.1, para um tempo #;:
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1 - = 1
Fé = — IV @ @) + @ - V)il + V2" + Rigp'é;, (3.21)
e

e em seguida € calculada a velocidade intermedidria i7*:

i — i

At

=a\F*+ b F", (3.22)

No esquema Adams-Bashforth de segunda ordem, o passo de tempo ndo € subdividido, e os
parametros assumem os valores (ay, by) = (3/2,-1/2).
O campo de velocidade i#**! é corrigido pelo gradiente de pressdo (no contorno). A equacio

a ser resolvida sera:

I/—zk+1 _ I/—f*

= —VIT*! 3.23
At (3:23)
apos a resolugdo de uma equacao de Poisson, deduzida da condi¢do de incompressibilidade
(equagdo 3.2). Aplicando-se o divergente na Eq. 3.23, chega-se a equagdo de Poisson para a

solu¢do do campo de pressao:

5 5 V.
Vv = —— 3.24
A7 (3.24)
A equacio de transporte e difusdo, Eq. (3.3), é resolvida fazendo,
k1) _ (k)
bt —a6W +biG*, (3.25)

onde

. 1
G =-il-Vo+——V*p.
VP T Repr P

Nas proximas se¢oes sao apresentados os esquemas numéricos usados na solucio dos termos

das equacoes 3.21 e 3.25.

3.6 Discretizacao espacial

Nesta secdo serd apresentada a diferenca entre a discretizacdo espacial da pressdo e das

outras varidveis. Posteriormente, serd discutida a dissipacdo numérica via aproximacao da se-
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gunda derivada, em seguida, o método de solugdo da equagao de Poisson.

3.6.1 Discretizacao dos termos convectivo-difusivo e de transporte-difusao

A discretizacdo espacial dos termos convectivo-difusivo (Eq. 3.21) e transporte-difusao
(Eq. 3.3) é feita utilizando um esquema de diferencas finitas centradas, compacto, proposto
por Lele (1992)[88]. Os esquemas compactos sao esquemas implicitos, que relacionam o valor
da derivada em um ponto ao valor da derivada em pontos vizinhos. Dado uma distribui¢cdo
de pontos sobre uma malha uniforme x; = (i — 1)Ax, existe uma relacdo entre a aproximacgao

& =¢x) = % e os valores de &, que é dado por:

a6l | +E + a1l =

§z+1 &ii L b Eivo—&in i iz —&i3
2Ax T 4 A LT 6 AX

(3.26)

No cédigo Incompact3d foi utilizado, na resolucao da primeira derivada, um esquema nu-
mérico tridiagonal de sexta ordem de precisdo onde, de acordo com Lele (1992)[88], a equagao

resultante é:

é:l+1 éjz +b g1+2 é‘:z

C2Ax C 4Ax (3.27)

@i6é_ +E + 168, =

Na fronteira do dominio (i = 1 e i = N) foi utilizado um esquema de terceira ordem descen-

trado, dado por:

a1 3€1 + b3 + ¢1383
Ax ’

fi + a’1,3fé = (328)

—611,3fzv - b1,3§1v—1 - 61,3§N—2
Ax ’

Ey+ai3éy_, = (3.29)

E para os pontos vizinhos aos contornos (i = 2 e i = N —1) é utilizado um esquema centrado

de quarta ordem:

&—&
2Ax

q 4{,‘:1 +§2 + a; 463 ajq (330)
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@i 4€y_p +Eyo a1y = 01,4%, (3.31)

Estes esquemas de terceira e quarta ordem serdo utilizados somente quando as condi¢des de
contorno nao sdo periddicas ou semi-periddicas. Os coeficientes utilizados na aproximagao da

primeira derivada estdo relacionados na Tab. 3.1.

Tabela 3.1: Valores dos coeficientes para a aproximacao da 1¢ derivada (Lele (1992)[88]).

Ordem da 1¢derivada | @1 | a1x | bix | Cix
3% ordem (k = 3) 2 [ =5/2| 2 |1/2
4% ordem (k = 4) 1/4 | 3/2 — -
6% ordem (k = 6) 1/3114/9 | 1/9| O

A aproximacao para a segunda derivada € feita de forma andloga a da primeira derivada. O

esquema para esta aproximacao € o seguinte:

@68 + &+ arell | =

i — 26+ &0 i =26+ & + i3 — 26 + fz’—3.

T TN 2679 (Ax)? (3-32)

a6

O esquema tridiagonal de sexta ordem adotado no cédigo para o calculo das segundas deri-

vadas é dado por:

il — 26+ & +bh Einp =26+ &
(Ax)? TN P

Wb+ E + bl = ane (3.33)

O esquema de terceira ordem descentrado para o cdlculo das segundas derivadas nos pontos

de contorno (i =1ei = N)é:

361 + by3ér + 2383 + dr3és
(Ax)? ’

é‘:i, + 61’2’3%3’ = (334)

ar3EN + bosén_i + co3én—o + dr3éns
(Ax)? ’

&y +aasén_ | = (3.35)

Nos pontos vizinhos aos contornos (i =2 e i = N — 1), o esquema de quarta ordem centrado

¢ dado por:
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7 7’ ’r §3 - 262 + f]
@248 + & +aaéy = aZAW, (3.36)
24 74 73 - 2 1+ _
@€y o + &N T @2uéy = a2,4§N 2?2)2)2 il 2, (3.37)

Para a aproximacdo da segunda derivada foram utilizados os coeficientes a@ax, ax,b2x, Cox

e dy que estdo relacionados na Tab. 3.2.

Tabela 3.2: Valores dos coeficientes para a aproximacao da 2¢ derivada (Lele (1992)[88]).

Ordem da 2¢ derivada | a4 ark brx | ok | dax
3% ordem (k = 3) 11 13 =27 | 15 | -1
4% ordem (k = 4) 1/10 | 6/5 - — -
6% ordem (k = 6) 2/11 | 12/11 | 3/11 | — -

A completa descricao do desenvolvimento matematico desses esquemas pode ser encontrada

em Lele (1992)[88], Moin (2001)[105] e Guerreiro (2000)[52].

3.6.2 Representaciao no espaco de Fourier e dissipacdo numérica

Com a finalidade de verificar a equivaléncia entre as derivadas no espaco fisico e as deri-
vadas no espago espectral, compara-se a derivada exata de uma dada fun¢do f(x) = exp(ikx),
calculada no espaco de Fourier da forma f’(x) = ikf(x), com a derivada obtida numericamente
pelo esquema compacto. A derivada no espago de Fourier pode ser discretizada utilizando um

nimero de onda modificado para cada uma das dire¢des. Na dire¢do x temos

asin(k,Ax) + (b/2) sin(2k,Ax)

3.38
1 + 2a cos(k,Ax) ( )

k.Ax =

b

onde k, = i—” Logo, no espago espectral a primeira derivada apresenta-se da forma, f’ = ik, f
‘X

[79].

Para a segunda derivada, ]77 = —k;’]/‘\, a formulacdo do segundo nimero de onda k" [83]

segue a expressao,
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. » _ 2a[l —cos(k,Ax)] + (b/2)[1 — cos(2k, Ax)] + (2¢/[1 — cos(3k,Ax)]
k(A0 = 1 + 2acos(k,Ax) SRS

Uma representacdo dos niimeros de onda modificado k;, e k,, em funcdo de k € apresentada
na Fig. 3.5, para a primeira e segunda derivadas. Verifica-se que os esquemas compactos forne-
cem valores de k, e k/, mais proximos dos obtidos pela diferenciacdo exata, para uma faixa de
nimeros de onda maior do que os esquema explicitos [88]. O limite do menor comprimento de
onda bem resolvido, k}, depende da tolerancia admitida, &, conforme a inequacao |k, —k|/k < &.
Portanto, k} depende somente do esquema empregado e ndo do nimero de pontos, N, usados

na discretizacao.

(a) (b)

3.5 ; ; ; ; ; 10 : . ‘ . : :
/
/
9 / 4
3r a
8 <]
(v)
25 S 7L y (iv,), 4
(v)
&r B
k'Ax2 | ) | kaxy & TR
m ) ) Y 5 | n
L i)
15 £ TN 1
Vi i)
1k . - ar 1
g
2r B
05 - il
‘ L |
. ; : : , ; 4 5 ; : ‘ . ;
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
k Ax k Ax

Figura 3.5: Numero de onda modificado k), e k, para diferentes ordens de derivagdo, (a) pri-
meira derivada, (b) segunda derivada, e diferentes esquemas numéricos: (i) esquema explicito
de segunda ordem; (ii) esquema explicito de sexta ordem; (iii) esquema compacto de quarta
ordem; (iv) esquema compacto de sexta ordem; (v) solugdo exata. (Lele [88]).

A seguinte formulacdo para a segunda derivada:
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@&l + & +agy, =

a§i+1 =25+ & N b§i+2 —25+ & N C§i+3 =25+ &3
(Ax)? 4(Ax)? 9(Ax)? '

(3.40)

pode ter oitava ordem de precisdo dependendo da combinacdo dos pardmetros (a,a, b, c) do

esquema de diferencas finitas através de quatro restricoes:

a+b+c=1+2a, (3.41)
a+4b+9c = 12a, (3.42)
a+ 16b + 81c = 30a, (3.43)
a+64b + 729c¢ = 56a, (3.44)

onde 3.41, 3.42,3.43 e 3.44, sdo de 24, 44, 64 e 8¢ ordem, respectivamente.

Nota-se que &/ na Eq. 3.39 admite uma singularidade para @ = 1/2 no nimero de onda de
corte k,Ax = m. A proposta de Lamballais ez al. (2011 [83]) € ajustar « e, consequentemente,
controlar &k’ de forma que preserve sexta ordem de precisdo através da relagdo 3.43. Na pratica
os autores tiraram proveito da singularidade de k", para que este seja cada vez mais proximo
do nimero de onda de corte, e desta forma @ — 1/2 . Observe que k. € o valor esperado de k”
no nimero de onda de corte, isto &, k”|, = k. Segundo Lamballais et al. (2011 [83]), pode ser
demonstrado que este requisito combinado com o esquema de sexta ordem de precisdo, pode

ser satisfeito utilizando os coeficientes:

272 - 45Kk (Ax)?

- 3.45

Y= 416 - 90k (Ax? (345)
48 — 135K (Ax)

= ¢ : 3.46

“ = 1664 — 360k (Ax)? (346)

| 528 - 81K/(Ax)® a7

208 — 45k (Ax)?’ '

—432 + 63K (Ax)?

(3.48)

= 1664 — 360k (Ax)?
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Para ilustrar a preciso e flexibilidade do esquema resultante, curvas de k”(Ax)? sdo apre-

sentados na figura 3.6, onde k7 (Ax)* = nn®

, n é um nimero inteiro de modo que 1 < n < 10.
O esquema compacto de sexta ordem com ¢ = 0 [88], onde k(’/,’(Ax)2 = 48/7, com um com-
portamento sub-dissipativo, € também apresentado para comparacdo. Lamballais er al. [83]

observaram que para os maiores niimeros de onda, k”’ superestima o valor exato de k?.

100 10
80 87
Nﬂ-""h-
> 60 6L
4
Sy
40 4
20 2 |
0 : : : : 0 ; : : - : -
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3
KAX kKAX

Figura 3.6: Nimero de onda modificado para esquema de 6* ordem. Impondo k! (Ax)* = nn?
comn = 1, ..., 10 (Linha continua, de baixo para cima) comparado com a solu¢io exata k*(Ax)>
(Linha pontilhada) e com o esquema convencional de 6 ordem (¢ = 0) (Linha tracejada). A
figura a direita € uma ampliacdo da figura a esquerda (Lamballais ez al., 2011 [83]).

Por meio da Simulacdo Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) e Simulacao
de Grandes Escalas (Large Eddy Simulation - LES), Lamballais et al. (2011 [83]) utilizaram
0 c6digo Incompact3d no estudo do escoamento em um canal plano. Os termos viscosos,
por meio da DNS, foram discretizados utilizando um esquema de 4¢ ordem [83] e impondo
k’(Ax)* = 4x°. Esta técnica dissipa as pequenas escalas perto do nimero de onda de corte k...
Na comparacdo dos perfis médios de velocidade e perfis de intensidade turbulenta, os resultados
foram excelentes [83]. Outra aplicacdo estudada pelos autores, foi o estudo da acustica emitida
por uma camada de mistura compressivel e bidimensional. Para uma resolu¢do de malha, os
autores [83] notaram que utilizando o esquema dados pelas equagdes (3.40, 3.45 a 3.48), obti-
veram melhor resultado que o esquema convencional de 6 ordem (Eq. 3.40, ¢ = 0), em relagcao

a dissipagdo acustica.
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3.6.3 Método de solucao da equacao de Poisson

Neste trabalho, a equagdo de Poisson (Eq. 3.24) € resolvida no espaco espectral usando
a Transformada Répida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) com rotinas que, ao con-
trario da soluc@o no espaco fisico, tem baixo custo computacional. Os valores da pressao sao

calculados em pontos escalonados da malha, isto €, no centra da malha, como mostra a Fig. 3.7.

y I [ R
1—1 -5 & HfE z+1‘

4y

Figura 3.7: Localizacdo dos pontos médios onde sdo calculados os valores da pressdo (o) e
velocidade (e).

Os valores da primeira derivada da pressao nos pontos escalonados da malha, utilizando

esquema de sexta ordem, € expresso por,

§i+l - é:i é:i+2 - fi—l
b ,
Ax P 3Ax

@&+ Eip T Wi = ap (3.49)

com a, = 9/62, a, = 63/62 ¢ b, = 17/62. Segundo Laizet (2009)[79], este esquema tem
um comportamento espectral melhor que o esquema ndo escalonado (Equagado 3.27), mas para
melhor avaliacdo, € necessdrio considerar o seu comportamento em combinacao com o processo

de interpolacdo do ponto médio, dado por,
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v + & Eiva + &
+b ,
2 )

1 ! !
Wiy + i T Uiz = A (3.50)

que fornece a aproximagio para &/ 1, (Nagarajan et al., 2003 [108]). Tal esquema assume a
sexta ordem de precisao quando a; = 3/10, a; = 3/4 e b; = 1/20.

Assumindo &(x;) como uma fun¢do puramente harménica em um dominio [0, L,] e sendo,
L,, o periodo desta funcdo, é possivel demonstrar (Moin (2001)[105]) que os coeficientes de
Fourier él’ associados com a aproximacdo (Eq. 3.26) estdo relacionados com a Transformada de

Fourier Discreta (£, pela seguinte relagdo espectral:

&=k &, (3.51)

onde k. é o nimero de onda modificado associado com o nimero de onda k, = nl/L,, para
0 <1< N,—1, pelo esquema de discretizacdo espacial. O nimero de onda modificado associado
com o esquema (Eq. 3.49) € expresso por,

_ 2asin(k,Ax/2) + (2b/3)sin(3k,Ax/2)

k' Ax = . 3.52
S 1 + 2acos(k,Ax) ( )

No mesmo caminho, a relagio entre os coeficientes de Fourier & e o termo é{ associado com
o processo de interpolag@o do ponto médio (Eq. 3.50), € estabelecida por,
& = TukAx) &, (3.53)

onde T, (k,Ax) € a funcdo de transferéncia relativa ao nimero de onda k,, dada por,

_ 2acos(k,Ax[2) + (2b/3)cos(3k,Ax/2)
Tulkux) = 1 + 2acos(k,Ax) ' (3:54)

Portanto, para a solu¢@o da equagdo de Poisson (Eq. 3.24), inicialmente € aplicada a Trans-

formada Répida de Fourier (FFT),

Dym = FFT(V - ii"). (3.55)

E posteriormente, realiza-se a divisdo de cada modo de Fourier D,,, pelo seu respectivo
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fator Fy,,,:
D
Ak+1 Imn
= , 3.56
plmn Flmn ( )
sendo:
Fin = =[(K,T\T) + (K, T,T.)* + (K[T.T,)*1At. (3.57)

A partir dos valores de ﬁ;‘nj;, usa-se a transformada inversa para o célculo do campo de

. . ~ =
pressdes no espaco fisico. O gradiente de pressio, Vp<+!

, pode entdo ser obtido pelo esquema
dado pela Equacdo 3.49. Por fim, o campo de velocidade i#**! pode ser calculado utilizando a

Equacao 3.23.

3.7 Metodologias de calculo

O avancgo da tecnologia dos sistemas computacionais possibilita a utilizacdo da Simulacao
Numérica Direta (Direct Numerical Simulation - DNS) na resolucdo das equagdes de Navier-
Stokes.

Segundo Silvestrini (2003)[130], numa turbuléncia homogénea e isotrdpica, ou seja, onde
os valores médios turbulentos ndo variam ante uma translacdo e uma rotacdo dos eixos coor-
denados, a escala integral de comprimento L (escala das maiores estruturas) pode ser expressa

por:

L~—, (3.58)
€

sendo v uma escala caracteristica de velocidades e € a taxa de dissipa¢cdo da energia da turbu-
l€ncia, a qual pode ser computada, para um dado volume de controle, pela variagao temporal da
energia cinética. A escala das menores estruturas (escala de Kolmogorov) pode ser estimada a

partir de:

3\ 1/4
n~(V—) , (3.59)
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em que v € a viscosidade cinemdtica. O nimero de graus de liberdade N, necessdrios para se

resolver todas as escalas da turbuléncia € dado pela razdo entre estas duas escalas:

~ Re)*. (3.60)

sendo Re; o nimero de Reynolds baseado na escala integral L.

A DNS resolve as equagdes de Navier-Stokes para todas as escalas do escoamento, das mai-
ores e mais energéticas (impostas pela configuracdo e pela escala integral L) até as menores
(escala de Kolmogorov, 7). Porém, resulta num alto custo de cdlculo computacional, pois o nu-
mero de graus de liberdade € funcdo do nimero de Reynolds. Segundo Silvestrini (2003)[130],
na DNS de um escoamento turbulento tridimensional sdo necessérios Ng; = n.nyn, graus de

liberdade, o que limita a aplicacdo da DNS a niimeros de Reynolds da ordem de:

Rep ~ (nnyn,)*”. (3.61)

A DNS pode fornecer dados de referéncia em relagdo aos principais mecanismos que desem-
penham um papel no escoamento turbulento. O crescimento das capacidades computacionais
e o desenvolvimento de processos de cdlculo em paralelo s@o os principais elementos de esti-
mulo para a utilizacdo desta técnica, extendendo gradualmente a sua gama de aplicabilidade em

problemas diversos [79, 83, 118].

3.8 Decomposicao do dominio

O cddigo Incompact3D programado em FORTRAN 90, inicialmente foi desenvolvido para
processar cdlculos em série e, recentemente, convertido para processos em paralelo usando a
plataforma Message Passing Interface - MPI [80]. Esta versdo em paralelo foi desenvolvida
com o objetivo de proporcionar: portabilidade (capacidade de ser processado em uma ampla
faixa de plataformas), escalabilidade (preservacdo da eficiéncia do c6digo quando milhares de
processadores sao usados) e conservacdo da estrutura original (solucdo direta da equacao de
Poisson e uso de esquemas compactos de sexta ordem de precis@o nas trés dire¢des espaciais)

(Laizet et al., 2010 [80]).
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Para garantir a escalabilidade e manter a mesma estrutura do c6digo, a estratégia da primeira
versao de paralelizacao foi baseada no método de decomposicio 1D. O algoritimo € estruturado
de forma que o dominio computacional é subdividido em subdominios de mesmo tamanho e os
calculos de cada subdominio € realizado por cada ntcleo disponivel no sistema. O dominio
¢ primeiramente subdivido em blocos na direcao z (Fig. 3.8a) e os cdlculos de derivacdo e
interpolacdo sdo realizados no plano xy. Posteriormente, realiza-se uma operagdo global de
transposi¢do, € em seguida, divide-se o subdominio na dire¢do y (Fig 3.8b), e desta forma
os cdlculos sdo processados no plano xz. Depois € executado uma operagdo de transposicao
inversa (Fig. 3.8a). Estas operagdes de transposi¢dao requerem transferéncia de informacoes,
que € obtida utilizando a técnica de paralelismo M PI, permitindo um avanco significativo no

tempo de processamento de célculo.

Figura 3.8: Tlustra¢do esquematica da decomposi¢do 1D utilizando quatro processos MPI: (a)
decomposicao na dire¢do z; (b) decomposi¢ao na direcdo y.

A segunda versdo de paralelizacdo é baseada na decomposi¢do do dominio em ldpis, tam-
bém denominada decomposi¢do 2D. Esta técnica reduz drasticamente o tempo reldgio das
simulacdes, em comparacdo com a técnica de decomposicao 1D. Além disso, é compativel
com esquemas implicitos no espaco, também utilizadas no Incompact3D (Laizet, 2010 [82]),
e pode ser visto como uma extensdo da estratégia de decomposi¢ao 1D.

A figura 3.9 mostra que o dominio tridimensional pode ser particionado em duas dimensdes.
Os trés niveis (a), (b) e (¢), serdo referenciados como lapis—X, lapis—Y e ldpis—Z, respectiva-
mente. Uma decomposi¢c@o 2D necessita executar operagdes globais para a transposi¢ao entre
os trés diferentes niveis. No c6digo Incompact3D sdo utilizadas quatro operacdes globais de

transposicao: (a — b), (b — c¢), (c = b) e (b — a). Esta técnica foi utilizada neste trabalho
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para executar simulagdes tridimensionais da camada de mistura espacial.

AmEEREEREERRRW’

(I Ity rrrrl
LU L Y Y B W L L WL W

Figura 3.9: Ilustragdo esquemdtica da decomposic¢ao 2D utilizando 4x3 processos MPI.

Na figura 3.9, as divisdes sdo designadas pelas dimensodes P,,, = 4 ¢ P.,; = 3. Para uma
malha de decomposi¢do 2D com (P,,, x P.,;) processos, P,,, grupos de P, processos MPI
necessitam trocar dados entre si para a transposi¢ao (a < b); P, grupos de P,,, processos
M PI também precisam intercambiar dados entre si para a transposicao (b < c¢).

Por exemplo, na transposi¢ao (b — c¢) na figura 3.9, o processo M PI da primeira linha dos
lapis—Y em (b), na direcdo x, troca informagdes com a primeira linha dos ldpis—Z em (c) na
mesma dire¢do. Isto € possivel através de comunicagdes em sub-grupos, reduzindo drastica-
mente o tempo gasto em comunicagdes globais. Por isso, ndo ocorre transposicdes nas direcoes
(a & ¢), ja que ndo se permite comunicagdes em sub-grupos e as implementagdes das rotinas
de comunicagdes sdo muito sensiveis as orientacdes dos l4pis.

Computadores de ultima geracdo sdo necessarios para a eficiente utilizacdo do cédigo. De-
vem ter capacidade de realizar o processamento dos cdlculos com um alto poder de desempenho.
Segundo Laizet et al. (2010)[80] a quantidade de memoria necessdria para uma simulacio pode
ser estimada em funcdo do nimero de matrizes 3D alocadas pelo c6digo. No Incompact3D
paralelizado s@o necessarias em torno de 43 matrizes 3D. A quantidade de memoria necessaria,

A, (em Gb) numa simulacdo, pode entdo ser estimada por:

nnyn;

Am ~ NanW, (362)

sendo N, o nimero de matrizes 3D e S, o niimero de bytes para representacdo de um nimero

real.
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No trabalho de Laizet et al., (2010) [80] sdo encontrados resultados relacionados a escala-
bilidade, efici€ncia e custo computacional, relativos a simulacdes em vérias plataformas e para
diferentes quantidades de processadores. Utilizando o c6digo Incompact3D na sua forma pa-
ralelizada, foram realizadas simulacdes em varias plataformas e para diferentes quantidades de
processadores. Para a medicao da escalabilidade e eficiéncia do c6digo, os autores utilizaram

dois parametros. O fator speedup S ; € definido por:

T(Cref)

—_—, 3.63
T(Cused) ( )

Sf(cused) =

onde T'(c,.f) € o tempo decorrido na simulagdo com um nimero ¢, de nicleos computacionais
correspondentes a simulacdo de referéncia. A memoria disponivel para um niicleo computa-
cional € diferente em cada plataforma. Logo, c,.r € 0 nimero minimo de nuicleos necessarios
para rodar uma simulac¢do utilizando o maximo de memoria disponivel em cada um destes nu-
cleos. O termo T'(c,sq) € 0 tempo decorrido numa simulagcdo com ¢, nicleos computacionais
utilizados.

O segundo parametro € o fator de eficiéncia E; (Laizet et al., (2010) [80]), que mensura a

eficiéncia do cddigo e € definido por:

Sf(cused)
Cused/cref ’

E“(cused) = (364)

Os parametros utilizados nos testes realizados por Laizet et al. (2010)[82], com a nova
técnica de paralelizacdo 2D, sdo apresentados na Tab. 3.3. Tais testes foram realizados em
quatro diferentes plataformas: HECToR instalada no Reino Unido, JADE na Franca e Jugene na
Alemanha. Uma descricao detalhada destas plataformas podem ser encontradas em Laizet et
al. (2010)[82]. Para as plataformas HECTOR, Jugene e JADE, foi possivel utilizar 8192° nés
da malha (aproximadamente 550 bilhdes de nds) nas simulacgdes.

Os resultados de escalabilidade das simulacdes realizadas com o Incompact 3D, correspon-
dente a plataforma HECToR, sdo comparados com o resultado ideal (linha tracejada) e apresen-
tados na Fig. 3.10. Para uma malha de 512% nés e usando 1024 nicleos, o c6digo Incompact3D

apresentou menor tempo de simulacdo quando se utiliza P,,,, = P,,.
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Tabela 3.3: Parametros das simulacdes investigadas (Laizet et al. (2010)[82]).

(ny, ny,n;) Nicleos computacionais Plataforma
(512,512,512) 1024 JADE, HECTOR, Jugene
(1024, 256,256) 32 - 512 HECTOR
(2048,512,512) 128 — 4096 JADE

(2048,512,512) 128 — 16384 HECTOR
(2048,512,512) 1024 — 131072 Jugene
(2048,2048,2048) 1024 — 16384 HECTOR
(2048,2048,2048) 2048 — 131072 Jugene

(4096, 4096,2048) 131072 — 262144 Jugene
(4096,4096,4096) 8192 — 16384 HECTOR

As simula¢des com menor ndmero de nicleo por processador, para um mesmo tamanho de
malha, apresentaram menores tempos de simulagdo. O mesmo ocorreu para as outras platafor-

mas (JADE e Jugene).

— . — .
1024256256 4cores/proc

100 L 1024x256x256 2cores/proc &

F 1024256256 1cores/proc ®

I 2048x512x512 4cores/proc % N
2048x2048~2048 2cores/proc = O
2048x2048~2048 4cores/proc  * A
4096x4096x4096 4cores/proc o N, Ny .

—

o
T
|
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| |
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T
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Figura 3.10: Grafico do Speedup na plataforma HECToR (Laizet et al. (2010)[82]).

No presente trabalho, as primeiras simulacdes foram executadas no servidor CLARO, uma

estacdo com dois processadores Quad-Core Intel Xeon 1.6 GHz, 4GB RAM, e performance de
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42,28 GFlops, o qual permite a divisdo da simulacdo em 4 processos simultaneos. A quantidade
de memoria necessaria para uma simulacao com 15, 64 milhdes de pontos € Am = 5,36GB, mas
o servidor CLARO conta com 4GB de memoéria RAM, a qual ndo € suficiente para comportar
uma simulagdo deste nivel se utilizados todos os nicleos dos processadores. Em fung¢do disto o
resultado da eficiéncia para a simulacdo com 8 ntcleos é da ordem de 50% da eficiéncia ideal.

Para o problema tridimensional em destaque, camada de mistura em desenvolvimento es-
pacial, exigird uma malha de 52 milhdes de pontos, sendo necessdrio a utilizacdo do Centro
de Super Computacdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (CESUP/UFRGS). Mais
detalhes desta plataforma serd comentado no capitulo 4.

O programa Incompact3d utiliza como compilador o gfortran, e para a paralelizacao
o aplicativo OpenMPI 1.4.2. Para a solucdo das equagdes € necessdrio ainda o pacote de

transformadas fftw 2.1.5 que realiza as transformadas de Fourier no espaco espectral.

3.9 Identificacao das estruturas coerentes

Uma estrutura coerente € definida como uma regido do espaco de alta concentracio de vorti-
cidade, que conserva uma forma definida durante um tempo de vida 7', superior ao seu tempo de
rotacdo w™! e possui a propriedade de sensibilidade as condi¢des iniciais, ou seja, imprevisivel
(Lesieur, (1997) [89]). A escolha do melhor método para identificagdo destas altas concentra-
coes de vorticidade depende das estruturas que se queiram destacar em uma simulacdo. Neste
trabalho, sao utilizados o critério da vorticidade e o critério Q.

A vorticidade é dada por
&=V X it = Wiy + wyly + W1, (3.65)

As estruturas coerentes nas simulagdes bidimensionais sdo visualizadas através da vortici-

dade transversal
3 ou Ov

v 3.66
2= %y T ox (3.66)

As visualizagdes tridimensionais sdo representadas graficamente através das isosuperficies
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do moédulo da vorticidade
18] = \Jw? + w? + w2, (3.67)

onde as isosuperficies sdo determinadas para ||@|| = A, sendo que o valor de A define a isosu-
perficie que melhor representa a estrutura coerente. As regides de alta vorticidade, em geral,
correspondem a locais de estruturas coerentes, mas podem corresponder a zonas de alto cisa-
lhamento, sem qualquer estrutura. A visualiza¢do por meio do médulo da vorticidade destaca
vortices de escalas intermedidrias de acordo com o pardmetro A. Assim, o critério do médulo
da vorticidade, embora usado com sucesso em escoamentos cisalhantes livres, pode ser incon-
veniente se o cisalhamento € compardvel a magnitude da vorticidade dentro da estrutura [63].
Uma outra técnica de identificacdo das estruturas coerentes € o critério Q [63], que se ca-
racteriza na observacdo do segundo invariante do tensor gradiente de velocidade (ﬁﬁ). O valor

de Q pode ser expresso por:

onde
e

sdo, respectivamente, as componentes anti-simétrica e simétrica do tensor gradiente de defor-
magao. Assim, Q € o balango entre a taxa de rotagdo €2;;€);; e a taxa de deformagao §;;S;;. Se o
valor de Q € positivo, a taxa de rotacao € maior que a taxa de deformacao, indicando uma zona
turbilhonar no escoamento. Na Figura 3.11 sdo apresentados exemplos do campo instantaneo
das isosuperficies do médulo da vorticidade (||@|| = 1.2) e do critério Q (Q = 0.05¢ Q = 0.15).

A Figura 3.11c, para o valor Q = 0.15, isola melhor a regido turbilhonar da camada de mistura.
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(a)

(b)

(©)

Figura 3.11: Comparagdo entre os critérios de identificacdo das estruturas coerentes. (a) Isosu-
perficie de ||w|| = 1.2; (b) isosuperficie de Q = 0.05; (c¢) isosuperficie de Q = 0.15.



Capitulo 4

Analise de estabilidade linear

O objetivo deste trabalho é compreender como as perturbagdes infinitesimais se amplificam
em uma camada de mistura estratificada com efeitos de declividade. Sao apresentados resul-
tados de testes numéricos com variagdo do nimero de Richardson e da declividade. Para tal
fim, utiliza-se o cédigo computacional Incompact3d, descrito no capitulo anterior, para resolver
as equacdes que descrevem um escoamento incompressivel. Inicialmente € realizada a andlise
de estabilidade linear utilizando operadores diferenciais de Chebyshev. Em seguida, utiliza-se
o cédigo Incompact3d para modelar uma camada de mistura estratificada em desenvolvimento
temporal e, posteriormente, compara-se com os resultados via operador de Chebyshev. Nos ca-
pitulos seguintes sdo apresentados os resultados das simulacdes em desenvolvimento espacial

em dominios bidimensional e tridimensional.

4.1 Equacoes

Os resultados a seguir servem como base de validacdo do codigo numérico. Serdo apre-
sentados os resultados da anélise de estabilidade linear utilizando aproximag¢ao de Chebyshev e
DNS, e posteriormente, comparados com as referéncias [55, 101].

Em escoamentos cisalhantes livres, as perturbacdes bidimensionais tornam-se instaveis an-
tes das tridimensionais (Drazin & Reid, 1989 [38]), e, de acordo com o Teorema de Squire,
para cada perturbagdo tridimensional existe uma perturba¢cdo bidimensional com maior taxa

de amplificacdo (Criminale, 2003 [32]; Drazin & Reid, 1989 [38]). Desta forma, a andlise de

52
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estabilidade serda baseada em um modelo bidimensional.
Para o estudo da andlise de estabilidade, assume-se que o escoamento base € invariante na
direcdo principal do escoamento e que a componente vertical da velocidade base € nula, v = 0.

Decompondo as varidveis em uma parte base mais uma perturbacdo, obtem-se:

u(x,y, 1) = u(y) + u'(x, y, ), 4.1)

v(x,y, 1) =V (x,y,1), 4.2)
p(x,y,0) = Py) + p'(x, y,0), (4.3)
p(x,y,0) = p(y) + p'(x, y, 1). (4.4)

Substituindo as expressdes (4.1) a (4.4) nas equagdes bidimensionais da continuidade, da

quantidade de movimento, e de transporte-difusdo, descritas respectivamente por

uy+v, =0, (4.5)
U + iy + Vity = —p + 1 (ttax + 1yy) + Riyy p sent, (4.6)
Re
Vet uvy + v, = —p, + L (Vxx + Vyy) — Riy p cosb, “.7)
Re
1
P+ Upy +vp, = RePr ( xx +pyy) ) (4.8)

onde 6 € o angulo entre o eixo axial da camada de mistura e a horizontal (Fig. 3.2).
Do sistema de equagdes resultante (Eq. 4.5 a Eq. 4.8), subtrai-se as equagdes do escoamento
base e desprezam-se 0s termos viscosos (Re — o0). Desta forma, obtem-se as equacdes para as

perturbacgdes:

u, + v; =0, 4.9)
uy + uu, +V'uy + [Wu, +V'u] = —p’ + Riy psenb, (4.10)

vy +uv + [V, +V'vi] = —p| = Riy p'coso, (4.11)
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p; +up, +Vp, + [Wp, +Vp)]=0. (4.12)

Os termos entre colchetes sdo termos nao lineares. Assumindo-se que as amplitudes das
perturbacdes sdo pequenas, pode-se desprezar os termos ndo lineares. Como as equagdes resul-
tantes sdo lineares e o coeficientes das equacdes ndo dependem de ¢ e x, busca-se solugdes por

separacdo de varidveis na forma de modo normal:

u'(x,y,1) = i(y)explja(x - ct)], (4.13)
V(x,y,1) = Y(y)explja(x - cr)], (4.14)
p'(x,y,1) = p(y)explja(x — c1)], (4.15)
p'(x,y,1) = p(y)expl ja(x = ct)]. (4.16)

As Equacdes 4.13 a 4.16 indicam que as perturbagdes se propagam como ondas com com-
primento de onda A = 27/, frequéncia w, celeridade da onda ¢ = w/a e amplitudes &, ¥, p e ¢.

Substituindo-se as equagdes 4.13 a 4.16 nas equagdes Eq. 4.9 a Eq. 4.12, obtem-se:

jai+ 9, =0, 4.17)
Ja(u—c)i+ub + jap = Rigpsend, (4.18)
Jja(u — o)V + p, = —Rigpcoso, 4.19)
ja@—cp+vp, =0. (4.20)

O sistema de equagdes, Eq. 4.17 a Eq. 4.20, pode ser simplificado, derivando-se a Eq.
4.18 em relacdo a y e subtraindo-se o resultado da Eq. 4.19 multiplicada por ja. Utilizando a
equacao da continuidade (Eq. 4.17), elimina-se & da equagdo resultante. A seguinte equacdo €

uma equagdo diferencial para as varidveis dependentes ¥, ¢ € ¢,:

(U — )Py — a@*)) — Uy b + (ja)Rigpcosd + Rigp,sent = 0. 4.21)
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A funcdo corrente representada por modo normal é dada por

Y(x,y,1) = ¢p(y)expljalx — ct)], (4.22)

onde i € definido de modo que

u'(x,y,1) =y, (4.23)
V(X y,1) = =i, (4.24)

Utilizando a Eq. 4.22 chega-se em
Vi(x, 1) = —jad(y)expl ja(x — cnl, (4.25)

e, igualando as equagdes 4.14 e 4.25, o termo ¥ fica:

b(y) = —jad(y). (4.26)

Substituindo a Eq. 4.25 na Eq. 4.20, encontra-se ¢ € ¢,, dados por

p==—"9, (4.27)

1 (_ P U
Py = —— [pyqby + Py — y_y ¢] . (4.28)

u-—-c u-c

A equacdo final na varidvel dependente ¢(y) € deduzida substituindo as equagdes 4.26, 4.27
e 4.28 na Eq. 4.21, obtendo-se:

P Riy sen Pyly
! S Pt — T+ p| =0, (429)

—-C

Moy ¢ — Rigcoso -
(u—c) =02 jatu—cp

(¢yy - a2¢) -

onde a barra sobre as varidveis foi eliminada para simplificar a notacdo. A equagdo 4.29 é uma
equacdo diferencial ordindria de segunda ordem para a varidvel ¢, e refere-se a um escoamento
bidimensional, estratificado, cisalhante, ndo-viscoso, incompressivel e paralelo a uma superficie
plana e inclinada (Fig. 3.2). Quando Riy = 0, a Eq. 4.29 € denominada equacdo de Rayleigh,

e se 6 = 0, a Eq. 4.29 é chamada de equacdo de Taylor-Golstein (Eq. 2.12). Os perfis para a
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velocidade u(y) e a densidade p(y) utilizados na andlise, sdo do tipo tangente hiperbdlica.

A Equacdo (4.29) resulta em um problema de autovalores. Por se tratar de uma analise de
estabilidade linear em uma configuragdo temporal, considera-se @ = «a, (real) e ¢ = ¢, + jc;
(complexo), onde ¢, = u(y = 0). A taxa de amplificacdo nesta configuragdo é dada por w; =
a,c;, onde ¢; € @, sao positivos.

Especificado o parametro a, encontra-se o autovalor c. Seguindo esta idéia, a relagdo
¢ = f(a) é denominada relagdo de dispersdo. Esta relacdo, a partir da Eq. (4.29), pode ser
representada da forma polinomial:

(A-cB)X = 0. (4.30)

A Eq. 4.30 é denominada problema de autovalor generalizado (Demmel, 1997 [34]), em que
¢ € o autovalor de A—cB. Por defini¢do [34], os autovalores de A —c¢B sdo as raizes do polindmio
caracteristico p(c)=det(A — cB) = 0. Portanto, os autovalores de A — c¢B sdo os mesmos de AB™!
ou B7'A, desde que a matriz B seja ndo singular.

No caso do problema de autovalor generalizado, que em inglés € denominado Generalized
Eigenvalue Problem (GEP), os métodos sdo aplicados & matriz AB~!, quando esta é nio singu-
lar. O método QZ, que serd apresentado logo a seguir, difere neste sentido pois trata-se de um
método a ser aplicado as matrizes A e B (Golub & Van Loan, 1996).

O método QZ [50] fundamenta-se no Teorema Generalizado de Schur: se A, B € C™",
entdo existem matrizes unitarias Q, Z € C"™" e matrizes triangulares superiores A’, B’ € C"",
de tal maneira que A’ = Q*AZ e B’ = Q*BZ s@o triangulares superiores. Os nimeros y,./vs,
(i =1,...,n) sdo os autovalores de A — c¢B, sendo yg4, € yp,, 0s autovalores associados as matrizes
A’ e B’, respectivamente. Por convencao, y,,/ys, — oo quando yp = 0.

A matriz Q* € denominada matriz transposta conjugada, isto é, Q" é formada pelo complexo
conjugado de cada elemento da matriz transposta Q7. Se A, B € R™", entdo existem matrizes Q
e Z ortogonais, tais que A’ é uma matriz quase-triangular superior e B’ € uma matriz triangular
superior. Neste caso, A" contém uma diagonal ndo nula abaixo da diagonal principal.

A solugdo para a Eq. (4.30) pode ser obtida pela funcdo do MATLAB: eig(A,B,’qz’), onde

gz representa o método QZ.
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4.2 Solucao por operadores Diferenciais de Chebyshev

A teoria dos polindmios ortogonais tem aplicagdes relevantes em vdrias dreas das Ciéncias
Exatas. Essa teoria € fundamental para as solucdes de diversos problemas relacionados ao es-
tudo de Equacdes Diferenciais, Estabilidade Numérica, Processamento de Sinais, entre outros.
Dentre os polindmios ortogonais, as aproximacdes de Chebyshev podem ser utilizadas para
resolver problema de autovalores.

Um problema cléssico de autovalores, em estabilidade hidrodinamica, € a resolucao da equa-
cao de Orr-Sommerfeld, em que Orszag em 1971 [110], utilizando polindmios de Chebyshev e
aproximagdes por diferencas finitas, determinou o nimero de Reynolds critico (Re,,; = 5772)
para o escoamento de Poiseuille plano, por meio da andlise de estabilidade linear. Gelfgat &
Kit (2006) [45], através das aproximacdes de Chebyshev, estudaram a instabilidade temporal e
espacial de uma camada de mistura estratificada, com nimero de Prandtl Pr = 9, e um perfil
de velocidade cuja espessura € maior que a espessura da camada de temperatura (6; = 36em))-
Através de andlises inviscida e viscosa, os autores [45] compararam as caracteristicas das insta-
bilidades de Kelvin-Helmholtz e Holmboe.

O algoritmo implementado neste trabalho, adaptado de Trefethen (2000) [154], foi bastante
eficiente na resolucdo da equacdo de Orr-Sommerfeld. A coordenada definida por esta técnica

utiliza a formulacdo de Gauss-Lobatto,
yj =cos(jr/N), j=0,1,..,N, 4.31)

sendo N um nimero inteiro positivoe —1 < §; < 1.

Os polindmios de Chebyshev de grau k sdao definidos por
T3 = cos(k cos™'9), (4.32)
e pelo modo recursivo estes polindmios podem ser obtidos da seguinte forma

Tin (D) = 29T (D) — Tk (9), k=1, (4.33)
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onde Ty(y) = 1.

Para o célculo da derivada primeira € utilizado o operador diferencial de Chebyshev, D¢,

definido por
2N? + 1
(Dc)oo = —(Dc)nn = e (4.34)
Do)y = —D =Nl (4.35)
21—
; -1 i+j
Doy = S = 0,LN, (4.36)
c;Pi—J9))
ondecy =cy=2ec;=1,para j=1,..,N — 1. Portanto, a derivada de f(y;) torna-se
N
fi = ) (DcXifin =0, N. (4.37)
=1

A Figura 4.1 representa a forma matricial do operador diferencial D¢, definida pelas equa-

coes 4.34, 4.35 e 4.36, e utilizada na resolug¢do do problema de autovalores.

2 i
aN“ —1
2N* +1 2( 1 l(—l)N
6 LY, 2
(71)i+j
¥, 9,
1=y Y, r f
D=1 21-§ 2(1-§?) 2 1+,
(_1)i+j
y|_y|
_N# ON? &
_l(_l)w _2( l)A AN ek
2 1+, 6

Figura 4.1: Representacdo matricial do operador diferencial D¢ (Trefethen, 2000 [154]).

Os perfis utilizados nesta andlise foram do tipo tangente hiperbdlico, com variacio de Ri-

chardson entre 0 < Riy < 0.30. O dominio computacional para a coordenada genérica y €
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definido por y = L¢y. Neste caso, y € [-L¢, L¢], onde o comprimento Lo = 10 foi escolhido de

modo que os resultados sdo independentes do aumento adicional no seu valor.

4.3 Equacao de Rayleigh

A equacgdo de Rayleigh, que trata de um escoamento ndo viscoso e nao estratificado (Riy =
0), foi examinada detalhadamente por Michalke (1964 [101]) e Hazel (1972 [55]). Esta equacgdo

representada por

(U= c)(pyy — @*¢) —u'¢ = 0, (4.38)

pode ser escrita na forma matricial como:

(Ag — cBr)¢p = 0, (4.39)
onde

Ag = —uy, + uDy, (4.40)

Br = D2, (4.41)

sendo, Dé = D¢Dc¢, o operador diferencial de segunda ordem, / a matriz identidade, e ¢ a
autofungdo. O outro operador diferencial definido a partir do operador de Chebyshev € da
forma

D2 = D% - a’l. (4.42)

Assim, as matrizes A € Br sdo matrizes reais de dimensdes N X N, onde N = 500.

A Figura 4.2 apresenta a andlise de estabilidade para a equacao de Rayleigh, onde os perfis
de velocidade axial utilizados foram u(y) = —tanh(y) [55] e u(y) = 0.5[1 — tanh(y)] [101].
Para cada «, no intervalo [0, 1], foram encontrados os autovalores ¢ = ¢, + jc; (j = \/—_1),
e estes foram selecionados de modo que a parte real satisfaca a condicdo ¢, = u(y = 0), e a
parte imagindria (c;) € tal que ¢; > 0 e a taxa w; = a,¢; seja maxima. A Figura 4.3 apresenta
os autovalores ¢ para o modo mais amplificado @, = 0.4455 e destaca um par de complexos

—-6.5 x 107 + 0.4257, cuja parte imagindria positiva, ¢; = 0.4257, é a solu¢io do problema de
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autovalor (Eq. 4.39).
Os numeros de onda mais amplificados («,) e suas correspondentes taxas (w;) sdo apresen-
tados na Tab. 4.1. Nota-se que as taxas maximas de amplificacdo determinadas nas andlises

estdo proximas das referéncias [55, 101], com erro maximo de 0.03%.

Figura 4.2: Andélise de estabilidade da equacdo de Rayleigh (Riy = 0): (a) perfil u(y) =
—tanh(y) [55]; (b) perfil u(y) = 0.5[1 — tanh(y)] [101].

Figura 4.3: Autovalores ¢ = ¢, + jc; para o caso em que Riy = 0, utilizando o perfil u(y) =
—tanh(y) [55]. Destaque para o modo mais amplificado quando «, = 0.4455 e ¢; = 0.4257.
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Tabela 4.1: Comparacdo da taxa de amplificacio com os valores de referéncia (Hazel, 1972
[55], Michalke, 1964 [101], Riy = 0).

Perfil Analise Valor Ref. Erro
u(y) = —tanh(y) [55] a, 0.4455 0.4440
w; 0.18964 0.18970 -0.03%
u(y) = 0.5[1 — tanh(y)] [101] @, 0.4455 0.4446
w; 0.09483 0.09485 -0.02%

4.4 Equacao de Taylor-Goldstein

Na préxima andlise serd incluido o ndmero de Richardson, 0 < Riy < 0.20, e para os
perfis de velocidade e densidade serd empregado u = p = —tanh(y). A equacio que identifica

este modelo € a equacdo de Taylor-Goldstein (Eq. 2.12), que pode ser representada da forma

polinomial
P(¢) = (Py + Pic + Prc?)¢ = 0, (4.43)
onde
Py = u*D? — Rinp, — uu,,, (4.44)
P, = =2uD> + u,,, (4.45)
P, = D2, (4.46)

sendo, Py, Py, P,, matrizes reais. A Equacdo 4.43 representa um problema de autovalores
quadraticos, onde ¢ € o autovalor quadratico. O problema (Eq. 4.43) surge em varias aplicagdes,
incluindo dindmica estrutural [162], vibracdo [126] e engenharia sismica [24]. De acordo com
Tisseur & Meerbergen (2001 [153]), este problema pode ser convertido em um problema de

autovalores generalizados (Eq. 4.30), da seguinte maneira

I'-c¢p=0,
(4.47)

P0¢+P1F+P2FC:0.
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Reescrevendo a Eq. (4.47) na forma de blocos de operadores:

0 I 1 olflls
(Ar — cBp)X = —c =0, (4.48)

-Py, -P, 0 P|J|IT
tem-se uma linearizacdo de P(c), para o sistema (Eq. 4.48) de tamanho 2N X 2N, onde N = 500.
A expressao entre paréntese € denominada primeira forma da matriz companheira. Segundo Tis-
seur & Meerbergen (2001) [153] e Scotti (2007) [126], existem outras formas de representacao
da matriz companheira para resolver o problema de autovalores generalizados.

Como o interesse é nos modos mais amplificados, ndo ha necessidade de avaliar o espectro
completo do nimero de onda para o caso estratificado (Eq. 2.12), como foi apresentado na
andlise anterior. Na Tab. 4.2, estdo apresentados os nimeros de onda e as taxas maximas de
amplificacdo para cada niimero de Richardson (Riy). Estas apresentam erros na ordem de 1074,
comparando-se a solu¢do utilizando operadores de Chebyshev e a referéncia [55].

Tabela 4.2: Comparacdo da taxa de amplificacdo (Eq. 2.12) com o valor de referéncia (Hazel,
1972 [55]). Caso 0 < Riy < 0.2.

Riy a w; w;
Oper. de Chebyshev  Valor Ref. [55]

0  0.4455 0.1896 0.1897
0.01 0.4447 0.1837 0.1838
0.05 0.4425 0.1592 0.1594
0.1 0.4437 0.1259 0.1259
0.15 0.4523 0.0888 0.0889
0.2 04700 0.0471 0.0472

A Figura 4.4 apresenta os autovalores ¢ = ¢, + jc;, dado o nimero de onda mais amplificado
a = «a, para cada nimero de Richardson, Riy, conforme Tab. 4.2. As solucdes (c¢) do problema
de autovalor generalizado (Eq. 4.48), cuja taxa ¢ maxima, apresentam a parte real, c¢,, com
valores na ordem de 107%, conforme é destacado na Fig. 4.4. Resultado este esperado, pois
de acordo com o perfil de velocidade, tem-se ¢, = u(0) = 0. A Fig. 4.5 € uma ampliacdo da
Fig. (4.4). Nota-se que a medida que ¢ — jc;, a parte imagindria (c;) cresce de acordo com o

aumento do nimero de Richardson.
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Figura 4.4: Autovalores ¢ = ¢, + jc; para os comprimentos de onda mais amplificados (Tab.
4.2). Casos em que Riy > 0.

Figura 4.5: Ampliagdo da Fig. 4.4 pr6xima da regido ¢; = 0.
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4.5 Inclusao da estratificacao e da declividade

Ao incluir a declividade 8 (Fig. 3.2), considera-se a Eq. 4.29 na andlise de estabilidade

linear. Na forma matricial, a Eq. 4.29 pode ser representada por,

(Py + Pic + Pyc? + P5c®)p = 0,

onde

Py = w’D2 — u*u,, — RigcosOp,u + (j/a)Riy senblup,, + up,D¢ — pyu,],

P, = =3u’D? + 2uuy, + Rigcosp, — (j/a)Riysenlp,, + pyDcl,
Py = 3uD? — u,,,

Py =-D2,

(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)

(4.53)

A Equacdo 4.49 representa um problema de autovalores do terceiro grau, onde P,, P3 € R™"

e Py, P, € C™", caso 6 > 0. Este problema pode ser convertido em um problema de autovalores

generalizados (Eq. 4.30), da seguinte maneira

K—C(]S:O,

T—c{ =0,

Pop + P + Pyt + P3te = 0,

e que, reescrito na forma de blocos de operadores, fica:

0o I 0 1 0 0}]l¢
(As —cBs)é=[{ 0 0 I |=cl0 I Off|£]|=0.

_PO —P1 —P2 0 0 P3 T

(4.54)

(4.55)

O sistema 4.55, é uma linearizacdo de P(c) = Py + Pic + P,c? + P3c?, e o termo entre

paréntese é denominado primeira forma da matriz companheira, para o sistema 3N X 3N (Eq.
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4.55), onde N = 500.

Os angulos utilizados na andlise foram 6 = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05 € 0.10, e os nu-
meros de Richardson empregados variam, 0 < Riy < 0.30. A Figura (4.6) ilustra os resultados
do trabalho de Taira et al. (2014 [145]). Nota-se que as taxas maximas de amplificagdo estao
préximas quando 0 < 8 < 0.01, portanto nao sofrem interferéncia substancial da estratificacdo.
Para 6 > 0.05, a taxa mixima de amplificacio cresce de acordo com o aumento da declividade
para cada Riy fixo mas diminui com o aumento do nimero de Richardson até atingir Ri; = 0.25,

a partir dai, até Riy = 0.30, a taxa maxima w; permanece quase constante.

Figura 4.6: Taxa méxima de amplificacdo para diferentes Riy e declividades 6, utilizando ope-
radores diferenciais de Chebyshev (Taira et al., 2014 [145]).

Um problema de autovalor polinomial de grau m > 2 do tipo

P(c)X =0, (4.56)

onde,

P(c) = Py+ Pic+ Pyc® + ...+ "' Py + " Py, 4.57)

também pode ser linearizado, utilizando uma mudanga de varidveis X; — cX;-; = 0, onde i =
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2,...,m. Logo, a Eq. 4.56 pode ser escrita como um problema de autovalor generalizado

(A-cB)X =0, (4.58)
sendo, A e B, matrizes definidas por

0 I 0 . 0

0 0 I 0
A=| : A S (4.59)

0 0 1

—-Py —P, =P,
1
1
B =
1
P

Maiores informacdes desta formulagdo, podem ser vistas no trabalho realizado por Tisseur

[152].

4.6 Analise via DNS

Nesta secdo serd apresentada a andlise de estabilidade linear utilizando Simulacdo Numé-
rica Direta (DNS). Para esta técnica, foi utilizado como dominio de calculo bidimensional,
um quadrado de lado L = A,, que corresponde a um comprimento de onda fundamental (A,),
baseado na andlise de estabilidade linear (Michalke ,1964 [101]; Hazel ,1972 [55]). Para 6 = 0,
foi empregado o comprimento L = 79;, que corresponde ao nimero de onda o, = 0.4446/¢
(0; = 20y), dado pela teoria de estabilidade linear. Quando 6 > 0, o comprimento do domi-
nio varia de acordo com o nimero de onda mais amplificado. Esta medida ¢ mdxima quando

Riy = 0.20 € 6 = 0.05. A amplitude da perturbagio senoidal empregada é A, = 107°.
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Nos testes numéricos foram empregados uma faixa do nimero de Richardson, 0 < Riy <
0.20, e da declividade , 0.001 < 6 < 0.05. Os outros adimensionais utilizados foram Re = 300
e Pr = 1, que também foram empregados por Martinez (2006 [94]). A escolha dos nimeros de
Richardson utilizados se baseiam na anélise de estabilidade linear por meio das aproximacoes
de Chebyshev.

As diferentes malhas apresentam n, X n, pontos, onde n, € o nimero de pontos na dire¢do
do escoamento e n, € o nimero de pontos na dire¢do vertical. A resolucdo de cada uma das
malhas € dada por Ax = L/(n,— 1) e Ay = L/(n, — 1). As malhas computacionais quando 6 = 0
estdo representadas por N1 a N5 (Tabelas 4.3 e 4.4).

No estudo da estabilidade linear, optou-se pela andlise da componente de velocidade v pois
as taxas maximas de amplificacdo ocorreram na regido do nucleo do turbilhdo (aproximada-
mente em x = L,/2 e y = 0 na Fig. 3.3), diferentemente da andlise da componente u, cuja taxa
maxima nao ocorre na regido de maior vorticidade, devido ao campo de perturbacdes (Eq. 3.16
e Eq. 3.17) adicionado aos perfis de velocidade. Para tal andlise, calcula-se a declividade da
parte linear do sinal v’ (Fig. 4.7).

A Figura 4.7 mostra a evoluc¢do temporal da amplitude da flutuacdo de velocidade V', para
diferentes numeros de Richardson. Observa-se uma regido de amplificacdo exponencial, que
corresponde ao regime governado pela teoria de estabilidade linear. A taxa de crescimento das
perturbacdes € reduzida devido o efeito do empuxo.

Para a anélise de estabilidade do escoamento paralelo € cancelado o termo de difusdo ver-
tical, correspondente a velocidade longitudinal 6%u/8y?, pois esta difusdo aumenta a espessura
da camada cisalhante durante a simulagdo e infere uma variacdo no tempo do escoamento base.
Como consequéncia, haverd uma variacdo correspondente na taxa de amplificacao, até o regime
linear (aproximacdo de escoamento paralelo). O artificio utilizado aqui é o mesmo adotado
por Medeiros et al. (2002) e Martinez (2006a). Seguindo o mesmo raciocinio, também foram
cancelados os outros termos de difusdo vertical, correspondentes a velocidade vertical 9*v/dy?
e a densidade 0%p/dy>.

Nas Tabelas 4.3 e 4.4 pode-se visualizar as taxas de amplificagdo para o caso sem declivi-

dade (8 = 0). Os resultados apresentam erro maximo de 0.21% para o caso nao estratificado, e
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Figura 4.7: Evolucdo temporal da amplitude da flutuacdo de velocidade v para diferentes Riy
(Malha N3 = 128 x 129).

Tabela 4.3: Comparacdo da taxa de amplificagdo com o valor de referéncia (Hazel, 1972 [55]).
Riy=0, 0.01, 0.05, 0.10.

Riy N1 N2 N3 N4 Valor Ref.
64x65 64x129 128 %129 128 x 257 [55]
0 a,c; 0.1895  0.1893 0.1894 0.1899 0.1897
erro —-0.10% -0.21% -0.16% 0.10%
001 a,¢ 0.1836 0.1839 0.1840 0.1836 0.1838
erro —0.11% 0.05% 0.11% -0.11%
005 a,¢; 0.1593 0.1601 0.1595 0.1600 0.1594
erro —0.06% 0.44% 0.06% 0.37%
0.1 a,¢ 0.1264 0.1256 0.1261 0.1262 0.1259
erro 040% -0.24% 0.16% 0.24%

de 0.44% para os casos em que 0.01 < Riy < 0.1. Observa-se uma grande influéncia nas taxas
de amplificacdo para os casos mais estratificados, quando Riy = 0.15 e Riy = 0.20, sendo que
ndo houve melhora significativa nas taxas, variando-se a malha. A medida que aumenta-se o
ndmero de Richardson, a taxa de amplifica¢do decai.

Lembrando-se que neste tipo de andlise, utilizando DNS, os termos viscosos nido foram
cancelados, como ocorre na analise de estabilidade (Hazel, 1972 [55]; Drazin e Reid [38],

1989; Negretti et al., 2008 [109]). Diante dessas consideragdes, os resultados foram bastante
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Tabela 4.4: Comparacdo da taxa de amplificagdo com o valor de referéncia (Hazel, 1972 [55]).
Riy = 0.15¢ 0.20.

satisfatorios.

Riy N3 N4 N5 Valor Ref.
128 x 129 128 x 257 256 x 257 [55]
0.15 a,c 0.0951 0.0941 0.0940 0.0889
erro 6.97% 5.85% 5.74%
020 a,¢ 0.0505 0.0506 0.0504 0.0472
erro 7% 7.2% 6.78%

Nos testes numéricos em que inclui a declividade (6 > 0), o comprimento do dominio varia

de acordo com o nimero de onda mais amplificado, conforme consta na Tab. 4.5. Nesta mesma

Tabela estao indicadas as malhas utilizadas para cada caso.

Tabela 4.5: Comprimento do dominio (L) e malhas empregadas nas simulacdes (N3 = 128x129
e N5 = 256 x 257) para nimero de Richardson (Riy) e declividade (6).

Riy Riy Riy Riy Riy
001 | 0.05 0.10 0.15 0.20
0=0001 | L=75|L=76,| L=75; | L=175; | L=16,
N3 N3 N3 N5 N5
0=0003 | L=75 | L=176,| L=175; | L=175; | L=16,
N3 N3 N3 N5 N5
0=0005|L=75|L=76,| L=175; | L=175; | L=15,
N3 N3 N3 N5 N5
0=001 |L=76,|L=75| L=76; |L=7.16; | L =715,
N3 N3 N3 N5 N5
0=005 |L=76 | L=75 | L=746, | L=74s, | L =176,
N3 N3 N3 N5 N5

As taxas maximas de amplifica¢do crescem quando comparadas com o caso ndo inclinado,

como previsto pela anélise analitica (Secao 4.5). A Figura 4.8 destaca as taxas de amplificacdo

para diferentes nimeros de Richardson, Riy, e declividades, 6. A medida que a estratificac@o

(Riy) e adeclividade (f) aumentam, a taxa maxima de amplificagcdo w; € afetada, ou seja, o termo

Riysenf, que consta na equacado de quantidade de movimento em x (Eq. 3.1), € influenciado por

estes dois parametros. Por exemplo, para uma declividade pequena, 6 = 0.001, e um nimero

de Richardson, Riy = 0.1, o termo Riysené é da ordem de 10™*. Este valor é maior quando
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comparado com a perturbacgdo inicial (¢ = 0), imposta ao escoamento base, cuja amplitude é de
107%. Consequentemente, o valor deste termo aumenta para niimeros de Richardson e Angulos

maiores (Fig. 4.8), atuando como um termo fonte sobre o escoamento.

Figura 4.8: Taxa mdxima de amplificagcdo para diferentes nimeros de Richardson, Riy, e decli-
vidades, 6.

A evolucdo temporal da amplitude da flutuacdo de velocidade V', para diferentes nimeros
de Richardson (Riy) e declividades (6), € apresentada nas Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12. Para
Riy = 0.01 (Fig.4.9), os graficos apresentam taxas de amplificacdo muito proximas, mesmo
com variagdes das declividades. Aumentando-se a estratificacdo, Riy = 0.05 (Fig.4.10), nota-
se uma grande influéncia para o angulo 8 = 0.05 na taxa maxima de amplificacdo, ja que o
termo Riy senf é da ordem de 1073.

O intervalo de tempo T, proposto no célculo da taxa de amplificacdo deve satisfazer a
condicao:

T, > 100;/U. (4.60)

Para os casos em que ndo € satisfeita a desigualdade 4.60, torna-se dificil o cdlculo da taxa
maxima de amplificagdo. Tal proposta foi empregada para os casos em que a declividade é
nula. Para & = 0.001 e & = 0.003 com Riy = 0.15 e Riy = 0.20, e para § = 0.005 com
0.10 < Riy < 0.20, o periodo T, ndo satisfaz a condicao (4.60) e, portanto, apenas efeitos nao

lineares estao presentes (Figuras 4.11 e 4.12).
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Figura 4.9: Evoluc¢do temporal da amplitude da flutuagdo de velocidade v’ para Riy = 0.01, com
variagdo de angulos: 6 = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.

Figura 4.10: Evolugdo temporal da amplitude da flutuacdo de velocidade v’ para Rig = 0.05,
com variagdo de angulos: 6 = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.
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Figura 4.11: Evolucdo temporal da amplitude da flutuagdo de velocidade v' para Riy = 0.10,
com variagdo de angulos: 6 = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.

Figura 4.12: Evolugdo temporal da amplitude da flutuacdo de velocidade v’ para Riy = 0.15,
com variagdo de angulos: 6 = 0, 0.001, 0.003, 0.005, 0.01, 0.05.
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4.7 Comparacao entre as técnicas

A Figura 4.13 ilustra uma comparagdo entre as técnicas DNS e aproximacdo de Chebyshev
com a literatura (Hazel (1972 [55]), para o caso sem declividade (6 = 0), destacando-se o nu-
mero de onda (a,), a celeridade (c;) e a taxa maxima de amplificacdo (w;). Utilizando operador
diferencial de Chebyshev as taxas maximas de amplificacdo apresentam erros da ordem de 107*
em comparacdo com Hazel (1972 [55]). Por meio de DNS, os erros méximos foram de 0.16%
quando Riy < 0.10 (malha N3) e, 5.74% para Riy = 0.15 e 6.78% para Riy = 0.20 ao utili-
zar a malha N5. Com o aumento da estratificacdo, a taxa de amplificacdo w; e a celeridade c;
apresentam uma tendéncia de decaimento linear, enquanto o niimero de onda, @, aumenta para
Riy = 0.15 e Riy = 0.20, mas ndo o suficiente para interferir na taxa maxima de amplificacao

W;.

Figura 4.13: Comparacao entre o nimero de onda («,), a celeridade (c;) e a taxa mdxima de
amplificacdo (w;), com variacdo apenas da estratificacio, Riy. Os resultados derivam da anélise
de estabilidade utilizando os operadores diferenciais de Chebyshev e DNS, em compara¢do com
a referéncia (Hazel, 1972 [55]).

A medida que 6 e Riy aumentam, o termo Riysend, presente na equacio de quantidade
de movimento (dire¢do x), provoca uma diferenca gradual da taxa de amplificacdo w; entre os
resultados analiticos e das simulagdes via DNS. A tabela 4.6 apresenta os erros ao comparar

as taxas maximas de amplificac@o utilizando andlise analitica e por meio de DNS. Utilizando
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Tabela 4.6: Comparacdo entre as taxas maximas de amplifica¢do utilizando aproximacgao de
Chebyshev e por meio de DNS. Os erros sdo apresentados em porcentagem.

Riy =0.01 Riy =0.05 Riyg=0.10

6 =0.001 0.65% 0.13% 0.79%
6 = 0.003 0.65% 0.31% 0.55%
6 = 0.005 0.65% 0.69% -

6 =0.01 1.25% - -
6 =0.05 2.12% - -

Simulacdo Numérica Direta, conclui-se que a solugao € linear ao incluir a declividade, somente
quando Riy < 0.10 para 6 < 0.003, Riy < 0.05 para 6 = 0.005 e Ripy = 0.01 para 6 = 0.01,
cujo erro maximo foi de 1.25%. Para Riy = 0.01 e 6 = 0.05, o erro aumentou para 2.12%.
As Figuras 4.14 e 4.15 ilustram uma comparagdo entre as técnicas Chebyshev e DNS, com
variagdo do ndmero de Richardson (Riy) para cada declividade (6). Observa-se na Fig. 4.15b
que para 6 = 0.01 hd uma grande diferenca entre as taxas de amplificagao obtidas pelas técnicas
Chebyshev e DNS quando Riy > 0.05. Este fato provavelmente se deve aos termos viscosos
que ndo foram cancelados e a existéncia do termo Riy senf presente na equaciao da quantidade

de movimento na simulagdo via DNS.

(a) 6 =0.001 (b) 6 =0.003

Figura 4.14: Comparacdo entre as técnicas Chebyshev e DNS, com variacdo do nimero de
Richardson (Riy) para cada declividade (6).
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(a) 8 = 0.005 (b) 6 =0.01

Figura 4.15: Comparacao entre as técnicas Chebyshev e DNS, com variacdo do nimero de
Richardson (Riy) para cada declividade (6).



Capitulo 5

Analise espacial em dominio bidimensional

As simulac¢des bidimensionais foram realizadas em um PC AMD Phenom II, 2.8GHz e 8GB
de memoria, no servidor CLARO que possui dois processadores Quad-Core Intel Xeon 1.6 GHz,
4GB RAM, localizados no Instituto de Pesquisas Hidraulicas (IPH), da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul (UFRGS).

Nas simulacOes em desenvolvimento espacial foram consideradas a estratificacdo, 0 <
Riy < 0.10, e angulos com inclinagdo maxima de 10 rad (Tab. 5.1), que corresponde a de-
clividade de 10%, valor considerado alto em aplicagdes geofisicas e ambientais. Os outros
adimensionais utilizados foram Re = 1000 e Pr = 1. Para o escoamento base sdo utilizados
perfis tangente hiperbdlico para a velocidade u (Eq. 3.18) e densidade p (Eq. 3.19).

Os diferentes parametros utilizados nas simulacdes podem ser verificados na Tab. 5.1. O
tamanho do dominio € (L., L,) = (147,35) para Riy = 0, e (L,,L,) = (168,28) para os ou-
tros casos. O parametro A,, refere-se a amplitude méxima da funcio gaussiana introduzida na
entrada do dominio bidimensional. Os indices A, B, C e D, que constam na enumeragao das
simulacdes (Tab. 5.1), referem-se, respectivamente, aos angulos 0, 0.02, 0.05 e 0.10 (radianos).
A duracgdo das simulagdes é de 2100;U, ou, aproximadamente, 29 emissdes de turbilhdes de
KH. A escolha da malha (n, X n,) apresentada na Tab. 5.1 € baseada no comportamento fisico
da camada de mistura estratificada. A medida que a estratificacio aumenta, os gradientes se
concentram cada vez mais na regido proxima a interface da camada de mistura, necessitando de
resolugdes (Ax, Ay) cada vez menores.

O comportamento da condicdo de contorno em x = L, (Equagdes 3.12 e 3.13), permite

76
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a saida dos turbilhdes, conforme constam nas evolucdes temporal e espacial apresentadas nos

campos de vorticidade transversal ().

Tabela 5.1: Parametros das simulacdes bidimensionais.

Simulacdo  Riy 0 Any Malha At Ax Ay
ny X ny (x1073) (x107%) (x107?)
2DS 1,4 0 0 0.06 2497 x 545 2.5 5.9 6.4
2DS 24 0025 0 0.06 2801x521 3 6 5.4
2DS3, 0.05 0 0.06 2881x541 2.5 5.8 5.2
2DS 3p 0.05 0.02 0.06 2881 x 541 2.5 5.8 5.2
2DS 3¢ 0.05 0.05 0.06 3201x577 2 5.2 4.8
2DS3) 0.05 0.10 0.06 3201 x673 1.5 5.2 4.2
2DS 4, 0.10 0 0.10 3201 x673 1.5 5.2 4.2
2DS 4p 0.100 0.10 0.10 3201 x673 1.5 5.2 4.2

5.1 Formacao da camada baroclinica

Nesta sec¢do trataremos do caso sem declividade (6 = 0), analisando a influéncia da estratifi-
cacdo na formacgdo da camada baroclinica utilizando um dominio bidimensional. Na figura 5.1
¢ apresentada uma sequéncia de campos de vorticidade para o caso nao estratificado, Riyy = 0
(simulagdo 2DS 14), para oito diferentes tempos. Modulada por uma pequena perturbagao,
A,y = 0.06, a vorticidade inicial acumula progressivamente em regides periodicamente espaca-
das, os nucleos dos turbilhdes de KH (Fig. 5.1).

O mecanismo de transi¢do a turbuléncia no escoamento bidimensional se evidencia em dois
estdgios principais. No primeiro, o comprimento de onda mais amplificado, o modo funda-
mental, amplifica na interface da camada e se desenvolve a instabilidade de KH. No segundo
estagio, o segundo modo mais amplificado, o subharmdnico, induz o emparelhamento dos tur-
bilhdes bidimensionais de KH. Na Figura 5.1 surge a formacao do primeiro e do segundo em-
parelhamentos, respectivamente, em x = 70 (5.1a) e x = 125 (Fig. 5.1f). Na camada de mistura
homogénea, depois do emparelhamento, o turbilhdo de KH satura, ja que ndo ha fonte de ener-
gia para a geracdo de outras instabilidades. Observa-se nas Figuras 5.2, 5.4 e 5.6 o efeito da

estratificacdo no desenvolvimento do escoamento, se verificando que a medida que aumenta a
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(a)

(b)

(c)

(e)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.1: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0 (Simulagdao 2DS 14). Nos
tempos: (a)t = ty; (b)t =ty + 5; (o)t =ty + 10; (d)t = to + 15; (e)t = to + 20; (f)t = ty + 25;
(9)t = to + 30; (W)t = ty + 35. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).



5.1. Formacao da camada baroclinica 79

estratificacao € retardado o crescimento do subharmonico e, como consequéncia, o processo de
emparelhamento dos turbilhdes de KH.

Em escoamentos estratificados, as camadas estiradas de vorticidade juntamente com as ca-
madas de densidade formam a camada baroclinica, localizada entre os vortices de KH (Staquet,
1995 [141]). O gradiente longitudinal de densidade (0p/dx) intensifica a camada baroclinica,
reforcando a vorticidade nesta camada e diminuindo no nticleo do turbilhdo. Portanto, o termo
fonte, dp/0x, contribui com um mecanismo extra para a geracao da vorticidade na camada es-
tratificada bidimensional [94]. De acordo com Klaassen & Peltier (1991) [69], Staquet (1995)
[141], Caulfield & Peltier (2000) [22] e Martinez et al. (2005) [95], a camada baroclinica de-
finida como finas camadas de vorticidade na regido entre os turbilhdes de KH, surge apds o
enrolamento destes.

Utilizando um dominio bidimensional, Staquet (1995 [141]) e Martinez et al. (2006 [94]) in-
vestigaram a instabilidade secundaria de KH na camada baroclinica de uma camada de mistura
estavelmente estratificada. De acordo com este trabalho, fatores como o niimero de Reynolds
(Re) e o nimero de Richardson (Riy) podem contribuir para a formacao da instabilidade na
camada baroclinica. Se estes fatores forem favordveis para que ocorra tal instabilidade podem
originar uma outra instabilidade, denominada instabilidade préxima ao nicleo do turbilhdo de
KH (near-core instability). Esta instabilidade, descoberta pela autora [141], propaga-se em
direcdo a camada baroclinica.

Para Riy = 0.025 (Simulacdo 2DS2,), a camada baroclinica enfraquece devido a formagao
da instabilidade subharmdnica e, ganha forca, apds o primeiro emparelhamento (Fig. 5.2c em
x = 90). Em seguida, ocorre a formag¢do da instabilidade pr6xima ao nicleo, de vorticidade
positiva (cor vermelha, Fig. 5.2d em x = 95). Este mecanismo que gera a formagdo da ins-
tabilidade secunddria de KH, desestabiliza a camada baroclinica. A instabilidade préxima ao
nucleo se propaga em direcdo a camada baroclinica, proporcionando a formagdo de pares de
vortices contra-rotativos (cor vermelha, Fig. 5.3a) proximos ao ponto de estagnacdo da camada
baroclinica. Os vortices secundarios de KH apresentam-se bem desenvolvidos na Fig. 5.3b, em
x = 160.

A formacao da instabilidade proxima ao nicleo € mais forte para os casos em que a estrati-
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(b)

(d)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.2: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.025 (Simulagdo 2DS?2,). Nos
tempos: (a)t = to; ()t = to+3; (o)t =ty +6; ()t =10+ 9; (e)t = 1o+ 12; ()t = 1o + 15;
(g)t =ty + 18; (h)t = ty + 21. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.3: Ampliacdo do campo de vorticidade transversal (w,) da Fig. 5.2g (t = #, + 18).
Simulagdo a Riy = 0.025 (2DS24): (a) x = 110; (b) x = 160. Escala de valores variando de
—1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

ficacdo € mais alta, Riy = 0.05 e Riy = 0.10. Quando Riy = 0.05 € mais evidente a presenca
das instabilidades secunddrias de KH (Fig. 5.4 para x > 130). A Figura 5.5a apresenta uma
ampliacdo do campo de vorticidade transversal em x = 155 da Fig. 5.4f, destacando as instabi-
lidades secunddrias e vértices contra-rotativos. O campo de densidade para esta mesma regiao
estd ilustrada na Fig. 5.5b.

Na camada estratificada a Riy = 0.10 (Fig. 5.6), onde a amplitude maxima de perturbacao
€ Ay = 0.10, ndo ocorre a formacgdo do segundo emparelhamento, devido a forte estratificacdo
que inibe 0 modo subharmodnico. Antes do primeiro emparelhamento ocorre nitidamente a
formacao da instabilidade proxima ao nicleo (Fig. 5.7a). Com o crescimento da instabilidade
préxima ao nucleo, destacam-se os turbilhdes secundarios de KH e os vortices contra-rotativos
(Fig. 5.7b).

O fato da instabilidade préxima ao nicleo se manifestar antes do emparelhamento foi veri-
ficado também por Martinez (2006 [94]) e Staquet (1995 [141]). Ambos utilizaram Re = 1000
e Riy = 0.083 em uma simulagdo temporal.

Para quantificar o efeito da estratificacdo, analisa-se a evolucdo espacial da espessura de
vorticidade (6,,). A Figura 5.8a apresenta os resultados de simulagdes numéricas do trabalho de
Taira et al. (2014 [145]), onde as posicoes x = 80 (Riy = 0), x = 90 (Riy = 0.025), x = 100
(Riy = 0.05) e x = 150 (Riyz = 0.10), constam os primeiros picos na evolucao espacial da

espessura de vorticidade e sdo coincidentes com as posi¢des dos primeiros emparelhamentos.
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(a)

(b)

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.4: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.05 (Simulacdo 2DS3,). Nos

tempos: (a)t = ty; (b)t =ty + 5; (o)t = 1o + 10; (d)t = 1y + 15; (e)t = 1o + 20; ()t = 1y + 25;
(g)t =ty + 30; (h)t = ty + 35. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.5: Simulacdo a Riy = 0.05 (2DS3,4): (a) Ampliacdo do campo de vorticidade trans-
versal (w,) em x = 155, ¢t = 1, + 25 (Fig. 5.4f); (b) Corte longitudinal de densidade em x = 155,
t =19 + 25. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

E evidente para o dltimo caso, que a posicdo seja mais afastada devido 2 alta estratificacdo,
pois inibe a formacdo do subharmdnico. Além disto, nota-se na Fig. 5.8a que a espessura de
vorticidade € fortemente influenciada pelo nimero de Richardson. A Figura 5.8b apresenta os
campos de vorticidade transversal para cada nimero de Richardson (0 < Riy < 0.10). Nos
campos de vorticidade observa-se que hd uma diminui¢do no tamanho dos turbilhdes conforme
o Ri aumenta, comprovando o efeito estabilizante da estratificacdo sobre o escoamento. O
aumento da estratificacdo faz com que as forcas de empuxo prevalecam sobre a dindmica do
escoamento enfraquecendo o cisalhamento. Consequentemente, os vortices ficam confinados
em uma camada menos espessa de vorticidade, onde os movimentos verticais sdo enfraquecidos
[94].

A Figura 5.9 ilustra a taxa da espessura de vorticidade, (1/R)dd,,/dx, para cada nimero de
Richardson (Riy), onde arazao R € definida como R = AU/(2U¢) e cujas taxas foram calculadas
na regido 40 < x < L,. Esta taxa, definida por Brown & Roshko (1974 [16]) para a camada de
mistura homogénea, foi estendida para o caso estratificado. Para Riy = 0 (Simulagdo 2DS 1,),
a taxa € 0.15, que coincide com o valor encontrado experimentalmente por Browand & Latigo
(1979 [14)). A fungio f(Riy) = asg + byy 1072 it foi ajustada pelos resultados, obtendo-se uma
aproximacao significativa (Fig. 5.9), com a,; = 0.034, by; = 0.116, ¢,y = —8.6, onde ayy + byy

coincide com o valor da taxa para o caso ndo estratificado.
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(a)

(b)

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.6: Campos de vorticidade transversal (w,) para Rig = 0.10 (Simulacdo 2DS4,). Nos

tempos: (a)t = ty; (b)t =ty +4.5; ()t =to+ 9; (d)t =ty + 13.5; (e)t =ty + 18; (f)t =ty + 22.5;
()t =ty + 27; (h)t = ty + 31.5. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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(a) (b)

Figura 5.7: Ampliacdo do campo de vorticidade transversal (w,) para Riyz = 0.10 (Simulagdo
2DS44): (a) x = 86, t =ty + 13.5 (Fig. 5.6d); (b) x = 138, t =ty + 18 (Fig. 5.6e). Escala de
valores variando de —1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

Figura 5.8: (a) Evolugdo espacial da espessura de vorticidade (6 = 0) (Taira et al., 2014 [145]);
(b) Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0 (t = ty), Rig = 0.025 (¢t = #, + 18),
Rig =0.05(t =ty +25) e Rig = 0.10 (r = ty + 13.5). Escala de valores variando de —1.2 (azul)
a 1.2 (vermelho)
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Figura 5.9: Taxa da espessura de vorticidade (o) em fun¢ao do nimero de Richardson (6 = 0) e
a funcao de ajuste (—). Simulacdes 2DS 14, 2DS24,2DS3,4 € 2DS4,.

Outros autores como Wygnanski & Fiedler (1970 [161]), Champagne et al. (1976 [23]) e
Patel (1973 [113]) consideraram as posicdes y, definidas a partir do perfil médio de velocidade
(Eq. 2.17), para o célculo da taxa de crescimento da camada de mistura. A taxa de alargamento

da camada cisalhante é definida por

[¥0.95 = Y0.05l

A=)

(5.1)

As Figuras 5.10 e 5.11 ilustram a localiza¢ao das ordenadas y, nos perfis médios de veloci-
dade u. A taxa de alargamento (Eq. 5.1) da camada de mistura homogénea foi de A/(x) = 0.102.
Para os casos estratificados, os valores de Al(x) estdo representados pela Fig. 5.12a. A fun¢ao
f(Riy) = 0.042 + 0.06 x 1077k & ajustada por estes resultados (Fig. 5.12a). Da mesma forma
como ocorreu ha evolugdo da espessura de vorticidade (6,,), estas taxas quantificam a influéncia
da estratificagdo.

Outra varidvel que caracteriza o efeito da estratificacdo € a energia cinética maxima (K,,y),

onde a energia cinética K é dada pela equagao
1 ” 72
K(x,y) = §(< us>+<v<>), 5.2)

onde ' = u — (u) e (u(x.y)) = £ [ u(x.y,0) dr.
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(@) Rig =0 (b) Riy = 0.025
Figura 5.10: Alargamento para Riy = 0 e Riy = 0.025.

(a) Riy = 0.05 (b) Riy =0.10
Figura 5.11: Alargamento para Rigz = 0.05 e Riy = 0.10.

A Figura 5.12b apresenta a evolugdo espacial da energia cinética méxima, K,,,,, para di-
ferentes numeros de Richardson (Taira et al., 2014 [145]). Verifica-se que para cada posi¢ao
longitudinal fixa, a energia K,,,, diminui a medida que o nimero de Richardson aumenta. Nas
simulacdes com Riy > 0, esta diminui¢do ocorre pois a estratificagdo diminui 0os movimentos
verticais e tende a estabilizar o escoamento. Nos casos de forte estratificacao, o cisalhamento,
que € uma fonte de energia cinética, perde dominancia para a for¢a de empuxo [94].

Medidas do fluxo vertical de massa sao ilustradas nas Figuras 5.13, 5.14 € 5.15. A influéncia

da estratificacdo torna-se visivel na reducdo da média do fluxo turbulento vertical de massa,
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(a) (b)

Figura 5.12: (a) Taxa de alargamento da camada de mistura (a) em funcdo do nimero de Ri-
chardson (f = 0) e a funcdo de ajuste (—) (8 = 0); (b) Evolugdo espacial da energia cinética
maxima para 0 < Riy < 0.10 (Taira et al., 2014 [145]).

(p’v"), para diversos Richardson (Riy = 0.025, 0.05, 0.10), nas posi¢des x = 80, x = 100 e
x = 120. Esta reducdo € causada pelo efeito de empuxo, que reduz a flutuagdo de velocidade
vertical v'. Para o caso ndo estratificado, estes efeitos ndo sdo preponderantes e, além disso, a

densidade € um escalar passivo, sendo transportado como um corante.

Figura 5.13: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posi¢oes, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulagdo a Riy = 0.025 (2DS 2,).
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Figura 5.14: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posi¢oes, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulagdo a Riy = 0.05 (2DS 3,).

Figura 5.15: Fluxo turbulento vertical de massa para diferentes posi¢des, x = 80, x = 100 e
x = 120. Simulagdo a Rig = 0.10 (2DS4,).
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5.2 Influéncia da declividade

Os resultados das simulagdes 2DS 3, 2DS 3¢ e 2DS3p (Tab. 5.1) s@o agora considerados
para analisar as mudangas no desenvolvimento longitudinal da camada de mistura estavelmente
estratificada (Riy = 0.05) quando os efeitos da inclina¢do (§ = 0.02, 6 = 0.05 e 6 = 0.10)
sdo levados em conta. Comparando-se a simulacdo 2DS3, (6 = 0, Fig. 5.4) com a simulacao
2DS35 (6@ = 0.02, Fig. 5.16) € nitida a influéncia da declividade. Provavelmente devido a
atuacdo da componente horizontal de aceleracdo Riypsenf, presente na Eq. 3.1, existe uma
intensificacdo na formacdo das instabilidades secundarias que conduz a um maior nimero de
vortices secunddrios de KH (x > 120). Além disso, a declividade acelera o desenvolvimento
das instabilidades primdrias de KH e da formacdo dos emparelhamentos.

Nas simulacdes 2D3 (Fig. 5.17) e 2DS 3 (Fig. 5.18), a forma do turbilhdo de KH, apds o
emparelhamento, ndo se sustenta devido a maior declividade (8 = 0.05 e 8 = 0.10). Logo apds
o modo subharmonico, ocorre a formagao de quatro vortices de direcdes positivas (Fig. 5.18c,
em x = 115) para uma alta declividade (6 = 0.10).

A camada baroclinica formada entre dois emparelhamentos € mais estirada com o aumento
da declividade, principalmente quando 6 = 0.10 (Fig. 5.18h em x = 120). Os estiramentos ge-
ram localmente gradientes de densidades e estdo associados a componente transversal do torque
baroclinico. Ao incluir a declividade, o torque baroclinico (Eq. 3.7), resultante da aplicacdo a
equagdo do movimento com aproximag¢do de Boussinesq (Eq. 3.1), tem um papel fundamental
na formacdo dos vértices longitudinais bidimensionais. A componente transversal do torque
baroclinico, —(cos6 p, + senf p,), reforga a vorticidade na camada baroclinica. O termo extra da
componente transversal do torque baroclinico ao incluir a inclinagdo, —sené p,, contribui com
um mecanismo diferenciado na geracdo de vorticidade.

A Figura 5.19a ilustra a evolucdo espacial da espessura de vorticidade. Com o aumento do
angulo, a espessura inicial da camada de mistura diminui, sendo mais acentuada para € = 0.10.
Os campos de densidade para diferentes angulos, 8 = 0, 6 = 0.02, 6 = 0.05e 6 = 0.10
sdo apresentados na Figura 5.19b. Na camada de mistura com alta declividade (8 = 0.10 e
Riy = 0.05) o processo de enrolamento dos turbilhdes de K H modifica fortemente a distribuicao

de densidade, favorecendo o crescimento da camada de densidade.
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Foi observado na secdo anterior que para # = 0, o aumento da estratificacdo resultou na
diminuicdo da energia cinética méaxima (K, ), para cada posi¢do fixa na direcdo x (Fig. 5.12b).
Porém, ao incluir a declividade, para o caso em que Riy = 0.05, a energia K,,,, aumenta, a
medida que angulo () cresce (Fig. 5.20). Um dos fatores que afetou no aumento da energia
cinética € o efeito desestabilizador produzido pela componente horizontal Riypsenf (Eq. 3.1).
Como os movimentos verticais sdo mais intensos, o aumento da energia cinética K,,,,,, para cada
posi¢do, é também caracterizado pelo aumento das tensdes de Reynolds (v'v"). Na Figura 5.21
sdo apresentadas as tensdes de Reynolds (v'v'), para as posicoes x = 80, x = 100 e x = 120, e
para os angulos 6 = 0, 0.02, 0.05 e 0.10.

O alargamento da camada de mistura estd representado na Fig. 5.22, para os casos em que
0 <6 <0.10 quando Riy = 0.05. Esta figura apresenta as posi¢des yo.os € Yo.95s definidas a partir
do perfil médio de velocidade u. A origem hipotética do alargamento é em torno de x, = 22
quando 0 < 6 < 0.05 e xp = 29.16 quando 6 = 0.10. A taxa de alargamento (Al(x)), cujo
valor estd indicado na Fig. 5.23, quantifica a influéncia da declividade (6), apresentando um
crescimento linear a medida que a declividade aumenta. A func¢do f(6) = 0.412 + 0.0640 é

ajustada pelas taxas de alargamento encontradas.
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(a)

(b)

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.16: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.05 e 8 = 0.02 (Simulacdo

2DS3p). Nos tempos: (a)t = ty; (b)t = 1o+ 5; (o)t = to + 10; (d)t = ty + 15; (e)t = 1y + 20;

(HHt =ty + 25; (g)t = ty + 30; (h)t = to + 35. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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(b)

(d)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.17: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.05 ¢ 8 = 0.05 (Simulacdo
2DS3¢). Nos tempos: (a)t = to; (b)t = tg+4; (o)t =ty + 8; (d)t = 1ty + 12; (e)t = ty + 16;
()t =ty + 20; (9)t = ty + 24; (h)t = ty + 28. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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(b)

(d)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.18: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.05 ¢ 8 = 0.10 (Simulacdo
2DS3p). Nos tempos: (a)t = ty; (b)t =ty +4.5; (o)t =10+ 9; (d)t = ty + 13.5; (e)t = 1y + 18;
()t =1y +22.5; (g)t =ty + 27; (h)t = ty + 31.5. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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Figura 5.19: Simulacdo 2DS3: (a) Evolucdo espacial da espessura de vorticidade para Riy =
0.05 (@ = 0, 0.02, 0.05, 0.10); (b) Campos de densidade para 8 = 0 (r = t, + 25), 6 = 0.02
(t=1t+5),0=0.05(=1t+24),0=0.10 (t =1, + 22.5).

Figura 5.20: Evolucgdo espacial da energia cinética maxima para Riy = 0.05 ((6 = 0, 0.02, 0.05,
0.10). Simulagdo 2DS 3 (Taira et al., 2014 [145]).
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(a) x =80

(b) x =100

(©) x =120

Figura 5.21: Tensoes de Reynolds < v'v' > nas posicoes x = 80, x = 100 e x = 120, para
Riyg =0.05 (6 =0, 0.02, 0.05 e 0.10). Simulacao 2DS 3.
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(a)8=0 (b) 6 =0.02

(c)8=0.05 (d)6=0.10

Figura 5.22: Alargamento da camada de mistura a Riy = 0.05 (0 < 6 < 0.10).

Figura 5.23: Taxa de alargamento da camada de mistura (e) em fun¢do da declividade (6) e a
funcao de ajuste (—). Simulagado a Riy = 0.05.



5.3. Simulacio a Riy; = 0.10e 6 = 0.10 98

5.3 Simulacao a Riy =0.10e 6 =0.10

Na secdo anterior, para um nimero de Richardson fixo (Riy = 0.05), verificou-se que a
declividade potencializa a transi¢do a turbuléncia no escoamento estratificado, pois acelera o
desenvolvimento das instabilidade de KH e dos emparelhamentos, aumenta a energia cinética,
causados pela componente horizontal Riysenf da equacdo de quantidade de movimento (Eq.
3.1). Nesta secao, o aumento do nimero de Richardson, de Riy = 0.05 para Riy = 0.10 a uma
declividade de 8 = 0.10, permitird que os vortices sejam fortemente deformados e que surjam
diversas instabilidades secundérias de KH. Na simulacdo 2DS 4, nota-se uma inclinacdo mais
acentuada da interface entre as camadas na regido 0 < x < 40, como podem ser verificadas
nos campos de vorticidade transversal (Fig. 5.24a) e de densidade (Fig. 5.24b), para o mesmo
instante. Esta alta estratificagdo (Riy = 0.10) e declividade (6 = 0.10) modificou o processo de
enrolamento dos voértices de KH interferindo na distribui¢ao de densidade e proporcionando o

crescimento das camadas de vorticidade e de densidade.

Figura 5.24: Simulacdo a Riy = 0.10 e 8 = 0.10, no tempo ¢ = fy + 21 (Simulagdo 2DS4p): (a)
Campo de vorticidade transversal (w,); (b) Campo de densidade.

Na Figura 5.25 observa-se que uma alta declividade 8 = 0.10 acelera o desenvolvimento das
instabilidades primdrias e secundarias de KH. A transferéncia de energia através das pequenas
escalas que pode ocorrer de forma semelhante na turbuléncia tridimensional, na simulagdo a
Rig = 0.10e 6 = 0.10 (2DS4p) desencadeia o desenvolvimento de sucessivas instabilidades
secunddrias na camada baroclinica. No trabalho de Martinez (2006 [94]) ocorreu 0 mesmo

fendmeno a Re = 2000, Riy = 0.083, sem declividade, em uma simulagdo temporal bidimensi-
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onal.

Na Figura 5.26 € apresentada uma sequéncia de campos de vorticidade, destacando-se a
formacdo de pequenas escalas indicadas pelas setas. Os estiramentos que ocorrem na camada
baroclinica, por exemplo na regido 129 < x < 144 (Fig. 5.26a), possibilitam a formacdo de
novos pontos de estagnacdo (setas 4 a 8, na Fig. 5.26e). O surgimento de estruturas devido as
instabilidades em pequenas escalas também foi observada nos experimentos de Thorpe (1971
[148]). O modelo tedrico criado por Corcos & Sherman (1976 [28]), baseado na teoria de si-
milaridade, analisa a evolu¢cdo do escoamento préximo ao ponto de estagnacdo e considera a
possibilidade do surgimento de pequenas escalas na camada baroclinica.

Nas maiores escalas, as subcamadas se entrelacam com o fluido fortemente rotacional em
direcdo ao centro da camada, formando subcamadas de fluido mais denso e menos denso. A
medida que os vortices secundarios de KH sdo entranhados, a camada de vorticidade entre eles
¢ novamente estirada e reforcada pelos efeitos baroclinicos, de modo que novas instabilidades
podem se desenvolver na camada estirada [141].

A estratificacio e a declividade afetam a formacao dos vortices longitudinais. Tal fendmeno
ocorre devido aos gradientes de densidade, que contribuem localmente com mecanismos na
geragdo ou destrui¢do da vorticidade, por meio do torque baroclinico, —(cosé p, + sené p,) (Eq.
3.7). A evolucdo no tempo do campo de densidade para a simulacdo 2DS 4, € ilustrada na Fig.

5.27, que mostra também as sucessivas instabilidades secundarias.
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(a)

(b)

(d)

(e)

(f)

(9)

(h)

Figura 5.25: Campos de vorticidade transversal (w,) para Riy = 0.10 e = 0.10 (Simulagdo

2DS4p): Nos tempos: (a)t = ty; (b)t = to +4.5; (o)t =10+ 9; (d)t = th + 13.5; (e)t = 1y + 18;

(HHt =1ty +22.5; (g)t =ty +27; (h)t =ty + 31.5. Escala de valores variando de —1.2 (azul) a 1.2
(vermelho).
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(a)t=1ty+ 12
b)t=1t+15
(c)t=1y+18
dt=1y+21
(e)t=1y+24

Figura 5.26: Sucessivas instabilidades secunddrias na camada baroclinica (Riy = 0.10, § =
0.10). Campos de vorticidade transversal (w,) na regido 110 < x < L, (Simulacdo 2DS4p).



5.3. Simulacio a Riy; = 0.10e 6 = 0.10 102

@t=ty+12
byt=1t+15
(e)t=1+18
(d)t=1+21
(e)t=1+24

Figura 5.27: Campos de densidade. Simulacdo a Ri = 0.10e 8 = 0.10 naregido 110 < x < L,
(Simulacdo 2DS 4p).



Capitulo 6

Estruturas tridimensionais

Em uma simulag¢ao em desenvolvimento espacial, a estrutura do escoamento na camada de
mistura tridimensional € mais complexa do que na bidimensional (Delville ef al., 1999 [33]), e
a organizacdo dos vortices na direcao longitudinal tem uma forte influéncia sobre as estruturas
dos turbilhdes na direcdo transversal (Metcalfe et al., 1987 [100]; Bernal & Roshko, 1986 [11]).
Portanto, € natural querer saber como os resultados serdo impactados pela tridimensionalidade
e o nivel de turbuléncia de uma simulagdo tridimensional mais realista. Vimos nas simula¢des
bidimensionais espaciais (2DS') que o principal mecanismo de crescimento na camada de mis-
tura é por meio das interagdes de emparelhamento. Embora este mecanismo domine a regido
de pré transi¢do da camada de mistura tridimensional, como veremos a seguir, isto ndo parece
ocorrer ap0s a regido de transicdo (Ko et al., 2008 [71]).

Utilizando Simula¢do Numérica Direta DNS, pretende-se analisar as estruturas longitudinais
e transversais que se formam em camadas de mistura homogéneas e estavelmente estratificadas.
Além da influéncia do nimero de Richardson, serd avaliada a presenca da declividade.

As simulag¢des tridimensionais foram realizadas no Centro Nacional de Supercomputacao
(CESUP) da UFRGS, que disponibiliza o cluster SGI Altix (batizado Gauss) e opera com 64
estacOes de processamento, cada qual com 64 GB de RAM e 2 processadores dodecacore AMD
Opteron (32 unidades com o modelo 6176 SE de 2.3 GHz e 32 outras com o modelo 6238, de
2.9GHz de frequéncia), totalizando 1536 nicleos de processamento e um desempenho tedrico

de 15.97 TFlops.

103
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6.1 Testes no cluster GAUSS

Na Figura 6.1 sdo apresentados os resultados do tempo médio gasto para simular 100 passos
de tempo. Nota-se que ocorre um decaimento no tempo de processamento, €, a partir de 19
nucleos por unidade de processamento, forma-se um patamar em torno de cinco segundos de
duragdo.

O critério do sistema de filas no cluster GAUSS foi realizado com base nos resultados (Fig.
6.1) e na disponibilidade do cluster para cada usudrio (21 < nidcleos/unidade < 24). A malha
utilizada nestes testes e nas simulagdes tridimensionais, a serem apresentadas, € (n, X ny, Xn,) =
(1417 x 505 x 72). Para o dominio computacional foi utilizado (L, X L, X L;)=(140 x 49 x 14),
sendo que o mesmo foi baseado no trabalho de Silvestrini (1996 [129]). A quantidade de pontos
escolhida para cada direcdo exige que n, — 1, n, — 1 e nz sejam divisiveis por P,,,, e P.,. Neste

caso foi utilizado P,,, = P.,; = 8, num total de 64 processos.

40 i
..... B2 unidades

o3 unidades
—_—F— lnidades
5 unidades

Tempo / passo

] 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

nucleos / unidade

Figura 6.1: Varia¢do no tempo em funcido do nimero de nicleos/unidade no cluster GAUSS.

O parametro Asz; = 0.12 (Tab. 6.1), refere-se a amplitude maxima da funcdo gaussiana
introduzida na entrada do dominio e utilizada nas trés dire¢des. Os outros parametros utilizados
nas simulacdes foram: passo de tempo Ar=0.004, nimero de Reynolds Re = 1000, nimero

de Prandtl Pr = 1, nimero de Richardson O < Riy < 0.10 e declividade 0 < 8 < 0.10. De
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acordo com os parametros citados, para uma simulagdo com cem mil iteragdes sdo necessarios,
aproximadamente, sete dias de simulagdes no cluster GAUSS.

Quando a declividade € nula (§ = 0), o dominio computacional é discretizado em uma
malha cartesiana com refinamento na direcdo y, e ao incluir a declividade (0.02 < 6 < 0.10),
o Ay € uniforme, conforme consta na Tab. 6.1. De acordo com a Fig. 6.2, o refinamento da
malha concentra os pontos na interface da camada de mistura, em y = 0, apresentando resolug¢ao
minima Ay, = 0.064, e resolu¢do maxima Ay,,,, = 0.15 no contorno y = +L,/2, e nas outras
direcdes a resolugdo satisfaz a relacdo A, = 2A, = 0.10. A grande vantagem de utilizar o
refinamento € o aumento de 70% no nimero de pontos na regido da espessura inicial da camada
de mistura. Mais detalhes da técnica de refinamento utilizada no c6digo Incompact3d podem
ser conferidos no trabalho de Laizet & Lamballais (2009 [79]). Para o escoamento base sdo

utilizados perfis tangente hiperbdlico para a velocidade u (Eq. 3.18) e densidade p (Eq. 3.19).

Tabela 6.1: Parametros das simulacdes tridimensionais.

3DS4, 0.07 0  0.12 Refinada na direcdo y
3DS5, 0.10 0  0.12 Refinada na dire¢do y

Simulagio  Riy 0 Ay Malha At (x1073)
3DS 1,4 0 0 0.12 Refinada na direcdoy 4
3DS2, 0.025 0 0.12 Refinada na direcio y 4
3DS3, 0.05 0 0.12 Refinada na direcdoy 4
3DS3p 0.05 0.02 0.12 Uniforme 4
3DS 3¢ 0.05 0.05 0.12 Uniforme 4
3DS3p 0.05 0.10 0.12 Uniforme 4

4
4

Na tabela 6.1 consta a enumeracdo das simulagdes a serem apresentadas. O indice A repre-
senta as simulacdes da camada de mistura sem incluir a declividade, e B, C, D, referem-se aos
os angulos 0.02, 0.05 e 0.10, respectivamente.

Nos termos viscosos da equacdo de Navier-Stokes (Eq. 3.1) foi introduzida uma técnica
de dissipagdo numérica, k/(Ax)* = 4x?, para o cdlculo da segunda derivada. Esta técnica
dissipa as pequenas escalas perto do nimero de onda de corte k., garantindo alta precisdo e
praticamente, livre de qualquer dissipa¢do numérica em grandes escalas. Lamballais et al.
(2011 [83]) utilizaram tal esquema no estudo do escoamento em um canal plano e na acustica

emitida por uma camada de mistura compressivel, obtendo 6timos resultados.
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&ym in

:[&ymax

X

Figura 6.2: Malha refinada na direcdo y. O refinamento concentra os pontos na interface da
camada de mistura (y = 0).

6.2 Camada de mistura nao estratificada

A instabilidade primdria de KH se desenvolve completamente de maneira bidimensional,
revelando a existéncia de estruturas coerentes bidimensionais [16]. Os turbilhdes criados por
esta instabilidade atingem a maxima amplitude (saturam), desenvolvendo as instabilidades se-
cunddrias, e por consequéncia, geram os movimentos tridimensionais. As tridimensionalidades,
por sua vez, produzem instabilidades transversais, formando os vortices longitudinais.

Pierrehumbert & Widnall (1982) [117] investigaram a origem dos vértices longitudinais.
Tais autores caracterizaram a instabilidade translativa como uma oscilacio em fase com os
turbilhdes primdrios de KH. Tal instabilidade, responsavel por desencadear a formacdo dos
vortices longitudinais, foi confirmada em vérios trabalhos [11, 26, 27, 85, 94, 107, 129].

As Figuras 6.3 e 6.4a mostram, respectivamente, a evolucio espacial da interface do escalar
passivo p = 0.7p, e da isosuperficie do médulo da vorticidade ||@|| = 0.75, no tempo ¢ = 1, + 6.
Ambeas figuras, apresentam evidéncias da instabilidade de Kelvin-Helmholtz (KH): a formacao
dos turbilhdes primérios e seus emparelhamentos. O turbilhdo formado de KH aparece apro-
ximadamente em x = 59 e o primeiro emparelhamento em x = 81. Estas localiza¢des sao
aproximadas pois variam de acordo com as estruturas a serem formadas ao longo do tempo. Em

particular, foi identificada a localizag¢do das estruturas produzidas pelo enrolamento primario,
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onde sua posi¢do varia na direc@o longitudinal, com uma distancia de cerca de um comprimento
de onda A, = 76;, que corresponde também a distincia de separacio entre as estruturas prima-
rias. Esse resultado confere com o experimento de Huang & Ho (1990) [58]. Na Figura 6.4b
¢ apresentada a vista superior do médulo da vorticidade, onde se destacam as estruturas longi-
tudinais, localizadas antes e depois do primeiro emparelhamento. As estruturas longitudinais
concentram linhas de vorticidade que se esticam, devido ao campo de tensdo criado entre os

vortices de KH.

Figura 6.3: Isosuperficie do escalar passivo p = 0.7p¢, no tempo ¢ = ty+6. Simulacdo a Riy = 0
(3DS 1,4).

(@)

(b)

Figura 6.4: Isosuperficie do médulo da vorticidade ||@|| = 0.75, no tempo ¢ = £y + 6: (a) Vista
em perspectiva; (b) Vista superior. Simulacdo a Riy = 0 (3DS 1,).

Os perfis médios e as tensdes de Reynolds indicadas nas Figuras 6.5 e 6.6, respectivamente,

apresentam indicios de auto similaridade na regido entre x = 83 ¢ x = 100. A coordenada verti-



6.2. Camada de mistura nao estratificada 108

Figura 6.5: Evolucdo espacial do perfil médio de velocidade. Simulacdo a Rig = 0 (3DS 1,4).

cal € normalizada com a espessura de vorticidade local, correspondente a posicao longitudinal.

O perfil médio de u foi calculado utilizando a equacao

1 1 to+T Lz
W=7 [ [ wtnzndr 6.1)
TLZ o 0

sendo, fy o tempo inicial para o cdlculo das médias e T o periodo.

A Figura 6.7a apresenta perfis médios da pressao, x = 83,90,95, 100, destacando uma
variagdo na pressdo superior e inferior. A existéncia de um gradiente de pressdo evidencia
o avan¢o da camada inferior, mais rdpida, em relacdo a superior, mais lenta. Este fato pode
explicar a variacdo da velocidade superior na Fig. 6.5, ao longo do comprimento longitudinal.

O crescimento da camada de mistura, que evolui conforme os perfis médios de velocidade,
€ mostrado na Fig. 6.7b. Nota-se que os tempos iniciais para o calculo das médias influencia a
evolugdo longitudinal da espessura d,,, ja que € necessario para o cdlculo de todas as estatisticas
que o escoamento esteja totalmente desenvolvido. Para os tempos 7, = 80 e #3 = 96, a espessura
de vorticidade apresenta na regido 60 < x < 140 (Fig. 6.7b), uma declividade d¢,,/dx = 0.20R,
que estd entre os valores encontrados na literatura (Browand & Latigo (0.15R) [14], Huang &
Ho (0.27R) [58]). O periodo de calculo para as médias é T = 3200;/U, ou aproximadamente, 45
emissoes dos turbilhdes de Kelvin- Helmholtz (KH). Este mesmo periodo também foi utilizado

para os casos estratificados. Na regido de auto-similaridade, 83 < x < 100, o crescimento
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 6.6: Tensdes de Reynolds em coordenadas similares em diferentes posi¢des: (a) (u'u’);
(b) (W'V'); (c) (w'w'); (d) (u'v'). Simulacdo a Riy = 0 (3DS 1,).

(a) (b)

Figura 6.7: Simulacdo a Riy = 0 (3DS 14): (a) Evolucdo espacial do perfil médio de pressao;
(b) Evolugdo espacial da espessura de vorticidade para 3 tempos iniciais.
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da camada de mistura é aproximadamente linear, condi¢do necessdria para a existéncia de um
regime auto-similar (Bell & Mehta, 1990 [9]). Para todas as simulagdes tridimensionais sera
utilizado o tempo inicial para o cdlculo das médias de t = 96, visto que o escoamento apresenta-
se totalmente desenvolvido.

Na Figura 6.8 sdo apresentadas as isosuperficies de pressdo para o valor P = —0.0027p,U?,
emt = fy + 6. O critério para identificar as estruturas coerentes através de isosuperficies de
pressdo ndo evidencia a existéncia de vortices longitudinais, como no critério (0, mas destaca
os modos fundamentais de KH e os modos subharmonicos (emparelhamentos) (Dubief & Del-

cayre, 2000 [40]).

Figura 6.8: Isosuperficie de pressdo, P = —0.0027poU?, em t = ty + 6. Simulacdo a Riy = 0
(3DS 1,).

Os resultados de Klaassen & Peltier [67, 68, 69], baseados na superposicao de perturbagdes
tridimensionais e infinitesimais, mostraram que a instabilidade eliptica (centrada no ntcleo)
desenvolve-se antes da instabilidade hiperbdlica (centrada na regido entre os turbilhdes), mas
sua taxa de crescimento decai antes que o turbilhdo de KH atinja a mdxima amplitude. A ins-
tabilidade eliptica € posteriormente superada por um crescimento mais rdpido da instabilidade
hiperbdlica. Segundo os autores, em situagdes de escoamento estratificado, a instabilidade elip-
tica perde a dominancia para a instabilidade hiperbdlica. Porém, nos casos de escoamentos
homogéneos, as duas instabilidades competem por dominéncia (Klaassen & Peltier, 1991 [69]).

A dinamica da camada de mistura ndo estratificada, Riy = 0, € apresentada na Fig. 6.9,
através das isosuperficies do critério Q. A evolucdo no tempo permite a visualizagdo das es-

truturas em dois estdgios. No primeiro, o comprimento de onda mais amplificado, 0 modo
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fundamental, se amplifica e desenvolve os turbilhdes transversais de KH. No segundo estagio,
o segundo modo mais amplificado, o subharmodnico, induz o emparelhamento dos turbilhdes de
KH que se manifesta duas vezes, no primeiro e segundo emparelhamento (Fig. 6.9a). A ins-
tabilidade translativa, a qual surgiu antes do primeiro emparelhamento, € sugerida pela teoria
de Pierrehumbert & Widnall (1982) [117], como a responsdvel pelo surgimento dos vortices
longitudinais em camadas homogéneas. O comportamento da condi¢io de contorno em y = L,
(Equagdes 3.12 e 3.13) permite a saida dos turbilhdes, conforme constam na evolugdo temporal

e espacial apresentadas nas Fig. 6.9.
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(@)t =t
(b)1=19+2
©t=ty+4
d)r=19+6

Figura 6.9: Isosuperficie de Q = 0.3. Simulagdo a Riy = 0 (3DS 1,).
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6.3 Camada de mistura estratificada

Nesta secdo sdo apresentadas as simulagdes 3DS 24, 3DS 3,4, 3DS4,4 e 3DS 5, para o caso
ndo inclinado (6 = 0). Quando o turbilhdo de KH atinge a maxima amplitude e satura, este é
suscetivel a uma familia de instabilidades secundarias tridimensionais (Bernal & Roshko, 1986
[11]; Schowalter et al., 1994 [125]). Em um escoamento fortemente estratificado, 0 mecanismo
das instabilidades secunddrias estd associado com a desestabilizacdo convectiva das subcamadas
instaveis. As instabilidades convectivas gravitacionais sdo criadas durante o enrolamento dos
turbilhdes de KH, e ocorrem quando o fluido mais denso se encontra acima do menos denso.

As estruturas vorticais primdrias ao se desenvolverem em uma camada de mistura estdao
sujeitas a uma grande variedade de instabilidades secunddrias, dentre essas destaca-se os em-
parelhamentos, ou instabilidades subharmonicas (Winant & Browand, 1974 [159]). Os vortices
primarios de KH giram em torno de si e, eventualmente, fundem-se para formar um turbilhdo
maior. No entanto, evidéncias experimentais t€ém apresentado que em camadas estratificadas
e ndo estratificadas, sugerem que o aparecimento espontineo de movimentos tridimensionais
em pequenas escalas € um precursor essencial da transicdao para a turbuléncia completamente
desenvolvida (Caulfiel & Peltier, 2000 [22]).

Em dominios tridimensionais, a instabilidade secundéria de KH pode ocorrer de maneira
bidimensional. Martinez (2006 [94]), através de DNS realizada a Re = 500, Rig = 0.083,
com uma perturbagio de amplitude infinitesimal de 1076 na dire¢do transversal, constatou que a
instabilidade secunddria de KH € de natureza bidimensional. Em outro trabalho, Martinez et al.
(2007 [97], utilizando Re = 2000 e LES, observaram evidéncias das instabilidades secundarias
de KH na camada de mistura tridimensional, para os casos estratificados a Riy = 0.025 e
Rig = 0.05.

Em camadas de mistura estratificada, as experiéncias ttm mostrado que a regido entre os
vortices, tornam-se o local de fortes movimentos tridimensionais, que assumem a forma de
estrias vorticais longitudinais, referidas na lingua inglesa como "ribs" (Hussain, 1983 [61]).
Essas estruturas vorticais, em camada de mistura homogénea, que estabelecem o surgimento
de movimentos em pequena escala e a transicdo para a turbuléncia, tém sido foco de estudo,

tanto numericamente como experimentalmente. Entre os experimentalistas destacam-se Corcos
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& Lin (1984 [27]), Bernal & Roshko (1986 [11]), Metcalfe et al. (1987 [100]), Lasheras &
Choi (1988 [85]), Schowalter et al. (1994 [125]). Entre os numericistas, podem ser citados
os trabalhos de Rogers & Moser (1992 [122]), Lesieur ef al. (1995 [90]), Silvestrini (1996
[129]), Comte et al. (1998 [26]), Druzhinin et al. (2001 [39]), Peltier & Caulfield (2003 [116]),
Martinez et al. (2007 [97]), Laizet et al. (2010 [81]), Arratia et al. (2013 [4]).

Em seus experimentos cldssicos, Thorpe [150, 151] observou que em camadas de mistura
estratificada ocorrem o surgimento do enrolamento dos vortices transversais em distintos tur-
bilhdes de KH, e sendo estes, sujeitos a vdrias instabilidades secundarias. Koop & Browand
(1979 [74]) e Schowalter et al. (1994 [125]) apresentaram evidéncias de que a estratificacao
inibe a formacgdo das instabilidades subharmonicas. Estruturas periddicas longitudinais foram
também observadas na regido entre os turbilhdes e na periferia dos nucleos dos turbilhdes de
KH [150, 86, 125].

Ao analisar a presenca da estratificacdo nas instabilidades tridimensionais, serdo apresen-
tadas vérias simulacdes numéricas para diversos ndmeros de Richardson 0.025 < Riy < 0.10,
conforme mostra a Tab. 6.1. Na Fig. 6.10a, destaca-se a evolugdo da espessura da camada de
mistura (d,,), quantificando a influéncia do niimero de Richardson (Riy) e mostrando que quanto
maior o nimero de Richardson menor a espessura da camada de vorticidade. Simula¢des numé-
ricas espaciais e bidimensionais, apresentadas no capitulo 5, e simulagdes temporais existentes
na literatura [94, 143, 22, 69, 134], corroboram esta influéncia. Comparando-se as Figuras
6.10a (simulacdo 3DS) e 5.8a (simulacdo 2DS), nota-se que a tridimensionalidade produz um
efeito diferenciado no crescimento da espessura de vorticidade. As figuras mostram que ha um
alargamento da espessura de vorticidade a partir de x = 30 nas simulagdes 2DS enquanto que
nas simulagdes 3DS somente a partir de x = 40. Nas simulacdes bidimensionais em desenvol-
vimento espacial (cap. 5), os campos de vorticidade confinam-se em um plano, formando es-
truturas diferenciadas, quando comparadas com as simula¢cdes tridimensionais, principalmente,
ap6és o emparelhamento. A organizacdo dos vértices na direcao longitudinal tem uma forte
influéncia sobre as estruturas dos turbilhdes na direcdo transversal [100, 11]. Enquanto, nas
simulacdes bidimensionais, o principal mecanismo na evolu¢do da camada de mistura ocorre

através das interacdes entre os emparelhamentos, nas simulagdes tridimensionais, 0 mesmo nao
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Figura 6.10: (a) Evolugdo espacial da espessura de vorticidade para diferentes estratificacoes,
0 < Riy < 0.10; (b) Vista lateral da isosuperficie do médulo da vorticidade ||@|| = 1.0 para
diferentes estratificagdes.

ocorre apds a regido de transi¢cdo a turbuléncia.

Nas vistas laterais das isosuperficies do médulo de vorticidade ||@|| = 1.0 (Fig. 6.10b), nota-
se o efeito da estratificacdo na diminuicdo do tamanho dos turbilhdes de KH e na espessura de
vorticidade, conforme o Riy aumenta. O crescimento da estratificacdo desencadeia a dominan-
cia da forca de empuxo, diminuindo o cisalhamento, que € uma fonte de energia cinética das
perturbacdes. A variagdo do gradiente longitudinal de densidade, p,, reduz a vorticidade den-
tro do turbilhdo. Esta redugdo, consequentemente, promove uma atenuagdo dos movimentos
geradores das instabilidades eliptica e translativa (Martinez, 2006 [94]).

A taxa da espessura de vorticidade, definida por Brown & Roshko (1974 [16]) para a camada
de mistura homogénea e aplicada nos casos estratificados 2D (cap. 5), € novamente aplicada
nas simulagdes tridimensionais para Ri > 0. Na tabela 6.2 sdo apresentadas as declividades
da espessura de vorticidade para 0 < Riy < 0.10, e suas respectivas regides de calculo. A
declividade (1/R)dé,,/dx, normalizada pela razdo R, configura a influéncia da estratificacdo na
evolucdo da espessura de vorticidade.

Uma outra forma de verificar o crescimento longitudinal da camada de mistura pode ser es-

timada pelo perfil médio de velocidade (u(x, y,)), definido na Eq. 2.17. A Figura 6.11 apresenta



6.3. Camada de mistura estratificada 116

Tabela 6.2: Declividade da espessura de vorticidade.

Rig Intervalo (1/R)dé,,/dx
0 60 < x <140 0.201
0.025 60 <x<140 0.172
0.05 60<x<140 0.159
0.07 60 <x<140 0.118
0.10 60 <x<140 0.062

a localizag@o das ordenadas y, nos perfis médios de velocidade u. A taxa de alargamento (Eq.
5.1) da camada de mistura homogénea foi de A/(x) = 0.159 no intervalo 50 < x < 130. Apesar
deste resultado estar abaixo dos resultados dos autores, Patel [113] (Al(x) = 0.19) e Champagne
et al. [23] (Al(x) = 0.21), a taxa de alargamento é um referencial que indica o comportamento
do crescimento da camada de mistura e este indicativo podera permitir um comparativo com o0s
casos estratificados.

O efeito da estratificacdo sobre o alargamento da camada de mistura, pode ser verificado na
Fig. 6.11a-e. O inicio da forma¢ao do modo fundamental de KH desloca-se para a direita, a
medida que o ndmero de Richardson aumenta, e desta forma, diminui a regido de turbuléncia.
As taxas Al(x), como era previsto, decrescem com o aumento da estratificagdo. Para os casos
em que 0 < Riy < 0.07, a origem hipotética do alargamento da camada de mistura € em torno
de xo = 40, e para Riy = 0.10, é xo = 3.61. A fungio f(Riy) = 0.159 x 10777Rix  cujo gréfico
possui linha continua, foi ajustada pelos resultados, onde 0.159 € igual ao valor da taxa para o
caso homogéneo (Fig. 6.11f).

Pierrehumbert & Widnall (1982) [117] investigaram a formacdo dos vortices longitudinais
em camada ndo estratificadas. A teoria [117] sugere que a instabilidade translativa é a res-
ponsavel pelo surgimento dos vortices longitudinais. Tal instabilidade € caracterizada por uma
oscilagdo transversal em fase com os turbilhdes de KH. Na Figura 6.12 s3o apresentadas as iso-
superficies do critério Q, onde 0.025 < Ri < 0.10. Verificam-se que a instabilidade translativa
atua antes do emparelhamento e os vortices longitudinais sdo mais evidentes para Riy < 0.07
(Fig. 6.12). Ao final do dominio, parecem surgir algumas estruturas longitudinais para o caso
mais estratificado, quando Riy = 0.10 (Fig. 6.12d). As estruturas vorticais longitudinais sao

estiradas entre os turbilhdes de KH para o caso homogéneo (Fig. 6.9). Para Riy > 0, essas
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(@) Rig=0 (b) Riy = 0.025
(¢c) Rig = 0.05 (d) Rig =0.07
(e) Riy = 0.10 (f) Taxa de alargamento da camada de mistura.

Figura 6.11: Alargamento da camada de mistura. Simulacdes 3DS: (a)3DS 14; (b)3DS24;
(©)3DS34; (d)3DS44; (€)3DS 54; (f) Taxa de alargamento da camada de mistura (e) em funcao
do nimero de Richardson e a funcdo de ajuste (—).
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estruturas sdo enfraquecidas devidas ao efeito da estratificacdo. O surgimento dessas estruturas
longitudinais também foram obtidas por Martinez et al. (2007 [97]), utilizando Simulacdo de
Grandes Escalas (LES) em uma configuracao temporal. Os referidos autores utilizaram como
pardmetros adimensionais, Re = 2000 e Riy < 0.05.

Comparando-se as figuras 5.8b e 6.12, nota-se que a instabilidade priméaria de KH se de-
senvolve de maneira bidimensional mas, apds o primeiro emparelhamento, as configuracdes
das simulacdes bidimensionais e tridimensionais sdo completamente distintas. Enquanto nas
simulacdoes bidimensionais formam-se a camada baroclinica, as instabilidades secunddérias e
os vortices contra-rotativos, nas simulagdes tridimensionais desenvolvem-se uma quantidade
maior de pequenas estruturas apds o surgimento do primeiro modo subharmodnico. Portanto, o
efeito da tridimensionalidade tem um papel preponderante na dindmica da camada de mistura
estratificada. Nos testes numéricos tridimensionais, a medida que o ndmero de Richardson au-
menta ocorre um aumento da quantidade de estruturas bidimensionais e uma diminui¢ao das
pequenas estruturas.

No intuito de analisar o comportamento de oscilagdo da formacgdo dos turbilhdes de KH,
foram computados os sinais das componentes u, v € w da velocidade, ao longo do tempo em
y = 0 e nas posicdes x = 47, 59, 71, 83, 95, 107, 119 e 130. Estas sondas sdo definidas
por sondas S1 a S8, conforme a Fig. 6.13. Foi realizada uma média na direcdo transversal
para cada componente e, a partir destes sinais, calcula-se o espectro da energia cinética, obtida
a partir da transformada de Fourier. Na simulacdo da camada de mistura homogénea (Fig.
6.14a), distinguem-se picos com frequéncia aproximada de St=f9;/Uc=0.14, em x = 47 e
x = 59, respectivamente nas sondas S1 e S2. O pico torna-se mais pronunciado em x = 59,
onde os turbilhdes de KH estdo bem formados. O valor da frequéncia fundamental confere
com estudos de Monkewitz & Huerre (1982) [106] e Ho & Huerre (1984) [56], que utilizaram
R = AU/QQU¢) = 1/2. Em x = 83 (sonda §4) e x = 119 (sonda §7), posicdes respectivas
das frequéncias do primeiro e do segundo subharmodnicos, as energias cinéticas ndo sao tao
intensas em comparagdo com a posi¢ao, x = 59. Nas outras sondas aparecem outras frequéncias,
S$t=0.025 e $t=0.0375, cujas energias cinéticas sao menos intensas.

Na Tabela 6.3 s@o apresentadas as frequéncias do modo fundamental de KH para cada po-
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(a) Rig = 0.025

(b) Rig = 0.05

(c) Riy = 0.07

(d) Rig =0.10

Figura 6.12: Isosuperficie do critério Q. Simulagdes 3DS: (a) Riy = 0.025, Q = 0.35; (b)
Riy = 0.05, Q = 0.35; (¢) Rip = 0.07, Q = 0.35; (d) Riz; = 0.10, Q = 0.20.
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Figura 6.13: PosicOes das sondas: S1aS8.

sicdo (sondas S 1 a §6) e para diferentes Riy. Assim como nas vistas laterais das isosuperficies
do médulo de vorticidade (Fig. 6.10b), o crescimento de Riy possibilita o deslocamento da
formac¢do do modo fundamental de KH, o mesmo estd presente nos picos mais pronunciados
das frequéncias (S?), cujos valores apresentam-se em negrito na Tab. 6.3.

O aumento da estratificagdo proporciona a diminui¢do da energia cinética posicionada nas
frequéncias abaixo de St=0.14 e intensifica 0 modo fundamental. Apesar da influéncia do nui-
mero de Richardson nas baixas frequéncias, o St do modo fundamental permanece 0.14, como

€ ilustrado nas Figuras 6.14b-d e 6.15).

Tabela 6.3: Frequéncias do modo fundamental de KH para cada posicao (sondas S1 a §6) e
para diferentes Riy. Em negrito destacam-se as frequéncias cujas energias cinéticas sao mais
pronunciadas.

S1§2 S3  S§S4 S5 S6
Rigy =0 0.14 0.14
Riy =0.025 0.14 0.14 0.14
Riy =005 0.14 0.14 0.14 0.14
Riy=0.07 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14
Riyg =0.10 0.14 0.14 0.14 0.14

Foi utilizado a equagao
1
K(x,y) = 5(<u’2> + (%) + (W), (6.2)

para o célculo da energia cinética maxima K., onde u’ = u — (u). Para a média (u) utiliza-se
a Eq. 6.1. A Figura 6.16a apresenta a evolucao espacial de K,,,, para diferentes estratifica-
coes. Da mesma forma como ocorreu nas simulacdes bidimensionais (2DS ), nota-se que para

cada posi¢do longitudinal fixa, no intervalo 60 < x < 130, a energia cinética K,,,, diminui a
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(a) Rig = 0 (Simulacao 3DS 14) (b) Rig = 0.025 (Simulacao 3DS2,4)

(¢) Rig = 0.05 (Simulacdo 3DS3,4) (d) Riy0.07 (Simulacdo 3DS44)

Figura 6.14: Espectro da energia cinética para diferentes posi¢des (sondas S 1 a S 8) e nimeros
de Richardson 0 < Riy < 0.07. Simulac¢des 3DS 14, 3DS24,3DS34 e 3DS4,.

Figura 6.15: Espectro da energia cinética para diferentes posicdes (sondas S 1 a §8) para Riy =
0.10. Simulagdo 3DS 5,.
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medida que o nimero de Richardson (Riy) aumenta, ja que a estratificacdo tende a diminuir os
movimentos verticais. Comparando-se as Figuras 6.16a, 6.16b e 6.17a, pode-se afirmar que a
queda de K,,,,, no intervalo 115 < x < 140 para os casos em que 0 < Riy < 0.05, € devido
a diminui¢do das tensdes de Reynolds (u'u’),qx € (V'V')nax, N€Ste mesmo intervalo. Na regido
115 < x < 140 para 0 < Riy < 0.05, ocorre uma diminui¢do das tensoes de Reynolds maximas
V'V ) maxs € para Rig = 0.025, as tensdes de Reynolds maximas (u'u’ ), também diminuem. No
intervalo 110 < x < 140, como ndo ocorre diminuicao consideravel de (w'w’),,,, (Fig. 6.17b),

este ndo interfere no decaimento de K,,,, nesta mesma regiao.

(a) Kiax (b) < u'u’ >pax

Figura 6.16: Evolucao da energia cinética maxima e das tensoes de Reynolds maximas {u'u"),,x
(0 < Riy £0.10, 8 = 0). Simulagdes: 3DS 14, 3DS24,3DS34,3DS4,4 e 3DS5, (Tab. 6.1).

As posi¢des do modo fundamental (MF) e do primeiro emparelhamento (E) sdo caracte-
rizadas pelos picos apresentados nas tensdoes de Reynolds maximas (u'v'),,.,. O ndmero de
Richardson interfere na intensidade desses picos ilustrados na Fig. 6.18a. Para analisar a mis-
tura no escoamento estratificado foi quantificado o fluxo turbulento vertical médio de massa
(©'v'). O maximo desse fluxo, dado por {(o'V'),.., na Fig. 6.18b, apresenta a influéncia da es-
tratificacio. A reducdo de (p'v’),.., € causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuacio de
velocidade vertical v'. Para a camada de mistura homogénea esta influéncia ndo € importante,
visto que, a densidade € um escalar passivo. O modo fundamental de KH e o primeiro empare-
lhamento se destacam em (p'V’),,,, para cada nimero de Richardson. A Figura 6.19 ilustra os

cortes longitudinais de densidade em z = 0 para diferentes nimeros de Richardson. Na camada
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@ V'V )max (b) W'W ) pax

Figura 6.17: Evolucdo das tensdes de Reynolds maximas (v'v'),ax € (WW )ar (0 < Riy < 0.10,
6 = 0). Simulagdes: 3DS 14, 3DS24,3DS34,3DS44 e 3DS5,.

(a) (b)

Figura 6.18: (a) Evolugdo espacial das tensdes de Reynolds maximas < u’v’ >, para diferentes
Riy; (b) Fluxo turbulento vertical mdximo de massa para diferentes Riy.

com alta estratificacdo (0.05 < Riy < 0.10) a distribui¢do da densidade é intensamente modi-
ficada pelo processo de enrolamento dos turbilhdes de KH, que diminui o entranhamento do
fluido dentro do nucleo do vértice. A forte estratificagdo (Riy = 0.10) enfraquece a formagao

dos emparelhamentos.
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Figura 6.19: Cortes longitudinais de densidade para diferentes Riy (z = 0). Escala de valores
variando de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

6.4 Simulacgoes a Riy =0.05e0.02 <6<0.10

Um fluido denso que escoa ao longo de um fundo inclinado € um processo geofisico encon-
trado em muitos ambientes aquaticos naturais e na atmosfera. Prever a taxa com que a mistura
¢ realizada e a interacdo com os corpos d’dgua vizinhos € importante em estudos ambientais
e ecoldgicos, como a modelagem da qualidade da dgua e a poluicdo da mesma. Na interface
desses escoamentos se desenvolvem as instabilidades de Kelvin-Helmholtz, que conduzem a
mistura entre as camadas superior e inferior. Estes fendmenos afetam fortemente a qualidade
da dgua, bem como a circula¢do do escoamento em corpos d’dgua.

Utilizando Riy = 0.05, serd analisado nesta se¢@o a influéncia da declividade (0.02 < 6 <
0.10) na dinamica da camada de mistura estavelmente estratificada. A evolucao da espessura de
vorticidade, mostrada na Fig. 6.20, apresenta a mesma caracteristica detectada nas simulagdes

bidimensionais 2DS3 (Fig. 5.19), isto €, a espessura ¢, diminui a medida que o angulo 6
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aumenta, na regidao 0 < x < 40.

Figura 6.20: Evolugdo espacial da espessura de vorticidade. Simulacdo a Riy = 0.05 (0 < 8 <
0.10)

O outro parametro que mede o crescimento longitudinal da camada de mistura € a taxa de
alargamento. Este pardmetro, que outrora era influenciado pela estratificagdo (Fig. 6.11), agora
apresenta uma variacado muito pequena em relacdo a declividade que, em termos praticos, pode
ser desconsiderada. A Figura 6.21 ilustra o alargamento da camada de mistura para os casos
0 < 6 < 0.10 As taxas Al(x) apresentadas na Tab. 6.4 estdo proximas de 0.10 e a origem

hipotética da taxa de alargamento varia.

Tabela 6.4: Taxa de alargamento da camada de mistura (Riy = 0.05, 0 < 6 < 0.10).

0 Xo Al(x) = [Yo0.95 — Yo.05]

X — X0
0. 41.34 0.077
0.02 46.47 0.097
0.05 44.73 0.105
0.10 39.80 0.106

As isosuperficies do critério Q e de densidade sdo apresentadas na Fig. 6.22. Como a posi-
cdo do modo fundamental desloca-se para a esquerda de acordo como o aumento da declividade
(0.02 < 6 < 0.10), aumenta-se a regido turbulenta. A declividade acelera o desenvolvimento da

instabilidade priméria de KH e, portanto, afeta a localizacdo do modo fundamental para cada
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(8=0 (b) 8 =0.02

(c)8=0.05 (d)6=0.10

Figura 6.21: Alargamento da camada de mistura. Simulacdes 3DS 3: (a)3DS34; (b)3DS 3p;
(¢)3DS3¢; (d)3DS 3p.

caso. A instabilidade translativa, causada pela instabilidade eliptica que se manisfesta no nicleo
do turbilhdo de KH, bem como o modo subharmonico estio presentes nas isosuperficies do cri-
tério Q (Figuras 6.22a, 6.22c, 6.22¢). E nas isosuperficies de densidade (Figuras 6.22b, 6.22d,
6.22f) estdo presentes as ondas de Kelvin-Helmholtz e os emparelhamentos. A declividade
acelera a formacdo do modo fundamental de KH e do modo subharmonico e proporciona a for-
macao das estruturas vorticais longitudinais. Comparando os campos de vorticidade transversal
das simulacdes bidimensionais a Rig = 0.05 e 0.02 < 6 < 0.10 (Figuras 5.16, 5.17 ¢ 5.18) com
as isosuperficies do critério Q (Figuras 6.22a, 6.22c, 6.22¢), nota-se que a instabilidade prima-
ria de KH ocorre de maneira bidimensional. Por outro lado, hd uma grande diferenca apds a

formacdo do modo subharmonico. A medida que a declividade aumenta ocorre um aumento das
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(a) 0=0.35 (6 = 0.02) (b) p = 0.01pp (8 = 0.02)
(c) 0=0.35 (6 = 0.05) (d) p =0.01pp (8 = 0.05)
(e) 0=0.30 (8 = 0.10) () p =0.01pg (8 = 0.10)

Figura 6.22: Isosuperficies do critério Q e isosuperficies de densidade (Riy = 0.05,0.02 < 0 <
0.10, ¢ = ty). Simulacdes: (a)(b )3DS 3; (c)(d) 3DS 3¢; (e)(f) 3DS 3p.

pequenas estruturas nas simulagdes tridimensionais em relagdo as simulagdes bidimensionais.
Nestas, a declividade interfere na formacao das instabilidades secundarias e no estiramento da
camada baroclinica. Nos testes bidimensionais, a componente transversal do torque baroclinico,
dada por —(cosf p, + senf p,) (Eq. 3.7), modifica as estruturas longitudinais, principalmente
apods o primeiro emparelhamento.

Na Figura 6.23 distinguem-se picos com frequéncia aproximada de St=f¢;/U=0.14, ape-
sar da variagdo da declividade. As frequéncias do modo fundamental de KH para as sondas
S1 a S4, e para diferentes angulos, sao apresentadas na Tab. 6.5. Em negrito destacam-se as
frequéncias cujas energias cinéticas sdo mais pronunciadas. Devido a declividade mais acentu-

ada da interface entre as camadas no intervalo 0 < x < 40 (Fig. 6.24), quando 0.05 < 6 < 0.10,
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foram utilizadas posicdes verticais diferenciadas para as sondas (Tab. 6.5).

(a) 6 = 0 (Simulacdo 3DS3,) (b) 8 = 0.02 (Simulagao 3DS 3p)

(c) 8 = 0.05 (Simulacdo 3DS 3¢) (d) 8 = 0.10 (Simulagdo 3DS 3p)

Figura 6.23: Espectro da energia cinética para diferentes posi¢oes (sondas S 1 a S8) e angulos
0 <60 <0.10. Simulagdes 3DS 3,4, 3DS3p,3DS3¢c e 3DS 3p.

Figura 6.24: Corte longitudinal de densidade (Riy = 0.05, 8 = 0.05). Escala de valores variando
de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).

A evolugdo da energia cinética mdxima e das tensdes de Reynolds maximas (0 < 6 <
0.10, Riy = 0.05) estdo apresentadas nas Figuras 6.25 e 6.26. Aumentando-se a declividade,
para cada posi¢do x ocorre um crescimento da energia cinética maxima K, € das tensoes de

Reynolds maximas (u;u;),... Entre x = 95 e x = 115, e para os angulos 0.02 < 6 < 0.10,
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Tabela 6.5: Frequéncias do modo fundamental de KH para cada posicao (sondas S1 a S4) e
para diferentes angulos (Riy = 0.05). Em negrito destacam-se as frequéncias cujas energias
cinéticas sdo mais pronunciadas.

Posi¢des verticais das sondas  S1  §2 §3  §4

0=0 y=0 0.14 0.14 0.14 0.14
6 =0.02 y=0 0.14 0.14 0.14 0.14
6 =0.05 y=-1.17 0.14 0.14 0.14 0.14
6 =0.10 y=-2.33 0.14 0.14 0.14 0.14

(a) Kmax (b) <u/u/>max

Figura 6.25: Evolucao da energia cinética maxima e das tensdes de Reynolds maximas {u'u"),,x
(0 <6<0.10, Riy = 0.05). Simulagdes: 3DS 34, 3DS 35, 3DS3¢ e 3DS3p (Tab. 6.1).
os picos nos graficos de K., ('t )max € (WW )ar S€ destacam. Nas tensoes de Reynolds
V'V ) maxs para estes mesmos angulos, ocorrem a presenca de dois picos. As identificacdes do
modo fundamental (M F’) e do primeiro emparelhamento (£) também estdo presentes ao incluir
a declividade. A posi¢do do primeiro emparelhamento se localiza na regido do pico da energia
cinética mdxima (Fig. 6.25a) e das tensdes de Reynolds maximas (u'u’),.. (Fig. 6.25b) e
WW )max (Fig. 6.26b). Nas tensdes (V'V'),.. (Fig. 6.26a) acrescenta-se a presenca do pico
associado a posi¢ao do modo fundamental.

Na Fig. 6.27 sdo apresentados cortes longitudinais de densidade para angulos (0 < 6 <
0.10), destacando as posi¢des aproximadas da forma¢dao do modo fundamental (MF) e do pri-
meiro emparelhamento (E).

As tensoes de Reynolds maximas ({u'v’),..,) para cada declividade (0 < 6 < 0.10) € ilustrada
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@) V'V )max (b) (W'W )max

Figura 6.26: Evolucdo das tensdes de Reynolds méximas (v'v'),ux € (WW )0 (0 < 6 < 0.10,
Riy = 0.05). Simulagdes: 3DS 34, 3DS 35, 3DS 3¢ € 3DS 3 (Tab. 6.1).

Figura 6.27: Cortes longitudinais de densidade para diferentes 6 (z = 0). Escala de valores
variando de -1.2 (azul) a 1.2 (vermelho).
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na Fig. 6.28a. A intensidade dos picos do modo fundamental e do primeiro emparelhamento
cresce de acordo como o aumento da declividade 6. O aumento do angulo acelera o desenvol-
vimento das instabilidades primdria e secunddria de Kelvin-Helmholtz.

O fluxo turbulento vertical de massa (p'v’) desempenha um papel importante na dindmica do
escoamento estratificado, sendo que o processo de mistura € dependente desta grandeza. Peltier
& Caulfield (2003) [116] mostraram que este parametro quantifica a variacio entre a energia
cinética total média do escoamento e a energia potencial total média. Durante o enrolamento
do turbilhdao de KH a energia potencial é convertida em energia cinética, quando o fluido mais
denso, que foi erguido com a camada de vorticidade inicial, gira e move-se em dire¢do ao centro
do vértice [94]. Na Figura 6.28b € apresentado o fluxo turbulento vertical méximo de massa
para diferentes declividades. O termo Riypsen6 presente na Eq. 3.1 intensifica os pardmetros
UV Yax € 0"V Ymax» € 0S niveis mais elevados, representados pelos picos, se destacam em ambas

Figuras (6.28a-b).

(@) (b)

Figura 6.28: (a) Evolucdo espacial das tensdes de Reynolds médximas (u'v'),,.,; (b) Fluxo tur-
bulento vertical maximo de massa para diferentes angulos.



Capitulo 7

Conclusoes e recomendacoes

O presente trabalho investigou como o grau de estratificagao e a declividade influenciam
a amplificacdo das perturbacdes de uma camada de mistura estavelmente estratificada. Para
tal investigacdo foram empregadas andlise de estabilidade linear, por meio de aproximagdes de
Chebyshev e Simulagdo Numérica Direta (DNS) das equagdes de Navier-Stokes, usando aproxi-
macao de Boussinesq e de transporte-difusdo. A andlise de estabilidade linear foi realizada em
uma configuragdo temporal e, nas simulagdes numéricas espaciais foram utilizados dominios
bidimensionais e tridimensionais.

As simulacOes em desenvolvimento espacial (Re = 1000, Pr = 1) apresentaram, para os
casos bidimensionais, a formacdo da camada baroclinica, e para os testes tridimensionais, o
desenvolvimento das instabilidades translativas e a formacado dos vortices longitudinais.

Durante a pesquisa os seguintes questionamentos, apresentados no primeiro capitulo, foram

respondidos:

e A estratificacao e a declividade interferem nas taxas maximas de amplificacao?

Sim. As taxas maximas de amplificacdo, analisadas através da andlise de estabilidade linear,
sdo influenciadas pela estratificacdo e pela declividade. A andlise temporal permitiu avaliar a
influéncia das perturbacdes infinitesimais na camada de mistura estavelmente estratificada e
inclinada.

Para o caso ndo inclinado, as taxas maximas de amplifica¢do, determinadas via operadores

diferenciais de Chebyshev, apresentaram erros maximos da ordem de 10~*, quando comparadas

132
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com os resultados de Hazel (1972 [55]). As soluc¢des do problema de autovalor generalizado
apresentam taxas que decaem com o aumento da estratificacdo. Os resultados obtidos por meio
de DNS em uma configura¢do temporal apresentaram uma boa concordancia com a teoria de
estabilidade linear [55]. Os erros méximos foram de 0.21% para o caso nao estratificado, 0.40%
para 0.01 < Riy < 0.1, e 7.2% para alta estratificagdo (Riy = 0.15 e Riyz = 0.20). Os resultados
foram satisfatdrios, considerando que neste tipo de andlise (DNS), os termos viscosos ndo foram
cancelados.

As taxas obtidas via operadores de Chebyshev ndo sao modificadas substancialmente pela
estratificagdo quando 0 < # < 0.1. Para 6§ > 0.05, a taxa méxima de amplificacdo cresce
de acordo com o aumento da declividade para cada Riy fixo mas diminui com o aumento do
nimero de Richardson até atingir Riy = (.25, a partir dai, até Riy = 0.30, a taxa maxima w;
permanece quase constante.

O termo Riysen6, presente na equagao de quantidade de movimento (dire¢do x), é o fator
que determina a diferenca entre os resultados obtidos analiticamente e os obtidos por meio de
DNS e modifica consideravelmente o escoamento base. A regido de crescimento exponencial
da flutuacdo de velocidade vertical é bastante afetada para 6 > 0.01 quando Riy = 0.05 e
Riy = 0.10. As taxas maximas de amplificacdo para Riyz = 0.01 resultam em diferencas de

1.25% quando 6 = 0.01, e aumenta para 2.12% quando 6 = 0.05.

¢ No escoamento bidimensional, os parametros adimensionais Riy e 6 interferem na

dinamica do escoamento?

Sim. O nivel de estratificacao interfere na dinamica do escoamento, especialmente a geragao
da camada baroclinica, a qual € intensificada quando o nimero de Richardson aumenta. O
aumento da inclina¢ao propicia a intensifica¢ao das instabilidades secundérias que conduz a um
maior nimero de vortices secundarios de KH.

As simulagdes da camada de mistura bidimensional em desenvolvimento espacial mostra-
ram que a estratificacdo atenua a formacao da instabilidade de Kelvin-Helmholtz, devido ao
gradiente longitudinal de densidade que reforca a vorticidade entre os vortices de KH, for-

mando a camada baroclinica. Como reforca a vorticidade entre os turbilhdes de KH, atenua a



134

vorticidade no niicleo do turbilhdo, evitando assim que amplifique. A medida que aumenta o
numero de Richardson, o crescimento do subharmonico € retardado e também o processo de
emparelhamento dos turbilhdes de Kelvin-Helmholtz.

Em escoamentos estratificados bidimensionais, a camada baroclinica, localizada entre os
vortices de Kelvin-Helmholtz, é formada pelas camadas estiradas de vorticidade em conjunto
com as camadas de densidade. O gradiente longitudinal de densidade, gerada pela presenca da
forca de empuxo, contribui com um mecanismo extra para a geracao da vorticidade na camada
estratificada bidimensional. Na simulacdo a Riy = 0.025, a camada baroclinica é enfraquecida
em virtude da formacdo da instabilidade subharmdnica e, apds o primeiro emparelhamento, a
camada baroclinica ganha for¢a. As instabilidades secunddrias que ocorrem na camada barocli-
nica s30 menos intensos para alta estratificacao (Riy = 0.10).

Outro mecanismo que ocorre na dinamica do escoamento estratificado € a formacao da ins-
tabilidade proxima ao niucleo do turbilhdao de KH, que além de ser importante na formacao da
instabilidade secundaria de KH, desestabiliza a camada baroclinica. Quando Riy = 0.025, a
instabilidade préxima ao nucleo se propaga em direcdo a camada baroclinica, proporcionando
a formacdo de pares de vértices contra-rotativos préximos ao ponto de estagnacdo da camada
baroclinica. Enquanto a instabilidade préxima ao nucleo ganha forca antes do primeiro empa-
relhamento quando a estratificacdo é baixa (Riy = 0.025) ou média (Riy = 0.05), a mesma
instabilidade, para alta estratificacdo (Riy = 0.10), ocorre apés 0 modo subharmonico.

O aumento da estratificacdo, além de intensificar a formacao da instabilidade secunddria,
diminui a espessura da camada de mistura ao longo do comprimento longitudinal, reduz o fluxo
vertical de massa e diminui a troca de energia cinética maxima entre os vortices de KH e o
escoamento. A diminui¢do da energia cinética mdxima ocorre pois a estratificagdo diminui os
movimentos verticais e tende a estabilizar o escoamento, enquanto a redu¢do do fluxo vertical
de massa € causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuagcdo de velocidade vertical.

A taxa da espessura da vorticidade, definida para a camada de mistura homogénea [16], foi
estendida para o caso estratificado, sendo (1/R)dé,,/dx = 0.15 para Riy = 0, cujo valor coincide
com a literatura (Browand & Latigo, 1979 [14]). Uma fungdo exponencial, ajustada pelos

resultados, foi proposta neste trabalho. A taxa de alargamento € outro pardmetro que mede o
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crescimento longitudinal da camada de mistura. Assim como a taxa da espessura da vorticidade,
este parametro diminui com o aumento da estratificagdo, cujos resultados se relacionam com
uma fun¢do exponencial proposta.

Nas simula¢des a Riy = 0.05, a declividade apresenta um fator importante na aceleracdo do
desenvolvimento das instabilidades primérias e secundarias de Kelvin-Helmholtz. A presenca
da componente horizontal de aceleracdo Riypsen6, presente na equagcdo da quantidade movi-
mento (direcdo x), intensifica a formacao das instabilidades secunddrias conduzindo a um maior
numero de vortices secundarios de Kelvin-Helmholtz. Quando 8 = 0.05 e 6 = 0.10, a forma
do turbilhdo de KH, apds o emparelhamento, ndo se sustenta devido a maior declividade. O
aumento da declividade propicia um estiramento maior na camada baroclinica localizada entre
dois emparelhamentos, principalmente quando a declividade € de 10%. Os estiramentos, que
estdo associados a componente transversal do torque baroclinico, geram localmente gradientes
de densidades. Com o acréscimo da declividade, o torque baroclinico tem um papel importante
na formacdo dos vortices longitudinais bidimensionais. A componente transversal do torque
baroclinico, —(cos6 p, + senfl p,), aumenta a vorticidade na camada baroclinica. Ao incluir a
inclinag@o, o termo extra da componente transversal do torque baroclinico, —sené p,, fornece
um mecanismo a mais na produgdo de vorticidade.

A medida que ocorre um aumento da declividade, a interface da camada de mistura se
inclina, aumenta a energia cinética maxima ao longo do comprimento longitudinal e interfere
na espessura inicial da camada de mistura. O aumento da energia cinética é caracterizado pelo
crescimento das tensdes de Reynolds (v'v'). A taxa de alargamento também ¢ influenciada pela
declividade, apresentando um crescimento linear de acordo com o aumento da inclinagdo (6).

Aumentando-se a estratificacdo (Riy = 0.10) e a declividade (6 = 0.10), os vértices sao
fortemente deformados, ocorrendo o desenvolvimento de sucessivas instabilidades secundarias
na camada baroclinica. Nota-se também uma inclinacdo mais acentuada da interface entre as
camadas e uma modificagao no processo de enrolamento dos voértices de KH, interferindo na
distribui¢do de densidade e propiciando o crescimento longitudinal mais acentuado da camada

de mistura.
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e Nas simulacdes espaciais tridimensionais, a estratificacio e a declividade influen-

ciam a formacao das estruturas longitudinais e transversais?

Sim. Nos testes numéricos tridimensionais foi possivel verificar a influéncia do nimero de
Richardson (Riy) e da declividade () na formacgao das estruturas longitudinais e transversais.
A flutuabilidade reduz a taxa de crescimento das perturbacdes enquanto a inclinacdo acelera o
desenvolvimento de instabilidades. A competicio entre os dois mecanismos resulta em varios
tipos de instabilidades dependendo da estratificacdo e da inclinagdo da camada de mistura.

O aumento da estratificacdo possibilita a dominéncia da for¢a de empuxo, diminuindo o
cisalhamento, que € uma fonte de energia cinética das perturbagdes. A variacdo do gradiente
longitudinal de densidade (p,) reduz a vorticidade dentro do turbilhdo, e por consequéncia,
atenua os movimentos geradores das instabilidades eliptica e translativa [94].

Na camada de mistura homogénea tridimensional, o modo subharmdnico, que se manifesta
duas vezes, permite o estiramento dos turbilhdes, resultando em estruturas vorticais longitudi-
nais. As estruturas longitudinais concentram linhas de vorticidade que se esticam, devido ao
campo de tensdo criado entre os vortices de KH. Quando Riy > 0, os vortices longitudinais
enfraquecem devido ao efeito da estratificacdo, mas podem ser observados até mesmo para
Riy = 0.10, o mais alto nivel de estratificacdo aqui considerado.

Na camada de mistura ndo estratificada foi identificado indicios de auto-similaridade por
meio dos perfis médios de u e das tensdes de Reynolds. Um dos adimensionais que quantifica
a influéncia da estratificacdo € a espessura da camada de mistura. A taxa da espessura da
vorticidade, dd,,/dx, definida para a camada de mistura homogénea [16], foi estendida para o
caso estratificado 3D, sendo que a taxa determinada para o caso homogéneo esta entre os valores
de referéncia [14, 58].

Comparando-se as simula¢des bidimensionais e tridimensionais, nota-se que a instabilidade
primaria de KH se desenvolve de maneira bidimensional mas, apds o primeiro emparelhamento,
as configuracdes dos escoamentos estratificados sdo completamente distintas. Enquanto nas si-
mulagdes bidimensionais formam-se a camada baroclinica, as instabilidades secunddrias e os
vortices contra-rotativos, nas simulacdes tridimensionais desenvolvem-se pequenas estruturas

caracterizando uma riqueza maior de escalas em relagcdo aos testes bidimensionais. Portanto,
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o efeito da tridimensionalidade tem um papel preponderante na dindmica da camada de mis-
tura estratificada. Nos testes tridimensionais, a medida que o nimero de Richardson aumenta
ocorre um aumento da quantidade de estruturas bidimensionais e uma diminui¢do das pequenas
estruturas.

Uma outra forma de verificar o crescimento longitudinal da camada de mistura estratificada
tridimensional pode ser estimada pela taxa de alargamento, que possibilitou uma comparagao
com os casos estratificados. Um func¢@o que caracteriza o decaimento da taxa de alargamento a
medida que o nimero de Richardson aumenta foi definida neste trabalho.

A energia cinética maxima e a tensdo de Reynolds (v'v") apresentam os efeitos de amorte-
cimento com o aumento da estratificacdo. Esta atenuagdo ocorre pois a estratificacdo tende a
diminuir os movimentos verticais. Os efeitos de amortecimento também sio notdveis nos valo-
res méaximos das tensdes de Reynolds (u’'v’) e dos fluxos turbulentos verticais de massa (p’v’).
A reducdo de (p'V'),..x € causada pelo efeito do empuxo, que reduz a flutuagao de velocidade
vertical V.

Para caracterizar a influéncia da declividade a Riyz = 0.05 na dindmica da camada de mis-
tura estratificada foi analisado a evolucao da espessura da vorticidade, no qual apresentou uma
diminui¢@o na regido 0 < x < 40. O mesmo ocorreu para o caso bidimensional. J4 a taxa de
alargamento da camada cisalhante ndo € influenciada pela variacao da declividade.

Nas simula¢des bidimensionais e tridimensionais a Riy = 0.05 ¢ 0.02 < 6 < 0.10, a ins-
tabilidade priméria ocorre de maneira bidimensional, por outro lado, hd uma grande diferenca
apo6s a formagao do modo subharmdnico. Nos testes bidimensionais, a inclinacao interfere na
formacdo das instabilidades secunddrias e no estiramento da camada baroclinica. Ja nas simu-
lacdes tridimensionais, com o aumento da declividade, a regido das pequenas escalas amplia
em relacdo as simulac¢des bidimensionais. Apds o primeiro emparelhamento, as estruturas lon-
gitudinais dos testes bidimensionais sdo modificadas pela componente transversal do torque
baroclinico, —(cosf p, + sené p,).

Os valores méaximos da energia cinética e das tensdes de Reynolds (u’u’) crescem para posi-
cdo longitudinal, de acordo com o aumento da declividade. O fluxo turbulento vertical de massa

maximo {0’V )., € a tensdo de Reynolds maxima (u'v’),,.. sdo interferidos pelo aumento da in-
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clinacdo. O crescimento desses parametros € devido a presenca do termo Riypsenf presente na
Eq. 3.1.

A posi¢do do modo fundamental e do primeiro emparelhamento sdo perceptiveis no fluxo
turbulento vertical de massa maximo {p'v’),,,, € na tensdo de Reynolds méaxima (u'v’),..x, seja
variando o nimero de Richardson ou mesmo, a declividade.

O ndmero de Strouhal € o adimensional que representa a frequéncia de oscilacido da forma-
¢do do turbilhdo primério de KH. O valor da frequéncia fundamental na camada de mistura
homogénea confere com a literatura [106, 56]. Esta mesma frequéncia se repetiu para os casos

estratificados e com varia¢do da inclinacgao.

Diante dos resultados alcancados, pretende-se dar continuidade a pesquisa tendo em vista

as seguintes propostas:

e Analisar detalhamente a eficiéncia com que o escoamento estratificado é misturado pelos

processos turbulentos, em func¢do do nimero de Richardson e da inclinagao.

e Calcular os coeficientes de difusdo e dispersdo envolvidos em uma camada de mistura

estavelmente estratificada e inclinada.

e Investigar as instabilidades de Kelvin-Helmholtz que se formam em escomentos horizon-
talmente estratificados. Um exemplo deste tipo de escoamento, € o encontro dos rios

Negro e Solimdes.

e Realizar testes numéricos tridimensionais a nimeros de Reynolds mais altos, por meio de

uma configuracio espacial e utilizando diferentes Ri e declividades.

e Aplicar a teoria de estabilidade linear em outros problemas como correntes de densidade,

plumas e "fingers".

e Estudar a camada de mistura estratificada sem utilizar a aproximacao de Boussinesq,

visando maiores variacdes de densidade.
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