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RESUMO

Este trabalho apresenta a formulagao de um problema de otimizacgao topoldgica para o po-
sicionamento 6timo de atuadores baseado na teoria de controle. A estrutura é composta por
dois materiais: um material passivo elastico e um material ativo piezelétrico, ambos lineares.
Pretende-se obter um sistema de controle no qual todos os estados sejam controlaveis. O
processo de otimizacao topologica busca a distribuicao de material piezelétrico que maximize
o menor autovalor do Gramiano de controlabilidade garantindo, assim, sua nao singularidade
e, consequentemente, que o sistema seja completamente controlavel. Programacao linear se-
quencial (SLP) é utilizada para a solugao do problema de otimizagao e as sensibilidades para
o modelo de elementos finitos sao deduzidas para a fungao objetivo e restrigcoes. Anélises
modais das topologias 6timas sao utilizadas para a definicaio de um controlador LQR e as

respostas das estruturas controladas submetidas & uma carga impulsiva sao analisadas.

Palavras-chave: Método de Otimizacao Topologica, Controle Ativo de Estruturas, Atuadores

Piezelétricos, Gramiano de Controlabilidade.



ABSTRACT
TOPOLOGY OPTIMIZATION FOR PIEZOELECTRIC ACTUATORS PLACEMENT USING
CONTROLLABILITY GRAMIAN

This work presents a topology optimization formulation for the actuator placement based on
the control theory. The structure is composed by two materials: a passive elastic material and
an active piezoelectric material, both linear. The aim is to obtain a control system which all
states are controllable. The topology optimization process searches the piezoelectric material
distribution which maximizes the smallest eigenvalue of the controllability Gramian ensuring
its non-singularity and, therefore, the system is completely controllable. Sequential linear
programming (SLP) is used to solve the optimization problem. The sensitivities for the
finite element model were derived for the objective function and constraints. Modal analysis
from the optimal topologies were employed in an LQR controller and the responses for the

controlled structures submitted to an impulsive load are analyzed.

Keywords: Topology Optimization Method, Active Control of Structures, Piezoelectric Ac-

tuators, Controllability Gramian.
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1. INTRODUCAO

1.1 Motivagao

Importantes avancos foram alcancados nas ultimas décadas na area de estruturas e
materiais inteligentes. Estruturas inteligentes sao aquelas que tém a capacidade de reagir
a mudancas, sejam essas externas ou no proprio sistema. Nesse contexto, os materiais
inteligentes sao aqueles que permitem a alteracao de caracteristicas do sistema de forma
controlada. Uma estrutura inteligente pode ter diversas funcionalidades como controle de
forma [Irschik, 2002|, atenuagao de vibragdes e ruido [Song et al., 2006; Kim e Ko, 1998],
monitoramento de integridade estrutural [Zou et al., 2000], coleta de energia [Priya, 2007],
entre outras.

No projeto de estruturas inteligentes para controle de vibragoes, diversos materiais
tém sido empregados em sensores e atuadores (S/A) como, por exemplo, ligas com memoria
de forma [Baz et al., 1990; Lan e Fan, 2010], fluidos eletro-reologicos [Stanway et al., 1996] e
fluidos magneto-reologicos [Hong e Choi, 2005; Karkoub e Zribi, 2006]. Entretanto, materiais
piezelétricos sao comumente empregados devido a sua rapida resposta e facil aplicagao. Além
disso, esse tipo de material pode ser utilizado tanto em sensores como em atuadores devido
aos efeitos piezelétricos direto e inverso [Sohn et al., 2011].

Na maioria dos problemas de controle ativo de estruturas flexiveis, o posicionamento
dos sensores e atuadores é previamente escolhido. Assim, o projetista deve somente cons-
truir uma lei de controle que satisfaga os requisitos de projeto. Entretanto, alguns requisitos
podem nao ser alcancados através do controle com realimentacao se algumas condigoes es-
truturais nao forem satisfeitas. Como exemplo, o posicionamento de um atuador em um
ponto nodal de um modo de vibracao resultaria na impossibilidade de controlar esse modo.
Para esse caso, o sistema é definido como nao controlavel [Ha¢ e Liu, 1993].Entretanto, o
posicionamento de um atuador arbitrariamente proximo a um ponto nodal acarretaria na
necessidade de aplicacao de forcas de magnitude superior a capacidade do atuador, mesmo
sendo esse sistema controléavel. Nesse contexto, as defini¢coes de controlabilidade nao podem
ser utilizadas diretamente para escolha do melhor posicionamento de atuadores em uma es-
trutura, uma vez que é uma definigdo binaria: o sistema é controlavel ou nao [Gawronski,

2004]. Consequentemente, torna-se necessario utilizar metodologias que através de medidas
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de controlabilidade, empregadas como indices de desempenho, definam o posicionamento

Otimo de atuadores.

1.2 Revisao bibliografica

Importantes trabalhos no desenvolvimento de sistemas para controle ativo de vibra-
¢oes utilizando atuadores piezelétricos foram realizados na segunda metade da década de
1980. Bailey e Ubbard, 1985, apresentaram o projeto e anélise de um amortecedor ativo
para uma viga esbelta engastada utilizando um polimero piezelétrico como elemento ativo.
O problema de supressao de vibracoes foi estudado por Tzou e Gadre, 1989, através da ana-
lise tedrica de um modelo de cascas finas multi-camadas. Nesse estudo, as equagoes com
o acoplamento piezelétrico foram deduzidas considerando que cada camada da casca pode
ser uma camada polimérica piezelétrica sujeita a um potencial elétrico, resultando em uma
forca de controle local.

Como sequéncia natural, surge o problema de posicionamento de sensores e atuado-
res (S/A) piezelétricos buscando maior eficiéncia do sistema de controle. A determinagao da
melhor localizagao de S/A em uma estrutura simples pode ser realizada através de anélises
de tentativa e erro ou, simplesmente, da experiéncia do engenheiro de controle. Entre-
tanto, diversos autores tém buscado desenvolver metodologias, com embasamento na teoria
de controle, visando a resolucao desse problema. Consequentemente, torna-se necessaria a
utilizagao de indices de desempenho que quantifiquem a observabilidade e controlabilidade
de um determinado sistema.

O teste de autovetores de Popov-Belevitch-Hautus (PBH) pode ser utilizado para
verificar a controlabilidade de um sistema linear. Esse teste especifica que a atuagao nao deve
ser ortogonal ao sistema. Se essa sentenca for satisfeita, o modo do sistema é controlavel
[Junkins e Kim, 1991; Lim e Gawronski, 1993]. Hamdan e Nayfeh, 1989, introduzindo
uma interpretacao geométrica do teste de autovetores PBH, propuseram uma medida de
controlabilidade modal como sendo uma norma de ortogonalidade.

Junkins e Kim, 1991, utilizando a defini¢cao de um custo modal considerando a res-
posta a um impulso unitario em ¢ = 0, estabeleceram uma forma de analisar a contribuigao
de cada modo através de uma funcao de custo modal normalizada. Dessa forma, essa me-

dida depende das condicoes iniciais e da matriz de pesos, que representa a importancia dos
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componentes dos vetores de estado e de entrada. Consequentemente, essa funcao de custo
foi utilizada como peso para a medida de controlabilidade modal de Hamdan e Nayfeh, 1989.

A relagao entre o Gramiano de controlabilidade e a energia transmitida pelos atu-
adores para a estrutura foi analisada por Ha¢ e Liu, 1993. Dessa forma, o problema de
minimizagao da energia necessaria para levar o sistema de uma condigao inicial para uma
condicdo final desejada pode ser escrito em termos desse Gramiano. Indices de desempenho
para a controlabilidade de um sistema foram propostos para dois tipos de perturbacao: tran-
sientes e persistentes. Esses indices foram definidos levando em consideracao a energia total
do sistema, que depende fortemente dos modos de baixa ordem, e um termo proporcional a
contribuicao da energia de cada modo. Georges, 1995, investigou o problema de posiciona-
mento 6timo de atuadores e sensores, estendendo a notacao de Gramianos de controlabilidade
e observabilidade para sistemas nao-lineares. Para verificar a solu¢ao desse problema, foi uti-
lizado um algoritmo de programagcao inteira buscando determinar a configuracao 6tima de
um sistema composto por massas e molas.

Os valores singulares de Hankel (HSV) podem ser utilizados para definir uma medida
de observabilidade e controlabilidade de um sistema. Gawronski e Lim, 1996, analisaram
duas medidas para estruturas flexiveis balanceadas: o trago e o determinante da matriz HSV.
A primeira medida implica na consideragao da importancia de cada modo, ou seja, os modos
menos observaveis/controlaveis sdo desconsiderados no problema de posicionamento de S/A.
Para a segunda medida, o modo menos observavel/controlavel tem a mesma importancia
dos demais modos. Além disso, foi demonstrado que para estruturas levemente amortecidas,
os valores singulares de Hankel dos pares individuais (atuador e sensor) podem ser somados
para aproximar o HSV de uma estrutura flexivel multivaridvel. Gawronski, 1997, utilizou
essa propriedade para determinar a localiza¢ao de S/A em uma estrutura treligada através
de correlagao entre entrada/perturbagao dos atuadores e saida/desempenho dos sensores.
Para isso, um indice inteiro (0 ou 1) foi definido levando em consideracao a correlagao de
um par S/A em relagdo aos demais.

Leleu et al., 2001 propuseram um critério para localizacao 6tima de S/A definido
pela multiplicacao de trés termos: o primeiro termo considera o significado geométrico dos
autovalores dos Gramianos (elipsoide cujas dire¢oes dos eixos sao dadas pelos autovetores e

os comprimentos caracteristicos sdo proporcionais aos autovalores); o segundo penaliza locais
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onde ocorre um autovalor excessivamente elevado e outro excessivamente baixo; e o tltimo
termo é proporcional & energia total transmitida pelos atuadores para a estrutura.

Além da definicao de uma medida que seja capaz de representar de forma quantita-
tiva a observabilidade/controlabilidade de um sistema, sao necessarios métodos sistematicos
para encontrar o posicionamento 6timo de S/A. Wang e Wang, 2001, focaram no aspecto
da controlabilidade de atuadores colados em estruturas de vigas de forma analitica. Esse
trabalho apresentou uma forma de quantificar a controlabilidade por meio de um indice, ob-
tido através de uma decomposi¢ao em valores singulares (SVD) da matriz de entrada. Esse
indice fornece informagoes sobre a quantidade de energia a ser fornecida pelos atuadores
para a estrutura. Entretanto, torna-se inviavel esse tipo de abordagem analitica para estru-
turas mais complexas. Uma forma simples de tratar o problema é através da definicao de
alguns candidatos a posicionamento 6timo e, posteriormente, analisar qual apresenta melhor
desempenho de acordo com algum indice. Peng et al., 2005 determinaram o posicionamento
6timo para um conjunto de quatro atuadores piezelétricos independentes (de um total de
64 candidatos), colados em uma placa fina retangular. Para isso, foi utilizado um algoritmo
heuristico para solucao do problema de otimizacao. Da mesma forma, o problema de controle
de vibracoes utilizando atuadores piezelétricos aplicado em estruturas de cascas foi tratado
por Sohn et al., 2011.

A aplicacao de otimizacao topologica para o projeto de transdutores piezelétricos
foi tratada por Silva e Kikuchi, 1999. Essa formulacao é baseada no fator de acoplamento
eletromecénico, que fornece a eficiéncia do efeito piezelétrico no processo de transducao, ou
conversao, de energia mecéanica em elétrica e vice-versa. Diferentes tipos de funcao objetivo
foram definidas: buscando maximizar a resposta de um especifico modo de operacao do
transdutor, projetar transdutores com frequéncias de ressonancia especificas ou para uma
determinada banda de frequéncia. Larsen et al., 2009 utilizaram o método de otimizacao
topologica para o projeto de placas semi-espessas compostas por dois materiais. Conse-
quentemente, o objetivo é a supressao de vibracoes e o controle do transporte de energia
vibracional para estruturas sujeitas a excitacao harmonica. Possiveis aplicagoes dessa me-
todologia sao direcionadas para o isolamento estrutural de vibragoes e para a absorcao ou
coleta de energia.

Silveira, 2012, prop6s um procedimento simultaneo utilizando otimizagao topologica
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para o projeto de uma estrutura através da minimizacao da flexibilidade e localizacao 6tima
de atuadores. Essa segunda etapa é realizada por meio da maximizacao do trago do Gramiano
de controlabilidade para um sistema de controle LQR.

Trabalhos recentes tém tratado do problema de projeto de atuadores piezelétricos
com foco na polarizacao do material. Takezawa et al., 2013, trataram do problema de oti-
mizagao da energia de vibracao em dispositivos coletores de energia e, especificamente, a
diregao de polarizagao do material. Essa formulacao busca maximizar o fator de acopla-
mento eletromecanico. Como esse tipo de dispositivo é usualmente construido com material
piezelétrico entre eletrodos, pode ocorrer cancelamento do campo elétrico estabelecido em
caso de existir regioes com diferentes direcoes de tensao mecéanica aplicada. Ruiz et al.,
2013, otimizaram simultaneamente a disposicao de material passivo e perfil de polarizacao
do material piezelétrico que é colado a estrutura. Dessa forma, sao projetados sensores

piezelétricos que maximizam a resposta estatica.

1.3 Objetivos

Este trabalho propoe uma nova formulacao para o problema de otimizagao topo-
logica que assegure a controlabilidade completa da solugao, seguindo a metodologia para
posicionamento 6timo de atuadores piezelétricos baseada na controlabilidade proposta por
Silveira et al., 2014. Para isso, busca-se a distribuicao de material piezelétrico em uma es-
trutura que maximize o menor autovalor do gramiano de controlabilidade. Dessa forma, a
nao-singularidade do gramiano é imposta de forma direta na funcao objetivo. Essa condicao
resulta em um sistema de controle no qual todos os estados sao excitaveis pelos atuadores e,
consequentemente, controlaveis. O desenvolvimento deste trabalho foi dividido nos seguintes

objetivos especificos:

e Implementacao da metodologia proposta por Silveira et al., 2014, para fins de validagao

e comparacao;

e Adaptacao da metodologia para posicionamento 6timo de atuadores piezelétricos uti-
lizando o menor autovalor do gramiano de controlabilidade como funcao objetivo do

processo de otimizagao topologica;

e Comparagao qualitativa das solugoes para distribuicao 6tima de material piezelétrico;
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e Comparacgao das respostas dindmicas da estrutura com controle ativo para um carre-

gamento mecanico externo especifico.

1.4 Organizacao do Trabalho

O capitulo 2 expoe uma breve revisao histoérica sobre o fendmeno da piezeletricidade
e as caracteristicas das ceramicas piezelétricas. Além disso, as relagoes constitutivas para
piezeletricidade linear sao apresentadas de acordo com o padrao do Instituto de Engenheiros
Eletricistas e Eletronicos (IEEE) [Meitzler et al., 1988].

O método dos elementos finitos é discutido no capitulo 3 partindo do principio
variacional para piezeletricidade linear. A seguir, é apresentado o elemento nao-conforme de
Taylor utilizado neste trabalho e a anélise modal considerando o modelo de elementos finitos
com acoplamento piezelétrico.

O capitulo 4 aborda o controle ativo de estruturas flexiveis para atenuacao de vibra-
¢oes. Modelos matematicos utilizados para representar esse problema sao discutidos. Por
fim, sao apresentadas nogoes de controlabilidade e observabilidade para um determinado
sistema.

Conceitos basicos sobre o método de otimizacao topoldgica sao apresentados no
capitulo 5. Além disso, o problema de programacao matematica é discutido com foco para
programagao linear. No final do capitulo, conceitos tedricos sobre otimizagao topologica sao
expostos, assim como as instabilidades numéricas mais comuns nesse tipo de problema.

No capitulo 6, a metodologia para localizagao 6tima de atuadores piezelétricos em
uma estrutura é apresentada. A estratégia de controle é discutida e o regulador linear-
quadratico (LQR) é definido em termos das variaveis de controle. A seguir, as formulagoes
do problema de otimizacao topologica sao discutidas. Por fim, os calculos de sensibilidade
necessarios para a resolucao do problema de otimizacao sao apresentados.

O capitulo 7 apresenta o caso de estudo e as distribui¢oes 6timas de material pi-
ezelétrico para algumas configuragoes pré-definidas. Além disso, respostas dinamicas da
estrutura com e sem controle sao apresentadas. A comparacao da formulacao de otimizagao
proposta com as formulagoes anteriores é discutida no capitulo 8 e algumas sugestoes para

a continuidade do trabalho sao expostas.



2. MATERIAIS PIEZELETRICOS

Neste capitulo, conceitos béasicos relacionados aos materiais piezelétricos sao trata-
dos. Inicialmente, um breve histérico é exposto abordando o periodo da descoberta experi-
mental dos efeitos piezelétricos, as teorias formuladas visando descrever esse fenémeno e o
desenvolvimento de aplicacoes. Apos, as principais caracteristicas e propriedades das cera-
micas piezelétricas sao descritas. Por fim, as equagoes constitutivas piezelétricas sao apre-
sentadas no padrao do Instituto de Engenheiros Eletricistas e Eletronicos (IEEE) [Meitzler

et al., 1988|.

2.1 Historico

A piezeletricidade é a capacidade que certos materiais tém de converter energia me-
cénica em energia elétrica (efeito direto) ou energia elétrica em mecanica (efeito inverso).
O efeito piezelétrico direto consiste na geracao interna de carga elétrica resultante de uma
tensdo mecanica aplicada. Esse efeito foi descoberto por Pierre e Jacques Curie [1880 apud
Moheimani e Fleming, 2006]*. Inicialmente, esse fendmeno e suas propriedades foram compa-
rados com o fenémeno de pireletricidade. Examinando alguns tipos de cristais, foi observado
que os efeitos elétricos (diregao e sinal da carga gerada) devido a compressao e tragdo eram
semelhantes aos decorrentes de resfriamento e aquecimento, respectivamente. Uma revisao
mais detalhada do inicio da histéria de cristais piezelétricos pode ser encontrada em Katzir,
2007.

Como consequéncia desses estudos iniciais, percebeu-se que os materiais que apre-
sentavam essa capacidade poderiam também apresentar o efeito inverso: uma deformacao
geométrica resultante de um potencial elétrico aplicado. Lippmann [1881 apud Moheimani e
Fleming, 2006]T, previu teoricamente através das leis fundamentais da termodinamica a exis-
téncia do efeito piezelétrico inverso e provou sua reversibilidade. A confirmacao experimental

do efeito inverso foi verificada por Pierre e Jacques Curie no final de 1881.

*J. e P. Curie, “Sur les phénoménes électriques de la tourmaline des cristaux hémieédres a faces incli-

nées,”OPC, pp. 18-21, 1880.

fG. J., Lippmann, “Principe de la conservation de I'électricité ou second principe de la théorie des phé-

nomeénes électriques,” Annales de chimie et de physique, 24, pp. 145-177, 1881.
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Em seus primeiros experimentos, Pierre e Jacques Curie examinaram apenas o efeito
da pressao aplicada em um eixo elétrico na polarizagao desse eixo (efeito longitudinal). Han-
kel [1881 apud Katzir, 2007];t foi o primeiro a salientar o efeito transversal, no qual pressao
aplicada em uma diregao perpendicular a um eixo elétrico também geraria polarizagao nesse
eixo. Voigt [1890 apud Katzir, 2007|° sugeriu a primeira teoria que representava os com-
portamentos piezelétrico e pirelétrico para todos os tipos de cristais. Essa teoria englobava
os fenémenos elétricos devido a tensao mecénica e mudanca de temperatura. Essas teo-
rias pioneiras sao as bases das formulagoes modernas aplicadas para a caracterizagao do
comportamento de materiais piezelétricos.

A primeira grande aplicacao de materiais piezelétricos ocorreu durante a Primeira
Guerra Mundial. Langevin [1921 apud Holnicki-Szulc e Rodellar, 1999]¥ construiu um detec-
tor submarino ultrassonico formado por um mosaico de cristais de quartzo finos colado entre
duas placas de aco. O dispositivo era utilizado para transmitir um sinal em alta frequéncia
na agua e medir a profundidade cronometrando o tempo de retorno do sinal. Apds o seu
uso bem sucedido em transdutores de sonares, e entre as duas guerras mundiais, cristais
piezelétricos foram empregados em diversas aplicacoes. Nesse periodo, foram desenvolvi-
das e comercializadas aplicagoes classicas, tais como microfones, acelerdbmetros, transdutores
ultrassonicos, entre outras.

Durante a Segunda Guerra Mundial, pesquisas significativas foram realizadas nos
Estados Unidos e em outros paises, como o Japao e a Uniao Soviética. Esses trabalhos
tinham como objetivo o desenvolvimento de materiais com altas constantes dielétricas para
a construcao de capacitores. A descoberta de ceramicas piezelétricas foi uma consequéncia
desses trabalhos, assim como o desenvolvimento de métodos para a producao em grande
escala desses materiais. Gray, 1949, descobriu que materiais ferrelétricos, como o Titanato
de Bario, poderiam ser utilizados como materiais piezelétricos se submetidos a um campo

elétrico suficientemente elevado. No inicio dos anos 50, Jaffe [1955 apud Uchino, 2010]!

*W. G. Hankel, “Uber die Aktino- und Piezoelektrischen Eigenschaften des Bergkrystalles und ihre Bezi-
ehung zu den Thermoelektrischen,” Leipzig Abhandlungen, 12 (1881): 459-547, on p. 542-3.

SW.Voigt, “Allgemeine Theorie der piézo- und pyroelectrischen Erscheinungen an Krystallen,"Gottingen
Abhandlungen, 36 (1890), pp. 1-99.

TP. Langevin, “Improvements relating to the emission and reception of submarine waves”, British Patent

No. 145 691, 1921.
IH. Jaffe, US Patent No. 2,708,244, May, 1955.
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descobriu o efeito piezelétrico no Titanato Zirconato de Chumbo (PZT), um dos materiais
mais utilizados. Kawai, 1969, descobriu que materiais poliméricos também podem apresen-
tar propriedades piezelétricas. Dessa forma, a possibilidade de construir novos dispositivos
piezelétricos, adequando um material para uma aplicacao especifica, resultou em uma série
de desenvolvimentos, como: sonares potentes, sistemas de igni¢ao piezelétricos, hidrofones,

entre outros [Moheimani e Fleming, 2006].

2.2 Ceramicas piezelétricas

Uma ceramica piezelétrica é uma massa de cristais, na qual cada cristal é composto
por um pequeno ion metalico tetravalente colocado dentro de uma rede de fons metalicos
bivalentes e de oxigénio, como mostrado na Figura 2.1. Para preparar uma ceramica pieze-
léctrica, os pos finos dos 6xidos metélicos sao misturados em proporcoes especificas. Esta
mistura é aquecida para formar um p6 uniforme e em seguida combinada com um aglutinante
organico. Elementos sao formados (discos, barras, placas, etc.) e, em seguida, aquecidos por
um tempo especifico, e sob uma temperatura pré-determinada. Como resultado deste pro-

cesso, forma-se uma estrutura cristalina densa.

@®rb
O 02
® Ti Zr,

Figura 2.1 — Estrutura cristalina de uma ceramica piezelétrica antes e depois da

polarizacao (Fonte: Moheimani e Fleming, 2006).

Acima de uma temperatura critica, conhecida como a "temperatura de Curie", cada
cristal no elemento de ceramica aquecido exibe uma simetria ctibica simples sem momento de
dipolo. No entanto, abaixo da temperatura de Curie, cada cristal tem simetria tetragonal e,
associado a isso, um momento de dipolo. Dipolos adjacentes formam regioes de alinhamento
local chamadas de "dominios". Esse alinhamento gera um momento de dipolo para o dominio

e, portanto, uma polariza¢ao em rede. Como representado na Figura 2.2(a), a diregao de
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polarizacao entre dominios vizinhos é aleatéria. Consequentemente, a cerdmica nao tem

polarizacao macro.
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Figura 2.2 — Processo de polarizagao: (a) Antes de polarizagao; (b) Durante aplicacao de

um campo elétrico; (¢) Apds o campo elétrico ser removido (Fonte: Moheimani e Fleming,

2006).

Os dominios em um elemento ceramico sao alinhados através de um processo co-
nhecido como polarizacao, que ocorre usualmente logo abaixo da temperatura de Curie.
Esse alinhamento ocorre devido & exposicao da ceramica a um forte campo elétrico continuo
(DC) como apresentado na Figura 2.2 (b). Ap6s a polarizagao, o elemento ceramico dilata-se
devido a expansao de dominios que estao proximos do alinhamento com o campo. Com a
remocao do campo elétrico, a maioria dos dipolos fica presa em uma configuragao proxima ao
alinhamento. Dessa forma, o elemento ceramico apresenta uma polarizacao permanente, ou
remanescente e um alongamento permanente, como apresentado na Figura 2.2 (c¢). Contudo,
o aumento no comprimento do elemento é muito pequeno, normalmente dentro da faixa de
micrometros.

O comportamento de uma ceramica piezelétrica polarizada é apresentado na Figura
2.3. Compressao ao longo da direcao de polarizagao gera diferenca de potencial elétrico com
mesma polaridade da tensao de polarizagao (Figura 2.3 (b)). Tragdo ao longo da direc¢ao
de polarizagao gera diferenca de potencial elétrico com polaridade oposta a da tensao de
polarizagao (Figura 2.3 (c)). Para os casos citados acima, ocorre o efeito direto no qual
energia mecanica ¢ convertida em elétrica. Essa é a base que permite que os materiais

piezeléctricos sejam utilizados como sensores. Se diferenga de potencial elétrico com mesma
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direcdo de
polarizagdo
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Figura 2.3 — Reagao de uma ceramica piezelétrica polarizada submetida a um estimulo

(Fonte: Moheimani e Fleming, 2006).

polaridade da tensao de polarizacao é aplicada na direcao de polarizagao, o elemento ira
alongar e seu didmetro sera reduzido (Figura 2.3 (d)). Se uma diferenca de potencial elétrico
de polaridade oposta & da tensao de polarizacao é aplicada, o elemento ird tornar-se mais
curto e mais largo (Figura 2.3 (e)). Para esses ultimos casos, ocorre o efeito inverso no
qual energia elétrica é convertida em mecanica. Quando opera dessa forma, a ceramica

piezelétrica é utilizada como um atuador [Moheimani e Fleming, 2006].

2.3 Equagoes constitutivas piezelétricas

Nesta secao, as equagoes que descrevem as propriedades eletromecénicas de mate-
riais piezelétricos sao apresentadas no padrao IEEE |[Meitzler et al., 1988|. O padrao IEEE
assume que materiais piezelétricos apresentam comportamento linear, o que é valido para
baixos niveis de tensao mecénica e de campos elétricos. Contudo, quando submetidos a
elevados niveis de tensao ou fortes campos elétricos, transdutores piezelétricos apresentam
nao-linearidade do tipo histerese e despolarizagao. As equagoes constitutivas piezelétricas
sao obtidas partindo do pressuposto de que a deformacao total em um transdutor é soma
da deformacgao mecanica induzida por tensao mecéanica e a deformagao controlavel devido a
aplicacdo de um potencial elétrico [Moheimani e Fleming, 2006].

A densidade de entalpia elétrica é definida como
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onde U ¢é a densidade de energia armazenada, F; é o vetor de campo elétrico e D; é o vetor
de deslocamento elétrico [Tiersten, 1967; Mason, 1950]. A conservacao da energia para um

meio continuo piezelétrico linear resulta em

onde T;; é o tensor de tensao mecénica e S;; ¢ o tensor de deformacdo mecanica [Tiersten,
1967|. Derivando a Equacao 2.1 com respeito ao tempo e introduzindo a definigao apresen-

tada na Equacao 2.2, obtém-se

H =T, — D;E;. (2.3)

Isso indica que H = H(S;;, E;), ou seja, a deformacdo mecéanica e o campo elétrico sao
variaveis independentes. Portanto, assume-se que a densidade de entalpia elétrica tenha a

forma

1 1
H = §cfjleijSkl — ekijEkSij — §€$E2EJ (24)

onde cZEjkl, Cikl € ef’; sao os tensores de constantes elasticas, piezelétricas e dielétricas, res-
pectivamente |[Tiersten, 1967]. Além disso, os indices superiores E e S denotam que as
medidas devem ser tomadas, respectivamente, sob condi¢ao de campo elétrico ou deforma-
¢ao constante. As derivadas parciais de ‘H com respeito as variaveis independentes resultam

€1

OH
Ti = 5. = xSk — enij B, (2.5)
ij
OH
D; = 9B €Sk + Eijj- (2.6)

As equagOes acima descrevem o acoplamento eletromecanico para um material pi-
ezelétrico linear. As simetrias dos tensores mecénicos possibilitam reescrever as equagoes
constitutivas de forma compactada. Dessa forma, substituindo os indices 77 ou kl por p ou

q, tem-se
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Tp = CpE;JSq — €kak, (27)
Di = eiqu + EZ'S;CE]C (28)

onde 17, 7, k,l podem assumir valores 1,2,3 e p,q podem assumir valores 1,2,3,4,5,6, de
acordo com a notacao adotada.

As equagoes constitutivas podem ser simplificadas considerando carregamento uni-
axial e a presenca de apenas um par de eletrodos para medir ou gerar um campo elétrico
externo. Dessa forma, pode-se considerar a possibilidade de existéncia de dois efeitos: lon-
gitudinal e transverso. O efeito longitudinal, usualmente chamado de modo d33, é aquele
no qual tanto a deformacgao mecéanica quanto o campo elétrico ocorrem na mesma dire¢ao
que o material foi polarizado. Por sua vez, no efeito transverso, chamado de modo d31, a
deformagao ocorre em uma direc¢ao diferente daquela onde o campo elétrico é medido/gerado

e que o material foi polarizado [Santos, 2008|.
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3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA PIEZELETRICIDADE

Este capitulo trata do modelo de elementos finitos com acoplamento piezelétrico
utilizado para a resolucao do problema de posicionamento 6timo de atuadores em uma
estrutura flexivel. Inicialmente, o principio variacional de Hamilton estendido para um
meio continuo piezelétrico é apresentado. A seguir, esse principio variacional é escrito em
termos de aproximagoes para o campo de deslocamentos e o potencial elétrico. As fungoes de
interpolagao para o elemento nao-conforme utilizado neste trabalho sao apresentadas assim
como a condensacgao estatica para eliminacao dos deslocamentos generalizados. Por fim, o
problema modal é descrito para estruturas configuradas em curto-circuito ou em circuito

aberto.

3.1 Principio variacional para piezeletricidade linear

As equagoes constitutivas, apresentadas no capitulo anterior, relacionam quantida-
des mecéanicas e elétricas em um meio piezelétrico e sao as bases para a definicao do modelo

de elementos finitos [Lerch, 1990|. Em notac¢ao matricial, essa rela¢ao pode ser escrita como

T = [c”]S — [e]'E, (3.1)
D = [e]S + [¢’]E, (3.2)

onde T é o vetor de tensoes mecénicas, D é o vetor deslocamento elétrico, S é o vetor de
deformactes mecanicas e E é o vetor campo elétrico. As matrizes [c”], [€°] e [e] sdo, respec-
tivamente, as matrizes de constantes elasticas, dielétricas e de acoplamento piezelétrico.

O campo elétrico E é relacionado com o potencial elétrico ¢ e a deformacgao mecéanica

S ¢ relacionada com o deslocamento mecanico u através das seguintes equagoes:

onde V é o operador gradiente e D é o operador de derivagao, definido como
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[ 9/0x 0 0
0 9/oy 0
0 0 0/0z
0 09/0z 0/0y
d/0z 0  0/0x
I d/0y 0/ox 0

O comportamento elastico de um meio piezelétrico é governado pela Lei de Newton

0*u

(3.6)

onde div(e) é o operador divergente e p é a densidade do material. Além disso, o compor-
tamento elétrico é descrito pela equagao de Maxwell considerando que o meio piezelétrico é

isolante

div(D) = 0. (3.7)

As Equagoes 3.1 a 3.7 formam um conjunto completo de equagoes diferenciais que
podem ser resolvidas com condigoes de contorno (mecanicas e elétricas) apropriadas. Uma
descricao equivalente desse problema de valor de contorno ¢é o principio variacional de Ha-

milton estendido para um meio continuo piezelétrico

ty ty
5/ L dt +/ OW dt =0, (3.8)
to

to
onde o operador  denota variagao de primeira ordem, ¢, e ¢y definem o intervalo de tempo, £
¢ o Lagrangiano e W é o trabalho virtual das forgas externas (mecanicas e elétricas) |Lerch,
1990; Tiersten, 1967]. O termo Lagrangiano é determinado pelas energias disponiveis no

meio piezelétrico [Lerch, 1990], entao

L= /Q(/c — ) dO. (3.9)

Dessa forma, esse termo é definido como a diferenca entre a energia cinética K e a entalpia
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elétrica H, ao invés da diferenga entre energia cinética e interna como em elasticidade pura
[Tiersten, 1967].

A primeira variagao da densidade de energia cinética é dada por

1
6K = §p(51'1T1'1, (3.10)

onde p é a massa especifica e u é o vetor campo de velocidades. Integrando-se por partes a

Equagao 3.10, sobre o intervalo de tempo de ty a t¢, obtém-se

ty ty ty
/ SK dt = pdua| — / psutii dt. (3.11)
to to

to

Entretanto, a variagdo du deve ser nula em ¢t =ty e t = t; [Tiersten, 1967]. Dessa forma,

o primeiro termo da integracao por partes serd nulo e a variacao da densidade de energia
cinética pode ser reescrita como

SK = —poutii (3.12)

A densidade de entalpia elétrica, definida no capitulo anterior, pode ser reescrita da

seguinte forma
Lot T
Hzé[S T — E D]. (3.13)

Dessa forma, a primeira variagao da densidade de entalpia elétrica é dada por [Piefort, 2001]:

dH = S" ([c”]S — [e"]E) — 6E" ([e]S + [€°]E) . (3.14)

O termo referente ao trabalho virtual das forgas externas para o problema, no qual
as condigoes de contorno essenciais sao o campo de deslocamento prescrito em I's; (u = 1) e

o potencial elétrico em I'y (¢ = @), é dado por

W = / su'fo dQ+ [ sufr dl' — | 6¢Cp dT + sufp — Spqp, (3.15)
Q

F1 FQ
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onde f sao as forgas de corpo, fr sao as forgas de superficie sobre I'y, - é a carga elétrica
sobre I'y, fp sao as forgas pontuais e qp sao as cargas elétricas pontuais.

As Equacoes 3.10 e 3.14 definem a variacao de primeira ordem do Lagrangiano.
Substituindo essas equagoes e o trabalho virtual (Equagao 3.15) no principio variacional de

Hamilton, apresentado na Equacgao 3.8, obtém-se

/ (—pou™it — 08" [c”]S + 5S"[e] 'E + JE" [e]S + JE" [€°]E + su'fy) dQ +

0 (3.16)

+ / su'fr dl' — / §¢Cr dl' + su™fp — Spqp = 0.
Fl FQ

3.2 Modelo de elementos finitos com acoplamento piezelétrico

O campo de deslocamentos e os potenciais elétricos podem ser aproximados como

u=N,u", (3.17)

¢ = Nyo", (3.18)

onde N, e Ny sao matrizes contendo as fungoes de interpolagao com suporte compacto;
u”" e ¢" sao os deslocamentos e potenciais elétricos nodais. Consequentemente, é possivel

reescrever as relacoes das Equagoes 3.3 e 3.4 da seguinte forma

S = DN,u" = B,u", (3.19)
E = —VN,¢" = —B,¢", (3.20)

onde B, e By sao as matrizes de derivadas das fungoes de interpolacao. Dessa forma, ¢ pos-
sivel reescrever o principio variacional (Equagao 3.16) em termos das fungoes de interpolagao

e suas derivadas, assim

su"t / pNIN, dQ d" + ou"* / Bl [c¥|B, dQ u™ + ju"" / B/![e]" B, dQ ¢" +
Q Q Q

+og"t / B)[e]B, d u" — §¢"" / B,[€°|B; dQ ¢" — du™" / N,fo d2 + (3.21)
Q Q @
—gurT / NTf dT' + 6" / NS¢ dl — 6u" "Ny fp + 66" "N qp = 0.

Iy I’y



18

Essa equacao deve ser satisfeita para qualquer escolha de du”™ e d¢" que respeite as condicoes
de contorno essenciais do problema. Portanto, isolando os termos referentes a cada variagao
(de deslocamentos e de potenciais elétricos) e utilizando as escolhas naturais para essas

variacoes, a Equacao 3.21 pode ser reescrita de forma matricial como

M, 0" + K,u" + K, 0" =f", (3.22)
K3¢u" + K0 = q", (3.23)

onde M,,, ¢ a matriz de massa; K,,,, K4 ¢ K44 sao as matrizes de rigidez, de acoplamento
piezelétrico e de capacitancia dielétrica, respectivamente. As forcas mecéanicas externas f* e

cargas elétricas aplicadas q" sao dadas por

" = / NIfo dQ + | NIfp dl' + N1 fp, (3.24)
Q

I
n __ T T
'
O principio de Hamilton deve ser verificado para toda a estrutura por meio de
equacoes em termos de matrizes globais, obtidas através da superposicao das matrizes dos

elementos:

M¢, = / pNIN, df, (3.26)
K¢, = /Q Bl[c¥IB, d9, (3.27)
o= / B![e]"B, dQ, (3.28)
K;, = —/ B;[e°]B, dS. (3.29)
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3.3 Problemas acoplados

No problema com acoplamento piezelétrico abordado neste trabalho, a magnitude
dos graus de liberdade mecéanicos e elétricos sao muito distintas. Além disso, ocorre um pro-
blema de mal condicionamento da matriz acoplada devido a diferenca da ordem de grandeza
dos tensores constitutivos. O escalonamento da unidade basica de for¢a é um procedimento
que pode ser adotado para eliminar o problema de condicionamento [Qi et al., 1997]. Para

isso, utiliza-se um multiplo da unidade de forca, como

IN =1 10PN, (3.30)
onde p é um numero inteiro positivo que depende da magnitude dos tensores constitutivos
envolvidos. Dessa forma, o tensor constitutivo [c”] passa a ter magnitude

[e®] = 1077[c”]. (3.31)

De forma anéloga, o tensor de capacitancia dielétrica [eS | passa a ter magnitude

[€°] = 107[€”]. (3.32)
Como consequéncia, os graus de liberdade elétricos passam a ter magnitude

¢ =10""9, (3.33)

que sdo mais proximas as magnitudes dos graus de liberdade mecanicos [Cardoso, 2005].

3.4 Elemento nao-conforme de Taylor

Neste trabalho, o modelo de elementos finitos com acoplamento piezelétrico foi im-
plementado para um elemento finito sélido de 8 n6s com modos incompativeis. Esse elemento
apresenta modos quadraticos de deslocamento que produzem um melhor resultado para com-
portamento de flexao do que o elemento isoparamétrico. As funcgoes de interpolacao para

um elemento isoparamétrico em termos das coordenadas naturais sao
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Ni(&1,82,83) = %(1 + &) (14 &2i&2) (1 + &3i&3),  1=1,2,...,8, (3.34)

onde &y;, &o; € &3 sa0 as coordenadas do i-ésimo elemento no espago &€ (dominio do elemento)

[Hughes, 1987]. As fungoes de interpolagao referentes ao modos quadraticos sao

N9(§17§2a§3) =1- 5%7
N10(51, 5%53) =1- 5227 (3-35)

Nii(&1,6,8)=1— €.

Nao existem nos associados aos modos adicionais. Os deslocamentos referentes a es-
ses modos sao chamados de generalizados, e podem ser considerados como graus de liberdade
internos do elemento. Os modos incompativeis resultam em deslocamentos descontinuos en-
tre n6s. Como os deslocamentos generalizados sao independentes para cada elemento, eles
podem ser eliminados através de condensacao estéatica. Para isso, a matriz de rigidez do

elemento pode ser considerada como

Ku Kq
K¢ = o (3.36)
Kad Kaa
onde Ky ¢ a matriz de rigidez usual para o elemento isoparamétrico, Ky, = KaTd é uma

matriz retangular, e K,, ¢ uma matriz quadrada com termos referentes a rigidez generalizada

[Wilson et al., 1973; Hughes, 1987]. A matriz de rigidez condensada K¢ é obtida por:

K¢ = Ky — Ki K K. (3.37)

Embora essa formulagao induza significativa melhora nos resultados para casos com
flexao, quando o elemento toma a forma de um cubo arbitrario ocorre um comportamento
erratico. Dessa forma, os modos quadraticos devem ser modificados para corrigir essa defi-
ciéncia. Para isso, as derivadas das fungoes de interpolacao referentes aos modos adicionais

devem ser calculadas em & = & = & = 0. Com essa modificagao, o elemento satisfaz o teste
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para configuragoes arbitrarias |[Taylor et al., 1976]. Analise de estabilidade e convergéncia
para esse tipo de elemento que incorpora um campo de deformacao enriquecido foi realizada
através de formulagao variacional [Reddy e Simo, 1995] e resultados numéricos comprovam

uma menor estimativa de erro [Arunakirinathar e Reddy, 1995].

3.5 Analise modal

Existem duas configuragoes possiveis para um conjunto de eletrodos (na face ater-
rada e na face potencial) em uma estrutura: curto circuito e circuito aberto. Na configuracao
em circuito aberto os eletrodos estao desconectados. Dessa forma, a diferenca de potencial
entre os eletrodos depende da dindmica da estrutura [Becker et al., 2006]. Quando subme-
jot

tido & uma excitacao harmoénica com u = e’ e ¢ = ¢ e’*", o sistema apresentado nas

Equagoes 3.22 e 3.23, escrito em termos das matrizes globais, torna-se

2
Kuu —w Muu Ku¢ Uo ejwt _ f0

e, (3.38)
T
K. Ky o qo

Considerando vibragoes livres, a Equagao 3.38 resulta no problema de autovalores generali-

zado

a

(Kuu — KK, Koy — wiM,y,,) 9, = 0, (3.39)

onde v, é o autovetor e w, € a frequéncia modal para a configuracao em circuito aberto. Para
configuracao em curto-circuito, assumindo ¢, = 0, o problema de autovalores generalizado

é dado por

(Kyu — w2M,,) ¥, = 0, (3.40)

onde 1, é o autovetor e w, é a frequéncia modal para a configuragao em curto-circuito [Lim,

2003].



22

4. CONTROLE ATIVO DE ESTRUTURAS

Vibragoes podem gerar diversos problemas em uma estrutura como, por exemplo,
fadiga estrutural, transmissao de vibracoes para outros sistemas, ruidos, entre outros. Os
métodos para controle de vibragoes estruturais podem ser divididos, de forma simplificada,
em trés grupos: passivos, semi-ativos e ativos. Um sistema de controle passivo nao requer
energia externa e informacgoes do sistema. Usualmente, sao empregados componentes sim-
ples como, por exemplo, cabos e amortecedores para absor¢ao de uma parcela da energia
de vibragao. Em sistemas semi-ativos, apenas informacoes do sistema sao utilizadas para
orientar modificacoes de certas propriedades da estrutura como rigidez e amortecimento. O
controle ativo, em geral, consiste na utilizacao de sensores e atuadores para minimizar vibra-
¢oes indesejadas na estrutura e se adaptar a certas condi¢oes de excitacao externa. [Santos,
2008; Silveira, 2012].

Neste capitulo, os modelos estruturais de segunda ordem sao apresentados para um
sistema de controle com determinado nimero de entradas e saidas. Essa teoria é utilizada
para escrever o problema estrutural em representacao em espaco de estados e, posteriormente,

definir algumas medidas de controlabilidade e observabilidade para um determinado sistema.

4.1 Modelos estruturais de segunda ordem

Nesta secao, serao discutidos os modelos representados por equagoes diferenciais
lineares de segunda ordem, usualmente utilizados para analise dindmica de estruturas. Tipi-
camente, os modelos de segunda ordem sao representados em coordenadas nodais ou modais

|Gawronski, 2004].

4.1.1 Modelos nodais

Os modelos nodais sao definidos em termos de deslocamentos, velocidades e acele-
ragoes nodais. Esses modelos sao caracterizados pelas matrizes de massa, amortecimento e
rigidez, além da posicao dos sensores e atuadores. Considerando um sistema com ny4 graus
de liberdade, s entradas e r saidas, uma estrutura flexivel em coordenadas nodais pode ser

representada pelas seguintes equagoes diferenciais matriciais [Gawronski, 2004]:
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Mii + Du + Ku = B,u", (4.1)

Yy = Covt + Coqu. (42)

Nessas equagoes, u, 1 e 1 sao os vetores ng-dimensionais de deslocamentos, velocidades e
aceleracoes nodais, respectivamente; M, D e K sao, respectivamente, as matrizes de massa,
amortecimento e rigidez com dimensoes ng X ng; u® é o vetor s-dimensional de entradas; y é
o vetor r-dimensional de saidas; B, é a matriz de entradas com dimensao ng x s; C,, € Cyoq
sao as matrizes de saidas em velocidades e deslocamentos, respectivamente, com dimensoes

r X ng.

4.1.2 Modelos modais
Modelos modais sao definidos em coordenadas modais, que sao frequentemente uti-
lizadas em analises de estruturas complexas modeladas por elementos finitos visando reduzir
a ordem do sistema de equagoes |Gawronski, 2004|. Considerando vibragoes livres de uma
estrutura sem amortecimento, a equacao de movimento pode ser escrita como
Mi + Ku = 0. (4.3)
A solucdo da equacdo 4.3 é u = e, Substituindo essa solucdo e sua segunda derivada na
equacao de movimento, obtém-se
(K — w* M)t = 0. (4.4)

Dessa forma, para esse conjunto de equacoes homogéneas existira solu¢ao nao-trivial se

det(K — w’M) = 0. (4.5)

Essa condicao seré satisfeita para um conjunto de n valores de frequéncias naturais w;, sendo

i=1,2,...nen <nyg. Entao, define-se a matriz de frequéncias naturais como
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0% 0 0
0 w9 0

Q= , (4.6)
0O O Wn

e a matriz modal com os correspondentes vetores {11, Vs, ..., ¥, }, que satisfazem o sistema

de equagoes homogéneas, na forma

wll ,QZ}21 s ,lvbnl

V=1 ¢ ... ¥, | = iﬁ:lz ¢222 w?ﬂ (4.7)

| q/)lnd ¢2nd s 77/}7md ]

A matriz modal tem a propriedade de diagonalizar as matrizes de massa e de rigidez. A partir
dessas transformagoes sao obtidas equagoes desacopladas através das matrizes de massa e
de rigidez modais. Realizando a mesma operagao com a matriz de amortecimento, obtém-se
a matriz de amortecimento modal que pode ou nao ser diagonal |Gawronski, 2004].

Para escrever um modelo em termos de coordenadas modais, uma varidvel chamada

de deslocamento modal é definida da seguinte forma

u=Un. (4.8)

Assim, a equacao de movimento em termos dessa nova variavel é obtida substituindo essa
relacao nas Equacgoes 4.1 e 4.2. Em seguida, cada termo da Equagao 4.1 é pré-multiplicado

por T resultando em

UIMEH + DOy + VTK¥y = ¥'B,u’, (4.9)
y = COV‘IV';' + Cod‘]?n' (410)

Assumindo amortecimento proporcional, a Equacao 4.9 pode ser reescrita da se-

guinte forma
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M7 + Dun + Kun = 1B u’, (4.11)

onde as matrizes de massa, rigidez e amortecimento modais sao dadas, respectivamente, por

M, = ¥'"M¥, K, =9"'K¥ D,=9"DV. (4.12)

Para a obten¢ao de um sistema normalizado pela massa, pré-multiplicando a Equa-

cdo 4.11 por M_', tem-se

H+M_'Dyn+M_'K,n=M_"'"9"B,u". (4.13)

Introduzindo uma notagao mais simples, as equagoes de movimento e de saida do

sistema podem ser reescritas como |Gawronski, 2004]:

7+ 2ZQn7 + Q°n = Bu’, (4.14)

Yy = Cmv”;’ + Cmdnu (415)

onde (2 e Z sao, respectivamente, as matrizes diagonais de frequéncias naturais e de amor-
tecimento. Além disso, nessa notacao, foram introduzidas as matrizes de entradas e saidas

modais

B, =M_'¥"B,, C. =Cu¥, Cuq=Cy,VP. (4.16)

4.1.3 Modelos modais através de representacao em espago de estados

Para a realizacao de anélises dindmicas e de controle, torna-se conveniente repre-
sentar as equagoes de movimento da estrutura na forma de espaco de estados. Um sistema

linear invariante no tempo de dimensoes finitas é descrito pelas equagoes

x = Ax + Bu°, (4.17)

y = Cx, (4.18)
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onde o vetor N-dimensional x é o vetor de estado, o vetor s-dimensional u® é a entrada
do sistema, e o vetor r-dimensional y é a saida do sistema. Além disso, A, B e C sao
respectivamente as matrizes do sistema, de entrada e de saida |Gawronski, 2004].

Essa representacao depende da escolha do vetor de estado. O modelo mais popu-
lar, com abordagem mais simples e interpretacao fisica direta, é definido em termos dos

deslocamentos e velocidades modais [Gawronski, 2004, da seguinte forma

X = =9 . (- (4.19)

Entao, as Equacoes 4.14 e 4.15 podem ser representadas pelo conjunto de equagoes de pri-

meira ordem

).(1 = Xo, (420)
%, = —Q%x; — 2Z9x%, + BLq, (4.21)
Yy = Cva2 + Cmdxl. (422)

Esse sistema é equivalente ao conjunto de equacgoes no espaco de estado apresentado nas

Equagoes 4.17 e 4.18, com parametros de estado dados por

0 I 0
—-Q? 270 B,

A_:

4.2 Controlabilidade e observabilidade

Uma estrutura é considerada controlavel se os atuadores instalados excitam todos os
seus modos estruturais. De forma anéloga, uma estrutura é observavel se os sensores instala-
dos detectam os movimentos de todos os seus modos estruturais [Gawronski, 2004|. Existem
diversos critérios para determinar a controlabilidade e observabilidade de um sistema. Nesta
secao, serao apresentadas as formas mais usuais de realizar essa anélise: através das matrizes

e dos Gramianos de controlabilidade e observabilidade.
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4.2.1 Matrizes de controlabilidade e observabilidade

A controlabilidade, como uma medida de interacao entre a entrada e os estados
de um sistema, envolve as matrizes do sistema A e de entrada B. Um sistema linear sera
controlavel em ¢, se existir uma entrada u(t) continua por partes, com ¢ € [ty, f], que consiga
transferir o sistema de um estado inicial x(¢y) para x(ty) = 0, em um tempo finito t; > ¢;. O
sistema sera completamente controlavel se essa condigao for satisfeita para qualquer momento
inicial ¢y e qualquer estado inicial x(¢). Para a observabilidade, como medida de interacao
entre os estados de um sistema e a saida, as matrizes envolvidas sao as matrizes do sistema
A e de saida C. De forma anédloga, um sistema linear sera observéavel em ¢, se o estado x(ty)
pode ser determinado pela saida y(¢) em um tempo finito ¢ € [to, ¢;]. Consequentemente, esse
sistema serd completamente observavel se essa condicao for satisfeita para qualquer estado
inicial [Gawronski, 2004]. Uma forma de determinar essas condi¢oes é através das matrizes
de controlabilidade e de observabilidade. Para um sistema linear com N estados, s entradas

e r saidas, a matriz de controlabilidade é

C=[B AB A’B ... AY'B], (4.24)

e a matriz de observabilidade é dada por

O=[C CA CA? ... CAM']". (4.25)

Esse sistema é considerado complemente controlavel e observavel se as matrizes C e O apre-
sentarem posto N |Gawronski, 2004].

A aplicagao desse critério pode se tornar inviavel para sistemas com muitos estados
devido as dimensoes das matrizes C e O. Além disso, esse critério é puramente binario: o

sistema é completamente controlavel/observével ou nao.

4.2.2 Gramianos de controlabilidade e observabilidade

Um critério alternativo para determinar a controlabilidade e/ou observabilidade de
um sistema ¢é através da analise dos Gramianos. Os Gramianos sao matrizes nao-negativas

que expressam as propriedades de controlabilidade e observabilidade de forma qualitativa.
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Além disso, essa abordagem nao apresenta as dificuldades numeéricas encontradas na analise
da segao anterior |Gawronski, 2004].

Se um determinado sistema é assintoticamente estavel (se todos os polos de A apre-
sentam parte real negativa), a resposta do sistema é limitada e a matriz de covariancia para
o estado estacionario é finita. Dessa forma, considerando o sistema linear apresentado nas
Equagoes 4.17 e 4.18, e a resposta do sistema para um conjunto de ruidos brancos inde-
pendentes com intensidades unitirias, o Gramiano de controlabilidade pode ser definido da

seguinte forma

t
W, (t) = / A"BBT AT dr (4.26)
0

De forma anéloga, o Gramiano de observabilidade é dado por

t
W,(t) = / ATCTCA dr. (4.27)

0
De forma mais conveniente, os Gramianos podem ser determinados através das se-

guintes equagoes diferenciais [Preumont, 1997|:

W, =AW, + W.A" + BB", (4.28)

W, =A"™W,+ W,A +CTC, (4.29)

onde as soluc¢oes sao matrizes variaveis no tempo. Entretanto, considerando a solugao para o
caso estacionério, a equacao diferencial 4.28 pode ser substituida por uma equagao algébrica

[Preumont, 1997|. Para isso, assumindo W, = 0, obtém-se a seguinte equagao de Lyapunov

AW, + W A" + BB" =0, (4.30)

O sistema é considerado controlavel se todos os estados do sistema podem ser excitados pelos
atuadores. Essa condicao é satisfeita se, e somente se, o Gramiano de controlabilidade for

positivo definido |Gawronski, 2004; Preumont, 1997].
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5. METODO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste capitulo, os conceitos basicos do método de otimizacao topologica sao apre-
sentados. No inicio do capitulo, faz-se uma breve descricao e definicao do problema de
otimizacao. Apos, esse problema é definido na forma padrao de uma programacao linear
(LP) e alguns métodos de solugao sdo brevemente descritos. Por fim, conceitos teoricos de
otimizacao topoldgica sao apresentados, assim como instabilidades numéricas inerentes a esse

método.

5.1 Conceitos basicos

Em um problema de otimizagao, busca-se extremizar (minimizar ou maximizar) uma
determinada funcao, chamada de funcao objetivo, que depende das variaveis de projeto.
Essas variaveis sao os parametros do problema que podem ser alterados durante o processo
de otimizagao. Geralmente, um problema de otimizagao esta sujeito a restricoes que podem
ser impostas devido a diversos fatores, como: leis da fisica, requisitos legais, limitacoes
orcamentarias, etc. A formulacao de um problema de otimizacao é uma etapa fundamental
no processo de otimizagao e consiste em escrever de forma matematica o problema real
[Arora, 2004].

Normalmente, a formulacao de um problema de otimizacao é realizada a partir da
escolha da fungao objetivo que deve quantificar o que se deseja otimizar. Essa funcao objetivo
pode ser classificada de acordo nimero de fungoes adotadas na formulagao. A funcao objetivo
é considerada simples quando se deseja extremizar uma tnica fungao f(x). Quando se deseja
extremizar mais de uma fungao, F(x) = [f1(x), f2(x), ..., f,(x)], a fungao objetivo é chamada
de multiobjetivo. A utilizagdo de multiplas fungoes objetivo é usualmente evitada visto que
podem implicar em complicagoes no processo de otimizacao. Em problemas de otimizacao
estrutural, pode-se adotar como funcao objetivo pardmetros como: peso, deslocamento,
tensao mecanica, frequéncias de vibragao, cargas de flambagem, custo, entre outros [Haftka
e Gurdal, 1992; Arora, 2004].

As variaveis de projeto podem ser classificadas em variaveis inteiras ou continuas.
As variaveis inteiras podem assumir somente valores pré-definidos. Geralmente, a utilizacao

desse tipo de variaveis ocorre quando existe uma limitagao como, por exemplo, de confi-
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guragoes disponiveis no mercado. Em contrapartida, as variaveis continuas podem assumir

qualquer valor em um determinado intervalo [Haftka e Gurdal, 1992].

5.2 Programacgao mateméatica

A programacao matemaética busca a extremizacao de uma funcao f definida em um
espaco n-dimensional de projeto R™ e limitada por um conjunto S no espaco de projeto. O
conjunto S pode ser definido por restrigoes de igualdade ou de desigualdade. Além disso,
essas restricoes podem assumir a forma linear ou nao-linear. A func¢ao f, juntamente com
o conjunto S, é definida como um problema de programacao matemaética. KEsse tipo de
problema pode ser classificado de acordo com a natureza e a forma das variaveis de projeto,

restrigoes e funcao objetivo [Haftka e Gurdal, 1992|, como por exemplo:

Programagao Linear (LP): fungao objetivo e restri¢oes lineares;

Programagao Quadratica (QP): fun¢ao objetivo quadréatica e restrigoes lineares;

Programagao Nao-Linear (NLP): funcdo objetivo e/ou restrigdes nao-lineares;

Programagao Inteira (IP): busca da solugao 6tima dentro de um conjunto de valores

discretos.

Neste trabalho, o problema de otimizacao é resolvido através de programagao linear
sequencial (SLP). Dessa forma, o problema é abordado como uma sequéncia de programagoes
lineares. Conceitos relacionados a essa abordagem e métodos de resolucao serao apresentados

nessa segao.

5.2.1 Programacgao linear (LP)

O termo programacao linear descreve uma classe particular de problemas de extre-
mizacao nos quais a fungao objetivo e as restrigoes sao fungoes que dependem linearmente

das variaveis de projeto. Uma programacao linear na forma padrao é dada por

mxin f(x) =c'x, (5.1)
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h(x) = Ax—b =0,
sujeito a (5.2)
x >0,

onde x é o vetor de variaveis de projeto com dimensao n x 1, ¢ € um vetor com dimensao n x 1,
A é uma matriz com dimensao m X n, e b é um vetor com dimensao m x 1; sendo n o nimero
de variaveis de projeto e m o nimero de restrigoes do problema. Qualquer programacao linear
que inclua restrigcoes de desigualdade pode ser posta na forma padrao através da inclusao de
variaveis de folga [Haftka e Gurdal, 1992|. Além disso, o problema primal de minimizacao de
uma fungao linear para um conjunto de restri¢oes lineares é equivalente ao problema dual de
maximizacao de outra func¢ao linear para um outro conjunto de restricoes lineares. Tanto a
fungao objetivo como as restricoes do problema dual sao obtidos a partir da fun¢ao objetivo
e das restrigoes do problema primal [Dantzig, 1998|.

Pela condicao de linearidade da funcao objetivo, o extremo para um problema desse
tipo encontra-se no contorno do espago de projeto descrito pelas relagoes de restrigao. Como
as restricoes também sao lineares, o projeto 6timo deve situar-se na intersec¢cao de duas ou
mais restricoes. Essa afirmagao é correta exceto quando o contorno da restricao é paralela
as curvas de nivel da funcao objetivo. Nesse caso, a solugao 6tima nao seré tnica. Essas
caracteristicas permitiram a elaboragao de algoritmos simples e eficientes para obtengao da
solugao otima |[Haftka e Gurdal, 1992]. O simplex foi o primeiro método efetivo elaborado
para resolucao de um LP. A ideia geométrica desse método consiste em percorrer os pontos
de intersecgao formados pelas restri¢oes no espago de projeto [Dantzig, 1951]|. Entretanto,
o nimero de operagoes necessarias para a convergéncia pode crescer exponencialmente com
o namero de variaveis de projeto [Haftka e Gurdal, 1992]. Ao contrario do simplex, o mé-
todo de ponto interior realiza a busca do projeto 6timo partindo do interior do dominio

viavel até obter uma solugao aproximadamente 6tima e apresenta complexidade polinomial
|[Karmarkar, 1984].
5.2.2 Programacgao linear sequencial (SLP)

A abordagem para aproximacao mais simples é a programacao linear sequencial

(SLP). Considera-se um problema de otimizagao na forma
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min  f(x), (5.3)

sujeito a 9;(x) (5.4)

Mesmo que o problema envolva fungoes que nao sejam lineares, pode-se realizar a linearizagao
através de uma expansao em séries de Taylor. Dessa forma, as func¢oes do problema de
otimizagdo (Equagoes 5.3 e 5.4) podem ser aproximadas, na vizinhanga de x, da seguinte

forma

. - 9,
min  f(xo) + Z(% - J7o¢)8—£ ; (5.5)
i=1 %o
gj(x0) + Z(l’i - in)a_ij. >0, j=1,..,mg,
sujeito a = 0 (5.6)

Z" Ol
h P ) —
k(XO) + - (xz sz) @xl

X0
Além disso, é introduzida uma nova restricao, chamada de limites moéveis, que define o

intervalo no qual a aproximacao é aceitavel

oh<m<at, i=1,..,n. (5.7)

onde z! e 2 sdo os limites inferior e superior, respectivamente.

A solucao final do problema linearizado x;, raramente sera suficientemente proxima
do projeto 6timo. Entretanto, o processo de otimizacao pode ser repetido considerando
a linearizagao da funcao objetivo e das restri¢des na vizinhanga de um novo ponto inicial
X9 = Xy. Dessa forma, o problema de otimizacao original é substituido por uma sequén-
cia de programacoes lineares. A escolha dos limites méveis é um fator importante para o
desempenho do algoritmo SLP. Usualmente, os limites méveis devem ser atualizados siste-
maticamente ao longo do processo de otimizacao. Além disso, o intervalo definido por esses
limites deve ser reduzido conforme a solucao da programacao linear se aproxima do 6timo

[Haftka e Gurdal, 1992].
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Neste trabalho, adota-se uma atualizagao para os valores dos limites méveis baseada
no historico das variaveis de projeto [Cardoso, 2000]. Essa atualizacao é realizada com a

utilizagao de uma variavel adicional, da seguinte forma

rh = max(0, zo; — Te;), (5.8)

z} = min(zg; + ;T 1), (5.9)

onde a variavel adicional «; é definida de acordo com a evolucao da i-ésima varidvel de
projeto durante as duas iteracoes anteriores. Se os valores dessa variavel de projeto esta
aumentando (ou diminuindo) de forma continua, os limites moveis se tornam maiores de

acordo com a seguinte equagao

a; = (14 ay)a;. (5.10)

Caso o historico dessa varidvel de projeto apresente comportamento alternado, os limites
moveis devem ser reduzidos, de forma analoga a situacao anterior, através da seguinte equa-

cao

a; = (1 —ay)a;, (5.11)

onde ay, ¢ um fator de ganho para o calibrador dos limites méveis que se mantém constante

durante todo o processo de otimizacao.

5.3 Conceitos tedricos de otimizagao topologica

O objetivo do método de otimizagao topologica é definir a configuracao 6tima (do-
minio desconhecido €2;) de uma estrutura dentro de um dominio pré-definido (dominio fixo
estendido de projeto ). A Figura 5.1 apresenta uma representagao desse problema.

As quantidades conhecidas no problema sao as cargas aplicadas, as possiveis condi-
¢oes de apoio, o volume da estrutura a ser construida. Dessa forma, o dominio fixo estendido
pode ser definido como um dominio de forma fixa cujos limites sao determinados pelos pon-

tos de apoio da estrutura e pelos pontos de aplica¢ao de carregamento [Bendsge e Sigmund,



34

Figura 5.1 — Dominio desconhecido €2; contido no dominio fixo estendido €.

2003]. De forma matematica, esse problema pode ser escrito como

min f(p), (5.12)

p

V:/de < e
Q

p(x)y=0o0ul, Vazel

sujeito a (5.13)
Tipicamente, o problema de otimizagao topologica é tratado dividindo o dominio 2
em n, elementos finitos. Considerando que as densidades sao constantes em cada elemento

finito, o problema apresentado nas Equacoes 5.12 e 5.13 pode ser reescrito como

mpin fp), (5.14)

Ne
V = szvz < Vmax7
=1

sujeito a

(5.15)

pi=0oul, 1=1,...,n,

onde p; e v; sao a densidade e o volume do elemento, respectivamente.

Como solugao do problema de otimizacao topologica, sao definidos os espacos sem
material (vazios) e a conectividade da estrutura através da remogao ou adigdo de material.
Entretanto, ao contrario da otimizacao de forma, a otimizacao topoldgica nao altera a malha
de elementos finitos durante o processo de otimizagao. A tnica alteracao ocorre na distri-
buicao de material nos elementos, sendo essa uma das principais vantagens desse tipo de

otimizagao [Sigmund e Petersson, 1998; Bendsge e Sigmund, 2003].
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5.3.1 Parametrizagao de projeto

No projeto da topologia de uma estrutura, busca-se determinar a localizagao 6tima
de um dado material (ou mais de um material) no espago. Na forma discreta, isso corresponde
a uma representacao em preto e branco da estrutura, como apresentado na Figura 5.1.
Considerando o problema no qual pretende-se distribuir um tnico material isotrépico no

dominio fixo estendido, a parametrizacao pode ser escrita como

Y(z) = 1q,(2)Y0, (5.16)

onde Y (x) é a propriedade material efetiva (modulo de elasticidade, por exemplo), Yy é
a mesma propriedade do material base e 1g,(x) ¢ uma fun¢ao discreta que caracteriza a

estrutura em cada ponto x do dominio €2, definida como

1 se x €y

Lo, (7) = (5.17)

0 se ze€,

/ I, 0 < V™o (5.18)
Q

onde €, é o conjunto diferenga €2\ 25 e V" é a restrigao de volume para o material base.

O problema de otimizagao topoldgica inteira (0-1) é mal posto e, em geral, carece
de solucao [Cheng, 1992|. Entretanto, existem diversas metodologias para contornar esse
problema. Uma possibilidade ¢ através da modificagao do problema de forma que a nova
versao possua solucao. Nesse contexto, existem duas formas de superar o problema de nao
existéncia de solugao: através da relaxagao ou da restri¢ao do problema de projeto [Sigmund
e Petersson, 1998].

A abordagem mais comum para resolver esse problema é através da substituigao
das variaveis inteiras por variaveis continuas, que podem ser interpretadas como densidades
artificiais do material. Entretanto, é necessario que a solucao da otimizacao seja constituida
quase que inteiramente de regioes com material ou sem material. Ou seja, valores interme-
diarios dessas densidades artificiais devem ser penalizadas de forma a solugao seja conduzida
a forma discreta. A penalizacao das variaveis intermediarias pode ser realizada através de

interpolagao nao-linear, conhecida como SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization),
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da seguinte forma

Y(z) =p"(x)Yo, p>1, (5.19)
/ p(x) dQ < Vmee, (5.20)
0<px)<1l, z€Q, (5.21)

onde p(z) é a densidade artificial (variavel de projeto) no ponto x e p é o expoente de
penalizagao |Bendsge e Kikuchi, 1988; Bendsge e Sigmund, 2003].

A utilizacao de um expoente de penalizagdo maior que 1 induz um maior custo
para as variaveis de projeto com valores intermediarios no processo de otimizacao. Dessa
forma, esses valores sao evitados no projeto 6timo. Além disso, a comparacao desse tipo
de interpolagao com modelos micromecanicos é apenas utilizada para o entendimento dessas
medidas computacionais. Consequentemente, a interpretagao da solucao de um problema
de otimizacao que nao convergiu totalmente para uma solugao discreta 0-1 é uma etapa

importante no projeto 6timo [Bendsge e Sigmund, 2003].

5.4 Problemas numéricos em otimizacao topologica

Nesta secao, serao apresentadas as instabilidades numéricas mais comuns em proble-
mas de otimizagao topologica, assim como algumas técnicas de prevengao. Esses problemas
numéricos podem ser divididos em trés categorias: instabilidade de tabuleiro, dependéncia

de malha e minimos locais.

5.4.1 Dependéncia da malha

A dependéncia da malha é um problema numérico comum em problemas de oti-
mizagao topologica. Essa instabilidade se caracteriza por diferentes solugoes 6timas para
diferentes niveis de discretizacao do dominio de projeto. O problema de dependéncia de
malha é ilustrado na Figura 5.2, onde sao apresentadas solucoes para o problema de minimi-
zagao do trabalho das forgas externas para uma viga MBB utilizando os mesmos parametros

de otimizacao.
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o0\ =N

(a) 1024 (64 x 16) elementos finitos (b) 2304 (96 x 24) elementos finitos

Figura 5.2 — Exemplo de solugoes com dependéncia de malha.

Resolvendo o mesmo problema com uma maior discretizacao, a solugao obtida é
uma estrutura muito mais detalhada. Entretanto, idealmente, o refinamento da malha de
elementos finitos deveria resultar em uma melhor modelagem da estrutura 6tima e em uma
melhor descrigao dos seus contornos, e nao em uma estrutura qualitativamente diferente e
mais detalhada [Sigmund e Petersson, 1998]|.

Os problemas de dependéncia de malha podem ser divididos em duas categorias:
(a) decorrente da nao unicidade da solug¢ao ou (b) decorrente da nao existéncia de solugao.
A remocao da nao unicidade ndo pode ser realizada para os problemas da categoria (a).
Entretanto, a introdugao de restri¢coes de fabricacao podem determinar uma solucao menos
oscilante. Os problemas da categoria (b) sao aqueles nos quais sao obtidas topologias dife-
rentes & medida que a malha de elementos finitos é refinada. Para esse tipo de problema,
existem métodos que buscam restringir as variagoes das densidades, obtendo assim solugoes
macroscopicas 0-1 [Sigmund e Petersson, 1998|. Métodos de restrigao como controle de peri-
metro [Ambrosio e Buttazzo, 1993], restri¢cao global do gradiente [Bendsge, 1995] e restri¢ao
local do gradiente [Petersson e Sigmund, 1998| tiveram a existéncia das solugoes provadas.
O problema de dependéncia de malha também pode ser tratado através da aplicacao de
filtros de sensibilidade. Esse método é puramente heuristico e produz resultados similares
aos obtidos por restricao local do gradiente. Esse filtro modifica a sensibilidade da func¢ao
objetivo com respeito a uma variavel de projeto de acordo com uma média ponderada das

sensibilidades em uma vizinhanga fixa [Sigmund, 1997].

5.4.2 Instabilidade de tabuleiro

Essa instabilidade numérica consiste em regides na solugao 6tima com alternancia

de elementos solidos e vazios, como ilustrado na Figura 5.3.
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Figura 5.3 — Exemplo de solug¢ao com instabilidade de tabuleiro.

Inicialmente, acreditava-se que essas regioes representavam algum tipo de microes-
trutura 6tima. Entretanto, Diaz e Sigmund, 1995, mostraram que estruturas com padrao
de tabuleiro apresentam rigidez artificialmente elevada. Jog e Haber, 1996, propuseram um
teste para identificacao de elementos finitos instéveis. Diversos métodos buscam evitar ou
amenizar esses problemas numéricos como, por exemplo, suavizacao da solucao, utilizagao
de elementos de alta ordem, filtragem, entre outros. Além disso, a maioria dos métodos de
restricao utilizados para tratar o problema de dependéncia de malha reduzem, simultanea-

mente, o padrao de tabuleiro [Sigmund e Petersson, 1998].

5.4.3 Minimos locais

Analisando as possiveis solu¢oes 6timas para problemas como a viga MBB, torna-se
evidente a existéncia de minimos locais em problemas de otimizacao topologica. Geralmente,
a nao convexidade de um problema indica que métodos baseados em gradiente podem en-
contrar diferentes solugoes de acordo com a escolha de solugoes iniciais ou de parametros de
otimizacao. Dessa forma, métodos de continuacao podem ser empregados na tentativa de
garantir a convergéncia global da solucao. Esses métodos alteram gradualmente o problema
de uma forma convexa (artificial) para uma forma nao convexa (original) durante o processo
de otimizacao [Sigmund e Petersson, 1998]. Existem diferentes procedimentos para continu-
agao como, por exemplo, aumento gradual do fator de penalizacao [Haber et al., 1996] ou do

custo para elementos com densidade intermediaria [Guedes e Taylor, 1997|, entre outros.
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6. METODOLOGIA PARA LOCALIZACAO OTIMA DE ATUADORES

Neste capitulo, a metodologia para otimizacao topologica visando a localizagao de
atuadores piezelétricos em uma estrutura flexivel é apresentada. Inicialmente, a teoria de
controle ¢é utilizada para projetar o sistema de controle ativo de vibragoes para uma estru-
tura flexivel. Para isso, os potenciais elétricos sao considerados como a entrada do sistema.
Apobs, o modelo nodal obtido pela formulagao de elementos finitos é escrito em termos de
coordenadas modais e, entao, reduzido através de truncamento. O problema é definido em
representacao de espago de estados e o controlador é projetado considerando realimentagao
linear. Por fim, o problema de localizacao 6tima de atuadores é escrito através de uma for-
mulagao de otimizagao topologica e as sensibilidades, necessarias para a solucao do problema

através de SLP, sao calculadas analiticamente.

6.1 Estratégia de controle

Para o caso em estudo, o modelo de elementos finitos que governa o movimento

espacial e o equilibrio de cargas elétricas é dado por

M, 0+ K, u+K,,¢ =1, (6.1)

K,u+Ksp¢ = q, (6.2)

onde u e ¢ sao, respectivamente, vetores com os graus de liberdade mecanicos e elétricos;
Mo, Kuu, Kyg € Ky sao as matrizes globais de massa, de rigidez, de acoplamento piezelé-
trico e de capacitancia dielétrica, respectivamente; f é o vetor de forcas mecanicas externas
e q ¢ o vetor de cargas elétricas.

Para o projeto do sistema de controle, os graus de liberdade elétricos sao considera-

dos como entrada no sistema. Dessa forma, a Equacao 6.1 pode ser reescrita como

M, it + Kyt = ~Kop¢ + f, (6.3)

e a Equagao 6.2 pode ser utilizada para calcular as cargas elétricas nodais [Silveira, 2012].

Os graus de liberdade elétricos podem ser divididos em trés grupos: aterrados, internos e
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potenciais. Os graus de liberdade elétricos aterrados sao desconsiderados por apresentar valor
prescrito nulo, enquanto os internos podem ser condensados assumindo que a carga elétrica
interna é nula |Becker et al., 2006]. Embora reduza o tamanho do sistema de equagoes, essa
abordagem nao ¢ adotada visando evitar a condensagao estatica das matrizes de rigidez, de
acoplamento piezelétrico e de capacitancia dielétrica.

Neste trabalho, a representagao em espago de estados é definida em termos de co-
ordenadas modais, conforme apresentado na Secao 4.1.2. Dessa forma, a ordem do sistema
de equacgoes pode ser reduzida, o que é desejavel quando se pretende analisar estruturas
complexas modeladas pelo métodos dos elementos finitos. Além disso, o truncamento no
m-~ésimo modo pode ser empregado para a obtencao de um modelo de ordem reduzida. Esse
tipo de reducao sempre produz um modelo estavel, pois os polos do modelo reduzido sao um
subconjunto dos polos do modelo completo [Gawronski, 2004]. Uma matriz modal truncada
pode ser usada na transformacao das coordenadas nodais u para coordenadas modais 7.
Assumindo os modos de menor ordem como os mais significativos para a resposta global do

sistema, o vetor de deslocamentos pode ser aproximado pela superposi¢ao dos m primeiros

modos
u~r ¥n = Z'ﬁﬂ?v (64)
i=1
onde W = [v,,...,, ] é a matriz modal truncada e n = {ny,...,nm}" é o vetor truncado

de coordenadas modais.
Considerando uma estrutura flexivel com amortecimento viscoso simples, a Equa-
¢ao 6.3 pode ser reescrita em termos de coordenadas modais, utilizando a transformagao

apresentada na Equacao 6.4, como

i)+ 2ZQmn + Q’n = — V'K 4,0 + P'f, (6.5)

onde Z e (2 sao as matrizes diagonais de amortecimentos modais e de frequéncias naturais,
respectivamente, considerando os m primeiros modos.
Utilizando o vetor de estado em termos dos deslocamentos e das velocidades modais

para representagao em espaco de estados, o sistema linear de equagoes pode ser escrito como
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5= = Ax+ By + B, (6.6)

onde A ¢ a matriz do sistema, By é a matriz de entradas de potenciais elétricos e By é a

matriz de entradas de forcas mecéanicas, dadas por

0 L, 0 0
A= , By= , By= : (6.7)
-Q* 279 . wt

O sistema de controle é projetado levando em consideracao a formulagao em re-
gime permanente para um regulador linear-quadratico. Essa é a formulagao mais simples e
frequentemente empregada em problemas de controle. Considerando o sistema linear apre-

sentado na Equagao 6.6, busca-se uma realimentagao linear com ganho constante [Preumont,

1997]:

¢ = —Gx, (6.8)

de forma que um funcional de custo quadratico J seja minimizado, sendo

1[4
Jziz(ﬂQx+&R@du (6.9)

onde Q é uma matriz positiva semi-definida de pesos para as variaveis de estado e R é uma
matriz positiva definida de pesos para as entradas de controle.

O projeto desse tipo de regulador requer o conhecimento de todos os valores de ga-
nhos 6timos no intervalo [0,¢;]. Entretanto, a abordagem considerando o regime permanente
simplifica consideravelmente o projeto do controlador LQR [Vasques e Dias Rodrigues, 2006].

Dessa forma, a matriz de ganho em regime permanente é dada por

G =R 'B,'P, (6.10)

onde a matriz P é a solucao da equagao algébrica de Riccati

AP +PA-PB,R'B,/P+Q=0. (6.11)



42

Embora a equacao de Riccati seja nao-linear, a existéncia de solu¢ao tunica é garan-
tida se o par (A, B,) for controlével e se o par (A, Q'?) for observavel [Preumont, 1997).

Dessa forma, a equacao de estados em malha fechada pode ser escrita como

% = (A — ByG)x + Bf. (6.12)

Estruturas flexiveis sao sistemas com infinitos graus de liberdade. A discretizagao
pelo método dos elementos finitos €, geralmente, suficiente para descrever o comportamento
dinamico dos modos de vibragao de baixas frequéncias. No projeto de controle de estruturas
com realimentagao e observacao de estados, modelos reduzidos, incluindo poucos modos de
vibracao dominantes, sao usualmente adotados. Modelos reduzidos obtidos a partir de um
modelo estavel sempre sao estaveis. Isso ocorre devido ao fato de que os polos do modelo
reduzido sdo um subconjunto dos polos do modelo completo [Gawronski, 2004]. Entretanto,
pode ocorrer a desestabilizacao de modos residuais que nao estao incluidos no modelo da
estrutura contido no observador de estados. Essa instabilidade é conhecida como "spillover"e
pode degradar o desempenho do sistema de controle ou de observacao [Preumont, 1997].
Métodos para reduzir essa instabilidade sao discutidos em diversos trabalhos, como, por

exemplo, Balas, 1978 e Preumont et al., 2003.

6.2 Problema de posicionamento 6timo de atuadores

Na maioria das aplicagoes, uma estrutura pode ser excitada por dois tipos de per-
turbacao: transiente ou persistente. Para o primeiro caso, o objetivo do controle é retornar
do estado perturbado para um estado desejado, em um determinado intervalo de tempo, com
o minimo esfor¢o de controle possivel. Para o segundo caso, os atuadores devem minimi-
zar os efeitos da perturbacao no movimento da estrutura. Considerando o posicionamento
de atuadores sob condicao de perturbacao transiente, deve-se configurar os conjuntos de
atuadores de forma que seja maximizada alguma norma do Gramiano de controlabilidade.
Por outro lado, sob perturbacao persistente, a energia transmitida ao sistema, em estado
permanente, deve ser maximizada. Entretanto, para sistemas com pequenos coeficientes de
amortecimento e frequéncias naturais bem espacadas, qualquer um dos critérios pode ser

empregado para posicionamento de atuadores independente do tipo de perturbacao [Hac e
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Liu, 1993; Leleu et al., 2001].

Considerando que o vetor de estados do sistema descrito na Equacao 6.12 apresente
uma condi¢ao inicial x(0) = x; em decorréncia de alguma perturbagao. A localizacdo 6tima
dos atuadores em uma estrutura sujeita a essa excitagao é aquela com a qual é necessaria a
menor energia de controle para levar o sistema a um estado desejado x(7') = xp apds um
tempo T'. Essa condicao pode ser satisfeita considerando o seguinte problema de minima

energia

min  F(¢) = /O o (V)o(t) dt, (6.13)

sujeito a x(0) = x7, x(T)) = xr e a equagao de estados 6.12 [Middleton e Goodwin, 1990].
Esse é um problema de controle 6timo linear quadrético com solugao conhecida [Ha¢ e Liu,
1993]. Dessa forma, utilizando a defini¢do de gramiano de controlabilidade, a energia de

controle pode ser escrita como

fo = (€ATX[ — XT)T WC_I(T) (eATX[ — XT) . (614)

A partir desse resultado, pode-se concluir que alguma norma de WC_1 deve ser minimizada
para que a energia de controle necesséaria para levar o sistema do estado x; para Xy em um
intervalo de tempo 7' seja a minima.

A solugao desse problema depende do intervalo de tempo T que esta relacionado
com velocidade de resposta desejada. Essa variavel do problema é, provavelmente, desco-
nhecida nessa etapa inicial de posicionamento de atuadores. Para eliminar essa dependéncia
em T, considera-se a solugao do gramiano de controlabilidade para o estado estacionario.
Como apresentado na segao 4.2, para um sistema assintoticamente estével, o gramiano de

controlabilidade para o caso estacionario W, pode ser escrito como [Ha¢ e Liu, 1993|:

W, = / ABBTA T dr = W(T) + / ABBTAT dr. (6.15)
0 T

Essa equacao pode ser reescrita, apés algumas manipulagoes, como

W(T) =W, — ATW, AT, (6.16)
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onde o termo e*’ nio depende da posi¢io dos atuadores e || e*? || 0 quando T' — oo, se

a matriz do sistema for assintoticamente estavel [Ha¢ e Liu, 1993].

6.3 Formulacao do problema de otimizacao topolbgica

Nesta secao, o problema de posicionamento 6timo de atuadores é escrito na forma de
um problema de otimizacao topologica. Para isso, as propriedades do material sao parame-
trizadas de forma que a localizagao dos atuadores seja obtida pela distribuicao de material

piezelétrico embutido na estrutura.

6.3.1 Funcoes objetivo e restrigoes

Silveira, 2012 considerou o traco de W, como func¢ao objetivo para o problema de

otimizacao topologica. Dessa forma, o problema de otimizagao pode ser escrito como

max tr(W,), (6.17)
Q
V= fQ pd S ‘/'Inax7
sujeito a Jo Q2 (6.18)

0<p; <1, i=1,2,..,N,,

onde W, é o Gramiano de controlabilidade, p é o vetor de variaveis de projeto, V' é a
restricao de volume para o material piezelétrico e N, é o nimero de variaveis de projeto.

A maximizacao do trago de W mostrou-se suficiente para a distribuicao de material
piezelétrico (atuadores) considerando o caso de uma viga curta em balango [Silveira, 2012].
Entretanto, valor elevado para o traco de W, nao garante que os sistema seré completamente
controlavel. Um sistema é completamente controlavel se todos os estados podem ser excitados
pela entrada de controle. Essa condicao é satisfeita apenas se W, for positivo definido
[Preumont, 1997].

Uma nova formulacgao para o problema foi proposta neste trabalho visando assegurar
que a estrutura otimizada seja completamente controlavel e que possua a maior controlabi-
lidade de acordo com o indice adotado. Dessa forma, esse problema de otimizagao pode ser

escrito como
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max A1, (6.19)

dQ
V= pr S vaax7
sujeito a Jo Q2 (6.20)
0<p <1, i=1,2,...,N,,

onde \; é o menor autovalor do Gramiano de controlabilidade. Dessa forma, pode-se garantir

que W, sera positivo definido para a estrutura otimizada e, principalmente, que nenhum

estado do sistema esteja em uma condigao critica, ou seja, proxima de nao ser controlavel.

6.3.2 Modelo material

O modelo material utilizado nesse trabalho inclui dois materiais so6lidos: um eléstico

isotropico e outro piezelétrico. A parametrizacao que define as propriedades elasticas [CE],

de acoplamento piezelétrico [e], dielétricas [€°] e peso especifico 7, é dada por

(€] = P ep] + (1 = p™)[etias); (6.21)

le] = p**[epad), (6.22)

[€°] = p™[e,d); (6.23)

7= Pzt + (1= P)Yetas, (6.24)

onde [cgas] e [cfzt] sao as propriedades elasticas dos materiais nao-piezelétrico e piezelétrico,

respectivamente; [e,.] e [€5.,] sdo as matrizes de acoplamento eletromecanico e de capacitan-
cia elétrica do material piezelétrico; Yeiqs € Vp2t 580 0s pesos especificos para cada material; pl
e p2 sao coeficientes de penalizacao das variaveis de projeto. Dessa forma, essa interpolagao
define que material elastico isotropico é obtido quando p = 0 e que material piezelétrico é

obtido quando p =1 [Silveira et al., 2014].
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6.4 Analise de sensibilidade

Nesta secao, sao apresentados os procedimentos de calculo analitico das sensibi-
lidades das funcoes objetivos em relagao as variaveis de projeto. Essas informagoes sao
necessarias para resolucao do problema de otimizacao através de algoritmos de primeira

ordem, como o SLP.

6.4.1 Sensibilidade do modelo material

As sensibilidades do modelo material (Equagoes 6.21 a 6.24), em relagao as variaveis

de projeto p, sao dadas por

d[c”]

ap - plppl_l ([Cit] - [cias]) ) (625)
aa[_z] = p2p™ " [epud), (6.26)
Ole”] ot s
“op PP el (6.27)

0
% = Tpzt — Velas; (628)

onde todos os termos foram definidos na Se¢ao 6.3.2.

6.4.2 Sensibilidade do Gramiano de controlabilidade

Para um determinado par de parametros em espaco de estados (A, B), o Gramiano

de controlabilidade W, pode ser determinado através da seguinte equacao de Lyapunov

AW, +WA"+B,B; = 0. (6.29)

Silveira, 2012, deduziu a sensibilidade do Gramiano de controlabilidade conside-
rando a realimentacao do controle LQR. Entretanto, a teoria de controle 6timo indica que os
Gramianos dependem apenas da matriz do sistema e das matrizes de entrada e de saida. Ou

seja, a localizacao 6tima dos atuadores nao depende do tipo de controle empregado. Conse-
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quentemente, a realimentacgao linear com ganho constante nao foi considerada na anélise de
sensibilidade.

Derivando a expressao 6.29 em relacao as variaveis de projeto p, obtém-se

W,  OW, A A" 0B OB
OWe , OWe pry Ay w0 +QB$+B¢8—;’ = 0. (6.30)

A
op op op op op

Conhecendo as sensibilidades dos parametros em espago de estados A e By, o termo OW,./0p
pode ser obtido resolvendo-se uma nova equagao de Lyapunov. A solucao desse tipo de
equagao é conhecida [Bartels e Stewart, 1972| e disponibilizada por diversos programas ma-
tematicos comerciais.

Para o problema analisado, as sensibilidades dos parametros em espaco de estados

sao dadas por

DA 0 0
= — 2 , 6.31
op | 02,09 (63
op op
0
OB,
B _ T . 6.32
ap o g K (6.32)
op op

O termo 0K,;/0p ¢ obtido pela superposicao das derivadas das matrizes de acopla-

mento piezelétrico dos elementos

OK¢ Ole]*
up T
9p _/EB“ op B,d. (6.33)

onde B, e By sao, respectivamente, as matrizes que relacionam deformagao com desloca-
mento e campo elétrico com potencial elétrico. De forma analoga, outras sensibilidades como
das matrizes de rigidez e de massa podem ser obtidas. O ultimo termo necessério para o cal-
culo da sensibilidade do Gramiano de controlabilidade ¢ derivada dos autovalores (9€2*/9p)
e dos autovetores (0¥ /0dp) do problema modal.

Conhecendo a sensibilidade do Gramiano de controlabilidade em relagao as varia-
veis de projeto, a sensibilidade da funcao objetivo apresentada na Equacao 6.17 pode ser

facilmente obtida. Para a segunda formulagao, a sensibilidade da funcao objetivo (Equagao
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6.19) pode ser obtida através da derivada do seguinte problema de autovalores

7

onde Iy, é a matriz identidade, \; é o i-ésimo autovalor do Gramiano de controlabilidade e x;
¢ o autovetor associado a A;. Os procedimentos para a realizagao do calculo das sensibilidades

de autovalores e autovetores sao apresentados na secao 6.4.3.

6.4.3 Sensibilidade de autovalores e autovetores

O calculo da sensibilidade de autovalores e autovetores utilizado nesse trabalho é
baseado na metodologia proposta por Wu et al., 2007, na qual é considerada a possibilidade
de ocorréncia de autovalores repetidos. Para isso, considera-se o problema de autovalores

real e simétrico

";b;FMuuq;b] = 17 ] = 1727 w1, (636)

onde K, e M,, sao as matrizes de rigidez estrutural e de massa, respectivamente; w]2- éo
J-ésimo autovalor do problema; 1, é o autovetor associado a w?; n ¢ o namero de graus de
liberdade. Para o célculo da sensibilidade dos autovalores do Gramiano de controlabilidade, o
mesmo procedimento pode ser adotado considerando o problema real e simétrico apresentado
na Equacao 6.34.

Partindo do pressuposto que o problema possui m autovalores repetidos w? , ] =
1,2,...,m, sendo que m < n. Consequentemente, define-se uma matriz ¥ com os respectivos

autovetores: W = [tpy, 1), ..., ,,]. Dessa forma, a derivada dos autovalores repetidos pode

ser obtida resolvendo-se um novo problema [Wu et al., 2007]:

OKuu  ,OMuy Ow]
l\IIT ( 9 w} p ) U a_pjl”} v, =0. (6.37)

Assumindo que os autovalores desse problema (8@1]2. / 8p) sao distintos, a matriz orto-

gonal T' = [v,, 75, ..., ¥,,] pode ser utilizada para definir autovetores tinicos H = [hy, hs, ..., h,,]
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através da relagao H = ®I'. Por conveniéncia, denota-se F; = (Kw — wfl\/[uu) Utilizando

essa defini¢ao e derivando a Equagao 6.35 em relagao as variaveis de projeto, obtém-se

o, OF,
oy _ 0K 6.38
J ap ap 7 ( )
onde
F, 0K M,, Ow?
OF; _ O pOMuy Oy, (6.39)

op  Op 7 0p op

e 8%2 /0p € determinado pela Equagao 6.37.
Considerando que as derivadas dos autovetores 0h;/0p tém a forma

oh;
a_pj = Vj + HW, (640)
onde v; ¢ uma solucao particular da Equagao 6.38 e satisfaz
OF;
FjVj = —a—pjhj (641)

Define-se um sistema estendido de equagoes, com incognitas v; e py;, na forma

: Tr 1 [ OF
Fj Muuwl Muu¢2 cee Muu¢m V; _a_pjhj
(MUU¢1)T 0 0 0 Hj 0
(Muu¢2)T 0 0 0 Haj = 0 s (6.42)
| (Mutp,) 0 0 ... 0 || | 0

onde v; é uma solucao particular da Equacao 6.41 e py; = 0 para j,k = 1,2, ...,m. Conse-

quentemente, o termo w da Equagao 6.40 pode ser determinado por [Wu et al., 2007]:

(6.43)

1.t (OMy,
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6.5 Procedimento de otimizacao

A metodologia implementada para distribui¢ao de material piezelétrico (atuadores)

em uma estrutura é apresentada através do fluxograma contido na Figura 6.1.

Leitura de dados

(MEF e Otimizagao)
I

Inicio do Lacgo

do SLP

I

Resolucao do

Problema Modal

l

Calculo das Variaveis Atualizacao dos

de Controle Limites Moéveis

i

Calculo das

Sensibilidades
]

Calculo das

Pseudodensidades pelo LP

|

Verificacao da Nio

Convergéncia

Sim

Saida de Resultados

Figura 6.1 — Fluxograma do método implementado para posicionamento 6timo de

atuadores piezelétricos.
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7. RESULTADOS

Neste capitulo sao apresentados resultados obtidos através da implementacao da
metodologia para posicionamento de atuadores. Inicialmente, a estrutura analisada é apre-
sentada e as configuragoes para a face potencial serao definidas. Além disso, as distribui¢oes
6timas de material piezelétrico e os historicos de convergéncia sao comparados com respeito
a formulagao adotada. Por final, as repostas da estrutura controlada sao apresentadas para

um caso com carregamento impulsivo na extremidade livre da viga.

7.1 Descrigcao do problema numeérico

7.1.1 Estrutura analisada

A estrutura analisada é uma viga curta em balango com dimensoes 600 mm x 150
mm X 20 mm, submetida a um histoérico de carregamento f(t¢), como representado na Figura
7.1. Para todos os casos estudados, a discretizacao da estrutura é realizada utilizando 4800
elementos finitos solidos nao-conforme [Taylor et al., 1976]. Cada elemento apresenta 8 nos,

com trés graus de liberdade mecéanicos e um (1) grau de liberdade elétrico em cada no.

Face engastada
(x=0)

’\\ ALy Face aterrada
i (z=0)
v

Face potencial , -
(z =20 mm) — X

f(t) yov

Figura 7.1 — Modelo em elementos finitos da estrutura analisada.

As propriedades mecénicas do material elastico isotropico (aluminio) sao apresenta-

dos na Tabela 7.1. As constantes elésticas, piezelétricas e dielétricas do material piezelétrico
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(PZT5A) foram retiradas do trabalho de Rubio et al., 2009 e sao apresentadas na Tabela
7.2.

Tabela 7.1 — Propriedades do material elastico.

ALUMINIO
modulo de Young 71-10° N/m?
densidade 2700 kg/m®
coeficiente de Poisson 0.33

Tabela 7.2 — Propriedades do material piezelétrico.

PZT5A
constantes elasticas (10" N/m?)
ch 12.1
k) 7.54
chy 7.52
b 11.1
k) 2.11
ces 2.26
constantes piezelétricas (C/m?)
€31 -0.4
€33 15.8
€51 12.3
constantes dielétricas (F/m)
€ 8.85- 107"
€11/€o 916
€33/ €0 830

densidade 7750 kg/m®
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7.1.2 Configuragao da estrutura controlada

Os graus de liberdade elétricos sao considerados nulos na face aterrada. A face
potencial tem a definicao dos graus de liberdade elétricos de acordo com a disposicao dos
eletrodos independentes. Foram pré-definidas trés configuragoes para a face potencial, como

apresentado na Figura 7.2.

Eletrodo 2

®

Eletrodo 1

(a) (b)

Eletrodo 4

A3

Eletrodo 1

Eletrodo 5
L3

Eletrodo 6

®

Eletrodo 1 Eletr5d0 2 s
Eletrodo 3

(c)

Figura 7.2 — Configuragoes pré-definidas para a face potencial: com (a) 1, (b) 2 ou (c) 6

eletrodos independentes.

Para o sistema de controle, foram considerados casos com até quatro modos de
vibragao no plano xy. Esses modos de vibragao sao: o primeiro e o segundo modos flexionais,

o primeiro modo extensional e o terceiro modo flexional, como representado na Figura 7.3.

R Ny TR s

Lox

£ = 349,8 Hz fo=1747,3Hz  f3=2278,4Hz  f, =3980,7 Hz

Figura 7.3 — Modos de vibragao considerados no sistema de controle com suas respectivas

frequéncias naturais.
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Esses modos de vibragao, assim como os valores das frequéncias naturais, foram
obtidos para a estrutura composta totalmente pelo material elastico. Entretanto, alteragoes
nesses parametros devem ocorrer de acordo com a distribuicao de material piezelétrico.

Dessa forma, foram analisados 9 casos de acordo com a quantidade de modos de
vibracao controlados e a configuragao da face potencial, como apresentado na Tabela 7.3.
Tanto a formulagao proposta neste trabalho como a proposta por Silveira et al., 2014 foram
consideradas no processo de otimizacao. Dessa forma, duas solugoes serao apresentadas para

cada caso de acordo com a formulagao do problema de otimizacao.

Tabela 7.3 — Casos analisados.

Caso Modos Controlados (m) Eletrodos Independentes (s)

1 1 1
2 1 2
3 1 6
4 2 1
3 2 2
6 2 6
7 4 1
8 4 2
9 4 6

As matrizes de ponderacao utilizadas para o controlador LQR foram definidas como

[Silveira, 2012]:

1-10"L, O
Q= , R=1I;, (7.1)

0 I,
onde I, é a matriz identidade de dimensao m (ntimero de modos) e I, é a matriz identidade
de dimensao s (namero de entradas). Os valores dessas matrizes influenciam diretamente
na energia de controle e, consequentemente, no potencial elétrico de entrada necessario para

controlar a estrutura. Para todos os casos, a mesma configuracao do controlador foi adotada

e o limite de aplicagao da ceramica piezelétrica nao foi considerado.
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7.1.3 Parametros do processo de otimizacao

A restricdo de volume para o material piezelétrico é arbitrada igual a 8% para
todos os casos. Uma distribui¢ao uniforme, logo abaixo da restri¢cao, é adotada para toda a
estrutura como condicao inicial para o processo de otimizagao. Para a calibragao dos limites
moéveis, sao adotados valores de o; = 0,3 e oy = 0, 2 para todos os elementos. Como critério
de parada, sao considerados limites de 2% na variacao da funcao objetivo e de 4% na variacao
das pseudodensidades de uma iteracao para outra. Os coeficientes de penalizacao adotados
para o modelo material sdo iguais a 3 para todos os casos [Silveira et al., 2014]. Nenhuma

técnica de filtragem ou de continuagao foi utilizada neste trabalho.

7.2 Distribuicao 6tima de material piezelétrico

Nesta secao, as distribuigoes 6timas de material piezelétrico obtidas para os 9 casos
descritos na Tabela 7.3 serao apresentadas.

Para os primeiros trés casos, as solu¢oes do problema de otimizacao topologica sao
apresentadas na Figura 7.4. Nesses casos, apenas o primeiro modo de vibrag¢ao no plano xy
(m = 1) é considerado no sistema de controle. Esses casos diferem quanto ao numero de
entradas (s = 1,2,6) no sistema de controle.

Para esses trés casos, as solugoes para ambas as formulagoes sao semelhantes devido
a dependéncia dos termos do vetor de estado. De forma geral, a concentragao de material
piezelétrico ocorre préximo ao engaste. Esse resultado é esperado por se tratar de casos com
controle apenas do primeiro modo flexional de vibragao. A configuragao com dois eletrodos
independentes possibilita a aplicacao de potenciais elétricos com sinais diferentes gerando,
assim, deformagoes compressivas e trativas na estrutura. Além disso, pode-se notar que a
utilizacao de seis eletrodos nao altera significativamente a solugao.

Para os trés casos intermediérios, as solugoes do problema de otimizacao topologica
sao apresentadas na Figura 7.5. Nesses casos, os dois primeiros modos de vibragao no plano
zy (m = 2) sao considerados no sistema de controle. Da mesma forma que os anteriores,
esses casos diferem quanto ao namero de entradas (s = 1,2,6) no sistema de controle.

Para esses casos, a influéncia da formulagao adotada na solugao do problema de

otimizacao é maior. Com apenas uma entrada no sistema de controle, a formulagao proposta
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Caso 1:

Caso 2:

Caso 3:

(a) (b)

Figura 7.4 — Distribuigao 6tima de material piezelétrico para casos com 1 modo controlado,

maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o tragco de W..

tende a privilegiar o controle do segundo modo flexional de vibragao. Assim como nos
casos anteriores, apenas dois eletrodos sao efetivamente utilizados quando seis entradas sao
consideradas no sistema de controle.

A Figura 7.5 apresenta as solugdes do problema de otimizagao topologica para os
trés tltimos casos. Nesses casos, os quatro primeiros modos de vibragao no plano zy (m = 4)
sao considerados no sistema de controle e diferem quanto ao nimero de entradas (s = 1,2, 6)
no sistema de controle. Esses modos sao os dois primeiros modos flexionais, o primeiro modo
longitudinal e o terceiro modo flexional de vibragao.

Os casos com quatro modos controlados apresentaram solugoes do problema de
otimizacao com maiores diferencas em virtude da escolha da funcao objetivo. Da mesma
forma que para os casos com um (1) ou dois modos controlados, apenas dois eletrodos sao

efetivamente utilizados quando seis entradas sao consideradas. Entretanto, para caso 9 ocorre
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Caso 4:

Caso 5:

Caso 6:

(a) (b)

Figura 7.5 — Distribui¢ao 6tima de material piezelétrico para casos com 2 modos

controlados, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o trago de W...

uma alteracao de eletrodos efetivos de acordo com a formulacao adotada. Maximizando o
menor autovalor do Gramiano de controlabilidade, os eletrodos efetivos sao o segundo e o
quinto (E2 e E5). Para a maximizacao do trago de W, o primeiro e o quarto eletrodos (E1

e E4) sao efetivos.

7.3 Convergéncia das fungoes objetivo

Os historicos das fungoes objetivos ao longo das iteragoes serao apresentados e discu-
tidos nesta se¢do. Para fins de comparagao, a convergéncia da fungao objetivo (por exemplo,
menor autovalor de W) seré apresentada juntamente com o historico da outra medida de
controlabilidade (por exemplo, trago de W,.). Dessa forma, é possivel avaliar a influéncia

da maximizacao de uma medida de controlabilidade na outra e vice-versa. Para melhor vi-



o8

Caso T:

Caso 8:

Caso 9:

(a) (b)

Figura 7.6 — Distribuicao 6tima de material piezelétrico para casos com 4 modos

controlados, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o trago de W...

sualizacao desses resultados nesta secao, a fungao objetivo sera representada por uma linha
solida com marcadores circulares e a outra medida de controlabilidade sera representada por
um uma linha tracejada com marcadores em forma de cruz.

A Figura 7.7 apresenta esses histoéricos para o caso 1, no qual deseja-se controlar o
primeiro modo de vibragao com um eletrodo independente. Como esperado, as convergéncias
para as duas fungoes objetivo sao semelhantes assim como a influéncia na outra medida de
controlabilidade. Como dito anteriormente, isso ocorre pela dependéncia dos componentes
do vetor de estados adotado.

Na Figura 7.8, os histoéricos para o caso 5, no qual deseja-se controlar os dois primei-
ros modos de vibracao com dois eletrodos independentes, sao apresentados. A maximizagao
de uma medida de controlabilidade tente a elevar o valor da outra, assim como no caso

anterior. Entretanto, os valores finais variam de acordo com a formulacao adotada.
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Figura 7.7 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 1, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W,.
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Figura 7.8 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 5, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W,.

Os histoéricos para o caso 7, no qual deseja-se controlar os quatro primeiros modos
de vibragao com apenas um (1) eletrodo independente, sdo apresentados na Figura 7.9. Para
a formulagao proposta, com a maximizac¢ao do menor autovalor de W, esse caso apresentou
convergéncia irregular. Entretanto, essa otimizacao induziu um aumento significativo na
outra medida de controlabilidade. Isso pode ser um indicativo de que a solugédo (b) seja um
maximo local do problema. Para a maximizacao do traco de W, o histérico indica pouca

influéncia na outra medida que apresentou valores de ordem de grandeza muito menor do
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que o esperado. Essa condigao pode indicar que um (1) ou mais modos podem ter o controle

dificultado com essa configuracao de atuadores.
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Figura 7.9 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 7, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W..

Na Figura 7.10, os histéricos para o caso 8, no qual deseja-se controlar os quatro

primeiros modos de vibracao com 2 eletrodos independentes, sao apresentados. Ao contrario

do caso anterior, as curvas de convergéncia apresentam comportamento regular e os valores

méximos de cada medida de controlabilidade sao coerentes com a maximizacao imposta.
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Figura 7.10 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 8, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W..
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As curvas de convergéncia e historicos de evolugao das medidas de controlabilidade

para os demais casos sao apresentados no APENDICE A.

7.4 Respostas das estruturas a uma carga impulsiva

Nesta secao, as respostas das estruturas otimizadas sao apresentadas para uma carga
impulsiva aplicada na extremidade livre da viga. Para sistemas continuos no tempo, essa é
a resposta dinamica considerando que a entrada ¢ um delta de Dirac no instante ¢ = 0. Este
trabalho considera um sistema discreto no tempo e, consequentemente, a resposta dinamica
¢ obtida com respeito a entrada de um pulso de area unitéaria com duracao 7T (tempo de
amostragem) assumindo valores nulos para os estados iniciais.

As Figuras 7.11 a 7.17 apresentam as respostas em termos do deslocamento vertical
na extremidade livre da viga para a carga impulsiva. Os deslocamentos para a estrutura com
controle e sem controle sao representados por linhas sélidas e pontilhadas, respectivamente.
Para comparacao do desempenho das estruturas controladas, serao considerados parametros
como o deslocamento vertical maximo (U,,) e a raiz do valor quadratico médio do desloca-
mento vertical (Ugyss), ambos na extremidade livre da viga. A comparacdo entre a resposta
controlada e nao controlada seré apresentada separadamente para cada estrutura visto que
distribuicao de material piezelétrico pode modificar suas caracteristicas dinamicas.

As Tabelas 7.4 e 7.5 apresentam os parametros utilizados para comparagao do de-
sempenho das estruturas controladas: deslocamento vertical maximo (U,,) e a raiz do valor
quadrético médio do deslocamento vertical (Ugps). Os resultados obtidos para todos os
casos sao expostos considerando a estrutura sem controle e controlada.

Para o caso 1, como pode ser analisado através da Figura 7.11, as respostas sao
praticamente idénticas para as duas estruturas otimizadas. Para a estrutura obtida através
da maximizacao do menor autovalor de W, ocorre redugao no deslocamento vertical maximo
de 3,4454 x 10~* m para 2, 3233 x 10~* m e no valor RMS de 8,4146 x 107 m para 1, 9579 x
107° m. Para a estrutura obtida através da maximizacao do traco de W, nota-se reducio
no deslocamento vertical méaximo de 3,4651 x 10~* m para 2,3299 x 10~* m e no valor RMS
de 8,4350 x 10™° m para 1,9505 x 107> m. Para ambas as estruturas controladas ocorre
redugao no U, de aproximadamente 33% e no Ugrys de 77%. A Figura 7.12 apresenta os

respectivos sinais de controle para esse caso.
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Figura 7.12 — Sinais de controle para o caso 1, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

tragco de W,.

As respostas para as duas estruturas otimizadas sao apresentadas na Figura 7.13

considerando dois modos de vibracao e dois eletrodos independentes no sistema de controle

(caso 5).

Para a estrutura obtida através da maximizacao do menor autovalor de W,

ocorre reducao no deslocamento vertical méaximo de 3,8777 x 107 m para 3,2763 x 1074

m e no valor RMS de 8,3272 x 10™° m para 3,0214 x 107° m. Para a estrutura obtida

através da maximizagao do traco de W, nota-se reducao no deslocamento vertical maximo de
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3,8579x107* m para 3, 3948 x 10~* m e no valor RMS de 8,2132x107° m para 3,4710x 107°
m. Nesse caso, para a estrutura controlada (a) ocorre uma redugao no U, de 15,5% enquanto
que para a estrutura controlada (b) essa reducao ¢ de 12,0%. Considerando Ugps, para
a estrutura controlada (a) nota-se uma reducao de 63,7% enquanto que para a estrutura
controlada (b) essa redugao é de 57,7%. A Figura 7.14 apresenta os respectivos sinais de
controle para esse caso.

x 107 x 107
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Figura 7.13 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 5, maximizando: (a) o menor

autovalor e (b) o trago de W,.

Para o caso 8, as respostas para as duas estruturas otimizadas sao apresentadas na
Figura 7.15. Para a estrutura obtida através da maximizagao do menor autovalor de W,
ocorre reducao no deslocamento vertical maximo de 3,8902 x 10™* m para 3,4939 x 10~*
m e no valor RMS de 8,1608 x 10™° m para 3,9177 x 107° m. Para a estrutura obtida
através da maximizagao do tragco de W, nota-se reducao no deslocamento vertical maximo de
3,6400x10™* m para 3, 3707 x 10~ m e no valor RMS de 8, 0257 x 10™° m para 4, 2464 x 107°
m. Nesse caso, para a estrutura controlada (a) ocorre uma redugao no U, de 10,2% enquanto
que para a estrutura controlada (b) essa reducao é de 7,4%. Considerando Ugyss, para
a estrutura controlada (a) nota-se uma reducao de 52,0% enquanto que para a estrutura
controlada (b) essa redugao é de 47,1%. A Figura 7.16 apresenta os respectivos sinais de

controle para esse caso.
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Figura 7.14 — Sinais de controle para o caso 5, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

trago de W..
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Figura 7.15 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 8, maximizando: (a) o menor

autovalor e (b) o trago de W,.

Para o caso 9, as respostas para as duas estruturas otimizadas sao apresentadas na
Figura 7.17. Para a estrutura obtida através da maximizagao do menor autovalor de W,
ocorre reducao no deslocamento vertical méaximo de 3,9003 x 10~ m para 3,5703 x 1074
m e no valor RMS de 8,1827 x 10™° m para 4,2998 x 107° m. Para a estrutura obtida
através da maximizacgao do traco de W, nota-se reducao no deslocamento vertical maximo de

3,9095x10™* m para 3, 1801 x 10~* m e no valor RMS de 8,4863 x 10™° m para 2, 6260 x 107°
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Figura 7.16 — Sinais de controle para o caso 8, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

trago de W..

m. Nesse caso, para a estrutura controlada (a) ocorre uma reducdo no U, de 8,5% enquanto
que para a estrutura controlada (b) essa reducao é de 18,7%. Considerando Ugys, para
a estrutura controlada (a) nota-se uma reducao de 47,4% enquanto que para a estrutura
controlada (b) essa redugao é de 69,1%. A Figura 7.18 apresenta os respectivos sinais de

controle para esse caso.
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Figura 7.17 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 9, maximizando: (a) o menor

autovalor e (b) o trago de W,.
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Figura 7.18 — Sinais de controle para o caso 9, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

trago de W..

As respostas em termos de deslocamento e os sinais de controle para para os demais

casos sdo apresentados no APENDICE B.



Tabela 7.4 — Deslocamentos verticais maximos para os casos analisados.

Caso  Max Upn |m] (sem controle) U, [m] (com controle) Reducao [%]
(W) 3,4454 x 1074 2,3233 x 10~* 32,57
! tr(W,) 3,4651 x 107* 2,3299 x 10~* 32,76
A (W) 3,4787 x 1074 2,4927 x 10~* 28,34
’ tr(W,) 3,4787 x 107* 2,4924 x 10~* 28.35
A (W) 3,4787 x 107* 2,4924 x 10~* 28,35
’ tr(W,) 3,4787 x 1074 2,4921 x 10~* 28,36
A (W) 3,8663 x 1074 3,1387 x 1074 18,82
! tr(W.,) 3,8518 x 1074 3,6041 x 1074 6,43
A (W) 3,8777 x 1074 3,2763 x 1074 15,51
’ tr(W,) 3,8579 x 1074 3,3948 x 1074 12,00
A (W) 3,8708 x 1074 3,3229 x 1074 14,15
0 tr(W.,) 3,8676 x 10™* 3,3509 x 10~* 13,36
A (W) 3,8392 x 107* 3,3035 x 107* 13,95
! tr(W,) 3,8237 x 1074 3.8233 x 107* 0,01
(W) 3,8902 x 1074 3,4939 x 1074 10,19
; tr(W,) 3,6400 x 1074 3,3707 x 1074 7,40
A (W) 3,9003 x 1074 3,5703 x 1074 8,46
! tr(W,) 3,9095 x 1074 3,1801 x 1074 18.66

67



Tabela 7.5 — Deslocamentos verticais RMS para os casos analisados.

Caso  Max Urms [m] (sem controle) Ugys [m] (com controle) Reducao |%)]
(W) 8,4146 x 1077 1,9579 x 107° 76,73
! tr(W,) 8,4350 x 107° 1,9505 x 107° 76,87
M (W) 8,4739 x 107° 2,1724 x 107° 74,36
’ tr(W,) 8,4734 x 107° 2,1720 x 107° 74,37
A (W) 8,4734 x 107° 2,1720 x 107° 74,37
’ tr(W.,) 8,4736 x 1077 2,1713 x 1077 74,37
M (W) 8,2816 x 1077 2,7038 x 1077 67,35
! tr(W,) 8,2194 x 1077 5,2862 x 1077 35,69
M (W) 8,3272 x 107° 3,0214 x 107° 63,72
’ tr(W,) 8,2132 x 107° 3,4710 x 107° 57,74
A (W) 8,3156 x 107° 3,1679 x 107° 61,90
’ tr(W.) 8,2706 x 107° 3,2734 x 107° 60,42
M (W) 8,1646 x 10° 3,2576 x 107° 60,10
! tr(W,) 8,4234 x 1077 8,4096 x 1077 0,16
M (W) 8,1608 x 1077 3,9177 x 1077 51,99
; tr(W,) 8,0257 x 1077 4,2464 x 107° 47,09
(W) 8,1827 x 1077 4,2998 x 1077 47,45
’ tr(W,) 8,4863 x 107° 2,6260 x 1077 69,06
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, alguns aspectos conclusivos sao expostos apos analise dos resultados

obtidos. Por fim, algumas sugestoes para trabalhos futuros sao apresentadas.

8.1 Conclusoes

Neste trabalho, uma formulacao foi proposta para o problema de otimizagao topolo-
gica visando o posicionamento 6timo de atuadores em uma estrutura controlada. Para isso,
o menor autovalor do Gramiano de controlabilidade foi maximizado propiciando, assim, que
nenhum estado do sistema esteja em uma situagao proxima de nao ser controlével. Essa
formulagao foi comparada com a proposta por Silveira [2012| na qual a fun¢ao objetivo é o
trago do Gramiano de controlabilidade.

O desempenho das estruturas controladas foi analisado considerando um sistema
de controle com realimentacao e a aplicacao de uma carga impulsiva. Para os casos nos
quais apenas o primeiro modo de vibragao foi considerado no sistema de controle, ambas as
formulacoes apresentam resultados similares em decorréncia da dependéncia dos termos do
vetor de estados adotado. Para os casos nos quais os dois primeiros modos de vibracao sao
considerados no sistema de controle, a formulacao proposta neste trabalho obteve melhores
resultados para atenuacao de deslocamentos maximo e RMS. Como esperado, os casos com
sistema de controle para quatro modos de vibragao apresentaram maiores dificuldades para
atenuar vibracoes. Essa dificuldade é decorrente do compromisso que é induzido de que o
sistema de controle seja efetivo, simultaneamente, para todos os modos. O desempenho da
estrutura controlada obtida através da formulacao proposta apresentou desempenho inferior
apenas para o caso 9, com controle dos quatro primeiros modos de vibracao considerando
a possibilidade de seis eletrodos independentes. De forma geral, a maximizacao do traco
de W, tende a melhorar a controlabilidade dos estados que ja sao bem controlaveis. Em
contrapartida, a maximizac¢ao do menor autovalor de W, induz uma melhoria na controla-
bilidade do estado menos controlavel. Entretanto, para a maioria dos casos, nota-se que a

maximizacao de uma dessas medidas de controlabilidade contribui para o aumento da outra.
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8.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Nesta secao, algumas sugestoes sao expostas levando em consideragao os resultados

obtidos neste trabalho:

e A configuracao da face potencial influencia, consideravelmente, o problema de oti-
mizagao topologica. O estudo de métodos para eliminar a necessidade de eletrodos

posicionados previamente poderia flexibilizar a metodologia utilizada.

e A formulacao proposta apresenta dificuldades quando o sistema de controle considera
muitos modos de vibracao de forma simultanea. Como alternativa, pode-se estudar a

utilizagao de eletrodos individuais para o controle de cada modo de vibragao.

e Neste trabalho, o comportamento do material piezelétrico é considerado linear. Além
disso, nenhuma restrigdo quanto ao campo elétrico aplicado (ou tensdo mecanica) é
adotada para a estrutura controlada. Sabe-se que restringir os sinais de controle pode
resultar em desempenho muito inferior do que os obtidos. Dessa forma, a consideracao
da nao-linearidade material dos atuadores piezelétricos pode se tornar um acréscimo

importante & metodologia utilizada.
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APENDICE A

Convergéncia das fungoes objetivo
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Figura A.1 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 2, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W.
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Figura A.2 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 3, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W..
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Figura A.3 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 4, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W,.
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Figura A.4 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 6, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W..
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Figura A.5 — Historico das medidas de controlabilidade para caso 9, maximizando: (a) o

menor autovalor e (b) o trago de W..



APENDICE B

Respostas das estruturas a uma
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Figura B.1 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 2, maximizando:
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Figura B.2 — Sinais de controle para o caso 2, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

trago de W..



Figura B.3 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 3, maximizando:
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Figura B.7 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 6, maximizando: (a) o menor

autovalor e (b) o trago de W,.
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Figura B.8 — Sinais de controle para o caso 6, maximizando: (a) o menor autovalor e (b) o

traco de W,..
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Figura B.9 — Resposta a uma carga impulsiva para o caso 7, maximizando: (a) o menor

autovalor e (b) o trago de W,.
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