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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos algumas técnicas de Anélise Harménica (envol-
vendo operadores integrais singulares, teoria de Calderén-Zygmund e o teorema Hardy-
Littlewood-Sobolev) para a investigacao das solugoes da equagdo de Poisson Au = f em
R™ no caso em que f € LP(R™) para algum 1 < p < co. Nesta situagao, as solugoes ndo
sdo (em geral) classicas, mesmo assim exibem interessantes propriedades de regularidade
que sao analisadas com o uso destas técnicas. Em particular, mostramos como construir
solugoes e indicamos condigoes garantindo sua unicidade. Além disso, sao obtidas diversas
estimativas de interesse para as solucoes construidas. Finalmente, aproveitamos parte da te-
oria desenvolvida para estabelecer alguns resultados importantes conhecidos sobre a pressao
hidrodinamica p(-,t) em escoamentos descritos pelas equacgoes de Navier-Stokes para fluidos

viscosos incompressiveis.
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ABSTRACT

In this work, we show some harmonic analysis techniques (involving singular
integral operators, Calderon-Zygmund theory and the Hardy-Littlewood-Sobolev theorem)
to investigate the solution of the Poisson equation Au = f in R", in the case f € LP(R™)
for some 1 < p < oo. In this situation, the solutions are not (in general) classics, but
they still show interesting regularity properties that will be analyzed with the use of these
technics. In particular, we show how to build solutions, and indicate conditions ensuring
its uniqueness. In addition, various estimates of interest for solutions built are obtained.
Finally, we take advantage of the theory developed to establish some important known results
on the hydrodynamic pressure p(-,¢) in flows described by the Navier-Stokes equations for

incompressible viscous fluids.



1 INTRODUCAO

Um operador integral, tipo convolugao tem a forma

Tf(r)=K=x*f(x)= [ K(x—y)f(y)dy. (1.1)

Rn

Quando * + % =1+ ]l) e K € L"(R"), a desigualdade de Young

K * fllr@ny < C(n,p, OIE| | Lr@e) | | Lagrny

mostra que 7' : L4(R™) — LP(R™) ¢ limitado. Existem diferentes provas da desigualdade de

Young na literatura mas a constante optimal foi obtida apenas nos anos 70 (ver [6]).

Quando o nicleo K nao pertence a um espago L"(R™), o operador é chamado de
integral singular. Estamos interessados em duas classes de integrais singulares, as integrais
fracionarias, I,, correspondendo aos nicleos K®(xz) = c,|z|*", e as integrais singulares
de Calderén-Zygmund, em particular as transformadas de Riesz, R; correspondendo aos

z;

nicleos K(z) = Cn TarT - Os teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev e Calderén-Zygmund

estabelecem a continuidade em espagos LP(R™) desses operadores.

Dada f € LP(R™) (1 < p < 00), considere o problema de Poisson

—Au = f.

Vamos estudar esse problema utilizando a forma integral



u(w) = [ T =) f)dy,

onde I' : R — R é definida por

mL/E’Q*n , S€ n > 2
D) =T(fal) = { ©
sloglr —y| ,se n=2,

Com w, sendo a area da superficie esférica de raio 1 em R".

E um fato classico que sob hipoteses adequadas sobre f, u(x) = I f(z) satisfaz
—Au = f. Também é um corolério imediato do teorema de Calderén-Zygmund que para

ue (el <p<oo,

|DiDjul|pr@ny < Cpll Aul|Lo@n).

Nesta Dissertacao, vamos utilizar os Teoremas acima nas equacoes de Poisson e

Navier-Stokes.

Vamos abordar também os problemas —Au = D;f e —Au = D;D;f, com
f € LP(R™) para 1 < p < oo, mostrando a existéncia de uma solu¢do fraca u. Indicamos

condicoes garantindo sua unicidade, e mostramos algumas estimativas, tais como

|| Du||Lr@ny < K (n,p)||f]|Lrny para o problema — Au = D;f

[ul|o@ny < K(n,p)||f||rny para o problema — Au = D;D;f.
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No capitulo 2, serao apresentados resultados ja conhecidos, mas que serao impor-
tantes para a teoria desenvolvida nos capitulos seguintes. Entre os resultados mais importan-
tes discutidos nesse capitulo, estdo o Teorema de Calderén-Zygmund e de Hardy-Littlewood-
Sobolev, além de outros teoremas necessarios as suas demonstragoes, tais como o teorema

de interpolacao de Marcinkiewicz e o teorema de decomposicao de Calderén-Zygmund.

No capitulo 3, trabalhamos com a forma integral da solucao da equacao de
Poisson —Au = f, com f € Ly (R")NLP(R") (para 1 < p < %) Hélder continua. Mostramos

que ela estd bem definida Vo € R™ e obtemos a importante desigualdade

n
1DiDjullr@ny < K| fllorm para l <p < o

Nos capitulos seguintes, enfraquecemos as hipoteses sobre f, e mostramos que a forma integral
ainda representa a solugdo no sentido das distribui¢ées. Como L (R™) é denso em LP(R")
para 1 < p < oo, os resultados aqui obtidos vao ser fortemente usados nos capitulos seguintes

através de argumentos de densidade.

No capitulo 4, trabalhamos com o problema de Poisson —Au = f, com [ €
LP(R™) e 1 < p < co. Mostramos como construir uma solugao fraca u para o problema e
obtemos estimativas para a norma da solucao. O espago em que se encontra a solu¢ao, muda
de acordo com a regiao de R em que se encontra o p. Por exemplo, temos que Du € Lor (R™)
para 1 < p < n enquanto que u € C*(R") para n < p < co. Em todos o0s casos, pelo teorema

de Calderén-Zygmund, temos que

1D%ull o) < K[| f]]2o@m.

No capitulo 5, trabalhamos com o problema de Poisson —Au = D;f, com
felP(R"), 1 <p<ooel <i<n. Mostramos a existéncia e obtemos estimativas para a
solucao fraca u do problema. Mais uma vez, essas estimativas mudam de acordo com a regiao
de R em que se encontra o p. Os resultados obtidos nesse capitulo podem ser vistos como

consequéncias do capitulo 4, mas escolhemos obté-las de maneira independente por uma
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questao de clareza e simplicidade dos argumentos. Fazemos também uma aplicacao para
as equacoes de Navier-Stokes, obtendo estimativas envolvendo a velocidade e vorticidade da

solucao.

No capitulo 6, trabalhamos com o problema de Poisson —Au = D;D;f, com
felP(R"),1<p<ooel<i,j<n. Mostramos a existéncia e obtemos estimativas para a

solucao fraca u do problema. Obtemos, por Calder6on-Zygmund, a importante desigualdade

||UHLP(R") < K(”aP)HfHLP(R”)'

Fazemos também uma aplicacao para as equacoes de Navier-Stokes, obtendo a

unicidade da pressao nas regides em que a solugao u da equacao de Navier-Stokes é classica.

Resultados mais gerais sobre a solubilidade de P(D)u = f podem ser encontra-
dos em [4]. Muitos dos resultados apresentados podem ser obtidos dos métodos em [9] e [3],
porém nossa apresentacao ¢ mais elementar e direta, elaborada por P.R. Zingano, usando

representagoes integrais e utilizando apenas rudimentos da teoria de distribuicoes.



2 TOPICOS EM OPERADORES SINGULARES

Neste Capitulo faremos uma revisao da Teoria de Calderén-Zygmund e dos

Teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev.

2.1 Algumas definigcoes

Definigao 2.1. Definimos a bola B(z, R) aberta de centro z e raio R como

B(z,R)={y e R": |y — x| < R}.

Definimos w,, como a area da superficie esférica de raio 1 em R".

Definigao 2.2. Vamos denotar a derivada parcial de uma fungao f em relagao a coordenada

x; por D, f, isto é
0

Dif [

Defini¢ao 2.3. Definimos L2(R"™) como
LP(R™) ={f e LP(R"): V- f=0}

Definicao 2.4. Dizemos que a sequéncia {¢,, } de funcoes em C§°(R") converge em C§°(R"),
quando existe K C R"™ compacto, tal que supp(¢,,) C K para todo m e existe ¢ € C°(R"),

tal que para todo a, D%p,,, — D¢ uniformemente em K.

Defini¢ao 2.5. Dado um funcional linear u no espago C3°(R™), vamos denotar u(¢) por
< u,¢ >. Uma distribuicao é um funcional linear u que é continuo no seguinte sentido: se
Om — ¢ em CP(R™) entdo < u, ¢, >—< u, ¢ >. O espago das distribuigdes sera denotado
por D'. Vamos utilizar a topologia fraca em D', isto é, u,, — u em D’ se e somente se

< U,y @ >—< u, ¢ >, para todo ¢ € C°(R™).
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Definicao 2.6. Vamos definir a norma L” da derivada e da derivada de segunda ordem de

uma fungao u por

1 Dullzs = (ZIIDZ-UI|’ZP> ,
=1

D% = (Z ||D1-Dju||fzp) |

1,j=1

Definigao 2.7. Dado Q C R™ definimos W"?(£2) como

WEP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(Q), para 0 < o < k},

onde D“u é a derivada no sentido das distribuicoes de wu.

Definicao 2.8. Seja T : LP(R™) — LY(R™). T ¢é dita de tipo fraco (p,q) (1 < p < o0 e
1 < ¢ < ), quando

mi{z: Tf(z) > a} < (M)q

(0%

para todo a > 0, onde A nao depende de f e nem de a.

2.2 Teorema de interpolacao

Definicao 2.9. Definimos o espago LP*(R™) + LP2(R™), como
IPPR")+ LP*(R™) ={f: f=fi+ fa, L € L""(R") e f, € LP*(R")}

Proposigao 2.10. LP(R™) C LP*(R"™) 4+ LP2(R™), ¥V p1 < p < po



Demonstracao. Seja f € LP(R") e v > 0, defina

flx) se [f(x)] >
0, se [f(z)] <~

filx) =

fx) se |f(z)] <~
0 ,se |f(z)gl >~

fo(x) =

Temos [ |fi(z)["dx = [|fi(2)IP|fi(z)["Pde < 4?17 [|f(2)Pdz < oo, ja que

p1 — p < 0. De maneira semelhante temos que

/ folz)Prdz = / o) P o) P2 Pde < 4727 / (@) Pdz < oo, se ps < oo,

Se py = 00, basta notar que |fo(z)| < v Vo € R™

Logo fi1 € LP*(R") e fy € LP*(R™), com f = f; + f2, concluindo a prova da

proposicao.
O

Teorema 2.11. (Teorema de Marcinkiewicz)Seja 1 <r < oo, e T um operador. Supo-

nha que:

T(f + g)(@)] < |Tf(x)| +|Tg(x)], Vf,g € L'(R") + L"(R")
1. Al 1
m({z : [Tf(2)] > a}) < —[fll, Vf € L'(R"), a >0

m({z: |Tf(x)] >a}) < (%HfHT)T, Ve L'(R"), a >0, ser < oo



.

NT flloo < Aol flloos Vf € LZ(R"), se T =00

Entao

T flle@ny < Apl|fllLr@n) Vf € LP(R")
para todo p tal que 1 < p < r, onde A, depende apenas de Ay, A,, p, er.
Demonstragao. Suponha primeiro que r < co. Seja f € LP(R") e AMa) = m({z : |tf(z)| >

a}). Vamos aplicar a proposi¢ao (2.10) para f. Escrevendo f = fi + fo, f1 € L'(R") e
fo € L"(R™), onde

0 ,se |[f(z)]>a

Como |T'f(x)| < |Tfi(x)|+ |T f2(x)|, temos que

{z:|Tf(@)[ > a} o [Thi(e)] >a/2} U{z: [T fa(z)] > /2}

e portanto

Ma) =m({z - [Tf(x)] > a}) <m({z: |[Tfi(x)] > a/2}) + m{x: |Tfa(x)] > a/2}),

e logo, pelas hipoteses (i7) e (i), temos que



M) < 2 [ Il + o [ 1 ds

Pelas definigoes de f; e fo, obtemos

Moy < 28 [ p)de + ) /f @ (2.1)

T
@ Jifl>a «

Temos também que

p / o’ "A(a)da = p / ar~! / ldedo = p / or! / 1{|Tf| > a}dzda
0 0 |Tf|>« 0 R™

00 [T f|
—p / / P {|Tf| > aldads = / p / o \dade = | |TfPPde.
R” JO mJo R

Logo, para estimar ||T f||r»®n) temos que multiplicar (2.1) por pa?~! e integrar

com respeito a «. Para isso observe que

/ ozplozl/ | f|dxda = / |/ / o’ dade = —— [ | f||fP~ dx
0 f|>a R 0 Pl /e

pois p > 1. De maneira semelhante

” o0 1
| et [ rasda= [ g [ ortraads = —— [yl
0 Ifl<a " 111 e

pois p < r. Colocando os dois juntos temos, por (2.1), que

241 2A)

1T A llrn) < Aplifllirn, com A7 === + “—
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No caso em que r = oo, defina f; e fy como acima mas cortando a f em

a/(2A), obtendo

TN =T+ R < TAIH T SITH+ AT Lol < [T A+ a/2

Logo, {z : [Tf(x)] > o} C{z : [Tfi(z)| > a/2}
Agora basta fazer as mesmas estimativa que antes para f;, obtendo novamente

que

2P A1 (As )P

T fllze@ny < Apl|flLr@mn), mas com AP = -

2.3 Os Teoremas de Calderén-Zygmund

Lema 2.12. (Lema da Cobertura de Vitali). Seja B = {By, By, ..., By} uma colegdo de

bolas abertas do R. Entdo existe uma sub-colegao disjunta B;,, By, ..., B, tal que

N k
m(|JB) <3") m(B;).
=1 j=1

Demonstracao. O argumento e construtivo, e se utiliza da seguinte observagao: Suponha
que B e B’ sao duas bolas que se interceptam, com o raio de B’ ndao maior do que o raio de

B. Entao B’ esta contida na bola B que é concéntrica com B, mas com o raio 3 vezes maior.
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Primeiro escolha B;, € B a bola com maior raio, entao retire de B a bola B;, e

todas as outras bolas que interceptam B;, .

As bolas restantes formam uma nova colecao B’ para a qual repetimos o pro-
cedimento anterior. Escolhemos B;, € B’ com o maior raio, retirando de B’, B;, e todas
as bolas que interceptam B;,. Continuando esse procedimento temos, ap6s no maximo N
passos, uma cole¢ao de bolas disjuntas B;,, B,,, ..., B;,. Como toda bola B; esta contida em

alguma bola Bij e m(B;,) = 3m(B;,), temos que

Lj J

m(JB) <m(|JB;) < Zm(él]) =3 m(B;)

Definicao 2.13. Seja f uma fungao integravel, definimos sua fun¢cao maximal f* como

£*(z) = sup —

d
ve m(B) /B [f(®)ldy, = € R

Onde o supremo é tomado sobre todas as bolas que contém x.
Teorema 2.14. (Teorema de Hardy-Littlewood). Suponha que f € integrdvel em R,
Entao:
1. f* € mensurdvel
. f*(x) < oo para quase todo v € R?

1. f* satisfaz

mi{r € B (@) > a}) < 2| fllore (2.9

Para todo o > 0, onde A = 3.

w. Se f € LOO(Rd> entao ||f*||Loo(Rd) S AOO||f||L°°(Rd)
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v. Se f € LP(RY) entao /"l eeray < Apl[flLp(ray, 1 <p < 00

Demonstra¢ao. Vamos provar i. Seja E, = {z € R : f*(z) > a} e T € E,, entdo existe

uma bola B, com T € B e

1
W/BV(?J)W?J >«

logo f*(x) > a Vx € B, isto é, B C E,, o que prova que f* é mensuravel.

i & consequéncia de iii, pois {x € R? : f*(x) = 0o} C {z € R : f*(z) > a}
para todo o. Tomando o limite quando « vai para infinito, por iii temos que m({x € R? :

f*(x) = o0}) = 0.

Vamos demonstrar #:. Para cada x € E, existe uma bola B, com x € B, e

—5 |, 1wy

Logo para cada bola B,, temos

m(B,) <+ / F@)ldy. (2.3)

«

Seja K C E,lpha compacto. Como K é coberto por (J,cp. B., podemos tomar
uma sub-cobertura finita de K, k C Ul]il B;. O lema 2.12 garante a existéncia de uma

sub-cole¢ao B;,, ..., B;, de bolas abertas disjuntas com

m(|JB) < 3dZm ) (2.4)

Como as bolas B;,, ..., B;, sao disjuntas, e satisfazem (2.3) e (2.4), temos que
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_m(UBl)SBdZm( i) < Z/ y)|dy

3d

34 34
=2 w1l =l

o J gk

i=1Bi;

Como essa desigualdade ¢ vélida para todo subconjunto compacto K de F,, a

desigualdade é valida também para FE, e prova de 7 estd completa.

Temos também que se f € L*(R") entao

1
5 | Iy < suplfllimeoy s [ 1y = 1o

f*(z) = sup
zeB M

O que demonstra .

v estd demonstrado para p = oo, para 1 < p < oo, por %, i e pelo fato de

(f+9)" < f*+ g* podemos aplicar o Teorema 2.11, o que conclui a demonstracao. O

Corolario 2.15. Se f € LP(R™), ou mais geralmente, se f € localmente integrdvel, entao

lim — / fly x)para quase todo r € R".
r—00 ‘B x, r
B(z )
Demonstracao. Ver pagina 5 de [9)]. O

Teorema 2.16. (Decomposicdo de Calderén-Zygmund)Seja f € L'(R") nio negativa

e a > 0 constante. Entao existe uma decomposi¢ao de R™ tal que

I.R"=FuUQ, FNQ = 0.
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2. f(x) < a em quase toda parte em F

3. Q € a uniao de cubos, Q = J, Qx, cujos interiores sao disjuntos, e para cada

Q. vale que
1

m(Qr) Jo,

o <

(x)dr < 2"« (2.5)

Demonstracao. Vamos decompor R” em uma malha de cubos de mesmo tamanho, tais que

m fQ, f(z)dz < «, para todo cubo @' na malha.

Seja (' um cubo fixo na malha. Vamos dividir cada um dos seus lados ao meio,
gerando assim 2" cubos congruentes. Seja Q7 um desses cubos.
. . . 1
Primeiro caso: ) fQ,, f(x)dx < a.

Segundo caso: W Jo f(z)dz > a.

No segundo caso (" nao é subdividido. Q" é selecionado como um dos cubos

Q. do teorema. Tal cubo satisfaz a desigualdade (2.5), pois

a <

1 1 .
m(@//) Q" f((E)dCE S W(Q/) /Q’ f(fﬂ)dx S 2"

No primeiro caso, continuamos com a subdivisao de )7, e continuamos esse
processo até (se for o caso) cair no segundo caso. Escrevemos 2 = | J, Qx, a unido dos cubos
obtidos no segundo caso, onde comegamos o processo com todos os cubos @)’ da malha inicial.
Afirmamos que f(z) < « para quase todo z em F' = Q°. De fato, para quase todo x € F,

temos, pelo Corolario 2.15, que

i 1
)= tim o | sy
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Onde o limite é tomado sobre todos os cubos () contendo x. Porém, para cada
um dos cubos que entram na nossa de composicao e contém x € F', vale o primeiro caso, o

que prova o teorema.

]

Lema 2.17. Seja F' um conjunto fechado com m(“F) < oo e §(x) a distdncia de x até F.

Defina I(x) por

I(z) = / n 0w +y) g

’y‘nJrl

Entao existe ¢ > 0 tal que

/FI(a:)d:U < em(°F).

Demonstracao.

x+y
/ dx‘/i/nuAH u//nu—mwfw“
= — 2 d dx:/ /—dx5 d
Lﬁﬂ;u—yWJQ op Jp e =g W

O menos valor de |z — y| (quando x € F') é por defini¢ao d(y), que é a distancia

de y até F. Portanto

1 1
— dzx < / —— < ¢(6(y)) 7t
/F |$ — y|n+1 12|>5(y) |ZE|n+1 ( ( ))

Isso mostra que

Lﬁumxs[;d&mr%@Myzmm%w
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Teorema 2.18. Seja K € L*(R") e K a transformada de Fourier de K. Suponha:

K< B (2.)
[VE(2)| < B/lz|™* (2.7)

Para f € L' N LP seja
(T'f)(x) = - K(z —y)f(y)dy (2.8)

Entao existe A, € R (que depende apenas de B, p e n) tal que

T (o < Apllfllp, 1 <p < o0 (2.9)

Demonstra¢ao. Primeiro mostramos que f é de tipo fraco (2,2):

Usando a Transformada de Fourier temos que ff(y) = K(y)f(y) para f €

L' N L?, entao pela hipotese (2.6) e o Teorema de Plancherel temos

T ()2 < BlIf]2 (2.10)

Por (2.10) temos que T tem extensdo tnica para todo L?, onde (2.10) ainda é

valido. Logo T' é de tipo (2,2) e portanto de tipo fraco (2,2).

m{z : |Tf(z)] > a} < (B?*/a?) |f|?dz, f € L*(R™). (2.11)

Rn
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Agora mostramos que T é de tipo fraco (1,1).

Para isso precisamos encontrar uma constance C' ! tal que

m{z : |Tf(z)] > a} < g . |f(z)|dx, f € L(R™). (2.12)

Para isso fixe «, e para este « e |f(z)| aplique o Teorema 2.16. Temos entao

que R" =FUQcom FNQ =0, |f(z)|] <aparaz € Fe Q= J Qj, onde os interiores de
j=1

Q; sao dois a dois disjuntos;

C 1

|f(z)|dx < Ca
@i

Definimos

g(z) = J er el (2.13)

#Qj)fQj f(z)dr | sex € Q;

g(x) esta definida em quase toda parte. Definindo b(z) = f(x)— g(z) temos que

b(x) =0, para v € F

(2.14)
/ b(z)dx = 0, para cada cubo Q;
Q

J

Como T'f =Tg+ Tb, segue que

m{x: |Tf(x)| >a} <m{z:|Tg(x)| > a/2} + m{z : |Th(z)| > a/2}

LC vai denotar uma constante geral (ndo necessariamente a mesma cada vez que ela aparece) que depende
apenas de B e da dimensao n.
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E suficiente estabelecer desigualdades analogas a desigualdade (2.12) para cada

um dos termos do lado direito da desigualdade acima.

escrever

segue que

Estimativa para T'g: Temos que g € L?*(R"), pois por (2.13)

lolly = [ lo)Pda = [ lo()Pda+ [ lgte)Pda
< [ alf@)de + Cam() < (C*a-+ Dal I

Logo a desigualdade (2.11) também ¢é valida para g. Obtemos

mi: [Tg(x) > a/2) < |17, (2.15)

Estimativa para Th: Defina

b(z) ,sex e Q)

bj(x) =
0 ,sex¢Q;

Assim, temos que b(z) = >, b;(x) e (TD)(zx) = >_,(Tb;)(x), com

Tbi(z) = o K(x —y)b;(y)dy (2.16)

Vamos obter uma boa estimativa para (2.16) quando x € F. Primeiro, podemos

Thy(x) = /Q K(x — ) — Kz — /)]b;(y)dy

J

com ¥’ o centro do cubo Q;, pois [, bi(y)dy = 0. Como |VK| < Blz|™ !
y j» DOis [, b(y)dy :
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diametro(Q);)

Onde 3’ é um ponto do segmento de reta ligando 3/ com v.

Os cubos @); podem ser escolhidos de forma que o seus didmetros sao propor-
cionais a suas distancias até F'. Isso significa que fixado x € F', o conjunto das distancias

{lr —y| : y € Q;} s@o todas comparaveis umas com as outras. Por isso

A |b(y)|dy
Tbh(x)| < Cdiametro(Q / B A4 bl
[ Tb; ()| (Q;) o, |z — y[r+T

Entretanto fQj b(y)|dy < fQj |f(y)|dy + Ca fQj dy, logo fQj b(y)|dy < (1 +

C)am(Q);). Isso tem a seguinte consequéncia, se d(y) denotar a distancia de y a F', como

diametro(Q;)m(Q;) < CfQj §(y)dy, entao

Th;(z)| < Ca/ W 4 ver

Q |ZL’ — y|n+1

Finalmente,

o(y)
TH(x gC@/ —— xeF 2.17
Tha)| < Co | 20 (217)
Usando o lema 2.17, temos que
[ mo@lar < Cam@ < Clif, (218)
F

dessa desigualdade segue que

m{z € F: [Th(x)| > 0/2} < 22|71, (2.19)
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como m(°F) = m(Q) < £]|f||1, temos a estimativa desejada para T, isto ¢

mi : [Tb()| > 0/2} < ||fl], (2.20)

combinando (2.19) com (2.15), obtemos (2.12), logo T ¢ de tipo fraco (1,1).

A desigualdade (2.9) foi provada para p = 2 em (2.10). Para 1 < p < 2, é
suficiente verificar as hipoteses do Teorema 2.11 para o caso r = 2. T esta bem definido para
LY(R™) 4 L%(R"™) e & linear. E de tipo fraco (1,1) e de tipo fraco (2,2). Pelo Teorema 2.11,

temos que

T er@ny < Apllfllr@n, 1 <p <2, fe Ll

onde A, depende apenas de B, p e n.

Para 2 < p < oo, vamos explorar a dualidade entre L? e L, 1/p+ 1/q = 1,
e o fato de que o Teorema estd provado para L?. Observe o seguinte: se uma funcao ¥
¢ localmente integravel e se sup | [pdz| = A < oo, onde o sup é tomado sobre todas as

fungdes continuas ¢ de suporte compacto com ||p||, < 1, entdao 1 € LP e |[¢)||ro@n) = A.

Seja f € L'NLP (2 < p < o) e ¢ como acima. Como K € L? pela nossa

escolha de f e ¢, a integral dupla

/n o K(x —y)f(y)p(x)dzdy

converge absolutamente, podemos escrever entao

= [ 1w [ K= pptaydzay
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O teorema ¢ verdadeiro para 1 < ¢ < 2 ( com kernel K(—x) no lugar de
K(x), mas com a mesma constante A,). Logo [;. K(z —y)¢(x)dr € LI, e sua norma L9 é
majorada por Ay||¢ll, < Ay, pela desigualdade de Holder temos que | [g, (T f)pdz| = |I] <

Agl| fl|zr®ny, tomando o supremo sobre todos os ¢ obtemos

HTfHLP(R") < AquHLP(R"), 2<p<oo

provando o Teorema.

Corolario 2.19. A condicdo 2.7 do teorema 2.18 pode ser substituida por

/}m|Kw—y%Jﬁ@Mx§BAm>0 (2.21)

Demonstracao. O argumento é o mesmo do Teorema 2.18, exceto a parte que prova que T é
de tipo fraco (1,1), portanto vamos mostrar este fato. Considere para cada cubo @); o cubo

()} com o mesmo centro v/, mas expandido 2n3 vezes. Temos:
L Q; C QfseQ" = UQj, entdao Q C Q" em(Q*) < (2n3)"m(Q); se F* =
Q*, entao [* C F.
2. se x ¢ Q3 entdo | —yl| > 2ly — y/|Vy € Q;.
A outra diferenga é que ndo vamos majorar |Th(x)| pela integral da distancia,

vamos estimé-la diretamente, como consequéncia da estimativa favoravel obtida para ™, ao

invés de F.

Como no Teorema 2.18,

Thy(a) = [ (= 9) — K (o= )y

J
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obtemos,

[ <Y [ ] K - Kbl

no entanto por (2.) para y € @),

/ K(x —y) — K(z - ¢)|dz < / K(&' —yf) - K(@)|de’ < B
2¢Q

' [>2ly’|

onde a ultima desigualdade é valida por hipo6tese. Logo

/F* I Tb(x)|dz < BZ/Q_ b(y)|dy < Cl[ - (2.22)

Isso nos traz de volta a (2.18) na demonstra¢ao do Teorema 2.18, o resto segue

como na outra demonstragao.

Lema 2.20. Suponha que K(x) satisfaca as condigdes

[K ()| < Blz[™, 0 < |z]

(2.23)
/| K= = K@)lde < B,0 <y

/ K(z)dr =0,0 < R; < Ry < 0. (2.24)
R1<‘$|<R2
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Seja,

Entio K. € L*(R") e

sup |K.(y)] < CB, e >0 (2.25)

Y

onde C' depende apenas da dimensao n.

Demonstracao. Como |K(z)| < Blz|™", temos que K.(z) < B.(z), onde

B.(x) Blz|™ ,sel|z| > €
e\l) =
0 ,se x| <e

como B(x) € L*(R"), temos que K, € L*(R").
Vamos provar a desigualdade (2.25) primeiro para o caso especial € = 1.

Observe que K (z) satisfaz as mesmas condigoes (2.23) e (2.24) que K (x), onde
a cota superior B deve ser substituida por C'B onde C' depende apenas da dimensao n.

Temos que

Ki(y) = lim VK (z)dx _/ MK (2)da
B0 Jjoi<r lel<1/lyl
+ lim MV (x)de = 1) + Iy
fizvoe Jiyyi<lal<r
No entanto, [, eV K(z)dx = [, [T — 11K (2)dz, pois K sa-

tisfaz a condigao (2.24). Logo|l;| < Cly| f|m|<1/‘y| |z|| K1 (z)|dz < C'B por (2.23)
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Para estimar I, defina z = z(y) com z = 2‘;2. Temos entao que e*™¥* = —1,

Observe que [, K1(2)e*™*dx = § [L.[Ki(z) — Ki(z — z)]e*™*dx logo,

R—o00
lyl<lz|<R

lim / Ky (z)e*™*dx

im / [K\(2) — Ki(z — 2)]e*™*dx
lyl<|z|<R
Ky (z)e*™™*dy

lyl<|e+z], |z|<1/]y|

A altima integral ¢ feita sobre uma area contida na casca esférica, s|y| < |z| <
1/]y|, e & limitada ja que |K;(z)| < Blx|™. A primeira integral do lado direito é majorada
por %f\xlzl/lyl |K(z — 2z) — Kq(x)|dz. Como |z| = (2|y])~!, a condi¢ao analoga a (2.23) apli-
cada a K mostra que essa integral também é limitada por C'B. Se somarmos as limitacoes

de I; e I,obtemos a prova do lema para e = 1. Vamos passar agora para o caso geral € > 0.

Seja 7. a dilatagao pelo fator €, isto é, (7.f)(x) = f(ex). Assim se T é um

n

operador de convolu¢ao T(f) = ¢ * f, entao 7..1T7. = . * f, onde . = e "p(c 'x).
No nosso caso T corresponde ao kernel K(z) e 7.-1T7. corresponde ao kernel ¢ "K (e 'z).
Note que se K satisfaz as condigoes do teorema, entao ¢ "K (e 'z) também satisfaz essas
condicoes, e com as mesmas constantes. Assim, dado K como na hipotese, seja K' =

€"K(er). Entao K’ satisfaz as condigbes do lema com a mesma constante B, definindo

K'(x), se|z| > 1 — :
Ki(x) = , sabemos que Ki(x) < CB. A transformada de Fourier de
0, selz| <1
e "Kj(elz)é m) que também é limitada por CB. Como ¢ "K|(e 'z) = K (z), o lema

esta provado.

Teorema 2.21. Suponha que K(x) satisfaca (2.23) e (2.24).
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Para f € LP(R"), 1 < p < 00, seja

T(f)(@) = [l =y)K(y)dy, e > 0. (2.26)

ly|>e

Entao

Te()|r@ny < ApllfllLr@n) (2.27)

onde A, nao depende de f e de €. Além disso para todo f € LP(R™), lim.,oT.(f) = T(f)

existe na norma LP. O operador T assim definido também satisfaz a desigualdade (2.27).

Demonstragao. Como K (x) satisfaz as condigbes (2.23) e (2.24), K (z) satisfaz as mesmas
condi¢oes. Cada K, € L*(R"), ¢ > 0. Logo aplicando diretamente o Teorema 2.18 e o
Corolario 2.19 obtemos (2.27). Seja f1 € Cj. Entdo, pela condigao (2.24)

T.(f1)(x) = / KWt~y

= K@nEpds [ KGR ) - A

A primeira integral representa uma funcao LP pois é a convolucdo de f; € L*
com K € L? jaque |[K(y)| < Bly| ™", se |y| > 1. A segunda integral ¢ feita sobre um conjunto
compacto, e converge uniformemente em x quando € — 0 pois |fi(x —y) — fi(z)] < Aly|,
pela diferenciabilidade de f;. Resumindo, temos que T.(f;) converge na norma L? quando

e — 0.

Dado f € L? podemos escrever f = fi+ f, onde f; é como acima e || fo||rrrn €
pequena. Se aplicarmos a desigualdade (2.27) para f, no lugar de f, vemos que lim._,o T.(f)
existe na norma LP. Basta fazer ¢ — 0 para verificar que o operador limite 7" também

satisfaz desigualdade (2.27), o que completa a prova do teorema.
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Teorema 2.22. (Teorema de Calderén-Zygmund). Seja Q) limitada e homogénea de

grau 0 e w(d) = sup{|Q(z) — Q)| : |[x — 2’| <0, |z| = |2'| = 1}, suponha que

/01 @d(s < oo (2.28)

e que

/ Q(z)do = 0 (2.29)
Sn—l
onde o ¢ a medida euclidiana induzida em S™'.

Para 1 <p < oo, e f € LP(R™) seja

T.(f) () = /| LONTRE

yze [yl
entao
1. 3A, € R (independente de f e de €) tal que
TN oy < Apllfl]Lon)-
2. lime o T.(f) =T(f) existe em LP, e

1T ()| zreny < Apl[fl] Lo en).

Demonstra¢ao. As conclusoes (1) e (2) do teorema sao consequéncias diretas do Teorema

|z[™

2.21, uma vez que tenhamos mostrado que qualquer K (z) da forma (com € homogénea

de grau 0) satisfaz (2.23).
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B

Como (2 é limitado temos que claramente que K (x) < T Temos também que

Qzxr —y) — Q) 1 1

K(x—y) — K(z) = ( TP )+ Q(x)(

).

[z —y[* 2"

O segundo grupo de termos satisfaz a estimativa, pois

1 1
/ | _ Lim<c
I E o V] L ol

e 2 é limitado. Para estimar o primeiro grupo de termos, observe que a distancia entre as

projecoes de z —y e  em S, ||§:Z| — “;—||, ¢ limitada por C|¥], se |z| > 2|y|. Logo a

integral correspondendo ao primeiro grupo de termos é dominada por

c/2
C’/ (e 4T _ C”/ ) 45 < oo,
|z]>2]y| 0

2"z 0

2.4 Os Teoremas de Hardy-Littlewood-Sobolev

Definicao 2.23. Definimos [,, o Potencial de Riez, como

Lf)() = / W),

n | —ylre
Lema 2.24. Seja Q C R™ um conjunto limitado mensurdvel, d = diam(S2) o didgmetro de Q

e < a<n. Entao
1 d®
——dy < w,— Yz € .
olz—y[re a
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Demonstracao.
1 1
/ Ty S / [ —
ol =yl |z -y
B(z,d)
1 d d-
< / —dy = wn/ prtetn gy = 0, —.
|| 0 o

B(0,d)

]

Lema 2.25. Dada f € LP(Q) para algum 1 < p < oo, Q C R"™ um conjunto limitado

mensurdvel, d = diam(€)) o didgmetro de 2 e 0 < o < n temos que

1
/ W\f(y)]dy < 00 para quase todo x € €. (2.30)
o lT —

Além disso, 1,[f](z) € LP(R2), com
dOé
H[a[f] (x)HLP(Q) < WnEHfHLP(Q) (2.31)

Demonstracao. Para p = oo, temos que

1 1
——|f(y)|dy < [|f(y)]|z /—dy.
| e Wl < 1 Wlimey [ s

Pelo lema (2.24), temos que

/ 1 a”
T Y S wn—
Qlr—ylm a

e portanto

1 e
T agma Wldy < o (@wn— Yz € Q.
/Q’x_y’na|f(y)’ y < [IF W)@ a WS

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que p = oc.

Para p = 1, temos que
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[iniiaiar [ | [ o]
= Lo [ e

Pelo lema (2.24), temos que

Jo <

e portanto

[a d n_d—n_ 1
[ itlfi@lde < [ 170 dy =o'l flloo

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que p = 1.

Para 1 < p < o0, seja g > 0 tal que %%—é: 1. Temos que

0= [ sl
_/ 1 HOIy
y‘n a) ‘i[f ‘ cul

== ) = T )'pdy)l
< (s5) ([ =)’

Obtemos entao que
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S
3
Qs

S~—
£
S
=
Y
D
IA

/Q UQ m’f@ﬂpdy} da
] [ aa
/Q‘f ) [Pwn —dy

da
A, ( ) .

[\
A/?/\A
3

&
3

(S
3
2% 2% 2% 2%

\/\/\/\_/
[SES]

e portanto

(67

d
o[ 2r) < |ullzr@) < wngllfHLp(Q)

O que demonstra (2.30) e (2.31) no caso em que 1 < p < oo, completando a

demonstragao. ]

Teorema 2.26. (Potencial de Riesz para regides limitadas). Sejan >1,0<a <n e

1 <p < oo dados. Seja Q C R™ um conjunto mensurdvel limitado e d = diam(§2) o didmetro

de Q. Dado f € LP(QY), considere 1,[f] dado por

L [fl(z) = /Q mf(y)dy para quase todo x € ). (2.32)

Entao

1. Sel <p <2, entio I,[f](z) € LY(Q) Vp<qg<

, com
n— ozp

HalfIllza@) < K(n,d, o, p, )| f]|Lr()- (2.33)

2. Sep="12, entio I,[f](z) € LY(Q) V 2 < g < o0, com

Halflllza@) < K(n,d; o, p, @)l f]|r()- (2.34)
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8. Se X < p < oo, entao I,[f](x) € LYQ) V p < q < oo, com

Mol Lo < K(n,d,a, p, q)||fl]Lr()- (2.35)
4. Se p= oo, entio I,[f] € C°(Q) N L>(Q), com

(Mol /Loy < K (n, d; o, p, @) ] 2o (- (2.36)

Demonstracao. O caso em que p = g € [1, 00|, foi demonstrado no Lema 2.25 acima, onde

obtemos que
dOL
ol Sl e <Wn—||f||Lp(Q (2.37)

Vamos considerar agora, o caso em que p = 1 e 1 < g < -2 (este é o caso
n—o

(2.33) para p=1). O caso ¢ =1 é dado em (2.37) acima, portanto vamos considerar o caso

l<g< 2.

Escrevendo

1 1 1 1
WV(?J” = W|f(y)|5|f(?/)|17

obtemos que

ol [ il < mm)\dy)é( / !f(y)\dy)l_

(2.38)

Observe que (n — a)q < n, pois ¢ < -"—, de modo que

) R = L e (2:39)

e portanto, pelo lema (2.24), temos que
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Mol < [ | [ Ww | el

/'f [/|x = a)qu}df‘/”f” (2.40)

= JAEC iy
Wp——————— =w,——

n—(n (n —a)q

e portanto

Jr—(n—a)q
[ Lo f](2)]|Lago) < <an> HfHLl V1<g< S (2.41)

Agora vamos considerar o caso 1 < p < =~

np _
s Como o caso ¢ = p

ja foi feito em (2.37)

1 1
0=———, (2.42)
p q
temos que 0 <0 < = < 1. Seja r dado por
1 1 1 1
Observe que r < ¢, escrevendo
L= () et () s (2.49)
= q q .
‘x_y‘nfa Y ’x_y’nfoc Yy ‘x_y‘nfa Y ’

temos que
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/lx = & F(W)ldy
:/(—|) )l (ﬁ), PPy
§</|x g |dy) (/'f |pdy)i2(/Q|$_y|(n_1a)(l_g)ﬁ)l

3=

(2.45)
Observe que a expressao acima faz sentido, pois
1 o
—=1-60>1—-—=(n—a)r<n
r n
(o)1= ) Fe = - a)(t = )L = (0 a)
n—a)(l—--)—=n—-a)r(l——)——=(n—a)r
q¢p—1 p'p—1
Da equagao (2.45), temos que
1 (1_%)‘1
\q</m|f( IWedyll fII e Q)(/QW) : (2.46)
de modo que
. 1 , vp dnf(nfa)r Q*%
z)|? < /QWV(?J” dyl|f| LP(Q) (wnm) (2.47)

e portanto, escrevendo 5 =n — (n — a)r, temos que
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Mol < [ @)t < 1115 (0 ) /[/Wlﬂ Py
~ 1115 (0 ) / e U ey
. AP\
11557 (a5 ) I,

Logo

A A
||1a[f]||Lq(Q)S(wnE) (wﬁ) 1 1lercen (2.48)

Vi<p<Zep<gqg<

nap

Vamos considerar agora o casop = >~ e = < ¢ < 0o. O caso ¢ = p ja foi estudado

em (2.37) acima. Vamos considerar entdo, apenas o caso = < ¢ < 00.

Defina ¢ e r como

(2.49)

Observe que 0 <0 < 2 < 1er < —=-. Podemos escrever

p

0= (i) 0 (i) 0t e

De modo que obtemos, por Hélder e pelo Lema 2.24, que



0= [ il

—/ (w) 0 (5

y|n «

(/ n— a)r|f ’de) (/ _ ol(n—a)r
|z — y\ |z y!

r(1-1)
) ) Sy

< ([ r—ilior dy)(wnf(n—_a)) 175y

Obtemos entao que

dﬁ Q(l—*
/WU( )\pdy(wn6> 1%s Lp Q)7

onde 3 =n — (n — a)r. Observe que 3 > 0, pois r < —"—. Portanto

[FATAIT / () Y

B\ a(1-3)
<(w%) i
dP B
(Y i

dP 4(1—*
<(w%) i

isto é,

dﬁ
1l oy < (wn—

B

ondep==2efB=n—(n—ar.

/[/mlf(y)lpdy}dx
/If [/dex]dy

Ty / )Py,

1-141
) 1l ¥ p < g < 0,

) ( 176 \pdy);_

35

(2.52)

Q=

(2.53)

(2.54)

(2.55)
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Vamos considerar agora o caso em que

n
—<p<ooep<g<oo.
o

Como o caso ¢ = p ja foi considerado acima em (2.37), vamos considerar apenas

0 caso p < ¢ < oo. Vamos comecar pelo caso p < g < oo. Seja

e
1 1 1
NPT (2.57)
r q P
Temos que 0 < 6 < 2 el <r < -2, Escrevendo
1 1 2 P 1 172 p(l_l)
WU(?M “\poype |f(y)]e =y |f(y)["p (2.58)
Como 1 -7 = r(l— %), temos, pela desigualdade de Holder e pelo lema (2.24),
que

. 1
0= [ i

1 » q 1 p %,
S(/Qmﬁ(yﬂdy) (/’x_y’n o ) (/|f |dy) (2.59)
1 ‘ BN\ p 1P
< ([ oemtroran) (%) s,

Temos entao que

Q=
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q 1 P d’ )
< [ e )G (2.60)

e portanto

1 1. (f /|u \qu
d? 1
( 5) ||f||Lp(Q [ | [ =irtrtras)as

i 1 (2.61)
(wng) Hﬂ L Q)/ | (y {/dex} dy
<w f) e sl
"3 LP(Q n r(Q)
isto é,
A8\ et
RGN (wng) 17 lercey (2.62)

Vamos considerar agora o 1ltimo caso, isto é

n
—<p<o0eq=0o0
Q@

Temos, pela desigualdade de Holder e pelo Lema 2.24, que

() ()] < / m!f(y)\dy
<([ mdy)i( / \f(y)|pdy>; (2.63)
(wd;) 1flloey

Observe que 3 =n — (n — a)r > 0, pois p > 2. Temos entao que
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P\
alfllimior < (%) Wl (2.64)
Finalmente, o caso p = ¢ = oo, j4 foi considerado em (2.37) acima. O

Teorema 2.27. (Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev) Se 0 < a <n e f € LP(R"),

onde 1 <p < 2, entdo g definida por

1
g(z) = /Rn Wf(y)dy

estd bem definida para quase todo v € R™ e

n

19| Loy < A(n, p, @)|| f]|r@ny onde g = p

n—ap

Demonstracao. Uma demonstracao utilizando a decomposicao de Calderon-Zygmund e o
Teorema de Marcinkiewicz esta em [9] e [3]. Uma demonstracdo mais elementar utilizando
somente o operador maximal de Hardy-Littlewood pode ser encontrada em [8]. Em [6] uma
outra prova via rearranjos de fungoes é apresentada bem como o argumento com as constantes

Otimas. O
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3 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos tratar da forma integral da solucao da equacao de Pois-
son. Supomos uma grande regularidade nas funcoes para obtermos solucoes classicas para
a equacao de Poisson. Os resultados aqui obtidos serao fortemente utilizados nos capitulos

seguintes.

3.1 Solucao Classica

Nesta secao, vamos apresentar uma solucao para o problema —Awu = f, quando
f e Le(R)NLIR"), 1 < g < n/2. Além de obter algumas estimativas para a solugao.

loc

Seja I' : R — R definida por

WL’L‘Pin ,8e n > 2
P(z) =T(l=) = § ™ 7" (3.1)
sloglr —y| ,se n=2

e u definida por

u(r) = / [z —y) f(y)dy, (3.2)

onde f € LY (R") N LYR™), 1 < g <n/2.

loc

Lema 3.1. u(z) estd bem definida para todo x € R".

Demonstracao. Seja ¢ tal que % + & =1, observe que 1 < ¢ <n/2 = (n—2)¢ > n. Temos

entao que, dado r € R™
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@) < | @ —y)lIf@)ldy = / Tz — o)1/ ()|dy + / Tz — o)1/ ()ldy

tal que

Rn

lz—y|<1 lz—y|>1
) 1/q 1/q
<t [l ([ we-nr) ([ 1rwr)
eyl <1 lr—yl>1 lo—yl>1
) 1/¢ 1/q
ot [l ([ o) ([ )
lyl<1 ly[>1 |z—y|>1
) 1/4¢
<ot [l e [ )l <o
lyl<1 lyl>1
Logo u(x) esta bem definida para todo = € R™. ]

Para mostrar que v € C°(R") vamos usar uma fungao de corte ® € C°°([0, 00)),

0 ,se 0<r<i1
®(r) =
1 ,ser>2

er €[1,2] = &(r) € [0,1]. Além disso podemos supor que ®'(r) > 0Vr > 0e &' (r) <2V

1<r <2

Definicao 3.2.

ost) = () (33)

[s(y) = ['(y)®s(y) (3.4)

us(w) = / Fs(z —y) f(y)dy = / ['(z—y)® (@) f(y)dy (3.5)

lz—y|>6
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Lema 3.3. us € C°(R") V § > 0.

Demonstracao. Seja 6 > 0, Bs(y) = {xr €e R": |x —y| < 0} e & € R*. Temos entao que pra
todo x € Bs(2):

(o)~ us(@) = [ [Fsle =) = Lol ~ y)L Fw)dy

Para Ji(z) temos que:

()] < / Ts(e — y) — Ts(@ — o)1 (9)ldy

|£—y|<20
) 1/q 1/q
<( [ me-n-re-wra) ([ rwe)
|£—y|<26 |£—y[<26
) 1/q
s( / |ra<x—y>—ra<fc—y>rqdy) 17 e
|&—y|<26

Como lim |Ts(z —y) —Ts(z —y)| = 0 ,T5(¢) < ¢, 07 "2V £ € R™ e constantes sao integraveis
Tr—T

na bola B(Z,d), temos pelo Teorema da convergéncia limitada que

T—T

lim ( / Ts(z —y) —Ts(@ — y)|q,dy) - =0

| —y[<26

e portanto lim J;(z) = 0.

T—T

Para Jo(z) temos que:



()] < / Ts(e — y) — Ts(@ — 917 (9)ldy

|&—y|>26
) 1/q 1/q
g( / |r5(x—y>—r5<i:—y>!wy> ( / !f(y)\qdy)
|&—y|>2d |Z—y|>25
, 1/q
Scn( / Hx—yr"“—|az~—y|-“+2\‘1dy) 1 e
|Z2—y|>28

Como para x € B(z,6) e y ¢ B(z,20), temos que:

ly — 2|
9

. y—
<ly—@+00—) < |y — 2|
ly — 2|
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e portanto, [y — 2|29 < 2 |y — #[(+D7 Como |y — 2| g0 € L (RY),

obtemos pelo Teorema da convergéncia dominada que

T

J 1/q
lim / |z —y| 7" = |& — y[ dy) =0

|2—y|>28
e portanto
lim Jo(z) = 0.
T—T
Finalmente obtemos que
lim u(;(x) = u(g(i)
Tr—T

O que conclui a demonstracao do lema.

]

Lema 3.4. Temos que us(z) — u(x), quando § — 0, uniformemente para todo K C R"

compacto (n > 2).
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Demonstracao. Para todo z € R" e § > 0, temos que:

we) ~u(e) = [ [Fo(e—9) = Tla = )} f0)dy

:/nr(x—y)[CD('x;y') — 1] f(y)dy
- / r(x—y)[cb(’xf;yo — 1] f(y)dy,

lz—y|<26

de maneira que

) -l < [ - lle( 50 - i

lz—y|<26

< / ealz = |72 £ ()| dy.

lz—y|<26

Logo, se x € B(0, R) (para algum R > 0 dado) e § < 1, temos que

jus(z) — ulz)] < / ealir — 4|2 £ () dy

|z—y|<25
< swp |f()| / ol — y| 2y
ly|<R+2
lz—y|<26
<en sup |f()] / €] de.
ly|<R+2
[€1<26

Como

6—0
|£]<26

lim / €]~ 2dg = 0
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Temos que (lsiIT(l) us = u, uniformemente em B(0, R).
—

[]

Obs.: O Lema 3.4 também é verdadeiro para n = 2, assumindo que f € L?(?C(W)
€ Jig>1 log [€]] f(€)]d§ < oc.

Teorema 3.5. Se f € Ly (R") N LYR™), 1 < g <n/2. Entiou € C°(R").

loc

Demonstracao. Seja £ € R™ e € > 0, pelo Lema 3.4, existe 5> 0, tal que

lug(z) — u(z)| < § Vo€ B(i,1).

Como, pelo Lema 3.3, uz € C°(R™), existe 0 < n < 1 tal que

ug(w) —ug(2)] < 3, se o — 2 <.

Wl m

Logo, para todo x € B(Z,n), temos que

[ule) = u(®)] < fu(@) = ugle)| + fugle) —us(@)] + ug(@) —u(@)] < 5+ g+ 5=

Isto é, |z — 2| < 1 = |u(z) — u(2)| < e O

Obs.: O Teorema 3.5 também é verdadeiro para n = 2, assumindo que f &

L (R e [, log |¢l|£(€)]dS < oo.

Seja vj : R®™ — R definida por

vi(z) = | ——(z—y)f(y)dy. (3.6)
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De modo similar ao Lema 3.1, pode-se mostrar que v estd bem definida.

Lema 3.6. Se f € Ly (R") N LY(R"), 1 < q < n/2. Entao us € C*(R™). Nesse caso:

aucs 8F5 .
_— = _ J— n < < ) .
Oxj  Jgn Ox; (Z=y)fydy Ve’ 1<j<n (3.7)

Demonstracao. Dado © € R™, seja |h| < §/4. Como

. 30 . . 30 0 . .
|z —y| < v = |2+ he;—y| < |Z—y|+ k| < Z+Z =0=Ts(&—y) =Ts(&+he;—y) =0.

Temos que

us(Z + hej —y) —us(Z —y) / Ls(z+ he; —y) —Is(2 —y)
h =/ h fy)dy
-~ Is(2 + hej —y) —Ts(@ —y)
-/ y Fl)dy
|&—y|>32
al's .
= [ 5o~ ) f )y
Ly
|&—y|>32
Onde |0(h,y)| < |h|. Como
_ars oy, B
i 5, @ 0 g)e; —y)fly) = 5 (F —y)f(y) =0

para quase todo y € B(z, %‘S) e

) X X X 0 2
&+ 0(h, y)e —yl 2 |& =yl = lhej| = |2 —y[ = [hl 2 |2 —y| = 7 = Z]& —y

para todo y ¢ B(Z, %). Temos que
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Oz,
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(@00, )e; ~ )W) < 9l ), ¥y € B, 2)° com g, ) € L'(B(2, X)),

Logo pelo Teorema da convergéncia dominada, temos que

. aré (91—‘5
1 o(h dy = _ d
lim a%( &+ 0(h,y)e; —y)f(y)dy 8:1:]( y)f(y)dy
|E—y|>3] |&—y|>3
Ols
— d
6)%( y)f(y)dy
Rn
e portanto
us . us(®+he; —y) —us(d —y) [T
LA | J dy.
Jr, A Y axj( —y)f(y)dy
Rn
Vamos mostrar agora que g—gj € C°(R™) para que possamos concluir que us €
CY(R™).

Dado & € R", considere x € B(Z,§/4), temos que

8u5 8u5 R 8F5 8F5
70 _ 70 < 29 (e
T - 3| < [ |G —n -5 ]\f I
Rn
B ar's s,
|z—y|>38/4

Como acima, pelo Teorema da convergéncia limitada, temos que

lim /
T—T

|&—y|>35/4

%(m_) 8F5
Ox; Y (’33:]

‘If Ndy =0
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e portanto

Assim, giwj € C°(R"), j = 1,...,n. Portanto, us € C*(R")

Lema 3.7. (lsirr(l) % = v; uniformemente para todo K C R" compacto.
N J

Demonstracao. Observe que

2w = [ Giwe-wian= [ TEe-ne(“5) 0

Temos entao que

g_';j(x) —u@) = [ g—;(:p —y) [@('5”5;‘”') - 1] /(y)dy
+%/RnF(x—y)<I>’(|xgy|>xj — f(y)dy
_ / g—;(:v —y) {@(@) - 1]f(y)dy

lo—y|<20

1/ / \x—y\)xj—yj
+ = Faz—y@( f(y)dy
0 Js<|a—y|<2s ( ) 0 |z =y )

Para |z| < R (R > 0 dado) e 0 < 0 < 1, temos
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Jus or |z — y
—(x) — v; < —(z — ol —— ) -1 d
- [ g e-|fe(U50) - 1w
lz—y|<26
1 = —yl\||2 —y
- F _ @/ J J d
N B G et LA
5<|e—y|<26
or 2
<t [ |G|t 2t [ -l
l’j (5
lz—y|<26 0<|z—y|<26
or 2
“Masz [ |G ©fdy+ S [ DIy
0&; 0
1€1<26 |€]<28
1 2 M
<Mpa—— [l + w2 [ g
nwy, n(n—2)w, ¢
|§1<26 |€]<26
2 M
= Mp. 226 + fH2 452 0, a0 § — 0.
nn—2) ¢
Onde Mpyo = || f||z(B(0,r+2)), © que conclui a demonstracao do lema. O

Obs.: O lema acima também é valido para n = 2, repetindo o argumento acima,

obtemos que

|Djus(z) — vj(x)| < Créllog(d)| para todo |z| < R, 0 < < 1.

Segue dos Lemas 3.4, 3.6 e 3.7 o seguinte resultado fundamental:

Teorema 3.8. Sejan >3 e f e L°(R") N LYR") para algum 1 < g < %. Seja u € CO(R")

dado por

u(z) = /n Dz —y)f(y)dy, V z € R". (3.8)

Entio u € CYR™) e, para cada 1 < j < n:
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ou or
— = —(z — dy, V x € R". 3.9
o, /R o (x—y)f(y)dy, vV = (3.9)
Demonstracao. Pelo Lema 3.7, sabemos que (lsiII(l] % = v; em todo conjunto K C R" com-
N J

pacto. Temos entao que v; € C*(R™) (pois pelo lema 3.6, % € C°(R™),V § > 0).

Basta apenas mostrar entao que

ou

a—xj(x) = v;(z). (3.10)

Onde v; é definido, como acima, por

vj(z) = / N e~y f(y)dy, ¥ @ € R™. (3.11)

Dado z = (21, %2, ..., Ty), seja (', a) = (21, ..., Tj_1,Q, Tjt1, ..., Ty), @ € R qual-

quer. Como

us(z) = us(z',0) +/ ﬁ(a:’,t)dt, VreR"
o O

para todo 6 > 0. Fazendo 0 — 0, obtemos, pelo Lema 3.4

;
u(x) = u(z',0) +/ v (2!, t)dt
0
Tj
UL, ooy T, Gy Ty, ey Ty) + / Vj (X1, ey Tj1, Ay T, ooy Ty )dE
0

Derivando em relagdo a j-ésima varidvel, obtemos 2 (z) = v;(z). O
J

Com um argumento parecido, é possivel demonstrar que o Teorema 3.8 também

é verdadeiro para n = 2, com a seguinte hipotese adicional
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/ log [€]1£(€)|dé < oo.
[€]>1

Definicao 3.9. f é dita Holder Continua em compactos quando para cada K C R" com-

pacto, existem C' > 0, 0 < o < 1 tais que
|f(z) = fW) < Clz—y|* Va,yeK.

Lema 3.10. Sejan > 2, Q C R™ aberto e limitado e p € L>(Q) localmente Holder continua
em ). Defina

w(x) = / Dz —y)p(y)dy V = € Q. (3.12)
Q
Entao w(zx) € C*(Q) e temos, para cada aberto limitado Qo D Q onde o Teorema da diver-
géncia € valido, que
DiDsuta) = | (DD =9)(is) = pla))dy = plo) | (D) = s)us{)dots) (.13
0 0
Vee,1<1i,j5<n.

Onde p(y) = p(y) sey € Q, p(y) =0 sey € Qp ev;(y) € o vetor normal unitdrio

de 0y no ponto y € 08y que aponta para fora.

Demonstracao. Ver pagina 55 de [2]. O

Lema 3.11. Temos, para cada 1 < j <n, que

1
/ §?d0(€) = ﬁw”RnH VR >0, n>2.

lgl=R

Demonstracao. Por simetria, temos que

[ gate)= [ giolo=..~ [ oo

l¢|=R l§l=R [§|=R
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e portanto

/ ffddf):%i / s?da@):% / |€|2d0(§)=% / RQda(g):%wnR”H

€I=R =lie=r €I=R €l=R

]

Teorema 3.12. Sejan > 2 e f € L2 (R™) localmente Holder continua. Se n = 2, suponha

loc

que [ loglé||f(§)]|dE < co. Sen >3, suponha que f € LYR™) para algum 1 < ¢ < %. Seja
|€]>1
u definida por

u(w) = [ T~y

Entio v € C*(R™) e para todo € >0 e x € R":

D) = [ DD f Wiyt [ DDL-plf0) Sy se i £ j. (319

lz—y|>e lz—y|<e

DDue) = [ DLWyt [ DDI@-yIf0) - f@ldy— (). (3.15)

lz—y|=e |z—y|<e

Em particular, fazendo € — 0, temos

|z—y|>e
D.Dats) <ty [ DD = Iy~ 1 f(0). (3.17)
e—0 n

|z—y|>e
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Demonstracao. Defina ¢ € C®(R) tal que ((r) =1V r <2, ((r) =0V r >3e(rly) =

().

Dado x € R" ¢ R > |z|, temos que

ule) = [ Tlo =)y = [
= / ['(x —y)Cr(y)f(y)dy + / I'(z —y)[1 — Cr(y)]f(y)dy

D(x — y)Cr(y) f(y)dy + / D(x — )1 — Caly)]f(w)dy

n n

ly|<3R ly|>2R
= [ te-vGWitas [ T pa
ly|<2R 2R<|y|<3R
+ / C(z —y)[1 = CrW)f (y)dy = ui(z) + uz(x) + us(x).
ly|>2R
(3.18)
Onde
uy () = / I(z —y)Cr(y) f(y)dy. (3.19)
ly|<2R
wie)= [ T )l wd (3.20)
2R<|y|<3R
we) = [ T -t o))y (3.21)
ly|>2R

E facil ver que uy € C°(B(0, R)), uz € C=(B(0, R)) e para cada i, j, temos

D)= [ DDIE -y Y e e BO.D. (322

2R<|y|<3R
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D)= [ DD = - eIy Yo € BO.R). (323

ly|>2R

E facil ver também que
I%i_rgo D;Djus(z) = ]%1_15010 D;Djus(z) = 0. (3.24)

Tomando Q = Qo = B(0,2R) e aplicando o Lema 3.10, temos que u; €
C?(B(0,2R)). Em particular, como u = u; + us + us, temos que u € C?(B(0, R)).

Tomando 0 < € < R temos, pelo Lema 3.10, que
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B(0,2R) lyl=2R
/ DiD,;T(x — y)(f(y) — f(x))dy
e<|ly—z|<2R
/ D;D;0(z —y)(f(y) — f(x))dy — f(x) / Dil'(z — y)v;(y)do(y)
lyl=2R
/ D;D,T(x —y) f(y)dy + / DiD;T(x —y)(f(y) — f(x))dy
e<|y—z|<2R B(z,e€)

f@) / D.D,T(x — y)dy — f(2) / DTz — y)v;(y)do(y)

e<|ly—z|<2R ly|=2R

= [ Dore- i / DiD,T(x — y)(F(y) — F(2)dy
e<|y—z|<2R B(z,e)
+ fla /Dra:—)v] Ydo(y / DI (w — )P —do(y)
ly|=2R lz—y|=e€
~f@) [ D=y
ly|=2R
/ DiD;T(x — ) f(y)dy + / DiD;T(x = y)(F(y) — F(x))dy
e<|ly—z|<2R B(w,e)
— f(z) €1n+1 / (yi — i) (y; — 23)do(y)
|z—y|=¢
/ DiD,T(z — y) f(y)dy + / D;D;T'(x —y)(f(y) — f(x))dy
e<ly—z|<2R B(z,e)
@) [ @€
|l=e

onde o tltimo termo é zero, se ¢ # j. Portanto obtemos pelo Lema 3.11, que

DiDyu () = / DD, (a — y) f(y)dy + / DDT(r — y)(f(y) — f(@)dy  (3.25)

e<|y|<2R B(z,e€)
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Ve € B(0,R),sei#j, e

DDu(@)= [ DDI-y)iwdy+ [ DDIE-y)(7l) - Sy~ (o)
e<|y|<2R B(z,¢)

(3.26)

Por (3.22), (3.23) e pelo fato de ser u(z) = uj(x) + ua(x) + uz(z), temos que

DiDsu(x) — DiDjus(x) + / DiD;T(z — y)Caly) f(y)dy
2R<|y|<3R

. / D,D;T(x — y)[1 — Cr(y)]f (y)dy

ly|>2R

(3.27)

Vre B(O,R)e0<e<R

Fazendo R — oo, temos que (uma vez que as duas ultimas integrais vao a zero

quando R vai a infinito)

DiDju(z) = / D;iD;T(x—y) f(y)dy+ / DiD;l(z—y)(f(y)—f(z))dy se i # j (3.28)

lz—y[>e lz—y|<e

DDu(e) = [ DIyt [ DDI@-p)lf0) - f@)ldy— (o). (329

lz—y|>e |lz—y|<e

para € > 0 arbitrario, obtendo (3.14) e (3.15). Fazendo € — 0, obtemos (3.16) e (3.17), o

que completa a demonstracao.
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Proposicao 3.13.

i D;DI'(x —y) =0V #y (3.30)

Demonstracao. Derivando I' duas vezes, obtemos que

lz—y|™ (2 —y)? e
DiDil(w —y) = ——— = ~———|r —y| ?

Somando em 7, obtemos que

n o -n a2
> DiDT(x—y) = 2=y 7yl [t —y[™ =0
i=1 Wn Wn

[]

Teorema 3.14. Sejan > 2 e f € L2 (R™) localmente Hélder continua. Se n = 2, suponha

loc

que [ loglé||f(§)]dE < co. Sen >3, suponha que f € LYR™) para algum 1 < q < %. Seja
|€[>1
u definida por

u(w) = [ Tl =) f()dy

Entao

—Au = f(z)

Demonstracao. Pelo teorema (3.12) temos que

D;D;u(x) = lim / D;D;T'(z —y) f(y)dy — %f(x)

e—0
lz—y|>e

Somando em i, e utilizando a Proposicao 3.13 obtemos que
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Lema 3.15. (Lema de Weyl)Se uw € D'(R™) e Au =0, entdo u € C*(R")

Demonstracao. Ver pagina 28 de [1]. O

Proposicao 3.16. Considere f e u como no Teorema 3.12, sabemos (pelo mesmo Teorema)

que —Au = f. Seja v € D'(R") outra solucdo, isto é —Av = f. Entio v € C*(R"™).

Demonstracao. Temos que v —u € D'(R™) e que A(v — u) = 0, pelo Lema 3.15, v —u €
C>(R"™). Como u € C?*(R"), temos que v = u + (v — u) € C*(R") O

Uma condicao fisicamente interessante que podemos impor para o problema
—Au = f é a de que ‘1|im u(z) = 0. Vamos verificar que essa condi¢do torna de fato a
T|—0o0

solucao tnica quando impomos certa regularidade a f e que a solucao u que construimos

satisfaz essa condicao.

Teorema 3.17. Seja f € LP(R") N L®(R"), onde 1 < p < %, e u definida por

1 1
u(z) =K | ———=f(y)dy, onde K =
e [T — Y[

n(n —2)w,

Entao lim wu(z) =0.
|z|—o0

Demonstracao. Suponha primeiro que p = 1. Dado € > 0 seja R > 0 tal que

1

KRn—Q

Y

Wl ™

[ fllzr@ny <

existe também 0 >0 suficientemente pequeno tal que

1
K||f||L°°(]R")/ Wdz < 5,

|z|<d

além disso, como f € L'(R"), para |z| suficientemente grande vale que
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K

)dy < =.
\yg

\y T|<R

Portanto, para |z| suficientemente grande,

u(z)] < K / - y|n2|f( v)\dy

ly—z|<d
N e e O
0<|y—z|<R R<jy—a|
1 K
< K d K .
a |z|<d |Z|n 2 / | y+ Rn— 2||f||L (R™)

|y z|<R
<€ N € N €
— —_ — =€
3 3 3
concluindo a demonstracao para p = 1.
Suponha agora que 1 < p < 5. Seja ¢ € R tal que % —1—5 = 1. Existe R > 0

suficientemente grande tal que

€

1
K| fll oo e / EELIN
&™) >R 2|2 2

pois 1 < p < § = (n—2)g > n. Como no caso p = 1, seja J suficientemente pequeno tal que

€

1
KHfHLoo Rn / —dZ<—,
(= 21<s 2772 4

aléem disso, como f € LP(R™), para |z| suficientemente grande vale que

AN

gwomi( [ ror) <

ly—z|<R
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Portanto, para |z| suficientemente grande,

) <K [ sl K[ il = i+ T

ly—z|<R R>|y—z|

Para I, temos que

I = K/ |“rf< Wldy + K / m\f( y)ldy

ly—z|<d 0<|y—z|<R
< Kllf )] / Ly K / AL / Fwray)’
= Yy Lo°(R™) ‘Z‘"72 ) ym_y’(n72)q Y Y Yy

|z|<d 0<|ly—z|<R o<|ly—z|<R

€ 1 1 % € € €
< -+ K——\B(0,R)|4 Pd < — 4 - =,

v iRl ([ rwPy) <t =5

ly—z|<R

Para I, temos que

o] ) (] s

ly—z|>R ly—z|>R

< K|/ (/ ! d>;<€
< Lp(R" 4% 5
") >R 2|21 2

e portanto

|u(x)|§]1+fg<§—l—§:€

]

Seja v uma outra solucao, isto é —Av = f, definindo § = v — u, temos que

AfO = 0. Pela Proposicao 3.16, segue que v e 6 sao continuas. Se impormos a condicao
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lim v(z) = 0, pelo teorema acima temos que lim #(x) = 0, e portanto, § € L>(R"™). Pelo

Teorema de Liouville 6 é constante, como |l‘im O(xz) = 0, s6 pode ser 8(z) = 0 Vo € R".
Tr|—00
Portanto u = v. Isso mostra que se impormos a condi¢do lim wv(x) = 0, a solugdo do

|z|—o00

problema —Awv = f é tinica e é dada por

ow) = [ T - 9)fwdy

Para mostrar que a hipotese f € L{° (R™), utilizada em vérios teoremas que

provamos até agora, nao é uma hipotese artificial. Considere

feLlPR")V1<p< 2 (n>2), porém

1 1 1
lim K —H—26_|y‘dy =K —ne_‘?"dy = 0.
w=0 Jga |2 —y[" 2 |y e |Vl

Agora vamos aplicar a teoria de Calderon-Zygmund a equacao de Poisson, com

f e LP(R") N Lgs,(R") localmente Holder continua. Onde 1 < p < 7.

loc

Considere T" definida em (3.1), se calcularmos as derivadas de I", obtemos que

1
‘x’n+2'

1
DZD]F(.T) = _ [na:imj — ’$|25Z]]

n

Utilizando a notacao 0;; = 1 se i = j e §;; = 0 se i # j, podemos reescrever a

equagao acima como

(3.31)
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onde

Q0 3.32
(0) = o (3.32)
Observe que Q(rz) = Q(z) ¥r > 0 e que
/ / [naiz; —|*dy]
gn-1 gn-1 nwn |z|? (3.33)

ne;r; — (Sz‘de'.
Sn—1 nwn

Proposicao 3.18. Se i # j, entdao

1
/ [nxixj — (Sij]dO' =0.
S

ne1 NWp
Demonstracao. Considere 1 < i < j < n fixos. Definindo os conjuntos:
A =5"Tn{zeR" 2, <0,2; <0}, Ay =5""'Nn{z e R": x; > 0,z; < 0},
Ay =5"1Tn{zeR" :2;>0,2; >0} e Ay =5"'"Nn{z eR":2; <0,z; > 0}.

Temos pela simetria de S~ que

/ xixjda:/ xixjda:—/ xixjdaz—/ x;xjdo
A1 A3 A2 A4

Portanto,

/ a:lmjda:/ a:lmjda%—/ :)sixjdajt/ :ijda—l—/ ziz;do = 0.
Sn—1 Ay Ao As Ay

Como, d;; = 0 para ¢ # j, temo que



62

1
/ [nxixj — (Sij]dU = 0.
S

n—1 nwn

Proposicao 3.19.

1
/ [na? — 1]do = 0.
Sn—1 nwn

Demonstracao.

1 1 1
/ [na? — 1]do = / —a2?do — / do =1, — L.
Sn—1 nwn Sn—1 wn Sn—1 nwn

Por simetria, temos que

Pido = .. = r2do
Sn—1 Sn—1

e portanto

n

1 1
L :/ —2?do = Z/ x?da
Sn—1 wn nwn ]:1 Sn—1

1 1 1 1
= / |z|?do = / ldo = Wy, = —
nwy Jgn-1 nwy, Jgn-1 nwy,

S

§'|>—‘

1 1
gn-1 Wy, nwy,

Portanto,

1 1 1
/ na? —1]ldo =1, — I, =~ -~ =0.
S

n—1 MWy, n n
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Proposicao 3.20. Seja Q) definida como em (38.32), isto ¢,

1 [nxixj — |JZ|2(5Z]]

Qz) =

nw, | |2

Considere w(6) = sup{|Q(x) — Q)| : |z —2'| <6, |x| = || = 1}. Entao

1
/&d5<oo
o O

Demonstragdo. Como Q € C*(S"1), temos que w(z) < MJ, onde

M = max |DQ(x)]

zesn—1

e portanto

1
/%&ddg @dé—/Md(5<oo
0 0

Definicao 3.21.
v [ f(z)dr =lim f(z)dz.
Rn

€to0 Jpn B(0,e)
Podemos obter agora, o importante teorema:

Teorema 3.22. Sejan > 2 e f € L (R™) localmente Hélder continua. Se n = 2, suponha

loc

que [ log|&]|f(§)|dE < oo. Sen >3, suponha que f € LYR") para algum 1 < q < %. Seja
1€]>1
u definida por

u(w) = [ T =) f)dy

Entao
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1DiDjul|o@ny < Apl|f||Lo@n) (3.34)

HDZ'DjuHLP(R”) S Ap||AU||Lp(Rn). (335)

Demonstracao. Pelo Teorema 3.12 temos que

D;D;u(x) = pv D;D;I'(z —y)f(y)dy se i # j.
R

DiDiu(r) =pv | DD~ ) f(y)dy — - (x).

Rn

Pela equagao (3.31) temos que

Q(z)
D;D,;I'(z) =
’ | z["
onde
() 1 [nxz; — |x]?6;]
x
nwy, |z|?
Pelas Proposigoes 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22, obtendo
que

|1 DiDjul|tr@ny < Ap||f|] Lo @n)-

Como, pelo Teorema 3.14, temos que —Au = f, obtemos também que
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1DiDjul|Lo@ny < Apl|Aul|Le@n).
O
Como, pelo Teorema 3.14, sabemos que —Awu = f, Obtemos o seguinte resul-
tado.

Teorema 3.23. Sejau : R" — R tal que Au € LP(R™)NLS.(R™) localmente Hélder continua,

onde 1 < p < 3. Entdao existe A, > 0 tal que

|| DiDjul|po@ny < Apl| Aul|Lo(n).

Demonstracao. Defina f(r) = —Au. u é claramente uma solu¢ao do problema —Au = f.

Sabemos que u, definida por

wo)= [ T y)swiy

também é uma solugao. Pela discussao acima, sabemos que

1Di Dl Lo @ny < Ap||Aus || Lo @)

Como 6 = u — u, é harmonica e limitada, temos que 0 é constante, de modo

que, D;D;u = D;Dju,, para todo 1 <14 < j < n. E portanto

||DiDju||Lp(Rn) S Ap| |AU| |LP(Rn).
]

Corolario 3.24. Seja u : R — R tal que Au € LP(R™) N L2 (R™) localmente Hélder

loc

continua, onde 1 < p < %. Entdao existe A, > 0 tal que

|3



HDzuHLP(Rn) § ApHAuHLp(Rn).
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4 O PROBLEMA —AU = F, F € LF(RY)

Agora vamos obter um resultado um pouco mais geral, removendo as hipoteses:

f e L (R") e f Holder continua.

loc

4.1 O problema —Au = f, para 1 <p < 3§

Teorema 4.1. Seja f € LP(R"), onden >3 e 1 < p < 3. Seja u definida como em (3.2),

15to €,
u(r) = / [(z —y) f(y)dy, (4.1)

Entao u estd bem definida para quase todo v € R"

Demonstra¢ao. Suponha que p > 1, seja R > 0 fixo, considere a integral

| [re=viseiai= [ [ 0w il

B(0,R) |z|<R |y|<2R

w [ [ el eidyds = 1+ 1

|z|<R |y|>2R

Vamos estimar I, e I, separadamente e concluir que sao ambos finitos. Para I,

temos que
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=[] et = [ [ r@lwdedy

ly|<2R |z|<R ly|<2R |y+z|<R
< [ [ reuEsi = Ke [ 15l <
ly|<2R |z[<3R ly|<2R

onde a dltima desigualdade vale por Holder, pois f € LP(R") e portanto f € L], (R"). Para

I, temos que |z —y| > |y| — R > |y| — 4 = Iy\ , € portanto
p<r [ [ Tl
l@|<R [y|>2R
=2""|B(0, R)| / IT(y)I1.f (y)ldy < 22| B(0, R)H|f|\Lﬁ(R")( / \F(y)|qdy) < 00
ly[>2R ly|>2R

onde %—l—%:l. Observe que [ T'(y)idy < oo, pois 1 <p < & = (n —2)g > n.
ly|>2R

Concluimos entao que f fRn IT(z — y)||f(y)|dydx < oo e portanto

IT'(z —y)||f(y)|dy < oo para quase todo x € B(0, R)
R"L

Como R>0 é arbitrario, temos que

IT(x — y)||f(y)|dy < oo para quase todo xz € R"
R
O caso em que p = 1 é analogo. ]

O resultado acima também é verdadeiro para n = 2, trocando a hipotese f €

LP(R™) por
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/ log|€|L£(€)|dé < oo (4.2)

€1>1
Proposigao 4.2. Seja f € LP(R"), se {fn} € uma sequéncia de fungoes em LP(R™) conver-

gindo para f em LP(R™) entio {f.} converge como distribuicao para f.

Demonstracao. Seja ¢ € C5°(R™), temos que

|<fm7¢>_<fﬂ¢>|:|<fm_fa¢> | S ||fm_f”LiU(R")HngLq(R")_>07 ao m — o0.
1 1 _
0nde5+a—1. O]

Vamos mostrar agora que —Awu = f, no sentido das distribuicdes, isto é, vamos

mostrar que

_ / Jul@)ad(@)de = | fl@)o(e)dr ¥ o € LF(RY). (4.3)

Para isso, vamos primeiro definir uma nocao de convergéncia em C§°.

Definicao 4.3. Seja {¢,,} uma sequéncia de fungdes em C§°, dizemos que ¢, converge a
¢ € C§° e escreveremos ¢, — ¢ quando existe R > 0 tal que suppp,, C B(0,R) Vm e

D%¢,, — D¢ uniformemente para todo multi-indice «.

Teorema 4.4. Seja f € LP(R"), onde 1 < p < 5. Se u ¢ definida como em (4.1), entdo

—Au = f no sentido das distribuicoes.

Demonstracao. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes em C§°(R™), tal que f,, — f em LP(R™).

Definindo u,, por
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temos pelo Teorema 3.14 que —Au,,, = f,,. Pelo Teorema 2.27,

n
n—2p

[t — ul|Lagny < C|| fn — fllLrp@n), onde g = p-

Como f,, — f em LP(R"), entdo u,, — u em L?(R"). Pela Proposigdo 4.2
temos que u,, — u como distribuicdao, e portanto Aw,, — Awu como distribuicao. Por
outro lado, —Au,, = f,, — f, como o limite é Gnico, temos que —Au = f no sentido das

distribuigoes. |

Agora vamos aplicar a teoria de Calder6on-Zygmund a equacao de Poisson,
com f € LP(R"). Onde 1 < p < . Como antes, seja {f,} uma sequéncia de fungdes em

Cs°(R™), tal que f,, — f em LP(R"™), definimos u,, e u por

wn(@) = [ T = p)hul)dy

ule) = [ Tl =)y

Proposicao 4.5. Dado 1 < i < n, Dyu,, = D;u em LI(R"), onde q = n"—_";). Além disso,

existe K > 0 constante, tal que

1Dyl zagay < K|l an)-

Demonstracao. Pelos Teoremas 2.27 e 3.80, temos que

1Dt || Lagry < K[ fml| Lo n) (4.4)
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e que

|| Ditin, — Diw| | Lary < K| frn — fill 2o mny.-

Como {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(R™), temos que {D;u,,} ¢ uma sequéncia de
Cauchy em L?(R"), e portanto existe v; = lim D;u,, em LY(R"™). Por outro lado, sabemos
pela demonstracao do Teorema 4.4, que u,, — u como distribuicao e portanto D;u,, — D;u
como distribuigdo. Pela unicidade do limite, temos que v; = D;u. Portanto D;u € LI(R™) e

aplicando o limite em (4.4), obtemos que

| Dsul|pawny < K[ f]|zr@n).-

]

Proposicao 4.6. Dado 1 <i < j <n, D;Dju,, = D;Dju em LP(R™). Além disso, existe

K > 0 constante, tal que

|1D;Djul|ogny < K| f|| 1o @n).-

Demonstracao. Pelo Teorema 3.22, temos que

DDt oy < K| fl o (4:5)

e que

HDiDij - DiDjulHLP(R") < KHfm - leLP(R")-

Como {f,,} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R™), temos que {D;D;u,,} é uma

sequéncia de Cauchy em LP(R"), e portanto existe v;; = lim D;D;u,, em LP(R"). Por outro
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lado, sabemos pela demonstracao do Teorema 4.4, que u,,, — u como distribuicao e portanto
D;Dju,, — D;D;u como distribuigao. Pela unicidade do limite, temos que v;; = D;D;u.

Portanto D;Dju € LP(R™) e aplicando o limite em (4.5), obtemos que

[[DiDjul|Le@ny < K| f]]Lr@n).-

4.2 O problema —Au = f, para § <p<n

Nesta secao, como nas anteriores, vamos apresentar uma solucao para a equacao
de Poisson com algumas estimativas, com f € LP(R"™). Porém, dessa vez, supomos que

5 <p<n.

Lema 4.7. Seja Q C R™ um aberto convero limitado e w € WHH(Q) (equivalentemente para

u e CYQ)). Dado S C Q, com |S| > 0, seja

5,
us = — | u(z)dz.
ST "

Entao

d" | Du(y)]

u@) —us| <
nlS| Ja [z =yl

dy para quase todo x € 2

onde d = diam(2) = sup, ,cq |7 — y|.

Demonstracao. Ver pagina 155 de [2]. O



Corolario 4.8. Seja u € L'(Q) com Du € LP(Q), onde 1 < p < co. Entdo

dn+1
— Us||pr) < D .
[l = us||r () < S| || Dul|r 0
Demonstra¢ao. Vamos definir g(z) como
[Du(y)|

g(v)= | —— 5
olr—y/nt

Vamos supor primeiro que p = 1. Entao

| Du(y)
/|g |d:1:—//’ = 1d dx = ]x—y]” —————dz[Du(y)|dy

d < / L /
/wx—mnl w—yW1
/ / ——r" drdo(w) = n/ ldr = wyd.

|w[=1

Portanto,

/Q 9(2)|dz < wad / Du(y)|dy = wndl| Dl

e, pelo Lema 4.7,

dr wpd
o=l = [ fute) = wlde < e [ g(apte < 2Dl

S|

73
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O caso p = oo segue diretamente do lema (4.7). Para 1 < p < oo, seja ¢ > 0 tal

que, % + % =1, temos que

Du 1 Du
9(a)| = Mdy:/w_ ___[Duw)l

_ -1 (n 1
[z =yl yl

</|x y|nt ?J) ( Q%dy);g(wnd)é< Q%d@/)é

Logo (usando os resultados obtidos para p = 1),

D
/|g Wdz < (wpd)? //‘u
|z — \“1

- /Q/de:dDu(yﬂpdyﬁ(Wnd)p“Dquzp(ﬂ)

Pelo Lema 4.7,

il = [ futo) = wnpao < (55) [ latoas < (225 Y Dl
Al = J el = ue = gy )y ool e < g ) 1Pl

Portanto

= ] (o) <

— nlS|
O

Agora podemos considerar o problema —Au = f para f € LP(R"), com § <

p <n.

Teorema 4.9. Seja f € LP(R"), onde 5 < p < n. Entdo existe u € D’(R”) tal que —Au = f
no sentido das distribuicoes. Além disso Du € L1(R™), onde q¢ = Dzu € LP(R™) e valem
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as desigualdades

[ Dul|paeny < Ki(n, p)[| £ @n),

I1D?u| o @ny < Ka(n, p)||f]] Lo @n).-

Demonstracao. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes em C§°(R™), tal que f,, — f em LP(R™).

Vamos escrever B, = B(0,r), a bola de centro 0 e raio r. Definindo u,, por

wn(e) = ent [ To = g) o)y

onde ¢, € R ¢ tal que

1

—— | up(x)dr =0
|B1l /B,

Temos pelo Teorema 3.14 que —Au,, = f,,. Dado R > 1, pelo Lema 4.7, temos

que

()] < CE [ 100
S NB Jy Te = ol

dy, Vx € Bpg.

e portanto

‘UM(x) - Ul(l’)‘ < (2R)n |Dum(y) - DUz(I)|

< dy, Vx € Br e Ym, . 4.6
WBl Jo, o=yl 0

Temos, pela teoria desenvolvida no capitulo 3 que

Ditn(y) — Doun(r) = — / L 5o )~ )y,

Wn Jre [T —y[" |z —y
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logo

|Ditin(y) — Ditu(z)] < — / L) — AWy,

wn Jpo [ —y|"

Pelo Teorema 2.27, como p < n, temos que

np
n—p

HDium - DiUzHLq(Rn) < Kl(nap)Hfm - leLP(R”)a onde ¢ =

Como {f,} ¢ de Cauchy em LP(R"), vale que {D;u,,} ¢ de Cauchy em L?(R")

e portanto existe v; € LY(R") tal que v; = lim D;u,,, 1 <i < n.
Seja ¢’ > 0 tal que i + % = 1, retomando (4.6), temos que

QR)" [ |Dum(y) — Du(x)|

nBil Jp,  le—yl!

1 1
2R)™ d q q
S ( ) (/ y_l /) </ |Dum—DU1’q>
n|Bi| \ Jp, |z —y|n-Da Br

(2R)" / dy \7
< — —_— Du,, — D 9(Bp)-
= nfBi| \ Jp,, [2] D7 [[Du wllzosr)

Como 5 < p, temos que g = n"T’; > n. Como & - é =1, vale que (n —1)¢' <n

[tm () — w ()] < dy

e portanto temos que

Qe

)
— ] < oo
</BQR |2|(n—D

Portanto, como { D;u,,} ¢ de Cauchy em L(R"), temos que {u,,} ¢ uma sequén-
cia de Cauchy em cada compacto Bg, com R > 1. Logo {u,,} converge uniformemente em
cada compacto Bg, com R > 1, isto ¢, existe u € C°(R") tal que lim u,, = u uniformemente

em compactos, onde u pode ser construido como o limite ponto a ponto de {u,,}.
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Como u,, — u uniformemente em compactos, entdo u,, — v em D'(R"™). De
maneira analoga como D;u,, — v; em LY(R"), entdo D;u,, — v; em D'(R™). Por outro
lado, temos que D;u,, — D;u em D’(R™). Pela unicidade do limite, temos que D;u = v;, e

portanto D;u € LI(R™).

Pela teoria de Calderon-Zygmund desenvolvida no capitulo (3), temos que

HDQUm — D2ulHLp(Rn) < Ky, p)|| fn — leLP(R")'

Portanto, como {f,,} é de Cauchy em LP(R™), temos que, para cada 1 < i <
J < n, {Djju,} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R") . Logo {D;ju,,} converge em LP(R"),
isto é, existe v;; € LP(R™) tal que D;ju,, — v;; em LP(R™). Temos entdo que D;ju,, — v;;
em D'(R™). Por outro lado, como u,, — wu uniformemente em compactos, entao u,, — u
em D'(R™) e portanto D;ju,, — D;ju em D'(R"). Pela unicidade do limite, temos que

D;ju = v;;, e portanto D;ju € LP(R").

Aplicando o limite nas desigualdades

[ Dt | Lageny < K1 (0, p)|| fon 2o @y,

1Dt Lo@ny < Ko (1, p)|| finl| Loy,

obtemos que

[ Dul|paeny < Ki(n, p)||f|]Lr@n),

1D?ul| Lo @ny < Ka(n, )| f]]o@n).
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Para completar a demonstracdo, basta notar que temos —Au,, — —Au em

D'(R™) e que —Au,, = f, — f em D'(R"™). Pela unicidade do limite, temos que —Au = f
em D'(R™). O

Uma questao interessante para o problema acima, é que condi¢oes devemos
impor sobre u para obtermos uma solucao tinica. Pela solucao obtida acima, seria fisicamente

interessante impor que u € C°(R") e que Du € LY(R"), com ¢ = n”—_72. Porém, como vamos

ver agora, essas condi¢oes nao serao suficientes para obter a unicidade da solucgao.

Seja u e v duas solugoes do problema, isto ¢ —Au = —Av = f. Suponha que u
e v satisfazem as condigoes acima, isto ¢, suponha que u,v € C°(R") e que Du, D, € LI(R"),

com ¢ = -2 Definindo 6 = u — v, temos que A(D;0) = 0 e que D;0 = D;u— D;v € LI(R™).

n—p"*

Pelo teorema das médias para fungoes harmonicas, temos que D;# = 0 e portanto § = ¢
constante. Portanto a solucao nao é tinica. Para obtermos solucao tnica, podemos fixar um
ponto zo € R™ e impor a condigdo u(xg) = a. Entao 0(x) = 0(xg) = u(xg) —v(r9) = a0 —a =

0, e portanto u = v.

A discussao acima tratou do caso Z < p < n, para p = 2, podemos utilizar o
2 ) 23

Corolario 4.8, obtendo

wn(2R)n+1

Dy, — Dyl | pocizan.
2B || Du | La(Bg))

[[tm = wl|La(sr) <

Como ||Duy, — Dul|paqpg)) — 0 ao m,l — oo, existe v € L} (R"), tal que

loc

Um — uwem LY(Bg) VYR > 1. Repetindo todos os argumentos acima, obtemos que —Au = f,

com u € LE (R"), Du € LY(R") e D*u € LP(R™). Colocando as condi¢oes u € LI (R"),

loc loc

Du € LY(R") e u(zg) = ap, obtemos uma solugio unica.
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4.3 O problema —Au = f, paran <p < o0

Vamos comecar tratando o caso p = n.

Teorema 4.10. Sejan > 2 e f € L™(R") arbitrdria. Eziste uma solugio u, € C°(R™) para

o problema
—Au = f em D'(R"), (4.7)
satisfazendo
[ J
u, € CP%(R™) para cada 0 < o < 1. (4.8)
[ 4
Vu, € L] (R") para cada 1 < ¢ < 0. (4.9)

D?u, € L"™(R"), com ||D*u,|

oy < K(n)l|f|

Ln(Rn). (410)

Onde K(n) depende apenas da dimensao n.

Além disso, todas as solugoes u € D'(R™) com D*u € L"(R"™) da equagdo (4.7)

satisfazem

u € CYYR™) para cada 0 < o < 1. 4.11
b

loc

Vu e L1

loc

(R™) para cada 1 < q < oc. (4.12)
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D*u e L™(R"), com || D*u|pnwny < K(n)||f|] L @n)- (4.13)
Onde K (n) depende apenas da dimensao n.
Demonstrag¢ao. Primeiro, observe que as propriedades (4.11), (4.12) e (4.13) acima, seguem

diretamente das propriedades (4.8), (4.9) e (4.10), validas para u.. De fato, dada v € D'(R")

com D?*u € L"(R"™), solugdo de (4.7), temos que

0 =u—u, € D'(R")NW?"(R") é harmonica em R",

e portanto, D;D;0 € D'(R™) N L™(R™) é harmoénica (Vi,j € {1,2,...,n}), assim D;D;0 =0 e

portanto

u(x) :u*(x)+a+2bj:cj VaeR"

j=1
para certas constantes a, by, bs, ..., b, € R, 0 que nos da as propriedades (4.11), (4.12) e (4.13).

Dada f € L"(R"), seja f,, — f em L"(R") tal que f,, € Cg°(R") Vm. Para

cada m, seja u,, dada por

() = ™ + 36 + / P& — ) fo(y)dy (4.14)
j=1 "

onde a™ 5™, b™ € R sdo constantes (que seriio definidas em (4.18) e (4.19) abaixo) e

I'(-) é definida em (3.1).

Temos (pelo o que foi visto no capitulo anterior) que D*u,, € L"(R") para cada

m, com
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1D 1y < K] il (4.15)

— AUy, = fin- (4.16)

De maneira semelhante, temos também que

1D, = D2l iy < K ()| — fill ey (4.17)

Para escolhermos a(™, bgm), s b € R em (4.14) acima, fazemos o seguinte:

Seja S C R™ mensuravel, com |S| > 0e S C B(0,1). Escolhemos bgm), b €

R de modo que

1
&l / Diupm(y)dy =0,¥V1<j<n (4.18)
s

e, dados bgm), ., b™ € R satisfazendo (4.18), escolhemos a™ tal que

%/Sum(y)dy =0. (4.19)

Por (4.14), (4.18) e pelo Lema 4.7, temos que

2" R |V Dt (y)

n|S| Jeor | —yl"t

| Dyt () — 0] < dy,¥ = € B(O,R) (YR > 1) (4.20)

para cada m, e cada 1 < i <n. Além disso, por (4.18) e pelo Lema 4.7, temos também que
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on Rn IV Djum(y) — VDjw(y)|
n|S| B(0,R) |z —y|*!

|Dit(z) — Dy ()| < ——- dy,V z € B(0,R) (VR > 1)

(4.21)

para cada m, [ e cada 1 < j < n. Seja

11/)(z) = /B L iy

o.r) [T —y|"!

Pelo Teorema 2.26, se f € L"(B(0, R)), temos que I[f] € LY(B(0,R)) V1 < ¢ <

I zaes.m) < K (n, R, q)l| ]l s0.0)- (4.22)

Aplicando (4.22) ao operador integral do lado direito de (4.21), obtemos que
Dty — Dywy € LY(B(0, R)) V1 < ¢ < 00, com

|| Dittr, — Diwi||La(B(0,R)) < /S| —o K (n, B, Q)||V Dyt — V Diwg| | 1n(B(0,R))
2"R"
’Sl (na Ra Q)HDZ(um _ul)HL"(R") (423)

< K(n, R, Q)| fm — fill o),

para cada R > 1, onde a tltima desigualdade ¢ obtida por (4.17).

Portanto, como { f,,} é uma sequéncia de Cauchy em L™(R"), para cada R > 1,
temos que || D;un, —Diw||La(o,r)) — 0, quando m,l — oo, para cada 1 <4 < n. Assim, para

cada 1 < i < n, existe v; € L}

loc

(R™) tal que D;u,, — v; em L]

loc

(R™), para cada 1 < g < 00

(em particular D;u,, — v; em D'(R")).

Vamos mostrar agora que u,, — u em LS (R™) (para alguma u € L2 (R™)).

loc
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Por (4.19) e pelo Lema 4.7 aplicado a u,, — u;, temos que, para cada R > 1:

2"R" \Vum(y) — Vg (y)]

U (1) — wy(2)] < dy, ¥V x € B(0, R). 4.24
R O.R). (21

Seja ¢’ > 0 tal que é + % = 1. Pela desigualdade de Holder, temos que, para

cada n < q < o0:

2"R" Vun(y) — Vu(y)]

n|S| Jo.r) |z —y|" !

on pn (/ 1 )ql’ (/ é
< — ——dy Vun(y) — Vu(y)|tdy
n|S| \ Jp,r) 17— ylnD B(0,R) ‘ v !

1
7

2"R" 1
S —</ WdZ) ||Dum—DUZ||L¢1 R))
nlS| B02R) 17| e

< K||Duy, — Duy|| pa(s0.5))

< KHfm fillLr B0, RY)-

|um () = w(w)] < dy

(4.25)
Portanto, para cada R > 1, temos que
[l (2) = (@)l (0. < K| fin = fill Lo (4.26)
Como f,, — f em L"(R"), temos que existe u € C°(R") tal que
lim u,, =u € L, (R"). (4.27)

m—0o0

Em particular temos que u,, — u em D'(R"), de modo que D;u,, — D;u em
D'(R™), por outro lado, sabemos que D;u,, — v;. Portanto temos que D;u = v;, onde

v; € LL (R") V1 <i<n.
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Além disso, por (4.17), temos que para cada 1 <i,j < n:

DiDjtim, — vi; € L™(R™) em L™(R") (4.28)

para algum v;; € L"(R"). Em particular, temos que D;D;u,, — v;; em D'(R™), e portanto,

DZ'DjU, = V;; €m D/(Rn)

Portanto construimos uma fungao u, € C°(R"), tal que

L. uy — us em L2 (R™).

2. D, = D;u, em L?

loc

(R™), para cada 1 < ¢ < 0.

Em particular, como —Au,, = fm — f em L"(R"), temos que —Au,, — f em

D'(R™). Como —Au,, — —Au, em D'(R"), e portanto temos que

—Au, = f em D'(R"). (4.29)

Aplicando o limite ao m — oo nas desigualdades obtidas acima para u,,, obte-

mos que

|| [oo(B0,R)) < || f]|Ln(mn)- (4.30)

|| D | La(Bo,r)) < Ko|| f||on@ny para cada 1 < ¢ < oo. (4.31)

1D |y < FlIFIIL"(R™). (4.32)
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Onde as constantes K, Ky e K3 nas equacoes acima nao dependem de f.

Finalmente, a propriedade (4.8), segue do seguinte fato geral:

ue) - uly)] < Cln,q)le — o' [ Vullspeny ¥ 2y € Ble,r). (433)
Onde r = |z — y|. Para uma demonstragao desse fato veja a pagina 268 de
[1]. m

Vamos tratar agora do problema —Au = f, com f € LP(R") paran < p < oc.
O objetivo agora serd provar o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Sejan > 2 en < p < co. Dada f € LP(R"), existe uma solu¢do u, €
CYR"™) com D*u, € LP(R™) para o problema de Poisson:

—Au= f em D'(R"). (4.34)

Além disso, todas as solugoes u € D'(R"™) com D*u € LP(R") da equacio (4.34) satisfazem

u € C'(R") (4.35)

||D?u]| o ny < K (n, p)|| 1| o n), (4.36)
onde a constante K(n,p) > 0 depende apenas de n e p.

Demonstragdo. Seja {f,,} uma sequéncia de fungoes em C°(R"), tal que
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Tim [ fo = fll o @ny = 0. (4.37)

Para cada m, seja u,, definida por

U () = a™ + Z bgm)xj + / Lp(x —y) fm(y)dy Yo € R™. (4.38)
i=1 R
onde a(™, bgm), .,b™ € R sdo constantes (que serao definidas em (4.44) e (4.45) abaixo) e

I'(-) é definida em (3.1). Temos de (4.38) e (3.1) que

1 1 Ti — Y
Diu,, :b(m)——/ Ll () dy Yz € R, 4.39
Um () = b; o o Ty |x_y|f (y)dy ¥V (4.39)

D;Dju,(x) = pv/ (D;Dj)T(x — y) fm(y)dy ¥ x € R" se i # j. (4.40)

n

(DDIT(E = ) fly)dy = - fue) Ve €R LS j<n (441)

n

D;Djuy,(x) = pv/

— Aty = fn ¥V 2 €R™ (4.42)

Além disso, de (4.40) e (4.41), obtemos que (por Calderén-Zygmund)

D?uy, € LP(R™) e || D*un| | powny < K, )| finl| o ey (4.43)

Para terminarmos a nossa construcao de u,, acima, fixamos um conjunto (arbi-

trario) S C R™ limitado com medida positiva, e escolhemos bgm), - bgm) € R tais que
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/Dium(y)dy =0V1<i<n. (4.44)
s

Uma vez que bgm), ..., 5™ tenham sido escolhidos, escolhemos a™ tal que

/ Um (y)dy = 0. (4.45)
s

Seja R > 0 grande o suficiente para que S C B(0, R), aplicando o Lema 4.7

para cada funcao D;u,,, temos que

on Rn |V Dt ()|

nlS| Jpor |v—yl"!

| Ditiy ()| < (4.46)

para todo x € B(0,R), 1 <i < n e todo m.

De maneira semelhante, aplicando o Lema 4.7 para D;u,, — Dju,,, temos que

Dt () — Do) < 2t [V Dstin(y) = VDiun(y)|

<z dy (4.47)
n|S| Jpo,r) |z — y|nt

para todo x € B(0, R), 1 <i < n e todo m.

Seja p’ tal que % + [% = 1. Observe que p >n = —(n—1)p' +n > 0, isto sera

necessario para garantir que

/ L <
T Y < 00
BO.R) |7 — y|(n=Lp

na equagao (4.48) abaixo.

Como VD;u,(y), VD (y) € LP(R™), temos, pela desigualdade de Holder, que
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- B(O,R -
1
2" R" ( / 1 ) ( / g
< oy IV Di(ty — u)(y)|Pdy
n|S| \ Jpo,r) |z —y|C=DP B(0,R) ( W)

2"R" </ 1 ) 9
< —=r ooy | 1D (wn — w)ll e e
nlS| B(0,2R) |z|(n=Dp (=)

p—1

2an p—l u ) )
2R D m p(RN
-2 (e ) 1Dt~ )l

n+(17 p— )
< " "R D m— n
< ST (2 E) T RS0 s
< p—
p—

n+(1 O
alsT \™" ) R K (D)o il
(4.48)
isto é, temos que
C’n,p C(1—1) (11
[1Dittrs — Dt | i0.)) < (|5| Loy DR e, (449

para todo m,l, 1 <i<me R >0 tal que S C B(0, R), onde

C(n,p) = ———(wu(p— 1)~ K(n p) depende apenas de n, p.
n

Como {f,} é Cauchy em LP(R™), temos que (para todo 1 < i < n) Dy,
converge uniformemente em conjuntos compactos para alguma funcao v; continua, isto é,
Djtty, — v; € C°(R™) em Lj2 (R™). (4.50)

Em particular, D;u,, — v; em D’(R"™). Portanto aplicando o lema (4.7) para a

funcao u,, —u; € C>*(R"), temos que
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2" R™ V(um — uy)(y
() = (z)] < = it = 0l
n|S| Jpor 1Tyl
2" R™ 1
< —— |Vt — VUlHLw(B(OR))/ ———dy
|S| B(0,R) |$— |
(4.51)
< 1V~ Vlliony [y
>~ Um — VUL||L>(B(0O,R I
|S’ (B(0,R)) B(0.2) |Z’ 1
2n+1Rn+1

[Vt — V|| L= (B0,R))

~ ol

para todo x € B(0, R) e todo R > 0 tal que S C B(0, R). Portanto temos que {u,,} também
converge uniformemente em compactos para alguma funcao u continua. Assim, nao temos

apenas (4.50), temos também que

U — u € CO°(R™) em LS (R™). (4.52)

loc

Em particular u,, — v em D'(R") e Du,, — D;u em D'(R"), de modo que

D;u = v; € C°(R") e portanto u € C*(R™). Por Calderén-Zygmund, temos que

[1D% (= u)|zony < K(n,p)l]fin = fillLoen) (4.53)

para todo m, [, de modo que para todo 1 <i,j < n, existe v;; € LP(R™) tal que

DiDij — Vj; em Lp(Rn) (454)

Em particular, D;D;u,, — v;; em D'(R™), de modo que D;Dju = v;; € LP(R").

Aplicando o limite ao m — oo em (4.43), obtemos que

|| D?ul| o eny < K (1, p)|| 1] o (n).- (4.55)
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Além disso, como —Au,, — Au em D'(R") e, a0 mesmo tempo, Au,, = — f,, —

—f em LP(R™) (e portanto em D’(R™)), temos que

—Au = f em D'(R"), (4.56)

de modo que u € C*(R") é uma solugao fraca para o problema de Poisson —Au = f.

Nos construimos uma solugio particular u, € C*(R™) da equagiao de Poisson

—Au = f € LP(R"), para n < p < 0o, que satisfaz o seguinte

1.
/u*(x)dx = 0;
S
2.
/SDiu*(x)dx =0V1<i<nm;
3.

D*u, € LP(R") e [|D*u|poey < K (n, p)I|f]|Lo@e).

para alguma constante K(n,p) > 0 independente de f.

Agora, considere u € D'(R™) uma outra solugdo fraca do problema —Au = f

que satisfaz a condicao

D?*u € LP(R"). (4.57)

Seja 0 = u—wu, € D'(R™). Temos que Af = 0 em R™, de modo que § € C*(R™)

e 6 é harmonica em R™. Em particular, para cada 1 < 1,5 < n, temos que

DIDJQ = DIDJU — DIDJU* S LpGRn),
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de modo que D;D;0 € LP(R") e & harmonica. Portanto, D*0 = 0, de modo que

0(z) :a—i-ijxj VxeR™

j=1

Portanto, u pode pode ser escrita como

u(z) =a+ Z bjz; 4+ u.(z) Vo eR" (4.58)

Jj=1

para certas constantes a, by, ...,b, € R". Em particular

1D ul| oy < K (n, )| fl] o) (4.59)
Onde K(n,p) > 0 é mesma constante que foi obtida para u,. O

Para obtermos unicidade da solugdao v € D'(R"™) N W?P(R"), podemos fixar um

ponto xy € R™ qualquer e valores «, 31, ..., 8, € R e especificar as condigoes

u(zo) = « (4.60)

Pois, como vimos no Teorema 4.11 acima, toda solucao u é da forma

u(z) =a+ ijxj + u,(x) Vo € R",

=1



onde u, é a solucao construida no Teorema 4.11 acima.

92
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5 O PROBLEMA —AU = D,F, F € LP(R")

5.1 Existéncia da solucao e algumas estimativas

Vamos estudar agora o problema

—Au=D,f (5.1)

para f € LP(R"), com 1 <p < n.

Teorema 5.1. Seja f € LP(R™), onde 1 < p < n. Entdo existe v € D'(R") tal que
—Au = D;f (1 < i < n) no sentido das distribuigées. Além disso u € LI(R"™), onde

qg= -, Du € LP(R™) e valem as desigualdades

n—p’

|ullzo@ny < Ki(n, p, R)|| S]] Lo @)

[ Dul|o@ny < Ka(n, p, R)||f]] o).

Demonstracao. Seja { f,,} uma sequéncia de fung¢oes em C°(R™), considere u,, definida por

() = / T~ ) Difuly)y. (5.2)

Onde I'(:) ¢ definida em (3.1). Pela teoria vista no capitulo 3, temos que

—Au,, = D, f,,. Como f,, tem suporte compacto, temos que



e—0
|lz—y|>e€

(1) = lim / D(x — y)Dsfon(y)dy

= —lim DiT(z — y) fim(y)dy + / Dz — y)vi(y) fm(y)do (y)

lz—y|>e |z—y|=¢

=— [ DI(z —y)fm(y)dy

Rn
pois,
: K n—1
lim @ = )wily) fmy)do(y) < frmgnlwne™) = 0.
|lz—y|=e
Calculando a derivada de I obtemos que
1 1 Ti — Yi
U (z) = — DiF:c—yfmydyz—/ fm
(z) Rn ( )m(y) W Jre | —y|" "z — vy
e portanto
1 / 1
Un(2)] < — | —————|fm(y)ldy.
) < - [
Pelo Teorema 2.27 temos que
[t Lany < K (n,p, R)|| finl| &
e

[l = wl|La@ny < K (0, )| = fillo ).

94

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.7)
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np

Para todo m, [, onde g = ot

Como {f} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R"), temos que {u,,} é uma
sequéncia de Cauchy em LI(R") e, portanto, existe u € LY(R") tal que u,, — u em LI(R™).
Em particular, u,, = u em D'(R™) e portanto, —Au,, — —Au em D'(R"), por outro lado,
—Auy, = Difyn — D;f em D'(R™), pela unicidade do limite, temos que —Au = D;f em

D'(R™). Aplicando o limite ao m — oo em (5.6) temos que

np
n—p

[lulla(rrmy < K (n, p)|[f]] Loy onde g = (5.8)

Vamos mostrar agora a segunda parte do teorema. Pelo Teorema 3.8, temos

que

Djup(z) = D;I'(x — y)D; fm(y)dy.

RTL

Como f,, tem suporte compacto, temos que

Djuy(x) = lim / DiD;T (2 — y) fm(y)dy — / DT(x —y) fm(y)vi(y)do(y) = I — Iy,

e—0
|z—y|>e |z—y|=e

e—0
lz—y|=e

L=ty [ DTG falyut)ios) =0

pois,
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I, = lim D;I(z — y) fn(y)vi(y)do(y)

lz—y|=e

= lim Dil(z — y)[fn(@) + (fin(y) — fin(2))] - vi(y)do(y)
jo—yl=e

= lim DIz —y) fm(z) - vi(y)do(y)
lz—y|=e

+ [ DT DUnl) — )] wily)doly) = 0+0.

ja—y|=c
Portanto
Djupm(x) = pu . D;D;T(x — y) fn(y)dy. (5.9)

Pelas Proposicoes 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 a equacao
(5.9), obtendo que

IDjtm||Lr@ny < Apl| frnl|p@ey Ve 1 <p <n. (5.10)

De maneira semelhante, temos que

||D]U,m — Djul||Lp(Rn) < Aprm — leLP(R”)- i m,l el <p<n. (5.11)

Como {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(R"), temos que {D;u,,} ¢ uma
sequéncia de Cauchy em LP(R") e, portanto, existe v € LP(R") tal que D;u,, — v em LP(R"™).
Em particular, D;u,, — v em D'(R"), por outro lado D;u,, — Dju em D'(R"™), portanto

Dju=v e LP(R") (1 < p <n). Aplicando o limite ao m — oo em (5.10) obtemos que

1Djullir @) < Al fllireny ¥Vl e 1<p<n (5.12)
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para 1 < j <n. O

Vamos estudar agora o problema

para f € LP(R™), com p = n.

Teorema 5.2. Seja f € L™(R"). Entao existe u € D'(R™) tal que —Au = D;f (1 <i<n)
no sentido das distribui¢oes. Além disso u € LY(B(0,R)) VR > 1, onde n < q < o0,

Du € L™(R"™) e valem as desigualdades

||| za(B0,R) < K1(n, D)||fllerBo,r)y YV R>1en < qg< oo

| Dul| @y < Ka(n, p)|| f]ln

Demonstracao. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes em C§°(R"), tal que f,,, — f em L™(R™),

considere u,, definida por

wn(e) = [ T = p)Difulu)dy (.13

Onde I'(:) ¢ definida em (3.1). Pela teoria vista no capitulo 3, temos que

—Auy, = D; f,. Pela equagao (5.5), temos que

1 1
)| < - [ sl ol

Wn

Pelo teorema (2.26) (para a = 1), temos que
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tm|| LaBo,r)) < K| fmllenBor)y YV R>1en < g < oo (5.14)

Hum—ulHLq OR)<KHfm leLn B(0,R)) VR>1€7’L<Q<OO (515)

Portanto existe u € LY(B(0, R)) tal que u,, — uwem L?(B(0, R)). Em particular,
Uy, — wem D'(R™) e portanto, —Au,, — —Awuem D'(R"™), por outro lado, —Auw,, = D; f,, —
D;f em D'(R™), pela unicidade do limite, temos que —Au = D, f em D'(R"). Aplicando o

limite a0 m — oo em (5.14) temos que

||U||Lq( B(0,R)) ( >||f||Ln OR))VR>1GTL§(]<OO

Vamos mostrar agora a segunda parte do teorema. Pelo teorema (3.8), temos

que

Djun(z) = | D;I'(z —y)Difm(y)dy

Rn

Como f,, tem suporte compacto, temos que

Djup,(z) = lim / D;D;T'(x — y) fm(y)dy — / DT (x —y) fm(y)vi(y)do(y) = I — I,

e—0
lz—y|>e lz—y|=e

L=ty [ DTG fulyu)ios) =0

e—0
|z—yl|=e
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pois,

I, = lim DiT'(z = y) fin(y) - vi(y)do(y)

lz—y|=¢

= lim DIz = y)[fm(@) + (fu(y) — fu(@))] - vi(y)do(y)
lz—y|=e

- g% DIz — y) fm() - vi(y)do(y)
|z—y|=e

s [ D= pnly) — )] wily)doly) = 0+0.

|lz—y|=¢
Portanto
Djum(x) = - D;D;T(x — y) fin(y)dy. (5.16)

Pelas proposi¢oes (3.18), (3.19) e (3.20), podemos aplicar o teorema (2.22) a
equagao (5.16), obtendo que

De maneira semelhante, temos que

| Djtir, — Djw||pngny < Anl| fn — fillLrgny- ¥ m, 1. (5.18)

Como {f,} ¢ uma sequéncia de Cauchy em L"(R"), temos que {D;u,,} ¢ uma
sequéncia de Cauchy em L"(R"™) e, portanto, existe v € L"(R") tal que Dju,, — v em
L"(R™). Em particular, D;u,, — v em D'(R"), por outro lado Dju,, — D;u em D'(R"),

portanto D;u = v € L"(R"). Aplicando o limite ao m — oo em (5.17) obtemos que

IDull ey < Al fllzngey ¥ .1 (5.19)
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para 1 < j <n. O

Vamos estudar agora o problema

para f € LP(R"), com n < p < o0.

Teorema 5.3. Seja f € LP(R"), onde n < p < oo. Entao eriste u € D'(R") tal que
—Au = D;f (1 <i<n)no sentido das distribui¢oes. Além disso u € C*(R"), Du € LP(R"™)

e valem as desigualdades

[ul|zeeBo,r)) < Ki(n,p, R)|| fllze@ny ¥V R > 1,

||Du||Lp(Rn) < K2(nap)|’fHLP(R”)'

Demonstracao. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes em C§°(R™), tal que f,, — f em LP(R™).

Seja S C B(0,1) um conjunto de medida positiva. Considere u,, definida por

() = 0™ + / o~ ) Difly). (5.20)

Onde I'(-) ¢ definida em (3.1) e a(™ & tal que

/S () = 0,

Pela teoria vista no capitulo 3, temos que —Auw,, = D; f,,.

Pelo Teorema 3.8, temos que
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Djup(z) = . D;T'(x — y) Di fm(y)dy.

Como f,, tem suporte compacto, temos que

Djup,(z) = lim / D;D;T'(x — y) fm(y)dy — / DT (x —y) fm(y)vi(y)do(y) = I — I,

e—0
lz—y|>e lz—y|=e¢

e—0

I, = lim / DTz — y) fm(g)i(y)do(y) = 0

|z—y|=e

pois,

I, = lim Dz — y) fm(y) - vi(y)do(y)

lz—y|=e

= lim Dl (@ = y)[fm(2) + (fm(y) = fm(2))] - vi(y)do(y)

e—0
lz—y|=e¢

= lim DIz —y) fm(2) - vi(y)do (y)

e—0
lz—y|=e

+ [ DTG =) — )] l)do(s) = 00,

|z—y|=€

Portanto

Djun(z) = | DiD;U(x —y) fr(y)dy. (5.21)

Rn

Pelas Proposicoes 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 a equacao
(5.21), obtendo que



102

|| Dt || Lo mny < Apl|fon||rny Vm e n < p < oo. (5.22)

De maneira semelhante, temos que

HDjum — DleHLP(R”) < Aprm — leLP(RTL). A m,l en <p<oo. (523)

Como {f,,} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R"), temos que {D;u,,} é uma
sequéncia de Cauchy em LP(R") e, portanto, existe v; € LP(R"™) tal que Dju,, — v; em

LP(R™). Em particular, D;u,, — v; em D'(R").

Seja R > 1, aplicando o Lema 4.7 para cada funcao u,,, temos que

2" R™ Vi, (y)|
|Um ()] < S TP (5.24)
n|S| B(0,R) |z — 9
para todo x € B(0,R), 1 <i < n e todo m.
De maneira semelhante, aplicando o lema (4.7) para w,, — u;, temos que

2" R® Vu,(y) — Vu

[t (2) — ()] < Vit (y) Ml@)‘dy (5.25)
nlS| B(0,R) lz —y

Seja p’ tal que Il] + z% = 1. Observe que p > n = —(n— 1)p’ +n > 0, isto sera

necessario para garantir que

/ 1 dy <
7 dy < 0.
BO.R) [T — Y|P

Como Vu,,(y), Vu,(y) € LP(R™), temos, pela desigualdade de Holder, que
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mmcw-—wcw|s2”3”/”om‘vqml W,

n|S| |z —y[*!
1
2"R" ( )p' </ »
< oy W |V (tmy — ) (y) Py
n|S| B(OR ) |z — y|(" bp B(0,R)
1
2an ( ) o
<= Ty ) D (= w)]|Leen
nls| mwmvwlw o
. o (5.26)
- p_’; .D - n
< N R”+ = D(u,, — p(R"
<2 (wp_n) 1Dt — )l e
ont(1=3 p—1 1-3 n
< n Rn+(177)K ) m T )
< T (e DK (00| — Fillira
onde a ultima desigualdade ¢ valida por (5.23) acima. Portanto temos que
C n,p —(1=%y yn4(1=1
||Um - ul||L°°(B(O,R)) S %(p — n) (1 P)R +(1 P)||fm — fl||Lp(Rn), (527)
para todo m,l e R > 1, onde
277/-‘(-(1—*) L 1
C(n,p) = ———(wa(p — 1)) » K(n,p) depende apenas de n, p.
n
De maneira semelhante, temos que
C(n,p C(1—1) mpt(1—1
lunlli oy < 2o = m) DR D e, (5.28)

Como {f,} é Cauchy em LP(R™), temos que u,, converge uniformemente em

conjuntos compactos para alguma funcao v continua, isto é,
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Uy, — u € C°(R™) em L7 (R™). (5.29)

loc

Em particular, u,, — uw em D'(R") e portanto, —Au,, — —Au em D'(R"),
por outro lado, —Auw,, = D;f,, — D;f em D'(R"), pela unicidade do limite, temos que

—Au = D;f em D'(R"). Aplicando o limite a0 m — oo em (5.28), temos que

C n,p (11 n _1
|[ul| Lo (B(0,R)) < (|S| )(p—n) D R0 £l o - (5.30)

Além disso, como Dju,, — D;u em D'(R"), temos que D;u = v; € LP(R")

(n < p < 00). Aplicando o limite a0 m — oo em (5.22), temos que

|| Dul| rmny < Apl|f||ze@ny ¥ men < p < oo. (5.31)

5.2 Uma Aplicacao a Navier-Stokes

Considere as equacoes de Navier-Stokes

u +u-Vu+ Vp = Au (5.32)

V-ou=0 (5.33)

com condi¢ao inicial ug(z) € L2(R3) N L>(R3).
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Sabe-se que existem t, > 0 e T >> 1 (que dependem da condi¢ao inicial) tais
que u € C*(0,t,) e u € C®(T,4+00) (ver |5]), todos os teoremas nesse texto supéem que ¢

estd em uma dessas regioes.

Um fato interessante é que, a vorticidade w = V X u, tem a seguintes proprie-

dades:

Teorema 5.4. Dada a vorticidade w definida acima, tem-se,
HW(', t)||L2(R3) = ||DU(, t)HLQ(R3)

Demonstracao. Basta usar a definicao de rotacional,

3 3
w=V Xu= Z < Z el,m,leum) ex

k=1 I,m=1

Onde

)
1, se (i,j,k) é uma permutagdo par

€ijk =\ —1, se (i,j,k) é uma permutagao impar

0, caso contrario
\

Temos entao que

oo, )72y = Z /3 €, k€Lm k Dit; Dyt dx

iglmk R
3 3
— Z (Zei,j7kel7m7k)/ (Dju;) (D) dx
ijilim=1 \ k=1 R3
3 3
ij—17R® ij=17R®

= [[Du(:, )l|Z2s),



106
pois V - u = 0. O

Teorema 5.5. Seja u solugao do problema (5.32), entao para todo 1 € N e 1 < p < 00, vale

que

[ D (-, )] powsy < K(p)||D'w (-, t)]] o (gs).- (5.34)

Demonstra¢ao. Como V.u = 0, temos que

Vxw=Vx(Vxu)=V(V.au) - Au=—Au.

Portanto

—Au=V X w. (5.35)

Pelo Teorema 5.1, temos que

HDUHLP(R3) < K(n,p)HWHLP(R3)'

Dado [ multi-indice, podemos derivar a equacdo (5.35), obtendo que

~A(D'u) = V x (D'w).

Portanto, novamente pelo Teorema 5.1, temos que

||Dl+1u”LP(R3) < K(n’p)HDleLP(RS).
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6 O PROBLEMA —AU = D;D,F, F € LP(RY)

6.1 Existéncia da solucao e algumas estimativas

Vamos estudar agora o problema

para f € LP(R"), com 1 < p < oc.

Teorema 6.1. Seja f € LP(R™), onde 1 < p < oo. Entao existe v € D'(R™) tal que
—Au=D;D;f (1 <i,j <n) no sentido das distribuicoes. Além disso u € LP(R"), e

lullze@ny < K (n, p)[| ] r @)
A solucao u € LP(R™) € unica.

Demonstracao. Seja {f,} uma sequéncia de funcoes em C§°(R™), considere u,, definida por

wn(e) = [ T~ DD fulw)dy. (62)

Onde I'(:) ¢ definida em (3.1). Pela teoria vista no capitulo 3, temos que

—Au,, = D;D; f,,,. Como f,, tem suporte compacto, temos que
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() = lim / [(x — 4)DiD; fon(y)dy

€_>0|x7y‘>6
—tig— [ DI Dyt [ T - n@Difawol) (63
lz—y|>e |x—y|=e

= —/_ | Dil'(z — y)Dj fm(y)dy

pois,

lim / Iz — y)ui(y)D; fuly)do(y) < |€|ff_2n(wn6n_1> .
lz—y|=e
Portanto
um(®) == | Dil(x = y)D;fum(y)dy. (6.4)

Rn

Temos também que

U () = lim / D;D;I'(x —y) fm(y)dy — / D.I'(x —y) fm(y)v;(y)do(y) = I — I,

e—0
|z—y|>e lz—y|=e

L=ty [ DI 9)h @) =0

lz—y|=€

pois,
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I, = lim Dil'(z — y) fm(y) - vi(y)do(y)

lz—y|=e

= lim DiT(x — y)[fm(@) + (fin(y) = fin ()] - vi(y)do(y)
lo—y|=c

= lim Dil'(z — y) fm(x) - v;(y)do(y)
lz—y|=e

+ Dil'(z = y)[fn(y) = fm(2)] - v5(y)do(y) = 0+ 0.

lo—y|=c
Portanto
U () = vp . D;D;I(x — y) fn(y)dy. (6.5)

Pelas Proposicoes 3.18, 3.19 e 3.20, podemos aplicar o Teorema 2.22 a equacao

(6.5), obtendo que

[t Lo @ny < K (0, p)|| fnllLe@n)- (6.6)

De maneira semelhante, temos que

[t — wl|zr@ey < K (0, )| fin — fillLo@ny- (6.7)

Como {f} é uma sequéncia de Cauchy em LP(R"), temos que {u,,} é uma
sequéncia de Cauchy em LP(R™) e, portanto, existe u € LP(R"™) tal que u,,, — u em LP(R").
Em particular, u,, = v em D'(R™) e portanto, —Au,, — —Au em D’'(R"), por outro lado,
—Auy, = D;Djf, = D;D;f em D'(R™), pela unicidade do limite, temos que —Au = D, D, f

em D'(R™). Aplicando o limite ao m — oo em (6.6) temos que

[lull @y < K(n, p)[|f] 2o i) (6.8)
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Agora passamos a prova da unicidade. Sejam wuj,uy € LP(R™) duas solugoes

(fracas) do problema —Auw = D;D;f. Seja 8 = u; — us. Temos que

Al = A(ul — UQ) = Aul - AUQ = Dszf - DZDJf = 0.

Pelo lema (3.15), temos que 6 € C*(R"). Como 0 € C>®(R") N LP(R") e
Af = 0, temos, pelo Teorema do Valor Médio (ver pagina 25 de [1]), que 6 = 0, e portanto

U1 = Usg. ]

6.2 Uma Aplicacao a Navier-Stokes

Lema 6.2. Seja u: R® — R3, (u = (uy,uq,us3)) tal que u; € L*(R3), para todo 1 <i<n e

para algum 1 < q < co. Entao

3
D ity zasy < 02|l |Z 20 gy (6.9)

ij=1



Demonstragio.
Z ] sy = Z ( | |uz<x>|Q|uj<m>|de>
| <Z ([ ’ul(x)‘zqf( [ )
. 23; ([ o) : 233 ([ o)

Considere as equacoes de Navier-Stokes

ug+u-Vu+ Vp=Au

V-u=0

com condigao inicial up(x) € L2(R3) N L=(R3).
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(6.10)

(6.11)

Sabe-se que existem t, > 0 e T >> 1 (que dependem da condi¢ao inicial) tais

que u € C*(0,t,) e u € C°(T,+00) (ver [5]), todos os teoremas nesse texto supoem que ¢

estd em uma dessas regioes.

Teorema 6.3. Sejam u, p solugées dos problemas (6.10) e (6.11). Entao

1]l parsy < K(@)|lul-, )] 720ms), 1 < g < 00

(6.12)
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De maneira semelhante, dado o multi-indice, temos que

3
1Dl oy < Y 1D (wit)] | pasy, 1< ¢ < o0
i,j=1

Demonstra¢ao. Tomando o V- da equagao (6.10), para a coordenada u; e somando em 1,

obtemos

3

3
=1 j=1

como V - u = 0 podemos escrever que
3
~Ap =" D;Dj(uu;) (6.13)
ij=1
Pelo Teorema 6.1, temos que
3
ol Laqes) < D lluivg]|oes)
ij=1

Pelo Lema 6.2 obtemos que

ollgages) < K (@)l ul-,8)|Baagasy

De maneira semelhante, temos que

—AD°p =Y D;D;(D*(u;u;)) (6.14)

ij=1

Pelo Teorema 6.1, temos que
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3
|‘Dap|’L4(R3) < Z HDauiujHLq(RiS), 1 < qg<o0.
i,j=1

]

Teorema 6.4. Dados u'M) e u® solucées das equacies de Navier-Stokes com pressoes pb) e

p@ respectivamente. Entio p™) = p®).

Demonstracao. Fazendo a diferenca das equagoes, obtemos que

Aplicando V. na equacao acima, obtemos que

3
Z D,;D; [ugl)ug-l) — u(2)u§-2)] + A(p(l) — p(Q)) =0.

%

ij=1

Aplicando o Teorema 6.1, obtemos que

3
1pM = P2y < D Nuud — Pl 2 es).
ij=1

Sabe-se que u; = uy (ver [7]), e portanto

P — p@ || L2(rsy = 0.

Logo pM) = p?. O
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