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RESUMO

O objetivo desta dissertagao é apresentar de maneira mais detalhada uma solucao simples,
recentemente obtida em [25], para um problema deixado em aberto em 1934 por Leray [19] e
resolvido pela primeira vez em 1984 por Kato [15] (e também outros autores, como [21]). Tal
problema diz que a norma L? da solucio da equacdo de Navier-Stokes incompressivel decai
assintoticamente a zero, para tempo grande. Mostraremos, ainda, algumas generalizagoes
naturais dessa propriedade; seguindo, novamente, a discussao basica em [25]. Nessas gene-
ralizagoes, obtém-se informagcoes mais precisas a respeito do decaimento de outras normas
como, por exemplo, a norma L. Com isso, foi possivel obter, usando a teoria de Calder6n-
Zygmund, taxas de deacimento para a pressao. Sao apresentados, também, a derivacao da
equacao de Navier-Stokes, alguns resultados basicos de anéalise, desigualdades de Sobolev e
varios resultados sobre solucoes de equagoes de Advecgao-Difusao, incluindo a equacao do
Calor, visto que precisaremos de tais propriedades em nossa analise do problema de Leray e

suas generalizacoes consideradas neste trabalho.
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ABSTRACT

In this paper, we present in detail a simple proof, recently obtained in [25], of a result
left open in 1934 by Leray [19] and obtained in 1984, for the first time, by Kato [15] (and
others, like [21]), in such result it is said that the L? norm for solutions of incompressible
Navier-Stokes equations decay to zero asymptotically at large time. Thence, we show some
natural generalizations of this property; by following, again, the basic discussion in [25]. We
obtained, with this, a more detailed information about the decay of other norms, for exemple,
the supnorm L*. Thenceforth, we obtained, by Calderén-Zygmund theory, decay rates for
the pressure. We also provide a derivation of Navier-Stokes equation, some basic results
in analysis, Sobolev inequalities and several results about Advection-Diffusion equations,
including the heat equation, because we will use these properties in our analysis of Leray’s

Problem and its generalizations that shall be considered in this work.



1 INTRODUCAO

Neste trabalho, propomos uma derivacao elementar com maiores detalhes de
algumas propriedades assintoticas, obtidas em [25], de solugoes fracas globais de Leray-Hopf!

das equacoes de Navier-Stokes para fluidos incompressiveis no espaco tridimensional,

(

w+(u-Vu+Vp=Au,t>0

V-u=0,t>0

U(',O) =up € L3<R3>7
\
onde L2(R?) denota o espaco de fun¢des u = (u, u,,u,) € L*(R?) com V - u(-,t) = 0 no
sentido das distribuicoes.? Antes, precisamos esclarecer algumas terminologias que serdo

frequentemente usadas no texto.

Tudo comeca a partir do momento em que Leray afirma a seguinte frase em seu
famoso artigo [19] na pagina 248:

Jlignore si W (t) tend nécessairement vers 0 quand t augmente indéfiniment?.

Dada uma EDP evolutiva,
u; = F(x,t,u, Du, D*u, ..., D™u)

com solucdes globais (definidas V¢ > 0) em L2, i.e., w € L* Vt > 0, dizemos que tal EDP

satisfaz a Propriedade de Leray quando,

llu(-,t)||zz — 0 ao t — o0

INa segdo 2.1 ¢ feita uma réapida revisdo de tais solugoes. Para maiores detalhes, veja [8] e [19].

2veja 7] p.17 para maiores detalhes da teoria das distribuigoes.

3W (t) é justamente o quadrado da norma L? da solugdo u das equagdes de Navier-Stokes para o problema
acima.
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Nota. Chamaremos de Problema de Leray, quando a EDP da definicao acima for a equagao

Além disso, denotaremos por Vp =

de Navier-Stokes.
o(2,1), uy(z, 1))

Djzﬁ/axj,
1 <¢g<

= (u1<x7t)7 u
7t)' || : ||L‘1(R3)’

Aqui u(z,t)

Vp(-,t) como sendo o gradiente de p(-,t)
e V-u = Du, + D,u, + D,u, é o divergente (espacial) de wu(
denota as normas cléassicas dos espagos de Lebesgue LI(R?), com

1/q
Z/RJuzxt |qd:1:}

a0 ]y =
4 1/q
,5=1
| D2 ) ] ) = Z / D, D)1}
i,7,0=1
sel <g<oo,e

= max { || w;(-, ¢)

|» a norma euclideana em R3 que também usaremos para a norma

Denotaremos por |
cxeR? }

do sup de u(-,t)
ess sup { |u(z,t)|,:

Ju(; 1) [lo =
e €2 é a solucdo da equacdo do calor, no sentido que
1 o—y[?
ey = - / e~ uo(y)dy.
(4mt)z Jrs

Em seu famoso artigo de 1934, Leray [19], mostrou a existéncia de solugoes
) € L2(R?) que satisfazem
u(-,t) € L*([0,00), L*(R?)) N L*([0, 00), H'(R?))

fracas (globais) u(
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e sdo fracamente continuas em L?(R?), com |lw(-,t) — uol| 23y — 0 quando ¢ — 0. Mostrou
ainda que vale a desigualdade de energia

t
] 2 ] 2 < 2
o) 2y + 2 [ 1DUC) I, s <l (1)

para todo ¢ > 0. Além disso, como observado em [25], Leray [19] mostrou em sua construcdo
que sempre existe um ¢, > 0 suficientemente grande (que depende da condigao inicial ug)

tal que se tem u € C®(R? x [t,,00)), e, para cada inteiro m > 1:

u(-,t) € L°([t,, T], H™(R%)), (1.2)

para cada t, < T < oo, ou seja, u(-,t) € L2 ([t.,00), H™(R?)). Enquanto a unicidade das
solucoes de Leray continua sendo um problema fundamental em aberto, foi mostrado por
Kato [15] e Masuda [21] (e mais tarde por outros autores também, veja e.g., [14] e [27])
que todas as solucoes de Leray, sendo unicamente definidas por seus valores iniciais ou nao,

devem satisfazer a importante propriedade assintética, aqui chamada de Problema de Leray,

lir{.lo | w(-,1) = 0, (1.3)

t— HLQ(RS’)
um problema deixado em aberto na ultima pagina de seu artigo [19]. Sera conveniente
mostrar uma nova derivagdo (obtida em [25]) em maiores detalhes da propriedade (1.3)
seguindo a linha do método introduzido em [17] e [18]* para dar uma facil derivagiao das

estimativas de decaimento fundamentais em [23] e [27] para soluc¢oes das equagoes Navier-

Stokes em dimensao n < 3. Entao, com poucas mudancas, obtém-se o seguinte resultado,

. 3/4 _ .

o qual, novamente, é valido para todas as solucoes de Leray-Hopf. Logo, por interpolacao

(lema C.2), temos que,

4Para uma abordagem mais detalhada desses métodos, veja [22]
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: 17 32q )
tli{l;.lo t a H u( 7t) ”Lq(RB)

=0, 2 <q< oo, (1.5)
uniformemente em ¢. No capitulo 1, mostramos as propriedades (1.3), (1.4) e (1.5), que sao
bem conhecidas e faceis de se obter para solu¢des v(-,t) € L™([ty, 00), L*(R?)) do problema

do calor abaixo®,

v; = Av, t > ty,

(-, tg) = u(-, o),
dado ty > 0. A solugao do problema acima é dado por v(-,t) = At — to)u(-,to), onde e?7,
7 > 0, denota a solucdo da equacio do calor. E natural pensar que as solucoes de Leray-Hopf
das equagoes de Navier-Stokes sao aproximadas por solugoes da equagao do calor definidas

acima. Com isso, Kato [15] obteve que,

lim ¢4~ €| u(-,t) — v(- 1) = 0 para cada € > 0,

t— 00 ”LQ(RS)

e um pouco depois Wiegner [27] obteve®, usando um outro argumento, que,

: 1/4 X _ .
tli{{olot Hu( 7t> IU( 7t) HLQ(RS)

=0 (1.6)
(veja |27], Teorema (c), p.305). Novamente, daremos uma prova simples (veja Se¢ao 3.2)
nas linhas de [17] seguindo novamente a discussao bésica em [25]. Isso serd util para obter

resultado correspondente para a norma do sup (veja Secao 3.3):

T ut) = vt [ ) = O (1.7
Logo, por interpolacao (C.2), segue que,
. 1-2
Tim 7 ut) — v(B) ], = 0. 2<g< 0o, (1)

®Veja também, por exemplo, [5]
6 Apesar de podermos extender nosso argumento para forcas externas sob certas hipéteses, nossa andlise
é limitada (como em [17] e [18]) para n < 3.



uniformemente em ¢. E interessante notar que tais resultados melhoram as estimativas

3 3
i 47 2¢q . o0
s £75) e) < 0
3
1; +17 2q 1) — v(-t o0
oo I8 = o0 Ol ) <

obtidas por Beirao da Veiga [4] e Wiegner [28| para ¢ > 2 finito.

No Capitulo 1, mostramos as propriedades anteriormente citadas e algumas mais
gerais para a equacao do calor e para equacgoes de Adveccao-Difusao, pois tais resultados sao
uteis para mostrar outras propriedades para as equacoes de Navier-Stokes. No capitulo 2,
apo6s alguns preliminares, mostramos as propriedades 1.3 na secao 2.2 e 1.4 na se¢ao 2.3. No
capitulo 3, novamente ap6s alguns preliminares, mostramos as propriedades de aproximagao
1.6 na secao 3.2 e 1.7 na secao 3.3. O ponto chave para provar essas propriedades é observar
que,
= 0, (1.9)

. 1/2 )
Jim 2] Du 1) | e

donde segue facilmente as propriedades. Apesar de restringirmos nossa atencao para dimen-

" n = 2. Colocando

sao n = 3, pode ser visto claramente que nosso método funciona no caso
junto, os resultados para n = 2,3 podem ser resumidos como segue. Para cada 2 < ¢ < oo,

se tem,

im #4724 || - —
tlinolo t a H u( 7t> HLQ(RTL) 07
tingo t 1 || ’U,(,t) - ’U(',t) ||Lq(R") = 0,

uniformemente em q. A validade das propriedades acima, em dimensoes mais altas, aparen-

temente permanece em aberto na literatura.

"E ainda mais facil o resultado neste caso, pois as propriedades de suavidade valem para todo t.
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No capitulo 2, usando as propriedades acima originalmente obtidas em [25], ob-
temos interessantes estimativas para a pressao p(-,t) usando a teoria de Calderén-Zygmund,

pois sabe-se que a pressao p(-,t) satisfaz a equagao de Poisson,

3
—Ap = Z Diuijui,

ij=1

onde u; é a i-ésima componente da velocidade w e D; = %, assumindo sempre que V-u = 0.
K2

Desta maneira, obtemos para cada 1 < ¢ < 0o

(s Ol o) < K (3, )[|wl-, t)[|720zs),
o que implica que, usando o lema de interpolacao C.2,

9 9
i 4 4q . =
tli)Ilgo t q ||p( 7t> ||Lq(R3) -

0.

Mostramos, ainda, que dada a vorticidade w(-,t) = V x u(-,t), temos,

w(, )| z2@e) = || Dl t) || 22 ms)

o que implica que,

ID'w (-, )| 2rey = 1D (-, )| o

Por Calderén-Zygmund (veja [10]), vale ainda que,

[ Du(-, t) || Lr@sy < K (3,p)llw(-,t)|| Lo @)

||Dl+1u(',t)||LP(R3) < K(3,p)||Dlw(-,t)||Lp(R3)

para 1 < p < oco. Onde K(n,p) é a constante de Calderén-Zygmund que depende da

dimensao do espaco e de p.



2 A PROPRIEDADE DE LERAY E
GENERALIZACOES PARA EQUACOES DE
ADVECCAO-DIFUSAO

2.1 Equacao do Calor

Nesta secao, o objetivo é provar algumas propriedades conhecidas da solugao da equagao do
calor usando as técnicas desenvolvidas em [17] e [18] para nos motivarmos a atacar equagoes

mais complicadas e, inclusive, as equacoes de Navier-stokes.

Considere o problema,

u=Au, t >0, r € R"
(%)
u(-,0) =uy € L*(R")

Entao tem-se o seguinte resultado:

Teorema 2.1 (Propriedade de Leray para a equagao do Calor). Dada u(x,t) solugao do
problema (%), entdo
Iim (-, )] 2@y = 0
Provaremos o resultado acima de duas maneiras diferentes, a primeira usando
Transformada de Fourier e a segunda usando as técnicas desenvolvidas no presente texto.
Posteriormente, compararemos os dois argumentos, explicitando quais as vantagens e des-

vantagens de cada um.



Demonstracao. Primeiro argumento:

A maneira mais conhecida de provar esse resultado é usando Transformada de

Fourier. Portanto, seja u1 a transformada de Fourier, definida abaixo,
() = 2n) [ e utods
onde i = /—1.
Aplicando a transformada de Fourier no problema (%), obtemos,

ﬁt(ga t) = _‘€|2ﬁ(§7 t)

Resolvendo o problema acima, obtém-se que,

(&, 1) = e Mg (€)

Sabe-se, pelo Teorema de Plancherel, que Hu(x,t)Hiz(Rn) = ||a(¢, t)HiQ(Rn)

Logo
[u(z, )] 2@ = 10(E 12 @) = / (g, t))%d¢ = A e 26 iy (¢)[2de (2.1)

Temos que, pelo o lema C.1 dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

| rin(epde < 5
1€]<s

Note que, e~ 2Pt < 1, para todo t > 0. Observe, também, que dado € > 0, existe to(e) > 0,

1
2[|uo22 gy \ 2
%:m<n|m@q |
€

tal que para todo t > to(€), tem-se,

a saber,

952
626

DO |

[0l Z2gny <
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Portanto, dado ¢ > 0, existe > 0 e tg > 0, como definido acima, tal que, para todo t > t,

tem-se

/ =2t g (€)[2de = 62£|2t|ﬁ0(£)‘2d§+/ e g () [2dg <

13 1€]=6
1ld 2 —262t - 20¢ < € —262t 2 <.
Jio(©)[?d€ + e ()P < &+ 2 ugl ) < 5+ 5 =€
|€]<d |€]>06
O que implica, por 2.1, que
1 [Ju(-, 1) ey = 0
Assim, obtemos o resultado desejado. O

Uma consequéncia interessante deste argumento é a seguinte afirmagao: Dado
T > 0 suficientemente grande e dado 0 < A < 1, existe ug € L*(R"), com [[ug|| ;2 (gny = 1 tal
que

HU(.I', T)HLQ(Rn) 2 A

Nota. Observe que, a afirmacdo acima diz, em outras palavras que, a norma L? da solugio

equagao decresce arbitrariamente lenta ao logo do tempo t.

Demonstracao. Para construir tal funcao, faremos via Transformada de Fourier. Definimos,

entao, a seguinte funcao,

A c(rin), g <r
Uo(§) =
0, [&l>r
Onde,
c(ryn) = r"rclu , com wy, = %
n 2

I' é a famosa funcao Gamma de Euler. Entao, seguindo os moldes do argumento

anterior, por Plancherel novamente, temos,

e 2P tig(6)Pdg > e 2T / o (&) d > X2,

[€l<r

e ) geey = 106 T e = |

lél<r
pois dado 0 < X\ < 1 fixo, existe » > 0 tal que e T > A, consequentemente, isso mostra a

existéncia da ug. O
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Portanto uma consequéncia imediata desse argumento, em outras palavras, é
que nao podemos dizer o quao rapido |[ul[z2n) vai a zero.

Segundo argumento:

Faremos, agora, outra técnica para demonstrar o teorema 2.1 e depois discuti-
remos as consequéncias imediatas que tal argumento implicard. Para isso, faz-se necessario

o uso do lema a seguir.

Lema 2.2. Dada u(-,t) solu¢io do problema (%), com ug € L'(R") e 1 < p < oo entao,
tem-se:
_n_1
(- )l r@ny < Ku(p)llaoll 1t 2077
Demonstracao. O resultado é trivial para p = 1, basta usar a desigualdade de Young para a

convolucao provada no lema C.3. Faremos, agora, para p = co. Note que,

—lz—y|? 1
u(z,t)| < ~ e |u dy < ——=||u n
e € e | T )y < e Il
Logo,
1 _n
(s )llzoe@e < —llvollorent™2
Usando uma simples interpolacao, provada no lema C.2, tem-se o resultado desejado. O
Demonstracao. Agora, defina,
Up, |.T’ > Re
Vo(x) =
0, 2] < R.
e, similarmente,
0, |z| > R,
wo(z) =
Up, |x’ S Re

para um certo R, > 0

Note que,

Ug = Vg + Wy
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e, por ug € L*(R"), tem-se, wy € L*(R™) N L'(R"), pois’

Wn,
[woll L1 &) =/ |woldx +/ |woldz < /|w0|2dx + =R,
[w|>1 |wo|<1 n

Observe que, pelo lema C.1, temos que dado € > 0, existe R, > 0 suficientemente

grande tal que,
2
€

2 2
Volltan = [ TwaPds < ( 5
|z|>Re
Sabemos que vy e W, estdo em L%, mas wq € L'(R"), entdo pelo lema 2.2, temos,

||€AtW0||L2(Rn) S Kn(2) HWOHLl(R”)t_%

Logo, dado € > 0, existe to(e) > 0, tal que [le®wyl|r2mn) < 5. O que implica

que, para t > to(€)

€ €
le o] z2(my < [l€2Vollp2@n) + le*Woll2@n) < [IVollz2@ny + IWoll L2y < 5+3

O que conclui a demonstracao do teorema 2.1 usando o outro argumento. O

= €

Note que, usamos a linearidade da equacao do calor para fechar a prova do
teorema 2.1 neste ultimo argumento, mas isso nao nos impede de atacar equacoes nao line-
ares, como serda mostrado posteriormente. Além disso, usamos que se u satisfaz (%), entao

|ullz» < |Jugl|zr, para cada® 1 < p < oo, basta usar o lema C.3 para ver isso.

Observe que no primeiro argumento, usamos a identidade de Plancherel, que
funciona somente para p = 2, agora temos o seguinte resultado como consequéncia imediata

de nosso segundo argumento: Dada u(z, t) solu¢do do problema (x), com uy € LP(R"), entdo

lim Hu('7t>HL1)(Rn) =0,

t—o00

para 1 < p < oo.

!Na verdade, isso vale, ndo somente para a funcio wq definida acima, mas também, em geral, para
qualquer funcdo wy com suporte compacto.
2Supondo, ¢ claro, que ug € LP
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Demonstracao. Basta usar o segundo argumento usado para demonstrar o teorema 2.1 para

1 < p < 0. O argumento segue analogamente. O

Provaremos agora a propriedade de Leray do problema (x), para a norma

|lu(z,t)|| Lo mn). Antes, precisaremos demonstrar o seguinte lema,

Lema 2.3. Se u(z,t) satisfaz o problema (x), com ||| € LP(R™), entao,
(e, £)]| oo gny < Kon(p)l|0ol|oenyt ™2

Demonstracao. Basta, notar que

n o=yl 1
u(-,t)| < (4nt) 2 e % |u d < @
a0 < (r) [ )y T

Desig. de Holder

||UOHLP(R")

Logo, em particular,

a0z ey < o]l 2oy = Kn(p) [0l oeyt™ 2

(4t)2»

Com isso, podemos facilmente provar o seguinte resultado,

Teorema 2.4. Dada u solu¢dao do problema (%), entdo, tem-se
lim 7| e2 | oy = 0
Demonstracao. Pelo o lema 2.3, temos que
la(z, t)|| e @) < K(n,2)||uol| r2geyt ™

Logo,

Portanto,
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O que implica, ao t — 0o, pelo teorema 2.1, que

%262 ug] | o ) = 0

lim t% HeAtuoHLoo(Rn) = lim t%‘
t—o0 t—00
m
Dada u(-,t) solucao do problema (%), tem-se,
lim ¢35 24 ||u(-, )| pagny = 0,
t—o0
para todo 2 < ¢ < oo.
Demonstracao. Basta notar que, pelo lema C.2,
1—2
2 % q
la, )l ony < a2 gny (751—" IIU(-,t)IILoo(Rn)>
Pelo Teorema 2.4 e o Teorema 2.1, deve-se ter,
Yy oon
1-2 4
q
Logo,
non
Ty T oy
m

Observe que, aqui hd uma melhora do Corolario 2.1 .

Agora proveremos o que chamamos de Problema completo de Leray, para a

equacao do calor, i.e.,
t2 [l )l frogrny — 0,

para qualquer s > 0. Antes, teremos que provar alguns resultados preliminares.

Proposicao 2.5. Dada u(-,t) solugao de (x), vale a igualdade de energia:

t
2 2 2
a(, Ol z2@n + 2/ [Du(:, )| 72@mdm = [lul to) [ 72@n),
to

para 0 <ty < t.
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Demonstragao. Observe que o problema (%) estd definido em R™, entdo, para obtermos a
igualdade acima, ao integrarmos por partes, a fun¢ao deve "decair rapido no infinito". Para

formalizarmos este raciocinio, introduziremos uma funcao auxiliar de corte,

e—e\/1+\$|2 . 6745\/1+RQ7 |[L‘| <R
CR(I) = )
0, || > R

para R, e >0
Multiplicando a equagao do calor em (x) por 2ulg, tem-se,

2uu(r = 2ulAulpy,

o)

E(uQ), ao integrarmos de £y a t e em R", obtém-se, pelo Teorema Fundamental

como 2uu; =

do Calculo e pelo Teorema de Fubini®, que

¢
/ u2(',t)CRda::// QuAuCRda:dT—i—/ u’(-, to)Cpdr
lz|<R to J|z|<R lz|<R

Fazendo integragao por partes no primeiro termo do lado direito da equacao acima, como (g

se anula em |z| = R,

2 . t . 2 e
/|x<Ru (,t)CRdx+2/t0 /xKR]Du( P)Cpdadr
—/ / (DCR,Du2(~,T)>d:L’dT+/ 02(-, t0)Cnda
to J|z|<R

|z|<R

Integrando por partes, novamente, tem-se,

20 )Cnd t Du(-. 1) 2endrdr —
/Mu (\8)Cn “Q/to /|| u(-, 7)[*Crdadr
/ ACRUQ(-,T)d:ch—/ /H (DQR,ﬁ>u2(-,T)dadT+/ 02(-, to)Cada
t to z|=R

o J|z|<R z|<R

(2.2)

ou seja,

3Para maiores detalhes dos teoremas cldssicos de teoria da integracdo, como os teoremas de Fubini,
convergéncia dominada de Lebesgue, convergéncia mondtona e outros, veja [2]
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¢
/ u2(,t)CRdZL’—|—2/ / |DU(',7‘)|2<Rdl’d7‘ =
lz|<R to J|z|<R
' ' e | R
/ / Algu? (-, T)dxdT + e/ e VI [ ——u?(, 7)dodr
to |1"<R to |(E‘:R 1 + R

+/ u?(-, t)Crdr,
lz|<R

pois 71 = & Nossa intengao é fazer R — oo, no entanto, temos que analisar se o termo de
fronteira nao ird divergir. Observe que, uy € L*(R") = u(-,t) € L*(R"), basta usar o lema

C.3.

Logo,

t
// wldxdr < oo
to n

Portanto, escrevendo em coordenadas polares e usando o Teorema de Fubini,

t t o)
// quxdT:// / u’do(z)drdr =
to JRr to Jo Jja|=r
o) t
:/ / / u’do(x)drdr < oo
0 to Jz|=r

t
lim inf // w’do(z)dr| =0
r—00 to J |z|=r

Entao, existe uma subsequéncia R; tal que

t
lim / / u’do(x)dr| =0 (2.3)
Rkﬁoo tO ‘$|:Rk
e~ eVIHR \| —= T)dodr < e/ / T)dodr (2.4)
/ /|m| —R 1+Rz o] = R

Portanto, fazendo Ry — oo em 2.2, usando o Teorema da Convergéncia Domi-

Logo,

Como,

nada no primeiro e dltimo termo de 2.2, usando 2.3 e 2.4 no termo de fronteira de 2.2 e,
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finalmente, usando o Teorema da Convergéncia Mondtona nos dois termos restantes de 2.2,

tem-se,
/ SV d:c+2/ / ~VIHEE Du, )P dadr =
t
/ / A(e‘W1+x|2)u2(-,7')dxd7'+/ e~ VIHEP W2 (. 1) da
to n n
Como,

‘u2A(676\/1+\$|2)‘ < 6112,

supondo 0 < € < 1, sem perda de generalidade. Entao, tomando ¢ — 0, usando o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue no termo que contém o laplaciano da igualdade

acima e usando o Teorema da Convergéncia Mondtona no termos restantes, obtemos:

t
2 2 2
a, )72 n +2/ [1Da(-, )72 eydm = [lul; o)l 72 (gn)
to

Vale, também, as igualdades,

t
(= DUy + 2 [ (7= DTy = [ 1D e

to

t
2
(t = to)*[[D*ul", )] L2y + 2/ (m = to)* | D*u(, 7) 2@y dr

to

t
2
- / (7 — to)| D2, 7)| 2 gy

to
E assim, sucessivamente,

t
m m m m 2
(t —to)™||D U(',t)\liawﬁ?/(f—to) D™ a (e, 7|2 gy dr

to
t
m— m 2
- / (7 = to)™ D™ (-, )| 2a 7
to

para m > 1 inteiro.
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Demonstragdo. Vamos introduzir, novamente, uma fun¢ao de corte. Seja ¢ € C*(R"™) tal

que,
1, lz| <1
C(x) =<4 ®(x), 1<|z| <2,
0, |z| > 2

onde ® : R” — R & uma funcao qualquer, obviamente, de classe C?. Agora, defina:
Cn = |z]
R R 3

Derivando a equagao do problema (%) com relacdo a z;, i.e., aplicando o operador

para R > 0.

D; e multiplicando por 2(t — to)(grD;u, tem-se,
2<t — to)CRDill(DiU)t = Q(t — to)CRDZUA(DZU)
Integrando em [to, 1] x R™, tem-se,

/ / 7 —to)Cr(Dsu)? dex—/ / (1 — to)(rD;uA(D;u)drdx
lz|<2R Jtg |z|<2R

Integrando por partes no lado esquerdo, a expressao acima fica,

t
(t — to)/ gR(DZU(ZL‘,t)deB = / / 2(7’ — to)CRDZUA(DZU)de(IJ
|z|<2R |z|<2R Jto
t
+/ Cr(Dju(z, 7))*drdx
lz|<2R
Agora, integrando por partes em R"”, no primeiro termo do lado direito, tem-se,
(t — to) / Cr(Dyu(z, t))’de = — / (V¢r, V(Dsu)?)dz
|z|<2R |z|<2R

- / 2Cr|V(Dsu) *dz + / 2CrDsuV(Dyu)do ()
lz|<2R

|x|=2R
A

S/

-~

=0

+ /| Cr(Dyu(x, 7))*drd

I‘<2R to
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Integrando por partes, novamente, em R™ no primeiro termo do lado direito da equacao

acima, tem-se

(t — to) /| PRGOS / 2|V (Do) Pda

|z|<2R

[ AWl - [ (Ten ) Dn)do(a) (25
|z|<2R

|z|=2R

—1—/ Cr(Dju(z, 7))%drdx

x‘<2R to

Observe que, V(g = 0, para todo |x| > 2R. Sabe-se que, em particular, (r € C", logo,

V(r = lim V(r=0

|| 2R+

|x|=2R

Portanto, a equacao 2.5, fica,

(t — to) /| PRGN / 2|V (Do) Pda

|z|<2R
) (2.6)
:/ ACR(Diu)2dx+/ Cr(Dju(z, 7))*drdx
lz|<2R |z|<2R Jto

Note que, como ¢ € C? o laplaciano de ¢, atinge o maximo em |z| < 2R.
Portanto,

M
AR (Dw?| < 5 Douf,

em |z| < 2R. Onde M > 0 é o maximo de A{. Além disso, pela proposicao 2.5,

/ |Dsuldz < oo
Logo, ao R — o0, podemos usar o teorema da convergéncia dominada no primeiro termo do
lado direito da equacao 2.6, no primeiro termo do lado esquerdo e no ultimo termo do lado
direito( usando a proposi¢do 2.5) e convergéncia mono6tona no termo restante, a equacao se
torna, somando em i,

t t
2
(t—to)HDu(-,t)Hiz(Rn)+2/ (T_t0)||D2u('aT)||L2(R”)dT:/ IDa(, 7|72 gy,
to

to
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Para demonstrar as igualdades seguinte, basta aplicar o operador
2<R(t — t0)2DiDjUDZ'Dj

em ambos o lados na equacdo do calor definida no problema () e usar o mesmo tipo de

argumento feito anteriormente. Fazendo de forma indutiva, i.e., aplicado o operador
2<R(t - to)mDilDiQ c Dlml'IDllD’LQ . Dzm
em ambos os lados da equacao do calor definida no problema () e usando os mesmos
argumentos feitos acima, conclui-se a demonstracao, para m > 1 inteiro. O
Tendo isso, é facil obter o seguinte resultado:
Teorema 2.6. Dada u(-,t) solu¢ao do problema (x), entao, vale que
lim 2= || D™u(-, 1) 2@n) = 0,
Em outras palavras,

tim £ u(-, )] ey = 0.

t—o0

para m > 0 inteiro.

Demonstracao. Pelo teorema 2.1, dado € > 0, existe ty > 0, tal que,

[l )]l 2@n <

para todo t > ty5. Portanto, pela proposicao 2.5, tem-se

2

t
€
1Dl oy < (2.7)
to

Pelo corolario 2.1, obtemos o seguinte

[\

t—to €
(t—to)HDu(-,t)Hiz(Rn)=t< " )HDU('at)Hi?(R”)SE

Logo,
2 t 62
tDu(, )72 @ny < <—t — t0> 5
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Observe que (ﬁ) < 2, para t > 2t,.

1
tzl|Du(-, )] 2y < €
O que prova o Teorema, para m = 1

Por 2.7 e pelo corolario 2.1, tem-se,

2

t
2 €
= D) e < 5
to

Usando a segunda equacao do corolario 2.1, tem-se,

62

2
t—tg
) ID%u(-, )| 72@ny < 5

t

(t = to)*ID*u(, )l gy = * (

Portanto, como (;3-)* < 2, para t > V2to,

t|D*u(-,t)|| 2gny < €

O que prova o Teorema, para m = 2. Repetindo o argumento sucessivamente de forma
anédloga, obtém-se o resultado desejado, para m > 1 inteiro. O resultado para m = 0 foi

demonstrado no teorema 2.1. OJ

Usando o lema de interpolagao C.4 tem-se o seguinte resultado: Para qualquer
5 > 0 tem-se,

t%”u('at)“HS(]Rn) — 0, a0t - o0

Demonstracao. Dado €, tome s > 0 arbitrario. Entao, para qualquer m > s, existe t, tal

que, pelo Teorema 2.1,
1— 5
”u('7t)||L2(71§n) < Ve,

para todo t > t,. Além disso, pelo Teorema 2.6, existe t,,, tal que, para todo t > t,,

m
S

t2 [, )| zny < (ﬁ) :
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logo, usando o lema C.4, para t > max{t,,t..} e v > 0(a ser escolhido), tem-se,

S
m

t’yHu(.’t)| H’m(Rn)

1—5
ey < OG0 i ul-, 1)

1—= m m
< [lal Dl 2 e (tv& u(‘at)HHm> <Veve=ce,

m __ m
se v =3

, portanto, v = 2, para qualquer s > 0. O

Observe que usando a desigualdade de Sobolev do lema C.6, temos o seguinte

resultado: Dada u solugao de (x), tem-se
t2 5| D™u(-, t)|| poe ey — 0 a0 t — 00,

para qualquer m > 0 inteiro.

Demonstracao. Basta notar que pelo lema C.6,

D™ ) Loy < (K ()" 7| D™l )] L2y

Dnl+nu('7 t) ||L2(Rn)

m+n
2

Pelo teorema 2.6, 2y = 3 + , 0 que implica,

_m+n
Ty
0

O que encerra, por enquanto, a discussao desse tema para a equacao do calor.
Vale ressaltar, que, para a equagao de Navier-Stokes, usaremos fortemente os resultados

acima desenvolvidos.

2.2 Equacao de Adveccao-Difusao

Nesta secao, vamos mostrar a propriedade de Leray para uma classe de equacoes mais
gerais que a equagao do Calor. Além disso, deixaremos algumas questoes importantes que

ainda sao desconhecidas para tal classe.
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Considere o problema,

. w+V-(f(u)=V- <A(u)Vu)u, t>0, x e R"
u(-,0) = uy € LP(R") N L*(R"),

onde A(u) € C!' ¢ uma matriz n X n, f € C!' e para todo u € R e a > 0 temos

(A(u)v,v) > alv|?, Vo € R" e a > 0 fixo. Entéo, tem-se, os seguintes fatos:
FATO 1: Jlu(-,t) € C°([0,00), LP(R")) solugao do problema (x).
FATO 2: Se ug, vy € LP(R") N L=(R") sao tais que uy — vg € L'(R"), entao,

u(-,t) — v(-,t) € ¢°([0,00), L(R™))

Ju(-,t) = v(, Ol L@ny < [[ao — voll L1 @n)

FATO 3: Dada u(-,t) solucao para o problema (x), tem-se, para 1 < p < oo,
la(:, )| oerny < C(n,q)l[uo|l Loenyt ™3, ¥t > 0.
As demonstragoes dos fatos acima podem ser encontrados em [5] e [24]. Com
isso, podemos provar a "p-Propriedade de Leray"para o problema (x), i.e.,

Teorema 2.7. Dada u(-,t) solugao do problema (%), tem-se, para 1 < p < 00,

Hu('ut)HLP(]Rn) — 0, a0t — o0
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Demonstracao. Dado € > 0, seja R, > 0 suficientemente grande, tal que, pelo lema C.1,

P

€
lug|Pdr < —.
L>Re 2p

Seja,
Uy, |.I‘ Z Re
Vo =
0, |z| < R
Logo,
0, 2] > R.
Ug — Vg =
Uy, |ZL’| < Re
e, entao,
€
[Vollzon) < 3

wy — vo € LP(R™) N L=(R™) N L' (R").

De fato, como uy € LP(R") N L>*°(R") segue que uy — vy € LP(R™) N L>*(R™).

Além disso, como uy — vy tem suporte compacto, segue,
o volde = [ uolde < VLB, R) + [ Dl ey = M <
onde M > 0 é, obviamente, constante. Agora, basta notar que,
(e 8) oy < I, 8) = V0 Ollzogery + IVCDll oy < 1 2) = V0,0 + 5

Logo, temos que estimar o termo ||u(-,¢) — v(-, )| Lr(rn). Usando a afirmacdo 2.2, o Fato 1

e o Fato 2, e o lema C.2, tem-se,

—

1 1
JaCst) = V()L < ult) = VO g 0 8) = v O

1
< Jluo = voll 71 ey a5 ) = v D] oy

1—1
P

< MPJu(st) = v Ol pclpn)
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Agora, pelo Fato 3, Jty(e) > 0, tal que,

€

1—1
||11(',t) - V('at)HLocp(Rn) < m,

para todo t > ty3. Portanto, usando as estimativas anteriores, tem-se,

€

)l < 5

para todo t > t;, assim, concluindo a demonstracao do teorema. O

Uma importante questao, aparentemente desconhecida na literatura, é determi-
nar quais sao as fungoes f do problema (x) tal que vale a Propriedade de Leray. Sabe-se que

a resposta é sim nos seguintes casos:

e Para f = f(u)
e Para f = f(t,u)

o Para f = f(z,t,u),se 37 u%(x,t, u) >0



3 PROBLEMA DE LERAY PARA NAVIER-STOKES
3
E DECAIMENTO DE T4 ||u(+, T)|| oo (s3)

3.1 Preliminares

Nesta secao, coletamos alguns resultados que terao grande importancia na de-
monstracao de nossos resultados ao longo do texto. Para a construcao das solucoes de
Leray-Hopf u(-,¢) para as equagoes de Navier-Stokes veja [8] e [19]. Essas solugoes foram
originalmente obtidas em [19] onde é introduzida uma ingénua regulariza¢do que, por con-

veniéncia, é brevemente revisado a seguir.

Tomando G € C§°(R*) nao negativa com [p; G(x)dx = 1 e definindo @g4(-) €
C>(R?) como sendo a convolugao entre ug(-) com Gs(x) = 6 >G(x/d), § > 0, se definirmos
u;, ps € C(R3 x [0, 00)), como solugoes classicas (tnicas, globalmente definidas) em L? das

equacoes associadas

0
au(s + ﬁg(-,t) -Vus + Vp(s = Au5
V- 115<',t) =0

us(-,0) = o) =Gy xug € || H"(RY),

m=1

onde é mostrado por Leray que, para alguma sequéncia ¢’ — 0, tem-se a propriedade,

uy (-, t) = u(-,t), quando &' — 0, Vt > 0, (3.1)

25
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em outras palavras, us(-,t) — u(-,t) fracamente em L?*(R?), para todo ¢t > 0 (veja [19], p.
237), com u(-,t) € L®([0,00), L2(R*)) N L*([0, 00), H'(R?)) N CY([0, 00), L*(R?)) continua
em L2 em t = 0 e solucao das equacoes de Navier-Stokes no sentido das distribuicoes. Além

disso, vale a desigualdade de energial,

t
] 2 ) 2 < 2
o) gy + 2 1DUC) I, s <l (32)
entao, em particular,
> 2 1 2
1D Ot < 5 ol (33)

Outra importante propriedade mostrada em [19] é que u € C*(]t,, 00) para algum ¢, > 0

suficiente grande, com D™u(-,t) € L5 ([t.,0), L*(R?)) para cada m > 1. Tal fato seré

loc

usado fortemente ao longo do texto a fim de simplificar nossa anéalise.

Introduziremos, agora, a projecao de Helmholtz de —u(-,¢)-Vu(-,t) em L2(R3),
ie.,

Q(-,t) := —u(-,t) - Vu(-,t) — Vp(-,t), para quase todo ¢t > 0, (3.4)

que, por conveniéncia, discutiremos ao longo da secao.

Proposicao 3.1. Considere Q(-,t) dado em 8.4, entao, tem-se,
V-Q(-,t)=0
Demonstracao. Tomando o divergente nas equacoes de Navier-Stokes, temos
(V- ou)y=A(V-u)+V-Q(t)

donde o resultado segue trivialmente, pois V - u = 0. O]

LA demonstracio da desigualdade de energia é similar a demonstracao da igualdade de energia obtida
para a equacdo do Calor no capitulo 1.
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Dado Q(+,t) em 3.4, tem-se,

3

1,j=1

Portanto, a pressao p satisfaz a equagao de Poisson e, tendo isso, podemos obter
estimativas para a pressao via teoria de Calderén—Zygmund. Isto foi feito na dissertacao de

mestrado de Robert Guterres [10], 14 é mostrado que, para cada 1 < p < oo,

G, )l o) < K (3, p)lwl, )72 ms),

dessa maneira obtemos as mesmas estimativas para pressao, usando o lema de interpolacao

0.2,

9_ 9
3 1 4p . =
t]inolo t p H p( 7t) HLP(R3) 07
Teorema 3.2. Para quase todo s > 0, tem-se,
1279 9)ll 2y < K (t = )75 |[uC, )|z | DU, 5) 2oy (3:5)
e
[e24Q(, ) o < K (= 5) 3 [[ul, 1) ool DU, ) 12 (3.6)

para todo t > s, onde K = (87)~ 1.

Demonstrag¢io. O argumento é adaptado de [17]. Seja F[f] = f a transformada de Fourier

da funcao f € L*(R3), ou seja,
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onde i2 = —1. Dada v(-,s) = (v,(+,5),v,(-,5),v,(-,s)) € L*(R*) N L*(R?) arbitraria, pela

identidade de Parseval,

|20 Iv(,8) I, 0 = IFLES v, 8)] |

L2(R3)
- /62|k22(t5)|ff(k:,3) 12 dk
R3
¥ 2 [ e ar
R3

(2 - s 2

2
ey

IN

\)

ou seja,

. T \3/4 _ .
1SV gy < (5) =97 C9) 57)

onde |- | denota a norma euclideana em R3 e

V(- 8)lloo = sup{[¥(k, s)|> : k € R’}

Mostraremos, a seguir, que 3.5 segue da aplicacao direta de 3.7 para

v(-,5) = Q(-, s). No entanto, precisamos estimar ||Q(-, 5)||cc. Observe que,
[Vp(-, )] (k)

= ip(k, s)k e pela proposigao 3.1, Zj’:l k‘ij(k‘?s) = 0. Portanto, os vetores
[Vp(-, s)](k) e Q(k, s) sao ortogonais em C3, para todo k € R? e, por 3.4,

F
F
Q( ) + F[Vp(-,9)|(k) = ~Flu(-, 5) - Vu(-, )| (k),

o que fornece a seguinte desigualdade:
QK. 5)[o < [Flu(:, s) - Va(-, $)](k)]s, (3.8)

para todo k € R3. Logo,

1QC $)llee < IFu(-,s) - Vu(-, )] (k)]oo- (3.9)
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Agora, basta notar que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, para cada

1 <9 <3,
3
[ Flu(,s)-Vu(9)] (k)| < D | Flus( ) Dywil-, 8) ] (k) |
j=1
3
< (277)73/2 Z H uj('>s) D]'ui('75) HLl(R3)
i=1
—3/2 . (-

< (@272 (e 5) gy | V00 3)

(Como antes D; = %). Logo,
IFlw V(s o < 2072l s) e | DU Ly (310

O que conclui, usando 3.9, 3.7 e 3.10, a prova da desigualdade 3.5.

A prova da desigualdade 3.6, de maneira similar, usando 3.8 e a estimativa do

lema 1.5 do capitulo 1, i.e.,
_3
||eATu0||Loo(R3) S K11 ||u0HL2(R3),

onde u satisfaz a equacao do Calor e 7 > 0 é arbitrario. Portanto, para qualquer
s >0 com [[u(-,s)|l« e [[Du(-, s)||L2(r3) finitos, usando 3.8, a identidade de

Parseval (duas vezes) e as defini¢bes das normas descritas na introducao do texto, temos:

[e207Q(, ) lloo < K (8= 5) ¥ 1QC8) | g
< K(t—s)"**u(-,s)-Vu(,s)

HL2(R3)

< K(t-— s)_3/4 (-, 5) |l [ Du(:, 5) HL?(RS)

Vamos mostrar agora a unicidade da velocidade w.
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Teorema 3.3 (Leray, 1934). Sejam u(-,t),v(-,t) € C°([0,7T], L*(R*)) N L*([0,T], H'(R?))

as solugoes cldssicas das equagoes de Navier-Stokes em R? x (0,T]. Entao,

u(z,t) = v(x,t), Vo € R?

Demonstra¢ao. A demonstracao é adaptada de [19]. Reescrevendo as equacoes de Navier-

Stokes para v e u, temos,

8uz~ >
@t + jgl uijui + Dip = Au,
ov; ’
atz + E Uij’UZ' + qu = A’UZ‘,

j=1
parat=1,2,3. Seja § = u — v. Logo,
3

00;
+ ZuijUi — UijUi -+ Dz(p — q) = A@Z,
j=1

ot

multiplicando a equacao acima por 20 e integrando em R? x [to,ﬂ, onde 0 < ty <t <T,

temos (usando as mesmas técnicas desenvolvidas no Capitulo 1),
t
e 2
160 D)3zgen +2 | IDO( B2
to

t
— 16l ~ 3 [ iD= vy D)o
ij Yto

usando integracao por partes e V - u = 0. Reescrevendo o tltimo termo usando V - u = 0,

tem-se,

t
10C, D) 172(gs) < \IH(-,to)lli2<R3)+M/ 10C, )17 2 s dt,
to

onde M ¢ o maximo que a funcio |v(x,t)|3 atinge em [to,?]. Logo, ao to — 0, pelo teorema

da convergéncia monétona,

t
10, D12 @s) < lleto — vollZ2es) +M/ 10, DI s)dt
0

O que conclui a demonstracao, pelo lema de Gronwall C.7 O
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3.2 Problema de Leray

Aqui provaremos a conjectura deixada na ultima pagina por Leray em [19].

Considere, entao o problema,

(

w+ (u-V)u+Vp=vAu ,t >0, 7R

(*) {V-u=0,t>0,zcR?

u(z,0) = ug € L2(R?), para todo v € R?

\

Como foi dito na introducao, Leray mostrou em [19] que existe algum ¢, > 0 suficiente-

mente grande, tal que,

u(-,t) € C°(R? x [t,,00)), (3.11)

e, para cada m > 1 inteiro,

u(-,t) € L>¥([t., T], H™(R?)), (3.12)

para cada T € (t,,00), em outras palavras,

u(-,t) € Lig.([t., 00), H™(R?)).

Antes de provarmos o problema de Leray, precisamos dos lemas a seguir,



32
Lema 3.4. Seja u(-,t),t > 0 uma solucao de Leray-Hopf do problema (x). Entao,

lim ¢4 Dua(-, )| 2 = 0. (3.13)

Demonstra¢ao. O argumento a seguir é adaptado de [17], lema 2.1. Se 3.13 fosse falso,
deveria existir uma sequéncia crescente t; — oo, com t; > t, e t; > 2t;_; para todo j e uma
constante n > 0, tal que,

tillDu(, )| L2@s) = . V5.

Onde t, ¢ definido em 3.11. Em particular, temos que,

JAEeT

tj,1

dt > (t; — t; 1) | Dul ) 12, o > = t; || Dul-, 1) |%, . >

1
L2(R%) L2(R3) = 2 L2(R3) 2"

para todo 7, o que ¢ uma contradiz a desigualdade de energia 3.2 e 3.3, o que conclui a

demonstragao de 3.13. [

Lema 3.5.
< 00, (3.14)

parat > 1.

Demonstragao. Basta fazer a mudancga de variaveis o = £, tem-se

t 3 1 1 1 s 1 1 1 s 1
/(t—s)is%is :/ t7i(1 —J)*%Uffda §/ t7i(1 —0)73075(10

to to/t 0

I'(1/2)0(1/4)
<p(1/2,1/4) = ——~——"——= t>1
onde I' e [ sao as funcoes de gama e beta, respectivamente. O

Agora, seja u(-,t) € L([0,00), L2(R?)) N L*([0, 00), H'(R?)) uma solucio de
Leray-Hopf para o problema (x) e seja t, > 0 grande o suficiente tal que vale as propriedades

3.11 e 3.12. Tomando ty > t, arbitrario, temos que,
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t
u(-t) = Aty t) +/ A=9Q(,s)ds,  t>t, (3.15)
to

pelo Principio de Duhamel, onde Q(-, s) &,

Q(-,t) :== —u(-,t) - Vu(-,t) — Vp(-, t), para quase todo t > 0,
como na se¢ao anterior. Entao,

Teorema 3.6 (Problema de Leray). Dada u(-,t) solugdo do problema, tem-se,

= 0. (3.16)

Demonstracdo. Dado € > 0, seja £, > t, suficientemente grande tal que, pelo lema 3.4, tem-

se,

€

12| Du(-,t R Vit>1+1, 3.17
1960 sy < S Y2 (317)
onde K = %. Seja ito > t, suficientemente grande tal que, pelo Teorema 2.1 do

Capitulo 1, tem-se

€20 u (-, to) || p2qrey <

NN e

Logo, da representacao 3.15, pela desigualdade 3.5, pela desigualdade de energia

3.2 e pelo Lema 3.5, tem-se,

t
H ’Ll;(',t) HL2(R3) S H eA(titO)u(WtO) HL2(R3) +/ H eA(tfs)Q(,, S) HL2(R3) dS
to

t
to
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t
S H eA(titO) ( to) HLQ RS _'_ K H uo HLQ RS)/ (t - 5)73/4 H Du(’ S) HLQ(RS) dS

to

t

+ S (t—s) 3 s 1/2ds < it

< A(t—to) t
< 1At | + o [ <Sef

3

para todo t > ty + 1, onde ¢, = max{fo,tzo} e K = (87)7%1. O que conclui a demons-

tracao. O

Um fato interessante ¢ que, a vorticidade w = V X u, tem a seguintes proprie-

dades:

Teorema 3.7. Dada vorticidade w definida acima, tem-se,
[w(, )|l 2@y = || Du(-, )] o)

Demonstracao. Basta usar a definicao de rotacional,

3 3
=V xu= Z ( Z Ez,m,szum) &

k=1 I,m=1
logo,
Hw( HLQ(R?, = Z / ez]kelmkD uleumd:c =
i,4,0,m,k
3 3
Z (Zei,j,kel,m,k> / (Diu;) Dy, )dzx
',j7l,m—1 k=1 R3
—Z (Djuy) dx—z (Dju;)(Dju;)dx
,j=1 R? t,j=1 R®
= [[Du(:, )17 (a9,
pois V- u = 0. O

No mesmo espirito, pode-se mostrar que,
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ID'w (-, )| 2ey = 1D (-, )| 2

Portanto, sempre que estimamos as derivadas w na norma L2, temos por conseguinte as
estimativas para a vorticidade e suas derivadas. Observe que a analise nao fica restrita ao

caso L2, pois,

VXxu=uw
VXxVxu=Vxw
—Au+V(V-u)=V xw
—Au =V X w,

pois V-u = 0. Logo, podemos usar a teoria de Calderéon—Zygmund, isso é feito rigorosamente

em [10]. Com isso, obtemos as seguintes estimativas,

[Du(, )| oesy < K (3,p)l|w(:s )| oes)

1D (e, ) ngasy < K3, p) D', Dl

para 1 < p < oo. Onde K(n,p) é uma constante que depende somente da dimensao do espaco

e de p, proveniente das integrais singulares de Calder6n-Zyngmund.

3.3 Decaimento de t%”u(-, ) || oo (r3)

Nesta secao, seguiremos de maneira similar com o objetivo de obter uma estimativa mais
refinada para a norma do sup. Entao, analogamente a se¢ao anterior, seja t, suficientemente
grande tal que vale a forte condicdo de regularidade 3.11 de wu(-,t) para t > t,, usando

a representacao 3.15, a estimativa 3.6, o lema 3.4 e o teorema 3.16, obtém-se o seguinte
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resultado:

lim ¢34 (-,

t 00 )HLOO(R3) = O

Antes, precisaremos do lema a seguir,

Lema 3.8.

/t<t _ 5>73/4<S _ 51)73/4615 _ (F(1/4))2
h VT (t =)

s—t1
t—t1’

Demonstracao. Fazendo a mudanca de varidveis z = tem-se,

/:t(t . 5)73/4<S ) 3/4d8 _ . 1/2/ 3/4 3/4d2
_ B4 y4)  (I(1/4))
(t— 1) ﬁ (t 1)

onde I' é a funcao de Euler e § é a funcao beta. n

Feito isso, podemos obter o principal resultado desta secao:

Teorema 3.9.

lim 34| u(-,t = 0. (3.18)

o ) HLOO(RCS)

Demonstra¢ao. Dado € > 0 e € < 1/2, seja t > t, suficientemente grande, tal que pelo lema

3.4 e o teorema 3.16, tem-se,

tY2 | Du(-,t <e Yix>t (3.19)

My, <

luC Ol gy < € ViEZto (3.20)
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Da representacao 3.15, temos que, por 3.6 e 3.19,

t
lu(,t) lo < 12 u(- ) [l +/ 1e272Q(:, 5) || ds
to

< 1Al 1) | + K/ 7Vl 8) | D, 8) e, s

IN

t
B0 = 1) ) gy + K[ 0= 97052 ) s
to

para todo ¢ >ty , onde K = (87)73/% Ou seja,

t
lw(,t) oo < K (t—to)" " [ul o) |, &y T K€/ (t =) s 2 lu(,9) lo ds (3.21)

to
Afirmo que,
() e < € V> 2(t+ 1), (3.22)

o que implica? 3.18. Logo, iremos provar 3.22 acima. Dado qualquer £ > 2(ty+1)
fixo, seja £, := £/2. Defina,

Ut):= (t =) u( ) e, t >4, (3.23)

obtemos que, aplicando 3.21 (com to = ):

t
U(t) < K [[ul i) e, + K <t—t1>3/4/ (t— )" s 2| (., s) |, ds

t1

= Kllu( &)

L2(R3)

t
b Ke(t— )3/4/ (t— 5) 35~ 1/2 (s — 4)3/4 U(s) ds

i1

2Obviamente, pois, ||u,HLoc(Rs) < |lufloo (de fato, como |u| < |ulz), para cada 1 <14 < 3, logo vale para o

méaximo, max { || u; || 1<i<3} = [lullpems) < 4o

LOO(RS)
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< Kllu(h)|

t
e+ Ke i P = 809 [ (1= 5y 901 (s = )9 UGs) ds

t
para t > ty, logo, por 3.20, temos,

~__

t
Ut) < Ke + Kei; 1/2@—{1)3/4/ (t—s)" ¥ (s =) %" U(s)ds, t>1,

t1
onde K = (87)~ %4, Portanto, definindo,

U:= max {U(t): t; <t <1}, temos que, para ; < t < t, usando o lema 3.8:

t
U(t) < Ke + Keit; 2 (t =) [fj/ (t — 5) 3 (s — ;)" %ds

i1

(PO o o1z, oy
< Ke + —— 2 Kel P (t— i)Y' U
NG !
2
< Ke + %K&;”“ .
s

. [(1/4))? A A
Lembrando que t; > 1, ¢ < 1/2, temos que, U(t) < Ke + %KEU < Ke + 03310,
T

para cada ¢, < t < t. O que d4 U < Ke + 0.331 @, ou seja, U < 0.134¢. Em particular,
£\3/4

/ A o
(5) lu(#) [l = U(f) < T < 0.134¢,

Logo, 4| u(-, 1) |, <€ onde £ > 2(ty 4 1) é arbitrario. Isto mostra a afirmacio 3.22, e

a prova do teorema esta concluida. O



4 APROXIMACAO DE SOLUCOES DE
NAVIER-STOKES POR SOLUCOES DA
EQUACAO DO CALOR

4.1 Preliminares

Observe que aplicando o mesmo argumento desenvolvido anteriormente para as

solugoes das equagoes regularizadas de Navier-Stokes, obtemos,

H eA(tis) Q5('7 5) HLQ(RS) < K(t - S>73/4 H u5<'7 S) HLz(Rs) || Dug('? 3) HLz(Rs) (4‘1)

122 Qu(8) oo < K (E =) [ty 9) oo | Daty(e,9) || o g (4.2)
para todo t > s > 0, onde K = (8%)_%, como antes, e
Q(;('as) = —’L_L(S(-,S)'VU5<-,S) - ng('as)' (43)

A estimativa 4.1 é particularmente 1til, jA que as solugoes regularizadas us(+, t)

satisfazem a desigualdade de energia,

t
2 2 2
) g + 2 [ 1D s < o2, (1.4

39
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para todo t > 0 (§ > 0 arbitrario), da qual, [Jus(-,t)||2rs) e fot [Dus(+, 8)||72gsyds sdo finitos
independentemente do 0 > 0. Usaremos tal fato, nos teoremas a seguir, para mostrar que
um valor particular de £y > 0 escolhido na definicao das aproximacoes pela equacao do calor
descritas na introducao, nao é relevante no que diz respeito as propriedades de aproximacao

assintotica:

' 1/4 1) — ol =

T 1) = (1) [y = O (45)
e
onde

v, = Av, t > ty,
v('at()) = u('atO)v
para v(-,t) € L>([ty, 00), L*(R?)).

Teorema 4.1. Seja u(-,t), t > 0, uma solu¢io de Leray-Hopf. Dado qualquer par de dados

iniciais tg > to > 0, tem-se

i K - .
1068 = 868l gy < = lluo ||22(R3)(to—to)1/z (t — fo)~ /4 (4.7)

para todo t > ty, onde v(-,t) = A"y 1), 0(-,t) = A u(. fy) sio as respectivas

equagdes do calor associadas a ty ety e K = (87)71

Demonstra¢ao. Comecgaremos escrevendo v(-,t) como,
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v(-t) = AT [u( 1)) —u(,t0)] + 2T (1), t > to,

Observe que, pelo principio de Duhamel,

Combinando as igualdades acima,

v(-,t) = eA(t*tO)[U(-,to)—ué(-,to)] + €At'l_1,075 +/ D=9 (.
0
para t > t;. Analogamente, para t > t,
- ~ ~ t~0
f)(.,t) — eA(t_tO)[u(',to)—U5(-,to)] + eAtﬂQ(; +/ €A(t_s)Q5(-,s) ds.
0

Logo, obtemos, para a diferenca v(-,t) — ¥(-, ) para qualquer t > fy, a identidade

o(,1) = v( 1) = A0 (i) — u( 7)) = A0 [ul 1) — (- )]

t
+/ eA(t*S)Q(s(ys) ds.

to

Portanto, dado qualquer compacto K C R3, temos, para cada t > to, § > 0,

que:
o A
10:0) = 00 gy S 50+ [ 1eXIQ9)
to )
—3/4
K ! _3
< J(t) + ﬁ(to— to)” || uo || 2 (g9 (t —to)
por Cauchy-Schwarz, por 4.1 e 4.4. Onde,
'](s(t) = H eA(titO) [u(,fo) - ’U,(S(',Z?o)] HLQ(K) + H eA(titO) [’U,(',to) - U6<',t0)] HLQ(K)
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Fazendo § = & — 0, de acordo com 3.1,J5(t) — 0 usando o Teorema da

Convergéncia Dominada, temos que, para todo o, 7 > 0:

| e [u(-,0) —u,(-,0)] HL?(K) — 0 quando ¢ — 0,

6/

pois K tem medida finita. Logo, obtemos que,

3 K . o
190 ) = o( 1) g < i (to — to)/? || uo H;(RS) (t —1to)~ 3/

para cada t > t, e para qualquer compacto K C R3. O que claramente é equivalente a

4.7. [l

O teorema 4.1 simplifica significativamente a derivagao da propriedade assin-
totica 4.5. Por razoes similares, a prova de 4.6 necessita a versao da norma do sup para o

teorema 4.1.

Teorema 4.2. Seja u(-,t),t > 0 uma solu¢ao de Leray-Hopf. Dado qualquer par de valores

iniciais to >ty > 0, tem-se

~ r - .
1068 = 0Dl ey < 5 ||uo||i2(R3)(to—to)1/2(t— 75) 3/ (4.8)

para todo t >ty > 0, onde v(-,t) = e2T0u(- ty), D(-, 1) = Ay (. fo) e T = (47) 2.

Demonstracao. Tomando K € R? compacto e 2 < g < oo arbitrario, temos que, para cada

t > ty,0 > 0, como no argumento do teorema anterior,



43

|o(-,t) — v(wt)HL%K) < Lgﬂ(ﬂ + ||6A(t_s)Q%Q,3)HL%R3)dS

to
1 3 1
Yo } - -30-4)
Js () + NG (to—to)” | o || 2(Rg)(t—to)
por 4.1 e 4.4, onde,
3 1
—7(1‘*)
Vg = (47) !
e
~1 s y t—t
‘](57(1(15) = ” 6A(t fo) [u('atO) - ’Ll,é(',to)] ||L‘1(K) + || GA( 0) [u<'7t0) - 'u’(;('?t())] HLLI(K)'

Tomando § = ¢’ — 0 de acordo com 3.1, temos Js,(t) — 0, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, temos
| e2T[u(-,0) — u,(,0)] o) — O quando & — 0,

para cada 0,7 > 0. Logo,

~ ~ 2 2 ~
15(:8) = 000 oy < e (o= 1) Nl o (1= o)

para cada t > ty, ¢ > 2. Fazendo ¢ — oo,

) AP SR -
[o(-,1) —'U(»ﬂ\uxﬂ@ < :7§?(t0—'%) HUOHL%R%(t—-%)

[\C[d%)

para cada t > ty, com K € R? compacto arbitrario. O que, claramente, prova

4.8 [l
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Para o proximo resultado fundamental revisado nessa secao, usaremos as se-

guintes desigualdades de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG), para u € H*(R3) arbitraria:

1/4 3/4
[l < Ky L, D20, K, < 0,678, (4.9)

(Veja, por exemplo [26], proposigao 2.4, p.13, ou [24], teorema 4.5.1, p.52) e

K |l g2, || D*ull? K, < 1.317, (4.10)

L2%(R3) L2(R3Y

a qual segue diretamente de integracao por partes.

Teorema 4.3. Seja u(-,t),t > 0 uma solu¢ao de Leray-Hopf, entao eziste t.. (dependendo
da solugdo w) suficientemente grande tal que ||Du(-,t)| 23y € suave e fungdo mondtona

decrescente em t € [t,., 00).

Demonstragao. O argumento a seguir é adaptado de [17], Lema 2.2. Seja
to > t. (a ser escolhido), com t, suficientemente grande dado em 3.11 e 3.12. Seja t >
to. Aplicando D, = % a primeira equagao de Navier-Stokes (*) (definido na se¢ao 2.2) e

multiplicando Dyu(-,t) e integrando' em R3 x [y, t], temos que, somando sobre 1 <1 < 3,

2 2 _
| Du- 1 (3+2/HD )1, g s =

= || Du(-,to) H2 —|— QZ/ /ulx s) Dyuj(w, s) D;Dyui(w, s) dz ds.
R3

i, 5,4
O que fornece, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

t
2 2
DOy 2 D% 82 g

'No capitulo 1, é feito rigorosamente para a equacdo do Calor.
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t
2 ulr5) o | Dl 8) g | D2 5) g 05,

to

< I Dulto) I2,

Agora, por 4.9 e 4.10, temos,

. 1/4 . 20 3/4
0 5) | D) ]y < 5l 8) 10 1 DU ) g | D20 9) 100

= D2 8) gy [ Ko llss) 12 D) g | DPale) 4

L%(R3)

IN

1 D0 8) gy | B K2 ales) 122, 1l D) 1222 |
onde Ky, K sdo as constantes de Sobolev-Nirenberg-Gagliardo (SNG) em 4.9 e 4.10. Por-

tanto, temos que,

lr5) ool D2 3) gy < ol 22, 1 Do) 122, 11D 8) g

pois K0K11/2 < 1. (Aqui, nés usamos também que, por 3.2, que

| (-, s) HLQ(RS) < |lwo \|L2(R3) para todo s > 0.) Portanto,

t
2 2
D012 o+ 2 IR

L2(R3
. (4.11)
< |ID 2 D Pl D2
< DGt gy + 2| 100 | D) gy | DP05) 1 g
para todo, t > ty. Entao, escolhemos ¢ty > t, tal que, por 3.2:
Na verdade, com essa escolha, segue que de 4.11 Tem-se que,
H Uo HLz(Rs) ” Du('v S) HLz(Rs) <1 Vs > 1. (4'12)

Demonstragao. Se fosse falso, deveria existir ¢; > ¢ tal que: [[uo || .|| Du(:,s)[| , <1 para
todo, to < s < i1, e |luoll, &) | Du(-,t = 1. Tomando ¢t = t; em 4.11, nos fornece

| D, < [ Du(-,to) |l

, portanto,

1) ||L2(R3) L2 R&)

H Ug HL2(R3)” Du('vtl) HLQ(RS = H Uo HL2 R3) H Du('vto) HLQ(RS) <1
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Absurdo. O absurdo mostra a afirmacao. QED (4.12). O

De 4.11 e 4.12, segue que,

| Du(-,#) | Rd+2v/WUﬂ D2, ds < IDUCR)IE, ,  (413)

o 1/2 /2
para todo t > ty > tg, onde v := 1 — ||u(:,t )||L/2 - || Du(-, to) ||L/2(R3) ¢ uma constante
positiva. Isto mostra o resultado, onde t,, =ty com ty > t, escolhido em 4.12. O

4.2 Anélise para a norma L?

Nesta se¢ao, iremos demonstrar a propriedade de aproximacao assintotica,

T (e t) — v 8) [ g = O
onde u(-,t) € L=(]0,00), L2(R*)) N L?([0, 00), H'(R?)) é uma solucdo de Leray-Hopf para as
equacoes de Navier-Stokes e v(-,t) € L>([ty,00), L*(R?)) ¢ a solugao do problema do calor
a baixo,

v, = Av, t > ty,

v(-,to) = u(-, o).

Seja t, grande o suficiente tal que vale as propriedades de regularidade

’U,(',t) S LOO([t*’T]’ HW(R3)>a

u € C°(R? x [t,, 0)).

Entao, tem-se,
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Teorema 4.4.

lim ¢ (e 1) = (1) ey = 0 (4.14)

t— oo

Demonstracao. Pelo o Teorema 4.1, é suficiente mostrar 4.14 no caso em que ty > t,, onde
vale 3.16. Dado € > 0, seja t. > ty suficientemente grande tal que, pelo lema 3.4 novamente,
tem-se

tY2 || Du(-,t <e Yt>t. (4.15)

[
Pela representacao 3.15, pela desigualdade de energia 3.2, pela desigualdade 3.5 e pelo lema

3.5, tem-se,

t
t1/4||u('vt> - eA(t_tO) ( tO) ||L2 R3) < t1/4 H eA(t_S)Q('7S) ||L2(R3)d8
to

t
S I<t7 tﬁ) + Ktl/i (t - 8)73/4 H 'Ll/(" S) HL2(R3) H D’u’(.i 8) HL2(R3) dS
t
< I(t,t.) + K| ug ||L2 23 etl/‘l/ (t—s) s Y2 s | por 4.15 ]
te

< I(t,t) + 0.468 || uy | etV (t — )" VA

L2(R3)
para todo t > t,, onde K = (87)71 e

te
I(t7 tE) = Ktl/zl/ (t - S)_3/4 || u(" S) ||L2(R3) || Du(? S) ||L2(R3)d8

to

te
< KtV (t—t) %4 |u(,s

to

| Du(-, s ds.

Portanto, obtemos que,

A1) = Ul ) | € (1 (10 €

para todo t suficientemente grande. O que conclui a demonstracao de 4.14 e encerra nossa

discussdao com respeito a norma LZ. O
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4.3 Analise para a norma L™

Aqui, vamos demonstrar a propriedade de aproximacao assintotica,

= 0.
onde u é uma solugao de Leray-Hopf, onde valem as mesmas propriedades de regularidades

descritas na se¢ao anterior, para t > t,.

Teorema 4.5.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2, é suficiente mostrar 4.16 no caso em que t > t,, onde a

vale a representacao 3.15. Dado 0 < € < 1, seja t. > {; suficientemente grande grande tal

que, pelo Teorema 3.18 e o Lema 3.4, tem-se,

12| Du(-, t) <e Vt>t, (4.17)

HL2(]R3) —

P u(1) [l <

loo <

Vi >t (4.18)

[

Da representacao 3.15, temos,

t
tu(,t) — A u( ) |l < t/ 1e2=9Q(, 5) || ds
to

(4.19)
< Ji(t) + Jo(t) + Js(t)

para todo t > t., onde
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te
L) = / | e20-9Q( s) |, ds
to

te
_ _ LA(t—s
< (am) [ (e AIQ( )y

to

te
< (4m) P2t (8= 9) 2 [ul8) | gy | DUl 8) I o d
L*(R?) L*(R?)

to

le
< (@Am) PPt —t) 2 ul,s)

to

HDU’('73) d37

HLQ(RS) HLQ(RB)

por 3.5, e

u(t)At
50 = [ e IQ0) s
te
u(t) L
<m0 [ s B IQU ) I
te
< (47)"3/% ¢ ““Z_ —3/2 D d
< (4m) (= 51 [ r5) [ g | D1 5) o
te

w(t)
< (27T)3/2t(t—t6)3/262/ s 1%ds < 0.090 et (t—1t) )
te

por 3.5, 4.17 e 4.18, onde u(t) = (t +t.)/2,
t

Bit) = t[ [eAIQ5) ds
u(t)

t
< (e [ (=57 0C8) el Dul5) s
n(t

t
< (8m)" %4t 62/ (t—s)"34s754ds < 0.713 et (t —t)~},
p(t)

por 3.6 e 4.17 e 4.18. Entao, por 4.19 e pelas desigualdades obtidas anteriormente para

Ji(t), com 1 < i < 3, obtemos,

13 Hu('?t) - eA(t_tO)’u’('?tO) ||oo < €,
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para todo t > t. suficientemente grande. O que mostra a propriedade 4.16, pois € € (0,1] é

arbitrario. [



Apéndice A DERIVACAO DAS EQUACOES DE
NAVIER-STOKES

Aqui, o objetivo é fazer uma derivacao resumida das equacoes de Navier-Stokes
para fluidos incompressiveis!, a fim de que o leitor tenha alguma nocao das propriedades

fisicas e matemaéticas por tras das equacoes.

A.1 Incompressibilidade

Lembramos aqui a forma das equacoes :

.
w+ (u-Vu+Vp=vAu,t>0,zcR"”
(1) §V-u=0,t>0,zeR"

u(z,0) = ug(x), para todo z € R"

\

Onde u(z,t) € CY*(R™ x [0,00),R") ¢ a velocidade do fluido em cada ponto
x € R"™ no tempo t > 0, isto é, as velocidades individuais das particulas em determinado

momento e p é a pressao cinemética do fluido.

Seja £ € R™ a posicao de uma particula em um instante inicial ¢y que podemos

supor, sem perda de generalidade, igual a zero. Definimos, entao o conjunto,
Ei={(&1) eR™ €€ R t € [ae(6)}

onde I,,,, representa um intervalo maximal [0, 7%), com T, < oo.

!Para uma abordagem mais completa, considerando casos mais gerais, com construcdes e argumentos
fisicos, consulte [1]

o1
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Flow map X(-,t)

N
/

Escoamento

Qo Q)

Figura A.1: Qg e Q(?)

Denotaremos por X : = — R™ a aplicacao que mapeia o ponto que representa
a posicao inicial £ ao longo do tempo ¢t > 0, ou seja, a particula £ é um parametro e X(&, 1)

serd a posicao da particula £ em um instante de ¢ > 0.

Observe que, fixando &, pela definicao de X', temos,

X, = u(X(E1),t), t >0
X(E,0)=¢

Em outras palavras, para cada & fixo, temos uma EDO associada a ele. Portanto,

podemos usar a teoria desenvolvida para Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Teorema A.1. O conjunto Z € aberto em R"H!

Teorema A.2. Como u e C', tem-se, X, X,, Xe,, Xpe,, Xe,o € CO(E,R"),

para 1 < 5 <n.
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Teorema A.3. A aplicacio X ¢ injetiva(continua) , portanto uma aplicacio aberta®. Em
outras palavras, dado Qo C R™ aberto(conezro), entdo a imagem QUt) pela a aplicacio X €

um aberto(conexo), como mostra a figura A.1 acima .

As demonstracoes dos teoremas acima decorrem da teoria classica de EDO’s e

podem ser encontradas em [13].

Dizemos que o escoamento ou fluido® é incompressivel quando volumes sao con-

servados ao longo de sua trajetoria.

Considere os conjuntos Qg e (t) da figura A.1, mencionados no teorema A.3,
ambos com fronteira Lipschitz?. Sabendo isso, a definicao A.4 significa, em outras palavras,

que:

Vol(Q) = /Q dx = /Q( ) dx = Vol(§(t)) = constante (A.1)
0 t

Derivando (A.1) com relagao a t, obtemos

d
— dex =0

2Hd um teorema de topologia afirmando que dada uma aplicacio injetiva e continua, entdo tal aplicacdo
leva abertos em abertos, no entanto, nao serd necessdrio o uso de tal teorema, visto que esse resultado, com
as hipdteses aqui feitas, surge naturalmente através da unicidade de solug¢des da teoria de EDOs.

3ha uma diferenca sutil entre "escoamento incompressivel"e "fluido incompressivel"que sera esclarecida
na subsegao (A.0.2). Por hora, o que o leitor precisa saber ¢ que a definicdo, em particular, esta coesa para
ambas as terminologias.

4poderiamos supor que a fronteira dos dois conjuntos é regular o suficiente para aplicarmos o teorema da
divergéncia. No entanto, fronteira Lipschitz ji resolve nosso problema.



o4

Fazendo a mudanca de variaveis z = X(&,t) na integral acima, temos que:

d d [ 10(X,....X) d ’a(xl,...,xn)
0= do = — /—dg:/——dg
dt Q(t Q() (517 st 75”) Q() dt 8(517 s 75”)
XN, ... X,
. P : (A2)
Xng, -0 g,

D b representa o determinante jacobiano, resultante na mudanca de variaveis.
EERERLN 2

Observe que, como a aplicacdo X é sempre inversivel(para cada £ fixado), o determinante

Onde ‘—a,(xl"“’x”)

jacobiano nunca se anula. O jacobiano é continuo pelo teorema A.2 e, além disso, em ¢t = 0
é igual a 1. Logo o determinante jacobiano é sempre positivo, o que torna o uso do valor

absoluto do jacobiano desnecessario.

Sabemos que, X;; = u;(X1(€,1),..., X (&, t);t), o que implica, derivando com

respeito a §; através da regra da cadeia, que:

5 9 auz 0
a_gjx“ = a—gju¢(xl(§,t), - Z 8261 )t 8_51%(5 1) (A.3)

para 1 <14,7 < n.

Lembre-se que 5-4;; = Aj¢,,, pelo teorema A2

9
0¢;
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Entao, substituindo o dltimo termo em (A.2) por (A.3) e usando propriedades

basicas de determinantes, temos:

Xig,

‘)(Zflt

anl

ou;
0X,

Se [ # i, entdo o termo

Xig,

Xiﬁnt

Xng,,

zero. Logo i = [, o que implica que,

Xl§1
ST
i=1 1=1 Y 0, l&.

anl

Xig,

Xl&l Xlgn

n n
=33 [ | o on . ou o
i=1 1=1 7/ ) )
Xngl ann
g, Xig,
= 3) Bl A TP
o l51 lgn
i=1 1=1 7 0%, . .
Xngl Xnén

X,

X151
g, | = Q ; 0X;

Xn&
Xne,,

Xig,
(X,
Qo )

dg

dg

multiplica um determinante com linhas repetidas e por isso da

Xig,
d§
X,
LX)
) n dg
L 6n)
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Agora, voltando na mudancga de variaveis x = X' (£, t), obtemos

Vu(X(E 1), 1) ‘—a(%’ . )Z”))

d(&, ...,

d¢ = / V u(z,t)dx
Q(t)

Qo
Logo, obtemos o seguinte resultado:

Proposicao A.4. Se o escoamento ou flurdo € incompressivel, entao V -u =0

Demonstracao. Usando as equivaléncias obtidas acima, temos que,

0= / V- u(z,t)dx
Q)

O que implica que,

V-u=0,t>0,

pois Q(t) é um aberto qualquer em R”". ]

O que conclui a deriva¢ao da segunda equacao de (1).

Além disso, em particular, temos que:

d
— dr = V -u(z,t)dx
dt Jaw Q)

Isto nos motiva a seguinte lei fundamental:

Teorema A.5 (Teorema do Transporte de Reynolds). Seja @ : U xR — R, onde U é um
aberto em R™, ® € C*(U x R) e S(x,t) uma fonte, integrdvel em x para cada t > 0. Entao,

se u(x,t) € a velocidade do fluido, temos que:
O, = S(z,t) = V- (P(x,t)u(z, 1)) (A.4)

Mais geralmente,

%/ﬂ(t) O(z, t)dz = /Q(t)(q’t(%t) + V- (w.®))dx (A.5)
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Demonstra¢ao. Comegaremos mostrando a equagao (A.4). Com efeito, seja § > 0, vale que

/ <I>(x,t+6t)d$:/ q)(x,t)d$+/ S(x,t)dxét—/ O(x,t)u- 7 (x,t)dodt  (A.6)

o

Onde ﬁ(az, t) é o vetor normal a superficie do em cada ponto z.

(A.6):>/Q ®<x’t+52_q’(‘”’t)dx=/9 S(m,t)dx—/m B(z, t)u - T (z, t)do

Entao fazendo 6 0 e usando o Teorema da Convergéncia Dominada, temos que:

/ By, )de = | S(x,t)da — / Bz, t)u - 7 (x, £)do (A7)
Qo Qo 9o

Todavia, por ® ser C*, vale que:

d
/ Oy(x,t)der = — | P(x,t)dx
dt Jo,

Aplicando o Teorema da Divergéncia no ultimo termo de (A.7), temos que:
d
— [ ®(z,t)de= | Sz, t)de— | V- (P(z,t).u(x,t))dz,
dt Ja, Q Q
como §)y é um aberto qualquer, vale que:
O, = S(z,t) = V- (P(x,t).u(z,t)),
o que conclui a demonstracao de (A.4).

Agora mostraremos (A.5). Para tal fato, usaremos as técnicas que resultaram

na proposi¢ao A.5. Logo, fazendo a mudanga de variaveis x = X(&,t), obtemos que:



d
7 /Q(t) O(x,t)dr = T P(X(E 1), 1) ‘

Qo

:/@W@mw
Qo

n

+/Q D D, (X (6 1), 1) - uy(X(E, 1), 1)

0 j=1

+/Q B(X(E,1),)(V - u(X(E,1),1))

:L@Mm@@+v@w@mwmmmm»

a(Xi, ...
a(Er, ...

a(Xi,. ..
a(Er, ...

a( Xy, ...
ey, ...

a( Xy, ...
(&1,

o(Xi,. ..
a(cr, ...

7Xn)
7§n)

7Xn)
7§n)

7Xn)
+6n)

7XTL)
75’”)

7Xn)
én)

dg

dg

dg

dg

dg

_ /Q(t)(cpt(x, t)+ V- (u(z,t).®(z,t)))dx

O que conclui a demonstragao.
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]

Nota. Observe que, fazendo ® =1 e S = 0, no teorema acima, obtém-se a mesma conclusao

da proposicao A.5.

A.2 Equacao de continuidade, leis de Newton e tensores

Uma das interessantes aplicacoes do Teorema do Transporte de Reynolds, visto acima, é

a equacao de continuidade. Tal equacao expressa a conservacao de massa em um fluido.

[Equagao de continuidade| Seja p(x,t) a densidade de massa do fluido no ponto = e no

tempo t. Entao, tem-se

pr+ V- (pu) =0
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Se nao ha massa sendo acrescentada ou extraida, como a massa nao pode ser destruida®,

vale que
d

— plx,t)dr = 0,Vt > 0.

Logo, pelo teorema de Reynolds, tem-se que

| 09 Gz =0 i+ V- (ou) =0
Q)

Se V -u = 0, entao:

pr+(-V)p=0 (A.8)

Demonstracdo. E facil ver que,

0=p+V-(pu)=p+p(V-u)+u-Vp=p,+(u-V)p
——

=0

O

Portanto, se o escoamento é incompressivel, temos de incluir (A.8) no sistema
de equacoes (1). E aqui que mora uma sitil diferenca entre "Escoamento incompressivel'"e
"Fluido incompressivel”. Quando dizemos que o escoamento é incompressivel, estamos nos
referindo ao caso mais geral, onde temos que considerar a equacao (A.8), quando dizemos
que o fluido é imcompressivel significa que, além de V -u = 0, p é constante, nao precisando

incluir a equagao (A.8) nas equagoes de Navier-Stokes.
Observe que, pela 22 Lei de Newton para fluidos, temos que,

— plx, t)u(z, t)de = Fo + Fiq, (A.9)

Onde Fg e Fyq sao, respectivamente, a for¢a resultante volumétrica em €(t) e a for¢a resul-

tante de superficies que atuam em €Q(t) através de 0€)(¢), onde 0€2(t) representa a fronteira

56 é possivel termos acréscimo de massa nos termos de fronteira, pois é 14 que pode-se injetar /retirar
massa do sistema.
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_ . ‘
ef face de drea A

Figura A.2: Tetraedro

de Q(t). Pondo, Fo = fQ(t)f(x,t)p(x,t)dx, onde f(z,t) representa uma espécie de forca
infinitesimal. Aqui surge um pequeno percal¢o: como descrever as forcas de superficies que
atuam através de 0€2(t)? Neste momento, entdo, introduziremos a nocao vinda da mecanica
de fluidos de tensores, por simplicidade estaremos supondo n = 3, o argumento ¢ analogo

para n > 3.

Escreveremos X(x, t; ﬁ)) para representar o tensor tensao(stress tensor), tam-
bém chamado de tensor tensao de Cauchy, onde 7 & o vetor normal a um elemento de
superficie. Em outras palavras, o tensor tensao representa a influéncia que o fluido que esta
fora de €(t) exerce sobre o fluido que esta dentro de €)(¢) sobre um elemento infinitesimal

de area da fronteira.
Apresentaremos, a seguir, uma importante propriedade desse tensor.
Teorema A.6. X(x,t; ﬁ) ¢ linear em 10, i.e.,

ni
matriz
E(thaﬁ) = a_1>(ac,t)n1 +a_2>(1:,t)n2+a_;3>(:c,t)n3 = o
0'1'7'
J -
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Demonstracao. Seja z € R", t > 0, 7 € R™ o vetor normal, isto &, |ﬁ>|2 = 1. A estratégia,
aqui, é imaginarmos que & esta sob a face infinitesimal de um tetraedro que denotaremos por
A, como sugere a figura A.2. Podemos supor, sem perda de generalidade, que o vetores da
A= = = - < -
base canonica e, e5, e, formam o tetraedro, no sentido que c¢y.h, co.h e c3.h sao os vértices
do solido, para certos ¢y, co, c3 € h > 0 arbitrario, como sugere a figura acima. Vamos denotar

por A; a area da face, cujo vetor normal é o vetor e. Note que, por projegao,

;

Al = nl.A
A2 = ng.A
Ag = ng.A

\

Observe que a componente i-ésima da forca total que ird atuar no fluido, dentro do tetraedro,

através das quatro faces, é dada por:

~

A2, 6 T) + Ay Si(3, 6 — 1) + AgXi(@, 1 —e3) + AsXy(d, 1 —e3)

Por (A.9), considerando sem perda de generalidade Fy, = 0, tem-se:

~

P(% t)ui(xa t)dx = AEi(fa f; 7) +A12i(507 ; —€_1>) +A2Zz‘(fa A; —6_2>) +A3Ez‘(507f§ —€_3>)

dt Q(t)
Pelo Teorema A.6,

= AS(, 6 7) + Ai(@, f =) + AoSi@. b ) + A Ti(@, F ) =
= A[Si(8, 6 7)) + miSi(e, 5 —e7) + no¥i(@, § —e3) + naXi(@, £ —e3)]
Dai, olhando para a ordem dos termos da equacao, como A é da ordem de h?, para verificar

a igualdade acima deve-se ter,

O(h®) = O(R®*) + e.h?[Si(d, 6 ) + mSi(, & —e7) + oS (2,6 —€5) + naXi(d, 5 —e3)),

=>

onde ¢ é uma constante positiva.

dividindo por h? e fazendo h \, 0, temos:

0=0+[S(&,&7) + i@, 6 —e7) + noXi(@, ; —e3) + nsXi(#, f; —e3)]
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Logo,

O que conclui a demonstrac¢ao O

Com base nisso, tem-se®: [3? lei de Newton| Vale a igualdade,

S(x,t;n) = —2(x, t; 7)
Demonstracao.
~Ni(#, 6 —1) = =Si(@, ; —et)n — Si(d, & —e3)ng — (@, £ —e3)ng
O que implica que,
Si(@, 6 —T) = Si(@, 6 —en)ny + D@, F —e3)ng + Bi(@, & —ed)ng = —i(x, t; 1)
O que conclui a demonstracao O

Até agora, temos, pela equagao (A.9) a seguinte lei:

— plx, t)u;(z,t)de = filz,t)dx + / Si(z, t; 7 )dy (A.10)
dt Jaw Q1) 290(1)
Pelo teorema A9, temos que ;(x, t; 77) = 2?21 oij(x,t)n;(z,t) . Outra propriedade inte-

ressante é a simetria do tensor o; ;.

6 Aqui, optamos por derivar a 32 lei de newton, ao invés de supormos verdade e ,depois, provarmos que
o tensor ¢é linear, pois a 32 Lei de Newton, embora verdadeira na fisica de fluidos, ndo vale em algumas
situagoes fisicas mais complicadas, veja [11].
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Teorema A.7 (Cauchy). O tensor tensao de Cauchy € simétrico, em outras palavras, o; ; =

0;i,Vi,j =1,2,3 e para todo x € U (aberto e conexo em R?®) e Vit > 0.

Demonstracdo. Tome & € U e fixe t > 0.

Para provar a simetria desse tensor, usa-se a conservacao do momento angular.
Como antes, vamos tomar um volume material V' (¢), aberto em R? com fronteira Lipschitz,
em torno de £ € U. Sabe-se, da fisica, que uma particula com momento linear ? tem

momento angular ¢ = 7 A 7, onde 7 = z — #. Observe que, ]7)|2 = O(h).

Portanto, o momento angular do volume material contendo z é dado por:

torque da forca f

Lk p(z, )7 Au(z, t)de

= A f(x, t)dx + T NAS(x, ;) dy

V(t) Jov()

t=t

TV
torque de E(m,t;ﬁ)

Pelo Teorema A.6(Teorema do transporte de Reynolds), temos que:

d % A, a %

— px,t?/\ux,tdw:/ pr Au); + ui(z, t)=—(pr ANu)dx

7 o P07 Auetde = [ 7 At (o7 A
O(h)

Temos, também, que fv(t) 7 A flz, D)dr = O(hY)
Além disso, tem-se

T AS(x, i 7)dy = O(h®) + O(h*) |, pois:
oV (1)
Olhando para i-ésima componente, temos, pelo teorema A.9,
(7 A\ E)z = Z €i,j,krj2k = Z ei,j,k(xj — fj)O’kJ(I, tA)’I’Ll,

Ik 3kl

onde n; ¢ a [-ésima componente do vetor normal e €; ;; é o simbolo de Levi-Civita’,

"Para maiores detalhes sobre este tensor e suas aplicagoes, veja [1]
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(
1, se (i,j,k) é uma permutagao par

€ijk =\ —1, se (i,j,k) é uma permutagao impar

0, caso contrario
\

Logo,

( A Edu) = / (7 A X)dv
ov ; ov
= Z Gz,] k / O'k l(iL‘ t)nldy

7.kl

Usando o Teorema da Divergéncia de Gauss, tem-se que,

Z €i,jk ( )Ukl Zz, t nldV = Z €ijk / a [ i“j)UkJ(l', f)] dx
V() 9T

Iy oV (i) -
_Zemk/Aaklﬂct +Z€mk/ (2; — x])agk’j(x,f)dx
ikl V(t kil tT L
) 0@) ’
= eijnori(d % h*+O(h")

7.kl

Portanto, dividindo tudo por h? e fazendo h — 0, encontramos,

Y €1 aon(d,1) = 0 0 = op
j7k

Note que, aplicando o teorema do divergente em A.10 no termo fm(t) Yi(x, t; ﬁ)du,

obtemos:

d > Jdo;
— plx, t)u; x,tdx—/ filz, t)dx + / Y dx
i fy e tutenie= [ i3 [ G

Logo, como — fQ(t z, )iz, t)de = [y, (pwi), +V - (puu)dz

conclui-se que:

do;
(pwi), + V - (puju) = fi(z,t) + Z ;x’] (A.11)
j
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A equagao (A.11) é chamada de equacao de movimento ( equation of motion).

UZ 7j

)
al'j

Agora precisamos descrever melhor o tensor com esse intuito, Euler,
propds que:

0ij = —p(,t)d; 5,
onde 9, ; ¢ a delta de kronecker e p é a pressao estética do fluido. Substituindo, a expressao

acima em (A.11) e considerando p constante, obtemos:
Op
plu)e +pV - (ua) + 2= = fi(z,t) (A.12)

para i = 1,2,3. As equagoes em (A.12) acima sdo chamadas de equacdes de Euler para

fluidos.

A proposta de Euler nao é tdo boa, pois a pressao nao é o principal agente
sobre o fluido®. Experimentos mostram que a proposta de Euler funciona bem quando o
movimento do escoamento é uniforme, i.e., se o gradiente de cada componente da velocidade
¢ nulo. Portanto, precisamos descrever uma forma mais geral para o tensor o; ;. Para isso, é
razoavel supor, no minimo, que o; ;+p(z,t)d; ; depende linearmente da matriz dos gradientes

da velocidade.

Podemos intuir, entao que o tensor devera ter a seguinte forma:
0ij = —p(z, )0 + Tij, (A.13)

onde 7;; é chamado de tensor tensao desviatorio.

8HA4 um experimento fisico, que mencionaremos a seguir, conhecido por experimento de Couette, que
evidencia a imprecisao das equagoes de Euler, veja [16]. As equagdes de Euler modelam bem escoamentos
inviscidos, para maiores detalhes, ver [20].
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Chamaremos a matriz dos gradientes mencionada acima de T, em outras pala-

vras,
(9u1 8u1 0u1
81’1 8x2 8563
EMQ 8u2 8u2

T = 81‘1 8x2 81’3

au;; 0U3 811,3
(%1 al‘g 8903

Estamos supondo que o fluido em questao é newtoniano, i.e., cada componente
do tensor desviatorio é proporcional ao gradiente da velocidade na direcao normal a essa
componente’. A constante de proporcionalidade ¢ a viscosidade, que denotaremos por y, tal
fato é conhecido como a Lei de Newton para a viscosidade. Além disso, estamos considerando
que o fluido é isotropico, ou seja, suas propriedades fisicas nao dependem da direcao em que
estd sendo considerada. A partir dai, ha um fato, conhecido como hipotese de Stokes, que

afirma que o tensor desviatério é, aproximadamente, uma expressao linear,

> ou
k
Tig(wt) = Y aijpa(wt) 5~
8xl
k,l
Os coeficientes a; j;; dependem principalmente da temperatura e da densidade.
Como o fluido é isotropico, a;;r; ¢ um tensor, de quarta ordem, isotropico e, além disso,

a; ik, € simétrico em i e j, logo podemos escrever'? tal tensor como soma de produtos de

tensores delta de Kronecker,

;i = C10;,;0k1 + C20; k051 + €30;10; 1,

9HA4 varios exemplos de fluidos ndo newtonianos, a saber, sangue, ketchup, amido de milho, petréleo, etc.
10Para maiores detalhes, a respeito da teoria de tensores, veja [1] e [12].
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logo, podemos escrever,

1 1
@i j ki = C10i 0k, + 5(02 +c3) | 0indji+ 000k | + 5(02 —c3)| 0indjis — 010k

Combinando as expressoes acima e substituindo em (A.13), obtém-se,
_ 5 5 Ou, Q
Ui,j = —p(ac, t) i.j + C1 i,j Z a—xk + (CQ + c3)ei7j + (CQ — Cg) ij
Onde,

. 2 8xj 8.%

e, de maneira anéloga:
1 8u1 aU,]’

e;; e §2; ; sdo, respectivamente, o tensor simétrico e anti-simétrico.

Observe que, pelo teorema A.11(para demonstra-lo, s6 foi usada a conservagao
do momento angular), o tensor o;; ¢ simétrico, portanto, ndo deve haver contribuicao do
tensor anti-simétrico, i.e., deve-se ter co = c3. H& um experimento fisico, ao qual citaremos

abaixo, que também contribui para a eliminagao da parte anti-simétrica.

Experimento de Couette. Imaginemos que ha dois cilindros concéntricos
com o fluido entre eles. Comegamos, entao, rotacionando lentamente em velocidade angular
constante o cilindro interno e o outro cilindro deixamos livre, com isso o cilindro de fora
comeca a girar. Apos algum tempo, o fluido e o cilindro de fora movem-se com a mesma ve-
locidade do cilindro interno. Logo o movimento se comporta como o movimento de um corpo
rigido. Como, s6 temos duas dimensoes a nos preocupar, é facil ver que, u = (—wzy, wry,0),
portanto, devemos voltar a nossa atencao para a matriz T, ou, interpretando de outra ma-

i

neira, ao tensor 92 | O objetivo é simetrizar'" a matriz T.
I‘ .
J

T+TT T-T7
HUFazendo T = T* + T**, onde T* = +T e T = —5
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Observe que, para o experimento de Couette, [e; ;] = [0]3x3 €, além disso,
0 —w 0
QL] = w 0 0
0 0

Em outras palavras, a matriz correspondente a rotacao de um solido ¢ anti-simétrica. Por-

tanto, o experimento de Couette sugere que o;; depende s6 da parte simétrica de T.
Com esses dois indicios citados acima, temos que,
Oij = —p(l’, t)éi’j -+ 01V . U.(Si’j + 26262‘,]'(1;7 t)

Note que, a descricao do tensor o;; acima, vale para fluidos compressiveis. Logo usando

incompressibilidade(V - u = 0), obtemos,
01y = —p(x, )05 + 2pe; (2, 1),

Onde, como foi dito antes, p é a viscosidade do fluido. Logo, supondo p constante, a equagao

A.11, na forma vetorial, se torna
pu;, + p(u- V)yu+ Vp = pAu+ F,
pois V -u = 0.

Note que escrevemos p, por simplicidade, mas na verdade deveriamos escrever %.
Esta nova pressao p é dita pressao cinemaética e v = % ¢ chamada de viscosidade cinemaética.

Considerando o termo forcante F' = 0, obtemos o resultado desejado.



Apéndice B O ESPACO DE SOBOLEV
HOMOGENEQO HS

Nesta secao, daremos uma rapida nocao dos espacos que aqui foram considerados, a comecar
pelo espaco de Lebesgue LP que é o espaco "trivial"de Sobolev que, como sabemos, é o
espago das fungoes f tal que, [|f[Pdz < oo, para p € [1,00). No caso p = oo, a norma
usada ¢ a norma do sup, ou seja, ||ul|r~ = inf{C € R” : |f| < C'} e a medida do conjunto
{z : |f(z)] > C} ¢ nula. Para um estudo mais construtivo e detalhado desses espagos e

uma boa abordagem a respeito da sua estrutura veja [2].

A partir dai, podemos introduzir os espagos de Sobolev WP(Q) (que também
denotaremos ao longo de nosso texto por H™ () quando p = 2), onde €2 é um aberto em R",
significando que a funcao que pertence a esse espago e todas as suas derivadas (fracas) de até
ordem m pertencem a LP, onde m > 1 inteiro e 1 < p < oo. Tendo isso, introduziremos o
espaco de Sobolev homogéneo H™, Os espacos homogéneos de Sobolev Wmp (similarmente
Hm) é o espaco das funcoes m vezes fracamente diferenciaveis f tal que D*f € LP(Q), em
outras palavras,

1/p
>/ IDaf(rv)Ipdfrf) <o,

|a|=m

1f limor ey = (

para « multi-indice.

Podemos ainda generalizar esse conceito via transformada de Fourier,
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Dado s > 0, denotaremos por H*, o espaco das funcoes f, tais que,

1/2
s (Rr) = (/Rn |§’281f(§)\2d§> < 00,

onde f(£) é a Transformada de Fourier abaixo,

/]

u(é) = (2%)3/ e "tu(x)d.

n

Esses espacos homogéneos preservam boas propriedades de escala, o que motiva seu estudo.



Apéndice C FERRAMENTAS DE ANALISE

Faremos aqui, uma pequena reuniao de resultados em analise que sao tteis para que o leitor

tenha um melhor entendimento acerca do que esta sendo desenvolvido no texto.

Lema C.1. Se f € LP(E), para 1 < p < o0, entao dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se
HCEe

u(H) <3 = [ 11pdn <
H
Demonstracao. Suponha, por absurdo, que existem conjuntos F, C E e € > 0 tal que

1
n(En) < o e / |fPdp >,
DR .

para todo n € N. Seja F,, = |, E. Logo, F,+1 C F,, para todon € N e u(F,) < 2,1%1,
com an |f|Pdu > e. Portanto, temos que,
p(NpFy) =limu(F,) =0

e, como a integral ¢ uma medida,

e<tim [ |frau= [ |fpdu=0
" JF, NnFrn
Absurdo. ]

Lema C.2. Se f € LP(R™) N L>®(R") para algum 1 < p < oo, entio f € LIY(R"™), para cada

p S q S 0, €, ainda;

1

b
q

P
HfHL‘I(R") < Hszp(Rn)

Lema C.3. Se f € L}(R") e g € LP(R") para algum 1 < p < oo, entdo f * g € LP(R") e,
além disso,

If *gHLP(R") < HfHLl(]R”)HgHLP(R”)

71



72
Lema C.4. Sendo f € L*(R") N HSI(R”)7 para s; > 0, entao, tem-se, f € HS(R”), para

cada 0 < s < s1, com

/]

HS R™)

HSl (R™)

Para maiores detalhes sobre essas normas, veja Apéndice B.

Demonstracao. De fato, basta notar que, pela desigualdade de Hoélder, para

1<p,g< @

1113

by = [ NER©R = [ IR e

s( G 2d§> ( [ i) |d§>

2sp = 281

logo, deve-se ter,

O que implica que,

/]

HS Rn < ||‘f||L2 Rn)||f| Hs1 Rn

O

As demonstracoes dos lemas aqui omitidos podem ser encontradas em |9, com

excecao do lema C.1. Vale, ainda o caso mais geral:

Lema C.5. Sendo f € H'(R")N H*(R"), para s1,s5 > 0, entdo, tem-se, f € H*(R"), para

cada s1 < s < 83, com

(1-0)3%

S2

Hs2(R")

111
onde 0 <O <1, el=0++(1-0)L

Hs R" Hsl Rn)”f|



Demonstracao. Observe que, pela desigualdade de Hélder, para 1 < p, g < oo, tem-se,

1oy = [ AP = [ 1€l 110\ ) g
R™ Rn

g( 5 |s|”5p|f<s)|2d5> ( s |£|<1—9>QSQ|f(5>|2df) ,

logo, deve-se ter Ops = s e (1 — 0)gs = sy, 0 que implica que,

Hs R"7) Hsl (R™)
11l Ty

H52 (Rn

Com0§9§1,e%:6i+(1_g)i

52

Lema C.6. Dada f € L*(R"), com D"f € L*(R"), entdo f € L™(R"), com

1 1
[fllzee < KA 20D F £

A demonstracdo do lema acima encontra-se em [6].

Lema C.7. Sejam f € C°([ty, T]) e w € L'([ty, T]), com f >0 e w >0 tal que
t
f0 <A+ [ u(s)s(s)as
to
para todo t € [tg, T|. Entao,
f(t) < Aefttow(s)ds’

onde A é uma constante.

Demonstracao. Note que,
f(@)
A+ ftz w(s)f(s)ds

definindo U(t) = A + fti w(s)f(s)ds, tem-se,

% < w(s)

donde, integrando de ty a t, segue o resultado.
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