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Resumo

A intransitividade é uma propriedade dos grafos conectados e orientados que repre-
sentam interacoes entre espécies. Essa propriedade esta associada a persisténcia da
coexisténcia mesmo na presenca de competicao, sendo o jogo Pedra-Papel-Tesoura
o exemplo padrao. Neste trabalho, consideramos uma generalizacao com quatro
espécies, que é o nimero minimo necessario para que haja outras interacoes além
do ciclo tinico (um predador, uma presa). Além disso, introduzimos sitios vazios
dinamicos ao sistema, os quais afetam o nivel de intransitividade nas interacoes.
Verificamos entao que, ao contrario do que o campo médio preve, na rede qua-
drada o modelo apresenta duas transicoes, cujas localizacoes dependem das proba-
bilidades de predacao e reproducao. A primeira transicao ocorre entre um estado
absorvente, com apenas uma espécie, para um estado em que todas as espécies co-
existem. A transicao seguinte ocorre quando uma das quatro estratégias é extinta.
Essa dependéncia com as probabilidades de predacao e reproducao demonstra que
a estrutura do grafo de interacao sozinha nao é suficiente para prever os resultados
finais em modelos desse tipo. Adicionalmente, probabilidades diferentes de predacao
permitem ajustar o nivel de transitividade do sistema, indicando que é necessaria
uma quantidade minima de intransitividade para que a coexisténcia entre todas as

espécies persista.



Abstract

Intransitivity is a property of connected, oriented graphs representing species inte-
ractions that may drive their coexistence even in the presence of competition, the
standard example being the three species Rock-Paper-Scissors game. We consider
here a generalization with four species, the minimum number of species allowing
other interaction beyond the single loop (one predator, one prey). We also consider
dynamic empty sites, which affect the amount of intransitivity in the system. We
show that contrary to the mean field prediction, in the square lattice the model
presents two transitions as the parameters setting the predation and reproduction
rates change, from an absorbing state with one species only, to a coexistent state
first, and then to a state in which one species gets extinct. Such a dependence on the
predation and reproduction rates shows that the interaction graph structure alone is
not enough to predict the outcome of such models. In addition, different predation
rates permit to tune the level of transitiveness, indicating that for the coexistence

of all species to persist, there must be a minimum amount of intransitivity.
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Capitulo 1

Introducao

Nossa interacao com o meio ambiente muitas vezes é responsavel pela extincao de
espécies inteiras. De modo geral, isso se deve a interferéncia com mecanismos de ma-
nutencao da biodiversidade. E possivel, também, que as extincoes sejam intrinsecas
ao sistema (efeitos de tamanho finito, por exemplo), ou ainda, sejam impelidas
por outros fatores, como condigoes ambientais desfavoraveis. Assim, é fundamen-
tal compreender de que maneira esses sistemas se comportam, a fim de reconhecer
como, e em que situagoes, € possivel minimizar as interferéncias prejudiciais sobre
os mecanismos de manutencao da biodiversidade.

A competicao ciclica, que ocorre quando hé circuitos fechados (loops') na rede
trofica, é talvez um dos mecanismos menos 6bvios associados a preservacao da bi-
odiversidade. Isso porque a competicao em si é muitas vezes a grande responsavel
pelas extingoes. Exemplos de sistemas com competicao ciclica sao encontrados em
populagoes de lagartos [1], bactérias [2-5], recifes de corais [6], gramineas [7-9], etc.
No caso dos lagartos Uta Stansburiana, por exemplo, trés tipos de estratégias repro-
dutivas sao observados entre os machos, dependendo do seu fendtipo. Os machos
de papo laranja sao os mais agressivos e dominam grandes territérios, acasalando-se
com varias femeas. Os machos de papo amarelo, por sua vez, S0 menores € pouco
agressivos. Por serem parecidos com as fémeas, esses lagartos se infiltram facilmente

nos territérios de outros machos (laranjas) a fim de acasalar. Assim, sua frequéncia

I Subentende-se, aqui, que os ciclos sdo orientados.



na populagao aumenta, enquanto que a dos machos de papo laranja diminui. Ha,
ainda, os lagartos de papo azul que, por serem menos agressivos que os machos
de papo laranja, mantém apenas uma fémea e competem com os lagartos de papo
amarelo, impedindo-os de se acasalar. Quando confrontados por machos de papo
laranja, porém, os lagartos azuis geralmente perdem na disputa por fémeas, e a
populacgao volta a ser dominada por machos de papo laranja, fechando o ciclo. As-
sim, nenhuma das trés estratégias é globalmente dominante, de modo que o sistema

apresenta o que chamamos de dominancia ciclica.

Scissors

Fig. 1.1: Competicao ciclica entre os lagartos Uta Stansburiana [1]. Os machos apresentam trés
tipos de fendtipo, cada um associado a uma estratégia reprodutiva diferente. A populacdo
de lagartos de papo laranja (Rock) é dominada pela populagcao de machos de papo amarelo
(Paper), que por sua vez é dominada pela populagao de lagartos de papo azul (Scissors).
Fechando o ciclo, a populagao de lagartos azuis é dominada pela populacao laranja.

E importante notar que ha uma diferenca fundamental entre a competicao ciclica
e outros tipos de competicao: a transitividade do sistema. Na Teoria dos Conjuntos,
uma relacao R é transitiva se, para quaisquer elementos sy, s; e so de um conjunto

S, toda a vez que s esta relacionado a s; por R, e s1 a so pela mesma relacao, o



IMesIMo OCOITe para Sy € So:
Vso, s1, s2 € S (soRsi A s1Rsy) = soRso. (1.1)

No nosso caso, R é um processo de predagao e S o conjunto de espécies (ou es-
tratégias evolutivas) do sistema considerado. Por exemplo, a expressao soRs; sig-
nifica que sy é predador de s;. No caso do jogo Pedra-Papel-Tesoura (PPT), que é
o modelo bésico de competicio ciclica, a proposicao da eq. (1.1) é falsa?. Esse sis-
tema é, portanto, classificado como intransitivo. As figuras 1.2a e 1.2b contrapoem,
respectivamente, os casos transitivo e intransitivo. As flechas, nos grafos, indicam
quem vence (sentido predador-presa). No primeiro caso, fig. 1.2a, a estratégia sy é
globalmente dominante (sy tem 2 presas, s; possui uma presa e um predador e so,
dois predadores). Ja no segundo caso, fig. 1.2b, a dominéncia é ciclica, cada espécie

possui um predador e uma presa. Para um conjunto completamente ciclico (loop

Intransitivo

<

Transitivo

<

Fig. 1.2: Grafos representando possiveis interag¢oes competitivas em um sistema com trés estratégias.
A figura a corresponde ao caso transitivo, em que sy possui apenas presas, sendo a es-
tratégia globalmente mais forte, e sy possui apenas predadores, sendo a estratégia global-
mente mais fraca. O caso intransitivo € ilustrado na figura b, em que nao ha uma estratégia
globalmente superior. Note que o sentido da flecha entre sy e so muda de uma figura para
a oultra.

2 Embora a pedra seja “predadora” da tesoura, e a tesoura seja “predadora” do papel, a pedra nao é “predadora”
do papel.
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orientado) com n espécies, S = {sg, $1, - , Sp_1}, podemos escrever
80R81 VANEIEIEIVAN SnflRS().

Um exemplo, com n = 4, é ilustrado pela figura 1.3a. Nesse caso, porém, nem

a) b)

Wy ) & (%)

Sg\ -« @ 53\ -« @

Fig. 1.3: Grafos representando possiveis interacoes competitivas em um sistema com quatro es-
tratégias. A figura a € um exemplo de sistema ciclico. No entanto, nem todas as es-
tratégias interagem. A figura b representa uma possibilidade para o sistema completo, isso
€, com todas as interagoes possiveis.

todos os pares de elementos do sistema possuem uma relacao de predacao. Quando
todos os pares interagem, a eq. (1.1) nao necessariamente é vélida para todos os
subconjuntos do sistema. Na figura 1.3b, por exemplo, os subconjuntos spsiss e
$18983 sao transitivos, de modo que a eq. (1.1) é vélida nesses casos. Os demais
subconjuntos de trés elementos, sys153 € SpS253, sao ciclicos e, portanto, intransitivos.
Assim, esse sistema é um caso misto entre os sistemas transitivo e intransitivo ciclico.

Em um sistema transitivo, as espécies se distribuem hierarquicamente. Por ou-
tro lado, para um sistema intransitivo ciclico, nao ha uma espécie globalmente
dominante, de modo que a intransitividade competitiva favorece a “equivaléncia

ecoldgica”, sendo um importante mecanismo na atenuacao do “principio da exclusao
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competitiva” [10]. Modelos com intransitividade, portanto, sdo bastante interessan-
tes na investigacao dos mecanismos responsaveis por manter a biodiversidade em
sistemas competitivos. Para sistemas com transitividade intermediaria, no entanto,
nao ¢ evidente qual serd o mecanismo dominante. E possivel prolongar a coexisténcia
por tempo consideravel, mesmo quando o sistema é parcialmente transitivo? Nesse
contexto, convém utilizar algum parametro capaz de ajustar o nivel de transiti-
vidade do sistema, e que permita investigar a correlacao entre a coexisténcia e a
intransitividade competitiva. Nos modelos considerados aqui, sao as probabilidades
de invasao (predacao) que desempenham esse papel. E importante notar, também,
que redes tréficas reais sao grandes e complexas, de modo que inicialmente é mais
proveitoso estudar os efeitos das estruturas minimas que as compoem. Indo além
do ciclo minimo de trés espécies, os casos mostrados na fig. 1.3 sao a proxima estru-
tura em complexidade. Com quatro espécies, além de termos varios subciclos que
permitem variar o quao transitivo o sistema é, no caso da figura 1.3b, a simetria no
numero de predadores e presas é quebrada, ou seja, algumas espécies passam a ter
mais presas do que outras.

O objetivo desse trabalho é investigar a relacao entre a intransitividade competi-
tiva e a coexisténcia de um sistema com transitividade mista, e estd organizado da
seguinte maneira. O préximo capitulo é uma revisao de alguns resultados relevantes
para interacoes ciclicas, e é onde também descrevemos o modelo aqui estudado. Em
seguida, capitulo 3, alguns conceitos sobre sistemas dinamicos sao brevemente discu-
tidos. Esses conceitos sao entao utilizados na descricao de campo médio do modelo,
onde se assume que todos os individuos interagem. No capitulo 4, investiga-se, por
meio de simulagoes numeéricas, uma versao espacial do modelo. As correlacoes espa-
ciais sao levadas em conta considerando-se que os individuos estao localizados nos
sitios de uma rede quadrada e podem interagir apenas com seus primeiros vizinhos.
Por fim, no capitulo 4, os resultados sao discutidos e as principais conclusoes sao

apresentadas.



Capitulo 2

Modelos de Interacao Ciclica

Uma populacdo com S espécies (ou S estratégias evolutivas) pode apresentar com-
peticao ciclica quando a respectiva rede tréfica contém circuitos fechados. Exemplos
de populagoes com essas caracteristicas incluem lagartos [1], bactérias [2-5], recifes
de corais [6] e gramineas [7-9]. O caso mais simples, e também o mais bem estu-
dado, corresponde ao jogo Pedra-Papel-Tesoura, com S = 3, em que cada estratégia
domina a seguinte, de maneira ciclica [11,12]. Essa rede de interagoes, ou cadeia
alimentar, pode ser representada por um grafo com trés vértices, fechado e orien-
tado, fig. 1.2b. Como, nesse caso, as estratégias tém mesmo nimero de presas e
predadores, além de apresentarem dominancia ciclica, o sistema é nao transitivo (ou
intransitivo ciclico).

Em geral, os modelos do tipo Pedra-Papel-Tesoura podem ser divididos em duas
classes [13]. A primeira delas inclui sistemas que se assemelham ao modelo predador-
presa classico [14], Lotka-Volterra, em que a predacao e a reproducao sao combinadas
em um Unico processo [13]. Nesse caso, as interagdes, que podem ser escritas na

forma deste conjunto de reagoes quimicas

So S1 — So So,
S1 Sy — S1 5, (2.1)
Sy So — Sz Sy,

envolvem a selecao do par interagente, comparacao das estratégias e substituicao da
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mais fraca pela mais forte. Na segunda classe de modelos, May-Leonard, a predacao
e a reprodugdo sao processos separados [13]. A predagdo consiste na eliminacao
da presa pelo predador e liberacao do espago que ela ocupava. Caso o par selecio-

nado inclua um espago vazio, o individuo pode recolonizar esse espaco deixando um

descendente:
So 81 — Sy 0, So 0 — Sy So,
Predacao: < S Sy — S 0, Reprodugao: ¢ S; 0 — S; Si, (2.2)
S2 SO_>S2 (Z), SQ(Z)—>SQ SQ.

Para qualquer um dos casos, ¢ possivel estudar o modelo em uma rede com estrutura
espacial ou através de uma aproximagao de campo médio [15]. As simulagoes em
rede envolvem definir uma vizinhanca para cada sitio e sortear pares de vizinhos para
interagir. As interagdes entre eles obedecem uma das equagoes acima, (2.1) ou (2.2),
dependendo da abordagem escolhida. No caso do campo médio, as correlacoes espa-
ciais, que sao consequéncia da estrutura de vizinhos da rede, sao desconsideradas. O
sistema pode entao ser analisado através de um conjunto de equacoes que depende
apenas das densidades das estratégias e dos parametros considerados nas interagoes
(probabilidades de invasao, por exemplo), ou ainda, através de uma rede em que a
vizinhanga de um sitio inclua todos os outros. De modo geral, podemos represen-
tar um sistema ciclico com tres estratégias através do grafo, figura 2.1, em que os
parametros a, b e ¢ sao as probabilidades de predacao. Nesse caso, para um modelo

do tipo Lotka-Volterra, as equacoes de campo médio sao dadas por

po = polapr —cp2),
pr = p1(bp2 —apy), (2.3)
pa = p2(cpo—bp1),

onde p; ¢ a densidade da estratégia S;. Essas equacoes podem apresentar pontos
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b

Fig. 2.1: Grafo de interacao para um modelo do tipo PPT, genérico. As flechas e os parametros a,
b e c indicam, respectivamente, o sentido das invasoes e as probabilidades com que elas
acontecem.

fixos (ou de equilibrio), p* = (pg, pi, p3), para os quais p; = 0, Vi. A estabilidade
desses pontos é definida pelo comportamento do sistema ao redor! de p*. Nesse
caso, é conveniente representar as densidades através de um simplex, que permite

que qualquer sistema cujas coordenadas estejam vinculadas pela soma,
pr+p2t-ctpn =1,

seja representado em um espago com n — 1 coordenadas, ja que p, =1 — (p1 + p2 +
-+++pp_1). No caso bidimensional, por exemplo, o simplex é uma linha (1-simplex),
e as coordenadas sao dadas pelas distancias entre um ponto e as extremidades dessa
linha, figura 2.2. Analogamente, quando hé trés coordenadas (por exemplo, no
caso do PPT as varidveis sao pi, ps e p3, vinculadas por p; + p1 + p3 = 1), o
simplex é um triangulo equildtero (2-simplex) e as coordenadas de um dado ponto
sao dadas pelas distancias entre esse ponto e os vértices do triangulo. E conveniente,

portanto, observar as trajetorias geradas ao longo do tempo em um 2-simplex, que

1O capitulo 3 discute mais detalhadamente os métodos de andlise das equacdes de campo médio.
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P1

Fig. 2.2: 1-simplex. Qualquer ponto, dentro do simplex, o divide em 2 distancias vinculadas pela
soma, p1+pz = L, onde L =1 é o comprimento total. Assim, existe uma correspondéncia
biunivoca entre o conjunto de pontos do simplex e o conjunto de todos os estados possiveis
de um sistema cujas coordenadas estao vinculadas pela soma.

correspondem as variacoes temporais nas densidades, a fim de analisar a estabilidade
dos pontos fixos. Quando essas trajetorias se aproximam de p*, esse estado é estavel,
figura 2.4a, e instavel quando elas se afastam, figura 2.4c. Se, por outro lado, a
evolucao das densidades gera oOrbitas concéntricas, ao redor de p*, esse ponto é
neutramente estavel, figura 2.4b. No caso do Pedra-Papel-Tesoura original (a = b =
¢), ha trés estados absorventes homogéneos, em que apenas uma espécie sobrevive
(vértices do 2-simplex), e um estado simétrico, em que p; = 1/3 Vi (centro do 2-
simplex). Os pontos homogéneos sao assintoticamente instaveis, enquanto o caso
simétrico é neutramente estavel, de modo que as densidades oscilam em torno desse
ponto [15]. Quando as probabilidades de predagao diferem, o ponto em que as trés

espécies coexistem passa a depender de a, b e ¢ [15]:

b ¢ a
e =, =, — 2.4
p <W7 W’ W) ) ( )
onde W = a4 b+ c. E interessante notar que em (2.4) a densidade da espécie i
nao é diretamente ligada a probabilidade com que esta captura suas presas, mas sim
com a probabilidade com que seus predadores sao atacados. Assim, por exemplo, se
b cresce, S; se torna mais eficiente ao capturar S, e a presa deste, Sy prospera.

No caso dos modelos do tipo May-Leonard, as equacoes de campo médio podem

variar bastante, dependendo como os processos de selecao, predacao e reproducao
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2

Fig. 2.3: 2-simplex. Qualquer ponto, dentro do simplex, o divide em trés triangulos menores, cujas
alturas estao vinculadas pela soma, p; + p2 + ps = h, sendo h = 1 a altura do simplex.
Assim, hda uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os pontos do simplex
e o conjunto de estados possiveis de um sistema com trés varidveis vinculadas pela soma.

sao implementados. Em [13], por exemplo, além da taxa de reprodugao, o sistema
apresenta duas taxas de predacao, o e v. A primeira delas, o, estd associada as
interacoes do tipo May-Leonard: as estratégias sao comparadas e a mais fraca é
substituida, com probabilidade o, por um espaco vazio. A taxa v, por outro lado,
introduz interacoes do tipo Lotka-Volterra, uma vez que a estratégia mais fraca é
substituida por descendente da mais forte, com probabilidade v. As equacoes, nesse

caso, sao dadas por:

po = polppy —op2+v(pr — p2)],
p1 = prlppy —apo+v(p2 = po)l, (2.5)
p2 = pa2lppy —op1+v(po— p1),

onde p, = 1 — po+ p1 + p2 ¢ a densidade de sitios vazios. Nesse caso, porém, nao ha
qualquer bacia de atracao que abranja todo o espaco de fases, de modo que nenhum

dos pontos fixos é estavel (ver capitulo 3). Porém, dependendo das condigoes iniciais,
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a) 3 b) 3 ¢) 3

+

Fig. 2.4: Trajetorias em um 2-simplex, para modelos com trés estratégias. Nos trés casos, o ponto
fixo encontra-se no centro do triangulo, p; = 1/3, Yi. Em (a), a trajetoria culmina no
ponto fizo, que € estdvel. No caso da figura (b), a variagao temporal das densidades gera
orbitas fechadas em torno de p* (cada uma associada a uma condi¢ao inicial diferente),
de modo que esse ponto € neutramente estdvel. No ultimo caso, figura (c), o ponto fixo
¢ instdvel, e a trajetdria se aproxima das bordas do simplex (heteroclinica), afastando-se
cada vez mais de p*. Figura retirada da Ref. [15].

o sistema pode cair em um dos pontos de equilibrio, incluindo o caso em que as trés
estratégias coexistem, com p; = p/(3pu + o), Vi.

Uma generalizagao direta do PPT [16-20] consiste em considerar S > 3 competi-
dores, cujas interacoes também possam ser representadas por um circuito fechado e
orientado, 0 -1 — -+ — & —1 — 0. Para o caso especifico em que S = 4 [18-25],
que é a quantidade minima de estratégias necessarias para que haja pares neu-
tros (pares de estratégias que nao interagem entre si), é possivel que se formem
aliangas [21,22], as quais consistem na formacao de aglomerados de estratégias ali-
adas que ajudam a impedir invasoes por predadores. No caso da figura 1.3a, por
exemplo, as estratégias Sy e Sy sao neutras entre si, podendo formar uma alianca,
assim como & e S83. Nesse caso, quando o grafo de interacoes contém mais de
um ciclo, pode haver ainda a formagao de aliancas defensivas entre estratégias nao
neutras (aliangas ciclicas) [15,21-23,25-37]. Ja foram consideradas, também, redes

troficas aleatérias e nao-regulares [38—40)]. E importante notar, porém, que modelos

como esses, com interacoes competitivas e cadeias alimentares simplificadas, nao tém
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a pretensao de fazer predicoes quantitativas, mas sim, desvendar comportamentos
universais que resultam da competicao em si. Além disso, as interacoes em modelos
como esse sao efetivas, no sentido de que tanto o mecanismo competitivo (disputa
por espago, recursos, parceiros sexuais, etc.), quanto o fato dessas interagoes nao
serem do tipo “tudo ou nada” (dependem de tamanho, idade, distancia e outras
eventualidades), sdo substituidos por uma interagao probabilistica simples entre as
espécies, a qual é uma média dessas caracteristicas. Note que essas interagoes podem
depender do espaco, do tempo, serem caracteristicas das duas espécies envolvidas,
etc., o que introduz heterogeneidades no sistema [18-20,27,41-46]. Estas ultimas,
por sua vez, sao responsaveis pela formacao de aliancas hierdrquicas, que consistem
em um tipo de relacao entre algumas das espécies que dificulta o crescimento po-
pulacional de outras. Além disso, essas heterogeneidades também sao responsaveis
pelas diferencas nos niveis de intransitividade dos sistemas. Em casos desse tipo, o
sistema pode apresentar comportamentos anomalos, como a “sobrevivéncia do mais
fraco”, observado para § = 3 [41,47], e a sua generalizacao para S > 3 [19,20], em
que uma espécie pode apresentar crescimento populacional apds ter sua capacidade
de invasao diminuida. Para sistemas reais, cujas redes tréficas sao bem mais comple-
xas, as variacoes nas probabilidades de invasao podem gerar comportamentos ainda
mais intrincados, dificultando bastante a sua previsao.

Quando o alcance das interacoes é limitado, o sistema pode apresentar correlacoes
espaciais. Se, por outro lado, as interagoes nao estao espacialmente vinculadas (sis-
tema completamento misturado ?), uma simples aproximacao de campo médio deve
ser capaz de produzir resultados razodaveis, para sistemas suficientemente grandes.
No entanto, para sistemas finitos, as flutuagoes estocasticas [48] sdo mais acentuadas
e acabam por levar o sistema a um estado absorvente, em que uma ou mais espécies
desaparecem, diminuindo a diversidade.

A intransitividade é considerada um mecanismo importante na preservacao da

2 Quando as correlacoes espaciais de um sistema sdo despreziveis, ele é chamado de sistema completamente mistu-
rado.
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diversidade em ambientes competitivos [10,49]. Assim, os efeitos do ajuste na tran-
sitividade do sistema, através de alteracoes nas probabilidades de invasao, levantam
uma série de questoes importantes, no que diz respeito a coexisténcia entre dife-
rentes populacoes de seres vivos. Por exemplo, assim que o sistema deixa de ser
completamente intransitivo®, se observa uma diminuicdo repentina na diversidade
de estratégias presentes? A estrutura do grafo de interacoes é suficiente para prever
a diversidade final? Como o sistema é afetado por mudancas nos parametros de
interacao de uma rede trofica complexa? Quais as diferencas, nos efeitos sobre a di-
versidade, entre considerar a reproducao e a predacao como processos independentes
ou vinculados (predagao seguida de reprodugéao)?

A fim de responder a essas questoes, consideramos inicialmente um circuito fe-
chado com quatro espécies (S = 4), as quais competem com probabilidade de in-
vasao 1. A invasao consiste na substituicao da presa por um descendente do preda-
dor. Nesse caso, todas as quatro espécies possuem o mesmo numero de predadores
e presas, desempenhando papéis similares na dinamica. Essa simetria, porém, é
quebrada quando o grafo se torna completamente conectado, com duas interagoes
diagonais adicionais. Nesse caso, ha trés possiveis escolhas para o nimero de presas
de cada espécie, dependendo da orientagao das flexas no grafo: (3,2,1,0), (3,1,1,1)
e (2,2,1,1), figuras 2.5(a), 2.5(b) e 2.5(c), respectivamente. Neste trabalho, nos
concentarmos apenas na ultima possibilidade, que é um intermediario entre os sis-
temas transitivo e intransitivo, além de ser o caso com menor hierarquia entre as
espécies. Adicionalmente, consideramos probabilidades de invasao diferentes de 1
para as interacoes diagonais, conforme mostra a figura 2.6. Embora o sistema es-
colhido seja o caso com menor hierarquia, ela esta presente sempre que y > 0, ja
que as espécies na parte superior no grafo, 0 e 1, tém duas presas (e um predador)
cada, enquanto as demais, 2 e 3, tém dois predadores (e uma presa) cada. As flechas

indicam a direcao e a probabilidade com que as invasoes ocorrem: ao redor do ciclo

3 O texto se refere & intransitividade ciclica, mencionada na introducao.
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a) b) c)

O E—0C)
Fig. 2.5: Possiveis grafos de intera¢ao para um sistema com quatro estratégias. As flechas apontam
no sentido predador-presa. Na figura (a), a estratégia 0 tem trés presas, a 1 tem duas, a

2 tem uma e a 8 nao tem qualquer presa. No caso da figura (b), a sequéncia do nimero
de presas para as estratégias € (3,1,1,1), enquanto na figura ¢ é (2,2,1,1).

A
()

externo, as invasoes acontecem com probabilidade 1, enquanto que nas interagoes
diagonais essa probabilidade ¢é . E importante notar que, embora as espécies 2 e 3
tenham um numero menor de presas, estas ultimas sempre sao eliminadas quando
a interacao acontece, uma vez que a probabilidade de invasao é 1. J4 no caso das
espécies 0 e 1, quando y < 1 as invasoes nem sempre acontecem. Para y = 1,
recuperamos o caso considerado em [35] (ver também a referéncia [22]). Por fim,
consideramos a introducao de espacos vazios no sistema, possibilitando a separacao
dos processos de predacao e reproducao. A dinamica, entao consiste na comparagao
das estratégias de pares de individuos, eliminag¢ao do mais fraco com probabilidade
x ou 1, e substituicao do espaco vazio por descendente do individuo mais forte, com
probabilidade v, conforme mostra a figura 2.7. Além disso, sempre que um individuo
encontra um espaco vazio, deixa um descendente. Note que o parametro responsavel
por desvincular a predacao e a reproducao, v, é o mesmo para todas as espécies, nao
adicionando assimetrias ao sistema. O atraso na reproducao, no entanto, possibilita
a ocupacao dos espacos vazios por individuos de outras espécies, que nao a vencedora

da disputa. Desse modo, a ciclicidade do grafo ¢ menos refletida na dinamica, o que
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Fig. 2.6: Grafo de interacoes para um sistema com quatro estratégias. Os parametros 1 e x indicam
a probabilidade com que um predador vence de sua presa.

contribui para a perda de intransitividade local do sistema. Esse efeito levanta mais
uma questao interessante sobre como as diferentes interferéncias na intransitividade
do sistema afetam a coexisténcia, uma vez que x altera globalmente o nivel de tran-
sitividade, enquanto v atua localmente. Essa, e as demais questoes levantadas nesta

secao, serao analisadas nos proximos capitulos.



22
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Fig. 2.7: Diagrama ilustrando a dinamica do modelo estudado, quando nenhum dos sitios sorteados
esta vazio. Na figura, presume-se que i tenha vencido a disputa. Nesse caso, o sitio
previamente ocupado por j pode permanecer vazio, com probabilidade 1 —v, ou ser ocupado
por um descendente de v, com probabilidade v.



Capitulo 3
Campo Médio

A dinamica de um sistema deterministico é descrita por um conjunto de equacoes
diferenciais dependentes do tempo [50,51]. Esse sistema é dito linear se as equagoes
sao combinacoes lineares das variaveis desconhecidas e suas derivadas temporais. A
forma mais geral de uma equacao diferencial linear de ordem n para uma variavel
x(t) [50] é

d"x(t) d"La(t)

dx(t)
a0 g

dt

ao(t) bt ()L e, ()2(t) = (1), (3.1)

Se definimos a varidvel z(t) como x1(t), a primeira derivada como xo(t), a segunda
como z3(t), e assim sucessivamente, podemos reescrever a equagao (3.1) como um

conjunto de n equagoes diferenciais de primeira ordem [50, 52],

I.l(t) = ng(t),
I‘Q(t) = xg(t),
(3.2)
B = F) — a0 )(0) — ana (2(0) — -~ a0)alo)]
Em forma matricial:
9l) _ g0ya(t) + BE) = fa.1), (3.3)

dt
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onde

| x1(t) 0

z(t) = , E(t) = , (3.4)
I T (1) F/lagy
- 1 . _

0
At) = (3.5)
0 0 0 e 1

| —an/ay —Gn-1f/ag —an—2/ap --- —ai/ap |

De modo geral, esse sistema de equagoes pode ser resolvido por pelo menos um destes
trés métodos: o analitico, o numérico ou o qualitativo. O primeiro método consiste
em integrar analiticamente as equagoes, de maneira a encontrar solucoes gerais.
Embora os resultados nesse caso sejam ideais, contendo o méaximo de informacao
que se pode extrair do modelo, muitas vezes esse método nao é factivel. O segundo
método, a integracao numeérica, consiste em utilizar algoritmos como Euler, Runge-
Kutta, etc., para calcular os valores das varidveis x(t) em diferentes intervalos de
tempo, para certas condicoes iniciais escolhidas. A desvantagem, nesse caso, é a falta
de generalidade das solucoes, além da possibilidade de erros de precisao numérica. O
terceiro método, por outro lado, permite analisar o comportamento qualitativo das
solucoes, sem ter que integra-las analiticamente. Nesse caso, as informagoes obtidas
referem-se apenas ao comportamento assintético do sistema.

E possivel representar visualmente os estados do sistema, ao longo do tempo,
através do chamado espago de fases. A cada uma das variaveis dependentes (x1, o,
etc.) associa-se um eixo coordenado, de modo que o espaco gerado é n-dimensional.
Cada ponto desse espaco contém toda a informacao sobre o estado do sistema
num dado instante de tempo. Portanto, para uma determinada condicao inicial, a

evolucao do sistema é representada por uma trajetoria no espaco de fases. Quando o
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sistema ¢ autonomo, ou seja, quando as equacoes nao apresentam dependéncia tem-
poral explicita, temos dx/dt = f(x). E possivel que para alguns pontos tenhamos
f(x*) = 0, de modo que o sistema permanece em x = x*, caso esse seja o estado
inicial. Esses estados, «*, sao chamados de pontos de equilibrio, ou pontos fixos, e
sao classificados de acordo com o comportamento assintético das trajetérias ao seu
redor. Caso todas as trajetorias com condigoes iniciais contidas dentro de uma esfera
de raio 9, centrada em x*, permanecam dentro dessa esfera para t — oo, esse ponto
fixo é classificado como assintoticamente estével . Além disso, se o raio da esfera
é finito, o ponto é localmente assintoticamente estavel, enquanto que se esse raio é
infinito, o ponto é globalmente assintoticamente estavel. Um ponto assintoticamente
estavel ¢ chamado de atrator, e o conjunto de condicoes iniciais que convergem para
esse ponto constitui a bacia de atragao associada. Quando as trajetérias nao con-
vergem para o ponto fixo, mas permanecem dentro de uma segunda esfera, de raio e,
também centrada em x*, esse ponto é classificado como ponto neutramente estavel.
Caso nao exista essa esfera de raio €, dentro da qual ficariam contidas as trajetorias
com condicoes iniciais pertencentes a esfera de raio d, o ponto fixo é classificado
como assintoticamente instavel.

A estabilidade dos pontos fixos pode ser determinada através de uma andlise de
sinal da parte real dos autovalores, $()\;), da matriz de coeficientes (para E = 0).
Quando R(\;) < 0, para todos os autovalores, o ponto fixo é assintoticamente estédvel.
Caso R(\;) > 0 para pelo menos um dos autovalores, o ponto é instavel. Se, por outro
lado, R(A;) = 0 para algum )\;, ndo havendo autovalores com parte real positiva, o
ponto de equilibrio é neutramente estavel. Nos primeiros dois casos, dizemos que o
ponto fixo é hiperbdlico.

Quando a fungdo f(x,t) = f(x) ndo é linear, podemos expandi-la em série de
Taylor, em torno de cada ponto fixo, e descartar os termos nao lineares. Assim, o

jacobiano do sistema, calculado nesses pontos, correspondera a matriz de coeficientes

I Esse, e os demais critérios de estabilidade mencionados no texto, foram definidos pelo matemético Aleksandr
Lyapunov [50].
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linearizada:
Op, @1 Oy, @1 -+ Oy, T1
J=| A : (3.6)

8$1ei'n 8$2ei'n st axnxn " N
(%, ..y z2)

onde 0, = 0/0,. Para os pontos fixos hiperbdlicos, vale o teorema de linearizacao
de Hartman-Grobman, que estabelece que perto desse ponto o sistema dinamico é
qualitativamente equivalente & sua versao linearizada, perto do mesmo ponto [50,
52]. Isso significa que a estabilidade de ambos os sistemas, perto de um ponto fixo
hiperbdlico, é a mesma. Assim, essa estabilidade pode ser determinada pelo sinal
da parte real dos autovalores da matriz jacobiana associada.

E importante notar que cada grupo de autovalores cujas partes reais tém o mesmo
sinal, gera um sub-espago de dimensao igual ao nimero de elementos desse grupo.
Os autovalores com R()\;) < 0, geram o chamado sub-espago estavel. Para o caso em
que R(N;) > 0, o sub-espago gerado é chamado instavel, enquanto que para R(\;) =
0, esse sub-espaco é chamado central. As solucoes pertencentes aos sub-espacos
estavel e instavel possuem comportamento bem determinado, com decaimento e
crescimento exponencial, respectivamente. As solucoes pertencentes ao sub-espaco
central, por outro lado, nao téem um comportamento tao bem determinado, podendo
apresentar oscilacoes, decaimento ou crescimento exponencial, etc. Nesse caso, uma
possibilidade ¢ analisar o sistema via integracao numérica.

Nas préximas secoes, utilizaremos essas ferramentas para analisar a estabilidade
do sistema em diferentes cendrios. Na secao 3.1 introduzimos, de maneira genérica,
a aproximacao de campo médio do modelo discutido no final do capitulo 2. Em
seguida, secao 3.1.1, estudamos o caso em que nao ha sitios vazios, v = 1. Final-
mente, na secao 3.1.2, analisamos o caso em que a invasao de um sitio nem sempre

é imediata, v < 1, podendo inclusive nunca ocorrer imediatamente (v = 0).
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3.1 Modelo

Quando as correlacoes espaciais sao desconsideradas e a probabilidade de interacao
entre qualquer par de individuos ¢ a mesma, independente da distancia, o sistema
pode ser descrito por um modelo de campo médio. Seja p; a densidade da espécie
1 e p, a densidade de sitios vazios, sendo que a condicao total de ocupacao da rede
implica que

pv+sz‘ =L (3.7)

As variacoes temporais nas densidades ocorrem unicamente devido as interacoes
entre individuos de espécies diferentes, em que o mais forte elimina o mais fraco
com probabilidade 1 ou y e deixa um descendente no lugar com probabilidade v, ou
entre individuos e buracos, em que o individuo deixa um descendente no sitio vazio
com probabilidade 1 (ver fig. 2.6). As equagbes de campo médio dependem apenas

das frequéencias com que esses encontros acontecem:

po = polpe+v(pr+ xp2) — p3
p1 = pilpy+v(p2+ xp3) — po]

p2 = p2lpo+vps—xpo — pi (3.8)
p3 = p3lpe+vpo— XxXp1— p2]
3
pv = — Pi-
i—0

Por exemplo, a densidade da espécie 0 aumenta quando individuos dessa espécie
encontram um sitio vazio (o que ocorre com probabilidade pyp,) ou quando, ao
interagir com elementos das espécies 1 e 2, os elimina e deixa um descendente ime-
diatamente (0 que acontece, respectivamente, com probabilidades vpgp1 e vxpop2).
Por outro lado, quando esses individuos sao eliminados ao interagirem com elemen-

tos da espécie 3 (cuja probabilidade de acontecer é pyps), a densidade py diminui.



28

Note que nesse caso o parametro v nao aparece, pois a eliminacao de um individuo
da espécie 0 depende apenas da probabilidade de encontrar um predador (ppps) e ser
eliminado (1, nesse caso), nao importando se apds a eliminagao o sitio permanecera
vazio ou serd ocupado por um descendente do vencedor. Analogamente, para as
demais espécies, as variacoes temporais dependem da quantidade de presas e preda-
dores, e da intensidade média das interacoes. Essas equacoes apresentam diversos
pontos de equilibrio, tais que p, = p; = 0, Vi. Quando a matriz jacobiana associada
a um ponto de equilibrio nao apresenta autovalores com parte real nula, esse ponto
é classificado como ponto de equilibrio hiperbdlico (ou ponto fixo hiperbdlico) e as
solucoes tém comportamento bem determinado. Assim, os métodos de andlise de
estabilidade para sistemas lineares podem também ser aplicados nesse caso. Quando
o ponto fixo nao é hiperbdlico, os autovalores com parte real nula geram um sub-
espaco central, cujo comportamento nao é bem determinado. Caso haja pelo menos
um autovalor com parte real positiva, o ponto fixo serd instavel, independente do
que acontece no sub-espaco central. Quando, porém, nao ha autovalores com parte
real positiva, o ponto pode ser assintoticamente estavel, assintoticamente instavel,
ou neutramente estavel. A fim de determinar a estabilidade de pontos fixos nao
hiperbélicos, nesses casos em que nao ha autovalores com parte real positiva, pode-
se integrar numericamente o sistema de equacoes para os conjuntos de parametros

relevantes.

3.1.1 v=1

Quando v = 1, a invasao de um sitio por um predador sempre ocorrera simultane-
amente com a eliminacao da presa. Assim, nao surgirao quaisquer sitios vazios ao
longo da evolucao. Além disso, qualquer quantidade inicial de sitios disponiveis serd
rapidamente preenchida, de modo que p, = 0, no equilibrio.

Os pontos fixos para y = 0 foram discutidos por diversos autores [15, 18-20,
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24]. Em primeiro lugar, ha quatro estados absorventes?, os quais sao pontos he-
teroclinicos (pontos de sela) [52]. Estes pontos estao localizados nos vértices do 3-
simplex, em que apenas uma espécie sobrevive: (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0)
ou (0,0,0,1,0). Adicionalmente, devido & nao interacdo entre as espécies 0 e 2 (ou
1 e 3), qualquer ponto da linha que conecta cada um desses pares, no simplex, é
também um ponto fixo, sendo que a proporcao entre as espécies de cada par perma-
nece constante:

(co, 0,1 — ¢y, 0,0), (3.9)

(0,¢,0,1 — ¢, 0), (3.10)
onde 0 < ¢y < 1 é uma constante que depende das condicoes iniciais. Finalmente, ha
um ponto fixo de coexisténcia no interior do 3-simplex, para o qual todas as espécies
tem densidades nao-nulas:

1 1
6075 _0070075 _0070 ; (311)

onde 0 < ¢y < 1/2 depende das condigGes iniciais, sendo (1/4,1/4,1/4,1/4,0) um
caso particular. Esse ponto é nao-hiperbdlico, e portanto a andalise de estabilidade
do sistema, via linearizacao, nao é aplicavel nesse caso. No entanto, ao integrar
numericamente as equacoes de campo médio, para condicoes iniciais proximas ao
ponto fixo, observamos que as densidades oscilam em torno desse ponto (ver fig. 3.1).
De fato, hd duas integrais de movimento® nesse caso: ppp2 € pip3. Em contraste,
para o modelo com § = 3, h& apenas uma: pyp1pe.

Para xy # 0 [53], o estado de coexisténcia, eq. (3.11), nao mais é solucao de
p; = 0, Vi. No entanto, ha dois pontos fixos adicionais em que uma espécie (1 ou 2)

desaparece e as demais formam um sistema do tipo PPT, nao homogéneo, no qual

2 H4, ainda, um quinto ponto fixo homogéneo, (0,0, 0,0, 1). Como sitios vazios nio sao levados em conta na dinAmica
quando v = 1, esse ponto nao é relevante nesse caso.
3 Integrais de movimento sdo quantidades que permanecem invariantes no tempo.
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Fig. 3.1: O grdfico a esquerda mostra a evolug¢ao das densidade, para x =0 e v =1, com condi¢ao
inicial (0.45,0.05,0.05,0.45). Os numeros sob as curvas indicam as diferentes espécies.
O 3-simplex, a direita, também mostra a evolucao das densidades para x = 0 e v = 1.
Porém, nesse caso, vdrias condi¢oes iniciais sao exploradas, cada uma representada por
uma orbita fechada no sentido do grafo, ou seja, passando proxima de 3,2,1 e 0, nessa
ordem. O ponto central corresponde ao ponto fizo dado pela eq. (3.11), com cq = 1/4.

as probabilidades de invasao diferem [35]

1 1
( 0, X ,0) (3.12)
2+ x 24+ x 24+ x

1 1
( X ) 707 70) (313)
24+x 24+ x 2+x

Note que para y = 0, as equacgoes acima sao casos particulares, respectivamente,

das equagoes (3.9) e (3.10), com ¢y = 1/2. A primeira solu¢do, em que a espécie 1 é
extinta, ¢ um ponto fixo instavel, enquanto a segunda, em que a espécie 2 é extinta,
¢ um ponto neutramente estavel. Caso Y seja muito maior do que as demais pro-
babilidades de invasao de invasao a solugao estavel, eq. (3.13), tende a (1,0,0,0,0),
e a espécie 0 domina. Note que, embora seja a probabilidade de invasao da espécie
1 que aumenta, quem sobrevive é a espécie 0, predadora de 1. Esse fenomeno é
conhecido como “principio da sobrevivéncia do mais fraco” [41,47]. A figura 3.2

mostra um exemplo da evolucao a partir do estado inicial simétrico (p; = 1/4, Vi),
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para xy = 0.5. Nesse caso, o sistema se aproxima de uma Orbita fechada que oscila
em torno de (0.2,0.4,0,0.4,0), apds a extingao exponencialmente rapida da espécie
2. Quando py = 0, a quantidade pyp1ps é uma integral de movimento [52, 54, 55].
Curiosamente, além da condicao trivial de normalizacdo, eq. (3.7), nao hé qualquer
invariante de movimento envolvendo as quatro espécies para x # 0. Os pontos fixos
sao equivalentes as médias temporais das densidades (oscilatérias). Tanto o periodo
das oscilagoes quanto o tempo necessario para que a espécie 2 seja extinta divergem
quando x — 0, ja que nesse limite a existéncia das invariantes de movimento pgpo €
p1p3 impede que haja qualquer extingao. De fato, quando x = 0, a condicao inicial
homogénea passa a ser um ponto fixo com quatro espécies coexistentes. Para o caso
de interagoes homogeéneas, xy = 1, recupera-se a solugdo p; = 1/3, Vi # 2. Note
que as densidades de cada espécie dependem das probabilidades de invasao de suas
respectivas presas. Assim, quando diminui-se o valor de x (probabilidade de invasao
da espécie 1 sobre a espécie 3), espera-se que a densidade da espécie 1 decresga. O
que se observa, no entanto, é que a espécie que tem sua densidade diminuida é a
espécie 0, predadora da espécie 1. Aqui, mais uma vez, o “principio da sobrevivéncia
do mais fraco” é verificado.

Em resumo, o sistema tende a diminuir o nivel de hierarquia (devido as conexoes
pesadas por x), através da extingdo exponencialmente rapida de uma das espécies,
convergindo para um sistema completamente intransitivo, com trés espécies [35],
conforme mostra a figura 3.3. No campo médio, mesmo um nivel baixo de transi-
tividade (medida por y) destréi o estado de coexisténcia entre as quatro espécies,

existente quando x = 0.

3.1.2 v<l

Para y = 0 ha apenas um ponto fixo em que as quatro espécies sobrevivem, o qual
depende de v:
[007607007007 (1 - V)CO]a (314)
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Fig. 3.2: O grdfico, a esquerda, mostra a evolucao das densidades para v = 1 e x = 0.5, com
condi¢ao inicial dada pela eq. (3.11). As linhas pontilhadas correspondem as densidades
médias, e 0s numeros prorimos as curvas indicam a quais espécies elas se referem. A
evolugao das densidades, para 0os mesmos parametros, é também representada no 3-simplex
a direita. O ponto central corresponde a condicdo inicial. Note que o desaparecimento da
espécie 2 corresponde ao confinamento da trajetoria a face 013 do 3-simplex.

onde ¢g = 1/(5 — v). Note que para ¥ = 1 obtemos o estado de coexisténcia
mencionado na se¢do anterior, p; = 1/4, enquanto que para v = 0 temos o caso
homogéneo, p; = p, = 1/5. Diferentemente do que acontece quando nao ha sitios
vazios, esse ponto é assintoticamente instavel quando v < 1, bem como os estados
absorventes (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0) e (0,0,0,1,0). Ha, porém, duas

bacias de atracao associadas, respectivamente, aos estados
(61,0,1—61,0,0), (315)

(0,¢1,0,1 — ¢1,0), (3.16)

em que o par de espécies sobrevivente é neutro (as espécies nao interagem entre si),
sendo 0 < ¢; < 1 uma constante que depende das condigoes iniciais.
Para y # 0, os pares de espécies 0-2 e 1-3 deixam de ser neutros, de modo que os

estados descritos pelas egs. (3.15) e (3.16) nao mais sao pontos de equilibrio. Além
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Fig. 3.3: Densidades médias de equilibrio em fungao de x, para v = 1. Os numeros proximos as
curvas indicam a que espécies elas se referem. Note que py e p3 se sobrepoem e py = 0.

disso, o estado de coexisténcia entre as quatro espécies passa a depender também
do parametro Yy,

(CLO, aiaop, a2ap, azap, ava())v (3-17)

onde os termos a; sao constantes (no tempo) que dependem dos parametros x e v,

_ Al

as = 5

B(x;v)

1—v(x*+v)—xv(l—v)as
Ay = ,

1+v(1—x)
ay = a, +vaz—x,
Ay = Ay +V — Xxay,
1

apg —

1+a1+a2+a3—i—av'
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As constantes A(x,v) e B(x, V), introduzidas a fim de simplificar a notagao, sao:

Alx,v) = M=V = A][L+v(l—x)]+xv(l —v)[L+v+x(1—x)],
B(x,v) = [1—v[*+v]]1+v+x(1—x)].

Note que a eq. (3.14) é um caso particular da eq. (3.17). Para certos valores de y e
v, algumas das coordenadas do ponto eq. (3.17) podem ser negativas. Como, porém,
densidades negativas sao proibidas (por definigao) no sistema considerado, esse ponto
nao é um ponto fisico, e a regiao em que isso ocorre é destacada no diagrama da
figura 3.4. Note que a linha v = 1, para y > 0, encontra-se fora dos limites da
regiao fisica desse ponto de equilibrio. Por essa razao, o estado de coexisténcia entre

as quatro espécies nao foi considerado na secao anterior, para xy > 0. Mesmo as

1
0.8
0.6 Ponto Fixo
> p; >0, Vi

0.4

0.2

0 02 04 06 08 1

X

Fig. 3.4: Diagrama de fases que destaca a regido, no espago de parametros, em que a eq. (3.17) é
um ponto fixo correspondendo a densidades positivas.

regioes permitidas, porém, correspondem a pontos fixos assintoticamente instaveis.
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O sistema apresenta, adicionalmente, dois pontos fixos com trés espécies cada, sendo

os pontos eqs. (3.12) e (3.13) casos particulares destes. Sao eles:

(bo, 0, babo, bsbo, bybo) (3.18)

(bobs, Do, 0, bob, boby). (3.19)

Assim como a;, os termos b; dependem de x e v:

b B X+V+V2
bov) = T Ty
1+ vy + V2]
bs(x,v) = Too+o2y|©
- 1_]/3 Z
bo(x,v) = T R
I [
bo(x,v) =

1+0by+b3+0,

Ambos os pontos contém autovalores com parte real positiva, sendo portanto instaveis.
Os demais pontos fixos, (1,0,0,0,0), (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0) e (0,0,0,1,0), estao
associados a bacias de atracao, quando v = 0. Para v > 0, no entanto, esses pontos
passam a conter autovalores com parte real positiva, sendo portanto instaveis. As-
sim, para 0 < v < 1, todos os pontos fixos sao instaveis e o sistema contém um ciclo
heteroclinico envolvendo as quatro espécies. Como agora ha cinco densidades nao
nulas, nao é viavel representar o sistema através de um simplex, que seria tetradi-
mensional. A figura 3.5 mostra a evolucao das densidades para x = 0.5 e v = 0.5.
Note que a densidade de sitios vazios somente é apreciavel nos curtos intervalos em

que ha uma troca na espécie dominante.
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Fig. 3.5: Fvolucao das densidades para v = x = 0.5.



Capitulo 4
Simulacoes

A dinamica em uma rede pode ser bastante diferente da evolucao predita pelas
equacoes de campo médio. Essa diferenca se deve principalmente ao fato do alcance
das interacoes ser muito menor do que o tamanho do sistema. Além disso, a nao ser
que esse ultimo seja muito grande, havera efeitos de tamanho finito, os quais intro-
duzem estocasticidade a dinamica. Esses efeitos sao responsaveis, por exemplo, pelo
desaparecimento das invariantes de movimento (mencionadas no capitulo anterior),
e pelas flutuacoes nas densidades, as quais acabam por levar o sistema, através de
uma série de extingoes, a um estado absorvente. Para sistemas maiores, os efeitos
de tamanho finito se tornam menos importantes, e desaparecem para L — oo, sendo
L o tamanho linear da rede.

A fim de estudar o sistema com estrutura espacial, consideramos uma rede qua-
drada com N = L? sitios e condicdes de contorno periédicas. Cada sitio é inicial-
mente populado por uma das quatro estratégias, sorteada com probabilidade 1/4.
A dinamica, dada pelas eqgs. (3.8), consiste em sortear um sitio e um de seus quatro
vizinhos mais préoximos, comparar as estratégias, eliminar o perdedor com probabi-
lidade 1 ou x e popular o sitio vazio, pela estratégia vencedora, com probabilidade
v, fig. 4.1. Caso apenas um dos dois sitios esteja inicialmente vazio, ele sera auto-
maticamente ocupado por um descendente do sitio ocupado, fig. 4.2. Esse processo
é repetido N vezes, definindo uma unidade de tempo (um passo de Monte Carlo).

A figura 4.3, por exemplo, mostra a evolucao das configuragoes dos sitios na rede,



38

Fig. 4.1: llustracao da dinamica na rede quadrada, quando nenhum dos sitios sorteados estd ini-
cialmente vazio. Os quadrados representam os sitios, e as diferentes cores representam
as espécies (branco corresponde aos sitios vazios). A dindamica consiste no sorteio de
dois sitios vizinhos (quadrados em destaque), primeira figura a esquerda, compara¢ao das
estratégias e eliminagdo da mais fraca com probabilidade 1 ou x (dependendo de quais
sao as espécies), figura do meio, e ocupagao, com probabilidade v, do sitio vazio por um
descendente do sitio vencedor, ultima figura a direita.

para um sistema de tamanho 100 x 100, com y = 0.5ev = 1. E importante notar que
o tamanho dos aglomerados, assim como das subpopulacoes de espécies, flutua no
tempo. Porém, diferentemente do que acontece com as densidades na aproximacao
de campo médio (fig. 3.2, por exemplo), onde as oscilagoes sao globais e inerentes a
dinamica, as flutuacoes aqui sao efeitos de tamanho finito. A figura 4.4 mostra as
flutuacoes das densidades, ao longo do tempo, para o mesmo sistema da figura 4.3.
Para sistemas muito grandes essas flutuacoes tendem a desaparecer. A figura 4.5,
por exemplo, mostra o desvio padrao das densidades médias em funcao de NN, para

x =v =0.5,

n

5= | S litt) — il (4.1

onde p;(t;) é a densidade da espécie ¢ medida depois de ¢; passos de tempo. Assim,
através de um ajuste dos dados (retas na figura) verificamos que ¢ ~ 1/v/N. Note
que esse desvio padrao mede a amplitude das oscilacoes.

A figura 4.6 compara algumas configuracoes instantaneas do sistema, para di-



39

Y~ O\ Y~ O\
I H 1 H
| >

Fig. 4.2: [llustragao andloga a fig. 4.1 para o caso em que um dos sitios sorteados estd inicialmente
vazio. A dinamica consiste no sorteio de dois sitios vizinhos, figura a esquerda, e na
ocupagao, com probabilidade 1, do sitio vazio por um descendente do sitio ocupado, figura
a direita

ferentes valores de xy e v. Quando nao ha sitios vazios, v = 1, o sistema tende a
formar aglomerados de apenas uma espécie, figs. 4.6a e 4.6b. Porém a introducao
de buracos na rede, v < 1, possibilita o surgimento de aliancas entre os pares de
espécies pouco interagentes (pares 02 e 13), quando x ~ 0. Isso se deve ao efeito de
“blindagem” exercido pelos sitios vazios, que tendem a se acumular nos contornos
dos aglomerados, conforme mostra a figura 4.6c. Embora esse acimulo de buracos

nas bordas sempre aconteca, quando estes fazem parte da dinamica, para valores

Fig. 4.3: Sequéncia temporal de configuragoes instantaneas de uma rede 100 x 100, com x = 0.5 e
v = 1. As figuras correspondem a uma secao de tamanho 50 x 50 da rede, e os tempo
variam de 0 a 300, com intervalos de 100 passos de monte carlo.
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Fig. 4.4: Oscilacoes das densidades das espécies no tempo, para um sistema 100 x 100, com y = 0.5
e v =1. Cada linha corresponde a densidade de uma espécie (a espécie 2 nao aparece pois
p2 = 0). Nesse caso, as oscilagdes sao efeitos de tamanho finito, como mostra a figura 4.5.
No entanto, embora nao tenhamos feito esta andlise, € possivel caracterizar o espectro das
flutuagoes para um inico N, a fim de verificar se hd oscilagoes superpostas [56].

maiores de x a interacao entre espécies anteriormente neutras se torna relevante e
as aliancas deixam de ser observadas. Nesse caso, as configuracoes do sistema com
e sem sitos vazios, figuras 4.6d e 4.6b, respectivamente, sao bastante similares.
Conquanto um sistema deterministico possa apresentar estados estaveis de coe-
xisténcia, sua versao estocastica sofrerd invariavelmente a extingao de uma ou mais
espécies. Isso se deve as flutuacgoes induzidas pelo nimero finito de agentes in-
teragentes, como visto na figura 4.4. Porém, para sistemas maiores, observam-se
comportamentos dinamicos bastante distintos, dependendo dos valores de x e v. A
dependéncia do tempo caracteristico médio de extingao, 7, com o tamanho N do
sistema, permite a classificacdo desses comportamentos [57-60]. A coexisténcia é

considerada estavel quando a respectiva dinamica deterministica possui um atrator
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Fig. 4.5: Grdfico log-log do desvio das densidades em relagao a média, o, em fungao do tamanho
do sistema, N, para x = v = 0.5. As retas sio ajustes dos pontos com o ~ N~Y/2.

na fase de coexisténcia, o que significa que as trajetorias (associadas as densida-
des das espécies) se afastam das bordas do simplex. Nas simulagoes em rede, esse
comportamento estd associado ao crescimento exponencial do tempo da primeira
extincao com N. De maneira analoga, a coexisténcia instavel caracteriza-se pela de-
pendéncia logaritmica de 7 (para a primeira extingdo) com N. No caso da dinamica
deterministica associada, o sistema se aproxima de um estado absorvente (vértices
ou paredes do simplex). Entre esses dois comportamentos, encontramos leis de
poténcia, cujas correspondentes deterministicas consistem na presenca de orbitas
fechadas neutramente estaveis.

A fim de medir os tempos caracteristicos médios de extingao, o sistema € iniciado
e deixado a evoluir. Sempre que ocorre uma extincao, o intervalo de tempo asso-
ciado é armazenado. Esse processo é repetido muitas vezes, e a partir dos dados

coletados, calculam-se as probabilidades da primeira, segunda e terceira extingao,
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Pi(t), Py(t) e P3(t), respectivamente. A partir destas, obtemos a probabilidade de
nao haver extingoes!, Py(t), ou seja, a probabilidade da coexisténcia persistir. As
curvas de FPy(t), na figura 4.7, mostram que quanto maior for o sistema, maior o
tempo necesséario para que Py(t) comece a decrescer.

Podemos entao definir o tempo caracteristico médio de primeira extinc¢ao, 7(N),
como o tempo necessario para que Fy(t) decresca até a metade de seu valor inicial,
ou seja, Py(1) = 1/2. Como nos interessa somente o escalamento de 7 com N,
o resultado nao varia se escolhermos outro valor como critério. Vemos entao, no
detalhe da figura 4.7a, que para y = 0.31 e v = 0, 7(/N) apresenta um crescimento
exponencial. Além disso, mesmo para sistemas de tamanho modesto, os tempos
de primeira extingdo sao bastante grandes. Nesse caso, eventuais extingdes [61] se
devem a raras flutuagoes, de modo que a coexisténcia é considerada estével [57—60].
Para valores maiores de x, observamos um segundo comportamento, exemplificado
na figura 4.7b. Nesse caso, conforme vemos no detalhe da figura, 7(IN) apresenta
um crescimento logaritmico. Além disso, 7 apresenta valores baixos mesmo para
sistemas bastante grandes (uma ordem de magnitude maior do que no caso anterior),
Assim, o estado de coexisténcia ¢é instavel, de modo que mesmo pequenas flutuacoes
podem provocar extingdes [58,59]. Note, porém, que no caso das figuras 4.7a e 4.7b,
Py(t) e P3(t) sao despreziveis. Portanto, P;(t) ~ 1 — Py(t) e o sistema nao sofre mais
do que uma extin¢ao, em média. Comparando os dois comportamentos mencionados,
conclui-se que deve haver um valor dinamico critico de x, x.(v), que separa os
diferentes andamentos de 7(IN). A titulo de comparagao, os detalhes das figuras 4.7a
e 4.7b mostram que 7(IN) cresce com o logaritmo de N em ambos os casos, para
um sistema cujas conexoes entre os sitios independem das distancias e nao sao fixas
no tempo, o que reproduz as condigcoes em que a aproximacao de campo médio é
valida. A coexisténcia, nesse caso, nao é afetada pelo valor de y. A fim de estimar

Xc(v), para a rede quadrada, medimos 7(/N) para uma série de valores de x e v,

LJ4 que Py(t) = 1—[Pi(t) + P2(t) + P5(t)]. Note que P (t) é a probabilidade de haver somente uma extin¢io dentro
do intervalo de tempo t, enquanto P»(t) é a probabilidade de haver somente duas, e assim por diante.
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Os resultados referentes aos casos extremos, ¥ = 0 e 1, podem ser observados na
figura 4.8.

O grafico superior contém as curvas 7(N) para v = 1. Nesse caso, hd apenas uma
transicao, localizada? em y ~ 0.355 = y.. De fato, as curvas 7(x < x¢) e 7(X > Xc)
tém comportamentos assintéticos bastante distintos [62]. Enquanto para x < xe,
o tempo médio de extincao 7 cresce exponencialmente com N, abaixo desse valor
o crescimento é logaritmico. Na regiao intermediaria, Y ~ Y., a dependéncia de 7
com N ¢é polinomial. Para y > x., a espécie 2 ¢é extinta e as demais convergem
para densidades préximas as do ponto fixo eq. (3.13). De fato, nesse caso as den-
sidades assintoticas médias, em campo médio, sao bastante proximas as observadas
nas simulagoes de rede, figura 4.9a, e as correlagoes espaciais nao favorecem nem
prejudicam a coexisténcia.

Quando v = 0, ha duas fases adicionais em que o sistema cai em um estado
absorvente com uma, ou duas espécies, dependendo do valor de x. No caso em que
x = 0, um dos pares neutros ¢ extinto, e o estado final corresponde a um dos pontos
dados pelas eqgs. 3.15 e 3.16, dependendo das condicoes iniciais. Ambos os pontos
sao atratores, em campo médio. Para valores pequenos de x (mas nao nulos), o
efeito das aliancas ainda ¢é sentido, e o sistema inicialmente cai em um estado com
apenas duas espécies. Nesse caso, porém, a probabilidade de invasao entre essas
espécies, x, nao ¢ nula. Portanto, uma das espécies invariavelmente sera extinta.
Para as condigoes iniciais utilizadas nas simulagoes, a espécie 1 é a remanescente.
Note que o ponto (0,1,0,0,0), assim como os casos anteriores, é um atrator, e a
condi¢ao inicial (1/4,1/4,1/4,1/4,0) (utilizada nas simulagoes) faz parte da bacia
de atracao desse ponto. Portanto, em ambos os casos, fases com uma e duas espécies,
as correlagoes espaciais nao favorecem a coexisténcia. Para valores maiores de ¥,
verificamos novamente o aparecimento das fases com trés e quatro espécies, de modo

que o sistema apresenta duas transicoes, quando v = 0. A primeira, entre as fases 1 e

2 Escolhemos o valor médio entre x = 0.35 e 0.36.
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4, pode ser localizada através da figura 4.8b, onde observa-se que as curvas acima de
x = 0.037 e abaixo de x = 0.03 apresentam comportamentos distintos. A transicao,
portanto ocorre em x ~ 0.0335 = x.,. Analogamente, a figura 4.8c permite estimar
a localizagao da segunda transicao, entre as fases 4 e 3, que ocorre em y >~ 0.2 = ..
Nesses casos, as correlacoes espaciais favorecem consideravelmente a coexisténcia.
Note, por exemplo, que os gréaficos das densidades assintoticas médias para v = 1,
fig. 4.9a, e v = 0, fig. 4.9b, sao bastante similares para xy > 0.037, embora na apro-
ximacao de campo médio essa semelhanca nao exista. Para valores intermedidrios de
v, observamos comportamentos qualitativamente similares aos verificados nos casos
extremos, ¥ = 0 e 1. No entanto, é possivel notar que os sitios vazios téem um efeito
prejudicial sobre a coexisténcia. A figura 4.10, por exemplo, mostra que quando v
aumenta, e portanto também a quantidade de sitios vazios presentes na dinamica?,
a regiao associada a fase com quatro espécies diminui. Além disso, o sistema passa
a apresentar uma fase com apenas uma espécie. Note que quando ha mais sitios
vazios na dinamica, as chances de um individuo deixar um descendente imediata-
mente apds eliminar sua presa sao menores. Esse retardo, na reproducao, acaba
permitindo que outros individuos, inclusive de outras espécies, usurpem o espaco
livre. Assim, a sequéncia de espécies que morrem e nascem, em cada sitio, deixa de
corresponder as relacoes ciclicas do modelo, fig. 2.6. Nesse contexto, o parametro v
pode ser encarado como um ruido na ciclicidade local do sistema, alterando o nivel
de intransitividade ciclica. Portanto, ambos o parametros dinamicos, x e v, funcio-
nam como medidores (e reguladores) da intransitividade do sistema, a qual favorece
a coexisténcia. Note, porém, que, a combinacao desses parametros com os efeitos
das correlacoes espaciais, pode gerar comportamentos contra-intuitivos. Esperaria-
se, por exemplo, que a regiao com menor nimero de espécies, no diagrama de fases
fig. 4.10, estivesse localizada no canto direito superior, ja que valores maiores de y

e v implicam em um nivel mais baixo de intransitividade ciclica. No entanto, con-

3 O parametro v, por estar indiretamente associado ao surgimento de sitios vazios na dindmica, determina a fracao
destes no sistema.
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forme discutimos anteriormente, o efeito das correlacoes espaciais, sobre o estado
de equilibrio do sistema, é menor justamente na regiao de menor coexisténcia, fase
1. Para as demais regioes, observa-se que de fato hd um decréscimo na coexisténcia
do sistema para valores crescentes de x e v. Apesar disso, as correlacoes espaciais

viabilizam a coexisténcia mesmo nesses casos.
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Fig. 4.6: Configuracoes instantaneas do sistema, para L = 100, depois de 1000 passos de tempo.
Nas figuras (a) e (b) nao hd sitios vazios, v = 0. Nas figuras (c) e (d), por outro lado,
a reproducdo e a preda¢do sao processos completamente separados, v = 1. Na figura (c),
¢ bastante clara a formacao de aliangas entre os pares neutros, “blindados” pelos sitios
vazios nas bordas (pontos pretos). Para x = 0.5, figura (d), as alianc¢as neutras deizam de
ser observadas, nesse caso, pois nenhuma das interacoes é desprezivel.
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Fig. 4.7: Probabilidade de nao haver extingao em funcao do tempo, quando v = 1, para sistemas

com tamanhos entre L = 50 e 135, no caso da figura (a), e entre L = 100 e 1500, na
figura (b). A figura (a) mostra que, para x = 0.31 < x., a distancia entre as curvas
aumenta exponencialmente com o tempo (detalhe da figura). No caso da figura (b), em
que x = 0.5 > x., esse aumento € logaritmico, conforme mostra o detalhe da figura. Note
a grande disparidade na escala de tempo nos dois casos. Da mesma forma, as escalas de N
diferem bastante de um sistema para o outro. Os detalhes nas figuras mostram, também,
que em ambos os casos, T cresce com o logaritmo de N para um sistema cujas conexoes
entre os sitios independem das distancias e nao sao fixas no tempo (MF).
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Fig. 4.8: Tempo caracteristico médio de primeira extincao em funcao do tamanho do sistema, para
v =1, figura (a), e v = 1, figuras (b) e (c¢). Os grdficos mostram que as curvas 7(N)
apresentam comportamentos distintos, dependendo de x. Para alguns valores de x, o
tempo necessdrio para que haja uma extin¢ao cresce exponencialmente com N, enquanto
para outros esse crescimento € logaritmico. Hd ainda a regiao intermedidria, que € a regiao
de transi¢ao, onde o crescimento de T(N) € polinomial. A primeira regido estd associada
a um estado de coexisténcia estdvel, enquanto no sequndo caso haverd pelo menos uma
extingdo. Para v =1, figura (a), a transi¢ao entre essas fases de coexisténcia ocorre entre
x = 0.35 e x = 0.36. Analogamente, para v = 0, hd duas transi¢oes, uma entre x = 0.03
e x = 0.037, figura (b), e outra em x ~ 0.2. A primeira € uma transicio entre as fases 1
e 4, e a sequnda entre as fases 4 e 3.
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Fig. 4.9: Densidades assintdticas médias em funcio de x. Para v = 1, figura (a), os resultados
de campo médio, representados pelas linhas, coincidem razoavelmente com as densidades
das simulagoes de rede, representadas pelos pontos, para x > X.. Note, porém, que para
0 caso com correlagoes espaciais, as curvas nao sao monotonicas, enquanto para campo
médio elas sao. Para v =0, figura (b), os resultados das simulagdes sao qualitativamente
similares ao caso em que nao hd sitios vazios, figura a, quando x > X¢,. Hd, porém, uma
fase adicional, para x < X, €m que o sistema cai em um estado absorvente, com p; = 1.
FEssa € a unica fase predita pelo campo médio. Para x < X., as curvas na figura (a) se
cruzam, o que ndao acontece no caso da figura (b). A linha tracejada preta, na figura (b),
representa a densidade assintotica média de sitios vazios, que pouco depende de .

0 0.1 0.2 0.3 0.4

X

Fig. 4.10: Diagrama de fases. Os numeros, nas trés regioes do diagrama, indicam quantas espécies
coexistem para os respectivos valores x e v. Note que, conforme v diminui, a fase 4 dimi-
nui e, para v proximo de 0, surge uma nova fase, em que apenas uma espécie sobrevive.
Assim, o aumento de sitios vazios, na dinamica, € prejudicial a coexisténcia. E interes-
sante notar que a coexisténcia das quatro espécies ocorre pra valores intermedidrios de
X: quando x = 0 o sistema car em um estado absorvente com duas espécies.



Conclusoes

Neste trabalho, estudamos um modelo competitivo para uma rede trofica com multiplos
ciclos nas interacoes entre as espécies. Analisamos, principalmente, os efeitos da
transitividade sobre a persisténcia do estado de coexisténcia. Ao simular os processos
de predagao e reproducao através de um unico parametro, a probabilidade de invasao
X (v = 1), verificamos que conforme essa probabilidade varia, é possivel observar
duas fases dinamicas distintas, separadas por uma transicao em x.(v = 1) = 0.355,
figura 4.8a. A primeira fase, para xy < x., corresponde a um estado de coexisténcia
estavel, em que o tempo médio de extingao cresce exponencialmente com o tamanho
do sistema. Para x > Y., por outro lado, a espécie 2 é extinta em escalas de tempo lo-
garitmicas e o sistema cai em uma versao heterogenea do jogo Pedra-Papel-Tesoura.
E importante destacar que, embora a aproximacao de campo médio forneca resul-
tados razoaveis para y > ., ela nao captura a transicao de fase e a coexisténcia,
evidenciando a importancia das correlagoes espaciais na manutencao da diversidade.
Além disso, essa discrepancia entre as simulagoes de rede e o campo médio demons-
tra que a estrutura do grafo de interacoes, apenas, nao fornece informacao suficiente
para prever o comportamento do sistema.

Para x = 0, o grafo de interacoes é um ciclo com quatro espécies, cada uma
com um predador e uma presa, figura 1.3a. Quando y # 0, surgem quatro ciclos
adicionais de trés espécies, dois intransitivos (013 e 023) e dois transitivos (012 e
123), figura 1.3b. Como, nesse caso, o numero de possiveis intera¢oes nao é miltiplo
do numero de espécies, a quantidade de predadores e presas nao é a mesma para

todas as espécies. Assim, conforme mencionado no capitulo 2, ha trés possiveis esco-
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lhas para o nimero de presas, dependendo da orientacao das flechas. Neste trabalho,
consideramos apenas o caso menos hierarquico, figura 2.5(c), que é um intermedidrio
entre os sistemas transitivo e intransitivo. A introducao de uma probabilidade de
predacao , para as interacoes cruzadas, nos permitiu explorar sistemas com diferen-
tes niveis de intransitividade e hierarquia, quando y > 0, o que ainda nao havia sido
estudado. Note que quanto maior o valor de y, menor o nivel de intransitividade
ciclica no sistema. Esperaria-se, portanto, que o aumento de y viesse acompanhado
da perda de diversidade. No entanto, para valores pequenos de x, vimos (capitulo 4)
que na presenca de correlagoes espaciais (ou seja, em uma rede espacial) o sistema
permanece em um estado de coexisténcia total ao longo de tempos em escalas ex-
ponencialmente grandes. Para niveis maiores, por outro lado, uma das espécies
inevitavelmente se extingue, apesar da estrutura espacial [35]. Verifica-se, portanto,
que existe uma transicao entre esses dois regimes, localizada em Y., que nao é cap-
turada pela andlise do sistema em campo médio. E importante notar que toda e
qualquer extincao, nesse tipo de modelo, leva o sistema a um estado absorvente e,
devido a auséncia de mutacoes, a diversidade é sempre uma quantidade decrescente.
Abaixo de x., o campo médio nao descreve bem o comportamento assintotico médio
da rede quadrada, seja qualitativa ou quantitativamete. Além disso, o valor de Y.
indica que acima de um certo nivel de transitividade (x > x.) as correlagoes espaci-
ais deixam de ser importantes e o sistema é atraido para os pontos fixos do campo
médio (sem oscilagoes nas densidades).

De modo geral, observa-se que conforme x varia, as correlagoes espaciais geram
respostas nao monotonicas, ao contrario do que o campo médio preve. Para xy < xe,
as espécies 2 e 3 (e, analogamente, 0 e 1) respondem de maneiras opostas: enquanto
p3 cresce com Y, po diminui. Esse comportamento é oposto ao que se observa em
campo médio. Para xy > x., por outro lado, os resultados de ambas as aborda-
gens coincidem razoavelmente. Note que, embora as espécies 0 e 1 se tornem mais

agressivas conforme y aumenta (por defini¢do), elas apresentam comportamentos
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contrarios. Como ambas sao predadoras de 2, essa espécie tem a menor densidade
(sendo extinta, em campo médio). Para x > x., g2 = 0 e as espécies sobreviventes
formam um sistema do tipo Pedra-Papel-Tesoura heterogéneo, tanto na rede quanto
em campo médio. Esse sistema obedece o principio da “sobrevivencia do mais fraco”:
conforme a probabilidade de invasdo x da espécie mais fraca (1) aumenta, p; dimi-
nui, enquanto a densidade da “presa da presa do mais fraco” [20], nesse caso py,
aumenta. Para x < Y., as quatro espécies coexistem. Nesse caso, o principio da
“sobrevivéncia da presa da presa do mais fraco” [20] precisa ser modificado, ja que
algumas espécies possuem mais de uma presa. Embora as espécies 0 e 1 tenham um
nimero maior de alvos, elas sao menos eficientes e podem ser consideradas as mais
fracas, ja que a sua probabilidade total de sucesso é menor do que 1 (1 + x < 2).
As espécies 2 e 3, por outro lado, sempre vencem suas presas. No entanto, apesar
de mais forte, é a presa dos mais fracos (espécie 2) que acaba sendo extinta. Assim,
embora nao haja uma generalizacao ébvia do principio acima, é possivel eliminar a
ambiguidade na definicao de fraco e forte se considerarmos valores diferentes para
os seis parametros de interacao, o que pode permitir que essa afirmacao seja feita.
E evidente, também, que para sistemas com nimeros cada vez maiores de espécies,
esses principios de sobrevivéncia se tornarao cada vez mais intrincados.

E importante notar que, mesmo quando os processos de predacao e reprodugao
podem ocorrer de maneira independente (v < 1), e o sistema contém espagos vazios,
o principio estabelecido acima continua valido. De fato, para x > x.,, as simulagoes
de rede apresentam resultados qualitativamente similares para valores diferentes de
v, 0 que nao acontece em campo médio. Essa discrepancia entre os casos com e sem
estrutura espacial para v < 1, indica que as correlacoes espaciais sao essenciais na
manutencao da coexisténcia mesmo para Y > X, 0 que para v = 1 s6 é verdade
quando xy < . Apesar das similaridades qualitativas, é possivel observar que
conforme v diminui, diminui também a regiao de coexisténcia. Isso por que essa

probabilidade afeta localmente a transitividade do sistema. Quando v diminui,
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aumentam as chances de uma espécie deixar um descendente em um sitio esvaziado
por outra, prejudicando a ciclicidade local e, portanto, a intransitividade ciclica
do sistema. No entanto, mesmo quando a intransitividade do sistema é prejudicada
local e globalmente (através da diminuic¢ao de v e do aumento de y, respectivamente),
o sistema ainda apresenta coexisténcia entre as quatro espécies, figura 4.10. Assim,
embora a intransitivade seja importante na manutencao da diversidade, ela nao ¢é
um fator definitivo. Note, também, que a diminuicao de v perturba as oscilagoes
locais, as quais estao associadas a ciclicidade nas interacoes.

Sabemos que a inclusao de interacoes de longo alcance, se em nuimero suficiente,
permite que as oscilagoes locais sejam sincronizadas, mesmo a grandes distancias,
originando oscilagdes globais [63]. Como v tem um efeito perturbativo sobre essas
oscilacoes locais, é interessante estudar como o sistema se comporta quando intro-
duzimos interacoes de longo alcance para v < 1.

De modo geral, é conveniente considerar diferentes dimensoes, condic¢oes iniciais e
tipos de rede (rede aleatéria, pequeno mundo, etc), afim de verificar o quao robustos
sao os resultados. Ja sabemos que o estado final (ou de equilibrio) do sistema é
consideravelmente afetado pelas correlacoes espaciais, e nao pode ser antecipado
com base na estrutura do grafo apenas. No entanto, pode ser conveniente analisar
como o modelo se comporta para diferentes estruturas espaciais a fim de entender o
papel das correlacoes espaciais na transitividade do sistema. Nesse caso, seria viavel
quantificar a transitividade de uma rede trofica e correlaciona-la a coexisténcia da
respectiva populacdo, o que ainda é uma questao em aberto ( [10,32,33,64-66], por
exemplo).

Outras questoes que ainda podem ser exploradas envolvem introduzir mobilidade,
o que também pode afetar a transitividade do sistema, e incluir a possibilidade de
morte expontanea (s; — )), o que nao acontece em nosso modelo pois consideramos,
implicitamente que os processos de reproducao e predacao sao muito mais rapidos,

Tmorte > Treprodpred- Finalmente, permitir que o grafo de interagoes tenha pesos
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genéricos deve gerar comportamentos ainda mais ricos do que os observados.
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