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RESUMO

A abordagem Bayesiana na inferéncia estatistica tem sido muito utilizada
como uma alternativa aos métodos classicos. Neste trabalho, apresentamos
uma abordagem Bayesiana para a estimacgao dos parametros dos modelos au-
toregressivos de médias mdoveis de ordens p e ¢, denotados por ARMA(p, q) e
do modelo autoregressivo fracionariamente integrado de médias moveis, de-
notado por ARFIMA (p, d, q). Para o ultimo modelo, a abordagem Bayesiana
é realizada assumindo p = ¢ = 0. Considerando o modelo AR(p), que é
um caso particular do modelo ARMA(p, q) onde ¢ = 0, um estimador é
proposto através da abordagem Bayesiana. A eficiéncia do estimador é ver-
ificada através de simulacoes de Monte Carlo e os resultados sao compara-
dos com o método classico da maxima verossimilhanca. No caso do modelo
ARFIMA(0,d,0), um estudo tedrico é realizado através de uma abordagem
Bayesiana. Para estimar os parametros desse modelo, ¢é utilizada a sua re-
presentacao autoregressiva.

Alguns algoritmos computacionais Bayesianos sao apresentados nesse tra-
balho j& que desempenham um papel importante na inferéncia Bayesiana.
Alguns desses algoritmos, como o amostrador de Gibbs e o Metropolis-Has-
tings, foram utilizados na construcao dos estimadores para os parametros dos

modelos ARMA e ARFIMA.

ABSTRACT

The Bayesian approach in statistical inference has been widely used as
an alternative to traditional methods. In this work, we present a Bayesian
approach for estimating the parameters of the autoregressive moving average
processes of order p and q, denoted by ARMA(p, ¢) and of the autoregressive
fractionally integrated moving average process, denoted by ARFIMA(p, d, q).
For the later model, the Bayesian approach is performed assuming p = ¢ = 0.
Whereas AR(p), which is a particular case of the ARMA(p, q) model when
g = 0, an estimator is proposed via the Bayesian approach. The efficiency
of the estimator is verified by Monte Carlo simulations and the results are
compared with the classical maximum likelihood estimator. In the case of
ARFIMA(0,d,0) process, a theoretical study is performed by the Bayesian
approach. For estimating the parameters of that process we consider its
infinite autoregressive representation.

Some Bayesian computational algorithms are presented in this work since
they play an important role in Bayesian inferences. Some of these algorithms,
such as Gibbs sampler and Metropolis-Hastings algorithm, were used in bu-
ilding the estimators for the parameters of ARMA and ARFIMA models.
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Capitulo 1

Introducao

No estudo de séries temporais, aquelas que apresentam a caracteristica de
longa dependéncia ou longa memoria, tém sido muito mencionadas na lite-
ratura. A longa dependéncia tem sido observada em diversas areas, como
na astronomia, economia e hidrologia. Acreditava-se que as observagoes,
desde que separadas por um longo periodo de tempo, poderiam ser conside-
radas como sendo independentes. Verificou-se, no entanto, que mesmo para
observagoes distantes, a correlacao entre elas nao poderia ser considerada
desprezivel.

A longa dependéncia de um processo {X;}iez pode ser caracterizada no
dominio do tempo através da sua funcao de autocorrelagao, que nao é ab-
solutamente convergente. No dominio da frequéncia, a longa dependéncia
¢ caracterizada através da funcao densidade espectral, que assume valores
ilimitados para frequéncias proximas de zero. Estudos iniciais envolvendo
séries temporais com esta propriedade foram apresentados pelo hidrologista
Harold E. Hurst, em 1951, ao estudar a série temporal das vazoes do rio Nilo.
Um modelo muito utilizado para descrever o comportamento de uma série
temporal que possui longa dependéncia foi proposto por Granger e Joyeux
(1980) e Hosking (1981 e 1984), chamado modelo autoregressivo fracionaria-
mente integrado de médias mdveis, denotado por ARFIMA (p, d, q), onde d é o
parametro fracionario e p e ¢ sao, respectivamente, os graus do polinomio au-
toregressivo e o de médias méveis (ver Defini¢ao 2.16). A longa dependéncia
do processo { X}z é caracterizada pelo parametro d quando d € (0,0.5).
Alguns autores definem o processo como sendo de memdria intermedidria
quando d < 0 e de curta memoéria quando d = 0. Quando d = 0, o processo
ARFIMA(0,d,0) se reduz ao autoregressivo de médias mdveis de ordens p
e ¢, denotado por ARMA(p,q). Em Beran (1994) encontramos um estudo
completo dos modelos ARFIMA (p,d, q). Lopes (2008) apresenta um estudo
completo sobre estimacao e previsao de processos lineares e nao lineares com
a caracteristica da longa dependéncia.

Na estimacao classica, diversos métodos sao utilizados para estimar os
parametros do modelo ARFIMA. Entre os mais utilizados aparece o método



que pertence a classe paramétrica, proposto por Fox e Taqqu (1986) e Sowel
(1992). Esse método estd baseado na funcao de verossimilhanga e a estimagao
de todos os parametros do modelo é feita simultaneamente. Na classe semi-
paramétrica destaca-se o método de regressao proposto por Geweke Porter-
Hudak (1983). Nesse método, o parametro d é calculado em um primeiro
passo e os demais parametros no segundo passo.

O método classico para a estimacao dos parametros de um modelo qual-
quer considera esses parametros como sendo constantes a serem estimadas.
Alternativamente ao método classico, o método Bayesiano permite tratar
os parametros de um modelo como sendo variaveis aleatorias e devem, por-
tanto, seguir alguma distribui¢ao de probabilidade. Os métodos Bayesianos,
na inferéncia estatistica, tem sido muito utilizados como alternativa aos méto-
dos classicos. Uma caracteristica importante da inferéncia Bayesiana é que
ela permite incorporar uma informacao inicial aos parametros de um mode-
lo, dada pela funcao de distribuicao a priori, a qual traz informagoes dos
parametros antes que os dados da série temporal tenham sido analisados.
A fundamentacao da teoria Bayesiana estd no teorema de Bayes, que rela-
ciona a funcao de distribuicao a priori com a funcao de verossimilhanga,
obtendo assim a funcao de distribuicao a posteriori. A partir dessa funcao
de distribuicao, toda a inferéncia sobre os parametros pode ser realizada.

O objetivo desse trabalho é apresentar uma abordagem Bayesiana para
a estimagao dos parametros dos modelos ARMA(p,q) e ARFIMA(0,d,0),
assim como apresentar alguns métodos computacionais que sao utilizados
para obter inferéncias da funcao de distribuicao a posteriori.

No Capitulo 2 desse trabalho, apresentamos alguns conceitos bésicos que
envolvem a andlise de séries temporais. Definimos os processos ARMA (p, q)
e ARFIMA(p, d, q) e o processo ARFIMA(0, d,0) como sendo um caso parti-
cular do ultimo. Também sao apresentadas as principais propriedades desses
processos. No Capitulo 3, apresentamos os estimadores classicos para o
parametro de diferenciagdo d do modelo ARFIMA(p, d, q) onde é feita uma
breve descricao dos métodos da maxima verossimilhanca e daqueles baseados
em uma regressao linear simples. A seguir, é feita a descricao da metodolo-
gia Bayesiana, onde caracterizamos as fungoes de distribuicao a priori e a
posteriori. A partir dai, apresentamos uma abordagem Bayesiana para o
modelo ARMA(p, q). Resultados andlogos sao considerados para o mode-
lo autoregressivo de ordem p (AR(p)), j& que este é um caso particular do
modelo ARMA (p, ¢) quando assumimos ¢ = 0. Para este titimo modelo, um
estimador é proposto utilizando resultados da metodologia Bayesiana. Na
construcao do estimador, utilizamos o algoritmo Metropolis-Hasting, que é
apresentado no Capitulo 4. Para verificar o desempenho desse estimador
foram feitas simulagoes e os resultados foram comparados com o método
classico da maxima verossimilhanga. Além disso, o estimador proposto é
utilizado para estimar o parametro d de um processo ARFIMA(0, d,0), con-



siderando a sua representacao autoregressiva infinita. KEssa representacao
permite que o processo ARFIMA(0, d,0) possa ser aproximado por um mo-
delo autoregressivo de ordem m. O valor que m deve assumir, para que se
tenha uma boa aproximacao, depende do valor do parametro fracionario d.
No Anexo B apresentamos um estudo que determina os valores de d para
uma maior ou menor ordem de aproximacao. Ainda no Capitulo 3 apre-
sentamos uma anélise Bayesiana do processo ARFIMA(0,d,0). A partir do
vetor de parametros para esse modelo, é definida a funcao de distribuicao
a priori, a funcao de verossimilhanca e, consequentemente, a funcao de dis-
tribuicao a posteriori, juntamente com o desenvolvimento dos calculos que
definem tais fungoes. O Capitulo 4 apresenta alguns algoritmos computa-
cionais Bayesianos cléssicos. Eles desempenham um avancgo na inferéncia
Bayesiana ja que permitem obter amostras da fungao de distribuicao a pos-
teriori de interesse.

No Capitulo 5 apresentamos as conclusoes finais, assim como propostas
para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Apresentamos nesse capitulo alguns conceitos fundamentais necessarios para
o estudo de séries temporais. Uma série temporal é uma sequéncia de obser-
vacoes de uma determinada variavel aleatoria, ordenadas ao longo do tempo.
Como exemplos de séries temporais podemos citar as medidas da tempera-
tura de uma cidade, registros de nascimentos ou 6bitos em uma determinada
regiao ou a taxa de desemprego no pais. O nimero de manchas solares e
o volume anual minimo de rio Nilo, estudados no Capitulo 3, também sao
exemplos de séries temporais.

Ao estudar séries temporais, queremos construir modelos que permitam
explicar o comportamento da série temporal no periodo observado. Dessa
forma, podemos fazer previsoes futuras para a série temporal tendo como
base os valores passados. Alguns conceitos sao importantes para a com-
preensao desses modelos e sao apresentados no inicio desse capitulo. Ini-
ciamos definindo conceitos basicos, como o de processos estocasticos, esta-
cionaridade, funcao de autocovariancia, de autocorrelacao e densidade espec-
tral. Definimos alguns processos estocasticos importantes, como o processo
Gaussiano e o processo de ruido branco. Definimos também os processos au-
toregressivos de médias moveis (ARMA) e autoregressivo fracionariamente
integrado de médias moveis (ARFIMA), assim como suas principais pro-
priedades. Um estudo mais completo pode ser encontrado em Brockwell e
Davis (1991) e Wei (1990).

2.1 Conceitos e Resultados Basicos

Nesta secao, daremos os conceitos e resultados basicos para este trabalho.

Definigao 2.1 (Processo Estocéstico). Um processo estocdstico é uma familia
de varidveis aleatérias {X;}ier definidas em um mesmo espago de probabi-
lidade (2, A,P) sendo T' um conjunto de indices (que pode assumir valores
em um conjunto discreto ou continuo), €2 o espago amostral, A a o-algebra



da classe de eventos aleatérios e P : A — [0; 1] a fungdo que associa pro-
babilidade a um evento aleatério qualquer.

Observacao 2.1. Neste trabalho consideramos os casos em que T = Z e
T = {1,2,---,n}. Quando T = {1,2,-- - n}, temos uma série temporal
{Xi}7, que é uma amostra aleatéria advinda do processo {X;}iez.

Quando desejamos ter uma ideia do grau de dependéncia entre um
numero finito de variaveis aleatérias, podemos calcular a funcao de autoco-
variancia.

Definicao 2.2 (Fungao de Autocovariancia). Seja {X;}iez um processo es-
tocastico tal que Var(X;) < oo, paratodot € Z. A func¢do de autocovariancia
do processo, denotada por yx(+, ), é dada por

vx(r,s) = Cov(X,, X;) = E[(X, — E(X,))(Xs — E(X}))], para todo r,s € Z.

Defini¢ao 2.3 (Funcao de Autocorrelagao). Seja {X;}iez um processo es-
tocastico tal que Var(X;) < oo, paratodot € Z. A fungdo de autocorrelagao
do processo, denotada por px(-,-), é dada por

_ vx (7, 8)
VVar(X,)y/Var(X,)’

Definigao 2.4 (Processo Estaciondrio). Um processo {X;}iez € dito esta-
ciondrio se e somente se

para todo r, s € Z.

Px (Tu S)

(a) E(]X;]*) < oo, para todo t € Z
(b) E(X;) = p, para todo t € Z
(c) vx(r,s) =vyx(r+t,s+1t), para todo r, s, t € Z.

Observacao 2.2.

1- A estacionariedade definida acima é também chamada estacionariedade
fraca, estacionariedade de sequnda ordem ou estacionariedade de covariancia.

2- Se { X, }1ez € estaciondrio entao vyx(r, s) = yx(r —s,0), para todo r, s € Z
(basta tomar t = —s no item (c) da Definigdo 2.4). Portanto, podemos
redefinir a funcdo de autocovariancia por

vx(k) = vx(k,0) = Cov(Xyix, Xi), paratodo t, k € Z. (2.1)

3- Se { X }1ez é estaciondrio, entao a fungao de autocorrelagao é definida por

k
px(k) = WXEO; = Corr(Xyr, Xy), paratodo t,k€Z,
X

onde 7x(0) = vx(0,0) = Var(X;).
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Definicao 2.5 (Processo Gaussiano). Um processo estocdstico { X; ez € dito
Gaussiano se, para qualquer conjunto tq, tg, - - -, t, € Z, as variaveis aleatérias
Xy, Xty, -+, Xy, tém uma distribui¢ao normal n-dimensional.

Definicao 2.6 (Ruido Branco). O processo {&;}ez é denominado um ruido
branco com média zero e variancia o2, denotado por g, ~ WN(0, 2), se

o, k=0,

£

o k0 (22

2 2
E(e;) =0, Var(e) =E(ef) =02 e (k)= {
Observacao 2.3. Observe que um processo ruido branco é formado por
variaveis aleatorias com média zero, variancia finita e constante e nao cor-
relacionadas.

Muitas vezes desejamos estimar a funcao de autocovariancia a partir das
observacoes de uma amostra finita {X;}}; de varidveis aleatorias. Essa esti-
mativa nos dé informacoes sobre o grau de dependéncia do processo { X }iez.
Para estimar a funcao de autocovariancia vx (+), usamos o estimador definido
como segue.

Definigao 2.7 (Funcao de Autocovariancia Amostral). A func¢do de auto-
covariancia amostral do processo {X;}iez é definida a partir de uma série
temporal {X;}7, e é dada por

_ 1 =
’YXU{:)ZE (Xj-i-k_X)(Xj_X)? k=0,1,2,---,n—1, (23)

e Yx(—k) =7x(k), —=n < k <0, onde X = % ZlXj é a média amostral.
‘]:

Definigao 2.8 (Fungao de Autocorrelagdo Amostral). A fun¢do de auto-
correlagio amostral do processo {X;}icz é definida a partir de uma série
temporal {X;}, e é dada por

~ Ax(0)
onde yx(-) é dada pela expressao (2.3).

O teorema a seguir caracteriza a funcao de autocovariancia que pode ser
escrita na forma

e (k) = / M (M),
(_71—77@

para alguma funcdo Fx(-) com massa concentrada em (—m, 7.



Teorema 2.1 (Herglotz). Seja {X;}iez um processo estocdstico estaciondrio
e seja vx(+) sua fungao de autocovariancia, conforme expressao (2.2). Entao,
a fungdo vx(+) € fungao definida nao negativa se e somente se

vx (k) = / e dFx(\), para todo k € 7, (2.4)
(=]

onde Fx(-) € uma fun¢do continua a direita, nao decrescente e limitada em
[—m, 7] e Fx(—m) = 0. A funcao Fx(-) é denominada func¢do de distribui¢ao
A

espectral de vyx(-) (ou de {Xi}tez). Se Fx(\) = / fx(v)dv, —m < X <

7, entao fx(-) € denominada fun¢ao densidade es_];rectml de vx(+) (ou de

{Xihez).

Demonstracao: Se yx(-) tem representagao dada por (2.4) entdo vyx(-) é
Hermitiana, ou seja, satisfaz yx(—k) = yx(k). Além disso, se a, € C, onde
r=1,2,---,n, entao

n

Z a,vx(r — s)as = / Z a,as exp(iA(r — s))dFx ()

r,s=1 r,s=1

_ /_ : S 0, explidr)

r=1
de modo que yx(-) também é fungao definida nao negativa.
Reciprocamente, supor que yx(:) é uma funcao definida nao negativa.
Entao, definindo

2
dFx(X\) >0,

N =

2‘H %‘H

N
§ : —zr>\ )is)\
e
<

e utilizando que yx(+) é definida ndo negativa, temos que
fn(A) >0, paratodo \e€ (—m, 7.

Seja Fy(+) definida como sendo a func¢ao de distribuigdo correspondente a
fungao densidade fy(-). Assim,

0, A< —m,
Fx(\) =< [ fn(NdA, —m <A<, (2.5)
Fn (), A>T



Entao, para todo inteiro k,

. 1 |m| " e
ik I — o / i(k—m)A 2.
/(_mﬂ e dFn(N) py E ~ vx(m) e dX, (2.6)

Im|<N -

ou seja,

. _ ¥
/ ezk)\dFN()\) — (1 N> ’YX(k)a |k‘ < N, (27)
(—m,m] 0, |k’| Z N.

Podemos aplicar o teorema de Helly (ver Ash, 1972) para deduzir que existe
uma fungao de distribuicao Fx e uma subsequéncia {Fi, } de uma sequéncia
{Fy} tal que para alguma func¢ao continua limitada g(-) com g(7) = g(—m),
tem-se

/ gN)dFN,;(A) — g(N)dFx()\), quando j — oo. (2.8)
(—m,m] (—m,m]

Substituindo N por N; em (2.7) e considerando o limite j — oo, obtemos

vx (k) = /( . e dFx (N, (2.9)

a qual é a representacao espectral de vx ().
O
A seguir definimos dois estimadores da fun¢ao densidade espectral.

Definicao 2.9 (Fungao Periodograma). Sejam { X} }+cz um processo estocds-
tico estaciondrio e {X;}{, uma série temporal obtida a partir deste pro-
cesso. A fungdo periodograma calculada a partir da série temporal { X} |,
é definida por

n 2

Z e—i/\tXt

t=1

P p—

=5 , A€ (—m, 7. (2.10)

Observagao 2.4. Podemos reescrever a expressao (2.10) da forma

L,(\) = —(aX(O) +23 Ak (k) COS(Ak)), e (=), (2.11)

onde Yx(-) é a fungao de autocovariancia amostral do processo {X;}icz dada
na Definigao 2.3.

A fungao periodograma é um estimador nao-viciado mas, inconsistente,
para a funcao densidade espectral fx(-) (ver Brockwell e Davis, 1991; pég.
343). Na préxima definigdo apresentamos um estimador consistente para a
funcao densidade espectral.



Definicao 2.10 (Funcao Periodograma Suavizado). Sejam {X;}:cz um pro-
cesso estocdstico estaciondrio e {X;}7; uma série temporal obtida a partir
deste processo. A funcao periodograma suavizado calculada & partir da série
temporal {X;}},, denotada por fs(-), é definida por

fs()\):% g a K )3 (k) cos(Mk), A€ (~m.a],
k=—(n-1)

n—1
—(n—1

onde Yx(+) é a fungdo de autocovariancia amostral do processo definida em
(2.3) e k(-) é uma funcdo de ponderagao, sendo fungao par e continua, satis-
fazendo x(0) = 1, |k(z)| < 1, para todo z, e k(z) = 0, para todo |z| > 1.

Um estudo mais completo pode ser encontrado em Brockwell e Davis
(1991) e Wei (1990).

2.2 Processos ARMA(p, q)

Nessa secao, definimos os processos autoregressivos de média moveis de or-
dens p e ¢ para um processo {X;}iez, denotados por ARMA(p, ¢), que sdo
definidos em termos de equagoes de diferencas lineares com coeficientes cons-
tantes. Um processo ARMA(p, q) é frequentemente referido como um pro-
cesso de curta mémoria pois a fungao de autocovariancia (ou dependéncia)
entre X; e Xy, decresce rapidamente quando k — co. De fato, a sua fungao
de autocorrelagao é geometricamente limitada, ou seja,

px ()| < Cr*, ke N - {0},

onde C' > 0e 0 < r < 1. Dessa forma, a funcao de autocorrelacao de um
processo ARMA (p, ) tem a caracteristica de ser absolutamente somavel (ver
Brockwell e Davis, 1991).

Apresentamos também algumas propriedades desse processos, como cau-
salidade, invertibilidade e a sua funcao de densidade espectral.

Definicao 2.11 (Processo ARMA(p,q)). O processo estocéstico {X;}iez é
denominado um processo autoregressivo de média moével com média u, deno-
tado por ARMA(p, q), se é um processo estaciondrio satisfazendo as equagoes

O(B)(X; —pn) = V(B)ey, paratodot € Z, (2.12)

onde B é o operador defasagem, isto é, B/(X;) = X;—;, para j € NU {0}.
{et}iez 6 o processo de ruido branco com média zero e variancia o2 > 0, ®(-)
e VU(-) s@o os polinoémios de ordens p e g dados, respectivamente, por

D(2) = 1= frz— Go2? — oo — 6,27

U(2) =1+ 1z + oz + -+ 9,20 (2.13)
onde ¢;, 1 <1i <p,e;, 1 <j<qsao constantes reais.



Podemos supor, sem perda de generalidade, que 1 = 0.

Definigao 2.12 (ARMA(p, ¢) Causal). Um processo ARMA(p, q), dado pela
expressao (2.12) é denomidado causal se existe uma sequéncia de constantes

{m;};>0, tal que

Z ITj| <00 e X;= Zﬂ—jgt_j, para todo t € Z. (2.14)
=0

=0

Definigao 2.13 (ARMA(p, q) Inversivel). Um processo ARMA(p, q), definido
pela expressao (2.12), é denominado inversivel se existe uma sequéncia de
constantes {¢; },>0, tal que

Z lpj| <00 e & = ngth_j, para todo t € Z. (2.15)
=0

§=0
Observacao 2.5.

1- A causalidade e a invertibilidade nao sao apenas propriedades do processo
{Xi}1ez sozinho, mas sim da relagao entre os processos { X; ez € {&; hez que
aparecem na Defini¢ao 2.11.

2- Se p = 0 na equacao (2.12), isto é, se ®(z) = 1, entao obtemos X; = ¥(B)e,
e {Xi}iez é dito ser um processo média mdovel de ordem q e denotado por
MA(q).

Se ¢ = 0 na equagao (2.12), isto é, se W(z) = 1, entao obtemos ®(B)X; =
e e { X, hez € dito ser um processo autoregressivo de ordem p e denotado por
AR(p).

No teorema, a seguir, apresentamos a fun¢ao densidade espectral de um
processo ARMA(p, q).

Teorema 2.2. Seja { X, ez um processo estaciondrio ARMA(p, q), definido
em (2.12), onde ®(-) e V(-) nao possuem raizes em comum e ®(-) nao tem
raizes no circulo unitdrio. Entao, o processo {Xi}iez tem fungao densidade
espectral dada por

0.2

fx(A) =2

" or

2

—iA
(e . para todo X\ € (—m, 7. (2.16)

D(e—)

Demonstragao: A solugao estacionaria do processo ARMA(p, ¢), definido
em (2.12), pode ser escrita como

X, = ZWth_j, onde Z 75| < o0. (2.17)

= JEZ.
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Os coeficientes 7; podem ser calculados a partir da expressao

V(=) j_
3(2) = Z?sz = TI(2).

JEZ.

Por outro lado, a fun¢ao densidade espectral do processo {e; }ez é dada por

fe(N) = % Assim o processo { X }iez possui fungao densidade espectral.
Fazendo Uy = ®(B) X, = ¥(B)e;, obtemos que

foN) = [ fx (V) = [W(e™) fo(N). (2.18)

Como ®(-) ndo tem raizes no circulo unitario, temos que ®(e~*) # 0, para
todo A € (—m,m]. Logo,

[W(e= )
x(A) = ———=f-(A
Fx(V) e £\

a2 [W(e )]

27 |

para todo \ € (—m, 7.

2.3 Processos com Longa Dependéncia

A longa dependéncia pode ser definida a partir da caracteristica da funcao
de autocorrelagao do processo {X;}iez. Se a fungao de autocorrelagao vyx(+)
nao é absolutamente somavel, ou seja, se

S lpx (k)] = o

keZ

entao ha dependéncia significativa entre observagoes separadas por um grande
periodo de tempo.

Outra forma de se definir um processo com longa dependéncia ¢ a partir da
funcao densidade espectral que pode assumir valores arbitrariamente grandes
para frequéncias proximas de zero. A seguir introduzimos uma definicao mais
formal para a propriedade de longa dependéncia.

Definicao 2.14 (Processos com Longa Dependéncia). Um processo esta-
ciondrio {X;},., tem a caracteristica de longa dependéncia (ou de longa
memoria) se

px(k) ~ Ck**™' quando k — oo,

onde C' € R— {0} e 0 < d < 1/2. Equivalentemente, se existe um nimero
b e (0,1) tal que fx(A) ~ C1|A", Cp > 0, onde fx(-) é a funcéo densidade
espectral do processo, entdao {X;},., ¢ um processo estaciondrio com longa
dependéncia.
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Observacgao 2.6. Alguns autores diferenciam entre processos de memoria
intermediaria quando d < 0 e, portanto,

> lox (k)| < oo,

kEZ

e processos de longa dependeéncia, quando 0 < d < % e, neste caso,

S [px (k)] = oc.

kEZ

Definigao 2.15 (Operador Diferenca). Seja B o operador defasagem, isto
é, BI(X;) = X;—j, para j € NU {0}. Para qualquer ntmero real d > —1
define-se o operador diferenca V¢ = (1 — B)d através da expansao binomial

Vi=(1-B)= i w;(d)B, (2.19)

onde

(i —d k—1—d
-4 _ H — para todo j €N, (2.20)

p;(d) = L@+ 1I(=d) 0<k<j

com I'(+) a fungao gama definida por
(i) T(x) = [;°t* 'e'dt, para todo x > 0
(i) I'(0) = o0
(iii) ['(z + 1) = «I'(x), para todo = € R.

A seguir apresentamos uma classe de modelos que caracteriza a longa
dependéncia. Eles foram introduzidos, independentemente, por Granger e
Joyeux (1980) e Hosking (1981).

Definigao 2.16 (Processo ARFIMA(p,d,q)). Um processo {X;}iez € dito
ser um processo ARMA fracionariamente integrado, denotado por ARFI-
MA(p,d,q), com d € (—0.5,0.5) se, e somente se, {X;}icz é estaciondrio e
satifaz a equacao de diferencas

®(B)VYX,) = ¥(B)s,, paratodo t€Z. (2.21)

O parametro d é o grau de diferenciacdo, V¢ é o operador diferenca definido
em (2.19) , {ethez ¢ o processo ruido branco com média zero e variancia
02 >0, B é o operador defasagem e ®(-) e ¥(-) sdo os polindmios de ordem
p e q, também chamados de autoregressivo e média movel, respectivamente,
dados pela expressao (2.13).
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Um caso particular do processo ARFIMA (p, d, q) é aquele onde p = 0 = g,
ou seja, o ARFIMA(0, d, 0), também chamado de processo ARFIMA puro, o
qual satisfaz a equacao

Vi X)) =(1—-B)X, =¢, paratodo t¢cZ. (2.22)

O préximo teorema apresenta algumas propriedades do processo estocastico
ARFIMA(0, d, 0), tais como a sua representacao nas formas autoregressiva de
ordem infinita e média mével de ordem infinita, denotadas, respectivamente,
por AR(00) e MA(00). Além disso, apresenta a funcao de autocovariancia, a
funcao de autocorrelacao, a funcao de autocorrelagao parcial e a funcao den-
sidade espectral do processo {X;},.,, quando assumimos que d € (—0.5,0.5).

Teorema 2.3. Seja {X;},., um processo ARFIMA(0, d,0) definido em (2.22).
Entao,

(i) Quando d > —0.5, {X;}iez € um processo inversivel e apresenta-se
como um processo autoregressivo de ordem infinita (AR(c0)), ou seja,

B)X, = ngj ) Xi_; = €, (2.23)

onde

['(j—d) k—1—-d .
p;i(d) = - = —— para todo j € N.
J L(j+ DHI(—=d) 0<1_[k<j k

(2.24)

(11) Quando d < 0.5, {X;}iez € um processo estaciondrio e apresenta-se
como um processo média movel de ordem infinita (MA(00)), ou seja,

X, =(1- Z Pi(d)erj, (2.25)

I'(j+4d)

k—1+d
el C A eV - ] . (2.2
TG + T () H ’ , para todo j € N. (2.26)

0<k<j

Nos itens a seguir assumimos que d € (—0.5,0.5).
(iii) O processo {X;},oq possui fungdo de autocovariancia dada por

(—1)*0(1 — 2d)

vx (k) = J‘EF(/{ S vyt para todo k€ N — {0},
7x(0) = USH. (2.27)
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(iv) O processo {X;},o, possui fungio de autocorrelagio dada por

L(k+d)I'(1—d) H j—1+d

- todo k € N.
T(k—d+ 1)I(d) j_q o peratedo BE

px (k) =
0<j<k

(2.28)
(v) O processo {X;},., possui fungao de autocorrelagdo parcial dada por

ax (k) = %d, ke N-—{0}. (2.29)

(vi) O processo {X;},o, possui funcio densidade espectral dada por

o? 24 02 N
YRR (—) "
fx(N) 27r| e 5 |2sen( 5 . para todo A\ € (—m, ]|
(2.30)
Demonstracao: Ver Brockwell e Davis (1991).
U

Observagao 2.7. Pela formula de Stirling I'(z) ~ v2we *t!(z — 1)~ 2,
quando z — oo, as expressoes (2.24), (2.26) e (2.28) podem ser aproximadas
por

j—d—l
i(d) ~ Ta) quando j — oo
jd_l
Y;i(d) ~ ()’ quando j — o0
ra-d
px (k) k2d_1g quando k — oo.

rd)

onde “~” indica que a razao entre os dois termos tende a 1 quando 7 — oo
ou k — 0.

Observagao 2.8. Como sen(A) ~ A, quando A — 0, vemos que fx(\) ~
%)\_Qd, quando A — 0, ou seja, fx(0) é finita se, e somente se, d < 0.

O proximo teorema estabelece as condigoes para a existéncia e unicidade
da solugado de um processo ARFIMA(p, d, q), assim como as condi¢oes para
a sua causalidade e invertibilidade. Além disso, apresenta as suas funcoes de
autocorrelacao e densidade espectral.

Teorema 2.4 (Existéncia e Unicidade da Solugao Estaciondria). Seja {X;}ez
um processo ARFIMA(p,d,q) dado em (2.21). Suponha que d € (—0.5,0.5)

e que ®(-) e U(-) nao tem zeros em comum.
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(i) Se ® # 0, para |z| = 1, entdo existe uma unica solug¢ao estaciondria
{Xi ez para (2.21), dada por

X = g (231)

onde ¢() = 3_ ¢3(d)7 = FH(1 - 27"

(i1) A solu¢ao {X;}iez € causal se e somente se ®(z) # 0, para todo |z| < 1.

(11i) A solugcio {X;}iez € inversivel se e somente se W(z) # 0, para todo
|z| < 1.

(iv) Se a solu¢io {X;}iez € causal e inversivel entdo a sua func¢ao de au-
tocorrelagao px () € a fung¢ao de densidade espectral fx(-) satisfazem,
para d # 0,

px (k) ~ CE*' quando k — oo

onde C #0, e

o2 [W(e=N[? a2 02 fU(1)
A= 0 Lj—e® N—E( ) A~

quando X — 0.

Demonstracao: Ver Brockwell e Davis (1991).
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Capitulo 3

Estimacao Bayesiana em
Processos de Longa
Dependéncia

Iniciamos este capitulo apresentando estimadores classicos para o parametro
de diferenciagdo d do processo ARFIMA(p,d,q). Sao descritos os métodos
de maxima verossimilhanca e o método obtido de uma regressao linear sim-
ples, utilizando a funcao periodograma. No que segue, toda a analise es-
tatistica desenvolvida considera a metodologia Bayesiana para a estimacao
dos parametros nos modelos AR(p), ARMA(p,q) e ARFIMA(0,d,0). Sao
caracterizadas as fungoes de distribuicao a priori, de verossimilhanca e de
distribuicao a posteriori. Para ilustrar a metodologia Bayesiana, apresen-
tamos um exemplo cujo parametro é unidimensional e estabelecemos uma
estimativa pontual para esse parametro.

Apresentamos uma abordagem Bayesiana para o modelo ARMA(p, ¢) (ver
Séafadi e Andrade, 2007). Para o modelo AR(p), um estimador é proposto
utilizando resultados da metodologia Bayesiana. Para avaliar a eficiéncia
desse estimador, sao feitas simulacoes e os resultados sao comparados com
o método classico da maxima verossimilhanca. Uma aplicacao do modelo
AR(p) é feita utilizando uma série temporal com dados reais. O estimador
proposto também ¢ utilizado para estimar os parametro d e 02 de um pro-
cesso ARFIMA(0, d,0). Nesse caso, o modelo ARFIMA(0, d,0) é aproximado
por um modelo autoregressivo de ordem m. Como aplicacao para o modelo
ARFIMA(0, d, 0), utilizamos a série temporal que representa o volume anual
do rio Nilo, ja que esta série temporal apresenta caracteristica de longa de-
pendéncia (ver Palma, 2007). O final desse capitulo apresenta uma andlise
Bayesiana do processo ARFIMA(0, d,0).
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3.1 Estimacao Classica

Nesta secao apresentamos alguns métodos de estimacao do parametro d do
processo ARFIMA(p, d, q). O primeiro é o método da maxima verossimilhan-
¢a proposto por Fox e Taqqu (1986), utilizando a aproximagao sugerida por
Whittle (1953) que é um estimador paramétrico, onde todos os parametros
sao estimados simultaneamente.

Na classe de estimadores semiparamétricos, apresentamos o método da
regressao, utilizando a fungao periodograma, proposto por Geweke e Porter-
Hudak (1983). Nesse método de estimagao o parametro de diferenciagao d é
estimado primeiro enquanto que os demais parametros sao estimados em um
segundo passo.

Definigao 3.1 (Estimador Nao Viciado, U.M.V.U e Consistente). Sejam
{Xi}1ez um processo estocéstico estaciondrio e { X}, uma amostra desse
processo. Denotamos por 7(#) um parametro qualquer do processo {X;}iez
e T(Xy, Xy, -, X,,) um estimador qualquer de 7(6). Entao,

(a) T(Xy, X, -+, Xp) é um estimador nao viciado para 7(6) se, e so-
mente se, E(T'(Xy, Xo, -+, X,,)) = 7(0).

(b) Se Var(T*(X1, Xa, -+, X,)) < Var(T(Xy, Xa, -+, X)), para todo
estimador nao viciado 7(#), entdo T(Xy, Xo, -, X,) é dito ser um
estimador U.M.V.U (Uniformly Minimum Variance Unbiased) para o
parametro 7(0).

(c) Seja {T,,(X1, Xa,- -+, X,,) }n>1 uma sequéncia de estimadores para
7(0). Entao, T, é um estimador consistente em probabilidade para
7(0) se, e somente se,

lim P(|T (X1, Xa, -, X,) — 7(0)] < €) = 0, (3.1)

n—o0

para todo € > 0.

3.1.1 Método da Maxima Verossimilhanca

O estimador de méxima verossimilhanga sugerido por Fox e Taqqu (1986)
estd baseado na funcao de verossimilhanca aproximada, sugerida por Whittle
(1953), e por isso é denotado por W. O estimador W, sob certas condigoes
de regularidade é consistente e possui distribuicao assintotica normal. Além
disso, é nao viciado e de minima variancia. Vamos assumir que {X;}ez é
um processo Gaussiano estacionario com média . e variancia o?. Além disso,
fx(-) = fx(-,m) é a fungao densidade espectral do processo {X;}iez, onde
N = (P1,  Opy V1, -+, Uy, d,02) € RPFITL xR, é o vetor de parametros
desconhecidos de tamanho m = p + ¢ + 2.

17



Através da amostra {X;}}; do processo {X;}icz, podemos estimar os
parametros do vetor 1 utilizando a funcao de verossimilhanca, dada por

_n _1 1 —
Lixim) = (27) 3 S(m)|“Feap| — X (Sam) x|, (3:2)
onde x = (x1,%2,--+,2,) € R", x' é o vetor transposto do vetor x e ¥,,(n)

é uma matriz quadrada n X n, da forma

n

Za(m) = [130.5)] (33)

.o . )
i,7=1

onde

’y;?(z',j) = Q(z —j), paratodo i,j=1,---,n, (3.4)

e 7;(7() = vx(-) é a fungao de autocovariancia do processo { X; }ez, dada pela

expressao (2.1).
O logaritmo da funcao de verossimilhanga em (3.2) é dado por

£ax5m) = I (L0 m)) = =5 I0(2m) = S (I (m)) — 53X Sal)] . (3.5)

Assim, obtemos o vetor m-dimensional

£(xim) = (a%ﬁn(x;n))j1
= (g mfmm - x [ mam X)L 6
20m, 2 Lon; j=1

O estimador de méxima verossimilhanca pode ser obtido maximizando
(3.5) com relagdo ao vetor m. Sob algumas condigoes de regularidade, isso
pode ser feito resolvendo o sistema de m equagoes

L, (x;7) =0,

dado pela expressao (3.6), onde 7 é o estimador de maxima verossimilhanga
de n.

Caso a série temporal {X;}} ; tenha um tamanho amostral relativamente
grande (por exemplo, 5000 dados), fica dificil obter a inversa da matriz de
autocovariancias [¥(n)]”" pois, nesse caso, serd necessario inverter uma ma-
triz quadrada de ordem n. No entanto, é possivel usar uma forma aproxi-
mada para a matriz [¥(n)]”" estabelecida por Whittle (1953). Utilizamos
o método da méaxima verossimilhanca aproximada para estimar 7, maxi-
mizando a funcao

L) =(—o2—) " exp{ - Z2n W2, (3.7

2o x 2nox
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ou seja, minimizando

Z'A,(n)Z

3.8
T, (33)
onde Z = (X; — X, -+, X, — X), X é a média amostral e
An(n) = (k)i (3.9)
é a matriz n X n proposta por Whittle (1953) para aproximar ¥, (n) com
1 4 1 :
a(k) = e dN, (3.10)

(2m)? J_x fx(Aim)

onde fx(-,m) é a funcdo densidade espectral caracterizada pelo vetor de
parametros 1.
Computacionalmente, o estimador W é obtido minimizando a forma dis-

creta
(5]

1 I,(\;)
L.(n) = — (ln A, +—J>, 3.11
()= 5 D (sl + 550 (311)
onde 1 é o vetor de parametros desconhecidos, [x] é a parte inteira de x e
A= je {1, -, [2]} sdo as frequéncias de Fourier.

A variancia assintética do estimador W (ver Fox e Taqqu, 1986) é dada
por

Var(W) ~ % (3.12)

s
3.1.2 Método da Regressao Utilizando a Fungao Perio-
dograma

Nesta sub-secao, apresentamos um método de estimacao para o parametro de

diferenciagao d, proposto por Geweke e Porter-Hudak (1983). Esse estimador

estd baseado no método de regressao utilizando a funcao periodograma dada
na Definigao 2.9.

Seja {X; ez um processo ARFIMA(p, d, q) dado pela expressao (2.21),

com d € (—0.5,0.5). A fungao densidade espectral desse processo é dada por

—ix|—2d

fx(N) =[1=e] " fu(N), (3.13)

onde fy(+) é a funcao densidade espectral do processo ARMA(p, ¢), ou seja,

O(B)U, = ¥(B) onde U, =(1-B)'X,. (3.14)

Tomando o logaritmo na expressao (3.13) , temos que

In(fx(\) = ln<|1 . e*”r?d) n(fr (M) (3.15)
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ou, escrevendo de outra maneira,

In(fx(\) = In(fy(0)) — dln(|1 - e—M|2> + 1@%8) (3.16)

Substituindo A pela frequéncia de Fourier \; = ?,j € {0,1,---,[5]} e
adicionando In(7,,(\;)) em ambos os lados da igualdade na expressao (3.16),
onde I,(-) é a fungao periodograma (ver Definicao 2.9), obtemos

In(I,(A;)) = In(f7(0)) — dln(\l - 6%'\2) * 1“(%> * m(J;]U(—(A()j)))'
(3.17)

Considerando o limite maximo de j igual a g(n), o qual é escolhido de modo
g(n)
ln(%) ¢ despresivel se comparado com os outros termos do lado direito

da equagao (3.17). Dessa forma, a equagao (3.17) pode ser aproximada por

que — 0, quando n — 00, e \; < Ayn), onde g(n) é pequeno, o termo

In(Z,(\;)) = In(fr(0)) — dln<|1 Y 12) + 1n( J{j&%) (3.18)

e pode ser reescrita de forma aproximada por uma equagao de regressao linear
simples dada por

yj=a+br;+¢;, paratodo j=1,2,---,9(n) (3.19)

onde

y; = In(1,()\;), :Ej:ln<|1—e_i”\|2>, 5j:ln<
a = In(fy(0)) e b=—d. (3.20)

Podemos utilizar a regressao de minimos quadrados para encontrar o esti-
mador para o parametro d pelo método proposto por Geweke e Porter-Hudak
(1983), denotado por GPH, utilizando a fungao periodograma. Dessa forma,
da expressao (3.19) obtemos o estimador

g(n)
> (5~ )~ ) e
GPH = = , onde T=—Y uj, (3.21)
g(n) g(n) =

. (z; —T)°

<.
Il

Cco1m

71_2

E(GPH)~d e Var(GPH)< (3.22)

g(n)

6 (z;—)°

i=1
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3.2 Anadlise e Decisao Bayesiana

Suponhamos que temos um conjunto de dados y = (y1,¥2,- -, yn)" € admiti-
mos que eles tenham sido gerados a partir de uma distribuicao de probabili-
dade condicional a qual depende de uma quantidade 6, ou seja, temos uma
distribuigao condicional p(y|@), onde € € © pode ser um escalar ou um vetor
de parametros.

O objetivo é estimar 6 a partir dos valores conhecidos de y, ou saber
os valores dessa quantidade que sao os mais provaveis de gerarem y. Outro
interesse ao estudar uma série temporal é encontrar um modelo matematico
que nos permita fazer previsoes sobre os seus futuros valores.

Antes de observar os valores de y, podemos supor uma distribuicao de
probabilidade para 6, denotada por p(€) (a fun¢do de distribuicao a priori).
Em seguida, combinamos essa informagao com os dados através da func¢ao
de verossimilhanga, denotada por f(y|@). Como resultado obtemos a funcao
de distribui¢ao a posteriori, denotada por p(0|y), onde a inferéncia sobre
serd feita em funcao desta distribuicao.

O teorema de Bayes sera a base desse procedimento. No enfoque Bayesiano
o parametro @ é considerado uma quantidade aleatoéria e, caso assuma valores
continuos num certo intervalo, podemos escrever

p(Bly) = R (?g) p(6) 5 (3.23)

Note que o denominador na expressao (3.23) ¢ uma constante com relacao
a @, o que nos permite reescrever o teorema de Bayes como

p(0ly) < f(y|0)p(0),

o que significa que p(@]y) é proporcional ao produto da fungao de verossimi-
lhanca pela funcao de distribuicao a priori de 6, ou seja,

p(@ly) = Cf(y|0)p(0),

-(/ f(y!9)p(9)d9)_1-

O tratamento estatistico classico pode ser dificil quando envolve questoes
como estimacao de parametros e identificacao de modelos lineares e nao line-
ares com variaveis correlacionadas. Nesse contexto a abordagem Bayesiana
pode ser um caminho vantajoso. Do ponto de vista Bayesiano, existe a pos-
sibilidade de se obter a funcao densidade para os parametros e, portanto,
regioes de maior probabilidade, nao limitando-se apenas a estimativas pon-
tuais. O método de estimacao classica baseado na fungao de verossimilhanca
considera os parametros de um modelo como valores constantes a serem calcu-
lados. J& a abordagem Bayesiana considera os parametros do modelo como

onde
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variaveis aleatdrias, e como tais, devem ter uma distribuicao de probabili-
dade.

O método de inferéncia Bayesiana de um modelo ARMA(p, ¢q), por exem-
plo, requer a aplicacao de uma funcao densidade de probabilidade a priori
p(®, ¥, 7),onde ® = (¢, -+, ¢,), ¥ = (1, -, 9,) eT = ﬁ A funcao den-
sidade a priori expressa as incertezas sobre (®, W, 1) antes das observagoes
dos dados X = (Xp11, Xpta,- - -, X,)". Na abordagem Bayesiana a funcao de
verossimilhanca L(®, ¥, 7|X) e a fungao densidade a priori p(®, ¥, 1) sao
combinadas utilizando o Teorema de Bayes, de modo a se obter a fungao
densidade de probabilidade a posteriori f(®, ¥, 7|X), como na equagao

p(®, ¥, 7)p(X|®, ¥, T)
p(X)

onde p(X|®, ¥, 7) = L(®, ¥, 7|X), p(X) é a constante normalizadora para
assegurar que [_ f(®, ¥, 7|X)d®d¥dr = 1, e = é um subconjunto do RPTe+1
que representa o dominio de definicdo dos parametros (®, ¥, 7). A fungao
densidade a posteriori mostra como as variaveis aleatorias ®, ¥ e 7 sao
distribuidas apods a analise de X.

A seguir podemos entao calcular f(®|X), f(¥|X) e f(7]|X). Essas sao as
fungoes densidades a priori marginais de cada parametro ®, W e 7, respecti-
vamente, e a partir dai, extrair informacoes sobre os parametros. Podemos,
por exemplo, fazer uma estimacéo pontual para ¥ = E[f(¥|X)] assim como
Var(¥) e o intervalo de confianca P(ta2 < 5 < 1_g2) = 1 — «, para
7 = 1,---,q. Dessa forma a abordagem Bayesiana é mais flexivel do que
o método de maxima verossimilhanca pois ela permite que se teste varias
hipéteses para a fungao densidade a priori p(®,¥,7) e se escolha a que
resulta em uma funcao densidade a posteriori aceitavel para o problema con-
siderado.

Para ilustrar o método de estimacao Bayesiana, consideramos um caso
simples onde as variaveis aleatérias sao independentes e identicamente dis-
tribuidas.

F(®,0,7X) = (3.24)

Exemplo 3.1. Seja Y uma varidvel aleatéria com distribuicao de Poisson,
denotada por P(f), com pardmetro ¢. Assumimos que 6 é uma varidvel
aleatéria com distribuigao I'(a,b) com hiperparametros a e b conhecidos.
Esta é a funcao de distribuicao a priori para o parametro #. Assim, a fungao
densidade condicional de Y dado © = 6 é dada por

ol - SO

e, a funcao de distribuigao a priori da variavel 6 é dada por

, paratodo ye NU{0} (3.25)

a

m@“_l exp(—bf), paratodo 6 > 0. (3.26)

p(0) =
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Estimacao Pontual

Considerando y = (y1,¥2, -, ¥n) uma amostra aleatéria de tamanho n
da distribuicao de Poisson com parametro #, a funcao de verossimilhanca
para 0 é dada por

L@O:y) = [ rlo) =

n

B H exp(—0)0¥"  exp(—nb)0™
i1 yi! [Tyt

(3.27)

onde ng = > y;. De (3.23), temos que a fungao de distribuigao a posteriori

=1
de 6 é dada por

p(O)L(0;y)
Jo p(O)L(6;y)do
6" =1 exp[—(n + b)0]
J5~ 0oL exp[—(n + b)0]do°

p(0ly)

(3.28)

Sabemos que

o r
/ 1% texp(—bx)dr = %, paratodo a>0 e b>0. (3.29)
0

A expressao (3.28) pode ser reescrita como

D(0ly) = (n+ b)a+”y9;+"y_1 eicp[—(n + b)6] .
(a + ny)

Isso mostra que a funcao de distribuicao a posteriori para 6 também é

uma distribui¢ao gama, mas com parametros a +ny e n + b.

Um estimador pontual para 6 ¢ dado por 6 = E[p(fy)] =

(3.30)

a+ny
n+b -

Estimagao por Intervalo

Seja # um parametro unidimensional e assuma que a distribui¢ao a pos-
teriori para 6 seja unimodal. Um estimador por intervalo Bayesiano, com
probabilidade 1 — «a, é dado por (0, 6*), onde

[ omar=2 e [roa =2

o] *

e
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O intervalo (0,,0*) é chamado um intervalo de credibilidade para 6 com pro-
babilidade 1 — «.

No procedimento cléssico, se (y1,¥2, "+, ¥yn)" é uma amostra aleatéria de
uma populagao com densidade f(y;;0) e S = g(y1, 2, -+, Yn) é uma estatistica
com uma distribuigao amostral fs(s; ), utilizamos fs(s; ) para encontrar um
intervalo de confianca para 6.

Com uma confianca de 100(1 — )%, temos P(s,(6) < S < s*(f)) =1—«
e assim encontramos h*(s) e h.(s) tal que P(h.(s) <0 < h*(s)) =1—a. O
intervalo de confianca [h.(s); h*(s)] é interpretado da seguinte forma: 100(1—
a)% dos intervalos construidos contém o verdadeiro valor de 6. Considerar
um intervalo de confianca de 95% para o parametro 6, por exemplo, significa
que se retirassemos da populacao um grande nimero de amostras de tamanho
n, 95% dessas amostras iriam gerar intervalos de confianga que contém o
verdadeiro valor de 6 enquanto que 5% delas gerariam intervalos de confianga
sem conter o verdadeiro valor de 6.

Observamos que os intervalos de credibilidade Bayesianos obtidos da
funcao de distribuicao a posterior: tem uma interpretacao mais simples do
que os intervalos de confianca classicos.

3.2.1 Anaélise Bayesiana de um Modelo ARMA(p, q)

Esta sub-secao apresenta uma abordagem Bayesiana para a estimagao dos
parametros de um processo ARMA(p, ¢), apresentado na Defini¢ao 2.11. A
partir dai serd considerado o processo autoregressivo de ordem p, denotado
por AR(p), que aparece na Observagao 2.5 e é um caso particular do processo
ARMA(p, q). Neste modelo, 1 = (¢1, ¢a, - -+, dp, 02) € RP X R, ¢ 0 vetor que
contém os parametros a serem estimados. Sera ttil denotar o2 por 771

Utilizando os resultados da abordagem Bayesiana para o modelo AR(p),
o objetivo é construir, através do aplicativo R-project, os estimadores para
os parametros desse modelo. Os resultados obtidos foram comparados, via
simulacao, com o método tradicional da méaxima verossimilhanca.

A primeira parte dessa sub-secao apresenta a abordagem Bayesiana para
o modelo ARMA(p, q). Serao definidas a fungao de distribuicao a priori,
a funcao de méaxima verossimilhanca e, consequentemente, a funcao de dis-
tribuicao a posteriori, que contém as informacoes a respeito dos parametros
a serem estimados. Depois disso, estudamos o modelo AR(p) como um caso
particular. Um estudo de simulagao utilizando a abordagem Bayesiana ¢
feito através dos Métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov a serem
estudados (ver Sec@o 4.3), e os resultados sdo comparados com o método
tradicional da méaxima verossimilhanca. No final dessa sub-secao, uma série
de dados reais é analisada.

Anilise Bayesiana de um Modelo ARMA(p, q)
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Seja {X;}iez um processo ARMA(p, q), dado pela expressao (2.12). O
vetor de parametros do modelo é dado por

TI:(gbh"'7¢p7¢17"'a¢q70’3)/6Rp+qu+~ (331)

A funcao de verossimilhanca desse processo, a partir de uma série temporal
de tamanho n e condicionada as primeiras p observacoes, é dada por

L(®,¥ 71X, = H <%> T%exp{—g Z z—:f}

t=p+1 t=p+1
n
B _T T T 9
= (2m) z72 exp{—E Z 5t}
t=p+1
T n
_ 3 _ ' 2
= (Cr> exp{ 5 Z et},
t=p+1

(3.32)

T
onde C=(27) 2, T=n—per =02
O processo estocéstico (2.12) pode ser reescrito na forma matricial por

X = Z® + Ge, (3.33)

onde X = (Xerla Xp+27 T 7Xn),7 P = <¢17 T 7¢p), €€ = <5p+1> Ept2, 7€n>/-
As matrizes Z e G sao dadas por

X, - X

Xpi1 - Xy (334

TXp

s -
— o
o O
o O
o O

G=| Y2 U

—_
)
]

(3.35)
0000 -+ 1)

A funcao de verossimilhanca pode ser reescrita como

L@ W, 7X,) = S 5 VIEexp{(X — ZYV(X — Zd)}

1
V]2
= 172 |[V]2 exp{(X — Z®)' V(X — Z®)},

(3.36)
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_T
2

onde Oy = <+, C = (21)"2 e V= (GG’)"". Pode-se notar que, na funcio

V|2
de verossimilhanga em (3.36), os parametros de ¥ entram apenas na inversa

da matriz de covariancias V.

Toda inferéncia sobre os parametros ¢ feita através do conhecimento da
funcao de distribuicao a posteriori. Sabemos que a funcao de distribuicao a
posteriori é proporcional ao produto da funcao de distribuicao a prior: pela
funcao de verossimilhanca, de modo que uma funcao de distribuicao a priori
deve ser utilizada. Vamos assumir que a funcao de distribuicao a priori é da
forma p(®, ¥, 7) = Cy7 !, onde 77! = 02, pois temos pouco conhecimento a
respeito da distribuicao dos parametros. A integral da funcao de distribuicao
a priori p(®, ¥, 7) = Cy7~! nao é finita. No entanto, podemos usar essa dis-
tribuicao, ja que a fungao de distribuigao a posteriori resultante p(®, ¥, 7/X)
tem integral igual a 1. Para determinar o valor para a constante Cs, podemos
considerar um subconjunto D no dominio dos parametros (®, ¥, 1) tal que

/ p(®, ¥, 7)dPdWdr = 1. (3.37)
D
Entao,
/ p(®, ¥, 7)dPd¥dr = / Cor Hd®dWdr = 02/ T d®dVdr = 1.
D D D
(3.38)
Portanto,

-1
Cy = ( / 7_1d<I>d\I!dT> : (3.39)
D

Dessa forma, a funcao de distribuicao a posteriori é dada por

p(®, ¥, 7|X) = C3L(P,¥,7|X,)p(P, ¥, T)

= O,C 72|V exp{ - g(cp —d)Ys @ - ) + Vgsg}
027'_1,

1 T A A
= 40OV exp{ - (@ - d)Ti(@-d)+ ugsg,}
onde .
Cy = (/L(@,\II,T\Xn)p(q),\I!,T)d@d‘IldT> ,
d = (ZVZ) (ZVX), S;'=17ZVZ
(§

VG SE = —%(X —Z®YV(X - Zd).

Considerando a fungao de distribuigao a posteriori dada em (3.40), é possivel
utilizar o algoritmo Amostrador de Gibbs (ver Secao 4.4) para obter amostras

26



dos parametros. Para tanto, serd necessario o conhecimento das distribuicoes
condicionais completas desses parametros. Para ®, temos que

p(®|¥,7,X) =Cy exp{ - g(‘I) — @5 (@ - &J)},

onde .

Oy = (/ exp{ - %(@ — &y (@ - q%)}c@) , (3.40)
o que implica que ®|¥, 7, X ~ N(@, Yg). Para o parametro 7, temos que

p(7]®, ¥, X) = Cs75 ! exp{ (@ — )Z'VZ(® — &) + VGSE,},

-
2

onde
T T 2 = -
C’5 — (/ 7—571 exp{ — 5(‘1’ — @)/Z/VZ((I’ - @) + Vgsé}dT) . (341)

Portanto, 7|®, ¥, X ~ F(%,b), onde
b=(®—PVZVZ® - &)+ (X -Zd)V(X — Zd),
el =n—np.
Para gerar as amostras de W, vamos considerar a matriz V = (GG')™".
Utilizando a decomposicao de Cholesky para V~! encontramos G e, imedia-
tamente, os valores de W. Para gerar amostras da matriz V, temos

p(VI®,7.X) = Co|V[* exp{(® — ) Z'VZ(® -~ &)},
e, portanto,
VP, 7, X ~ Wishart(T + 2, %(q) _ ‘i))'Z’Z(Q) B <i>)>,

onde ® = (¢1,---,¢,), Z é a matriz T x p dada em (3.34), T =n—pe

-1 _ 2
T =0

An3lise Bayesiana de um Modelo AR(p)

A anélise feita para o modelo AR(p) é similar & andlise para o modelo
ARMA (p, q), j& que um modelo autoregressivo é um caso particular do mo-
delo ARMA(p, q), onde ¢ = 0. Nesse caso, temos que ¥ = 0, ou seja, ¢, = 0,
para todo j € {1,2,---,q}. Entdo, a matriz G ¢é agora dada por

1000 ... 0
0100 ..0
G=|0010 -0 ,
0000 1

TxT
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ou seja, G é a matriz identidade T' x T, o que implica que V = (GG’)_1 =

I7w7. Assim, a matriz V podera ser ignorada em alguns calculos envolvendo
o modelo AR(p).

A funcao de distribuigao a posteriori dada em (3.40) pode ser reescrita
por

p(®,7X) = Cyr® exp{ - g(cﬁ By N(B - B) + ung}, (3.42)

onde .
d=(22)(ZX),
Y =77,

vGS2 = —%(X —Z®)(X - Zd).
As distribuig¢oes condicionais completas para o modelo AR(p) sdo dadas a
seguir

p(®|7.X) = Cir texp{ = L(® - &)z M@ - &)},

-
2
o que implica que ®|7,X ~ N(@,ZG). Para o parametro 7, temos que
7|®, X ~ I‘<%,b), onde

b=(® - D)Z'Z(® - ®) + (X - Z®) (X — Zd).

Assim, utilizando a fungao de distribuicao a posteriori p(®,7|X), foram
encontradas as condicionais completas ®|7, X ~ N(<i>, Yg)eT|®, X ~ T (%, b) .

A partir dai utilizamos o Amostrador de Gibbs (ver Sec¢ao 4.4) para obter
amostras desses parametros.

Selecao de Modelos

Os parametros do modelo AR(p) foram ajustados para diferentes valores
de p. Entao, é preciso escolher o valor de p mais adequado. O modelo deve
ter o menor nimero de parametros possivel além de ajustar corretamente o
conjunto de dados.

Dois critérios muito utilizados para se escolher qual o valor de p a ser
utilizado sdo: o critério de informacao de Akaike (AIC) e o critério Bayesiano
de informagao (BIC). Esses critérios sao dados por:

2
AIC =1In(771) + % (3.43)
‘ k1
BIC = In(r1) + F1n(). (3.44)
n
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onde k = p+ 1 en é o tamanho da série temporal. A ordem p do modelo é
escolhida encontrando o valor de k que minimize (3.43) ou (3.44), conforme
o critério a ser utilizado.

Simulacoes

Para avaliar a eficiéncia do estimador vamos realizar simulacoes e descre-
ver os resultados encontrados. Utilizando a funcao arima.sim presente no
R-project, foi considerado re = 1000 replicagoes de um processo AR(p), para
p € {1,2}. Para o modelo AR(1) foi utilizado ¢; = 0.3 e para o modelo
AR(Q), ¢1 =03e ¢2 = 0.6.

Para avaliar a eficiéncia do estimador proposto através da abordagem
Bayesiana e comparar com o estimador presente no R-project, utilizamos
suas média, erro quadratico médio (eqm), variancia (Var) e vicio. Elas sdo
dadas, respectivamente, por

re

1 A - 1 R 2
ddia = — E 0, = — 0:— 0y,
média " 2. i, eqm " (6 )

j=1
re R 9
var = — » (f; —média) e vicio = média — by (3.45)
re ‘=
onde éj, para cada j € {1,2,---,re}, é o valor do estimador na j-ésima repli-

cacao; Oy é o valor nominal do parametro. Os resultados dessas simulacoes
sao apresentados nas Tabelas 3.1 e 3.2.

Tabela 3.1: Resultado da Estimacao Classica e Bayesiana de um Modelo
AR(1), com ¢y = 0.3.

H Classica | Bayesiana ”

o1 vicio(¢1)  Var (¢1) eqm (¢1) b1 vicio(¢1)  Var(¢1)  eqm(¢1)
0.29725 0.00275 0.00095 0.00096 0.29802 0.00198 0.00094 0.00095

Tabela 3.2: Resultado da Estimacao Classica e Bayesiana de um Modelo
AR(2), com ¢ = 0.3 e ¢ = 0.6.

H Classica ”

b1 vicio(¢1)  Var (¢1) eqm (41) b2 vicio(da)  Var (d2) eqm (¢2)
0.29763  0.00237 0.00067 0.00070 | 0.59484  0.00516 0.00071 0.00073
H Bayesiana ”

d;l vicio(qi;l) Var (¢A>1) eqm ((51) qgg vicio(qgg) Var ((132) eqm (q§2)
0.29872 0.00128 0.00066 0.00069 0.59561 0.00439 0.00065 0.00067

De acordo com os valores encontrados nas Tabelas 3.1 e 3.2, é possivel
verificar que, em ambos os modelos AR(1) e AR(2), os resultados foram um

29



pouco melhores quando o estimador proposto foi utilizado, ja que a média
estd mais proxima do valor nominal do parametro e os valores para o erro
quadratico médio e para a variancia sao um pouco menores.

A seguir, apresentamos uma aplica¢ao para o modelo AR(p). O valor de
p € escolhido utilizando os critérios de selecao de modelos AIC e BIC, como
estd descrito no que segue.

Aplicagcao: Manchas Solares

Para aplicar o modelo AR(p), proposto nesta segao através de uma abor-
dagem Bayesiana, apresentamos a analise de uma série temporal de dados
reais. A série temporal escolhida possui n = 100 e expressa o numero de
manchas solares no periodo entre os anos 1770 a 1869 (ver Figura 3.1). A
série temporal das manchas solares descreve a atividade presente na superfi-
cie do sol. Essa atividade influencia no campo magnético e também no clima
da Terra.

O modelo utilizado na anédlise da série temporal é o AR(p), onde p €
{1,2,3,4}.

Para encontrar o valor de p mais apropriado sao utilizadas as férmulas
para AIC e BIC dadas em (3.43) e (3.44), respectivamente. A forma utilizada
para os calculos dos AIC e BIC considera os métodos classico e Bayesiano.
Os resultados sao apresentados nas Tabelas 3.3 e 3.4 e mostram que o valor
p = 3 é 0 que minimiza ambos os critérios, considerando o método classico
ou Bayesiano. Com base nesses resultados, o melhor modelo que descreve a
série temporal das manchas solares, para o periodo considerado, é um AR(3).

Tabela 3.3: Resultado da Selegao do Modelo AR(p) pelo Método Classico,
onde p € {1,2,3,4}.

H

| 7 | e | AIC | BIC |
0.00217 | 460.83 [ 6.16992 | 6.22202
0.00402 | 248.76 | 5.57463 | 5.65279
0.00457 | 218.70 | 5.46770 | 5.57190

0.00454 | 220.26 | 5.49362 | 5.62388

=W N S
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Tabela 3.4: Resultado da Selegdo do Modelo AR(p) pelo Método Bayesiano,

onde p € {1,2,3,4}.

lp] 7 | ¢ | AIC | BIC |
11 0.00204 | 490.20 | 6.23093 | 6.283033
21 0.00323 | 309.60 | 5.79398 5.87214
31 0.00385 | 259.70 | 5.63952 | 5.74373
41 0.00389 | 257.07 | 5.64868 5.77894
3
g % _
= T T T T T T
0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 3.1: Série Temporal das Manchas Solares, no periodo de 1770 a

1869.

Os parametros do modelo AR(3) para a série temporal das manchas so-
lares, foram estimados através do método classico e Bayesiano e os valores
encontrados estao na Tabela 3.5.

A Figura 3.2 mostra os histogramas das amostras estimadas para cada um
dos parametros do modelo AR(3). Para obter esses histogramas, o estimador
Bayesiano foi utilizado e cada parametro foi estimado 2000 vezes.

Os gréficos das funcoes de autocorrelacao dos residuos, apresentados nas
nas Figuras 3.3 e 3.4, foram realizados considerando os metodos cléssico e
Bayesiano, respectivamente. Analisando os graficos, é possivel verificar que
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Tabela 3.5: Resultado da Estimacao Cléssica e Bayesiana através de um

Modelo AR(3) para a Série Temporal das Manchas Solares.

H Cléssica H
1 s s 7 &2
1.5512 -0.9984 0.2043 0.00457 218.7
H Bayesiana H
o1 ) O3 7 a2
1.7511 -1.2303 0.4102 0.00385 259.7
= [ T T 1 = [ T T T T T 1
1.75110 1.75120 -1.23050 -1.23035 -1.23020
(a) (b)
= [ T 1 = [ T T T T T I 1
041010 041020 0.003844 0.003850 0.003856

(c)

(d)

Figura 3.2: Histogramas das Amostras para cada um dos Estimadores:

(a) é1; (b) do; (c) 3 e (d) 7.
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Figura 3.3: Funcao de Autocorrelacao dos Residuos Utilizando a Estimagao
Classica.
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Figura 3.4: Funcao de Autocorrelagao dos Residuos Utilizando a Estimagao
Bayesiana.
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os residuos estimados sao praticamente nao correlacionados. Isso indica que
o modelo AR(3) esta adequado.

A Figura 3.5 mostra a a série temporal original das manchas solares e
a previsao de 5 passos a frente, com base no modelo AR(3). Nesse caso,
a série temporal original com n = 100 foi considerada e os seus cinco ulti-
mos valores foram retirados desta série. A partir da nova série temporal de
tamanho n = 95, foi feita uma previsao para os préoximos cinco valores da
série, considerando os métodos classico e Bayesiano.

-- Bayesiano
— Classico
—— Manchas

150
1

100
|

0 20 40 60 80 100

Figura 3.5: Série Temporal das Manchas Solares e a Previsao para os Cinco
Ultimos Valores nos Casos Classico e Bayesiano.

A Secao 3.3, a seguir, apresenta a teoria de estimacao sob o enfoque
Bayesiano para os processos ARFIMA(0, d, 0).

3.3 Analise Bayesiana de um Processo AR-
FIMA(0,d,0)

A anélise desenvolvida para o modelo ARFIMA(0,d,0) estd baseada na
funcao de verossimilhanca aproximada resultante do truncamento do pro-
cesso ARFIMA(0, d, 0) por sua representagdo média mével infinita dada em
(2.25), com coeficientes 1;(d), para j = 0,1,---,m, dados em (2.26).

Para a andlise Bayesiana desse processo desejamos calcular a funcao de
distribuicao conjunta a posteriori de todos os parametros envolvidos para, a
partir dai, obter as informagoes sobre esses parametros.

34



Serad necessarario definir a funcao de verossimilhanca e a funcao de dis-
tribuicao a priori do processo e, consequentemente, a funcao de distribuicao
a posteriori.

Funcgao de Verossimilhanca de um ARFIMA (0,d,0)

Antes de apresentar a funcao de verossimilhanga p(X|n) de um processo
ARFIMA(0,d,0), vamos considerar uma funcao de distribuigdo conjunta
qualquer de um vetor de varidveis aleatérias X = (X, Xy, -+, X,,). Se
as varidveis aleatorias sao independentes e possuem fungao densidade fx,(+),
parat=1,2,---,n, entao

n
Ifx(xy, - xy,) = fol(xz), onde (z1,---,z,) € R, (3.46)
i=1
é a funcao de distribui¢ao conjunta das variaveis aleatorias Xy, Xo,- - -, X,,.
Quando as variaveis aleatorias nao sao independentes, é possivel calcular

a sua funcao de distribuicao conjunta através das funcgoes de distribuigao
condicionais. Nesse caso, a funcao de distribuicao conjunta é dada por

fX(l’l"”rrn) = le(xl)fX2|X1<x2|x1)fX3|X1,X2(x3|'rlvJ;Q)"'
an|X17X27"',Xn—1('rn|xlv Loy wrn—l)
n
= Ix (J}1> H in|le"‘7Xi727Xi—1(‘ri|x17 T 75(71’—1)-
=2

(3.47)

Se o processo {X;}iez é Gaussiano, entao a funcao de distribui¢ao conjunta
fx(z1,- -+, x,) tem distribuigdo normal multivariada. Nesse caso, as fungoes
de distribuigoes condicionais dadas em (3.47) também podem ser calculadas.
Um caso particular onde n = 2 estda dado no Anexo A.

Neste texto, a fungao de verossimilhanga do processo ARFIMA(0,d,0) é
definida de acordo com as aproximagoes de ordem m, ou seja, a partir da
aproximacao média mével de ordem m, dada na forma

Xt = in:wj(d)&:t_j, (348)
j=0

onde g, ~ N(0,02), para todo ¢t = 1,2,---,n. Os coeficientes ¢;(d), j =
1,2,---,m, sdo dados em (2.26).

Consideramos g9 = (9,1, " *,€1_m) 0 vetor com m varidveis auxiliares
e X = (X1, Xy, -+, X,,) uma série temporal de tamanho n. A expressao
(3.48) pode ser reescrita na forma

X =¢e + Z Yi(d)er—; = et + pu(d), paratodo t=1,2,---,n, (3.49)

J=1
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onde
pu(d) = D y(d)ers. (3.50)

Como existe dependéncia entre as variaveis do processo, a fungao de
verossimilhanca deve ser calculada através do produto das funcoes de dis-
tribuicao condicionais, dada por

p(X|77) = p(X1|77)P(X2|X17 77) o -p(Xn|X1, X27 o 7Xn—17 n)a (351)

onde n = (d,02,&y) é o vetor de parametros do modelo. Para calcular

p(X1|m), que aparece na expressao (3.51), basta ver que assumindo 1 conhe-
m

cido, p1(d) = > 11(d)e1—; também é conhecido. Por outro lado, £, é desco-
j=1

nhecido e deve ser tratado como uma variavel aleatoria que tem distribuicao
normal com média zero e variancia o2. Assim, utilizando a expressio (3.49),
temos que

X1 =1+ ij(d)gl*j =1+ ﬂl(d) (352)
j=1

Além disso,

E(X1) = E(er+pm(d) = E(er) + E(u(d)) = m(d)
e Var(X)) = Var(ey + i (d)) = Var(er) + Var(u(d)) = o?.

€

Portanto, X;|n ~ N (u1(d), o?).
Para calcular p(X3|Xi,n), assumimos 1 e X; dados. Entao, também é

conhecido €1 = X — p1(d). Decorre que pa(d) = > 1a(d)ea—; é conhecido.
j=1
Por outro lado, &5 ~ N(0,02). Utilizando expressao (3.49), temos que
Xy =¢3+ Z Yji(d)ea—;. (3.53)
j=1
Assim,
E(Xz) = E(ea + p2(d)) = E(ez) + E(p2(d)) = p2(d)
e Var(Xy) = Var(ex + pa(d)) = Var(ey) + Var(uz(d)) = o?.

3

Portanto, Xa|n ~ N (g, 02).

Seguindo esse procedimento, temos que a sequéncia €q,-- -, &, pode ser
calculada a partir dos valores X, --,X,,, através da equacao
m
Xi=ce+ Y (de,_;, para t=12-- n (3.54)
j=1
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Se 1 < t < n, podemos calcular p(X;| X1, Xs,- -+, X;_1,m) observando que o
valor p(d) dado na expressao (3.50) é conhecido. Entao,

E(Xy) = E(e+ m(d) = E(er) + E(u(d)) = pe(d)
e Var(X;) = Var(e + w(d)) = Var(e) + Var(u(d) = o2.

Portanto, X;|n ~ N (u(d),0?). Logo, a fungao de verossimilhanca do pro-
cesso ¢ dada por

p(Xln) = p(XiIn)p(Xao|X1,m) - p(Xu| Xy, Xo, -+, Xy, m) =
— H (2mo?) "2 exp[ ~ 5.2 (X — ut)Q]
o
t=1 €
_n 1 <
= (2mo?) ? exp[ - QTIE ; (Xi — Mt)2]~

Funcao de Distribui¢ao a priori de um ARFIMA(0,d,0)

Como nao temos informagoes a respeito das fungoes de distribuicao a
priori de cada parametro do modelo ARFIMA(0, d, 0), elas s@o escolhidas de
tal forma que tenha o minimo de influéncia sobre a funcao de distribuicao a
posteriori resultante. Dessa forma, grande parte da informagao esta baseada
na funcao de verossimilhanca. As funcoes de distribuicao a priori devem res-
peitar as regioes onde estao definidos os parametros do modelo. Desta forma,
utilizamos uma funcao de distribuicao a priori para o parametro d uniforme
no intervalo (—0.5,0.5). Além disso, vamos supor que os parametros sao
independentes. As funcoes de distribuicao a priori sao dadas como segue

p(d) = 105,05 (d), onde 1(_g505)(d) é igual a 1 se d € (=0.5,0.5) e 0
caso contrario;

golo? ~ N(0,021,,), onde T, denota a matriz identidade m x m.

Entdo, g9|c? tem distribui¢do normal multivariada cuja fungao densidade
de probabilidade conjunta é da forma
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_m 1 &
= (2mo?2) % e[~ 55>
3 j:1

02 ~ GlI(a,b), ou seja, o2 ¢ uma variavel aleatéria cuja fungao densidade
de probabilidade é da forma

p(o?) = %@@(— %)

Vamos admitir que o2, go|o? e d sdo independentes e portanto a fungao
de distribui¢ao conjunta a priori é da forma

P((€o|03)70%d) = p(€o|0§)p(013)p(d) =
= — exp[ - E(sol(ofl[m)_lsoﬂ

(2m) =2 /det(o2L,,

)
@ b
— exp( - ;) 10505 (d)
1

I'(a)
m O'? —a—lba
= (2m0?) "2 exp[ ~ 53 Z %_]} ( %(a) exp< 2)1(70.5,0.5)(61)-
£ 1 £
m (0'3) a lba 1 m
= (2702) 2 a) exp[— 57 Zef_] 2}1(_0.5,0.5)(d).

Funcao de Distribuig¢ao a posteriori de um ARFIMA(0,d,0)

A funcao de distribuicao a posteriori é proporcional ao produto da funcao
de verossimilhanga pela funcao de distribuicao a priori, ou seja,

p(nIX) = Cp(X|n)p(n), (3.55)

onde C' = ([ p(X|n)p(n)dn) .

Assim, temos que

n

p(n[X) = Co(Xlnp(n) = C2ro?) Fexp[ = 5537 (X0~ ]

m 1 m (02)_a_1ba b
2 2 €
(2m02) 2 exp[ " 302 ; 51_3} T exp[ — ‘7_52}

n+mia71 ]_ n n b
o] g (L K+ oe) - 5,
j=1

€ t=1

(LN &}
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onde

01 == C(Q’/T)i 2

Distribui¢oes Condicionais Completas de um ARFIMA/(0,d,0)

A partir da funcao de distribuicao conjunta a posteriori p(n|X) do vetor
de parametros 1 = (d, 02, &), podemos calcular p(§[Mee), X), que é a dis-
tribuicao condicional do parametro ¢ dado todos os parametros restantes
do modelo e a série temporal X = (X, Xs,---,X,,)". Essa distribuigdo
é chamada de condicional completa do parametro £. As funcoes de dis-
tribuicoes condicionais podem ser calculadas através da funcao de distribuigao
a posteriori, notando que

p(€[ne), X) = f:];((:;—@)dg, (3.57)

onde = ¢ o conjunto formado pelos valores nos quais § esté definido e n g
é o vetor que difere de m apenas por nao ter o parametro £. Além disso, a
integral dada em (3.57) é constante como fungao de &.

Podemos, dessa forma, calcular as fungoes de distribuicao condicionais
completas dos parametros d e o2 assim como de todas as varidveis auxiliares.
Entao, considerando d = x e 0% = y, obtemos

p(n|X
Pl X) = s )
f 05 P(n|X)dx
_ntm _ n m
Co(o?) " exp| - gl (X (e — )+ L2 ) - &
o ° M=l j=1 c
- _n4m_, n m
S5 Culo2) ™ exp| = gl (3 (X =)+ ) — e
f \i=1 j=1
_n+m_a m n
Ci(c?) 2 L p[ 2;225%7]—%}@@[—222()(}—%)}
=1
Crlot)™F x| = gy Yk = | e | - g 3 (- ) fae
J t=
1 n
ZCQGXP[—F (Xt_,ut)}l( 0.5,0.5)(Z)
€ t=1
onde .
CQ - 05 n 5 .
05€Xp|:— 2;2 Z(Xt_,ut) dz
€ t=1



Logo,

n

1
202

pdin, X) = Cexp| - — 1)’ 1c0son(@. (358)

t=1

De forma analoga, podemos calcular a funcao de distribuicao completa
para o parametro 03. Entao,

(n\X)

0

o exp[ - ﬁ(i -+ £4,) -4

fooo Clyfw%iail exp[ — ﬁ < Z (Xt - ,Ut)Q + '2315%_]-) — §:| dy
‘7:

y~ (- exp{ -— }
y
Oooy,an a 1exp[— %(Zl<Xt —ut) + Z€%ﬂ> - Q]dy
t= j=1
W (X =)+ et ,) b
_ ng (Tng+a) exp . t=1 J=1 ’
Yy
onde
1
Cs =

’”’m—a— n m :
Jo v leXP[—ﬁ(tzzl(Xt—ut)QnL]Zle%_j) —§]dy

Logo, (021 ,2), X) ~ GI(a*,b*), onde

n

* n+m * 1 2 . 2
a=a+ 5 e b :b+§<Z(Xt—ut) —i—lel_j), (3.59)
J:

t=1

ou seja, (0§|(77(02), X) tem distribuigao gama inversa, agora com parametros
1>
a* e b*.
As varidveis auxiliares obtidas como distribuicoes univariadas sao da forma

(5j’n(ej)7X) ~ N(,Ug,O'?(j)), para j =1- m72 -m,-- '70 (360)

onde p; =
j=—1 k=1;k#1—j
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0.2

e 0X(j) = —

S @

Jj=-1

A Secao 3.4, a seguir, apresenta as simulacoes da estimacao Bayesiana
para os processos ARFIMA(O0, d,0).

3.4 Estimacao em Processos ARFIMA/(0,d,0)

Nesta secao, o estimador proposto através da abordagem Bayesiana ¢ uti-
lizado para estimar os parametros d e o2 de um processo ARFIMA(0, d, 0),
definido em (2.22), embora esse estimador tenha sido construido inicialmente
para um modelo AR(p).

A primeira parte desta secao descreve o método utilizado para estimar
os parametros do processo ARFIMA(0, d,0), que é analisado através da sua
representacao autoregressiva infinita. A seguir sao feitas simulagoes para
verificar a eficiéncia do estimador. O final da secao apresenta a analise de uma
série temporal de dados reais. A série temporal escolhida é muito estudada

na Estatistica e representa o nivel minimo anual do Rio Nilo no periodo entre
622 e 1281 d.C.

Anilise Autoregressiva do Processo ARFIMA(0, d,0)

A estimagao dos parametros d e o2 é proposta considerando o processo
{Xi}tez na sua representacao autoregressiva de ordem infinita (AR(o0)),
como vista na expressao (2.23). Esta representagao infinita é truncada em um
certo ponto m, de modo que o processo ARFIMA(0, d, 0) é agora aproximado
por um processo autoregressivo de ordem m (AR(m)) da forma

Xi—pi(d) X = = o) Xy = Y 0i(d) Xy =&, (3.61)
§=0

com coeficientes ¢;(d), para todo j € {1,2,---,m}, dados em (2.24). O
estimador proposto através da abordagem Bayesiana para o modelo AR(p),
que foi estudado na Secao 3.2.1, pode agora ser utilizado para estimar os
parametros de um processo ARFIMA(0,d,0). Basta observar que os coe-
ficientes ¢;(d) sao, para todo j € {1,2,---,m}, dados como funcao de d.
Temos,

P1—d)  (—d)(-d)
7)) = Torce ~ rarcs - ¢

O T2-d)  (1-dT(1-d) 1-d
) = tercy T werca - 2 o



. TB-d)  (2-dTE2-d 2-d
2 = togrce T arerca 3 el

Em geral, os coeficientes dados pela expressao (2.24), podem ser calculados
recursivamente por

p1(d)=—d e pj(d) = ﬂgoj(d), paratodo 1<j<m-—1.

j+1
(3.62)

Simulacoes

Para verificar a eficiencia desse método, foram feitas simulagoes. As or-
dens de aproximagao sdao m = {5, 10, 20, 30,40,50}. Nao é desejavel que se
tenha valores muito altos para m, pois isso torna o tempo computacional
inviavel. No entanto, é esperado que valores bem maiores para m realizem
uma melhor aproximagio na estimagdo dos parametros d e o2. O valor de
m depende de d, ou seja, m = m(d) e temos uma melhor aproximagao au-
torregressiva para valores de d que estdo préximos de 0.5 (ver Anexo B).
A estimagao dos parametros d e o de um processo ARFIMA(0,d, 0) foi re-
alizada para diferentes valores para d, onde 0 < d < 0.5 e também para
m € {5, 10,20, 30,40,50}. Através do comando fracdiff.sim foram gera-
das, para cada valor de d, 100 replicagoes de um processo ARFIMA(0, d, 0),
onde cada série temporal tem tamanho n = 1000. Além disso, todas as séries
temporais tém a mesma variancia 02 = 1. O valor estimado para ambos os
parametros, denotado por de 62, foi calculado como sendo a média estimada
relativa as 100 amostras; o vicio, a variancia (var) e o erro quadrético médio
(eqm), cujas férmulas sdo mostradas em (3.45), também foram calculados.

Os resultados encontrados a partir das simulagoes estao apresentados nas
Tabelas 3.6 a 3.10.

Tabela 3.6: Resultados da Estimacao dos Parametros de um Processo
ARFIMA(0,d,0), comd = 0.1 e 02 = 1.

H m [ d [ 52 [ vicio(d) [ vicio(52) [ var(d) [ var(62) [ eqm(d) [ eqm(52) H
5 0.10303 | 1.00031 | 0.00303 0.00031 0.00522 | 0.04043 | 0.00535 | 0.04055
10 | 0.10110 | 0.99823 | 0.00110 | -0.00177 | 0.00367 | 0.04757 | 0.00376 | 0.04778
20 | 0.10114 | 1.00566 | 0.00114 0.00566 0.00537 | 0.03243 | 0.00544 | 0.03359
30 | 0.10598 | 1.00143 | 0.00598 0.00143 0.00512 | 0.04132 | 0.00531 | 0.04278
40 | 0.10437 | 0.99241 | 0.00437 | -0.00759 | 0.00598 | 0.04335 | 0.00611 | 0.04411
50 | 0.10228 | 0.98021 | 0.00228 | -0.01979 | 0.00616 | 0.03889 | 0.00640 | 0.03908
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Tabela 3.7: Resultados da Estimacao dos Parametros de um Processo
ARFIMA(0,d,0), com d = 0.25 e 02 = 1.

H m [ d [ &2 [ vicio(d) [ vicio(62) [ var(d) [ var(62) [ eqm(d) [ eqm(62) H
5 0.25712 | 1.00655 | 0.00712 0.00655 0.00490 | 0.04731 | 0.00508 | 0.04761
10 | 0.25440 | 1.00657 | 0.00440 0.00657 0.00655 | 0.03798 | 0.00673 | 0.03881
20 | 0.25395 | 1.00732 | 0.00732 0.00732 0.00571 | 0.04381 | 0.00588 | 0.04455
30 | 0.25299 | 1.00328 0.00328 0.00328 0.00187 | 0.04411 | 0.00213 0.04443
40 | 0.25019 | 0.98357 | 0.00019 -0.01643 | 0.00098 | 0.05343 | 0.00108 | 0.05574
50 | 0.24890 | 0.97601 | -0.00110 | -0.02399 | 0.00158 | 0.05561 | 0.00180 | 0.05987

Tabela 3.8: Resultados da Estimacao dos Parametros de um Processo
ARFIMA(0,d,0), com d = 0.35 ¢ 02 = 1.

H m [ d [ &2 [ vicio(d) [ vicio(62) [ var(d) [ var(62) [ eqm(d) [ eqm(62) H
5 0.36873 | 1.01985 | 0.01873 0.01985 0.00468 | 0.03891 | 0.00509 | 0.03941
10 | 0.36439 | 1.01779 | 0.01439 0.01779 0.00551 | 0.04431 | 0.00564 0.04458
20 | 0.36245 | 1.01335 | 0.01245 0.01335 0.00311 | 0.04078 | 0.00343 | 0.04117
30 | 0.35721 | 1.00315 | 0.00721 0.00315 0.00479 | 0.03858 | 0.00484 | 0.03880
40 | 0.35299 | 0.99298 | 0.00299 -00702 0.00522 | 0.03649 | 0.00557 | 0.03663
50 | 0.35074 | 0.98088 | 0.00074 | -0.01912 | 0.00581 | 0.03536 | 0.00593 | 0.03666

Tabela 3.9: Resultados da Estimacao dos Parametros de um Processo
ARFIMA(0,d,0), com d = 0.45 e 02 = 1.

H m [ d [ 52 [ vicio(d) [ vicio(52) [ var(d) [ var(62) [ eqm(d) [ eqm(52) H
5 0.48715 | 1.03695 | 0.03715 0.03695 0.00816 | 0.07880 | 0.00834 | 0.07891
10 | 0.48288 | 1.04487 | 0.03288 0.04487 0.00897 | 0.05133 | 0.00981 0.05344
20 | 0.47881 | 1.02887 | 0.02881 0.02887 0.00659 | 0.06255 | 0.00663 | 0.06454
30 | 047761 | 1.03061 | 0.02761 0.03061 0.00755 | 0.05568 | 0.00774 | 0.05596
40 | 0.46791 | 0.99265 | 0.01791 | -0.00735 | 0.00869 | 0.04439 | 0.00881 | 0.04461
50 | 0.45527 | 0.98023 | 0.00527 | -0.01977 | 0.00943 | 0.03930 | 0.00955 | 0.03965

Tabela 3.10: Resultados da Estimacao dos Parametros de um Processo
ARFIMA(0,d,0), com d = 0.49 e 02 = 1.

H m [ d [ 52 [ vicio(d) [ vicio(62) [ var(d) [ var(62) [ eqm(d) | eqm(52) H
5 0.53004 | 1.03212 | 0.04004 0.03212 0.00829 | 0.05628 | 0.00878 | 0.05692
10 | 0.52934 | 1.02234 | 0.03934 0.02234 0.00827 | 0.06650 | 0.00904 | 0.06669
20 | 0.52276 | 1.04554 | 0.03276 0.04554 0.00549 | 0.05289 | 0.00568 | 0.05329
30 | 0.50866 | 1.03334 | 0.01866 0.03334 0.00210 | 0.00428 | 0.00229 | 0.00481
40 | 0.49771 | 0.98861 | -0.00771 -.01139 0.00109 | 0.06436 | 0.00175 | 0.06479
50 | 0.49347 | 0.97975 | -0.00347 | -0.02025 | 0.00085 | 0.04021 | 0.00118 | 0.04113
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Os resultados apresentados nas Tabelas 3.6 a 3.10 mostram que o valor de
d estd mais préximo do valor real a medida que m assume valores mais altos.
Os resultados para 62 mostram que valores mais altos para m aproximam o
valor real 02 = 1 por valores menores que 1. Além disso, a variancia e o erro
quadratico médio foi sempre menor para d quando comparado a 62.

A seguir, apresentamos uma aplicagao para o modelo ARFIMA(0,d, 0).
Utilizamos a série temporal contendo o volume anual minimo do Rio Nilo
para o periodo entre os anos 622 e 1281.

Aplicagao: Nivel Minimo Anual do Rio Nilo

A série temporal do volume anual minimo do Rio Nilo, representada
através da Figura 3.6, fornece dados reais para o periodo entre os anos 622 e
1281, com um total de n = 660 observacoes. Esta série temporal aparece em
diversos trabalhos na Estatistica pois ela apresenta a caracteristica da longa
dependéncia. De acordo com esses trabalhos o parametro d encontra-se no
intervalo (0.35; 0.42). A Figura 3.7 apresenta o grafico da funcao de autocor-
relagao amostral, e mostra que a série temporal parece exibir longa dependén-
cia. A Figura 3.8 apresenta a fungao periodograma da série temporal do rio
Nilo. O pico que aparece préximo da frequéncia zero, na Figura 3.8, tam-
bém indica que a série temporal possui longa dependéncia. Em Palma (2007)
encontra-se um estudo mais completo sobre os dados do Rio Nilo. Em Palma
(2007), o estudo é realizado através de uma abordagem Bayesiana, onde o
modelo ARFIMA(0, d, 0) foi utilizado para descrever a longa dependéncia e
os valores estimados para os parametros foram d=0.4195 e 62 = 0.4884.

O modelo ARFIMA(p,d, q) permite analisar séries temporais que apre-
sentam a caracteristica da longa dependéncia, mas nao considera a sazo-
nalidade. Um estudo de uma série temporal, cujos dados representam o
fluxo mensal do Rio Nilo, pode ser encontrada em Bisognin e Lopes (2007).
Para a andlise desta série temporal foi utilizado o modelo autoregressivo
fracionariamente integrado média movel com sazonalidade s, denotado por
SARFIMA(p,d, q) x (P, D, Q),. Esse modelo permite que sejam consideradas
tanto a longa dependéncia como a sazonalidade presentes no processo.

Neste trabalho, realizamos um estudo de simulacao para o modelo AR-
FIMA(0,d,0). O método utilizado foi baseado na aproximacao autoregres-
siva, dada pela expressao (3.61), considerando o estimador proposto através
da abordagem Bayesiana. O valor escolhido para m na expressao (3.61)
foi m = 50, j4 que a aproximagao do processo ARFIMA(0,d,0) por um
processo AR(50) apresenta resultados préximos do esperado na estimacao
dos parametros d e o2. Os resultados encontrados foram d=04722 ¢ .2 =
0.4908.
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Figura 3.6: Nivel Minimo Anual do Rio Nilo no periodo de 622 a 1281.
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Figura 3.7: Funcao de Autocorrelagao Amostral da Série Temporal do Rio
Nilo.
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Figura 3.8: Funcao Periodograma da Série Temporal do Rio Nilo.
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Capitulo 4

Alguns Algoritmos
Computacionais Bayesianos

Quando desejamos obter informacoes sobre a funcao de distribuicao a poste-
riori de interesse, muitas vezes é necessario resolver integrais que nao apre-
sentam solucao analitica. Uma alternativa para contornar esse problema é
utilizar a aproximacgao de Laplace para resolver essas integrais. No entanto,
a aproximacao de Laplace pode nao ser o método mais indicado quando as
integrais sao muito complexas. Nesse caso, o tempo computacional gasto
para resolver essas integrais pode ser muito grande, o que inviabiliza esse
método.

A inferéncia Bayesiana vem obtendo grandes avancos devido a algumas
técnicas de simulacao que permitem, de forma relativamente simples, obter
amostras da funcao de distribuicao a posteriori de interesse. Em particu-
lar, os métodos de Monte Carlo em Cadeias de Marcov (MCMC), tém re-
cebido grande atencao. Esse método de amostragem consiste basicamente
em produzir uma cadeia de Markov cuja distribuicao de equilibrio seja a
fungao de distribuicao a posteriori p(8|y) de interesse. Alguns métodos de
amostragem mais conhecidos sao apresentados nesse capitulo. Um estudo en-
volvendo métodos de MCMC pode ser encontrado em Gelman et al. (2004).
Em Robert e Casella (1994) encontramos vérias técnicas de amostragem uti-
lizando métodos de Monte Carlo em Cadeias de Markov. Em Palma (2007)
encontramos a descricao de técnicas que permitem verificar a convergéncia
da cadeia de Markov.

4.1 Meétodo de Monte Carlo Ordinario

Vamos supor que desejamos aproximar a integral da forma

E((0)]y) = / 4(0)p(0y)do, (4.1)
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onde g(-) é uma fungao continua, @ € © C R* e y € R™, onde os valores
de k e m dependem, respectivamente, da dimensao do vetor de parametros
e do tamanho da série temporal. Além disso, vamos supor que seja possivel
simular uma amostra 64, 8,, - - -, 8,, a partir da funcao de distribuicao a pos-
teriori p(@]y). O método de Monte Carlo ordinario consiste em, a partir da
amostra 01,05, -+, 0, de p(@|y), aproximar (4.1) por

B(g(6)ly) = > 9(6) (42)

Pela lei forte dos grandes niimeros, temos que

~

E(g(0)ly) -5 E(g(0)]y), (4.3)

onde “-2% 7 indica a convergéncia quase certa.
A precisao dessa aproximacao pode ser medida pelo erro padrao de Monte
Carlo, dado por

1
2

{1 | )

=1

O método de Monte Carlo ordinario permite criar intervalos de confianga.
Para isso, consideramos uma amostra ordenada da funcao de distribuicao a

posteriori p(@|y), dada por O(1y < O(z) < -+ < 0 ,. Entao, [0%, 01_%] é um

intervalo a 100(1 — a)% para @, onde os extremos do intervalo sao tais que

a a
]P’[OSO%\y] -5 c P{egel,gy} —1-3. (4.5)
Esse método de simulagdo pode ser encontrado em Gelman et al. (2004) e
Gamerman (1997). Em Albert (2008), sao apresentados exemplos do método
de Monte Carlo utilizando o R-project.

4.2 Meétodo de Monte Carlo por Importancia

Para obter inferéncia a partir da funcao de distribuicao a posteriori, muitas
vezes ¢ necessario resolver integrais que nao apresentam solugao analitica.
Na literatura encontramos muitos métodos numéricos para aproximar essas
integrais (ver Gelman et al., 2004 ¢ Gamerman, 1997).

Uma forma de simulacao que permite amostrar valores é o método de
Monte Carlo por importancia. Notar que o método de Monte Carlo ordinério
considera que simulemos uma amostra diretamente da funcao de distribuicao
a posteriori p(@ly). Quando isso nao é possivel, uma alternativa é simular
uma amostra de uma funcao de distribuicao que seja semelhante a p(8|y),
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dita amostragem via func¢ao de importancia. Vamos considerar que [(0) seja
uma funcao densidade na qual seja simples simular amostras e que aproxime
a fungao de distribuicao a posteriori p(8|y). Assim, observando que

p(6)/f(y|6)
Jp(0)f(8ly)de’

onde f(y|@) e p(0) sdo as fungoes de verossimilhanga e de distribuigao a
priori para 6, podemos escrever (4.1) da forma

Syl )fY|9 ()d9
/ sopioe ~ s

[0 )fy|9 9>z(e)d9
0),0)
f—f(yll(éf)’ 1(0)d0

J 9(8)w(0)L(8)d0
Tw(6)i(6)do

p(Bly) =

(4.6)

onde w(0) = %. A partir da amostra 61,605, ---,60,, de [(0), onde [(9)

é a fungao que aproxima p(@|y), encontramos a aproximagao de Monte Carlo
para E(g(0)|y) dada por

E(g(6)]y) = Zzwzg (47)

onde w; = %, parat=1,2,-

Esse método de amostragem pode ser encontrado em Gelman et al. (2004).
Em Albert (2008) o R-project ¢é utilizado para ilustrar esse método de amos-
tragem.

4.3 Método de Monte Carlo em Cadeias de
Markov

O seguinte procedimento é muito utilizado para gerar amostras a partir da
funcao de distribuicdo a posteriori p(8|y), principalmente para o caso onde
6 tem dimensao muito elevada. Um estudo a respeito desse método pode ser
encontrado em Gelman et al. (2004), Robert e Casella (1994) e Gamerman
(1997).

Vamos supor que desejamos gerar uma amostra a partir de uma fungao
de distribuicdo a posteriori p(@|y), 8 € © C R* mas nao podemos fazer
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isso diretamente. Podemos construir uma cadeia de Markov com espago de
estados no espago de parametros © (conjunto formado por todos os valores
possiveis para ) que é simples de simular e cuja distribui¢ao de equilibrio
seja dada por p(0]y). Se temos muitas simulagoes dessa cadeia, os seus valo-
res simulados podem ser usados como base para encontrar as caracteristicas
da fungao de distribuicao a posteriori p(0|y).

Se a funcao de distribuicao conjunta a posteriori p(@|y) for positiva em
01,0,, -+, 04, com O; sendo suporte para a distribuicao de 0;, i = 1,2, -+, k,
entao a fungao de distribui¢ao a posteriori p(8]y) é unicamente determinada
pelas distribuicoes condicionais completas p(0;|y, 8;)), para i = 1,2,--- k,
onde

0= (01, 92, teey Hk), (S 0(7,) = (61, Tty Qi—la 0,‘_,.1, te 914:), (48)

Se 9™ = (9%"), 95"), e 9,&"))’ ¢ uma realizacao de uma cadeia, temos que,
6" 4 6 ~ p(6ly), (4.9)

onde “—4” indica convergéncia em distribuicdo, quando n — oo.
Suponha que g(0) seja uma fungao continua do parametro 6 € ©. Para
estimar o valor esperado de ¢(0) relativo a fungao de distribuicao a posteriori

p(@ly), isto é,
Blo(6ly)) = [ 9(6)p(6ly)as. (4.10)

podemos utilizar % g(B(i)> pois sabemos que
i=1

)

3 g(69) 25 Elg(oly) (111)

onde “-£5%” indica a convergéncia quase certa.

Na pratica, 8% pode estar correlacionado, mas podemos considerar es-
pacos adequados entre os 8 gerados para garantir uma amostra aleatdria de
p(@|y). Na geracao das amostras devemos considerar as [ primeiras iteragoes
como um periodo de aquecimento (“burn-in-samples”) que devem ser descar-
tadas para eliminar o efeito dos valores iniciais. Apds esse periodo podemos
selecionar 10 mil amostras, por exemplo, e entao de cada dez observagoes
geradas, selecionar uma observagao para compor a amostra desejada. Temos
como resultado B = 1000 amostras cujo efeito da correlacao é agora bem
menor.

Em Robert e Casella (1994) e Gelman et al. (2004) encontramos uma
descrigao sobre técnicas computacionais envolvendo métodos de Monte Carlo
em cadeias de Markov.
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4.4 Amostrador de Gibbs

O amostrador de Gibbs é um algoritmo usado para a geracao de amostras
em distribuigoes a posteriori que nao tenham uma forma fechada conhecida
ou que tenham um dificil tratamento analitico. O amostrador de Gibbs foi
proposto por Geman e Geman (1984) e difundido por Gelfand e Smith (1990).

E um método de amostragem iterativo de uma cadeia de Markov, onde a
transicao de um estado para o outro é feita a partir das distribuigoes condi-
cionais completas, isto €, a partir de um vetor de parametros 6 a posteriori
define-se a distribuicao condicional completa de um subvetor de parametros
com a ditribuicao destes condicionados a todos os demais.

Suponhamos que desejamos obter inferéncias da distribuigao a posteriori
conjunta p(@y), para @ = (01,05, - - -, 0;)". Para isso, simulamos quantidades
aleatérias de distribuicoes condicionais completas que produzem uma cadeia

de Markov, dadas por p(&i\y, 9(1)>, onde ¢ = 1,---,k e B é o vetor dado
em (4.8).
As condicionais p<0i|y, G(i)> sao identificadas como funcao de 6; por ins-

pecao da forma de p(8)y) que é a distribuicao a posteriori de @ dado y (ver
Gamermam, 1997).

Suponha que atribuimos um conjunto arbitrario de valores iniciais, dado
por 00 = (950), 950), ce 9,(60))’, para o vetor de parametros 6. Entao escreve-
mos o algoritmo:

(i) Gerar 9%1) de p(91|y, 950),- e 99)
(ii) Gerar (951) de p(02|y, 9&1), 9§0),- - 9,@)

(iii) Gerar 65V de p(93|y, o g g0 ... 9,@)

(k) Gerar (9,(61) de p(9k|y, 951), 9&1), RN 9,(:_)1).

Entéo, substituir os valores iniciais ¥ pela nova realizacio que gera 8 =
/
(951), 951), e ,9,&”) de @ e repetir o processo acima.

Para n suficientemente grande, observar que o valor (61,65 ... (™Y
converge para um valor da quantidade aleatéria com distribuigao p(6|y) (ver
Geman e Geman, 1984). Além disso, Hj(-") pode ser considerado como uma
observagao simulada da distribuic@o a posteriori marginal p(6;|y), para todo
7 = 1,2, --- k. Replicando o processo acima B vezes obtemos B vetores
(957;),9;2),- . -,9,&2))’; parag=1,2,---, B.
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Da convergeéncia do amostrador de Gibbs, qualquer caracteristica da fun-
cao densidade a posteriori marginal p(6;|y) pode ser obtida. Em particular,

se p(@ﬂy, O(j)> ¢ dada em forma fechada, entao

B
p<6]|y) == Ezp(ej‘y,gl()j)), para ] — 1’2’...7k.
b=1

Existem varias técnicas para verificar a convergéncia do algoritmo. Gel-
fand e Smith (1990) sugerem o uso de técnicas graficas; dessa forma, conside-
ra-se varias cadeias paralelas a partir de valores iniciais diferentes. Apds um
grande nimero de iteracoes em cada cadeia, compara-se os histogramas para
a j-ésima componente 6; de 6. Histogramas similares indicam a convergéncia
da cadeia.

Geweke (1992) sugere métodos graficos baseados em séries temporais das
amostras selecionadas. Uma técnica para monitorar a convergéncia do algo-
ritmo é proposta por Gelman et al. (2004), baseado na andlise da variancia.
Esse teste de convergéncia segue o seguinte principio: diversas cadeias sao
criadas em paralelo, cada uma tendo uma certa distribuicao inicial e essas
distribuicoes iniciais devem assumir valores dispersos. Para que o algoritmo
convirja para uma distribuicao estacionaria, é necesséario que todas as cadeias
sigam um mesmo padrao de comportamento. Assim, para cada cadeia ge-
rada, sua variancia amostral é calculada e entao é possivel estabelecer uma
média das variancias dentro dessas cadeias. A partir dai, a variancia entre
as cadeias também é calculada.

Esse método de monitoramento da convergéncia propoe que se a variancia
entre as cadeias for bem menor do que a variancia dentro das mesmas, entao
a cadeia converge para uma distribuicao de equilibrio.

Uma descricao mais detalhada a respeito desse método pode ser encon-
trada em Gelman et al. (2004) e em Palma (2007).

4.5 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O amostrador de Gibbs permite gerar amostras da funcao de distribuicao a
posteriori conjunta desde que as distribui¢oes condicionais completas pos-
suam uma forma fechada. Por outro lado, o algoritmo Metropolis-Hastings
permite gerar amostras da distribuicao a posteriori conjunta que tenham
distribuicoes condicionais completas possuindo ou nao uma forma fechada.

Quando utilizamos uma funcao de distribuicao a priori conjugada, temos
em geral funcoes de distribuicao a posteriori com uma forma fechada conhe-
cida como, por exemplo, as distribui¢coes Normal, Gama, Poisson, Beta, entre
outras. As simulagoes de amostras dessas distribuigoes estao disponiveis em
qualquer software.
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Quando as distribuicoes condicionais completas nao sao facilmente iden-
tificadas podemos utilizar o algoritmo de Metropolis-Hastings ou métodos de
amostragem por importancia. Para isso, devemos supor que desejamos simu-
lar amostras da funcao densidade nao-regular p(6;|6;,y), ou simplesmente
p(6;10;)), em que Oy = (01,02, - -, 0;-1, 0,41, - -, 0k)".

Precisamos definir o nicleo de transicao ¢(6, 3) da distribuicao 7 () que
representa p(0;]6;)) e que transforma 6 em 3 . Se # é uma variavel real com
amplitude em toda a reta R, podemos construir ¢(-,-) tal que 8 < 0 + oz,
onde Z ~ N(0,0?%), em que o2 reflete a variancia condicional de 6 em 7(6).

Se 6 é limitado com amplitude (a,b) devemos utilizar uma transformagao
que leva (a,b) em R e entao utilizar o nicleo de transigao ¢(-,-) e aplicar o
algoritmo de Metropolis-Hasting para a densidade da variavel transformada.
O algoritmo é dado pelos seguintes passos:

Passo 1: Iniciar com um valor inicial 89 e o indicador de estagio, 7 = 0;

Passo 2: Gerar um ponto 3 do nticleo de transigao q<0(j ) B);
Passo 3: Atualizar 8V = 8 com probabilidade,

m()a(6),5)
’W<9<j>>q(573<j>>

Escolher 8Y) com probabilidade 1 —
Passo 4: Repetir os passos 2 e 3 e até conseguir uma distribuicao esta-
ciondria.

a=min< 1

(4.12)

Observacao 4.1.

1- O algoritmo Metropolis-Hastings é especificado pela funcao densidade can-
didata para a geragao da q(-,-);

2- Se um valor candidato é rejeitado, o valor atual é considerado na proxima
etapa;

3- O célculo de p em (4.12) ndo depende da constante normalisadora;

4- Se a funcao densidade candidata para a geracao das amostras é simétrica,

isto é, se q(z,y) = q(y, x), a probabilidade de movimento se reduz a %
Assim, se 7(5) > W(G(j)), a cadeia se move para [3; caso contrario, ela se

m(B)
R
13 A 3 Tr( ) g 13 79 4 3
ascendente” é sempre aceito e um salto para a regiao “descendente” ¢ aceito
com uma dada probabilidade.

move para (3 com probabilidade ou seja, um salto para a regiao
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5- Se a escolha de ¢(-,-) nao for adequada, podemos nao conseguir uma
distribuicao estacionaria no Passo 4.

Um estudo mais completo sobre o Metropolis-Hastings pode ser encon-
trado em Gelman et al. (2004), assim como técnicas para verificar a con-
vergéncia do algoritmo.

4.6 Amostrador de Fatia

E um método utilizado para gerar amostras de um grande nimero de dis-
tribuicoes, em particular aquelas cujas funcoes densidade de probabilidade
estejam em um conjunto fechado e limitado.

Vamos supor que desejamos gerar valores de uma distribuicao que tenha
fungao densidade g(z), * € D C R. Considerar uma variavel auxiliar Z,
onde Z|z ~ U(0, g(z)). Entao, a fungao de distribuigao conjunta de (Z, X) é
uniforme na regiao {(z,z) : 0 <z < g(x)}, com funcdo densidade dada por

0<z<g(x)
caso contrario.

1
f(Z,X)<Z7$) = { 6’

A fungao de distribuigao condicional de X|Z = z é tal que

Ixiz(z|z) o< f(z,2) = { + 0<z2<g(x)

0, caso contrario.

Logo,
X|Z =2~U(A(2)), onde A(z)={x:g(x)> z}.

Utilizando o algoritmo Amostrador de Gibbs é possivel simular valores a
partir das fungoes de distribui¢oes condicionais X|Z = z e Z|X = x que,
como foi visto, possuem funcao de distribui¢ao uniforme. Um procedimento
iterativo pode ser dado por:

Passo 1: Gerar Z0) ~ U(0, g(x(~Y)), para i = 1,2,---,n. Nesse caso,
deve ser atribuido um valor inicial z(®) para gerar Z(1).

Passo 2: Gerar X ~ U(A(z")), onde A(2) = {z : g(z) > 2}, para
i=1,2-.n.

Esse método de amostragem apresenta a vantagem de utilizar apenas
a distribuicao uniforme para gerar valores. Além disso, nao é necessario
assumir uma funcao de distribui¢do proposta como no caso do algoritmo
Metropolis-Hastings, que em muitos casos pode ser dificil de encontrar. Por
outro lado, a determinagao de A(z) pode ser uma tarefa dificil. Um estudo
mais completo sobre esse método de amostragem pode ser encontrado em
Neal (2003), onde sao apresentados métodos para encontrar A(z) assim como
uma generalizacao do algoritmo envolvendo variaveis multidimensionais. Em
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Albert (2008) encontramos varios exemplos de distribuigoes onde o método
pode ser aplicado.

Outra caracteristica desse algoritmo é que os valores gerados costumam
ser fortemente correlacionados. Entao podemos considerar espacos adequa-
dos entre os valores gerados, garantindo que a amostra seja aleatoria.

A seguir sao apresentados dois exemplos para a utilizacao do algoritmo
Amostrador de Fatia, para gerar valores das varidveis aleatérias a partir da
sua funcao densidade de probabilidade.

Exemplo 4.1. Considere X uma variavel aleatéria cuja funcao densidade é
dada por gx(z) = %e‘ﬁ, para todo > 0. Nesse caso temos Z|X = x ~
U (O le*ﬁ> e

72

A(z) = {x : gx(x) > z} :{x ; %e_ﬁ > z} = {z: 2 < (In(22))?*}.

Logo, X|Z =z ~ U(O, (1n(2z))2>.

Utilizando o algoritmo Amostrador de Gibbs, foram gerados 5000 valores
da variavel X. As Figuras 4.1 e 4.2 mostram o histograma e a funcao de
autocorrelacao amostral, respectivamente. A forte autocorrelacao pode ser
percebida, ja que essa é uma caracteristica desse método de amostragem.

1000 1200 1400

Frequéncia

200 400 600 800

0
|

0 20 40 G0 80 100

Figura 4.1: Histograma dos 5000 valores gerados através da variavel X.
Exemplo 4.2. Considere Y ~ N(0,1). Sabemos que sua fungao densidade é
2

2
dada por gy (y) = \/%ey?, para todo y € R. Entao, Z|Y =y ~ U(O, \/%ey?>
e
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Figura 4.2: Funcao de Autocorrelagao Amostral dos 5000 valores gerados
através da variavel X.

1 2
eyTZz}

A(z) = {yrgy(y)zz}:{yr\/%

= {y:—y/-2l(vars) <y < \/-21n(v2r2)}.

(4.13)

Logo Y|Z =z ~ U( - \/—2111( 27z), \/—2111( 27Tz)>.
Foram gerados 5000 valores da variavel Y. As Figuras 4.3 e 4.4 mostram o

histograma e a fungao de autocorrelagcao amostral, respectivamente. Podemos
verificar que o efeito da autocorrelagao é bem menor do que no Exemplo 4.1.
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Figura 4.3: Histograma dos 5000 Valores Gerados da Variavel Y.
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Figura 4.4: Fungao de Autocorrelagao Amostral dos 5000 Valores Gerados
da Variavel Y.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a estimagao dos parametros dos
processos autoregressivo de médias mdoveis, denotado por ARMA(p, q) e au-
toregressivo fracionariamente integrado de médias moveis, denotado por AR-
FIMA(p,d,q). Os processos ARFIMA(p, d, q) sdo importantes no estudo de
séries temporais, ja que o parametro d permite caracterizar a existéncia ou
nao de longa dependéncia. Aqui apresentamos um estudo dos processos
ARFIMA(0, d,0) sob o enfoque Bayesiano.

Apresentamos uma abordagem Bayesiana para a estimacao dos para-
metros dos processos ARMA e ARFIMA. Com relacao ao modelo autore-
gressivo de ordem p (AR(p)), o estimador proposto através da abordagem
Bayesiana apresentou resultados ligeiramente melhores quando comparado
com o método classico da maxima verossimilhanca. As simulagoes apre-
sentadas na Secao 3.2 mostram que houve uma melhor estimacao para os
parametros dos modelos AR(1) e AR(2). Nesse caso, a variancia e o erro
quadratico médio apresentaram valores um pouco menores em ambos os mo-
delos. A desvantagem do estimador proposto através da abordagem Bayesiana
deve-se ao tempo computacional, ja que o tempo de estimacao dos parame-
tros do modelo ficou proximo de 3 minutos. Utilizando o método classico, os
parametros foram estimados em poucos segundos.

No processo ARFIMA(0, d, 0), analisado na Segao 3.4, estimamos os para-
metros d e o2. Nesse caso, o modelo ARFIMA(0, d, 0) foi aproximado através
da sua forma autoregressiva infinita. Na pratica, consideramos um modelo
AR(m), com m finito. Observamos que, em geral, os valores mais altos
de m produzem melhores resultados. O erro quadratico médio encontrado
foi muito menor para parametro d do que para o2, para os diferentes va-
lores de m. Resultados melhores exigem que esta ordem de aproximacao
assuma valores bem mais elevados, como mostra a Tabela B.1 no Anexo B.
Na Tabela B.1, podemos ver que valores de m maiores que 10000 representam
uma boa aproximac¢ao quando d esta proximo de 0.5. Nesse caso, o tempo
computacional necessario para a estimacao dos parametros serd bem maior.

O final do Capitulo 3 apresenta um estudo do processo ARFIMA(O0, d, 0)
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através da abordagem Bayesiana. Sao apresentados os cédlculos que de-
finem as funcgoes de distribuicao a priori, de verossimilhanca e a fungao de
distribuicao a posteriori. As funcoes de distribuicdo condicionais para os
parametros do modelo também foram calculadas e podem ser utilizadas com
o objetivo de obter amostras para os parametros.

O Capitulo 4 descreve alguns algoritmos computacionais que permitem
amostrar valores da funcao de distribuicao a posteriori. O algoritmo Metro-
polis-Hastings tem a caracteristica importante de poder ser utilizado para
amostrar valores da funcao de distribuicdo a posteriori mesmo quando as
funcgoes de distribuicao condicionais dos parametros do modelo nao tem uma
forma fechada conhecida.

Nesse trabalho, o processo de inovacoes {&;}iez foi considerado ser um
processo de ruido branco. Para trabalhos futuros, outros tipos de ruidos
podem ser utilizados, como por exemplo, aqueles com distribuicao t-Student,
misturas de normais, chi-quadrado ou exponencial (ver artigo Sena, Reisen
e Lopes, 2002). Além disso, o estudo do processo ARFIMA(p, d, q) pode ser
extendido para valores de p e ¢ nao necessariamente nulos.
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Anexo A

Ao estudar o processo ARFIMA(p, ¢,d) vimos que este modelo é utilizado
para séries temporais que tenham a caracteristica da longa dependéncia, ou
de longa memdria. Nesse caso, as variaveis aleatdrias do processo { X }iez sdo
correlacionadas. Entao a fungao de distribuigao conjunta do processo pode
ser calculada através das funcoes de distribuicao condicionais, dadas pela
expressao (3.47). Em muitas situagdes também assumimos que o processo
¢ Gaussiano, ou seja, as fungdes de distribuigdo do processo {X;}iez sao
normais multivariadas. Se conhecemos a fungao de distribui¢ao conjunta do
processo, essas fungoes de distribuicao condicionais podem ser calculadas.
Como um exercicio, apresentamos a fungao de distribuicao condicional X
dado Y =y, onde (X,Y) é um vetor de variaveis aleatérias correlacionadas
cuja funcao de distribuicao conjunta é dada através de uma normal bivariada

N(MhﬂQaU%,UgaP)-

Proposicao A.1 (Densidade Condicional). Seja (X,Y) um vetor de vari-
aveis aleatorias correlacionadas cuja fungao de distribuicdo conjunta € uma
normal biwvariada N (uy, e, 03,03, p). Entao, a distribuicdo condicional de X
dado Y =y € dada por

01
XY =y~ N+ 07— o). (1= ).
Demonstragao: Como Y tem distribuicao A (2, 03), podemos calcular a
fungao de distribuigao condicional X |Y através de

 fan(my)
fel) = = ey -

1 (z—m)?* 2
= (1—p2))exp{2<1_P2)[ ! (

( o2 o109 T — ,ul)
(y— )+ (1 - (1 - ) L2

1

<

03

al\/mexp{m . ) [(x ;Ml) - ;QM)]Q} -

B Ulmexp{%l i p2) [02@ - #1)0:0201@ - M)] } -
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_ 1 exp{ 1 (02X — 021 — PO1Y + Palﬂﬂ 2}
o1/ 27(1 = p?) 2(1=p*) L 0102

— 1 e:(:p{—l [T o1yt pouj lr}
o1/ 27(1 — p?) 20 =p?) Loy o o1 02

B 1 1z —p—pg(y—pa)y2y

- Ulmexp{z(l )L o1 } } -

3 1 { 1 '$—(u1+pg—;(y—uz))]2}

= exrp
o127 (1 — p?) 2(1—p?)L o1

Assim a distribuicao de X dado Y =y é J\/(ul + pZ(y — p2), 07 (1 — p2)).
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Anexo B

O Teorema 2.3, na Secao 2.3, mostra que, quando d > 0.5, o processo ARFI-
MA(0,d, 0) apresenta-se como um processo autoregresivo de ordem infinita,
dado pela expressao (2.23). Truncando essa série para um certo valor m, é
possivel analisar o processo ARFIMA(0,d,0) através da sua aproximacao
autorregressiva de ordem m. O objetivo é fazer uma andlise do modelo
ARFIMA(0,d,0) no sentido de avaliar os valores do parametro d que tor-
nam a convergéncia da série mais rapida ou mais lenta.

Consideremos o processo ARFIMA(0, d, 0) definido em (2.22) e dado por

(1— Xt_c‘?t Z% th7

onde d € (—0.5,0.5). Os coeficientes ¢;(d) sao obtidos de acordo com a
expressao (2.24). Observando a espressao

1—z Zgoj ’,

vemos quese z = lentdo Y ¢;(d) =0=1+> ¢;(d) =0= > ¢;(d) = —1.
=0 =1 j=1

Assim — ) ¢;(d) — 1, quando m — +o0.
j=1
Pela Observacao 2.7 temos a aproximacao

d—1

=)’ quando j — oo.

p;(d) ~

d—1

Podemos utilizar a aproximacao ¢,,(d) ~ ﬁm_ , j& que estamos con-

siderando m grande. Entao
— — - 1
|§0m(d)|Nmm <€<:>W<€<:>—<ml+d<:>(_> <m,

ondeC— < 0.

)
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Entao, para 0 < d; < dy valem as desigualdades

md, :<

—C

1
T+dy
)" <

—C

1
) 1+dq

€

m
Isso mostra que — Y ¢;(d) se aproxima do valor 1 mais rapido para valores
=0

de d mais proximos de 0.5, como mostram os valores da Tabela B.1.

Tabela B.1: Valores da Soma —S; = — ) ¢;(d), para d € {0.05,---,0.5}.
=0

m

d 10000 | 20000 | 30000 | 40000 | 50000 | 60000 | 70000 | 80000 | 90000 | le+05
0.05 | 0.3883 | 0.4001 | 0.4210 | 0.4292 | 0.4356 | 0.4407 | 0.4450 | 0.4487 | 0.4519 | 0.4548
0.10 | 0.6275 | 0.6524 | 0.6662 | 0.6757 | 0.6828 | 0.6886 | 0.6933 | 0.6974 | 0.7009 | 0.7041
0.15 | 0.7742 | 0.7965 | 0.8085 | 0.8166 | 0.8226 | 0.8274 | 0.8314 | 0.8347 | 0.8376 | 0.8402
0.20 | 0.8639 | 0.8815 | 0.8907 | 0.8968 | 0.9013 | 0.9049 | 0.9078 | 0.9102 | 0.9123 | 0.9141
0.25 | 0.9184 | 0.9314 | 0.9380 | 0.9423 | 0.9454 | 0.9479 | 0.9498 | 0.9515 | 0.9529 | 0.9541
0.30 | 0.9514 | 0.9605 | 0.9650 | 0.9679 | 0.9700 | 0.9716 | 0.9729 | 0.9740 | 0.9749 | 0.9756
0.35 | 0.9713 | 0.9774 | 0.9804 | 0.9823 | 0.9836 | 0.9846 | 0.9855 | 0.9861 | 0.9867 | 0.9872
0.40 | 0.9831 | 0.9872 | 0.9891 | 0.9903 | 0.9911 | 0.9918 | 0.9923 | 0.9927 | 0.9930 | 0.9933
0.45 | 0.9902 | 0.9928 | 0.9940 | 0.9947 | 0.9952 | 0.9956 | 0.9959 | 0.9962 | 0.9964 | 0.9965
0.50 | 0.9944 | 0.9960 | 0.9967 | 0.9972 | 0.9975 | 0.9977 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981 | 0.9982
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