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RESUMO

Estudamos a estabilidade de equacgoes diferengas usando o
Método Direto de Lyapunov e estendemos os resultados através
do Principio de Invariincia de La Salle. Apresentamos genera-

lizagdes e ilustracgoes de aplicacao destes resultados.
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ABSTRACT

We study the stability of difference equations by using
Lyapunov's Direct Method and we extend the results through

La Salle's Invariance Principle. Generalizations and repre -
sentative examples of the application of these results are

given.
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PREFACIO

Neste trabalho apresentamos uma teoria de estabilidade de
equagoes diferencas utilizando os métodos de Lyapunov e La Sal-

le, assim como generalizacoes e exemplos de aplicacao.

Na ‘introducao sao dadas as definicoes basicas de estabili-
dade e aspectos da teoria de matrizes a serem utilizados no de-

- senvolver da dissertacgdo.

Em guestoes de estabilidade de equacoes diferenciais o Mé-
todo Direto de Lyapunov & muito utilizado. Demonstramos este me
todo para equacoes diferencas no capitulo 3, onde também obte -
mos resultados relativos ao dominio de atracac de um ponto de e

gquilibrio. Uma regido de atracao & encontrada para o método de

Newton-Raphson.

es de Lyapunov e propriedades de invariancia de con -

ot
Cu

Fung
juntos limites fornecem dados sobre o comportamento assintotico
de trajetorias. Fazemos isto através do Principio de Invarian -
cia de La Salle, o qual é utilizado na secao 4.2, no estabeleci
mento de condicdes de estabilidade ndo -linear. Estas condigoes

sdao aplicadas na andlise de um modelo epidéemico.

No capitulo 5 apresentamos o Principio de Invariancia para
fungoes de Lyapunov vetoriais e sua aplicagao ao caso linear ;
estabilidade sobre perturbacoes e estabilidade pratica cujos re
sultados sao usados no estudo do efeito do arredondamento do er
ro no método de Newton-Raphson e no caso linear; estabilidade u

niforme e fungdes de Lyapunov para equa¢Oes diferencas nao-auto



nomas; estabilidade exponencial e conectiva determinando regioces

de estabilidade em modelos de ecossistemas.



I. INTRODUCAO

O proposito deste capitulo inicial & apresentar conceitos
e resultados basicos a serem utilizados no decorrer do trabalho.
Também serao abordados aspectos da teoria de matrizes necessa -
rios no estabelecimento de condigdoes analiticas para a estabili

dade das equac¢oes diferencas. .

5 L TR TR F AYnied
1.1 DEFINICOES

Neste trabalho, G denotara uma funcgao com dominio e contra
dominio em R" e xk:x(k) uma funcao de N em R. Definimos a fun -
cao translacao x' como x'(k)=x(k+1) e a funcao diferenca Q(k) =
x(k+1)=-x(k). Por uma equagdo diferenga de primeira ordem ou pro

cesso 1terativo, entende-se uma relacao da forma
X'(k) = G(X(k)) 7

isto &,

k+1 k e}

(1.1) x ' =6x  , k=0,1, ... , x dado, ook oxsv/

A solucdo desta equacdao & dada por

(1.2) X = oKy°

1

onde ¢k - G(Gk_ ) & a k-ésima iterada de G com respeito a compo

sicdao de funcoes, G°=1 é a fungao identidade e x° & o valor ini
. ~ P k.
cial. E claro que a solucao de (1.1) existira sempre que G xF)eE

tiver no dominio de G para cada k. Referiremo-nos & sequéncia



o o k o . e
des estados x, GX, +.:..G X, ... como sendo a trajetoria de

x° por G. Os pontos fixos x*, isto &, x* = G(x*), serdo chamados
pontos de equilibrio de (1.1). Nesta situacdo, suas trajetbrias

reduzem-se aos proprios pontos fixos.
O estudo das equag¢des diferengas de orvdem n
X = H(Xk—l’ Xy _gr = Xk—n) , k= n, ntl ...

pode ser reduzido ao das equagOes de primeira ordem atraves de
apropriadas mudancas de varidveis. Assim, por exemplo, se H @&

uma funcao linear, a equacao diferenca linear de ordem n

X =

K g ¥pop too- o0

oXk=n’ k=n, n+tl, ...

pode ser reduzida 4 equacac diferenca linear de primeira ordem.

.
8

(1.3} N = Bx™" , k= 0,1, ...
onde
_ - - -
X
k+n-1 “n-1 - %o
. 1 o . . . 0
k
X = . ¢ B = - )

- A 1 0

~ - k
Para o valor inicial x°, a solucao de (1.3) & dada por x =
kao. Na segao 1.4 veremos um algoritmo para calcular Bk em ter

mos dos autovalores de B.
. k ™~ ~ . k
Seja x uma solugao da equagao (l.1l). Dizemos que x &

(a) estdvel se dado €>0, existe um 6>0 tal gque se 2% &  outra

solucdo de (l.1) para a gqual | x°~£°|| <6 entdo ka—ﬁkﬂ < € '



(b) assintoticamente « el se, em adigdo, || xk—ik||+ 0

quando k » « |

Seja x* um ponto de equilibrio de (1.1). O processo (1.1)

-

e dito:

(c) localmente convergente para x* se existe umé>0 tal que quan
do H xo—x*H<6 , as iteradas (1.2) existem e convergem para x%*,
(d) globalmente convergente para xX* se as iteradas (1.2) exis -

n
tem e convergem para x* para cada x® em R,
O ponto de equilibrio x* & dito:

(e) estavel se dado €>0, existe umé>0 tal que quando‘pflx*H<a,

k ok .
ucao x de (1.1} existe e satisfaz ||x ~x¥|l<e , k=1, ...
|| || < ;

i

framet

)

a 50

¥

(f) atrative se existe um 6>0 tal gque quando || x“-x*[|<6 , a so-
lucdo x* de (1.1) existe e satisfaz||xk—x*H+O quando k- w
(g) assintoticamente estavel se & estavel e atrativo
: U . . o n k .
(h) globalmente atrativo se para cada x em R , || x =x*[| > 0
(i) globalmente assintoticamente estdvel se & estavel e global-
mente atrativo.
(j) exponencialmente estavel se existem constantes §>0, a>0 e

N <1 tais que a solugdo xk de (1.1) existe e satisfaz
||xk—x*|’ < a on—x*an, k=20,1, ... , Ssempre que
[x°=x*]| <5

As nocoes de estabilidade e atratividade sao independentes
e um exemplo de atrator instavel sera visto na secao 1.2. Po -

rém, sao validas as seguintes correspondéncias entre as difini-

co - = n
(*) ||.|} denota uma norma fixa, porem arbitraria em R



coes acima:
(1) == (h) <= (d) => (c) <= (f) <= (qg)

Alguns problemas de economia caracterizam-se pela existéen-
cia de um contiInuo de pontos de equilibrios. £ o caso dos pre -
¢os de equilibrio nos modelos de mercado: quando ndo ha ilusdo
monetaria ou efeito de saldos reais se espera que; se 0s pregos
p* equilibram o mercado, entdo )p* também sdo preg¢os de equili-
brio para A>0. Neste sentido, relativo a (1.1), ou; em outras

palavras, relativo a G, um conjunto H contido em R™ & dito:

(1) estavel, se dado um conjunto aberto U contendo E, existe
um conjunto aberto W contendo H tal que Gk(w) esta contido em U
para k=0, 1, ...

(m} um atrator se existe um conjunto aberto U contendo H tal
gue se x €U, entao ka + H guando k + o

{n) assintoticamente estavel se €& estavel e um atrator.

(o) globalmente atrativo se ka + H quando k»» para todo x do
n

R

(p) globalmente assintoticamente estavel se & estavel e global-

mente atrativo.

E oportuno lembrar que instavel significa nao estavel e

fortemente instavel gue ndo ha estabilidade nem atratividade.

Se G(H) esta contido em H (H esta contido em G(H)); dize

mos que H €& positivamente (negativamente) invariante. Se G(H)

H, H & Znvartante.

Resultados acerca da teoria de conjuntos invariantes podem
ser vistos, por exemplo, em [3]. Destacamos os seguintes: Se H
& positivamente (negativamente) invariante, H também o &; Se H

& invariante e limitado, entdo H é invariante; se H & estavel ,

H & positivamente invariante.



Seja H um conjunto fechado do R™ e seja A positivamente in
variante. em R" tal que K contenha H. Estabilidade de N velati-
va a A significa estabilidade de H com respeito a topologia re-
lativa de A. Similarmente para a definigao de H como um atrator
relativo a A. Se H & estavel e um atrator relativo a A, entdo H
& assintoticamente estdvel relativo a A. Se H & estavel relati-
vo a A e para todo xe€A, ka<+ H quando k+ «», entdo H & global -

mente assintoticamente estavel relativo a A,

1.2 UM ATRATOR INSTAVEL

Sedja G uma funcao do R? em R? definida por:
Gio,0) = (C,0) e
Glx,y) = lg,(x,v), g,{x,y)) se (x,y) £ (0,0)
onde:
2 -5 2
X - -2X
g‘] (Xr‘y) = X + (y )ty ’ 92 (XIY) = X + ( )
2 6 2 6
Y 4+Y r +r

com r® = x2%y2 £ 0

Esta fungdo G resulta da aplicacgdo do metodo de Euler para
um sistema de equagdOes diferenciais dado por Vinograd em 1957,
Para verificar que a origem & globalmente atrativa, porém insta
vel, seguimos o raciocinio de Hahn [10], o qual trabalhou deta-

lhadamente este exemplo.

Notamos que G &€ continua na origem e consequentemente em

2 - - . - -
todo R™, (0,0) & o unico ponto fixo de G. Tambem, G e uma fun -
¢ao Impar e portanto, & suficiente analisar somente o que ocor-

re no semi-plano superior,



Dividimos o semi-plano superior nas regiOes:

A= {(x,y): ye=x}

B = {(x,y): -x<y, y>2x} ,

C = {(x,y): y<2x, x%(y-x)+y>>0} ,
D = {(x,y): x2(y—x)+y5<0} ,

observando que:
gy (6,¥) > X, 9,(x,y) > y, (x,y) en A B
gl(xly) > X, gz(xly) < y; (x,y) em C I

g, (x,y) < %, g,(x,y) < y, (x,y) em D.

Pela primeira relacao, temos que se as iteradas iniciando
em cada ponto (xo,yo) # (O;O) em A permanecem em A, entao elas
sdo monotonas crescentes e limitadas. Assim, sao obricadas a con
vergir para um limite nac nulo, o gual, pela continuidade de G,
& um ponto fixo. Mas 1sto viola o fato de que a origem & o Unico
ponto fixo. Conseguentemente, as iteradas sao obrigadas a deslo-
carem-se para B. Em B, elas também crescem, e para a direita. No

numerador de 9,-9, vemos que o polinomio

2 5 2 2 5 3
x* (y=x) vy -y° (y-2x) > y -y (y-2x) > y -3y

4

e > v 3. Entdo L= £ X, .=X O que mostra que se as
s€ Yy 2 v Yre17Yk k+1 ¥k r © 4 !

iteradas permanecem em B, elas sdo limitadas e convergentes. Co-
mo anteriormente, isto conduz a uma contradicdo e as iteradas ne

cessariamente deslocam-se para C.

Para (xk,yk) em CUD, pode-se constatar que 0 g o1 S Yi

€ Y1 < Xpi1® Entdo, as iteradas permanecem em C D e a sequén-

- cla {yk} converge. Além disto, gquando (xkyk) pertence a C,

3

: : S 2
(*) Xpp1 € Y o F yk(1 + 1+4yk)

o 1— -



e nara (xk,yk)é D, Xy 1S ¥ Entao, a sequencia {xk} e limitada.

Pela definicdo da G e pela convergéncia de {yk}, temos que
. 2
lim vy (yk—2xk) =0
k--) )
Se o limite de {yk} for diferente de zero, entao {xk} necessaria

mente deve convergir e isto, como anteriormente, conduz a uma

contradigao. Assim, lim y, =0

k>
Mas entdao, lim x,=0 , desde que quando os x, sao nao decrescen -
ko
tes, eles sao dominados wor (*). Entao, a origem & globalmente a
trativa.
Agora, consideremos a vegiao
B 1
T = {(x,y): 0 ¢ 3x & y & —1
V27

Se (x,y)€ D, a desigqualdade

2 2 5

yoly=2x) > 3 [x7(y-x)+y™]

mostra que se (X,,Vq) # (0,0) @ gqualquer ponto de T, as iteradas
1

Y27

subsequentes obrigatoriamente iniciam em T, de modo que Yy >

para alguma k. Entao, a origem & instavel.

Um tratamento mais geral de atratores instdveis em sistemas

dindmicos pode ser visto em Mendelson [ 20].

1.3 NORMAS MATRICIAIS

. n .
Corresvondendo a qualquer norma vetorial no R, existe uma



L0

natural norma matricial induzida.

sejam ||x || e ||x ||" normas arbitrdrias em R"” e R™, respecti

vamente. Para cada matriz A de ordem mxn definimos:

HAH = max Uézﬂ = max“ Axlr .
x#0 x| [l

Segue-se que HAH & uma norma pois satisfaz:

(i) |la]l > o, |J|a]] = 0 se .e:somente.sg A = 0 ;
(i1) e all = |a| [|& |

(iii) [[a+B || < |l [[+ |[B]|

' H
Além disso, no caso especial em que R"=R™ e as normas HxHe Hx H

7

. -
20 ag mesmag, tambem vale:

n

Sy i P fima 1}
tivy sl < liall Bl

Uma norma de matrizes que satisfaz (iv) & dita norma matri-
crtal.

Cabe salientar que se [|x/| & uma norma arbitriria em R" e B
& uma matriz quadrada de ordem n ndo singular, entao ||x/|' = ||Bx]

, n
define uma norma no R .

Citamos como exempnlos as sequintes normas matriciais:

a0y = max sy = max 7 fagl
’bdhfl 1<jsn =
n
20 = max lxll, = max § fay
IRH;l l<ign 5=1
2, = max [[ax], = [p(AII‘A)]l/2

[belly=1

onde p(ATlU & o raio espectral de matriz ATZX, a seguir defini

do.
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Seja A uma matriz quadrada de ordem n, Chamamos de equacao
caracteristica de A a expressdo 'det(A-AI)=0, onde A& um escalar
e I a matriz identidade. As raizes Ai’ i=1, ..., n, da equagao
caracteristica sdo os autovalores de A. Dlzemos que x & um qQulto
vetor de A, associado ao autovalor Ai’ se Axr=‘kix. 0 conjunto

{1

c ey An} € o espectro de A e p(A)= max |Ai|é o rato espec -

1g<ign

ll

tral de A, para o gual sao validas as seguintes propriedades:

(i) p(A+B) < p(A) + p(B)
(ii) plen) = |a]p(A) , o escalar

(iii) p (B 1AB) = p(a)

Se A e uma matriz simétrica, temos
LA Ly

2., 7¢ 2, ‘7

hall, = (b = [p@)7l = p(a)
Em geral, se Ai € um autovalor de A e x#0 o correspondente

autovetor, em alguma norma:

| all , x| |A] . 1Isto é:

Para a matriz A = ’

. Geralmente, a diferenca entre p(A) e | po

p(2)=0 e [a]l; =]a
de ser arbitrariamente grande. De alguma forma, isto deve-se a

escolha inadequada da norma.
Proposicao 1

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dado ¢>0, existe uma

norma em R" tal que. |a|| < p(B) + € -
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Prova:

Seja A=PJP—1, onde J & a forma canfnica de Jordan para A, e
seja

D = Diag (1, €, €2,..., en_l).

Temos que 3=D—1JD € a mesma matriz que J, exceto que toda diago-

nal 3 direita tem seus elementos unitidrios substituidos por €.

Entao:
131, < ep(a) + €.
Seja Q=PD e definamos |}x||= HQ_lem, a qual & uma norma. Entdo:
- _ | _ - -1 — -1 —
HAH = max HAm| = max HQ Ax|b) = max HQ AQyH =
=2 Jo ) = Iyl 2
= max [[gyil_ = [[9fl, € o () +¢.
[Iyll==

A proposicao 1 & um resultado Gtil pois nem sempre & possi-

vel encontrar uma norma para a qual ||A|| =p(A). Conforme vimos no
exemplo anterior, em qualquer norma, ||A|| 20 se a #0. Para gque
p(A) = ||a||, & necessidrio e suficiente que A pertenca id classe de

matrizes assim definida:

Uma matriz quadrada de ordem n & de classe M se para todo
autovalor XA tal que |A| = p(A), todo bloco de Jordan associado a
A & lxl. Ou, equivalentemente, A é de classe M se e somente se

A & similar a uma matriz da forma

Al 0
0 A2
onde A, & diagonal, p(A;) = p(A) e p(A,) "< p(A)
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Proposigao 2

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Existe uma norma em

R™ tal que p(A) = |a|| se e somente se A & de classe M.

Prova:

Para mostrar a suficiéncia, modifiquemos levemente a prova
da proposicdo 1, assumindo que e>0 e tal que |\| +& < p(A), onde
A & algum autovalor de A para o qual | x| <p(n). Assim, ||J]|_ = p@).

Para a reciproca, assumamcs que [[Al| =p(A) para alguma norma
e que existe um bloco de Jordan mxm, m 2 2, associado ao autova-
lor X tal que [A]=p(A). Se A = 0, temos ||A]|=0 e entio A=0. Supo-

mos entao que A # 0. Assim, & suficiente considerar um bioco de Jordan

- -
A1
5 = o , A # 0.
1
A
L i
Mostrar que [|J|| = || ndo & possivel em qualquer norma. Se assu-
mimos que [[J]|=|A| e 3 = A"13, entdo claramente II3]] = 1. Mas, um
calculo direto mostra que Jkez = ( k , 1, 0, ..., O)T. Logo ,
A
gquando k > HJk'eZH + o guando k+ « , o que contradiz ||J| = 1.

Como consequéncia das proposicoes 1 e 2, obtemos o seguinte

resultado sobre a convergéncia das poténcias de uma matriz qua-
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drada.
Proposigao 3

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Entao lim aK = 0 se

ko0

e somente se p(A) < 1. Além disto, HAkH €& limitada quando k + o

se e somente se p(A) < 1 ou p(A) =1 e A e de classe M.
Prova:

Se p(A) < 1, pela proposigao 1 podemos tomar uma norma em

- ) k
R tal que |[All & menor que 1. assim, 2%l < all™ >0 quands k »=.
Reciprocamente, suponhamos p(A) 2 1 e seja X um autovalor de 2

tal que |A| > 1. Se x & um autovetor associado a X, temos

0 que implica que HAkH > 1 parva tody k.

2k = (k] s

X

Para a segunda parte, ja temos provado gue p(A) < 1 impli-
ca que Ak + 0 guando k - w; Se p(A) =1.e A~ & de classe M, en-
tao, pela proposicao 2, podemos encontrar uma.norma em Rni talw
que HAH = 1. Logo HAkH <1 béfa todo k. Reciprocamente, supo =
nhamos Ak limitada. Entao claramente p(A) < 1. Suponhamos p(A)=
1. Assim, o0 mesmo argumento usaao na proposigao 2 mostra que to

do bloco de Jordan J tal que p(J) =1 & 1lxl, e portanto, A & de

classe M.

£ conveniente salientar que, com pequenas adaptagoes em al
guns casos, os resultados obtidos nesta secao sao validos para

matrizes complexas.



1.4 UM ALGORITMO PARA COMPUTAR Bk ATRAVES DOS AUTOVALORES DE B

Consideremos a equagao diferenga linear

xk+l = Bxk , k=20,1, ..., x° dado,
cuja solucao satisfazendo a condicao inicial x° 8 dada por kao

Andlogo ao algoritmo de Putzer para o cdlculo de eBt em

sistemas de equagOes diferenciais lineares com coeficientes cons
tantes, o algoritmo que apresentamos foi dado por La Salle [18]

para o calculo de matriz BX.

Consideremos uma representacao de B* na forma
n
k _
{(1.4.1) BT = W.(k)Q. . : onde
[ 3 g+
j=1
{1.4.2) Qj = (B - Aj)le_l v
coim Kj os autovalores de B, O = T e Qn = 0, pelo teorema de

Cayley-Hamilton (toda matriz satisfaz sua equacao caracteristi-

ca). E justamente este fato que sugere a forma de representacao

(1.4.1).
A condicdo inicial B® = I & satisfeita tomando W, (0) =1,
W2(O) = ... = Wn(O) = 0. Necessitamos que
n n
B :E:l W 000y = .Zz: Wt og )
j=1 j=1
~ou, desde que BQj_l = Qj+)\ij_l ’
n n
2{; Wj(k)(Qj + AQj_l) = Wj(k+l)Qj_l '
=1 3=1

Deste modo (1,4.1) & satisfeita se;
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_ _ _ .k
Wl(k+l) = Alwl(k) ' Wl(O) =1 (Wl(k) Al) ,
(1.4.3)
W, (k+1) = A,W, (k W k r W,(0) =0 ,
5 (L) 4 00+ Wy (k) ;)
j = 2, , n

As equacoes (1.4.2) e (1.4.3) sao algoritmos para o cdmputo
de Qj e dos Wj(k) em termos dos autovalores de B, isto &, para

k
encontrar B se conhecermos os autovalores de B.

La Salle [14] d3a uma forma alternativa para (1.4.3):

_ Lk
Wl(k) = Al
(1.4.4) k
- m-k (m) .
W, (k+1l) = A W, , =2, ..., n.
j ) 2 i T3-1 ]
n=0
Por ilustracao, usamos o algoritmo para encontrar a solucao
da eqguacao diferenca linear de terceira ordem
Xk+3 - 3xk+2 - 3Xk+l - Xk =0 , Xo dado ,
p . ~ -~ . . . k+1 k
que e equivalente a equacao de primeira ordem linear x = Bx ,
onde:
- - - - ~ -
6 1 O Xy 4o X5
_ k _ o _
B = 0 0 1 ;s X = xk+l e X~ = Xl
1 -3 3 Xy Xq
R | i | L
Temos que det (B-AI) = —(A—l)3 e os autovalores Al = AZ = A3
= 1. Assim: Qo =1,
-1 1 0 1 -2 1
0 =BI=|0 -1 0|e 0, =BD’=|1 -2 1
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Resolvendo (1.4.3) diretamente, obtemos: wl(k) =1
1 k

W, (k) =k e Wy(k) = = k(k-1). Entdo, B = I + k(B-I) +
2
L xx-1) (8-1)% , ou seja:
2
r 7
1 1
= (k-1) (k-2) -k (k-2) = k (k-1)
2 2
B = | Lk (k-1 S(kt1) (k-1) I (k+1)k
2 2
L k+1)x —(k+2)k L (k+2) (k+1)
2
i !
~ k-+1 k . . .
A solucao de x = Bx e exatamente a primeira componente

k o .
de B x . Obtemos assim:

k i Wy e S \
% = T (k=1) (k=2)x, - k(k-2)x, +
2 4



II. ESTABILIDADE LINEAR E NA PRIMEIRA APROXIMACAO

2.1 ESTABILIDADE E CONVERGENCIA DE EQUACOES LINEARES

Um primeiro aspecto a ser considerado corresponde analoga-
mente ao caso de equacoOes diferenciais lineares exceto que as
condigoes na parte real dos autovalores da matriz sao substitul

dos por condigoes no raio espectral.
‘eorema 1

Sejam B uma matriz gquadrada de ordem n e d em R". Una solu

~ k ~
cao ¥ da equagao

(2.1) o e v a . k=0, 1, ..., x° dado ,

e
(a) estdvel se e somente se p(B) < 1 e se p(B) =1 entao B &

de classe M.

(b) assintoticamente estavel se e somente se p(B) < 1.

Prova:

(a) Seja ik uma outra solugao de (2.1). Consideremos o conjunto
Wk = ik—xk, k =0, 1, ... Entao:

(*) W= = . =B5%°, k=0, 1, ...

Suponhamos que p(B) < 1 e se p(B) =1, B & de classe m. Pela pro
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posicio 3, B & limitada, isto &, existe o tal que [|BY| ¢ ¢

k=0, 1, ... . Entfo, por (*), dado e>0, Hﬁk —ka < € para to-

to £° tal que ||#°-x%| < 6 = £ e portanto x* & estdvel. Recipro-

Iy

o
camente, se B" ndo & limitada, entdo HBkyH + = quando k + « pa-

O

ra algum y em R". Logo, se %° & tomado tal que x°-R° estd na di

recao de x, segue-se que Hik—xk“ + o quando k+ » e a solugao nao
& estavel. Logo, BK & limitada e pela proposicao 3, o resultado

segue-se.

"(b) Procedendo como em (a), observamos que a solugao € assinto-
. - k
ticamente estavel se e somente se BT -+ 0 quando k =+ «., Novamen-

te pela proposicao 3, isto acontece se e somente se p(B) < 1.

Para equacoes lineares estabilidade assintotica equivale &

D
J
-

bl

stabilidade assintotica

o

\

jlobal. Desta forma, o Tecorema 1 con -

I

tém o seguinte aspecto bisico de convergéncia:

Teorema 2

Se x* & o Unico ponto fixo de (2.1), entao, o Processo

(2.1) & globalmente convergente para x* se e somente se p(B) < 1

Prova:
Subtraindo-se x* = Bx* + d de (2.1), obtemos a equagao do
erro:
it ogr = BxFox%) = L. = BRTL(xOx¥) .
Consequentemente, d medida gque lim (xk—x*) = 0 para cada xo, é
ko0
necessdrio e suficiente que lim BX = 0. pela proposicao 3, isto

J¢ o0
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acontece se e somente se p(B) < 1,

Exemplo: Modelo de Estoque de Metzler

Este

ciclos de

modelo foli proposto por L.A. Metzler para analise de

estoques, o qual a@aptamos de Baumol [2].

Ye = U *+ S+ Vg
(M) ug = By, 4
Sg = Blye =Y p)
onde 0 <B<1; Y & a renda total no periodo t: Uy sao os bens

do consumidor produzidos para venda no periodo t; s, saoos bens

t

do consumidor produzidos para estogues no periodo t; v & 0 in-

G

vestimento liquido constante nao induzido em cada periodo.

A renda total produzida em gualquer periodo & igual a pro-

ducao total de bens do consumidor mais o investimento liguido.

As vendas

em qualguer periodo sdo uma proporcao constante da ren

da no periodo precedente. A producido para estogue & igual a di-

ferenca entre as vendas atuais e as antecipadas do periodo pre-

cedente; isto &, hia uma tentativa de manter o estoque num nivel

constante. SupOoe-se gque os estoques sejam suficientes para co -

brir as diferencas entre a produgao e a demanda do consumidor.

O modelo de Metzler pode ser transformado na equacao dife-

renca linear de segunda ordem:

(M1)

Yeio ~

28y .7 * By, = Voo s t=0,1, ...,

0 < B<1

a qual & equivalente a equagdo de primeira ordem

(M2) yt+l

=Byt+vo, t=0,1, ... , 0<g<l
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onde
Yeel 28 -8
yt = e B =
Y 1 0
A equagﬁo caracteristica, det(B - AI) = 0, tem por raizes
J—
AL =B+ /g2-p A, = B-VB*-8

Logo, p(B) = ¥YE < 1 e pelo teorema 1, qualquer solugao yt é as -

sintoticamente estavel.

Na verdade, a solugao geral de (Ml) & da forma

<

Y, = (/E)t (c, cos 6 t + c, sen 6 t) + —=>— ,
t 1 2
1-¢
v ~ v -
onde -—— & uma solucdo particular de (ML). Vemos que v, o=
L-B - i-g
. _ n n-1 C oA .
Seja p(A) = A wan_lk ~ ... -0, O polinomio associado
a equacao diferenga linear de ordem n
Xp = 0 1% + ... F S k = n, nt+l,
reduzida a equagao de primeira ordem
+
xk L. Bxk , k=20, 1,
k
com B e x dados em (1.3).
Como consequéncia do Teorema 1, temos:
Corolario
Sejam Ki, i =1, ..., n as raizes de p{(\). Uma solucao da
k+1 k -

equagao x =Bx , k=0,1, ... é:
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(a) estidvel se e somente se Jkil <le gglki( =1, XA & uma raiz
simples.

(b) assintoticamente estivel se e somente se |Ai| < 1.

Com efeito, como B & a matriz associada ao polindmio p(A),
temos que se Ai & um autovalor de multiplicidade m maior que 1,
entao existe um bloco de Jordan, de dimensdao m, associado a Ai'

Assim B nao & de classe M, e a prova & uma decorréncia imediata

do teorema 1.

Em aplicagoes do coroldrio, um resultado Gtil & o Teorema

de Schur(l), que adaptamos de Chiang [4].

Teorema de Schur
As raizes ki’ i =1, ..., nde p(}) sio menores que a uni-

dade em valor absoluto se e somente se 0s seguintes determinan-

tes forem todos positivos:

t 1 ;. Q
A - — - __,O__..
l 4
| "% 1
| _

1 0 ' o %y

—OLn_l 1 { 0 "(12
Ay = v = — — — —|— — — — = — — — .« 4
2 -0 0 l 1 -0 ’

o] | n-1

~ay =0 | 0 1

(1) Para uma discussdo deste teorema e sua histdria, veja Jonh
S. Chipman, The Teory of Inter-Sectoral Money Flows and
Income Formation, The Jonh Hopkins Press, Baltimore, 1951,
pp. 119-130.



l
1 0 0 | -ao -al .
—0L 1 1 0 | 0 0 -
. . nl. .
|
. » [ .
—al —a2 C e 1 | 0 o .
A = e oo oL o~ .
n
_ | o -
o 0 0 1 an—l
- - |
oy o 0 0 1
) 8 a|s e
° @ u\n q
@ 8 5!” @
-0 =0 . () 0 1
-1 n-2 o ‘

Por exemplo, qualquer solugao da eqguagao

Xy 1o + 3Xk+l + 2xk = 12 e instavel pois, como oy
temos
1 2
by = = -3 < 0
2 1

Consideremos a equacgao diferencial

(2.2) —= = Ax(t)

e o método de Euler para sua integragao numérica

23
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(2.3) x = x* + hax® = Bx®, B = I+hA , x° = x (kAt)

Intuitivamente esperamos que, para h suficientemente peque
no, as propriedades de estabilidade de (2.2) e (2.3) sejam as
mesmas. Conforme veremos a segulr, isto & verdadeiro para esta-
bilidade assintbtica, mas nem sempre para o caso de estabilida-

de simples. Vejamos, por exemplo, a equagao

(2.2)" 89X - _100x(t) + 100 , x(0) = x°
dt
. ~ - O _lOOt - - -
cuja solugao exata x(t) = (x -1l)e + 1 & estavel. O méetodo
de Euler aplicado a (2.2)' &
(2.3)" KL h(c100x84100) = (1-100)x%" + 1o0n
4~ k oo, R . .
que tem por solugao x = {(x -Ll}{(1-100h)" + 1; t = kit.

. .o 0 . ~
Para maior concreticidade, tomemos x =2. Assim, as solugoes de
(2.2)' e (2.3)"' ficam, respectivamente:

-100t k k
e )

X(t) = + 1 e X = (1-100h + 1 .

Agora, x(t) decresce muito rapidamente a partir de x7=2 (para
t =20,1, x(0,1) = l+5.10_5). Esperamos exiglir um h pequeno para
calcular exatamente a solugao. Porém, para t = 0,1 a solugao va
ria lentamente e & essencialmente igual a 1. Portanto, intuiti-
vamente, esperamos obter exatidao suficiente com o método de Eu
ler para h relativamente grande. Todavia, se h>0,02, |1-100h|>1
e a aproximagao xk cresce rapidamente para cada passo, O que

mostra um comportamento instavel.

Neste sentido, um aspecto conveniente a ser notado & dado

pelo seguinte:



4%
(85}

Proposicao 4

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Todos os autovalores
de A tem parte real negativa se e somente se existe um hJ’O tal

que para todo 0 < h g hy p(I+hA) < 1.
Prova:

Supondo que p(I+hA) < 1 tem-se que todos os autovalores de
hA estdao num disco centrado em -1 com raio menor gque 1, isto e,
todos os autovalores 8e hA possuem parte real negativa. Como h>(,
0 mesmo ocorre com A. Por outro lado, se os autovalores de A pos
suem parte real negativa, como eles s3ao um numero finito, estao
contidos num mesmo guadrado de vértices maiib e wéa%b}iib@ Entao,
os autovalores de I+hA estao num quadrado de vertices L&u—aiﬂﬂ e

l+h(-a-b*ib). Deste modo, para p(I%hA) < 1 e suficiente que
(1-ah)2 + h?p%2 < 1 e [l-(a+b)hl? + n%b? < 1.

Para h suficientemente pequeno, estas desigualdades podem ser sa

tisfeitas.

Analisemos agora os efeitos da estabilidade da origem da e-

quacdo linear homogénea na equagao
(2.4) L osxf s ad® , k=0,1, ...

- . ~ k
com uma sequencia nao constante de vetores 4 , gue tem por so

lugao
k-1

(2.5) xk = kao + E Bjdk—J_l
3=0

A formula (2.5) & muito usada. Entretanto, normas estima -

das que dela se obtem por vezes sdao mais Uteis.
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Teorema 3

Se a origem & estivel para a equagao homogénea

(2.6) <KL - ByX, k=0, 1,

entao, em alguma norma, a solucdo de (2.4) satisfaz
k-1
(2.7) 1N < =0l + ladyl . k=1, 2,

Se a origem & assintoticamente estavel para (2.6), entao existe

uma norma e uma constante a<l tal que a solucgao de (2.4) satis-

faz:
k-1
k . k .0 : 1 ‘:h 4 ~
(2.8) ™M oo™ e+ s &l . k=1, 2,
j=0
Prova:

Se a origem & estavel para (2.6), entaoc o teorema 1 mostra
gue p(B) < 1 e se p(B) = 1, B & de classe M. Pelas proposigoes
1l e 2, existe uma norma tal que IB]| € 1 e (2.7) segue-se de (2.5)
.Se a origem & assintoticamente estavel para (2.6), entao p(B)<l

e pela proposicdo 1, ||B]| € 1 em alguma norma. Assim (2.8) & ob-

tida de (2.5) com o = |B] .

Corolirio
Se as raizes Ai, i =1, ..., ndo polindmio
p(A) = An—un_lkn—l T oees T Qg

satisfazem |Ai| £ 1 e se !Ai| =1, Ai & uma raiz simples, exis-
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te uma constante c »1 tal que toda solugdo Xy da equacgao

(2.9) X - o = , Kk =n, n+tl, ... ,

k %n-1%k-1 T o o*k-n = Yk

{Yk} uma sequéncia dada, satisfaz:

k

+ ZZ: vyl

j=n

(2.10) kaH < ¢| max Ixi

0glgn-1

A prova & feita usando-se o fato de que a eqguagao (2.9) po

. k _ T
de ser escrita na forma (2.4), onde 4" = (Yk+n—l , 0, ..., 0)".
Pelo teorema 3, existe uma norma tal que
k-n
, -n+1: 1
(2.11) 5T O+ ; " adl ., ko= n, ntl,
326
Pelo teorema da equivaléncia de normas em Rﬁ, existem constan -
tes Cy 2 Cy 2 0 tais que
oy lIxlly < Il < e, M, -
€1
Entao (2.10) & obtida de (2.11) com ¢ = —
c
2

2.2 ESTABILIDADE POR APROXIMAGAO LINEAR

Consideremos a equacao diferenga nao linear

k+1 k

(2.12) X = Bx + f(x) , k=20, 1, ...

onde f & "pequena" para x proximo d origem, no seguinte sentido:

(2.13) 1im LECA _ ¢

k+0 lx]l

Em 1929 Perron investigou a estabilidade de (2.12) determi
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nada pela aproximacdo linear

LS o mX k=0, 1, ...

Numa vizinhanga da origem, o efeito de nao linearidade pode ser
desconsiderado e a estabilidade serd determinada pela aproxima-

cao linear acima citada, exceto no caso critico p(B) = 1.

Teorema de Perron

Seja B uma matriz quadrada de ordem n satisfazendo p(B)<1l.
Seja f uma funcdo do R" em R™ satisfazendo (2.13). Entdo, a ori

gem & assintoticamente estavel para (2.12).

Prova:
Pela proposicao 1, existe uma norma tal que Bl = o« <1

Seja y > 0 tal que u + y < 1. Entao, existe um 8>0 tal que

~|l%] < § implica que {|£(x)]| € v ||x||. Assim, para cada x° tal que

|+ e € e fix

i\
=
)

Por inducdo segue-se kaH < lavy) %7 <8, k
Consequentemente |x*|| + 0 quando k + o

Retomemos a equagao nao linear (1.1) xk+l = ka , k=0,1...

Fazendo a mudanca de variavel e = x-x*, obtemos

ek+l = @ek, k=0,1, ... , Ge = Gle+x*) - x* , ou

R f(ek) , k=20,1,
Considerando-se G diferencidvel, temos que f(e) = of(|lel]), 4isto
é, uﬁigl“ + 0 quando e » 0. O sequinte teorema obtido por

llell
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Ostrowski [27] est8 contido no Teorema de Perron. G' (x*) denota

rd a matriz Jacobina de G em x¥*.

Teorema de Ostrowski

Se G & diferenciivel no ponto fixo x* e p{G'(x*)} < 1, en-

tao o processo (1.1) & localmente convergente para x*.

Prova:

Pela proposigao 1, dado £>0, existe uma norma para a qual

|G'(x*)|| €« A + ¢, onde A = p{G'(x*)}. Nesta norma, a definicdo

- B i T I [P IS SVUR I v DA S SR SR S 4
de diferencialidade iinpiica que existe um 6>0

Ko

al que se

e ~xx] < 8

lox—x*|| < [|Gx = Gx* - G' (%) (x~x*)|| + [|G" (x*) (x=x%)|]
< (A + 2e) |x-x#
Como A<l, se tomarmos e = 1A e S = {x: ||x-x*| < 8} , temos que
2

o)
se X € s,

Ixtas | = (e ¢ O+ 2e) [5x4
Assim xl € S. Segue-se por induc¢ao que xke S e al@m disto que

L x4 <« Lo (v+2e) R (| xO=x|

[x%=x* || & (+2e) ||
Deste modo, xk + X¥* quando k -

Ostrowski e Perron consideraram também casos de instabili

dade. Perron mostrou que se p(B) > 1, a origem & instavel para

(2.12) enquanto gque, essencialmente equivalente, Ostrowski pro

vou que x* & um ponto de repulsao de (1.1) se p{G'(x*)} > 1.

A prova do Teorema de Ostrowski mostra que o seguinte coro

ldrio, em caso especial do resultado de Hahn [91 , & valido.



30

Corolario

Se G & diferencifvel em x* e p{G'({x*)} < 1, entdao x* & ex-

ponencialmente est8vel para (1.1).



IIT. ESTABILIDADE NAO LINEAR PELO METODO DIRETO DE LYAPUNOV

E intuitivamente claro que se prdximo a um ponto de equili
brio de um sistema fisico a energia deste sistema & sempre de -
crescente, entdao o equilibrio & estdvel. O mé&todo direto de
Lyaounov & uma generalizacdo desta idéia e funcoes de Lyapunov

sao simplesmente uma extensao do conceito de energia.

e 4 fand
rLaLls

Assim, para um sistema auténome de equacoes diferen

Q

onde a origem & um ponto de equilibrio, uma fungac de Lyapunov
- ~ . . .= - n
e uma fungao continuamente diferenciavel, definida no R~ e assu

mindo valores reais, tal que

(3.2) Vi) > 0 sex #0 e v(0) =0 , e
(3.3) 4 vy s o0,
dt

onde y & uma solucao de (3.1). A idéia central do Método Direto
de Lyapunov & detectar estabilidade para o sistema (3.1) pelo
significado de provoriedades de fungao V e fazer isto, nao atra-

vés do conhecimento das solucgoes, mas diretamente de (3.1).

O uso de "energia" para equacOes diferenciais data de Lya-
punov (1892) e o primeiro tratamento sistemidtico para equagoes
diferencas foi dado wor Hahn [ 9]. Para ver qual a forma que a

condigao (3.3) deve tomar para uma equagao diferenga, considere
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mos o Método de Euler aplicado a (3.1):
xgwl = xk + hka
Entdo, a diferenca andloga a (3.3) seria:

Viy(t, +h)) - Viy(t))) k+1, _ k
d Viy(t,)) = k k 2 VX ) V(x)

dt h h

N
o

Assim, dada a equacao diferenca (1.1)

xk+l = ka , k=20,1, ...

e o ponto de equilibrio x*, definimos uma fun¢do de Lyapunov pa

ra G em x* como sendo uma fungao V(x) de R" en R tal que:

V(x) & continua

—»\
iad
BN

P
D
-
Z

N

%
il
]

Vix) » 0 se x # x*
(3.5) Vi(x) = V(Gx) - V(x) € O
para x numa regiao aberta D contendo x*.

A condicao (3.5) diz-nos que V & nao crescente ao longo das
solucoes. A condicao (3.4), associada ao conceito de minimo de
energia potencial, serad relaxada no proximo capitulo para o es-
tudo da estabilidade através do comportamento das trajetbrias

ka.

Uma questao importante nas aplicagOes numéricas refere-se
i determinacao do dominio ou regiao de atragao D do ponto de e-

quilibrio x* da equacao (1.1):
- k '
D= 1{x; Gx » x*¥, k -+ «}

A teoria de Lyapunov estd intimamente ligada a esta questao. Co

mo exemplo, encontraremos a regido de atracao do Método de New-

ton-Raphson na segio{};Z.

N
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3.1. 0 METODO DIRETO DE LYAPUNOV
Teorema 4

Seja G uma fungdo continua numa aberto S contendo o ponto
de equilibrio x* de (1.1) e seja V uma fungdao de Lyapunov para

G em x*. Entao:

(a) x* & estavel;

(b) Se, além disto,
(3.6) V(Gx) < Vi(x) para X # x* e Gx em D ,

X* & assintoticamente estavel.
{c) Se S =D =R e

-y

- T L X o Tt
{(3.7) Vix) + +» qguando ||x

x* @ globalmente assintoticamente estavel.
Prova:

Tomemos r_ > 0 tal que {x: [[x-x*| < £} esteja contido em
£ r

SN D. Pela continuidade de G, existe r, < rg

tal que | Gx-x*|| <rg

quando ||x-x*| < r Seja €>0 e assumamos, sem perda de genera-

1

lidade, que e<r Entao, pela continuidade de G e por (3.4), po

1°

demos tomar § em (0,e) tal que ||x~x*| < § implica que

Vix) < ¢(e) = min {V(x): egllx-x*|<r_}

I o o
Agora, suponhamos que existe algum x~ tal que ||x -x*|| < § , mas

+ . .
ka]lx*H>€ para algum k. Assumamos que existe um primeiro tal k;

deste modo Hxi—x*H ¢ e < ry, i=1, ..., k. Entdo Hka—x*H £r
k

e [

V(ka) estd bem definida e V(Gx") > ¢é(e). Mas, por (3.5),
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k+1

Vi)« vy € .« V) < o (e).

Isto & uma contradigdo e a estabilidade estd provada.

Para o item (b), & suficiente considerar uma- - sequéncia
k K, %
{x") em {x: ||x=x¥4| ¢ €} e mostrar que x +x* quando k + «© . Para
. " . k ~
isto, basta provar que se X & um ponto limite de {x"} , entao

X = x*. Suponhamos que isto nao acontecga; entao, a funcgao

r(x) = V (Gx)

V(%)
estd bem definida e & contlinua num aberto S, contendo X e por
(3.6), r(X) < 1. Consequentemente, para o no intervalo (r(X);1),

existe ¢>0 tal que r(x) £ o se

x-x*| < §. Entao, para k, sufi =~

+

i
cientemente grande, a subsequéncia convergente para ¥ satis:

N

N

a

2

v(xki+l) = V(kai) < aV(xki) € vl < uv(xki“l+l) < v

< otV (x°)

e portanto V(xki) + 0 quando 1 » © . Mas entao, a continuidade
de V implica v(X) = 0, o que & absurdo por (3.4). Logo X = x*.
Para (c), observamos que para algum x° (3.7) garante que a

- . k - ) s .
sequéncia {x"} & limitada; por outro lado, se existe uma subse -
- . ki ks . .
quéncia {x 1} tal que |[|x i-x*| + © quando i + », mas isto contra

diz o comportamento mondtono decrescente de V(xk) expressado por

~ *
(3.6). Segue-se, entao, como na parte anterior, que xk-+x quan-
do k » » ,
Exemplo:
Seja zk+l = sz, k=20,1, «.., 2 = (x,y), com G dada por
Glx,y) = (2%, B¥Y y ja] <1, |p| <1 .

1+x2  1+y?2



Consideremos a fungdo V definida por V(x,y) = x° + y°. Te

mos que:,
Vi,y) = (B2 4 (B2 L Pay?)
1+x l+y
isto e,
- b2 2 a 2
Vix,y) = (———=—= - 1)x" + ( - 1)y £ 0
(1+y2) 2 (1+x2) 2 h
e V(x,y) = 0 se e somente se (x,y) = (0,0).

Logo, pelo Teorema 4, a origem & assintoticamente estavel.

Mais ainda, como V(z) -~ + « quando [|z|]] + » , V e G sdo defini -
e 2, . - <

dos continuas em todo R™, temos gque a origem & globalmente as -

sintoticamente estavel.

Existem varios resultados gue expressam as reclprocas do
teorema anterior. Por exemplo, se x* & assintoticamente estavel
existe uma fun¢ao de Lyapunov V num aberto contendo x* tal que
a condigao (3.6) & valida. Tais resultados foram dados por Hala
nay [11], Driver {6] e Hahn [9J, Infelizmente, as provas de tais

reciprocas nao sao proveitosas para a descoberta de funcoes de

Lyapunov na pratica. Halanay e Hahn usam, respectivamente, as
construcoes
* 1+
V(x) = sup V¥ (Hka -x ||} ak
k>0 1+k
V(x) = E W(||ka-x*H) ,

k=0

onde o > 1 e, em qualquer caso ¥ & uma fungao adequada de uma

variavel real. Exceto nos casos triviais, estas definigSes em
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termos de sequéncias de iteradas ndo produzem meios suficientes

para determinar fungdes de Lyapunov.

Aplicacao ao caso linear

Para B uma matriz quadrada de ordem n, apliguemos o Método

Direto de Lyapunov d equagao linear

K+l gk k=0, 1, ...

X

Como funcao de Lyapunov, investiguemos a funcao quadrdtica

Vix) = xTAx ,

= ~

para alguma matriz simé&trica definida positiva A. Deste modo, a

condicao (3.6) passa a ser
T T T
X B ABx < X Ax , x #0

Se esta Gltima condigao for satisfeita, entao o teorema 4 garan
. o

te que as iteradas (l1.1) convergem para zero para todo x , e en

tao p(B) < 1. Assim, o teorema bisico de Lyapuncv para intera -

¢oes lineares & dado por:
Teorema 5
Seja B uma matriz quadrada de ordem n. Se existe uma ma -

triz simétrica definida positiva de ordem nxn tal que A-BTaB &

definida positiva, entao p(B) < 1.
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Prova:

Se A & um autovalor de B e p # 0 o correspondente autove -

tor, entao
T
(

uTAu e | A—BTAB)U

sao reais e positivos. Assim:

T T 2, T
UTAR > uTB ABy = (Ap)T Ay = |A%|u An .

Logo, Az < 1.

O teorema 5 & usado para provar resultados concretos como
o teorema de Ostrowski-Reich para o M&todo SOR. Foi provade ini
cialmente por Stein [33] que também deu sua reciproca, mas de

uma forma independente & teoria de Lyapunov. Uma versao do keo-

rema 5 e de sua reciproca pode ser escrita na forma:

"p(B) < 1, se e somente se, dada uma matriz simétrica defi
nida positiva e real Q, existe uma matriz simétrica definida po
. - - -~ T
sitiva A a qual e unica solucao de A-B"AB = Q".

Por exemplo, tomemos

-1 -1/4

w
It

Assim, a Unica solugao de a-BTAB = I & dada por



38

12 2

o
I

2 7/4

que & simétrica definida positiva.

Para a iteragao geral (1.1), o teorema 5 pode ser estendido
para um resultado andlogo ao de N. Krasovskii para equagoes dife
renciais (Veja Hahn [lOl, p. 135); para equagoes diferengas foi

dado pela primeira vez por Kalman e Bertram |l3

Corolario

5

®

) Ce n ; , s
ja G continuamente diferenciavel em K e x* um ponto fi-

“ o RN R P NS NP RO S S o I I N S T .
x0 de G. Se existe uma matriz simetrica definida positiva A tal

Pl

que A - u*(x)TAG”(x) & definida positiva para todo x do rR", en-

-~ , . o
tao as iteradas (l1.l) convergem para x* para cada x .

Prova:
Consideremos V(x) = ||x-x*| comc candidata & funcgdo de Lyapu
nov. Claramente V(x) > 0 e V(x) = 0 se x = Xx* e também

[ Gxe=x¥{| < [|x-x%

A condig¢ao crucial passa a ser
(3.8) || Gx-x*| < ||x-x*|| para x # x* .
Agora
T T ' . n
h"Ah > h™ G (x)AG' (x)h para todo x em R
e equivalente a

(3.9) le'Gall, < 1 para todo x em R".

Do teorema do valor médio ([24] p- 69), temos
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Il 6x-Gx*|| < supfﬂg'(x*+t(x—x*)n | x=x*|, .
Og¢tsgl

0 que mostra, usando a ‘continuidade de G', gque (3.9)implica (3.8).

Portanto x* & globalmente convergente.

Observemos que uma horma, ou uma funcao adequada a ela |,
sempre & candidata & fungao de Lyapunov (semelhante a V(x) =
|x-x*|P, p > 0). 0 uso de fungdes de Lyapunov para o qual impli
ca a condigao (3.8) ndo & particularmente interessante, apesar
que em alguns casos, esta aproximagao conduz a selecao de  uma

norma adequada. Infelizmente, ainda ndo existem aplicacgoes  do

-

b

teorema 4 para processos iterativos interessantes. Hurt [12]

i F

em 1967 e —

~
[

, apresentou um teorema de convergéncia local para
todo de Newton, mas também usando uma norma para funcao de Lya-
punov. Assim, o potencial possivel do teorema 4 nao foi ainda u

tilizado no estudo de equagoes diferengas.

3.2. 0 DOMINIO DE ATRAGCEO

Na teoria de processos iterativos existem numerosos resul-
tados que permitem determinar a regiao de atracao de um ponto
de equilibrio. O mais conhecido deve-se a Kantorovich para o mé
todo de Newton, o qual pode ser visto em Ortega [24]. Entretan=-
to, dentro da Analise Numérica.parece nao haver resultados que
fornegcam propriedades gerais do dominio de atracao. A proposi -

cao seguinte & bem conhecida na teoria de estabilidade.
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~-

Proposicao 5

Seja G continua. Se o ponto de equilibrio x* & atrativo ,
entao
k

D = {x: Gx » x* quando k - = }

& aberto.
Prova:

Dado x e D, podemos escolher m tal que [|G" x-x*| < S
2

[0

onde 8>0 & tal que ||y-x*|| < 8 implica lim ka = x*. Como G

}{»‘y—w

continua (G & continuaj, existe 6, tal que [ y-x
L - 4.

Ie™-c"yfl < 2

Consequentemente HGmy—x*H < § e portanto ka + x* e yE€ D.

A proposicao 5 & muito usada para propdsitos tedricos e
pouco para determinar D. Em equagoOes diferenciais existem al-
guns resultados que permitem delinear a regiao de atragao, como
o conhecido método de V. Zubov. Apresentamos um teorema corres-
pondente para equagoes diferengas dado por Ortega [23] baseado

no trabalho de O'Shea [26 | .

Teorema 6

Suponhamos que a fungao ¢, de R" em R, seja continua e que

satisfaz
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(3.10) p(x*) =0, ¢(x) > 0 se x # x* e ¢(xX) 2 a

para |x -x*| > b, onde a, b sdo constantes positivos e x* um pon

to fixo de G. Seja W, de R" em R, continua em x*, tal que:
(3.11) Wx*) =0, W(x) » 0 se x # x* e

(3.12) W(Gx) - W(x) = ~¢(x) [1 - W(x)] para todo x em R"
Entao o dominio de atracao de x* é:

D = {x: W(x) < 1}

Prova:
Seja <x“ em D. Por (3.12) temos que Wix') < W(XO) e portan -
1 o o~ k , } k41 k
to, x° esta em D. Por induc¢ao, x‘l pertence a D e W(x Yy € W(xTY,
k =2, ... . Assim, a sequeéencia {W(xk)} converge. Também (3.12)
implica que
w]:,_t_lq_(-Gﬁ) = 1 + d)(x) ; X em D
1 - Wix)
e portanto
k-1 . k-1
k i+l N .
1 Wix™) _ ,—\{/ 1 Wi(x ) _ I [ 1+ ¢(xl)]
1 - Wix®) 1 - Wixh)
i=0 i=0
- W) .
Como converge quando k + «, seque-se que 0 lado direi
o
1 - W(x")

‘to da igualdade acima também converge, © que implica que

b (xt) > 0 guando k - «. Entao, (3.10) e a continuidade de ¢
asseguram gque xk +~ x* quando k - «. Agora, suponhamos que x°

nao pertenca a D. Entao, por (3.12), W(xl) > Wx®) 21 e xl¢~D.
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Mas se lim xk = x*, a continuidade de W requer que
k~>(‘x)
lim w(xX) = 0, o que & uma contradigao.

k
Exemplo: A Regido de Atracao para o Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson para encontrar as raizes de

G(z) = 0 & dado pelo algoritmo

Zk+l - Zk _ [AG‘(zk)_] -1 G(Zk)

)

onde G € continuamente diferencidvel e a matriz jacobiana G' (z

& assumida inversivel.

Suponhamos que CGlo) = 0. Expandindo Glote) como
~ & G
Glate) = G'(a).e + G (e)

x = .
e fazendo z = a+ek, obtemos a equacao diferenca

k+1 k k k o, k

e =M, (e7) [My(eV).e” =G (eN)] ,
onde

My (o) = [G'(a+e)1—l e M,(e) = G'(ure) - G'(a)

Seja ||e]] alguma norma em R". Se o & uma raiz simples de
G(z) = 0 e se G & duas vezes continuamente diferenciavel em a ,

entao, para cada n>0, existe uma constante positiva k(n) tal que

para todo e com |[e || < n, temos

HMl (e) [M,(e) e - )] |l < xn) He“HZ .

Entdo, tomando W(e) = ||e ||, obtemos:
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W(Gx) - Wix) s -1 (1 - k(n)) |le ||

e W (x) £ 0 sekin) |e]] < 1.

Assim, com #(e) = W(e) = |le||, aplicando o teorema 6, obte-

mos uma regidao de convergéncia

D = {z: ||[z-a ] <n.} ,
n o
o
onde n_ = min {n, }o.
k(n)
n
Quando b = R, o teorema 6 fornece um resultado de conver-
géncia global. Tambdm, uma fungdo da forma ¢ (x) = c |x-x*|P sem
pre satisfaz (3.10). Vejamos agora que, para tal ¢, a correspon
dente W sempre existe se x* & exponencialmente estavel.
Teorema 7
. n .
Seja ¢ de R em R com a propriedade
P
(3.13) o(x) > 0 se x # x*; d(x*) = 0; o(x) < c || x-x*|* ,

onde ¢ e p sao constantes positivos e x* & um ponto de equili -
brio exponencialmente estavel. Seja D o dominio de atragao de
X*, Entao, existe para uma fungao W, definida em D e assumindo

valores reais, continua em x*, tal que W(x) < 1 para todo x per

tencente a D e W(x) satisfaz (3.11l) e (3.12).

Prova:

Mostremos que o produto

r(x) = W“T/ [1 + o (G¥x) ]

k=0
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~ . k
converge para todo x em D. Se x estl em D, entdo lim G x = x* e,

koo
Como x* & exponencialmente estdvel, existem m = m(x) e n < 1

tais que

(3.14) || ®x-x*| < an®| ™ -x*|, x

\4

m

Entdo:

e o]

;E: log [1 + ¢(ka)] < =,

k=0

o que mostra que r(x) converge. Deste modo, a funcao

W(x) = 1 =~

estd bem defini

1
4

W(Gx) - W(x) = S 1 - L (x) = - [1 - Wwx)] ¢(x)
r(x) r (Gx)
Para todo x em D, W(x) < 1, W{x*) = 0 e a continuidade de W em
x* segue-se de (3.14) com m = 0.

Como consequéncia imediata dos teoremas 6 e 7, juntamente

com o corolario do teorema de Ostrowski, temos:
Corolario

Assumamos que G seja diferencidvel no ponto de equilibrio
x* e que p{G'(x*)} < 1. Entdo, x* & globalmente atrativo se e
somente se existe uma fungao W de R" em R, continua em x*, tal

que W(x*) = 0 e

(3.15) W(x) < 1; W(Gx) - W(x) = = ||x—x*| [1 - w(x)] para



todo x em Rn

Os resultados desta secao estao relacionados com a teoria

de Lyapunov. Por exemplo, no contexto do teorema 7, a fungad
. k
V(x)—H 1L+ 6 x)] -1,
k=0

definida na regiao de atragao R, satisfaz as condigoes  basicas

de Lyapunov (3.4) e (3.6). Além disto, se D = R" e ¢ (x) =

= ¢ || x-x*|P, também (3.7).



IV. O METODO DE INVARIANCIA DE LA SALLE

O interesse no comportamento das trajet8rias ka para valo
res grandes de k deve-se ao fato de que 0 comportamento assinté
tico de G'x estd intimamente relacionado a teoria da estabilida
de. O que ocorre sobre perturbagoes de x e G? A teoria de Lyapu

nov trata das perturbacoes em x. Para o processo iterativo (1.1)

L ek, x =0, 1, ...

<

. X o . - . .
vimos gue se G x converge, seu limite e uma solucgac (um ponto
fixo ou de equilibrio). Agora generalizaremos este fato, funda-

mentando-nos nos trabalhos de La Salle.

Um ponto y do R™ & dito um ponto limite de ka, se existe

uma sequéncia de inteiros ki tal que Gkix >y e kj > quando
. ., N . . - . 1 - .

i+ e« . O conjunto limite Q(x) da trajetodoria G'x de x & o conjun

to de todos os pontos limites de cKx. 1Isto e,

Q (x) = {yzﬂ{ki} tal que Gkix+ y e kj » ©» quando i » « }.

Informagoes relativas a Q(x) permitem-nos obter dados so -
bre o comportamento assintotico de ka. Fungoes de Lyapunov for
necem dados sobre Q(x), e isto & feito explorando, em particu -
lar, a propriedade de invariégcia de conjuntos limites atraves

do chamado Principio de Invaridncia.

A partir deste ponto, consideraremos G continua e utiliza-
remos a seguinte defini¢cdo de fungao de Lyapunov dada por La

Salle:
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Para A um conjunto qualquer do Rn, a funcao V, definida em
R" tomando valores reais, & dita uma funcao de Lyapunov de (1.1)

em A se:
(a) V & continua em A;

(b) &(x) = V(Gx) - V{(x) < 0 para todo x em A.

Nesta definigao, a exigéncia de positividade de V & omiti-
da. Na secao 4.2, veremos o teorema 8 que expressa uma condigao
de suficiéncia para V(x) > 0, mas que isto ndo precisa ser ne -

cessariamente verificado.

Utilizaremos doravante o Método Direto de Lyapunov para ex
plorar propriedades de conjuntos limites. Primeiramente, veja -

mos que:
Proposicao 6
Todo conjunto Q(x) & fechado e positivamente invariante.

Prova:

Consideremos a sequéncia {yn} em 2(x) com y > y. Se mos -

trarmos que y pertence a 2(x), entdo Q(x) & fechado. Como Yq

pertence a 2(x), existe uma sequéncia de inteiros {ni} tal que
n. . . -~ .
G'1lx » Y, en; > @ gquando i »+ «, Logo, existe uma subsequencia

{nik}, ny, > n tal que
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I M -y |l < 2.
n

Assim, considerando a sequéncia{ n, ! comn, = n. :
i i i,
RS T Mo ' - 1 -
R 4 Rl G R PR IR PRSI

n .
Como 1, 0 e Y, T Y concluimos que G 'y » y e portanto y per -
n

tence a Q1(x).

Agora, se y pertence a 2(x), existe uma sequéncia de intei-

1

n
ros {ni} tal que G 'x > y e n; » © ge i » ©» ., Pela continuidade

1

N n.+1
de G, temos que G(G 1x) = G ¢ X > Gy e Gy pertence a Q(x) .

Portanto, G(Q2(x)) estad contido em Q(x) e Q(x) & positivamente in

™

N T R
Yaridno

@

Nao podemos esperar, como no caso de fungoes continuas, que
Q(x) seja conexo. Entretanto, relativo a invariancia, ele possui

uma propriedade de conexidade.

Um conjunto H, fechado e invariante, & chamado tnvariante —
mente conexo se H nao pode ser expresso como uma uniao de dois

conjuntos invariantes, nao vazios e disjuntos.

Estamos mais interessados no comportamento de trajetdrias
limitadas. Uma trajetoria ka limitada para k = 0, 1 ..., & mui-

tas vezes dita positivamente estavel no sentido de Lagrange.

Proposigao 7
Se ka & limitada para todo k = 0, 1, ..., entao Q(x) & nao
vazio, compacto, invariante, invariantemente conexo e € 0 menor

. - k
conjunto fechado que ka aproxima quando k>« (isto &, G x >Q(x)).
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Prova:

ka limitada implica que Q(x) & nao vazio e limitado. Pela
proposicao 6, segue-se que {l(x) & compacto.

Se y pertence a Q(x), existe uma sequéncia de inteiros {ki}
tal que ki +> © e Gkix +y se i =+ o« . Como ka & limitada, po-

N k'— - .
demos assumir que G 1 1y também converge (selecionando uma subse

guéncia se necessario). Seja ity + z. Entdo z pertence (x) .
Como G(Gkiflx) = ®ix > gz = Yy, obtemos que Q(x) esta contido em
G(Q(x)), e portanto Q(x) & negativamente invariante. Pela propo-

sicao 6, temos que 2(x) & invariante.

Mostremos agora gue Kx » 2 (x) gquando ka & limitada. Desde
gue a distancia de ka a Q(x), d {kai Q(x)), & limitada conclui
mos que se ka nao aproxima 2(x), existe uma sequéncia {ki} tal
gue ki - w, Gkix converge e d (Gkixi Q(x)) nao tende para zero
quando i » «® . Mas isto contradiz o fato de que o limite de Gkix
esta em Q(x). Logo ka + Q(x) guando k » = , Agora, se ka -+ B
quando k + ©® e E & fechado, entao claramente Q(x) estd contido
eﬁ E. Assim,Q(x) & o menor conjunto fechado gue ka aproxima,

quando x * .

Resta mostrar que (x) e invariantemente conexo. Assumamos
que nao o seja, isto &, Q(x) = 2, U Q,, com Ql e Q, conjuntoé
disjuntos ndo vazios, fechados e invariantes. Como Q(x) & compac
to, também o sao Q, e 9,. Entao, existem conjuntos abertos U, e
U, tais que Qg estd contido-em U, e @, estd contido em U,. Bam -
bém, como G & continua, e portanto uniformemente continua em Q1
existe um conjunto aberto V, tal que 9 estd contido em v, e

G(Qy) estd contida em U;. Visto que 2(x) & o menor conjunto fecha

k. . . k, . .
do que G x aproxima, necessariamente G X intersecciona Vl e U2
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num certo tempo. Mas isto implica a existéncia de uma subsequén
cia convergente Gkix que nao estd em ambos, Vl e U,. Como Q(x)
estd contida em VlU u, isto & uma contradigao. Portanto, Q(x) &

invariantemente conexo.

Sejam A um conjunto qualquer do R" e A o fecho de A, 1in -
cluindo = se A & ilimitado. Para uma fungao de Lyapunov de (1.1)

em A, definimos o conjunto E assim:

E = {x: V(x) = 0, x em A} .

Usaremos M para denotar o maior conjunto invariante contido em

Teorema-Principic da Invariancia

Sejam
(a) V uma fungao de Lyapunov de (l1.1) em A,

k ) ~ ; e L, . .. . .
(b) x uma solugcao de (L.l), limitada, contida em A, para todo

Entao, existe um nimero real ¢ tal que

k

K >mnv?

(c) quando k - o,
Prova:

Seja x° tal que xk = kao. Decorre das hipB8teses que V(xk)
& nao crescente a respeito de k e limitada inferiormente. Conse
quentemente, existe c¢ em R tal que V(xk) - ¢ quando x +» ® . Ago

, o) . ~ . . .
ra, se y estd em Q(x ), existe uma sequéncia de inteiros { ki }



tal que k;, » » e N SN y quando i +w. Como V & continua, temos
que V(xki) > V(y) = c e Q(XO) est3 contido em V_l(c). Como § (x9)
& invariante, V(Gy) = ¢ e V(y) = 0. Consequentemente @ (x°) esti
contido em E e portanto em M. Pela prOposigéo 7, xk + Q(xo). Lo-
go, xk - Mf]V_l(c).

No exemplo que veremos a segquir, a fim de ilustrar de que

maneira o Principio de Invariadncia pode ser aplicado, encontrare

mos trajetdrias periddicas , as quais definimos assim:

e e k. - .. e .o
A trajetoria G'x e dita periodica ou c¢iclica se para algum

n n - .
n»> 0, Gx =x. O menor n tal que G'x = x e chamado periodo da
trajetdria ou ordem do c¢iclo. Se n =1, x € um ponto de equili -
brio.

Utilizaremos o fato de gue um conjunto invariante H com um
nimero finito de elementos & invariantemente conexo se e somente
se H representa uma trajetdria periddica. Isto pode ser visto ,

por exemplo, em La Salle [17].

Exemplo

Retomemos a equagéo zk+l = sz, k=20, 1, ..., z2 = (x,y) .,
Gley) = (2L, _Bx_ |
1+x 1+y
Como vimos no capitulo 3, tomando a fungao
2
Vix,y) = x° + y~ , temos
. b2 5 a2 5
Vix,y) = ( -1 x + (1) vy
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e para a < 1, b” < 1, a origem & globalmente assintoticamente
estavel.
Analisemos, sob o ponto de vista de conjuntos invariantes

0s seguintes casos:

a) a“ <1 e b° < 1.

2--l)y2, V & uma fungao de Lya-

Como ﬁ(x,Y) < (b2 - l)x2 + (a
punov para G em rZ. Aqui, E = M ={(0,0) } e como toda solugao &
limitada, o Principio da Invaridncia mostra que as solugOes se

aproximam da origem quando k + «. Este & o caso classico de Lya

punov: V(x)e -V (x) sdo definidas positivas.

b) a2 <1, b2 <1l e a’+b® <2 .

Podemos assumir a” < 1 e b~ = 1. Entao, Vix,y) < (a =1}y
e V & uma fungao de Lyapunov. Temos que E = {(x,y): y = 0} e co
mo G (x,0) = (0, bx), M= {(0,0)} . Logo, todas as solugCes a -
proximam-se da origem quando k + o,

c) a2 = b2 =1

Ainda, todas as solugoes sao limitadas. Temos que E = M & a
uniao dos eixos x e y, isto &, E =M = {(x,y): x = 0 ouy = 0} .

Ainda, V(x,y) € 0. Pelo Principio da Invariancia, cada solugao
aproxima-se do conjunto {(c,o0), (o,c), (-c,0), (o,-c)!} para al-
gum ¢ (a intersecgao de E com o circulo x2+y2 = c2). Existem

dois subcasos:
cl) ab = 1.

~ 2
Entao, G(c,o0) = (o,bc), G (c,0) = G(abc,0) = (c,0). Como
conjuntos limites sdo invariantemente conexos, toda solugao a -
proxima-se de uma destas trajetdrias periodicas: a origem, ou

uma trajetdria periddica de periodo 2.
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c2) ab = -1.

Temos G(c,0) = (o,bc), G2(c,o) = (abc,0) = (-c,0), G3(c,o) =
= (o, ~-bc), G4(c,o) = (-abc,0) = (c,0). Se ¢ # o, estas trajeto-
rias sao periddicas de periodo 4. Como em cl, toda solugdo a -

proxima-se de uma destas trajetdrias ou da origem.

d) a’?> 1 e b2> 1.
. 2 2 2 .
Seja B; = {(x,y): x° + y° < §°} . Para x €B; e § suficiente
mente pegueno
2 2
V(x,y) > | b 5 = 1) x2 + ( -2 —l)y2 > 0 .,
1+68 1+8

e -V & uma funcao de Lyapunov para o sistema dado em BG" Temos
gque E = M = {{0,0)] . Nenhuma solucdo, exceto a nula, iniciando

num ponto em B

\J

pode aproximar-se da origem sem salr de Bﬁ {sua
distancia da origem & crescente) e G(x,y) = (0,0) implica x=y=0.
Portanto, toda solugao necessariamente abandona B, pelo Princi-
pio da Invariancia (instabilidade). E, desde que nenhuma solu -
¢ao pode saltar para origem num tempo finito, exceto a nula .

nao existe solugao nao- trivial tendendo para zero quando k —» .

4.2. O PRINCIPIO DA INVARIANCIA EM ESTABILIDADE

Para um conjunto H contido em Rn, definimos H assim: x € A
se existem sequéncias {xi} em R" e {ki} em N tais que X > Yo
VyEH , e Gki(xi)-+z. Topologicamente, H & chamado a prolongagdo
de H. O conjunto de todos os z tals que ki-+w quando i » é cha

mado conjunto limite vrolongado de H. Notamos que H es

ta contido en é.,



Proposicao 8

(a) Seja H um conjunto positivamente invariante compacto. En

taoc H & est8vel se e somente se H = H.

(b) Seja H um conjunto invariante compacto contido num con -
junto A positivamente invariante; limitado e aberto. Entdo H é

invariante.

Prova:

(a) Se existe z em H tal que z nao estd em H, entiao H nac &

estavel. Para a reciproca, suponhamos H nac estdvel. Entao para

0

alguma bola aberta U de H, a qual pode ser assumida limitada ¢

< v

1 -~ I -i_‘l l - 3
existe uma sequéncia{ x}em U tal que x~ - y, y em H, gquando i-e

C ki .
e alguma trajetdria G x* eventualmente abandona U. Seja ki O me-
. . ks i ~ - ks i - ) .
nor inteiro tal que G '1lx~ nao esta em U. Agora, G 1lx— esta ..em
G(U) e € uma sequéncia limitada. Como ela contém uma subsequéncia
convergente cujo limite nao estd em U, H nao estavel implica que

H # H, o que & uma contradigao.

(b) Seja z em H. Ent3o, existem sequéncias {x }em A {kjlem N
i

ki:+1

1 52 quando i +®. Como G i”"+Gz (G

tais que xl-+y, y em H, e Gkix

-

& continua), vemos que Gz estd em H e entdo G(fl) estd contida em

H. Agora, se {kj} & limitada, existe um n em N com G"xt> z. Mas

~ n - ' - . .
entao, z = Gy esta em H, pois H e invariante, e consequentemen-

te, existe W em H, H contido em ﬁ, com Gw = z. Se {ki} nao & li-

mitada, podemos assumir que kj =+« quando i -+ « . Agora, X

estd em A, logo & limitada e podemos assumir que GKi-lxi + w. as

sim, w pertence a Hcom Tw = z e H estd contido em G(H). Segue -

~

se que H & invariante.
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n ~ ~
Para um conjunto I em R, a reglao de atragao do processo i

teratlvo (1.1) em H ¢ dada por:
D) - Ix: ka > 11 quando k o m)

onde ka » H significa que a distéancila de ka até H converge pa

ra zero com k > o,

Teorema 8

Seja A um conjunto positivamente invariante, aberto e limi-

tado, se:

(a) V & uma funcao de Lyapunov de (l1.1) em A e M esta contido em

P SR r = y Aoy g b v B e o £ = o e S e T s T
diste, V e constante em M, entac M e azsintoticamente |

estavel (globalmente assintoticamente estavel relativo a A).

Prova:

(a) Como V e G sdo continuas, V & continua e E & fechado.
Como M & o maior conjunto invariante em E, M & fechado. Pelo
Principio da Invariancia concluimos que M & um atrator. Também ,
a continuidade de V implica que V & uma func¢ao de Lyapunov em A,
o qual & positivamente invariante. Novamente pelo Principio da In

variancia temos que A estd contido em D(M).

(b) Para mostrar que M & estavel quando V(x) = ¢, notemos pri -

meiramente que M estd contido em A, M & o maior conjunto inva -

=

riante em E. Entao, se mostrarmos que esta contido em E, segue
se que M =M e pela proposicao 8, M & estavel. Seja z em M. En-—
tio GXz » M e V(2) » c. Existenm sequéncias {(x'} e {ki} tais que

fxty vy, Yy em M, e GKigi o+ 2 quando i -+ ~. Como V(x') 2 V(kal),
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-~

~
vemos que ¢ 2 V(z). Logo, V(z) = c para cada z em M. Agora M &

invariante e portanto M estd contido em E.

Se M & um conjunto invariantemente conexo com um numero fi
nito de elementos ou um conjunto unitdrio, automaticamente V (x)
= c. O Teorema 8 mostra que podemos obter informacoes a respei-
to da extensao da estabilidade assintotica, uma vez que a re-
giao D (M) & maior do que A. Por outro lado, nas aplicacgles em
que M & o maior conjunto positivamente invariante contido em E,
V(x)-c & positiva definida relativa a M e entao fica estabeleci
da uma condigao suficiente para que uma funcdo de Lyapunov seja

definida positiva. Isto &, se as condicOes (a) e (b) do teorema

H

tag e M for ¢ maiocr conjunito invariante em E, en~

[

'.ml

o~ ~ A
oram saticfe

o

+
3

o

tao ViIix) » ¢ em A-M, onde ¢ €& o valor de V em M {(V(x)~c e defi~-

I
e

nida positiva relativa a M).

Um resultado similar ao teorema 4, pode ser enunciado as -
sim:

"Sejam H em R" compacto e A em H aberto. Se

(a) V(x) ¢ 0 para x em H e V(x) > 0 para x em A-H e

(b) V @ uma funcao de Lyapunov de (l1.1) em A, entao H & estavel.
Se, alem disto

(c) E esta contido em H, entao H & assintoticamente estavel".

A condicdo (a) mostra que V & definida positiva relativa a
H, e se V for constante em M, esta condicao pode ser suprimida.

A condigao (c) pode ser substituida por M em H.

Como consequéncia imediata do teorema 6, obtendo condigoes

de estabilidade assintdtica global, temos:
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Corolario

Se
(a) V & uma fun¢ao de Lyapunov de (l.1) em Rn,
(b) A = {x: V(x) < ¢} & limitado para cada c,
(c) M e compacto,
entdao M & globalmente atrativo.

Se, em adicgao:
(@) V & constante em M,
entao M & globalmente assintoticamente estavel.

A condicao (b) pode ser substituida por Vix) - o aguando

A = L1 T A L I A S N ~

Uma modificagao 0til do Teorema 6 &:

“Seja A um conjunto aberto limitado positivamente invarian
te com respeito a (L.1l) e suponhamos que G(0) = 0. Seja V uma
fungao de Lyapunov de (1.1) em A, tal que G(X) < 0 para x ¥ O

em A. Sejam

EO = {x: X€ %A e G(X) = 0}

e MO 0 maior conjunto invariante em EO. Entao, todas as solu-

¢Oes iniciando em A aproximam-se de M = MU {0}. E

(a) Se M = {0}, entdo a origem & globalmente assintoticamente es

tavel relativa a A.

(b) Se 0 esta em A, entao cada solugao iniciando em A aproxima-
se da origem ou de M, quando k + ». Se nenhuma solugao ten-
de para MO quando k + =, entdao a origem & globalmente assin

toticamente estavel relativa a A.



58

Exemplo: Um Modelo Discreto em Epldemias

Consideremos duas populacoes (heterossexuals) distintas
onde os membros infectados de uma populagao podem transmitir uma
doenga para uma parte suscetivel da outra populagao. Seja X; @

parte da populagao infectada P,. Entao, 1-x, € a fragao susceti

vel. Um simples e razoavel modelo discreto é:

k+1 _ k _ Uk _ k
X{ = a;x, (1 xl) + (1 bl) Xq
k+2 _ k k k
Xy = a,xy (1 - x2) + (1 - b2) Xo
isto &,
fo= Bixiw
com 0 < a; < 1, 0 < bi < 1L e B(x) =1+ BO + Bl(x), onde
{—b a 0 -a;x
_ i L _ 1
Bo = Bl(x) =
a, -b2 —a,X 0

Temos de B(x) > 0, I + B » 0 e By(x) < 0 para todo X em A onde

A= {x: 0<x, <1}, Também A e A sao positivamente invarian -

tes (G(A-{0}) estd contido em A).
Casos a considerar: p(I + Bo) <1l e pl(I + BO) > 1.

(a) » (I + B ) < 1 corresponde a det B_ = bjb, - aja, < 0.

2 172

Como I + Bo 2 0, temos que BO > -I. Logo, existe c > 0 tal

que cTBO < 0. Seja V(ix) = cTx. Entdo:

vV (x) cT[B(x)x = ch] = cT[I + B, + By (x) - I] x

1

it

cT[Bo + A (x)]x < 0 para todo x em A e V(x) < 0 pa-

ra todo x em A.
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Observamos que pode-se tomar et = (bz, al) e entdo

V(ix) = (ala2 - blbz)xl - al(a2 + bz)XlXZ'
Como G(A -{0}) estd em A, M = {0}. Entdo, a origem & glo -

balmente assintoticamente estavel relativo a A, pelo teorema 8.

Se ocorrer det BO = 0, EO é a intersecg&o do eixo das coor

denadas com A e novamente M = {0} implica o resultado acima.

(b) Se p(I + B)) > 1, a origem é instdvel pelo Teorema de Perron

para o caso de instabilidade.

Notamos que em A, V(x) e V(x) sdo positivas proximas a o-

rigem e entdo, nenhuma solucgao iniciando em A - {0} pode tender

para a ovigem quando k - =. Ag solugoes, obrigatoriamente, apro

ximam-se de um conjunto invariante contido em A e existe um Uni

co ponto de equilibrio em A, que &:

O 1-172 o 4O = 1-"1%2 . i
1" T 2T T i T T
l+\l l'ry2 b

p (I + BO) > 1 corresponde a Y1Y, < 1, isto e, blb2 - aja, > 0 .

Fazendo a mudanga de coordenadas u = x-x : pu' = A(x)u
onde:
1-a,é ay (1-x4) "
A(x) = -1 com § =
az(l-xz) l—a26 l+y2
Notamos que
: —alS !
(a2,al§) ) " 5_1 =0
2 2

e entac tomamos
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V{w) = a2||ul” + al 8”“2” .

Assim, se 1 - ald >0 e 1 - a,é 2 0,

V(1) $ -aja, (leuZH + zenulH)s 0 para todo x em A.

No eixo das coordenadas X, temos M.o = {0} e desde que ne-
nhuma soluc¢do iniciando em A - {0} pode aproximar-se de Mo' u=0
o) o)

(

0
e portanto, x~ = Xl' X

5) & globalmente assintoticamente esta -

vel relativo a A - {0}.

Em sistemas dindmicos conservativos, sabemos gque se um e -
quilibrio nao & minimo da Energia Potencial, entao ele nao & es

tavel. O teorema de Cetaev em equag¢oOes diferenciais mostra isto.

j8)

—

O

jal}

Vejamos o ana

2

o para eqguacoes diferencas.

Teorema de Instabilidade

Sejam U em R aberto e y um ponto de equilibrio em 3U. Se-

ja N um aberto contendo y. Assumamos que:

(a) V & uma funcgao de Lyapunov de (1.1) em A = UNN.
(b) MNA & vazio.

(c) V(x) = ¢ em (3U)N N.

(d) V(x) < ¢ para x em A.

Entdo, se G(A) estd contido em U, y & instavel. Se U & po-

sitivamente invariante, entao y & fortemente instavel.
Prova:

Sejam N_ limitado contido em N, tal que y estd em N_ e
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A, = UNN_. Pelo Principio da Invarifncia, alguma solugao ini-
ciando em AO deve, eventualmente, abandonar AO pois nao pode se
éproximar de (3U) N. Visto que sua primeira salda de AO é ain-
da U, ela deve abandonar NO. Como y estd na fronteira de Ao' Y
nao €& estadvel. Agora, se U & positivamente invariante, ele nao
pode ser um atrator, pois nenhuma solu¢dao iniciando em U pode

aproximar-se de y quando n > =,

Exemplo
Consideremos zk+l = sz, k=20,1, ..., z2 = (x,v),
onde G(x,y) = (gl(x,y) , gz(x,yn com gl(0,0) = gz(0,0) = (0,0).
Seja Vix,v) = -xy . Entaoc
.
Vix,y) = xy - gl(x,y) gz(x,y)

Suponhamos gue:

(a) gl(x,y) gz(x,y) > 0 para xy > 0, e
(b) g, (x,y) g,(x,y) > xy para xy > 0, e (x,y) proximo a origem.

Entao, com A = {(x,y): xy > 0} , as condigOes de teorema
de instabilidade sao satisfeitas e a origem & fortemente insta-

vel.

O sequinte corolario contém resultados anidlogos aos dois

primeiros teoremas de instabilidade de Lyapunov.
Corolario
Sejam V, definida em r" e assumindo valores reais, e G(0)=

0. Arbitrariamente proximos & origem, existem pontos onde V(x)>

0 e V(0) =0. Num aberto N contendo a origem,
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Vix) = BV(x) + W(x)
onde, ou:
(a) W(x) @ nao negativa e 8>0, ou
(b) 820 e W(x) €& definida positiva.

Entao a origem & instdvel.

Prova:

Tomando U = {x: V(x) > 0} , temos que -V & uma fungao de
Lyapunov de (1.1) em A = NNU. Como, para todo x em A, G(x) es-

tad em U, a instabilidade segue-se pelo Gltimo teorema.



V. COMENTARIOS SOBRE GENERALIZACOES E EX-

TENSOES DOS METODOS DE ESTABILIDADE

5.1. FUNCOES DE LYAPUNOV VETORIAIS

A generalizacdao usual de funcées de Lyapunov escalares para
funcoes de Lyapunov vetoriais é direta. Desicualdades escalares
sao repassadas para desicualdades vetoriais e nao existe aloo
essencialmente novo,

I8

h

i -

O

Seija v uma “uncao de

o]
P

Seja A um conjunto dgualauer em
. 4 noo. - q - . - o
nida em R assumindo valores em R*. v e dita uma fung¢ao de Lya -

punov vetorial de (1.1) em A se:
- . n
(a) v e contlnua em R e
{(b) vix) = v(Gx) - v(x) € 0 para todo x em A.
Dizer que v e uma fungdo de Lyapunov de (1.1) em A signifi-
ca gue cada componente 4 e uma fung¢do de Lyvapunov escalar de

(1.1) em A, com associados E, e Mi’ onde:
E = {x: vix) = 0, x em &} ,
M & o maior conjunto invariante contido em E e
-1

v e = {x em B: v (x) = ¢, c em Ry

Assim,
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& uma fungdo de Lyapunov escalar de (l1.1) em A e os conjuntos E
e M associados a V sao os mesmos conjuntos associados & fungao

de Lyapunov vetorial v.

Como para o caso escalar, temos:
Principio da Invaridncia (1)

Seja v uma fungao de Lyapunov vetorial de (1.1l) em A. Se xk
& uma solugao limitada de (1.1) em A, para todo k = 0, 1, ... ,

1

entdo existe um ¢ em E*tal que xk+an’ (c) quando k-,

Aplicacgao ac caso linear

Consideremos a equacgao

(5.1.1) S ok k=0, 01, ...

onde B matriz quadrada de ordem n, € tomada nhao negativa. Assuma-

mos que exista (I-B) e que (I-B) seja nao negativa. Seja
vix) = (I-B) ‘x
Entdo v(x) = -x e portanto v(x) & uma fungao de Lyapunov de (5.1.])

Agora, R, & positivamente invariante e cada solugao inician
do em Ri é limitada, pois para cada c em Rq, Ac={x:v(x)<c, x >0}
& limitado. Temos que M & a origem. Entao, pelo Principio da
Invariancia, cada solugao de (5.1.1) converge para a origem

quando k =+ « é a origem & globalmente assintoticamente esta-

vel.

Generalizando a idéia de Arrow, Block e Hurwicz [1] para a
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construgao de uma fungdo de Lyapunov, a prdxima definicdo de
funcao de Lyapunov vetorial nao reguer que qualquer uma de suas

componentes seja uma funcao de Lyapunov escalar.

Para w , definida en R™ e assumindo valores em mg, e defi
nimos
W(x) = max {wi(x)} , e
i
o)
wix) = w(Gx) - W(x)u
d =1, 1 =1 (o =
onde u, =1, i =1, ..., gq. wi(x) = wi(Gx) - Wx)).

Dizemos que w & uma fungao de Lyapunov vetorial de (1.1) em

. e T
{(a) w e contlinua em R e

o)
(b) wi{x) € 0 para todo x em A.
Definimos:

E = {x: w(x) >0, x em A}
e M o maior conjunto invariante em E.

Pode-se notar que se x estd em A, entao x estid em E, e para

o)
algum i =1, ..., q, wi(x) = 0.
Também:
o .
wix) = w(x) + w(x) - W(x)u
) ‘ ~ -~ .
Portanto, w(x) < &(x) e requerer%(x) £ 0 nao e tao estrito

quanto nxmena:&(x) ¢ 0. De fato, w pode ser uma fungao de Lyapu
nov vetorial em A neste sentido e ainda pode ser que nenhuma
componente de w(x) seja uma fungao de Lyapunov escalar em A. En

tretanto,
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W(x) = max {%i(x)} /

b

de modo que, se w & uma funcao de Lyapunov vetorial em A, W é
uma funcao de Lyapunov escalar em A.
Desta forma, temos:
Principio da Invariancia (2)
k

Se w & uma fungao de Lyapunov vetorial de (1.1l) em A e x

e uma solugéo limitada de (1.1) em A para todo k = 0,1, ..., en

tao, para algum c, xk -+ Mf)W—l(c) gquando k » «,

P R SR e
=5

F Y -
PR

. el
gue exdiste ¢ em R,

!

INBINe
Wittt L ity

¥
i

E
w, (%) = ——
i
c.
i
Entao:
| %4 |
W(x) = max { ' .
. c.
i i
Portanto:
Z” s |
Il (Bx) . || X.
w_(Bx):__'_______l__S_l_ Ib_"c___*L
i ij'tTy
c. c. ; c.
i i j=1 |
disle)
< W(x) —— < W(x) para x # 0 .
c,

i

Consequentemente, Wix) < 0 para todo x # 0 e w(x) & uma fun -
cao de Lyapunov vetorial de 6.1JJemRn- M & a origem. Como W(x)~
© quando |x| » = , toda solugao & limitada e entdo, aproxima -

se da origem quando k - <,
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Assim, a exist&ncia de ¢ » 0, ¢ em R, tal que ||Bc|| < ¢ &
uma condigao suficiente para a estabilidade assintdtica da ori-

gem.

5.2. ESTABILIDADE SOBRE PERTURBAGCOES E ESTABILIDADE PRATICA

Retomemos a equacao (1.1)

ek, k=0, 1, ...

O gue ocorre com a estabilidade de (1.1) sobre perturbagoes em

G?

A partir de 1930, com o estudo das reciprocas dos teoremas
de Lyapunov, passaram a ter algumas respostas as questoes de es
tabilidade sobre perturbac¢oes na fungao de equagoes diferenciais.
No caso das equacgoes diferencas, esta teoria foi introduzida em
1963 por Halanay [11} , fornecendo ferramentas tedoricas impor -
tantes. As consideragoes aqui apresentadas baseiam-se em La Sal

le [18], oOrtega [23] e Hurt [12].

Consideremos o sistema perturbado

-~ “~

(5.1) S ek rmX k=0, 01, ...

onde a perturbacdo E nao & conhecida a priori, porém nao muito -
grande. Certamente, estabilidade simples de (1.1) & muito fra -
gil para implicar o mesmo tipo de comportamento em (5.1), mas
pode-se esperar alguma relégéo se (1.1) for assintoticamente es
tavel. Para estabelecer esta relagao & necessario assumir, no
minimo, que G seja Lipschitz continua proxima a um ponto de e -

quilibrio.
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Para x* um ponto de equilibrio de (1.1), diremos que x¥* e
totalmente estdvel sobre perturbagies se dado e > 0, exis -
tem Gi(c) >0, 1 =1, 2, 3, tais que para uma fung&o E, de R" em

Rn, a qual satisfaz

lE x| < §,(e) para | x-x*| < §,(e)

-

a solucao «X de (5.1) satisfaz
k. _ e
x> -x*| < e, k =1, 2, ... quando ||x -x*| ¢ §4(e) .
Se existem 60, r e k(e), positivos, tais que

lEx|]| € 6,(e) se |[|x-x¥| < &

0]

1 o]

-

xk—x*H £ & para todo k > k(e) se onmx*H < r o, diremos
: H O

D

que %* e fortemente estavel sobr perturbacces.

Se as condigoes do Teorema de Ostrowski forem satisfeitas ,
isto &, se G for diferencidvel no ponto de equilibrio x* de (1.1),

temos que x* & totalmente estadvel sobre perturbacoes.

De uma forma mais ampla, Halanay [11] e Driver [6] mostraram
que estabilidade assintoOtica da equagao (1.1) implica em estabi-
lidade total sobre perturbag6és. Mais ainda, conforme La Salle ,
para G Lipschitz continua, a estabilidade assintdtica de (1.1) ,

garante estabilidade forte sobre perturbacoes.

A definicao de estabilidade total possui uma aplicagao ime-
diata para o problema de arredondamento do erro na iteragao (1l.1)

‘e também para o truncamento do erro, se G & definida, por exem -

plo, por uma série infinita. Em ambos os casos, e produzida na
- . a "k . ~“k -
pratica uma sequencia {x '} que satisfaz (5.1), onde Ex ™ & o erro

produzido na valoacao de ka.

Uma questdao importante, mas a qual parece nao ter sido con-
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siderada na teoria de equagoes diferencas, estd no comportamen-

~
to limitado da sequédncia {xX} . Primeiramente notemos que, se G

- - * - R ﬁk * ﬁk

e continua em Xx*, a sequencia X = X* somente se Ex =+ 0 quan-
~k o~ .

do k + «». Se {Ex } nao converge para zero, O caso especial do

teorema de Urabe [34] & proveitoso.

Teorema

Suponhamos que existem a < 1 e § > 0 tais que

16x-x* < o [[x-x*| se [x-x*] < 6 e
| Ex||] < §, para llx -x*| < &, §, = (1-a)s .
nEA
] 8
Ix"=x*| € a6 + L
l1-o
61
O conjunto {x: || x~-x¥]|g }
1-a
e muitas vezes chamado “bola de exatidao limitante". O teorema

‘acima diz-nos que, se em cada passo da iteracao, um erro de ar-

redondamento, nao excedendo a 61 >0 , e cometido, entao a bola

§
de exatidao limitante possui um raio 1 .
l-a
No estudo do erro em processos iterativos, o conceito de

estabilidade pratica pode ser mais proveitoso que o de estabili
dade sobre perturbagOes. Para equagoes diferengas, uma solugao
& considerada estavel se ela entra e permanece num conjunto su-
ficientemente pequeno. Para efeitos de arredondamento de erro
este nao & o caso. Entretanto, se todas as solugoes estao e per

manecem prdximas a4 um ponto de equilibrio, o método & julgado



70

satisfatdrio.

-

Seja x* um ponto de equilibrio de (1.1) e %5 uma solugao
de (5.1). Sejam: Q um conjunto compacto contendo x¥*, QO um sub~

conjunto de Q ¢ para § >0 dado, P = {E: Rn-+Rn UN_quelEgﬁlsé}.

-~

0 jae) -
S5e , para cada E em P e para cada x em QO, Gx esta em Q
~0 L. . ~ - . ; -.
(Gx~ inicia e permanece em Q), entao x* € dito praticamente esta

vel. Isto &, as solucoes que iniciam em Q, permanecem em Q.

Os resultados a seguir podem ser vistos, por exemplo, em
Hurt [12].
Teorema
I n A e . RN -
Seja A em R, possivelmente ilimitado. Sejam Vix} e Wix}

fungoes de valores reais definidas e continuas em A, tais que ,

para todo x de A:

(b) V(x) = V(Gx) - V(x) ¢ W(x) ¢ a para alguma constante a.

S = {x: wix) > 0, x em A}
b = sup { V(x): x em S}

T = {x: V(x) < bta, x em A}

Entao, toda solugao <K e (1.1) gue estA em A € entra em T quando

k = kl , permanece em T para todo k 2 k

1

Corolario 1

Se § = gup {- W(x): x em A-T}>0, entdo cada solugao x5 de
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(1.1) que estd em A, entra em T num nlmero finito de passos.
Corolario 2

Se A & da forma: A = A(n) = {x: V(x) < n}, e se forem sa-
tisfeitas as condig¢oes do teorema e coroldrio 1, entao todas as
solugOes que iniciam em A, permanecem em A e entram em T num ni

mero finito de passos.
Aplicagao no Método de Newton-Raphson

O Método de Newton-Raphson visto na segcao 3.2 .com erro e

dado por:

z]{+_]_ _ Zk ~ [’Gg(z )

onde HEzkH £ e para algum £ > O.

. . k - .
Um valor para e pode ser obtido assumindo que z~ e conheci

do e estudando os passos de computagao, com minicia , para esti
k+1 k . . .
mar o erro em 2z . O termo Ez inclui os efeitos de erro nas
~ ' -1
fungSes G(z), [G'(z)] e qualquer outros erros gue podem Sser

encontrados. Muitas vezes nao & dificil encontrar uma estimati-
va para €; o problema & determinar o efeito "liguido" do termo

Ez° no conjunto limite de uma solugdo z".

Com as mesmas consideragOes em G(z) e as mesmas expansoes

usadas no capitulo 3, a equagao diferenca dada acima fica:

k

k+1 k - k, k o, k
e = M (e7) LMz(e Jem - G (e)] + E(e).

Tomamos V(e) = ||le || . Entdo:

Vie) € - (L-km)]lell) |le|]l + € = w(e) < & .
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O conjunto S & dado por:

s = {e: W(e) » 0} = {e: | €

onde

a k(n)e 2

b= Db(n) = =€ + 2k(n)e” + ... ’
2k (ny)

desde que ‘4k(n)e < 1 . Se 4k(e) > 1, entao w(e) 2 0 e as itera
das nao podem convergir. O conjunto T & dado por:
T = {e: V(e) < b + e} = {e: |le]] €« b + €}

Notamos gque para n suficientemente pequeno

Wie) < —-(b-k(n) (b+e)?) = =&

Do corolario 2, se & > 0, taws que todas as solughes que iniciam
em A(no), permanecem emn A(no), entram em T num numero finito de

iteracoes e permanecem em T. Aqui, N, foi tomado tal que

kin )Jn_ < 1, 4k(no)e <1 e

o’ o
b(n ) - k(n)(b(n) + ) > 0
"o "o Mo €
Se ny & a menor solugao positiva de nlk(nl) =1, entao
tomando n, <Ny serao satisfeitas
k(n)n. <1 e b(n) -k(n)ib(n) + e >0 .
o’ o 0 0 0

A condigao 4k(n )e < 1 passa a ser uma condigao de

exatiddo na computacao.

Deste modo, um efeito do arredondamento do erro & reduzir

.~ -~ . - k ~
a regiao de convergencia. E outro, e que o erro de cada z nao
pode, geralmente, ser reduzido muito inferior a

b+ e = 2¢ + 2k(n)62 + ...

o valor b + ¢ & chamado exatidao definitiva obtida com o arre-
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dondamento do erro. Observamos que para € pequeno, a exatidao de
firitiva € aproximadamente 2¢ ou, aproximadamente duas vezes o ar-

redondamento do erro cometido em cada passo.

Se a exatidao definitiva for grande, entao o método & jul -
gado "fraco", visto que o efeito de um pequeno arredondamento do
erro & um grande erro na solugao computada. Se a exatidao defini
tiva for pequena, o método & julgado "satisfatdrio", pois um pe-
queno arredondamento produz um pequeno efeito na solugao computa
da. Neste sentido, o método de Newton-Raphson & julgado satisfa-

torio.
Aplicacao ao Caso Linear

Consideremos a equagaoc diferenca

xx+l = Bxk +d4d4d, k=20,1, ... .,

: n
B uma matriz quadrada de ordem n e d em R .

, , . k ~
Conforme vimos anteriormente, as iteradas X serao conver -~

™

gentes se pi{(B) < 1.

Suponhamos p(B) < 1 e tomemos ||B|| = A < 1. Sejam x* um pon-
to de equilibrio da equagao dada e x = xx + X, Entao, ek sa -

tisfaz a equagao

= Bek + Eek , k=20, 1, ...

k+1
e
onde Eek representa o arredondamento do erro cometido no passo k.

Assumamos que existem constantes positivas N e € tais que

HBekH < €, para todo k e todo e, |le]l < n.

. Entao ,

Consideremos a fungao de Lyapunov V(e) = Hel
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Vie) g -1(1-2) Jle]] + € = w(e) g ¢

Portanto, o conjunto S & dado por:

s = {e: W(e) » 0} = {e: |le| ¢« =1}
-A
e b=-5 ., T & dado por:
1l-¢
T = {e: V(e) € bte} = {e: |le|| < 270 o
-\
Se n > AE:AL € , podemos escolher
1-X

A= {e: V(e) < n} = {e: |le|| ¢ n} ,

e o corolario 2 & valido. Deste modo, se el estd em A, entao a

solucao permanecera em A, entrard em T num nimero finito de ite-

ragoes e permanecerd em T para todas as lteractes seguintes.

Observando o conjunto T, temos que a exatidaoc definitiva &

dada por b + € = 27k ¢, se A esta muito proximo de 1, entao a
1-x
exatidao definitiva pode ser grande para € pequeno. Por exemplo,
se A = l-a, entao b + e = (u_l + 1)e > £ ek pode ser grande.
2 2

Isto indica que este método de iteragao darad resultados aceita -

veis somente se A =|[B|| for consideravelmente menor do que 1.

5.3. EQUACOES DIFERENGCAS NAO AUTONOMAS

Um certo nimero de equagOes diferencas ou processos itera -
tivos usa um pardmetro variavel de alguma espécie. Simples exem-
plos sao os métodos tipo SOR ou o método de Newton-Gauss-Seidel.
Equacgoes deste tipo podem ser escritas na forma

(5.2) St - ek, k), k=0, 1, ... ,

para uma sequéncia de operadores Gy -
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A equagéo (5.2) representa a forma geral de uma equagao di
ferenca de primeira ordem nao-autbnoma e tem sido extensivamen-

te usada por muitos -autores, .cdmo :pode .ser visto;em;oﬁteﬁa [24].

Um ponto x* & dito ponto de equilibrio de (5.2) se x* for

um ponto fixo comum aos operadores Gk’ isto & :

Assim, as definigGes de estabilidade e atratividade dadas
no capitulo 1 para a equagao (l.l) sao similares para (5.2). En

tretanto, existem ocutros tipos de estabilidade para (5.2), os

quais envolvem consideracoes de uniformidade.

£ importante explicitar para gue valores iniciais de k e x

T

D

£, R o e
x) Dara

se refere uma 501ugéo de (5.2). Escreveremos xik: p,

denotar uma solucao de (5.2) a qual inicia no indica p com va =

lor inicial xF, isto &,

Il

Py, x) ,

-
1

x(k+l;p,xp) Gix(k;p,x p, p+l, ...

P

&

onde x(p;p,xp)

I
b

Sejam G uma funcao do R" em R" e x* um ponto de equilibrio

-

de (5.2). Entao x* ée:

(a) uniformemente estavel se para cada € > 0, existe um §(g) > 0 tal

que para cada p > 0, [[xP-x*| < §(e) implica
Ix(k;p,xP) =x*| < e, k = p+l, ... .

(b) uniformemente atrativo se para cada e > 0, existe um n = n(€)

tal que para cada p > 0 e algum & >0, ||[xP-x*| < & implica
Hk(k+p;p,xp) - x| < e, k = n, n+l, ...

(c) uniformemente assintoticamente estavel se €& uniformemente estavel

e uniformemente atrativo.
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Para ilustrar esta definigao, consideremos o seguinte e -

xemplo em Rl.

k+1 k+1 2

(5.3.1) X =
2

)(xk)

A solucao iniciando em k=0 &

xo o= 2 (25 (£ e (D) (x°) , k=1, 2,

k _k k-1,° k-2,4
2 2 2 2

Para |XO[ suficientemente pequeno, xk + 0 gquando k » «. Logo, a
origem & atrativa para (5.3.1).Mas nao & uniformemente atrativa ,

pois dado um § > 0, podemos tomar p tal que (p+l)62 > 2, de mo-

p+l \

do que para algum |xP| = 6§, temos |x > 1 e entdo |Xk+p(+«n

quando k + «

A importancia de uniformidade atrativa com respeito a pro-
cessos iterativos & que o valor de um resultado de convergéncia
local ndo reside em garantir a convergéncia se x° esta suficien
temente préximo de x*, mas sim, assegurar a convergéncia para

k -
cada x proximo de x*.
A teoria de Lyapunov anterior estende-se de uma forma gqua-
se natural para equagoes nao auténomas, onde uma fungao de Lya-
punov dependera de x e k. Extensoes desta teoria envolvendo es-

tabilidade e estabilidade uniforme, foram estudados por Driver

[6] , Hahn [9] e Halanay I[11] .

Consideremos a equagao (5.2) e a fungao de valores reais V

definida em N X Rn. Definimos
Vix,k) = V(G(x,k), k+1) - V(x, k).

Seja A um conjunto qualquer do R". v & dita uma fungéo de Lyapu

nov de (5.2) em A se:

(a) V & continua
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(b) V & limitada inferiormente

(c) existe uma fungao real continua W definida em R" tal gue

Vix,k) ¢« - W(x) , para todo x em A, para todo k > k_ .

=

Seja A o fecho de A contendo o » se A & ilimitado. Defini-
mos o conjunto

E = {x: W(x) = 0, x em A}

Uma solugao de (5.2) serd representada por ¢ (k).

Teocrema

Se existe uma funcao de Lyapunov para (5.2) em A e se ¢ (k)
& uma solucac de (5.2) que permanece em A para todo k > kog en-
tao:

p(k) » E* = E( {=} quando k ~» o

Observemos que:
(a) Se ¢(k) & limitada e V(x,k) = V(x), entao existe algumc tal

-1

que ¢(k) - ENV “(c) onde

._.l _ _ —

V “(c) = {x: V(x) = ¢, x em A}

(b) Se A = R" e W(x) & definida positiva, entao E = {0} e todas

as Solugaes convergem para a origem quando Kk -+ w,

Muitas vezes, o conjunto A pode ser construido de tal for-
ma que todas as solugoes gque iniciam num conjunto Al contido em

A, permanegam em A. Tais casos sao cobertos pelo seguinte: -
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Corolario

Sejam u(x) e v(x) fungOes de valores reais continuas. Se-

ja vk, x) tal que
u(x) € Vix,k) € v(x) , para todo k 2 ko.

Para algum n definimos os conjuntos:

A(n) = {x: ulx) < n}

A(n) = {x: v(x) < nj

Se V & uma fungao de Lyapunov para (5.2) em A(n), entao :
todas as solucoes que iniciam em Al(n), permanecem em A(n) e
convergem para E gquandc k -+ « |

Estes dois resultados, teorema e corolario, dao condigoes
suficientes para § (¢(k)) esteja contido em E. Existe uma arte
para encontrar V, W, v, u, isto &, fungoes que fornegcam o maior
A(n), o maior Al(n) e o menor E. Um nimero maior de informacoes
com respeito ao comportamento das solugoes pode ser obtido con-
siderando diversas flungoes de Lyapunov diferentes e combinando

0s resultados.

Os resultados agqui enunciados, e outros, podem ser encon -
trados, por exemplo, em Hurt [12], La Salle [18] e Ortega [23].
Ressaltamos gque os mesmos implicam na teoria desenvolvida ante-

riormente.

Exemplos

1. Consideremos a equagao
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k k

K+l k) %K, k = 0,1,

(5.3.2) X = B(x
onde B(xk,k) & uma matriz de ordem nxn.

Para alguma norma [|x||, definimos a norma da matriz B(x,k)

por:
IB(x, k)| = min {b: [BG,K)yl| < bllyll . v # 0
Assim
IB (x,k)|| < ||B(x, %) [Ix]] -
Seja V(x,k) = ||x||. Entao
Vix, k) = |IB(x, x| - |lx]] € (IB(x, )] - 1) []x]| .
Temos u(x) = v(x) = Vi(x,k) = ||x||. Entao
ain) = Ay ) = {xe flxf] < on)
Para todo x em A(n) e para todo k 2 ko’ seja |B(xt, k)| <€ ax),
onde W(x) = + (l-ax)||x||. Entdao, temos V(x,k) g -W(x), e V & uma

fungao de Lyapunov para (5.3.2) em A(n).

Se a(x) < 1 para todo x em A(n), entao W(x) < 0, o conjun-
to E @ a origem e possivelmente, na fronteira de Al(n). Como

k,k) & nao crescente em fungdo de k e 3A(n) & uma superfi -

V(X
cie de nivel de V(x,k), as solugoes nao podem se aproximar de
9A(n). Entao, todas as solug5es que iniciam em A(n), permanecem

em A(n) e convergem para a origem quando k + «. O conjunto A(n)

- & o dominio de atracao de (5.3.2).

Variar a escolha da norma, resulta em variar a(x) e o domi

nio de atracgao.
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2. Consideremos a equagao diferenca em RZ

k+1 k
X =Y
(5.3.3)
k+1 = 2. k i
% = a " x" + plkly
onde 0 < a <1 e 0<6<p(k)<l—a2.
Se p(k) = p, uma constante, as condigoes de estabilidade

sao satisfeitas e todas as solugOes aproximam-se da origem quan

do k » o,

Investiguemos a fungao

Vi{x,y),k) = V(x,y) = a2x2+y2°

Temos gue:

5

. 2 2 iy 22 2. 2
Vix,y) = a +{a x+tp(kiy) “a)X2+Y
= a2y2+a4x2+2a2xp(k)y+(p(k))2y2*a2x2—y2

- azxzp(k)+a2x2p(k)+a2y2p(k)—azyzp(k)*yzp(k)+yzp(k)

2, 2

= -azp(k)(x—y)2+a2(p(k)-(1_a ) x %)

+(p(k)+1) (p(k)-(1-a%)y® < -a’p(k) (x-y)*

~a2s (x-y) % = —wix,y) < O .

N

Pelo corolario, todas as solugcoes sao limitadas e xk—yk+0 quan-

do k »o, (A origem & estavel pelo Método direto de Lyapunov).

Agora, se tomarmos § < p(k) < l—a2—e, para algum >0, ob-
temos

Vix,y) € ~a’s(x,y) 2-alex?-(148) ey’ = W) (%,y) <€ 0 e

Wl(x,y) = 0 se e somente se x=y=0. Neste caso, todas as solu -
cOes tendem para a origem gquando k-»®. (A origem é assintotica -

mente estavel pelo Método Direto de Lyapunov).
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5.4. MODELOS DE ECOSSISTEMAS

A fim de descrever da melhor forma possivel, condigoes pa-
ra que um modelo de ecossistemas permaneca estavel sob efeitos
de mudangas estruturais nas interagoes entre os componentes '
Siljak [29] introduziu o conceito novo de "estabilidade conecti

va e exponencial”.

Consideremos um sistema dindmico com tempo discreto descri
to pela equacgdao diferenga de primeira ordem ndo -autdnoma

t+1
X

(5.3) = G(x ,t) , t=20,1, ...

para uma sequéncia de operadores G, -

il

0

-
o
W/
>
)
o
<
B
!
-
D
O

ara todo

Assumimos qgue G(o,t)

e

-

= : 5 . B 1T T i o 71
unico ponto de equilibric de (F

L
o
(w)

As caracteristicas de estabilidade desejadas para ecossis-

temas representados por (5.3) sao dados pela seguinte definigao:

O equilibrio x* = 0 de (5.3) e conectivamente e exponcnceial
mente estavel se existem nimeros M > le m > 0 (os quais inde-

.~ C o) .
pendem das condigoes iniciais (x ,to) tais que:

Hx(xo,to;t)H < M|x% expl- m(t-t )]

para todo t » 0, para todo (xo,to) en R+ X r"

Esta definicao expressa a necessidade de que o ecossistema
representado por (5.3) seja invulnerdvel para perturbacoes es -
truturais . e de uma certa'condigao de estabilidade para gue
apds cada perturbacao, as ;oluQGes voltem para a origem mais

forte gue uma exponencial.

Quando um modelo de ecossistemas nao linear representado

por (5.3) possui mais do que um ponto de equilibrio, ele nao &
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globulmente estdvel. E o caso do classico modelo Lotka-Volterra.
Se a estabilidade de um equilibrio nao trivial & estabelecida
por linearizacao, entdao & de interesse encontrar uma éxtensdo

da regiao de estabilidade contendo tal ponto de equilibrio.

> 0, i=1, ..., n}.

A
=
~
=

Seja 8 = {x em R": |xi|'

Considerando a fungao de Lyapunov V, de valores reais posi

tivos e definida em Rn, dada por

-1
\Y = d. X,
(x) max | i | l|} ,
i

d; > 0, i =1, ..., n, Siljak mostrou que uma regiao de estabi-
lidade do ponto de equilibrio x* = 0 de (5.3) & dada por

T o= {x: Vi{x) <V, , x en R

T Wt 9 Jy: % € ,
onde v_ = min {dflu.}

o i "1

i

Também, se a origem & conectivamente e exponencialmente estavel,

V(x) & uma funcao decrescente para x em T e para todo t. Como
9T & uma superficie de nivel de V(x), as solugcOes que estac em
T, permanecem em T e convergem exponencialmente para a origem

quando t » ®». 0 conjunto T & também uma regido de -estabilidade

exponencial para o equilibrio x* = 0 de (5.3). Como a fungao
V(x) possui a mesma forma geométrica que a regiao S, S = T. Con
siderando que T & invariante sobre perturbagaes estruturais ,

Siljak concluiu que T & também uma regiao de estabilidade conec

tiva.

Modelo Lotka-Volterra

Consideremos uma versao discreta do modelo Lotka-Volterra
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para interacoes de n populagoes

n
£+l |t Z .
(5.4) Yy =y [l tc, + bijyj] , 1 =1, ..., n.
j=1
onde yE €& a i-é&sima espécie no tempo t, Cy bij’ i, 3 =1, ...

n sao numeros dados, e todos bii sao negativos.

Seja y* # 0 um ponto de equilibrio tal que yI > 0, para to

do i =1, ..., n.

Siljak mostrou que ha estabilidade conectiva e exponencial

em toda regiao

T =8 = {x em R":

1
.3 o~ [ S S S
1O pode ser incerprec

)
L

6 de diversas maneiras.

Q.
Cu

Ele inclui extensces ou adicoes de espécies e pode~se concluir
gue a estabilidade & invariante para intera¢oes variaveis tais
come saturacao na capacidade de ataque dos predadores, e, que

(5.4) & "robusto" com respeitc a nao linearidades nas intera-

¢Oes entre espécies na comunidade.
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