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RESUMO

O presente trabalho trata da formulacio , algoritmizacio e implementacio numérica
de um problema nao-linear de controle de fronteria livre sujeito a restricées também nao lineares,
definido em [Fri 94] e relativo ao modelo de funcionamento de um conversor catalitico monolitico

ceramico.

Sao apresentados resultados de algumas simulagoes numéricas, usando um programa

em FORTRANT7Y7, no ambiente de estacdes de trabalho SUN e DEC alfa 3000.



ABSTRACT

This work describes the formulation, algoritmization and numerical implementation of
a non-linear free boundary control problem which is subjected to non-linear restritions also. This
problem concerns upon a working model of a ceramic monolitic catalitic converter and is defined

in [Fri 94].

We present here results of some numeric simulations, using a FORTRAN77 program,

done in workstations SUN and DEC alpha 3000 enviroment.
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INTRODUCAO

O conversor catalitico é um equipamento situado no sistema de exaustiao do automével.
Ap6s os gases poluentes serem expelidos do motor, passam através do conversor catalitico (catal-
izador) e tomam parte de reag¢des quimicas que os convertem em gases menos nocivos. Atualmente,
conversores mais usados sdo os monoliticos ceramicos, que sdo reatores tubulares dentro dos quais

os gases fluem reagindo com suas paredes. A figura (1) mostra um esbogo desse equipamento.

Em escala industrial, existe a preocupacgao de melhorar o desempenho desses equipa-
mentos, predizendo a emissao estacionaria nos principais regimes de funcionamento do motor, isto
é, na auto-estrada, no engarrafamento, na serra, na garagem, etc. Na prética, estuda-se seu com-
portamento no regime de aquecimento do motor, ocasido em que hd maior descarga e concentracao

de poluentes devido & ma combustao .

Um modelo em E.D.Ps nio -lineares do catalizador do tipo monolitico cerdmico foi
desenvolvido por Cavendish [Cav 80, Cav 85] e melhorado por Friedman [Fri 91]; permite identi-
ficar a busca por um melhor desempenho nesses equipamentos como um problema de otimizac¢ao
num espaco de func¢des continuas por segmentos. Em termos sucintos, equivale a encontrar uma
calibragem 6tima que minimize um funcional que contabiliza as concentracées de poluente na saida

do equipamento.

O presente trabalho se propde a implementar numericamente um algoritmo de busca
a calibragem 6tima do conversor para um regime arbitrado de funcionamento do motor, e segundo

um modelo simplificado proposto em [Fri 91].

O primeiro capitulo atenta para a descricdo do modelo e formulacido do problema de

otimizagdo , cuja solucdo é a prépria calibragem 6tima que buscamos.

No segundo capitulo, fazemos uma breve andlise do modelo ndo - linear adotado.
Nossas argumentagdes analiticas demandam alguns resultados da Andlise Funcional Aplicada, e

que por esta razao estdo desenvolvidos no Apéndice.

No terceiro capitulo, discutimos algumas técnicas computacionais que se fazem indis-
pensdveis & realizacdo de nossa tarefa. Tais técnicas, que sdo apresentadas na forma descritiva ou

mesmo ja na forma algoritmica, se constituem em grandes sub-tarefas numéricas a serem realizadas.

No quarto capitulo, descrevemos a metodologia que nos conduzird a algoritmizacao
do procedimento global de solucdo de nosso problema de controle 6timo. Tal metodologia estd

presente na abundante literatura de Otimizacido Nao -linear dos dias de hoje.
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No quinto capitulo, descrevemos e dimensionamos a tarefa computacional envolvida
pelo presente trabalho. Nesse sentido discutimos questoes como comple- xidade computacional e
detalhes da implementacao numérica. Também sao apresentados os resultados de algumas sim-

ulacoes , bem como evidéncias computacionais que sobrevéem.
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Conversor catalitico monolitico ceramico

HC —_ @\ H20
NOx §> Ei = = Ei [> N2
—> —>

CO CO2

catalizador (Pt-al)

s%bstrato

Figura 1: Esquema do conversor catalitico.

Dentro do catalizador, com os gases de escape a temperaturas acima de 300°C
, processam-se as reagoes quimicas que transformam os gases poluentes em substancias
inofensivas. Seu corpo cerdmico tem minisculos canais revestidos por uma camada de
6xido de aluminio, com grande area superficial, onde também se encontram os metais
nobres palddio/molibdénio . Em contato com esses metais, os poluentes CO, HC e NOx
transformam-se em dgua, gis carbonico, nitrogénio e nitrogénio puro.

O catalizador desenvolvido pela Autolatina, no Brasil, é do tipo Three Way
Catalyst, que transforma os trés gases poluentes de uma sé vez. Externamente ele é
revestido com uma carcaca de aco inoxiddvel. Em seu interior ha duas partes ceramicas
semelhantes a duas colméias e por onde os gases passam. Uma manta conformével funciona
como amortecedor e preenche o espago entre as partes ceramicas e a capsula de ago. Alguns
veiculos de teste ji rodaram mais de 100.000 km com catalizadores deste tipo.
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1 FORMULACAO DO PROBLEMA.

1.1 Um Modelo de reacao -difusao .

O conversor catalitico a ser estudado estd fundamentado em reacoes quimicas de ox-
idacao do CO (monéxido de carbono), hidrocarbonetos nocivos e Hy. As reagdes de oxidagio , que
tém o aluminio-Platina como catalizador, sdo as seguintes

Pt—al

CO + 1/202 — COy

CsHg +9/20, =8 3C0, + 3H,0

Hy +1/20, "= 1,0

Propileno (C3Hg) é a espécie de hidrocarboneto onde as reagdes sdo rdpidas o suficiente para serem
importantes na modelagem, razdo pela qual é o tinico hidrocarboneto a ser considerado aqui. Se a
intencao fosse considerar também hidrocarbonetos de oxidacao lenta, incluiriamos o C' Hy (metano)
e a correspondente equacao de oxidagao

CH, + 205 =8 C Oy + 2H,0.

Sejam
C; = concentragdo do composto i
T = temperatura
R; = taxa de reacdo especifica para o composto i
onde i = 1,2, 3,4 representam os compostos CO, C3 Hg, Hs, 05, respectivamente.

As seguintes expressoes para as taxas de reacio foram obtidas experimentalmente por
Voltz et al (1973).

Ry = K,:C,Cy /G molCO/(em? - s) (1.1)
Ry = K2C2Cy /G molC3Hg/(cm? - s) (1.2)
Rs = K303C4 /G molHs/(cm? - s) (1.3)
onde
G =T(1+ L0y + LyCo)*(1 + L3C203)(1 + LyCY) (1.4)

K, = 6.802 x 10" exp(—13, 108/T)
K = 1.416 x 10" exp(—15, 109/T)
K3 = 7.443 x 10" exp(—19, 552/T)
L, = 8.099 x 10° exp(409/T)
Ly = 2.579 x 10% exp(—191/T)
Ly = 1.13 x 10°! exp(9,299/T)
Ly = 3.02 x 10" exp(—3, 733/T)

Observamos que NO atua como inibidor, ndo tomando parte da reacdo .
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A maioria desses equipamentos é projetada para operar em condi¢es balanceadas da
razdo ar/combustivel para a conversdo simultinea do monéxido de carbono, hidrocarbonetos e
6xidos nitrogenados no escapamento do automével. Isto significa que vale a conservacdo de massa
e energia, que nos fornecerd uma expressio para a taxa de reacdo do oxigénio (Oz).

Balanco de Massa: Ry = 0.5R; + 4.5Rs + 0.5R3 (02)

No equacionamento a seguir, denotaremos por z a varidvel de distancia ao longo de canais paralelos
e t a variavel temporal. Definimos ainda

T,(z,t) = temperatura da massa gasosa que flui pelo catalizador (K);
Ts(z,t) = temperatura do sélido (paredes ceramicas)(K);

Cg;(x,t) = concentragio do composto i na corrente gasosa (mol/cm?);
C'si(x,t) = concentragio do composto i nas paredes sélidas (mol/cm?);
a = fator de catdlise (J/mol);

h(T,) = coeficiente de difusdo do calor (——~7);
C(T) = calor especifico do sélido (parede ceramica)(%=);
w(t) = taxa de fluxo de massa gasosa pelo catalizador (—z—%);
Km;=coeficiente de transferéncia de massa para o composto i (=)

Valores especificos destas constantes sdo encontrados em ([Cav 85]).

Ao ignorarmos a transferéncia de calor entre canais adjacentes do catalizador, o
seguinte Sistema de Equacoes Diferenciais Parciais é estabelecido

C(Ts)ag;s = /\6;:3;5 + h(Ty)(Ty — Ts) + a(R1 + R2 + R3) (1.5)
w(®)5E = WT,)T, - T)) (16)

)y 290D e, (g, - 0s1) (1.7)

) 292D ey 0y — O (18)

)y 298D g (g, - Csy) (19)
—w(t)ac{;if’t) = Kma(Cgs — Csy) (1.10)

para 0 < & < 0o,t > 0, onde = 0 é o ponto inicial do conversor. Assumimos que o conversor é
muito longo, isto é, ele ocupa todo o intervalo 0 < = < oco.

A reaclo quimica entre os gases na superficie sélida e o volume gasoso em fluxo é
expressa pelas equacoes algébricas

KmZ(Tg)(C'gz — C’sl) = aRi(Ts,CS) (’L = 1, 4) (111)

onde os R; sdo as taxas de reacdo definidas acima.
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A fungdo w(t) é conhecida, bem como as condigdes de fronteira: para ¢t > 0

T,(0,t) = S(t) (1.12)
[Cg1,Cg2,Cgs, Cga](0,t) = (C*,C* C*,C*)(t) (1.13)
T,(0,t) = To(t) (1.14)
e a condicdo inicial: para 0 < z < oo
Ts(z,0) = T? (1.15)

onde T? constante positiva.

1.2 O Problema de Controle Otimo

O objetivo do conversor catalitico é diminuir a concentragao dos varios tipos de polu-
ente na saida do escapamento dos veiculos. Entretanto, a pratica nos revela que tal equipamento
somente funciona bem quando as temperaturas do sistema motor-catalizador-escapamento sao ele-
vadas, e ndao ha nada de espantoso nisso, pois sabemos que esta é uma caracteristica dos processos
quimicos. Mas o que fazer entdo , uma vez que as situagdoes em que realmente precisamos de um
bom desempenho do catalizador sdo exatamente aquelas onde a temperatura de suas paredes sdo
baixas 7 Tal acontece, por exemplo, na partida a frio que damos em nosso automdével no inicio do
dia.

Tecnicamente, o problema principal resulta do fato que, sem estratégia de controle
alguma, quando ligamos o automével pela primeira vez no dia, o equipamento esté frio e a temper-
atura da parede ceramica é de aproximadamente 300°K (27°C') (paises tropicais), e nessa situagao
as taxas de reacdo sdo baixas e o processo é ineficiente. Dessa forma, além de haver queima im-
perfeita do combustivel, que é caracteristica da partida a frio de motores de combustao interna e
que lanca no ar compostos altamente téxicos, nosso equipamento esta frio e ndo consegue trabal-
har bem dado seu principio de funcionamento. Tal exemplo se aplica a outras situacdes , onde, da
mesma forma, o catalizador ndo consegue trabalhar bem quando o motor trabalha mal ( combustao
imperfeita ).

A estratégia de controle é simples, ao iniciarmos a partida a frio do automével, aque-
cemos mecanicamente a sec¢ao x = 0 do modelo catalizador e entdo podemos controlar as taxas de
reacao em toda a extensao das paredes gracas a propagacao do calor pela estrutura ceramica. Uma
vez que podemos controlar tais taxas, podemos, ao menos teoricamente, minimizar a concentracao
de poluente mesmo enquanto a temperatura do motor ainda é baixa, melhorando o desempenho
do catalizador. Quanto maior a temperatura das paredes ceramicas, que vao aquecendo progres-
sivamente, menor nossa agao controladora, e assim esperamos que no instante final ¢y do intervalo
de aquecimento, nossa interferéncia cesse.

Matematicamente, descrevemos nossa a¢ao controladora por

T5(0,t) = 300 + S(t) (1.16)
S(t) = funcdo de controle

O objetivo é reduzir a concentracdo C'g; em z = L. Uma vez que cada espécie de poluente
conta diferentemente em um teste normativo para controle de poluicdo , queremos minimizar um
expressao da forma

3 to
J(S) =X | Cgi(L,t)dt AL+ A+ A =1 (1.17)
j=1 70
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onde os \; sdo pesos especificados para cada poluente de concentracao Cyg;.

Para cada escolha de fungao de controle S(t), devemos resolver o sistema de equagoes
(1.5)-(1.10) e entao computar a expressao em (1.17), que chamamos de funcional de concentracoes
(funcional de custo no contexto da otimizacao ).

Queremos entédo , dada a fungéo continua w(t) no intervalo de aquecimento (0, tg), que
caracteriza o funcionamento do motor (lembramos que w(t) é a taxa de fluxo de massa através do
sistema), encontrar a funcdo S*(¢) que minimiza a concentracio de poluente na saida do equipa-
mento e que depende ndo localmente de w(t). Nao existe qualquer tipo de retro-alimentagao
(feedback) em nossa estratégia, como se poderia, perfeita e licitamente, pensar. O que nés quere-
mos é apenas uma calibragem 6tima S*(¢) que minimize (1.17) para cada w(t), ou seja, para cada
regime de funcionamento especifico do motor do automével.

Vamos introduzir o conjunto A de fun¢ées de controle admissiveis.

A= {S(t) € C'((0,4)),0 < S(t) < N, - S(t)dt < M} (1.18)
0

As constantes N e M representam restri¢cbes mecanicas impostas aos controles S(t),
e sao dados do problema; em termos praticos, traduzem limitacoes de natureza material, pois
obviamente temperaturas arbitrariamente elevadas ndo sdo suportadas, e limitacbes de carater
energético, dado que nossa quota de energia para executar tal tarefa é limitada e deverd ser
reposta, de alguma forma, até a proxima ignicdo a frio do automével, por exemplo.

Assim, estamos interessados em resolver o seguinte problema de Controle Otimo, pro-

posto em [Fri 94],

* 1 *\ . .
encontrar S* tal que J(S*) min J(S)

1.3 Um modelo simplificado

A solucdo do problema de controle para o modelo (1.5)-(1.10) demanda um esforgo
computacional muito grande. Nosso objetivo aqui é considerar uma versao mais simples de (1.5)-
(1.10) mas que ainda mantenha os aspectos tedricos e computacionais importantes desse modelo.

Hipoteses:
1. h(T,) = 0 : negligenciamos a difusdo da temperatura da massa gasosa, uma vez que

o fluxo através do catalizador é muito grande e entao os efeitos difusivos podem ser
desprezados.

2. temos apenas um elemento poluente com concentra¢do ¢ = cs no sélido e ¢ = ¢4 no
volume gasoso.

3. as taxas de reacdo sao nulas em Ty = 300°K : R(T,cs) = (Ts — 300)cs

4. A=1a=1,CTs)=C,Kp,, =1
Para fins de re-equacionamento, escrevemos 1" = Ts — 300, u = ¢4, e entdo temos

oT 0T
CE - w + Tcs
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u—cs =Tc, & K (Ty)(eg — cs) = a(Ts —300)cs = ¢s = v

14T
Segue o sistema de E.D.P. ndo-lineares
or  9*T T

— ==+ — 2L t<t 1.1

N 8w2+1+TU’ 0<x<2L,0<t<ty (1.19)
ou T

—w(t) = = —— 1.2

wl )831 1+ T (1.20)
para 0 < ¢ < 2L,0 < t < tg, e que tém acopladas as condicoes de fronteira:

T(z,0)=0 w(0,t) = ug >0 (1.21)
T(0,t) =S(t) (termode controle) (1.22)
T(z,t) > 0aox — o0 0<t<t (1.23)

Nosso problema entdo é encontrar o controle S*(t) que minimize o funcional

onde S(t) e u(x,t) se relacionam pelas equagoes (1.19)-(1.22) definidas agora no dominio limitado
M = (0,2L) x (0,t) e onde (1.23) é substituida pela equagdo

T(2L,t) =0 Vi € [0,]; (1.24)

tais ajustes em relagdo a (1.19)-(1.23) sdo necessdrios ja pensando-se na algoritmizagio de um
procedimento de solucao de tal problema de fronteira.

De (1.20)-(1.21) obtemos que

e lembramos que w(t) > 0 Vt € [0,to].

Dal, evidencia-se que o termo

em (1.19) é realmente um operador em T'. Assim, podemos considerar, para propésitos de andlise,
a equagio (1.19) como sendo da forma de uma equagao de difusdo nédo linear

T _ 10°T

5 = oo H/T) (1.25)
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2 ANALISE DO MODELO.

No capitulo anterior, foi indicado que a parte evolutiva do modelo simplificado desen-
volvido na sec¢éo (1.3) pode ser considerada como uma equagio do tipo parabdlico néo linear

1

Ql

onde A denota o Laplaciano n-dimensional e onde C' > 0 é a constante de difusdo do calor,
caracteristica do problema. Este tipo de equacao tem conquistado atencao matematica devido a
suas variadas e abrangentes aplicacdes em engenharia, quimica e fisica, tanto no caso transiente
quanto no caso estaciondrio

1

& AT+ f(T)=0.

Maiores referéncias podem ser encontradas em [Smo 83].

Nosso primeiro propésito serd um estudo sobre a existéncia e a unicidade de solugoes
para o problema inicial de fronteira ja definido na secdo (1.3) para cada controle S(t) € C((0,t))
epara0 <z < 2L,0<t <t
oT  o°T T

CE = w + H—TU (21)

—w(t)% = HLTU (2:2)

T(z,0) =0, w(0,t) =u, >0, T(0,t) = S(t) (2.3)
T(2L,t) =0 ¥t € (0,to). (2.4)

Mostraremos na se¢do (2.1) que existe uma equivaléncia entre o problema recém citado (quando
desacoplado das concentragdes u) e o problema definido pela equagédo integral

t 2L 1 t
T(a:,t)z/o /0 G(a:,t—T,y)f(T(y,T))dydT—6/0 Gyla,t —m,0)S(r)dr  (2.5)

onde G é um nicleo de Green definido sobre M = (0,2L) x (0,%p), para fun¢oes f(T) e S(¢)
continuamente diferencidveis.

Nosso objetivo aqui é estabelecer existéncia e unicidade para (2.1)-(2.4). Muito embora
a metodologia cldssica nos conduza a questoes de existéncia, estimativas e regularidade de solucgoes
de problemas iniciais de valores na fronteira, no contexto dos espagos funcionais de Sobolev, e esteja
amparada em alguma variante do Principio do Maximo para equacdes diferenciais parabdlicas
para assegurar a unicidade, nossa estratégia serd estabelecida num contexto e numa metodologia
alternativa. Nosso alvo passa a ser entdo o estudo da formulacdo integral e sua anélise através da
Teoria das Equacgoes Integrais de Hammerstein e no contexto dos espagos funcionais ordenados.

Nosso segundo propédsito serd apresentar alguns resultados e lemas concernentes a
questéo do problema de otimizacdo estabelecido na se¢ao (1.3), e no contexto da Teoria dos Espacos
de Banach Convexos.
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2.1 Uma representacao integral desacoplada.

Considere o problema de contorno

oT 10T
E—Ew"—f@f,t) O<ax<2L,t>0 (26)
T(0,1) = h(t), >0 (2.7)
T(z,0) = To(z), 0<z<2L (2.8)

T(2L,t) =0 (2.9)

o qual possui uma funcdo de Green (ver [But 82])

1 nTr . nwy (nm)? 1
Go(az,t,y) = z sin ﬁ sin ﬁ exp |:— 412 6 . t:| (210)

n=1

onde C > 0, f(x,t), h(t), To(z) sdo funcoes continuamente diferenciaveis.

A seguir, estabeleceremos uma representacio integral para a solucdo do problema
de contorno (2.6)-(2.9), e entdo derivaremos uma expressio integral para a solugio das equagoes
(2.1)-(2.4).

2.1.1 Lema (representacao integral).

Para fungdes f(z,t), h(t), To(x) suficientemente regulares, a solucdo das equagoes (2.6)-
(2.9) tem a forma

T(x,t) = /Ot /OZL G(z,t —1;t)f(y, 7)dydr — é/ot Gy(z,t — 7;0)h(T)dr + 02L G(z,t;9)To(y)dy
(2.11)
Prova: Definimos, para t € (0, )
w(z,€) = 02L G(z,e,y)T (y, )dy.
Pela definicdo de nicleo, temos B
T(z,t) = lim w(z,e€) (2.12)

e—0

e entdo observamos que G¢(z,t,y) — Guo(z,t,y) =0 Vz,y € (0,2L),t € (0,%p) implica que

We(T,€) — Wep(r,6) =0 Vz,e >0

w(z,0) =T (z,t)

Fixamos z,%,e > 0,Q = (0,2L) x (0,%).

Definimos

Temos entao
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oy, F,dydt = [ v, (Tiw,t) = =Tyy(y,1) ) dydt =
i [ v (i = 100

t 2L 1 2L _ ~ 2L
-] T(vt+5vyy)dydt+ | T ey - [ 10000
0o_Jo 0 0

é /t [U(Oa t)Ty(Oa t) - T(Oa t)”y(oa t) + U(2La t)Ty(2La t) - T(2La t)’Uy(QL, t)] dt =
0 2L

-0+ G(I,e,y)T(y,f)dy - G(x,f-l-e,y)TO(y)dy -
_ 0

0
1/t _ -
= /0 [G(2,T — t + &, 0)T, (0, 8) — Gy (&, T — t + €, 0)h(t)] dt +0 — 0

e desta forma podemos escrever

2L 2L

G(z,e,9)T(y, t)dy = / Gz, t+e—t,y)f(y,t)dydt+
0 0
2L T

0

- 1 [t -
0 G(x,t+€,y)T0(y)dy_5A Gy(l’,t-l-e—t,())h(t)dt

e finalmente, fazendo € — 0 e usando (2.12) temos

2L

T
T(x,f)z/oG(x,f—t,y)f(y,t)dydt+ G, T y) T (y)dy — — /G 0)h(t)dt

0

e entdo a solugdo T'(z,t) de (2.6)-(2.9) é dada por (2.11) , o que demonstra o Lema.
o

Como, por (2.2), obtemos a expresdo

1T
t) = — ————(y,t)d 2.1
e =upexp (- [ s ) (2.13)
1 Tu . . L1 A
e podemos escrever entio CisT = f(T), onde f é um funcional de T', devido & sua dependéncia
ndo-local.
O Lema acima justifica entdo utilizarmos a representacio integral implicita
t 2L
T(e,1) = / Gl t = 739) fo(T)(y, )by — ke, 1 (214)
o Jo
onde k(z,t) / Gy( ;0)S(7)dr, para a solu¢ido do modelo (2.1)-(2.4), e onde o termo
UO T v T
T(x,t t — .
#(T@.0) = B g e |- [ s nas] (215)

é obtido substituindo-se (2.13) em (2.1).
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2.2 Uma aplicacao da Teoria das Equacoes de
Hammerstein.

Nesta secdo , mostraremos como a Teoria das Equacoes de Hammerstein, desenvolvida
no contexto dos Espacos de Banach Ordenados, pode ser aplicada com vistas a fornecer resultados
que assegurem a existéncia e a unicidade da solugao de nosso problema integral (2.14) para todo
controle S(t) € C((0,t0)), e para fo(T) definido por (2.15), Gy definido em (2.10).

Podemos reduzir a equagio (2.14) a forma de Hammerstein
t 2L o
V(z,t) = / / G(z,t — T;y)h(V(y,7))dydr,V € X = C(M), (2.16)
0 Jo

onde V(z,t) = T'(z,t) + k(z,t), (V) = fo(V — k). Além disso, a reducdo acima preserva como es-
trutura da aplicacdo h : X — X algumas hipdteses fundamentais, feitas originalmente sobre f(T),
que vdo garantir a unicidade de solugdes de (2.16), como monotonicidade estrita e sublinearidade
estrita, e uma vez que tais caracteristicas ndo se perdem por translacoes .

De maneira abstrata, temos uma equacao do tipo

V =KH(V) (2.17)

onde
mmm=@amwww (2.18)
H(v)(z) = h(z,v(x)) (2.19)

algumas vezes chamado operador de Nemyckii.

Primeiro, introduziremos uma relagdo de ordem no espago funcional de Banach X =
C(M). Para tal, definimos um cone de ordem X e entdo diremos
U<VseV-UeX;, UVeX.
UgVseV-Uce€int(Xy), UVeX.

Podemos entao definir sub e supersolucdes Uy e V por
Up < KH(Up)
Vo > KH(Vp)

e cuja existéncia é garantida por meio do Lema (A-1.1.17) em apéndice.

Uma necessidade que surge é garantir a validade as seguintes hipdteses:
(N) X4, o cone de ordem sobre X, é normal;
(P) K : D(K) — X é um operador fortemente positivo.

A primeira hipétese, que traduz uma compatibilidade entre a definicdo de cone de

ordem e a norma introduzida sobre X e significa que existe um nimero ¢ > 0 tal que
0<V<U= V| <lUll VU,V € X,

implicard ( proposi¢do (A-1.1.4) ) que todo intervalo de ordem [U, V] é limitado.

A segunda hipétese, que significa que (ver defini¢ao (A-1.1.3))
V>0=KV)>»0, VeDK),

nao é natural no contexto de problemas de fronteira, uma vez que a imagem do operador K
nao contém um ponto interior ao cone de ordem natural C; (M), mas sim um ponto na sua
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fronteira, uma vez que o nucleo Go(z,t,y) definido em (2.10) é positivo dado que tal caracteristica
simplesmente traduz a validade do Principio do Méximo sobre M para problemas parabédlicos. !
Para validarmos ambas hipéteses acima, é um procedimento classico definir o espago

X, = {z € X : existe real a > 0 tal que —ae < z < ae},

com norma ||z|le = inf{a > 0: —ae < z < ae} e cone de ordem X = X [ X,, onde X =
C+(M), e e>0éasolucao de (2.14) para f = 1. Definimos entdo K : D(K) — X,, e neste novo
contexto K é fortemente positivo.

Segundo, dados Uy, Vp sub e supersolucdes , respectivamente,e sob a hipétese de H
monétono crescente ( U <V = H(U) < H(V) ) , definimos uma sequéncia de subsolugoes U, e
uma sequéncia de supersolucoes V,,:

Un+1 = KH(Un), Va1 = KH(Vy) (2.20)

que convergirdo , pelo teorema (A-1.1.14) 4 menor solucdo U e 4 maior solucdo V de (2.16),
respectivamente, como sequéncias mondtonas e limitadas sup ou inferiormente.

O terceiro passo, a unicidade dos limites U,, e V,,, sera assegurada sob as hipéteses de
monotonicidade crescente estrita do operador H ( assegurada pelo Lema (A-1.1.19) para L < 1/2
), positividade forte do operador compacto linear K e sublinearidade estrita do operador H ( Lema
(A-1.1.18) ): VX e (0,1)

HOV) > XH(V)

(ver definicdo (A-1.1.11) ). Assim, a unicidade da solucdo da equacdo (2.16), e consequentemente
da equagdo (2.14), é assegurada para L < 1/2.

2.3 Sobre a existéncia e a unicidade do controle
otimo.

2.3.1 Um problema de controle simplificado e sua solucao .

Pode ser encontrada em [Fri 94] a derivacdo da solucdo 6tima S*(f) para um caso
simplificado com hipéteses bastante fortes e num espaco mais amplo

to
A={5(t),0 <t < t,;S(t) é continua por trechose 0 < S(t) < N, S(t)dt < M}
0

que agora descreveremos. Trocaremos (2.1) pela equacao do calor abaixo (onde C'= 1, L = oo por
simplicidade)
or  8°T

% = 52 0<z<o00,t>0 (2.21)

INao apresentaremos neste trabalho uma prova do Principio do Miximo para equacodes
parabdlicas, uma vez que tal nocdo estd intrinseca nas hipdteses e resultados de positividade do
apéndice . Referéncias podem ser encontradas em [Zeil 85], pag 337, problemas 7.2d e 7.2g .
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0 0T

A hipétese assumida é que o termo Tu(y,t) é muito pequeno se comparado com En ou FrR
i

Também assumimos que T'(x,t) — 0 ao  — oo. Entéo, pela representagao integral da solugéo da

equagdo do calor ndo -homogénea (2.11)

t x z2
T(x,t) = _— —— | S(7)d 2.22
(=) /0 \/E(t—r)3/2ewp< 4(t—7')> (r)ydr (222)
A seguir, simplificamos a expressdo do funcional
fo b T(y,t)
J(S :/ er —/ —= " _dy | dt 2.23
©)=/ p( L (2.23)

observando que podemos escrever

J(S) ~ uo/o 1= Ty, t)dy] dt

e que para chegarmos a tal aproximacéo fizemos a hipétese forte que T'(z,t) < 1 e entéo

_ T(z,t)
1+ T(z,t)
é pequeno tal que exp(—A4) ~ 1 — A.
Definindo o funcional
to [o @]
To(S) = uo / / Ty, t)dydt (2.24)
o Jo

nosso problema entdo é equivalente a

* tal *) = .
e encontrar S* tal que Jp(S*) r;lgi(Jo(S)

Agsumimos que Ntg > M, isto significa que néo hé energia M suficiente para manter a temperatura
T(0,t) em seu valor méximo admissivel N durante todo o intervalo [0,¢p]. Assim, devemos gastar
a energia disponivel sabiamente.

2.3.2 Teorema ( Solucio Otima )

Existe uma tnica solugdo 6tima Sp(t) que minimiza (2.24) e ela é dada por:

N, se0<t<t
Solt) = { 0, sef <t<ty (2.25)

onde Nt = M.
Prova:

Se substituirmos (2.22) em (2.24) obteremos

Jo(S) = ug /Oto dt/ot S(r)dr /000 mexp <—4(tx7_27_)> drx =
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=00

dr

S s {4 =)

Vi UK

to dt _ 4UO
r Vt—T Vamr Jo

211,0

to
= —\/E Vito — 78(7)dr
0

to
S(r)dr

Uma vez que a funcdo /tg — 7 é estritamente mondtona decrescente em 7, a ultima integral é
maximizada se e somente se S(t) satisfaz (2.25).

2.3.3 Existéncia e unicidade no caso geral.

Colocaremos nesta subsecdo algumas questdes relacionadas & existéncia e unicidade
de nosso objetivo neste trabalho: o controle timo S*(¢) que minimiza

J(S) = /0 (L)t (2.26)

onde S(t) e u(x,t) se relacionam pelo sistema em (0,2L) x (0,%p)

T _PT T

o = o> T 141" (227)
ou T

— = 2.2
05z = 137" (2.28)
T(xz,00=0 u(0,¢t) =uo >0, T(0,t) =S(t) (2.29)
T(2L,t) =0,0 <t <t (2.30)

onde w(t) >r >0 Vi€ (0,t) e sobre o espaco de controles admissiveis
to

A={S(t) € C'((0,4),0 < S(t) <N, [ S(t)dt < M} (2.31)

0

ja4 mencionado nos capitulos anteriores.

Sob a hipdtese de A fracamente sequencialmente compacto, podemos assegurar que
o funcional J(S) possui maximo e minimo sobre .A. Maiores detalhes, inclusive a definicio de
conjuntos fracamente compactos, podem ser encontrados em [Zei3 85|, pag 152.

Conclusoes acerca da unicidade do controle 6timo demandariam hipéteses cldssicas de
convexidade estrita do funcional J(S), as quais ndo podem ser asseguradas dada a complexidade
da aplicacdo u : S — u(S). A unicidade do controle 6timo S*(¢) € A , portanto e até o presente
momento, nao pode ser assegurada.
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3 AS TECNICAS COMPUTACIONALIS.

O problema de controle 6timo definido em (1.3), por ser um problema de otimizagao
sujeita & restrigdes em um espaco infinito-dimensional, o espago A entdo definido, precisard nec-
essariamente ser reformulado a fim de ser resolvido algoritmicamente por meio de procedimentos
computacionais de busca ao controle 6timo S*(t) € A.

Dessa forma, faz-se necessario aproximar o espaco A dos controladores admissiveis
de modo a termos um problema computacionalmente resolvivel e cuja solucdo é S*(t). Para tal,
seguindo um procedimento cldssico em matematica aplicada, definimos os espagos de interpolacao
np-segmentada finp, 2(np + 1) dimensionais, densos no espago A, ou seja, toda fungdo S(t) €
A pode ser arbitrariamente aproximada por uma sequéncia de funcées S(t) € Unp ,Zlnp. Desta
forma, a solucdo S*(t) pode ser satisfatoriamente aproximada pela solucao §*(t) € ./Nlnp para np

suficientemente grande, e neste sentido justificamos ver em S*(t) uma solucdo para o problema
definido em (1.3).

A secdo (3.1) descreve a ponte que conduz e norteia a estratégia acima, e assim pos-
sibilita a reformulacdo de (1.3), apresentada na se¢do (3.2). A se¢do (3.3) descreve a técnica de
discretizagio empregada na solu¢do computacional a que nos propomos. As secoes (3.4)-(3.5) de-
screvem algumas tarefas cuja implementacdo se faz necessdria. Os espacos Anp serdao definidos
como o universo de interpoladoras cibicas segmentadas definidas no intervalo [0, %] e que per-
tencem ao espago A de controles admissiveis, e definiremos como A7, , (as vezes referido como A€
simplesmente) o espago de coeficientes nodais e tangenciais associado a Anp. Desta forma, cada
funcdo S(t) € A é aproximada por uma ciibica np-segmentada S(t) € ./Nlnp , & qual associamos
bi-univocamente um vetor de coeficientes nodais e tangenciais cs € Ay, C R2(np+1) A proposta
deste capitulo é descrever um pouco detalhadamente as principais técnicas e métodos numéricos
envolvidos na algoritmizacdo de nossa tarefa.

Uma notacgio que serd frequente nas secoes seguintes, e que agora serd estabelecida, é
que o simbolo # indica algum tipo de aproximacao numérica, por exemplo,

Is = [£(0) +47(1/2) + f(l)].l = #/0 f(z)dx (Simpson)

6

representa uma aproximagao numeérica, obtida pela quadratura de Simpson, para o valor exato da
integral Ig.

3.1 Um Operador de Interpolacao Cubica em

C([o, L]).

Vamos definir um operador em C' ([0, L]).
a) Interpoladora cibica de 2 nés.

Seja f(z) uma funcio continua, com derivada primeira continua no intervalo real [a, b],
ou seja f(z) € C'([a,b]).

Sejam dados os parametros
L, Ya=1), yy = 1 (b)
te = £ (a) = f'(a), yp = £ (b) = f'(b).
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Definimos a interpoladora ctibica no intervalo [a, b] e sobre o espago de Banach C' ([0, L])

(x —b)(2a —b—1x) — 2(z — a)? (x —a)? (x —a)(2x —a —b)
o =y, —t, 1
[a,b] [f]({l?) Y (b _ a)z + 3yb (b _ a)2 t b —a (3 )
L (r —a)? o[ttt ¥ —Ya (x —a)?
"b—a 2 b—a | (b—a)?
que verifica
D[ fl(a) =ya = fla),  Ppynlflb) =ys = f(b) (32)
ddy,
—=A[f)(a) = ta = £'(a) (3.3)
A,
— 2B =ty = £'0) (3.4)
onde
d®p, 6(yp — ya)(x —a)  to(4x — 3a —b) + 2ty(z — a) th+te yp—ya] (x —a)®
—=f)(@) = S +6 e | 6oy
dx (b—a) h 2 b—a | (b—a)
(3.5)
PP 6(yp — ya)  4tq + 2t tb+te Yo —ya| (x—a)
— 12 - .
dx? L£1(@) = (b — a)? b—a + 2 b—a | (b—a)? (36)
b
Seja Wi,5[f] = / @, (7)dz a integral de @ no intervalo [a, b].
Yo [*
\I![mb][f] = —h—; / (z —b)(z —a+ h)dx +
2@ —0)’ w-a) -0’ (Brt)@-a' 20m-y)@-a)']"
302 E 3h 4h2 IE )
yah 2yqh Rty | h? (ty + ta) h(ys — ya) h’t,
la —a)(2z —a— _ _oh _ _
/xaazab)d 3+hyb3—|—4 5 5
e entao segue
o+ to — 1t
o lf] = L5 —a) + L (b - a)? (3.7)
b) Interpoladora Criibica nos (n+1) nés {zg,z1,...,z,}
Seja a particdo regular, de espagamento h, do intervalo [0, L]
{1‘0 =0,21,22, .., Tn—1,Tn = L}
Sendo y; = f(x;),d; = f'(z;), definimos
n T —2;)2x;_1 —x; —x) — 2(x — x4— Ti1)?
<I>[mL][f](ﬂf) = ?Ji—l( s 1 h2 ) r - + 3?/@% (3-8)

(x—2i1)(20 — 21 — 2;) (x —wi—1)? di+dici yi—yio1, (@ —25-1)3
di—1 5 d; h +2( 5 . )

para algum i,1 < i <mn, tal que z;—1 <z < z;.

A interpoladora estd determinada pelos 2(n + 1) valores nodais
{y07 Y1y Yns d07 dla ey dn}
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Desta forma esté estabelecida a correspondéncia
[Y0,Y1s-er Yn,do, di, ..., dp] «— Interpoladora Cubica para f(z) no [0, L].

Mais precisamente, dizemos Interpoladora Cubica Segmentada no [0, L], uma vez que
estd definida em cada um dos segmentos [z;_1,x;], portanto ndo tendo uma definicdo global em
todo o intervalo [0, L].

c) A integral nos (n + 1) nés {zg,z1,..., 2, }.

+
Seja ¥ = / ®po,1)[f](x)dz. Usando a expressao (3.7) obtemos

2

Yo
U= [D byttt + 2 ok [do -
2 Y1 Y2 Yn—1 [ n] 12

d) A dependéncia paramétrica de maximos locais da interpoladora.

Dados os parametros de interpolagdo a, b, ya, Ys, ta, ty, h = b — a, sabemos que a inter-
poladora ¢(z) definida em (3.1) exibe um maximo local Z no intervalo (a, b).

Queremos determinar

dd®

® dd
T),dFt, = —
@), -

dd d
dFy, = “— =
Y dyb dta

T),dFy, =
dya (1‘), yb

(%), dFty = ——(T)

a fim de computar os normais de superficie, conforme serd explicado na subsecdo
(4.3.3).

d®
Equacionando d—(f) =0, e usando a expressao (3.5) temos
z

6h(yp — ya) (T — a) — h?t, (4T — 3a — b) — 2h°ty(T — a) + 3h(ty + o) (T — a)® — 6(yp — ya)(T — a)? =0
e entao

[Bh(ty +to) — 6(yp — ya)]T> + [6h(ys — ya) — 4h%t, — 2ty — 6ha(ty +to) + 12a(ys — ya)]T + [(3a +
b)th + 2ah’t, — 6ha(yb Ya) + 3ha®(ty +to) — 6a>(yp — ya)] =0
definimos
P = 3h(ty +ta) — 6(ys — Ya)
Q = 6h(yy — ya) — 2h%(2t, +tp) — 6ha(ty +ta) + 12a(yp — ya)
R = (3a + b)h?t, + 2ah®ty, — 6ha(yy — ya) + 3ha?(ty + ta) — 6a*(ys — Ya)

e temos entao

PE+QTi+R=0&T=

== 2 _4PR
@ V;’]?D . (3.10)

Prosseguimos, derivando as equacoes que definem P, @, R, respectivamente,
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Céya Zyb Lcilta gtb
Yo _eh+1200 M o6hr120 99 2 gha—an? 99 _ _6ha — 282
pi h i i
= 2 - = — — 2 20— 2 2 2 2 2 2
. 6ha + 6a i 6ha — 6a . (3a + b)h* + 3ha i ah” + 3ha
A derivagao implicita de (3.10) permite-nos escrever
dz dz dz —z?
72 T — —_— = _—= —
T -I-2deP+QdP 0= aP ~ P10 (3.11)
dz dz dz -7
PF e 4T+ Qe =0z e = 12
de+x+QdQ 0:>dQ SPT 10 (3.12)
dz dz dz -1
2PT— — 4+ 1= —_ = 1
TRTYERTIT T R T amrr 0 (3.13)
e pela derivada da composicao , temos
dr _drdp | drdQ  dr dR & _drdp | drdQ | iz dr
dy, dPdy, dQdy, dRdy, dy, dPdy, dQdy, dRdy,
& _drdp | drdqQ  dv dR @ _drdp | drdQ | dvdn
dt, dPdt, dQdt, dRdt, dt, dPdt, dQdt, dRdt,
Prosseguindo, obtemos
dp . (F-0)(2a-b-7)-2T—-a)? ,_. dT 2(T—a)?
dFy, = = . . _ 14
= @ ~ (@) (314
dp . 3T —a)*h-2T—-0a)* , _. dT
Fyp = —(7) = el 1
aFy = 5@ - +0@) (315)
_dp . (T—a)P—(T—-a)2x—a—b)h . dT
dFta = E(ZL’) = 72 + (25 (ZL') . d_ta (316)
dp . (T —a)®—hZT—a)? . dT
Ft, = 22(7) = Nt 1
arty = @) = +ol(@) o (317)

3.2 Problema de otimizacao em espaco de
dimensao finita.

Seja ®’; 1 [f1(t) operador de interpolacdo ciibica np-segmentada no intervalo [0, Z].
Notaremos

g(t) = ‘bnp[S](t) = @np(t) -Cg,Cqe = [CO,Cl, s Cnpy Cap+1, ...,C2np+1]T S §R2(np+1) (318)

Nosso problema é encontrar ¢, € R2("+1) tal que

S*(t) = B"(1) - cq-

é a projecao da solugao S* do problema de controle 6timo definido na se¢do (1.3) no espago das
Interpoladoras Cibicas np-segmentadas no intervalo [0, L], ou seja,
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J(®" - cg.) = min J(®"P -
( cs+) anelﬁc( cs)

onde definimos

to
A® = {cg € R2PHD . min "P(t) - ¢, > 0; max ®"P(t) - ¢, < N; / P (1) - cpdt < M}
0<t<tg 0<t<tg 0

Nosso problema de controle é, desta forma, reescrito:

e encontrar cg- € A° C R2("7+1) tal que

4 4 e e ~ to
J(eg+) = min J(cg) “ in J(® - cg) = min J(S) = I_nin/ w(L, t)dt (3.19)
csEA° P.cs€A SeA SeAJo

e onde u(z,t) e S(t) se relacionam pelo sistema néo linear em (0,2L) x (0,to):

oT 92T n T
g_vr ., L
ot O0z2 14T

_ N(t)@ = L
YW T 1 +Tu
T(z,0) = u(0,t) =u, >0 w(t) funcdo dada

T(2L,t) =0 V€ [0,t)]

3.3 Resolucao do sistema de equacgoes por
diferencas finitas.

Nosso proximo passo € estabelecer como resolver numericamente as Equacgoes Difer-
enciais Parciais que definem de uma forma implicita as concentragdes u(z,t) em termos da fungio
de controle S(t). Tais equacdes foram definidas na secdo (3.2) e agora tém condicdes de contorno
mais adequadas & implementacao numérica.

or T T

2 = 922 + 1+—Tu (3.20)

—w(t)% =1 fTu (3.21)

T(z,0) =0, 0<z<2L (3.22)
T(0,t) = S(t), 0<t<ty (3.23)
u(0,t) = u, > 0, 0<t<tg (3.24)
T(2L,t) = T'(2L,t) = 0, 0<t<tg (3.25)

3.3.1 A Discretizacao das Equacoes

Para discretizarmos o espaco [0,2L] x [0, o] definimos
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tjzj.k'; kzto/m
x; = i.h; h=2L/2n
T} = T(x;,;); Ul = Ulzi,t;); wj = w(t;)

e usamos as aproximagoes :

zi,t;) + O(k?)

6k E(

[aTr 1T/ 18T oI 21/ aT
o], B

o*T1’  —TL,+16T) , — 30T/ + 16T/, , - T/, T .
[@L: Z T g et H 000

Ul 11U —18U7 4+ 9U7 , —2U) , oU
or|. : — — = — (4t h?
{Bw}z 6h 5y (Lirti) + O(h%)

ds .\ _ S(t;)uo

T T -2 +T 8T t)) -
B dt 1+ S(t)

_ = — : 3 —
8352 o h2 8:[72 (Oatj) +O(h ) C

+ O(h*)
Ul =307 = 3UI 2 4 UI P = w(wi 1) + O(K®)

Escrevemos a equacido (3.20) em diferencas finitas:
1=1

s TS — 2TV + T S(t)uo
Z(t) =
O ) B 1150
i=22n

17T/ — 18Tg"1 + 97777 — 21/
¢ 6k

~T/ , +16T7 | — 30T} + 16T} , - T/, T/ , . .
= = i d L_(3U} - 3U P+ U
12h2 + 1+ TZ( i i + A )
Temos entao um sistema de 2n equagoes nao-lineares:
g S(t3)uo
—Ty+2T] -T§ =0 | —2—= - CS' 2
e=Tf o] -1 =i (A - cs'(y) (3.26)
k k k k k Tivi
or5 Ty = 1625 T) | + (22C +3075)T — 16557,y + 25T/, — 12k (3.27)
(2
=36CT/ ' —18CT/ ? + 40T/ * (i =2,2n)
Escrevemos a equacédo (3.21) em diferencas finitas:
i=1,2
vi-ul,  TiUl
he w1+ T))

i=3,2n
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11U} — 18U, + U], —2U]_;,  TiU!
6h w1+ TY)

Temos entao as recorréncias:

hT? . .
1+ —r— Ui] = Uiﬁl 1=1,2 (3.28)
wj(l + sz)
6hT? . . . .
114+ —— UZ? = 18Ui]_1 — 9Ui]_2 + QU{_3 1=3,2n (3.29)
’w]' (1 + TZ)

3.3.2 O algoritmo Posseidon

Apresentamos um algoritmo que resolve as equacoes (3.20)-(3.25) por diferencas fini-
tas.

ENTRAD A{ugy, C,np,nw, m,n,cs(.), cy(.), to, L}

e SPC(%,n4,¢q) : interpoladora ciibica de n, nés e coeficientes ¢4(.) em ¢t = ¢;
e ug,C: concentracao inicial e calor especifico;

e m,n: inteiros, definem os parametros de discretizacao k e h;

e ¢,(.): vetor real dos (np + 1) coeficientes de S(t), isto 6,5(t) = "7 - cg;

e ¢, (.): vetor real dos (nw + 1) coeficientes de w(t), isto é,w(t) = O™ - ¢y;

e ty, L: definem o dominio de discretizacdo 0 < x < 2L;0 <t < iy

INICTALIZACAO
k <+ to/m; h < L/n;
Tf2 +— 0; U[2 < Ug;
Tfl +— 0; U[l — Ug;
T « 0; UY « uyg;
LOOP j=1:m
tj < j*k;

Tg — SPC(tj,np, cs);
wj < SPC(t;,nw, cy);

U ¢ uo; Ui 307 ' =307 2+ U/ 7%

Newton| —TJ + 2T — T = ? (ffgzg% —~ CS’(tj)) ;

: : : : : iy
BT, — 1675T) | + (22C +305)T) — 16577, + 5TV, — 12k i =
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36CT! ™ —18CT/ > +40T)%i=2:2n ]

hT? : :
Loop| 1+ —— U/ =U] 1=1,2
% i—1
wi(1+T7)

GkTij J J j i
w;i(1+1T7)

Ul(j) < Uj;
FIM-LOOP
RETORNA{UI(j),j = 1 : m};
FIM.
A estabilidade do algoritmo Posseidon

Nosso préximo passo serd definir precisamente a fronteira de estabilidade do algoritmo
Posseidon.

Na determinacdo de T}, temos as (2n) equacdes nio lineares (3.26)- (3.27); assegu-
raremos a estabilidade da solugdo T} pela diagonal-dominéncia:

ko 12kU} k
22C + 30— — L 1+16+16+1)—
+3055 T >(1+164+16+1) e
observando que
Eoo12kU7 k
22C + 30— — L > 22C + 30— — 12k
+ 21y T > + e Ug
garantimos a estabilidade da solucéo T} se
k k k 22C
220 +30— —12kug > 355 >34 k< 55— 3.30
9052 o 20y 2 e TR S S o0, (3:30)

lembramos que k é o parametro de discretizacao no tempo .

A despeito da determinacdo de Uij pelas equagoes (3.28),(3.29), mostramos que a

equacao em diferencas
(11 + Bz)al —18c; 1 +9a; 9 —2a; 3 =0 (331)

produz solucgoes estaveis se 8; > 0.

Para tal, seguimos o procedimento classico de localizacao as raizes do polinémio car-
acteristico associado p(A) = (11 + B;)A3 — 182 + 9\ — 2.

Ora, se 3; = 0,po(A) = (A — Ao)(A = A1) (A — A2), onde

7 —1/39 \ 7+ 1v/39
R 5= —
2

Ao = 1, AN = 2 R 5 |>\1| = |>\2| < 1/2 <1 (332)

Para ; < 1 e negligenciando termos em €, temos )\Oﬁi =1+¢, onde

(L +B)(1+e)?—18(1+€)? +9(1+€) —2=0= (15+38;)e® +3(Bi +2)e+Bi =0 (3.33)
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e sendo €1, €5 as raizes desta equacdo , temos

=324+ B:) +6+/1—2/38; — 5?/12 N —6—383; £6[1—(2/38; — B?/12)/2]

€= 3(15 + 35,) 2(15 + 35, (3.34)
_ =638 & (6 —28; — 57 /4)
30 + 6;
e entao
58— B4 —12- B+ A

€ =~ <0 € =~ <0 (3.35)

30 + 63; 30 + 64;

Logo as trés raizes de p(\) permanecem dentro da bola unitéria se 0 < 3; < 1, em
virtude de (3.32) e (3.35).

3.3.3 O procedimento Newton.

A tarefa do algoritmo Newton é resolver o sistema (2n x m) pentadiagonal ndo -linear
que advém da discretizacio da equacao diferencial parcial (3.20) no dominio espago-tempo

: i S(t; :
~T3 +21] - T = ? (205 - C5'(1y) 5

TiU?

Ty = 1685 T, + (220 +3085)T) — 1685 T] | + 5Ty — 12k

360T) ™" —18CT/ > +4CT/*,i=2:2n

referida no algoritmo Posseidon.

Precisamente, a proposta é resolver o sistema nao -linear
F(Tj) = AT] —_ G(T]) — B]' = 0

onde ALj = 2(517]' — 527]';
Ai7j = %(51'_27]' - 16%51'_17]' + (220 + 30%)517] — 16%6“_17]' + %6i+27j,i >1,7>1;

Glﬂ' = 12h517]ﬁ,

O termo B; é determinado pelo lado direito de (3.26) e (3.27) para uma aproximacao

0
TY.

Empregando o Método de Newton, que parte de uma aproximacao T](-), procedemos a
iteracao dos sistemas algébricos pentadiagonais nao-lineares

Ty TJO,
J(IC[F(T‘[)] (T'l _ﬂ+1) :F(ﬂ)a l:0a172

e obtemos uma aproximacdo Tj;1 da solucdo de (3.26) e (3.27) que apresenta uma discrepancia
frente & aproximagéo imediatamente anterior definida pelo pardmetro tol (tipicamente 1%).
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3.4 O calculo numérico de derivadas parciais.

Conforme serd detalhado na segio (4.3), nosso algoritmo de otimizagao demanda um
procedimento que calcule numericamente o vetor de derivadas parciais do funcional de concen-
tracdes J(cs), a ser definido em pela equacio (4.1), com respeito a cada uma das componentes do
vetor ¢g, ou seja, com respeito a cada um dos 2(np + 1) coeficientes que determinam a fungdo de
controle S (t) que, sendo o valor prescrito na fronteira = 0 do campo de temperaturas T'(z, t)
determina univocamente solucées T'(z,t) e u(x,t) para as equacoes (3.20)-(3.25) e entdo permite-
nos avaliar uma aproximacao numérica F'.J(cs) de tal funcional das concentragoes u(z,t), referido
acima como J(c,).

Nossa tarefa é entdo calcular

GradJ(cs); = #%(cs) j=0,1,...,2np+1 (3.36)
sj

onde c,; é a j-ésima componente do vetor de coeficientes c;. Esclarecer a tarefa computacional que
estd por tras do simbolo # é a principal meta desta secao .

Para calcular a aproximagdo numérica subentendida por (3.36), para cada j, usamos
a aproximacao por diferencas finitas

_ J(ex = 2(ho/25)e;) — 8J(cx — (ho/2)e;) + 8 (s + (ho/24)e;) = J(cs +2(ho/2")e;)
"= 12(o/2")

(3.37)

= 9 () O((hoj2ty

acs]'

onde temos ndo o valor exato J(cs), mas sim sua aproximacdo numérica F.J(cs), a qual ndo
substitufmos em (3.37) para ndo gerar imprecisdo , mas que ficard implicito,

e onde e; = (0;,j)i=o0,...,2np+1, ho = |es|/(15(2np + 2)).

Definimos entfo as aproximacdes extrapoladas '

16 - dJ
GradJ(cs)k = 9’“;5 LA 5 (€5) + O((ho/24)°) (3.38)
s]

que convergirdo mais rapidamente do que os gy de (3.37) para nosso objetivo em (3.36), para cada
valor de j.

3.4.1 O algoritmo Gradientel.

Apresentamos agora o algoritmo que perfaz a tarefa definida por (3.36).
ENTRADA{n, m,np, Lu, Tu, ug, C, ny, tol, cs}
INICIALIZACAO

ho + |es|/(15(2np + 2));

hyp < Tu/np;

Wer Yakowitz,Szidarovsky,An Introduction to Numerical Computations, pgl06.
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cs1(j) = es2(4) = es3(j) = €sa(f) < ¢5(j), 4 = 0,...,2np + 15
LOOP j=0:2np+1
h < ho;
cs1(J) « cs
cs2(j) < cs(d
cs3(J)
csa(f) « ¢s(4) + 2h;
Ul < Posseidon(ug, C,np, Ny, M, N, Cs1, C, to, L);
fil < Funcional J(m,to, Ul);
Ul « Posseidon(ug, C,np, Ny, M, N, Cs2, Cw, to, L);
72 + Funcional J(m, to, Ul);
Ul « Posseidon(ug, C,np, Ny, M, N, Cs3, Cuy, to, L11);
£33 < Funcional J(m, to, Ul);
Ul « Posseidon(ug, C,np, Ny, M, Ny Csa, Coyy to, L1);
fi4 < Funcional J(m, to, Ul);

fi1—8fj2+8fj3 — fj4
12h ’

ga +
REPITA
fil & fj2;
fi4 < fi3;
h < h/2;
cs2(f) < cs(f) — Iy
cs3(f) = ca(d) + Iy
Ul < Posseidon(ug, C,np, ny, m,n, csa, Cw, to, Lu);
72 < Funcional J(m, ty, Ul);
Ul « Posseidon(ug, C,np, ny,, m,n, css, Cu, to, Lu);
£33 < Funcional J(m,ty, Ul);

fi1 —8fj2+8fj3 — fi4,
12h ’

gk <
a < |ga/gk —1J;
9@ < Gk;

ATE (ay, < tol).

GradJ(j) < (16gx, — ga)/15;
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csk(g) < esj, bk =1,2,3,4.
FIM-LOOP
RETORNA {GradJ(j),j = 0;2np + 1};
FIM.

3.4.2 O subprocedimento Funcionall.

A tarefa de subprocedimento FuncionalJ é avaliar numericamente o funcional de
concentragoes

FJ(c,) = #J(c,) :/OOU(L,t)dt (3.39)

quando temos somente uma discretizacio dos valores da concentracao u(z,t) na seccdo z = L. Os
valores discretizados u(L,t?) (# = jxto/m,j = 0 : m) estdo armazenados no array Ul(.) e sdo
obtidos pelo procedimento Posseidon.

A estratégia adotada para avaliar (3.39) é usar a expressdo (3.9), onde

y;j =Ul(G) = #u(L,jxk), k=to/m,j=0:m

ou
do = 0 = S(L,0)
_ 3Ul(m) —4Ul(m - 1)+ Ul(m —2) _ _ Ou

Assim, avaliamos a integral da cibica que interpola u(L,t) para t = .
O subalgoritmo Funcionall.
ENTRADA{m, to, Ul(.)}

k « to/k;

3Ul(m —2) —4Ul(m — 1) + Ul(m — 2)
- 2%k ;

fi < (=dm - k/12+ UL(0)/2+ Ul(m)/2) - k;

dm

LOOPi=1:m—1
fi < fi + k- UlG);
FIM-LOOP
RETORNA {f;};
FIM.

3.5 O calculo de projecoes sobre hiperplanos.

Conforme serd detalhado na subsecao (4.3.3), o procedimento Fronteira precisa de um
subprocedimento que, dado um vetor G}, e uma familia de gradientes



37

GS; € R2wHD) =1, ... n,,

calcule a projecao wg(.) do vetor G (.) no espaco ortogonal ao espaco gerado por tal familia.

Matematicamente, escrevemos

wr = Gk — a1G51 — a2G52 — . — angGSng

e entdo equacionamos a ortogonalidade :
(wk,GSi> = O,i = 1, 2, sy Ny

o que nos conduz a um sistema de n, equacoes

(GS1,GS8,)  (GS5,GSi) ... (GS,,,GS:) a1
(GS1,GS5)  (GS5,GS5) ... (GS,,,GS,) a2
(GS),GS,,) (GS5,GS,,) . (GS,,,GS,.) .

g

(3.40)
(3.41)
(Gr,GSy)
<Gki?52> (3.42)
(Gr.GSn,)

A simetria deste sistema de equacgdes sugere uma, estratégia de resolucdo do tipo fa-
toracdo LDL™T | e serd este, exatamente, o caminho a ser seguido ? Assim, precisaremos de rotinas
numéricas que implementem os respectivos algoritmos de fatoracio e solugdo o mais eficientemente
possivel, principalmente em termos do tratamento eficaz (refinamento) do erro numérico que nat-
uralmente advém neste tipo particular de aplicacao , devido & imprecisao no cédlculo dos produtos

internos que aparecem em (3.42).

2Ref.: Ortega & Poole. An Introduction to numerical methods for differential equations. John

Wiley & Sons, 1981.
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4 O PROBLEMA DE CONTROLE DE
FRONTEIRA LIVRE.

Lembrando nosso problema de controle étimo, definido na secdo (1.3),

e encontrar o vetor de coeficientes de interpolacio cg- € A° C R2(P+1) tal que
= I~ def def = fo
J(eg+) = min J(cg) = min J(®-cg) = min J(S) = min/ u(L,t)dt (4.1)
cs €A Pcs€A SecA Sea o
onde
to

A={S(t),0 <t <t,;S(t) € C*((0,49)),0 < S(t) < N, [ S(t)dt < M}
0

to
¢ = 2P+ min 7P (t) ¢y > 0; "P(t)-cs < N; [ ®"P(t)-cedt < M} (4.2
Ap, ={cs eR Oglgnt0 (t) - cs > 0; Orsntaéo (t)-cs < N; ; (t) -cedt < M} (4.2)

e onde u(z,t) e S(t) se relacionam pelo sistema néo -linear em (0,2L) x (0, to):

or T T

E = W + 1+—T’U, (43)

—u?(t)% = HLTu (4.4)

T(z,0) =0, u(0,t) =u, >0 (4.5)
T(0,t) = S“(t) (4.6)

T(2L,t) =T'(2L,t) = 0, 0<t<ty (4.7)

identificamos uma tarefa de otimizagio restrita, onde (4.1) define a fungio objetiva,
a ser minimizada sobre o espaco 2(np + 1) dimensional definido por (4.2). Procuramos entdo por
procedimentos computacionais de busca ao controle 6timo S *(t) € ./Inp, bem como por resultados
que assegurem a solubilidade univoca e estdvel desta tarefa. Dizemos também tratar-se de um
problema de controle de fronteira livre, uma vez que os controles S(t) € /{np sdo condigbes de
fronteira da temperatura T'(z,t), incégnita no sistema de equagdes parciais (4.3)-(4.7) acima.

4.1 A convexidade do espaco de controles
admissiveis A5 .

O préximo passo é demonstrar a convexidade do espago AZ, C R2"P*+D 4 fim de
assegurar a existéncia de uma solucdo 6tima S*(¢) e até mesmo sua determinacio computacional
via procedimentos de otimizacdo restrita classicos, que sdo encontrados na abundante literatura de
programacao nao-linear hoje disponivel.

Lembramos a definicdo do espaco A de controles admissiveis acima, cuja convexi-
dade pode ser facilmente demonstrada, e também a definicio de A5, em (4.2), espago que agora
mostraremos ser convexo.

E facil mostrar que ¢, € Abp = S(t) = ®"P(t) - cs € A.
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Sejam cy, ¢ € AL, Si(t) = ®"P(t) - ¢k, So(t) = B"2(t) - 2.

s

Definimos agora P : R2("P+1) x § — R

Pe,t) = (¢, ¢" (1)) = B[, 1 - c,c € R2PHD 1 € [0, 1) (4.8)

Est4 claro, pela definicio acima, que estamos vendo os controles S (t) € A como fungoes P(cs,t)
do tempo ¢ e do respectivo vetor de coeficientes nodais e tangenciais que definem a interpoladora
ctibica S(t); e que também salientamos sua estrutura de produto interno Euclidiano.

Sejam
BY = {c e R2"+D) : P(e,t) < N,0 < t < to} (4.9)

B = {ce R2PHD  P(e,t) > 0,0 <t < to} (4.10)

to tO
B§, = {c e ®R2+1) / P(c, t)dt = </ ¢””(t)dt,c> < M} (4.11)
0 0

Mostraremos que B§; é um espago convexo.

Para tal, suponhamos que B$; nao é convexo. Entdo existem dois vetores c;,c2 € By,
tais que, para algum Ag,0 < Ay < 1 temos

Cry = (1 — )\0)01 + Ao ¢B]CV

entretanto, Vt € [0, to]

P(C)\O,t) = ((1 — /\0)01 + A002, (bnp(t» = (]. — Ao)P(Cl,t) + )\OP(CQ,t) S (]. — Ao)N + )\UN =N

o que contraria a hipdtese que cy, ¢B%;-
Segue-se que B§; é convexo e, analogamente, B, também é convexo.

Para mostrar a convexidade de B§,, lembramos que, pela expressdo (3.9) e con-
siderando interpolagdo np-segmentada regular de intervalo h,

¢ Cn h?
BS, = {c;: [30 tert ezt t ot + P [enpit = Conpra] 75 < M) (4.12)

e entdo a fronteira de B§,; é o hiperplano definido por (4.12) e a convexidade segue trivialmente.

Por construcao , A5, = By (| B, [ Bf, e entdo segue a convexidade de A7,

4.2 Algoritmos de Otimizacao Restrita.

4.2.1 O método das direcoes viaveis de Zoutendijk (1960).

Zoutendijk desenvolveu um método para resolver os problemas de programacao mais
generalizados, onde ambas a funcgio objetiva f(X) e a funcdo de restrigoes W (X) sdo nao-lineares
e convexas.

O algoritmo comeca em um ponto X na regido viavel para as restricdes dadas. Neste
método, ndo é necessario que o ponto inicial seja uma solucao vidvel basica. A seguir, uma direcao
vidvel de movimento é determinada. A melhor direcdo possivel para mover é a direcio do gradiente



40

da funcdo objetiva avaliado no ponto, uma vez que produz o maior decrescimento do seu valor.
Por direcdo vidvel é entendido aquela ao longo da qual um pequeno passo pode ser dado sem
violar qualquer uma das restri¢des , e em geral, o gradiente ndo determina uma direcdo vidvel. A
direcdo viavel escolhida é aquela que faz o menor angulo possivel § com a direcdo definida pelo
vetor gradiente da funcdo objetiva. Entretanto, podem haver armadilhas. Se a restrigao ativa (a
restricio que forma a parte da fronteira onde estd nossa corrente aproximagdo ) é linear, tudo
é satisfatério e uma das duas direcoes definidas por essa restricao é escolhida. Entretanto, se a
restricdo ativa é ndo -linear, é possivel que este procedimento produza uma direcdo que saia da
regiao vidvel. Uma vez dado tal passo, terfamos que dar um salto de volta para a regiao viavel.
Mas nao hé garantia que tais pares de passos nao sejam executados repetitivamente, causando um
zig-zag ineficiente. Para evitar estes e outros inconvenientes possiveis , torna-se fortemente ébvio
que nés devamos escolher uma direcdo a qual mova decisivamente para o interior da regido vidvel
ao mesmo tempo que diminua o valor da funcdo objetiva. Para esta proposta, a direcdo desejavel
d é encontrada resolvendo-se o seguinte problema

Maximizar: FE

sujeito a:

(VW (X ) Td+tE <0, Vi:W;(X;)=0,0<t;<1.
(VX NTd>E, d'd=1.

A direcio d* que é a solucéo do problema colocado acima é a solu¢io mais apropriada
para usarmos. Prosseguimos nesta direcdo tdo longe quanto possamos até que a fungdo objetiva
f comecge a crescer ou entdo encontremos a fronteira da regido vidvel novamente. O processo é
entdo repetido até que o maximo valor para E seja ndo positivo. O processo é entao terminado. Se
todas as fungdes sdo convexas, o minimo global é entdo encontrado. Este método frequentemente
performa bem em problemas de minimizagao onde ndo temos a hipétese de convexidade.

4.2.2 O método do gradiente projetado de Rosen (1960).

Outro método para a solucido de problemas de programaciao matematica foi desen-
volvido por Rosen. Este método performa melhor quando as restri¢oes sdo lineares, mas também
pode ser aplicado na solucéio de problemas tendo restri¢cbes ndo-lineares. Ao atingirmos a fronteira
determinada pelas restri¢oes , ao invés de computarmos a dire¢do que causa o maior decrescimento
na funcao objetiva, o método simplesmente escolhe a direcdo na qual tal funcio decresce e na qual
também assegura que possamos mover sem imediatamente violar alguma restricao . Para restricoes
lineares, esta direcao é a projecao do gradiente no plano das restricoes tomadas como igualdades es-
tritas no ponto onde o gradiente estd sendo calculado. Assim, a direcdo de cada passo subsequente
pode ser determinada sem resolver um problema de programacio linear, e a viabilidade é mantida,
uma vez que o caminho percorrido nunca atravessa a fronteira determinada pelas restri¢cdes . O
tamanho dos passos é computado analogamente ao método de Zoutendijk, e depois de cada passo
o gradiente é recomputado e uma nova direcao é calculada.

Para restri¢des ndo -lineares, esta direcao é definida como a projecdo do vetor gradiente
da funcdo objetiva f sobre a intersec¢do dos hiperplanos associados a cada uma das m restri¢oes
ativas. Se ndo existirem restricoes ativas, a direcao daquele gradiente é escolhida como direcao de
procura.

No detalhamento do método a ser aqui apresentado, serd assumido que todas as
fungoes W;,i = 1,2,...,m que definem a fronteira da regido vidvel quanto W;(X) = 0, sdo lin-
eares. Especificamente, assumimos que o método comeca com uma estimativa X; da solucao X,.
Seja X, = X1,
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1. Primeiro calculamos V f(X}).
2. Seja Py, o conjunto dos hiperplanos correspondentes as restricoes ativas em Xp.

3. Encontre a projecao do gradiente V f(X}) sobre a interseccao daqueles hiperplanos em Pj. (Se
ndo houver restrigoes ativas, X}, é um ponto interior e P, é vazio. Neste caso a projecao é V f(X})).

4. Minimizar ao longo da direcao desta projecao , tomando o cuidado para permanecer no interior
da regiao viavel.

5. Tal procedimento produz um novo ponto Xj.1.
6.(a) Se Py, era nado -vazio no passo 2, troque X}, por X41 e retorne ao passo 1.
(b) Se P, era vazio no passo 2, entao
q
g—é +;Ai%—f =0, (4.13)
onde as func¢oes Wi, W, ..., W, sdo as funcoes correspondentes as hiperplanos em Pj. Se
A >0,i=1,2,...,¢q, (4.14)
X, satisfaz as condi¢des de Kuhn-Tucker. Entdo X é um minimo. Se ao menos um \; é tal que
A <0, (4.15)

o plano correspondente & funcdo W; para a qual (4.15) vale é removido de Py, e retornamos ao
passo 2.

O método nao é tao eficiente em problemas com restri¢cdes ndo -lineares. Nestes casos,
as projecoes sao feitas sobre hiperplanos tangentes as superficies de restricdo . Passos dados nestes
hiperplanos podem muito bem conduzir para fora da regido vidvel, e assim um procedimento
de reconduza-nos de a regido vidvel (um salto) é necessirio para que entdo o algoritmo, possa
prosseguir, e entdo vale a preocupacao colocada na subsecdo anterior, no sentido de previnir um
zig-zag ineficiente.

4.3 Um algoritmo de Otimizacao

A despeito dos procedimentos de otimizac¢io necessarios para a solu¢io de nosso prob-
lema de controle de fronteira livre, apontamos algumas tarefas fundamentais:

Dado ¢! € A°, sendo Uij ,Tij as solucoes discretizadas do problema do conversor

catalitico, na notacdo da se¢do (3.2) e para 0 <z < 2L,0 <t < tg

oT _o°T T
ot oz " 1+T"

nw ou T
—-P (t)-cw£—1+Tu
T(x,0)=0 u(0,t) =u, >0

T(0,t) = 3" (¢) - cs
T(2L,t) = T'(2L,t) = 0, 0<t<ty
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definimos .
- 0
FJ(c*) = QuadraturalUi,j =1,2,...,m] = #J(c¥) = / u(L,t)dt (4.16)
0
Nossa préxima tarefa é calcular }
GradJ(ct) = #gj (ch) (4.17)

o gradiente da fungdo objetiva no ponto ck.

A tarefa global do algoritmo Pegasus, a ser descrito em seguida, serd encontrar cf+1 ¢
A° tal que FJ(cEt1) < F(ck).

k41

7" minimizando

Nesse sentido, para c* € int(A°) encontraremos c
FJ(c¥ — \GradJ(cF))

para X € [0, Xo] (Ao tal que ¥ — X\oGradJ(ck) € A°), ou seja, na dire¢do contréria ao
gradiente do funcional a minimizar, como no Método da Descida.

Parack € 9.A°, descreveremos A° = {c, € R2"P+1) . Wi(c,) <0,i = 1,2,...,2(np+2)}
e definiremos os normais de superficie

oW’

GradS;(ct) = # o

(ch),i=1,2,..,2(np+1) (4.18)

e entdo cft! serd encontrado segundo o Método do Gradiente Projetado de Rosen, observando
que poderemos ter que considerar ndo um normal tnico, mas talvez uma familia de até 2(np + 1)
normais de superficie.

4.3.1 O algoritmo Pegasus

Apresentamos um algoritmo para resolver o problema de otimizagio .

ENTRADA{c,(.),ck(.), C, up, np, nw, m,n}

e 1y, C: concentracdo inicial e calor especifico;

e m,n: inteiros, definem os parametros de discretizacao k e h;

e Ul(.): vetor dos (m + 1) valores discretizados da concentrac¢ao na secgao x=L;
e ¢,(.): vetor real dos (np + 1) coeficientes de S(t),isto é,5(t) = " - cg;

e cy,(.): vetor real dos (nw + 1) coeficientes de w(t),isto é,w(t) = ®™ - ¢y;

e t,, L: definem o dominio de discretizacdo 0 < z < 2L;0 <t <ty

e Ifrn, Ifrm,Inl: indicam se estamos no interior ou na fronteira do espaco ad-

missivel A;

Ul(.) < Posseidon(u,, C,np,nw, m,n, cs(.), cy(.), to, L);

fj < Funcional J(m,t,,Ul(.));

GradlJ(.) < GradienteJ(cs(.),n,m,np, L, t,, uy, c,nw, tol);
[[frn,lfrm,inl, Ao, nrest(.)] <Restrigoes (np, cs(.), GradJ(.),resn,resm);
SE (Ifrm) ou (Ifrn) ENTAO
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Hl « Fronteira(Inl,np, cs(.), GradJ(.), N, M, nrest(.));
SENAO
X Minimiza(cs(.),nl, GradJ(.), Xo);

Al — N\*GradJ;
FIM-SE

FIM.

4.3.2 O procedimento Restrigoes .

Ao procedimento restrigdes cabe a tarefa fundamental de ndo permitir que porventura
saiamos do espaco admissivel (regido vidvel na terminologia da se¢do anterior). Tal espaco, que
define as restri¢oes de nosso problema de otimizacao discreto, pode ser descrito por

to
A%qqewwm:mméwwngwnmxw%y%gNﬁm@ww%mgM}@m
0<t<tg 0<t<tg 0

e entdo cada vez que tivermos uma aproximacio ¢ e uma direciio dy, procuraremos o maior Ao > 0
tal que

=My € A5, VA:0< A< N

e assim estamos na fronteira 0.A° se A\g = 0, caso contrério, ds é uma direcao viavel (A > 0), e
podemos procurar por um A tal que 0 < XA < Ag e

J(c —Xd,) = . H)}in/\ J(ck = Xdy),
<A<Ao

fazendo cft! = c¥ — \d, temos a garantia que ¢! € A° e podemos seguir adiante com o algoritmo

de otimizagao .

Nos caso Ag = 0, o procedimento também deverd fornecer uma lista nrest(.) com to-
das as restricoes ativas, para que, entao , o procedimento Fronteira possa ser acionado, projetando
o gradiente da funcio objetiva .J (¢cs) no espago tangente & superficie determinada por aquelas re-
stricbes . Também neste caso deverd indicar com os flags Inl,lfrn,lfrm se as restrigdes sdo nao
-lineares, se estamos em 0B$; ou em 0B, respectivamente e na notagao da secao (4.1).

O algoritmo Restrigoes .

ENTRADA {np,cs(.),dx(.), N, M, hp};
Amaz < |¢s|v/2.01/(10]d;);
A 0
Af < Amazs

LOOP i =1:40
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Am — (N +Af)/2;
ce(j) = ¢5(4) = Amds(5), 7 = 0: 2np+ 1;
[[frn,lfrm,inl, nrest(.)] < Restri(np, c., hp, N, M);
Se (Ifrn) ou (Ifrn) entao
Af < Ams
senao
Ai — A
Fim-se
FIM-LOOP.
Se (A; > 0) entao
cold)  cs() = Nids(5),5 = 0 : 2np + 1;
[[frn,lfrm,inl, nrest(.)] < Restri(np,c., hp, N, M);
Fim-se
Ao Am;
RETORNA{lfrn,lfrm,lnl, Ao, nrest(.)};
FIM.

O subalgoritmo Restri.
ENTRADA({np, cc, hp, N, M }
Lfrm < lfrn < Inl < false;
Se (c. € B5)lfrn « true;
Se (c. € B§;)lfrm <« true;
Se (Ifrn) ou (Ifrm) entao
Se (3 restrigoes nao -lineares) Inl « true;
nrest(.) < [ lista das restri¢oes violadas |[;
Fim-se
RETORNA{lfrn,lfrm,inl, nrest(.)};
FIM.
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4.3.3 O procedimento Fronteira.

Se o procedimento GradienteJ, apresentado na secao (3.4), representa o médulo de
processamento mais intenso, cabe ao procedimento Fronteira a tarefa mais importante e prepon-
derante em termos da propria algoritmizacdo da tarefa global de busca ao contrle 6timo: definir
qual a direcdo a ser tomada quando nossa aproximagcdo chega & fronteira do espaco admissivel e
a direcao de maior decrescimento nao é vidvel, garantindo ao mesmo tempo o decrescimento da
funcao objetiva e o retorno a regido admissivel.

O procedimento Fronteira é, basicamente, a algoritmizacao do préprio Método do Gra-
diente Projetado de Rosen, mas também algoritmiza alguns procedimentos que procuram diminuir
o impacto da nao linearidade da funcdo de restricbes na performace e mesmo na viabilizacao da
respectiva implementacao numérica.

O procedimento inicia com uma aproximacao ¢ e uma dire¢do ndo viavel determinada
pelo sentido oposto ao gradiente Gy (diregdo de maior decrescimento da fungéo objetiva). O
primeiro passo é determinar o conjunto de todas as ng4 restri¢oes ativas, determinar os respectivos
gradientes
oW’
ey

das fungdes Wi(cy) que as definem e calcular a projecio wy, do vetor Gy (gradiente da funcio
objetiva) no espaco ortogonal aquela familia de gradientes ( que é o plano tangente & superficie
determinada pela fronteira da regiao admissivel no ponto ¢ ). Este primeiro passo é executado pelo
procedimento twk , que também contabiliza o niimero ny, de restri¢des ativas nao lineares. Nao
apresentaremos uma descri¢cdo do algoritmo twk, uma vez que sua tarefa principal ja foi descrita
na secao (3.5).

GSZ(ck) = # (Ck),i = 1,2, - g (4.20)

O segundo passo, executado se existem restricbes ndo lineares, deverd determinar
uma nova direcdo w), na qual, a0 mesmo tempo, a préxima aproximacao seja conduzida & regido
admissivel e seja garantido o decrescimento da funcdo objetiva. O que determina a inviabilidade
da direcdo inicial —Gy, é a propria convexidade da fronteira admissivel, que implica que qualquer
plano tangente ndo contenha algum de seus pontos interiores, e nesse sentido a estratégia genérica
do Método do Gradiente Projetado é projetar o vetor —wj, na fronteira da regido admissivel, ou
seja, a préxima aproximacao cgyi estaria determinada por

dist(cpi1,Cp — W) = Crgér}‘c dist(cs,Cy — W), Cky1 € OA°

conforme podemos interpretar graficamente na figura (4.1).

Nesse sentido, a estratégia adotada serd usar um vetor GF'i cuja direcdo oposta con-
duza rapidamente ao interior do espaco admissivel, se existe apenas uma restricao ativa nao linear,
G F'i é o préprio gradiente da funcdo que determina tal restricdo , caso contrario, uma direcdo mista
é determinada. A estratégia, que pode ser interpretada graficamente na figura (4.2), é determinar
Ck41 por

Cr1 = ¢k — poGFi — afpo)wy = ¢ — w), € OA°

e onde a idéia é tomar tal py de maneira que, dentre todas as dire¢oes pGFi + a(p)wy, nas quais a
funcdo objetiva decresce de valor, isto é, nas quais
(Gr, —pGFi — a(p)wg) <0

escolhemos aquela que conduz a um ponto na fronteira que mais se aproxima do ponto exterior
cx — wg. Desta forma, cumprimos parcialmente a estratégia definida pelo Método de Rosen, e
também asseguramos a monotonicidade das aproximagdes ci, 0 que elimina a possibilidade de
entrarmos num zig-zag ineficiente, conforme ja foi alertado em (4.2.2).
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O terceiro passo, executado se todas as restricbes ativas sdo lineares e entdo a fron-
teira, localmente, é um hiperplano, deverd tdo somente computar a projecdo wy do gradiente Gy,
no hiperplano determinado pelas restricbes ativas. Assim, exceto por imprecisdes de natureza
numérica (que tem origem sobretudo no calculo de projecoes ortogonais), a diregdo determinada
por wy deverd estar totalmente dentro da regiao admissivel em alguma vizinhana de ¢, e o algo-
ritmo continua com cg11 = ¢ — Adowg, onde Ag é 0 maior A que assegura ¢ —Awy, € A€ e representa
o tamanho do maior passo que podemos dar sem que saiamos de A°.

O algoritmo Fronteira

Apresentamos entdo uma descricdo um pouco mais detalhada do procedimento acima,
lembrando que os pardmetros N,M ja foram definidos como os valores numéricos que definem a
fronteira admissivel A°.
ENTRADA({Inl,np,cx, N, M, hy,nrest(.)}

{wk,ng, } < twk{ projecao de Gi} ;

prod (G, wi) ;

SE (prod = 0) encontramos o 6timo;

SE (prod < 0) ENTAO

SE (Inl) ENTAO
GFi + { qualquer vetor tal que —GF'i diregao vidvel };

py < {maior p tal que (G, —pGFi — a(p)wy) < 0,a(p) é tal que
ek — pGFi — a(p)wy € OA°Y;

po < {p € (0, pp) que minimiza dist(cy — pGFi — a(p)wy, cx — wy };
a < a(po);
Ck+1 < ¢k — poGFi — apwy;

SENAO
ap + { maior a : ¢, — awy, € A°};
Ci1 < Ck — QWk;

FIM-SE

FIM-SE

RETORNA {cgi1}.
FIM.
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Gy,

— W Projetamos ¢ — wy, sobre H.A°

0AC

e obtemos a aproximacio seguinte,
voltando ao espaco admissivel.

REGIAO ADMISSIVEL

Figura 4.1: Estratégia original do Método do Gradiente Projetado.

—Gy,

Na regido varrida pelos
vetores indicados asseguramos
(Gk, —pGFi — a(p)wg) <0,

e entdo a funcdo objetiva decresce.

Figura 4.2: Estratégia impglementada pelo algoritmo Fronteira.
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5 A TAREFA COMPUTACIONAL.

5.1 A complexidade computacional.

No sentido de descrever a complexidade computacional de nosso problema de otimizac¢ao
, mediremos tal tarefa em termos do niimero de sistemas lineares algébricos pentadiagonais resolvi-
dos pelo procedimento Posseidon a cada iteracao do algoritmo Pegasus, o tltimo descrito na secao
(4.3) e o primeiro descrito na secdo (3.2). Tal estratégia revela-se licita uma vez que, com o
progressivo aumento da capacidade de processamento dos computadores, pardmetros cldssicos de
desempenho, como o nimero de operagoes ponto flutuante, por exemplo, tornam-se cada vez menos
significativos para uma compreensao comparativa de complexidade.

Conforme detalhado na subsecao (3.3.2), o procedimento Posseidon, o responsével
pela resolucdo dos problemas de fronteira por diferencas finitas, resolve m sistemas nao lineares
algébricos de dimensao 2n, onde m é o numero de passos de tamanho k no tempo e 2n é o numero
de passos de tamanho h no espaco. Os parametros k e h devem relacionar-se por (3.30) a fim de
garantir a estabilidade numérica do procedimento. Na solucao de cada sistema nao linear é empre-
gado o Método de Newton, sendo a convergéncia reconhecida segundo o critério da proximidade
relativa de cada duas aproximagcdes sucessivas e no maximo em 7 iteracdes , para manter bom de-
sempenho. Temos entéo , no pior caso, que resolver 7m sistemas lineares pentadiagonais (2n x 2n)
descritos pelas equagoes (3.26) e (3.27). No caso médio, para tolerancia de 1% nas aproximagoes ,
precisamos de 2 ou 3 iteracgoes .

Nosso proximo passo é avaliar quantas vezes o procedimento Posseidon é disparado
pelos procedimentos de célculo do gradiente GradJ(.) e de minimizagdo na dire¢do contréria a esse
gradiente para o caso de aproximacoes no interior do espago convexo admissivel. O procedimento
GradienteJ executa a tarefa descrita por (4.17), da maneira descrita na secao (3.4), tendo que ,
no pior caso, disparar Posseidon 4 4+ 2(7 — 1) = 16 vezes, ou seja, resolvemos para cada uma das
(2np + 2) componentes de GradJ(.) 16 x (7m) sistemas lineares. Certamente ndo precisaremos
das 16 chamadas para conseguir a convergéncia, um nimero médio depende muito do valor do
parametro de tolerancia tol, de definird quando a aproximacao ja é satisfatoria. Por exemplo, para
tol = .01(1%), em média sao necessérias 3 iteragoes , ou seja, 4 + 2(3 — 1) = 8 chamadas.

Em termos préticos, a complexidade do algoritmo Pegasus se confunde com a com-
plexidade do procedimento do célculo do gradiente segundo (4.17); todos os outros procedimentos
sdo de relevancia desprezivel em termos de quantidade de processamento. Podemos entdo con-
tabilizar como complexidade a solugio de no méximo 16(2np+ 2)(7m) sistemas lineares algébricos
pentadiagonais (2n x 2n).

Para valores tipicos (m = 40,np = 12,n = 25,tol = 1%), terfamos em média
8(26)(2 x 40) = 16.640 sistemas lineares (50 x 50);

Para os valores (m = 40,np = 16,n = 25,tol = 1%), terifamos em média
6(34)(2 x 40) = 16320 sistemas lineares (50 x 50);

Para valores um pouco maiores (m = 40,np = 20,n = 25, tol = 1%), terfamos
6(42)(2 x 40) = 20.160 sistemas lineares (50 x 50);

Para uma malha grande (m = 60,np = 40,n = 40, tol = 1%), terfamos
6(82)(2 x 60) = 59.040 sistemas lineares (80 x 80);

Referentemente as estimativas acima, a simulacdo computacional apontou, respecti-

vamente, para os valores médios
14.900, 15.500, 21.000, 67.000
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Dando uma idéia da complexidade de nossa tarefa, observamos que para gerar os
resultados apresentados a seguir, precisamos resolver, a cada iteracdo do algoritmo Pegasus, entre
15.000 e 21.000 sistemas lineares pentadiagonais (50 x 50).

5.2 A implementacao numérica.

5.2.1 As demandas de hardware e software.

Nosso algoritmo, apresentado na segéo (4.3), foi inteiramente implementado em FOR-
TRANT7 e executado em estagoes de trabalho SUN e DEC alfa. Uma vez delineado o algoritmo
de solucao , saimos a procura dos dois médulos de processamento de mais alto desempenho:

e rotina numérica em Fortran implementando a resolucao de sistemas lineares algébricos
pentadiagonais;

e rotina numérica em Fortran implementando a resolucao de sistemas lineares algébricos
simétricos por fatoracio LDLT.

Uma vez incorporados tais médulos, passamos a testar o algoritmo sob sucessivas
execucoes , e entdo ficou evidente sua baixa velocidade de convergéncia, caracteristica da classe de
problemas na qual nos situamos.

O equipamento DEC alfa, por ser o mais potente disponivel, sitiou grande parte
das execucgdes do programa, sobretudo aquelas que, pelo tamanho da malha da discretizagdo ou
pelo refinamento da interpolacio , projetavam a resolucdo de mais de 20000 sistemas lineares por
iteracdo , e uma vez que tais execuc¢des se mostravam excessivamente lentas nas SUN’s.

5.2.2 As principais dificuldades numéricas.

As dificuldades numéricas adviram em muitas situagdes e demandaram constante pre-
ocupagao com imprecisoes , o que, via de regra, se traduziu por perda de desempenho, uma vez
que fizemos muitos testes e procedimentos corretivos. Como principais fontes de erro, ao menos
como aquelas que representaram risco para a continuidade e mesmo para a convergéncia do algo-
ritmo, podemos citar o cédlculo de raizes de equacoes de segundo grau e a projecdo vetorial sobre
hiperplanos.

O célculo de raizes ao qual nos referimos foi necessario sobretudo para o subalgoritmo
de procura de méaximos locais; também foi fundamental na construcdo dos vetores normais da
superficie de restricbes . Em muitas situagdes , pequenas imprecisoes fizeram com que maximos
locais trocassem de intervalo, passando a ser desconsiderados e entdo conduzindo nossa sequéncia de
aproximagoes para fora do espaco admissivel; tal também repercutiu na determinacdo dos normais
de superficie segundo as equagoes da segao (3.1d).

Na projecdo vetorial sobre hiperplanos, tarefa descrita na se¢do (3.5), dificuldades
sobrevieram sobretudo devido a imprecisdo no célculo de produtos internos. Em algumas situagoes
, o vetor de calculado tinha até mesmo uma orientacdo ndo coincidente com tais hiperplanos;
no caso em que a fronteira, localmente, era linear, as aproximacoes do nosso algoritmo seriam
conduzidas entdo para o exterior da regido admissivel ao invés de permanecer na fronteira.
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5.3 Alguns resultados e evidéncias
computacionais.

Apresentamos agora alguns resultados obtidos na simulagdes de nosso cédigo em FOR-
TRAN no qual estd implementado o algoritmos Pegasus, descrito na subsecao (4.3.1).

Para simulacdo , definimos 3 baterias de teste, que logo serdo explicitadas; em todas
elas, a fungdo de fluxo de massa w(t) foi tomada como identicamente unitdria. Certamente a
forma, dessa funcao é decisiva para a determinagdo do controle 6timo, entretanto, ndo é objetivo
deste trabalho estudar a dependéncia entre essas duas fungoes , muito embora o programa tenha
sido elaborado para tomar como input uma funcido w(t) positiva qualquer. Foi deixado de lado,
porisso, um problema matematica e computacionalmente interessante, mas que poderia dificultar
ainda mais nossa tarefa no presente momento.

A seguir, segue-se uma descricdo das baterias de teste. Apresentamos também os
graficos do campo de temperaturas T'(z,¢) e do campo de concentragoes u(z,t) correspondentes a
aproximacao inicial em cada bateria. Chamaremos de perfis as sucessivas aproximacgoes do controle
6timo S*(t).

Nos graficos das figuras (5.4),(5.6),(5.8) a seguir, tracamos a temperatura T'(z;,t))
para cada nodo (z;,t;) da malha.

Nos graficos das figuras (5.5),(5.7),(5.9) a seguir, tracamos a concentracdo u(z;,ty)
para cada nodo (z;,t;) da malha.

Bateria 1 ( executada nas estacoes SUN ):

e to =1,L = 1: (definem nosso dominio espago-tempo);
e C =1 :(calor especifico da parede do catalizador);
e up = 30: (concentragdo inicial do poluente longo do cano de descarga);

e n=10,m = 40: (definem os pardmetros da discretizacdo numérica);

np = 12: (usaremos interpolagdo cibica no [0,1] em 12 segmentos);

A={S(t) e C'([0,1]) : S(t) < N =89, [, S(t)dt < M = 70};

e Sy(t), o perfil inicial da simulacdo , corresponde a curva Sp(t) vs ¢ abaixo (Fig 5.1):
Bateria 2 ( executada no DEC alfa ):

e to = 1,L = 1: (definem nosso dominio espago-tempo);
e C =1 :(calor especifico da parede do catalizador);
e up = 30: (concentragdo inicial do poluente ao longo do cano de descarga);

e n =25 m = 40: (definem os pardmetros da discretizacdo numérica);

np = 16: (usaremos interpolagdo cibica no [0,1] em 16 segmentos);

A={8(t) e C'([0,1]) : S(t) < N =89, [, S(t)dt < M = 70};

e Sy(t), o perfil inicial da simulacdo , corresponde a curva Sp(t) vs ¢ abaixo (Fig 5.2):
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Figura 5.1: Perfil inicial para a bateria 1.

Bateria 3 (executada no DEC alfa ):

e to =1,L = 1: (definem nosso dominio espago-tempo);
e C' =1 :(calor especifico da parede do catalizador);
e up = 30: (concentragdo inicial do poluente ao longo do cano de descarga);

e n=25m = 40: (definem os pardmetros da discretizacdo numérica);

np = 20: (usaremos interpolacdo cibica no [0,1] em 20 segmentos);

A={5(t) € C'([0,1]) : S(t) < N =89, [ S(t)dt < M = 70};

e Sy(t), o perfil inicial da simulacdo , corresponde a curva Sp(t) vs ¢ abaixo (Fig 5.3):

Para cada bateria de simulagoes definida acima, os respectivos perfis S (t) tracados a
seguir, nas figuras (5.11) - (5.13), em graficos S(t) vs ¢ sdo evolugdes néo sucessivas do perfil inicial
So(t), e mostram, da esquerda para a direita, basicamente a evolugdo das aproximagdes por um
caminho interior & fronteira essencial que devera definir nossa solucao , a fronteira correspondente
a restricao energética :



90

80

70

60

50

40

30

20

10

52

‘bateria2’ ——

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 5.2: Perfil inicial para a bateria 2.

1
/ S(t)dt < M = 10,
0

uma vez que os gradientes do funcional de concentragoes sempre indicardo o acréscimo

dos valores da funcdo de controle, e entdo, se ndo houvesse a restricio acima (por
exemplo, se houvesse energia suficiente para manter as temperaturas no maximo valor admissivel
durante todo o intervalo de aquecimento ), a solugdo de nosso problema, cujo gréfico é mostrado
na figura ao lado, estaria determinada pela expressao

S*(t) = N = 89 0<t<to=1.

Assim a restricdo essencial do problema é a restricdo energética, que determinard a
area M entre a funcdo de controle S*(t) e os eixos coordenados, conforme podemos visualizar na
figura (5.10). A forma da fungdo de controle 6timo S*(t), que dependerd também do gradiente
de concentragoes e que traduz-se na maneira 6tima de gastar a energia disponivel M, para fins de
nossa acao controladora, é determinada pelo procedimento de minimizacao apresentado no capitulo
anterior.
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Figura 5.3: Perfil inicial para a bateria 3.

Relativamente as figuras (5.11)-(5.13)
a seguir, a tabela ao lado mostra a
evolucao dos valores do funcional de
concentracoes para as aproximacoes
tracadas.

0.4 0.6

0.8

FIGURA

PERFIL FUNCIONAL

figura (5.11)

11.9860960

11.9743422

11.9394637

11.9197847

11.8978787

11.8970780

figura (5.12)

11.9276619

11.9209873

11.9104787

11.9042709

11.8978787

11.8972256

11.8971140

figura (5.13)

15.3060081

15.3028053

15.3028040
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Figura 5.10: Restrigoes energética (esq) e mecanica (dir).

N

A execucdo do programa tem-se mostrado bastante lenta devido & grande quanti-
dade de processamento envolvido e & baixa velocidade de convergéncia verificada nas simulagoes
numéricas; o que evidencia que os resultados apresentados dao apenas uma idéia do que deva ser
a solucdo 6tima, apesar do grande esforco computacional ji dispendido em nossas simulacoes nas
workstations SUN e DEC alfa 3000.
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6 CONCLUSOES

A implementacdo numérica e a simulacio computacional amparam as seguintes con-
clusdes :

1. O Método do Gradiente Projetado, apesar de ndo termos uma expresio explicita
para a funcio objetiva, e consequentemente para seu vetor gradiente, mostrou-se satisfatoriamente
implementado; e as dificuldades que surgiram e que realmente dificultaram a progressao das sim-
ulacoes foram as de natureza numérica.

2. Certamente a técnica de solucdo dos sub-problemas com valores na fronteira influ-
enciou muito o comportamento do programa, uma vez que a discretizacao por diferencas finitas
é naturalmente menos precisa na fronteira da malha, e tal imprecisdo obviamente afetou a de-
terminacdo do gradiente da fungio objetiva. Assim, aperfeicoar a técnica de solugdo (elementos
finitos, por exemplo) certamente é uma necessidade de nosso algoritmo de busca ao controle étimo.

3. Também o algoritmo global de solucdo pode ser aperfeicoado, sempre com o ob-
jetivo de contornar eficientemente certas dificuldades oriundas da nao linearidade do problema,
possibilitando entdo uma convergéncia mais rapida, e obviamente sem pretensoes revolucionarias
dada a natureza da tarefa em questao .

4. Os perfis mostrados nas figuras (5.11)-(5.13) sdo fortes evidéncias computacionais
do qué deveriamos esperar da solucao do problema de otimizacao ; sao coerentes com a solucao
exata e explicita do problema simplificado definido e resolvido na subsecéo (2.3.1), e certamente
nao estdo muito distantes da solucdo que procuramos.

5. A andlise do modelo feita no trabalho, ainda que limitada, evidencia a necessidade
de um trabalho tedrico mais profundo.

6. Por todas as conclusoes apresentadas anteriormente, o presente trabalho, desde
a formulacdo , andlise, algoritmizacio , implementacio e simulagio , evidencia-se altamente bem
sucedido frente & realizacao seus objetivos.
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ANEXO A-1 APENDICE.

A-1.1 A teoria das Equacoes de Hammerstein
Abstratas.

Nesta secao , desenvolveremos os pré-requisitos fundamentais para o desenvolvimento
da teoria das equacoes integrais de Hammerstein

u(z) = /M G, y) f(u(y))dy, uey.

Para maiores esclarecimentos, sugerimos a bibliografia:
H.Zeidler.Nonlinear Functional Analysis and its Applications.Springer- Verlag,ch7, Voll,(1985).
Espacgos de Banach Ordenados.

Introduziremos uma relacao de desigualdade para espacos de Banach que poderé ser
usada analogamente a relacio de desigualdade para nimeros reais. A terminologia sera escolhida
de maneira a ressaltar a analogia com nimeros reais e funcoes reais.

A-1.1.1 Definicao

Seja X um espaco de Banach e seja K um subconjunto de X. Entdo K é chamado
um cone de ordem se e somente se:

1. K é fechado, ndo vazio e K # {0};
2. a,be R, a,b> 0,2,y € K = ax+by € K;

3. r€Ke—-z€eK=x2=0.
Podemos definir entéo

xr <yseesomente sey —z € K;
x <y seesomente se z <yexFy;
x K y se e somente se y — x € int(K);
x K y se e somente se z < y é falso;
[,y] ={z € X : < z <y} (intervalo de ordem).

A condigdo (2) é equivalente a estabelecer que K é convexo e que se ¢ € K e a > 0, entdo ax € K.
O cone de ordem K é chamado gerador (total) se e somente se X = ger(K)(X = ger(K)). Em
outras palavras, K é gerador (total) se e somente se X = (K — K)(X = K — K). Observamos
que K — K ={z—y:z,y € K}. Por um espaco de Banach ordenado entenderemos um espago de
Banach associado a um cone de ordem.

Nao podemos fazer confusdo entre as noc¢des de cone e cone de ordem. Um subconjunto
C do espaco de Banach X é chamado um cone se e somente se x € C' e a > 0 implicam ax € C.
Todo cone de ordem é um cone, mas nao vale a reciproca.
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Exemplo
o Seja X = C(M) para alguma regiao limitada M € RV. Definimos C'y (M) = {f €
C(M): f(x) >0em M }. Entdo K = C; (M) é um cone de ordem em X e temos
f<gsss. f(z) < g(z) para todo = € M;

f < gsss. f(z) < g(x) para todo z € M.

A-1.1.2 Proposicao (Propriedades de <)

Para todos u,x, Ty, Yy, Yn,2 € X e todos a,b € R temos

r<x
r<yky<z=>w=Yy
r<y&y<z=r<z

Além disso, temos

r<y&0<a<b=ax <by
r<ydu<z=zr+u<y+z

Tn <Ynp Vn= lim z, < lim y,.
n—00 n— 00

Para o operador relacional < temos

rLydyKLz=rLz
rLyy<z=>rLz
r<y&yKLz=>r<K 2
r L y&a > 0= ar L ay.
Prova:
Basta usar a definicdo (A-1.1.1) e as propriedades de K. Por exemplo, se =, — = e
Yn — Yy a0 N — 00, o fato que K é fechado implica que

Tn<yYp=>Uh—Th€EK=>y—-axeK=>w<y

Operadores Mondtonos crescentes

A-1.1.3 Definicao

(1) O cone de ordem K é chamado normal se e somente se existe um nimero ¢ > 0
tal que, para todo z,y € X : 0 <z <y = ||z|| < ||ly]|-

(2) O operador T': D(T) C X — Y é chamado mondtono crescente se e somente se é
verdade para todo z,y € D(T) que z < y implica Tz < Ty. O operador é chamado estritamente ou
fortemente mondtono crescente se e somente se 0 simbolo < é trocado por < ou < respectivamente.
Similarmente, definimos operadores que sdo estritamente ou fortemente mondtonos decrescentes.

(3) O operador T é chamado positivo se e somente se T'(0) > 0 e
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x > 0 implica Tz > 0 para todo z € D(T).

Como antes, o operador é estritamente ou fortemente positivo se o simbolo > é trocado por > ou
> respectivamente.

(4) O operador linear T : D(T) C X — Y é chamado e-positivo se e somente se
existe um elemento e > 0 e para todo x € D(T) existem nimeros positivos a(z) e B(z) tais que

a(r)e < Tx < B(z)e.

No exemplo acima supomos que o cone de ordem que gera o operador < existe.
Exemplo

(1) Seja X = R, K = R, .Entao para funcoes reais T : D(T) C ® — R os conceitos
de (estritamente) mondtono crescente (decrescente) acima coincidem com as defini¢oes usuais em

R.

(2) Para o operador linear T', os conceitos de fortemente (estritamente) positivo sdo
equivalentes aos de fortemente (estritamente) mondtono crescente.

T positivo: 2 <y=0<y—2=>0<T(y—z)=> Tz <Ty;
T mondétono crescente: © <y =>Te<Ty=>y—x>0,Ty—Te=T(y —x) > 0.

(3) Seja X = C(M) e K = C (M) = {f € C(M) : f >0 em M}. Unma vez que
£l = maxmeﬁ|f(x)|, segue de f,g € X com 0 < f < g que ||f]| < ||g]|,0u seja, que o cone de
ordem é normal. Consideraremos agora o operador integral linear v = T'v onde

u(t) = /M A(t, 5)o(s)ds.

O niicleo A : M —s R é continuo. Entao T : X — X é um operador linear compacto. Mais do
que isso, T é positivo, e entdo monétono crescente, se A(t,s) > 0 para todo t,s € M. Suponha
ainda que temos a condi¢io mais forte A(t,s) > 0 Vt,s € M. Fazemos e(s) = 1. Entdo T é
fortemente positivo e e-positivo.

Prova:

Seja A(t,s) > 0. De v > 0 em X segue v(sp) > 0 para algum sy € M. Pela
continuidade de v, existe uma vizinhanca U(sg) limitada de medida m(U(sg)) e algum nimero
c>0tal que A(t,s) > cem M x M e v(s) > cem U(sp). Entdao u(t) > c?-m(U(so)) e

u(t) < m(M) max |A(t,s)| - max|v(s)| Vte M.
t,s€M s€M

Ou seja, 0 < c1.e < u < ¢q.€ e daf temos u > 0. m(M) é a medida de Lebesgue.
Contraexemplo. Nem todo cone de ordem é normal.

Seja X =C'([0,1)) e K ={f € X : f(t)>0em [0,1] } e

1l = max [f(t)] + max |f'(2)].

te[0,1] te(o0,1]
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Agora 0 < f < g significa 0 < f(t) < g(t) Vt € [0,1]. Uma vez que a ultima ndo contém
informacao sobre as derivadas, ndo existem constantes ¢ > 0 que garantam que 0 < f < g implica

/11 < cllgll-

A importancia de cones normais para a convergéncia de métodos iterativos sera deci-
siva para nossos propdsitos e se tornard clara nas subsegoes seguintes, onde usaremos o seguinte
resultado.

A-1.1.4 Proposicao
Se o cone de ordem é normal entdo todo intervalo de ordem [z,y] é limitado.
Prova:

Sex<w<yentdo 0 <w—2z <y—zeentio ||lw—z| <cy—z|.

A-1.1.5 Definicao

Seja X o espago de Banach real com cone de ordem K e seja e > 0. Fixamos

X, = {z € X : existe real a > 0 tal que —ae < z < ae},
|z|le =inf{a>0: —ae <z < ael;
K, = K X..

A-1.1.6 Proposicao

Se K é normal, entdo

(1) O conjunto X, com norma ||.||c forma um espago de Banach. A inclusdo X, C X
é continua. Se e > 0 entdo X = X, e as normas sobre X e X, sdo equivalentes.

(2) O conjunto K, é um cone de ordem normal em X, com e € int(K,).

(3) Se para z € X existem nimeros positivos a, 8 tais que ae < z < fe em X, entdo
> 0em X,.

(4) Se o operador linear T : X — X é e-positivoese T'(X) C X, entdo T : X — X,
é fortemente positivo.

E digno de se mencionar que K, tem um ponto interior mesmo quando K nao tem, e
que podemos obter operadores fortemente positivos.

Prova de (1):

(I) Pela proposicao (A-1.1.2),]|.|| ¢ um norma. Em particular, ||z||. = 0 imediatamente
implica que —ae < x < ae para todo a > 0, fazemos a — 0 e segue z = 0.

(IT) ||z||e = 1 implica = € [—e, €], isto é,||z|| < r com r fixo, pela proposi¢io (A-1.1.4).
Portanto ,||z|| < r||z||e para todo x € X,, e a inclusdo é continua.

(IIT) X, é um espago de Banach. Na verdade, toda sequéncia de Cauchy (x,) em X, é
também uma sequéncia de Cauchy em X, e entdo z, — z em X ao n — co. Agora ||z, — Tmlle < €
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para n,m > n(e) implica —ee < x, — T, < €e. Ao m — 0o, obtemos —ee < x, — & < €e para
n > n(e). Portanto z, — = em X,.

(IV) Seja e > 0 (e € int(K)). Entdo existe uma bola U(0, R) de raio R tal que

e+U(O,R) CK.
Se x € X com z # 0, entdo
e+ Rz/||z|| € K, isto é, e + Rx/||z]| > 0
e por conseguinte —||z|le/R < z < ||z||e/R. Isto significa que = € X, e ||z||. < ||z||/R. Mas isto,
com (IT) implica que X = X, e as normas ||.|| e ||.||c sdo equivalentes.

Prova de (2):

Mostramos que K, é fechado. Seja (z,) uma sequéncia em K, com z, — x em X, ao
n — 0o. Como K, C K, a sequéncia também pertence a K. Por (II), z,, - x em X aon — oo, e
entdo z € K e dai temos z € X (K = K..

K, é normal, pois K, C K,z <y em X, implica 2 <y em X. E entdo [|z|lc < ||ylle-

Finalmente, e € int(K.), uma vez que e + [—e,e] € K, onde [—e, e] é a bola unitaria
em X,.

Prova de (3):

O intervalo de ordem [—ae,ae] é uma das vizinhancas da origem em X.. Como
r+y € K. Vyé€E [—ae,ae], obtemos x € int(K,).

Prova de (4):
(4) é uma consequéncia imediata de (3).
Aplicacao a desigualdades integrais.

Como uma primeira aplicacdo da teoria dos espacos de Banach ordenados, enunciare-
mos uma proposicao que serd importantissima na investigacao de processos evolutivos.

A-1.1.7 Proposicao

Seja A : X — X um operador continuo, linear e positivo sobre o espaco de Banach
X e com raio espectral r(A) < 1. Sejam z,y,g € X.Entao
r< g+ Ax, y=g+Ay=1z<y.

Prova:

Seja. Bx = g + Az. Entio z < Bz implica z < Bz < B?z < ... < B"z. Como

r(A) = r(B) < 1, a série de Neumann converge, entdo ||A"|| = 0 ao n — co. O que implica

n—1
r < B"r = ZAkg+A”x—>(I—A)_1g:y_
k=0

segue entao x < y.

Supersolucgoes ,subsolucgoes , métodos iterativos.
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Consideraremos a equagao operacional
r=Tx (A-1.1)
junto com o correspondente método iterativo
Unt1 = Tn, Unt1 = Ty, (A-1.2)

As seguintes definicGes sdo bésicas na teora de existéncia para equacgdes operacionais em espacos
de Banach ordenados.

A-1.1.8 Definicao

A funcdo x é chamada uma supersolugdo ,supersolucao estrita, supersolucao forte de
(A-1.1) se e somente se x > Tz, xz > Tz, respectivamente. Analogamente definimos subsolucées
(estritas,fortes). Observamos ainda que supersolucdes (subsolugoes ) ndo sdo solugoes .

A-1.1.9 Teorema (Métodos Iterativos Moné6tonos)

Suponha que T : [ug,v9] € X — X é um operador compacto mondtono crescente
sobre o espago de Banach real X com cone de ordem normal X, . Entdo as seguintes afirmativas
valem:

(A) Convergéncia do método iterativo. Se ug é um subsolugdo de (A-1.1) e se vg é
uma supersolucao de (A-1.1) com ug < v, a sequéncia iterativa (v,) em (A-1.2) converge a um
ponto fixo de T', em termos concretos, ao maior ponto fixo v de T' em [ug, vo], e (un) converge ao
menor ponto fixo u de T' em [ug, vg].

Mais do que isso, temos as estimativas de erro
Up <u<v <, Vn=0,1,2,..

(B) Estabilidade da solugdo . Se ug é uma subsolugdo estrita de (A-1.1) (vg é uma
supersolucéo estrita), se T' é fortemente mondtono crescente, e se a derivada T"(u)(T"(v)) existe e
é um operador fortemente positivo, entdo o raio espectral r(T'(u)) < 1(r(T'(v)) < 1), isto é u(v)
é um ponto fixo nao expansivo de T.

Pontos fixos ndo expansivos sdo também chamados fracamente estdveis. E o esperado
entdo que o método iterativo (A-1.2) possa ser usado apenas para construir solu¢des néo expansivas
de (A-1.1).

Prova do Teorema

(A) Como up < Tug,Tvg < vo € ug < wo juntas implicam que ug < u; < v €
similarmente que
g < Uy < oo <y <o, << vy <y para todo n,

segue que (u,) é mondétona nio decrescente limitada superiormente e entdo existe
u* € [ug,vp] tal que u, — u*. (vy) é mondtona ndo crescente limitada inferiormente e entéo existe
v* € [ug,vo] tal que v, — v*, e também u,, < u* <v* <w, Vn.

(B) Defina u,, 1 = Tuy, e tome u = lim,,_, u,,, que existe pela parte (A). Mostraremos
por contradigdo que r(T"(u)) < 1 se up < T'up.
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Entéo , assumimos que r(7"(u)) > 1. O operador T é fortemente mondtono crescente,
esegue que ug < Tug =u1 < Tuy = us < ... < u, o que implica que Tug < Tu. Pelas propriedades
de <, up < u1 e u1 < u implicam que ug < u (crucial).

O operador T'(u) é fortemente positivo, entao existe h > 0 tal que T'(u — h) < u — h;
como a norma de h pode ser escolhida arbitrariamente pequena, podemos supor
ug < u — h.

Agora, up é uma subsolucio e u — h é uma supersolucdo de (A-1.1), pela parte (A)
existe um ponto fixo w € [ug,u — h] da equacdo (A-1.1), o que gera um contradicdo com o fato que
u é a menor solucdo de (A-1.1).

Aplicacao (Equagao Integral)

Seja M uma regido limitada do RV. Seja X = C(M), X, = C,(M) e considere a
equacao integral

u(z) = /M Gy u)dy — VeedT (A-1.3)

com niicleo continuo e nio negativo G : M x M — R e funcio f : M x R — R continua e
mondétona crescente em u. HEscrevemos a equacdo integral na forma v = Tu,u € X. Entdo o
operador T : X — X é compacto e mondtono crescente.

Definimos subsolucoes e supersolucoes trocando = por < e >, respectivamente, na
equacao integral. O teorema (A-1.1.9) implica que se ug € X é uma subsolucio e vp € X é uma

supersolucdo com ug < vg em M, entdo para n — oo, o método iterativo
s (@) = [ Gl (sun(0))dy (A-L4)
M

converge uniformemente em M a uma solucio v € X da equacdo integral, com ug < u < vy em
M. O limite u € X é a menor solugdo de (A-1.3). Pelo contrario, se o método iterativo parte de
vg, entdo obtemos a maior solugio de (A-1.3) com ug < u < vg.

A-1.1.10 Lema do Cone

Seja X um espaco de Banach real, com cone de ordem X contendo um ponto interior.
Seja u > 0. Entdo para toda v » 0 existe um nimero unicamente determinado a,,(v) > 0 tal que
1. 0 < a < ay(v) implica u + av > 0
2. a > ay(v) implica u + av & 0.
Uma consequéncia importante, que nés devemos usar frequentemente, é que
u+av>0ea>0implicam a < ay(v).
Prova:

(1) Construgédo de ay,(v). Considere o raio p = {u+av : a > 0}. Para a > 0 pequeno,
temos u + av € X e para a > «ap grande temos u + av £ X;. Caso contririo, se u 4+ nv € X
paran € N grande e (u/n) + v € X obterfamos a contradicdo v € X fazendo n — oo.

Entao u + ay,(v)v é o ponto de intersecgdo unicamente determinado entre o raio p e a
fronteira 0X; do cone X .

(2) Continuidade de a,,. Para € > 0 existe um ¢ > 0 tal que ||v — w|| < ¢ implica
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u+ (ay(v) — €)w € int(X4)
u+ (au(v) +e)wE  int(Xy)

Assim ||ay, (w) — a, (v)|| < e.
O Teorema Principal para Operadores de Tipo Mondtono

Consideraremos operadores T' para os quais uma das trés relacoes seguintes vale para
todos z,y € D(T):

~—

Te<Ty=z<y; (a
Tx<Ty=2x<uy;
Tr<Ty=z<Ly.

— =
RS

A-1.1.11 Definicao

Sejam X e Y espacos de Banach reais ordenados e seja T : D(T) C X — Y um
operador continuo.

(1) T é de tipo mondtono, estritamente mondtono, fortemente mondtono se e somente
se valem (a),(b) e (c) respectivamente.

(2) T é convexo se e somente se D(T') é convexo e para todos z,y € D(T') com z < y
e todo ¢ € (0,1),

T(tr+ (1—t)y) <tTz+ (1—1)Ty.
T é concavo se e somente se —1 é convexo.

(3) T é sublinear se e somente se T(0) >0e Vre D(T)—-0, Vite(0,1)
tTx < T(tz)

T é superlinear se e somente se —7T ¢é sublinear.
Analogamente, definimos operadores estritamente (fortemente) convexos (sublineares).
Agora consideraremos a equagio operacional

y="Tz. (A-1.5)

A-1.1.12 Proposicao

SeT:D(T)C X — Y é um operador de tipo mondtono, entdo as seguintes afirma-
tivas sao corretas:

(1) Unicidade. Para y € Y fixo, a equagio (A-1.5) tem no maximo uma solugéo z.

(2) Estimativa de erro. Se x é uma solucdo de (A-1.5), e se Tu < y e Tv > y, entdo
u<z<ow.

(3) Caracterizacdo . As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

1. T é de tipo mondtono;

2. T é injetivo, e T~ é monétono crescente.

A equivaléncia vale para operadores estritamente (fortemente) mondtonos.
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Prova de (1)

SeTu=yeTv=y. Tu<TveTv<Tu=u<vev<u=>u=uv.
Prova de (2)

SeTu <Tx <Tventdou <z <wv.
Prova de (3)

Comparar defini¢des (A-1.1.11) e (A-1.1.3).

Muito embora os tultimos resultados sejam consequéncias triviais das respectivas defini¢oes
, operadores de tipo mondtono sdo de grande importancia em andlise numérica devido a facilidade
de avaliar-se as estimativas de erro que eles fornecem. Em muitos sistemas néo lineares parabdlicos,
elipticos e hiperbdlicos, o operador diferencial de segunda ordem que conduz & solugdo , bem como
os sistemas lineares que advém da discretizacao de suas equacgoes diferenciais, sdo de tipo ou car-
acteristica monétona.

O Teorema Principal, a seguir, mostra que operadores de tipo mondétono tém uma
importante propriedade, estabelece que a existéncia e unicidade de solucdes e estimativas de erro
podem ser determinadas do conhecimento de super e subsolugoes , que sao frequentemente faceis
de obter. Consideraremos a equacao

Au+ Hu =0 (A-1.6)

A-1.1.13 Teorema Principal para Operadores de Tipo
Monotono

Suponha que as seguintes hipdteses sejam satisfeitas
(i) X e Y sdo espacos de Banach reais ordenados;

(ii) O operador A : D(A) C X — Y élinear e A~! : Y — X existe e é um operador
compacto;

(iii) O operador H : X — Y é continuo;

(iv) Existe uma regido G em X com 0 € G e existem elementos v1,v2 € G| D(A)
satisfazendo
Avy + THvy <0,Ave +7Hvs >0 V1 €[0,1] (A-1.7)

onde [v1,v3] C G e [v1,v2] é limitado em X.
(v) Para todo 7 € [0,1], os operadores A + 7H sio de tipo monétono em G () D(A).
Entao temos as seguintes conclusoes :

. (a) Existéncia e unicidade. A equagio (A-1.6) tem exatamente uma solugio u em
GND(A) e vy <u < vs.

(b) Estimativa de erro. Se pudermos encontrar elementos ui,us € G[)D(A) que
satisfacam
AU1 + HU1 S 0, AU2 + HU2 Z 0 (A-18)

entao é garantido que temos u; < u < us.

Prova:
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(T) Existéncia. Consideraremos, em lugar de (A-1.6),
w=71Tu, Tu=-A'H(u),0<7<1. (A-1.9)

Por (ii) e (iii) o operador T': X — X é compacto. Seja u uma solugdo da equagdo acima em G,
com 7 € [0,1]. Entao Au+7H(u) =0,u € G[\D(A), e A+7H é de tipo mondtono em G [ D(A).
Assim (A-1.7) implica que v; < u < vy, e entdo u € [vy,va].

Seja G = X. Pelo Principio de Leray-Schauder !, (A-1.9) tem solucdo para 7 = 1,
isto é, (A-1.6) tem uma solucéo .

Seja G # X. Escolha uma regido limitada G; tal que [v1,v2] € G; € G. Como
(A-1.9) ndo pode ter solugdes na fronteira dG1,(A-1.9) ndo tem solugdo para 7 = 1, novamente
pelo Principio de Leray-Schauder.

(IT) Unicidade e afirmacio (b) seguem da proposicao (A-1.1.12).
O Teorema Principal para equacoes de Hammerstein Abstratas
Estudaremos agora a chamada equacdo de Hammerstein Abstrata
u=KF(u) (A-1.10)
paralelamente ao seu correspondente método iterativo
Uny1 = KF(up), wvpg1 =KF(vy,) n=0,1,2,.. (A-1.11)

sob variadas hipéteses sobre o operador F. Mais uma vez, trocando = por < e > em (A-1.10)
definimos sub e supersolucgoes , respectivamente. Lembramos que F' é positivo se e somente se
u > 0 implica F(u) > 0. Formularemos trés hipdteses

(H1)Y e Z séo espacos de Banach reais ordenados. O cone de ordem Y, sobre Y é normal e com
interior ndo vazio (o que implica que ele é gerador e total).

(H2) O operador F' : Y — Z é continuo e o operador K : Z — Y é linear, compacto e positivo.
(H3) K : Z — Y é fortemente positivo.

As hipéteses (H1)-(H3) sdo encontradas naturalmente em muitas aplicagoes , e o
problema definido por (A-1.10) pode ter as seguintes origens

e A equacdo integral de Hammerstein

(@) = [ Gla) fwulw)idy
e O problema eliptico de valores na fronteira
M :Lu= f(z,u), OM:Bu=g
e O problema inicial de valores na fronteira para a eq. parabdlica

U,t+LU,=f(ZL',t,U/)

'H.Zeidler,Nonlinear Functional Analysis and its applications Voll,pg245,556
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onde f é ndo linear e continua.

Todos os problemas acima podem ser transformados equivalentemente em (A-1.10),
onde a funcdo real f gera o operador F. A esséncia é que todas as propriedades da aplicagdo
u — f(z,t,u) de continuidade, diferenciabilidade, linearidade assintética e a relacdo de ordem
< correspondam exatamente as mesmas propriedades da aplicacdo u — F(u). Garantimos (H3)
para problemas de valores na fronteira escolhendo Y = X, (ver defini¢do (A-1.1.5)), Z = X, onde
X=C(M)eLe=1,Be=0.

A-1.1.14 Teorema Geral de Existéncia

Se as hipéteses (H1)-(H2) sdo satisfeitas, temos os seguintes resultados

(a) Convergéncia do método iterativo para F' mondétono crescente em [ug, vo]. Se up é uma sub-
solugio e vy uma supersolucio de (A-1.10) com ug < vp, entdo (u,) em (A-1.11) converge para a
menor solu¢io v de (A-1.10) em [ug, vo], € (vp) converge para a maior solu¢do v de (A-1.10) em
[uo,vp]. Além disso, temos as estimativas de erro

u, <u<v<wv, n=012,..

(b) Existéncia de solucdo para F' mondtono decrescente. Se existir um z € Z tal que F'(u) < z
para todo u € Y, entdo (A-1.10) tem uma solucao .

Prova do Teorema
Prova de (a)

(a) é uma consequéncia imediata do teorema (A-1.1.9).
Prova de (b)

Aplicamos o Teorema do Ponto Fixo de Schauder para a aplicacio KF : M — M
onde

M={ueY:KF(Kz)<u< Kz}.

M énéo vazio, pois F/(Kz) < zeentdo KF(Kz) < Kz. Obviamente M é convexo e fechado. Como
Y, é normal, M é fechado pela proposi¢do (A-1.1.4). Finalmente, mostraremos que KF (M) C M.
Suponha que u € M. Entao F(u) < z implica KF(u) < Kz, e u < Kz implica F(u) > F(Kz), e
entdo K F(u) > KF(Kz). Segue entdo que K F(u) € M.

Finalmente, o Teorema do Ponto Fixo de Schauder assegura uma solugdo u = K F(u).

A-1.1.15 Corolario ( Unicidade )

Suponha que (H1)-(H3) sdo satisfeitas. Temos 2 casos

(a) Estritamente sublinear e mondtono estritamente crescente F. Neste caso, a equagao
(A-1.10) tem no méximo uma solugdo u > 0. Se v > 0 é uma subsolucdo estrita de (A-1.10), entdo
nao existe uma solugao u de (A-1.10) com 0 < u < v.

(b) Estritamente superlinear e monétono estritamente crescente F. Neste caso, a
equacao (A-1.10) ndo tem duas solugdes distintas positivas v e v. Se v > 0 é uma supersolugio
estrita de (A-1.10), entdo néo existe solugdo u de (A-1.10) com 0 < u < v (unicidade fraca).
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Prova do Coroléario
Prova de (a)

Seja u = KF(u) e v = KF(v) com u # v,u,v > 0. Podemos assumir que v £ u.
Como KF(0) > 0 e KF é monétona fortemente crescente, segue u > 0. Pelo Lema do Cone
(A-1.1.10) existe um real ¢t > 0 tal que (u — tv) € Y.

Como v £ wu,t < 1. O operador KF' é fortemente sublinear, e entao
u=KF(u)> KF(tv) >» tKF(v) > tv

ou seja, (u — tv) € int(Yy). Isto é uma contradigéo .

Se v é uma subsolucao estrita, isto é v < KF(v), onde 0 < u < v, a conclusdo segue
similarmente.

Prova de (b)

O argumento é similar ao caso (a). Seja u = KF(u),v = KF(v),0 < u < v. As
hipéteses feitas sobre K F implicam que 0 < u < v. Segue, pelo Lema do Cone, que existe um real
t>0: (tv —u) € 0Y,. Entretanto, como u < v segue ¢t < 1 e entdo

u=KF(u) < KF(tv) < tKF(v) < tv,

ou seja, (tv — u) € int(Yy). Isto é uma contradigéo .
Se v é uma supersolucio estrita, argumentamos similarmente.
Aplicacoes a Equacoes Integrais de Hammerstein.

Consideraremos a equacdo operacional abstrata (A-1.10) e o método iterativo
Unt1 = KF(up), up€Y,n=0,1,2... (A-1.12)
Como protétipo de (A-1.10), consideraremos a equacdo integral de Hammerstein

u(z) = /M G(e.y)fy uly))dy Ve e T (A-1.13)

com o método iterativo

i (&) = /M G (@,9) (g, un(y))dy (A-1.14)

Para esta equacao integral queremos obter um teorema de equivaléncia que permita-nos aplicar
todos os resultados abstratos de (A-1.10) no problema concreto (A-1.13), o que conduzird a uma
abundéancia de resultados e aplicagoes .

Definiremos Y = Z = C'(M),Y; = C; (M) e o operador K : Z — Y por

(Kv))(z) = /M Gz, y)o(y)dy (A-L.15)

eooperador F: Y — Z por z = F(u) e

z(x) = f(z,u(z)).

F' é chamado de operador de Nemyckii.
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A-1.1.16 Proposicao (Teorema de Equivaléncia)

Suponha que M ¢ uma regiao limitada em RN com N > 1, que onticleo G : M x M —
R é continuo e ndo negativo e que f : M xR — R é continua. Entdo temos os seguintes resultados.

(1) O operador K : Z — Y é linear, compacto e positivo. Se G é positivo, entdo K
é fortemente positivo.

(2) O operador F : Y —» Z é continuo. F é positivo se f(z,u) > 0 para todo u > 0
e ¢ € M. Similarmente, F' é mondtono crescente or decrescente, convexo ou concavo, e sublinear
ou superlinear, se a funcdo real u — f(x,u) tem a correspondente propriedade em R para todo
x € M. Mais do que isso, F(u) > cu se f(z,u(x)) > cu(z) para todo z € M.

o (3) F' é continuamente diferencidvel em Y se a derivada parcial f, é continua em
M x R. Se colocarmos y = F'(u)h, entdao y(x) = f,(z,u(z))h(x) para todo x € M.

(4) A derivada F'(o0) existe se existir um ndmero real « tal que

fz,u))

L o o lu| = o0 (A-1.16)

e a passagem ao limite é uniforme com respeito a todo 2z € M. Se isto vale somente para u — 0o,
entdo a derivada positiva F| (00) existe. Se colocarmos y = F'(co)h ou y = F'(00)h, respectiva-
mente, entdo y(z) = ah(zx) Vz € M.

(5) A fungao u € y é uma sub ou supersolucio de (A-1.10) se e somente se o simbolo
= em (A-1.13) é trocado por < ou >, respectivamente.

(6) O cone de ordem Y, é normal e tem interior néo vazio e entdo , em nosso contexto,
ele é gerador e total.

A prova segue imediatamente das correspondentes defini¢oes .

A-1.1.17 Lema A

Existe uma solucdo tinica Tz € X de (2.5) para

uo

FT (1) = f5(T(2,1) = b5 17 (1) (A-1.17)

e0< B <1,ug €N

Prova:

(T) E imediato, pela representacdo integral, que existem sub e supersolucdes triviais
Tn(z,t) e Te(z,t) tais que

Oy _ 9°Ty oOT. _ 0T,
ot o2 °© ot om2 M0

substituem (2.1) e entdo Iy < Tp < T, em M VB :0< f <1, uma vez que
0< fa(T(@,t) < 3

para toda funcdo T'(z,t) € X.
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(IT) Mostraremos que fz é uma fungdo monétona estritamente crescente e estritamente
sublinear para todo f:0 < 8 < 1.

Sejam duas funcoes quaisquer Ty, , To, € X, To, < To, (isto é Ty, (z,1) < Ty, (x,t) em
M e T,, # Ta,). Temos

Ug Ta2 Ta1 uo Taz - Toq

o) = 5Te) =00 |Tor, " 1om, | TP 0 T a4 )

>0 (A-1.18)

ou seja, f3(Ta,) < f5(Tas)-

Seja A € R,0 < A < 1. Observamos que
1
1-|-)\T<1+T:>)\-1+>\T>)\-1+—T

e entdo fg(AT) > Afs(T)VA € (0,1).

(IIT) No sentido de satisfazer as hipéteses de (A-1.1.14) e (A-1.1.15), j4 observamos
que o nicleo de Green definido em (2.10) verifica

Go(l',t,y) >0 \V/CU,y € (052[’)th € (OatO)

e entdo , escrevendo (2.14) na forma
T=KyF(T), TeX=C(M) (A-1.19)
o operador Ky é fortemente positivo como aplicagdo de X = C(M) — X..

Amparados no teorema (A-1.1.14) e no coroldrio (A-1.1.15) (apéndice), asseguramos
existéncia e unicidade de solugoes em (2.5) para

f(T(l‘,t)) = fﬁ(T(l',t)),O <pB <L

A-1.1.18 Lema B

Sendo a funcdo f(T) : D(f) = X = C(M) — R definida por

1T = g te |- [ o]

podemos mostrar que f(T') é estritamente sublinear (e entdo F(T') em

T=KF(T) (A-1.20)
é um operador estritamente sublinear).
Prova

Primeiramente, observamos que, para 0 < A < 1
1
1+X\XT'<1+T =

T+0T 147

entao
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AT exp | — F_AT (s,t)ds| = e _/z 1- 1 =
LT P |7 ), TeaT™® 1+ A7 P17, 1+ AT
AT (—2) /“ AR (—2) z sl
1+>\Texp x) exp | 1+)\T8 1+>\Texp x) exp | 1+T8
T o
A 1+T6Xp{_/0 1+Td8}

segue, VI € D(f),0 <A< 1
A(T) < f(AT)

e f é estritamente sublinear.

A-1.1.19 Lema C

Sendo f(T') definida conforme hip6tese do Lema B, asseguramos sua monotonicidade
estrita para L < 1/2. Este resultado, combinado com o Lema B, garante existéncia e unicidade de
solugdes da equagao (2.16) (e consequentemente da equagio (2.14) ) como aplicagdo do teorema
(A-1.1.14) e do coroldrio (A-1.1.15) .

Prova do Lema C
(T) Observamos que, derivando f(7T') com respeito a varidvel real T, temos

S = rireten |- [ ripeos] |z - [ eee] @

e que a maneira mais adequada de definir o cone de ordem X, sobre X é

X ={TeX:T(z,t)>0 Vz,te M} (A-1.22)

concluimos que entao precisamos assegurar que

1 r 1
D = — [ MNT e X[ | X, A-1.2
(2,1) (@) /0 Tl >0 Vet e MYTeX() (A-1.23)

TA+T
e entdo f(T') é mondtona estritamente crescente em X [ X.

A conclusdo de monotonicidade estrita para qualquer L > 0 seria bastante natural
no contexto dos problemas de reacdo -difusdo e do problema do calor, onde os operadores que
conduzem & solucdo traduzem em sipropriedades associadas a decaimentos suaves e uniformes,
como por exemplo, o desaquecimento de uma placa metdlica ou a difusdo de um poluente em
meio fluido, exemplos protétipos de problemas de natureza parabdlica, que sdo caracterizaveis pela
validade do Principio do Maximo em alguma de suas variantes. Entretanto, apesar de todas essas
evidéncias, somente conseguimos assegurar (A-1.23) para valores de L pequenos. A chave para a
extensdo de nossos resultados certamente serd uma majoragdo mais refinada do termo integral

’” 1
A m (S, t)dS
para 0 < z < 2L. Observamos que

1 1 1 oL
e e < s ) = ) < e



7

e entdo vale (A-1.23) se

14+ T(x,t)
T(z,t)

e entdo garantimos (A-1.23) se 2L < 1.
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