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RESUMOO presente trabalho trata da formula�
~ao , algoritmiza�
~ao e implementa�
~ao num�eri
ade um problema n~ao-linear de 
ontrole de fronteria livre sujeito a restri�
~oes tamb�em n~ao lineares,de�nido em [Fri 94℄ e relativo ao modelo de fun
ionamento de um 
onversor 
atal��ti
o monol��ti
o
erâmi
o. S~ao apresentados resultados de algumas simula�
~oes num�eri
as, usando um programaem FORTRAN77, no ambiente de esta�
~oes de trabalho SUN e DEC alfa 3000.
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ABSTRACTThis work des
ribes the formulation, algoritmization and numeri
al implementation ofa non-linear free boundary 
ontrol problem whi
h is subje
ted to non-linear restritions also. Thisproblem 
on
erns upon a working model of a 
erami
 monoliti
 
ataliti
 
onverter and is de�nedin [Fri 94℄. We present here results of some numeri
 simulations, using a FORTRAN77 program,done in workstations SUN and DEC alpha 3000 enviroment.



10
INTRODUC� ~AOO 
onversor 
atal��ti
o �e um equipamento situado no sistema de exaust~ao do autom�ovel.Ap�os os gases poluentes serem expelidos do motor, passam atrav�es do 
onversor 
atal��ti
o (
atal-izador) e tomam parte de rea�
~oes qu��mi
as que os 
onvertem em gases menos no
ivos. Atualmente,
onversores mais usados s~ao os monol��ti
os 
erâmi
os, que s~ao reatores tubulares dentro dos quaisos gases 
uem reagindo 
om suas paredes. A �gura (1) mostra um esbo�
o desse equipamento.Em es
ala industrial, existe a preo
upa�
~ao de melhorar o desempenho desses equipa-mentos, predizendo a emiss~ao esta
ion�aria nos prin
ipais regimes de fun
ionamento do motor, isto�e, na auto-estrada, no engarrafamento, na serra, na garagem, et
. Na pr�ati
a, estuda-se seu 
om-portamento no regime de aque
imento do motor, o
asi~ao em que h�a maior des
arga e 
on
entra�
~aode poluentes devido �a m�a 
ombust~ao .Um modelo em E.D.Ps n~ao -lineares do 
atalizador do tipo monol��ti
o 
erâmi
o foidesenvolvido por Cavendish [Cav 80, Cav 85℄ e melhorado por Friedman [Fri 91℄; permite identi-�
ar a bus
a por um melhor desempenho nesses equipamentos 
omo um problema de otimiza�
~aonum espa�
o de fun�
~oes 
ont��nuas por segmentos. Em termos su
intos, equivale a en
ontrar uma
alibragem �otima que minimize um fun
ional que 
ontabiliza as 
on
entra�
~oes de poluente na sa��dado equipamento.O presente trabalho se prop~oe a implementar numeri
amente um algoritmo de bus
a�a 
alibragem �otima do 
onversor para um regime arbitrado de fun
ionamento do motor, e segundoum modelo simpli�
ado proposto em [Fri 91℄.O primeiro 
ap��tulo atenta para a des
ri�
~ao do modelo e formula�
~ao do problema deotimiza�
~ao , 
uja solu�
~ao �e a pr�opria 
alibragem �otima que bus
amos.No segundo 
ap��tulo, fazemos uma breve an�alise do modelo n~ao - linear adotado.Nossas argumenta�
~oes anal��ti
as demandam alguns resultados da An�alise Fun
ional Apli
ada, eque por esta raz~ao est~ao desenvolvidos no Apêndi
e.No ter
eiro 
ap��tulo, dis
utimos algumas t�e
ni
as 
omputa
ionais que se fazem indis-pens�aveis �a realiza�
~ao de nossa tarefa. Tais t�e
ni
as, que s~ao apresentadas na forma des
ritiva oumesmo j�a na forma algor��tmi
a, se 
onstituem em grandes sub-tarefas num�eri
as a serem realizadas.No quarto 
ap��tulo, des
revemos a metodologia que nos 
onduzir�a �a algoritmiza�
~aodo pro
edimento global de solu�
~ao de nosso problema de 
ontrole �otimo. Tal metodologia est�apresente na abundante literatura de Otimiza�
~ao N~ao -linear dos dias de hoje.
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No quinto 
ap��tulo, des
revemos e dimensionamos a tarefa 
omputa
ional envolvidapelo presente trabalho. Nesse sentido dis
utimos quest~oes 
omo 
omple- xidade 
omputa
ional edetalhes da implementa�
~ao num�eri
a. Tamb�em s~ao apresentados os resultados de algumas sim-ula�
~oes , bem 
omo evidên
ias 
omputa
ionais que sobrevêem.
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NOCOHC
�

�- 
atalizador (Pt-al)
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ataliti
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o 
erâmi
o
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Figura 1: Esquema do 
onversor 
atal��ti
o.Dentro do 
atalizador, 
om os gases de es
ape a temperaturas a
ima de 300oC, pro
essam-se as rea�
~oes qu��mi
as que transformam os gases poluentes em substân
iasinofensivas. Seu 
orpo 
erâmi
o tem min�us
ulos 
anais revestidos por uma 
amada de�oxido de alum��nio, 
om grande �area super�
ial, onde tamb�em se en
ontram os metaisnobres pal�adio/molibdênio . Em 
ontato 
om esses metais, os poluentes CO, HC e NOxtransformam-se em �agua, g�as 
arbôni
o, nitrogênio e nitrogênio puro.O 
atalizador desenvolvido pela Autolatina, no Brasil, �e do tipo Three WayCatalyst, que transforma os três gases poluentes de uma s�o vez. Externamente ele �erevestido 
om uma 
ar
a�
a de a�
o inoxid�avel. Em seu interior h�a duas partes 
erâmi
assemelhantes a duas 
olm�eias e por onde os gases passam. Uma manta 
onform�avel fun
iona
omo amorte
edor e preen
he o espa�
o entre as partes 
erâmi
as e a 
�apsula de a�
o. Algunsve��
ulos de teste j�a rodaram mais de 100.000 km 
om 
atalizadores deste tipo.
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1 FORMULAC� ~AO DO PROBLEMA.1.1 Um Modelo de rea�
~ao -difus~ao .O 
onversor 
atal��ti
o a ser estudado est�a fundamentado em rea�
~oes qu��mi
as de ox-ida�
~ao do CO (mon�oxido de 
arbono), hidro
arbonetos no
ivos e H2. As rea�
~oes de oxida�
~ao , quetêm o alum��nio-Platina 
omo 
atalizador, s~ao as seguintesCO + 1=2O2 Pt�al�! CO2C3H6 + 9=2O2 Pt�al�! 3CO2 + 3H2OH2 + 1=2O2 Pt�al�! H2OPropileno (C3H6) �e a esp�e
ie de hidro
arboneto onde as rea�
~oes s~ao r�apidas o su�
iente para seremimportantes na modelagem, raz~ao pela qual �e o �uni
o hidro
arboneto a ser 
onsiderado aqui. Se ainten�
~ao fosse 
onsiderar tamb�em hidro
arbonetos de oxida�
~ao lenta, in
luir��amos o CH4 (metano)e a 
orrespondente equa�
~ao de oxida�
~aoCH4 + 2O2 Pt�al�! CO2 + 2H2O.Sejam Ci = 
on
entra�
~ao do 
omposto iT = temperaturaRi = taxa de rea�
~ao espe
���
a para o 
omposto ionde i = 1; 2; 3; 4 representam os 
ompostos CO;C3H6; H2; O2, respe
tivamente.As seguintes express~oes para as taxas de rea�
~ao foram obtidas experimentalmente porVoltz et al (1973). R1 = K1C1C4=G molCO=(
m2 � s) (1.1)R2 = K2C2C4=G molC3H6=(
m2 � s) (1.2)R3 = K3C3C4=G molH2=(
m2 � s) (1.3)onde G = T (1 + L1C1 + L2C2)2(1 + L3C21C22 )(1 + L4C0:7NO) (1.4)K1 = 6:802� 1016 exp(�13; 108=T )K2 = 1:416� 1018 exp(�15; 109=T )K3 = 7:443� 1013 exp(�19; 552=T )L1 = 8:099� 106 exp(409=T )L2 = 2:579� 108 exp(�191=T )L3 = 1:13� 1021 exp(9; 299=T )L4 = 3:02� 101 exp(�3; 733=T )Observamos que NO atua 
omo inibidor, n~ao tomando parte da rea�
~ao .
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A maioria desses equipamentos �e projetada para operar em 
ondi�
~oes balan
eadas daraz~ao ar/
ombust��vel para a 
onvers~ao simultânea do mon�oxido de 
arbono, hidro
arbonetos e�oxidos nitrogenados no es
apamento do autom�ovel. Isto signi�
a que vale a 
onserva�
~ao de massae energia, que nos forne
er�a uma express~ao para a taxa de rea�
~ao do oxigênio (O2).Balan�
o de Massa: R4 = 0:5R1 + 4:5R2 + 0:5R3 (O2)No equa
ionamento a seguir, denotaremos por x a vari�avel de distân
ia ao longo de 
anais paralelose t a vari�avel temporal. De�nimos aindaTg(x; t) = temperatura da massa gasosa que 
ui pelo 
atalizador (K);Ts(x; t) = temperatura do s�olido (paredes 
erâmi
as)(K);Cgi(x; t) = 
on
entra�
~ao do 
omposto i na 
orrente gasosa (mol=
m3);Csi(x; t) = 
on
entra�
~ao do 
omposto i nas paredes s�olidas (mol=
m3);a = fator de 
at�alise (J=mol);h(Tg) = 
oe�
iente de difus~ao do 
alor ( J
m2�s�K );C(Ts) = 
alor espe
���
o do s�olido (parede 
erâmi
a)( J
m2�s );w(t) = taxa de 
uxo de massa gasosa pelo 
atalizador ( J
m2�s�K );Kmi=
oe�
iente de transferên
ia de massa para o 
omposto i ( J
m2�s�K ).Valores espe
���
os destas 
onstantes s~ao en
ontrados em ([Cav 85℄).Ao ignorarmos a transferên
ia de 
alor entre 
anais adja
entes do 
atalizador, oseguinte Sistema de Equa�
~oes Diferen
iais Par
iais �e estabele
idoC(Ts)�Ts�t = ��2Ts�x2 + h(Tg)(Tg � Ts) + a(R1 +R2 +R3) (1.5)w(t)�Tg�x = h(Tg)(Ts � Tg) (1.6)�w(t)�Cg1(x; t)�x = Km1(Cg1 � Cs1) (1.7)�w(t)�Cg2(x; t)�x = Km2(Cg2 � Cs2) (1.8)�w(t)�Cg3(x; t)�x = Km3(Cg3 � Cs3) (1.9)�w(t)�Cg4(x; t)�x = Km4(Cg4 � Cs4) (1.10)para 0 < x < 1; t > 0, onde x = 0 �e o ponto ini
ial do 
onversor. Assumimos que o 
onversor �emuito longo, isto �e, ele o
upa todo o intervalo 0 < x <1.A rea�
~ao qu��mi
a entre os gases na superf��
ie s�olida e o volume gasoso em 
uxo �eexpressa pelas equa�
~oes alg�ebri
asKmi(Tg)(Cgi � Csi) = aRi(Ts; Cs) (i = 1; :::4) (1.11)onde os Ri s~ao as taxas de rea�
~ao de�nidas a
ima.
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A fun�
~ao w(t) �e 
onhe
ida, bem 
omo as 
ondi�
~oes de fronteira: para t > 0Ts(0; t) = S(t) (1.12)[Cg1; Cg2; Cg3; Cg4℄(0; t) = (C1; C2; C3; C4)(t) (1.13)Tg(0; t) = T0(t) (1.14)e a 
ondi�
~ao ini
ial: para 0 < x <1 Ts(x; 0) = T 0s (1.15)onde T 0s 
onstante positiva.1.2 O Problema de Controle �OtimoO objetivo do 
onversor 
atal��ti
o �e diminuir a 
on
entra�
~ao dos v�arios tipos de polu-ente na sa��da do es
apamento dos ve��
ulos. Entretanto, a pr�ati
a nos revela que tal equipamentosomente fun
iona bem quando as temperaturas do sistema motor-
atalizador-es
apamento s~ao ele-vadas, e n~ao h�a nada de espantoso nisso, pois sabemos que esta �e uma 
ara
ter��sti
a dos pro
essosqu��mi
os. Mas o que fazer ent~ao , uma vez que as situa�
~oes em que realmente pre
isamos de umbom desempenho do 
atalizador s~ao exatamente aquelas onde a temperatura de suas paredes s~aobaixas ? Tal a
onte
e, por exemplo, na partida a frio que damos em nosso autom�ovel no in��
io dodia. Te
ni
amente, o problema prin
ipal resulta do fato que, sem estrat�egia de 
ontrolealguma, quando ligamos o autom�ovel pela primeira vez no dia, o equipamento est�a frio e a temper-atura da parede 
erâmi
a �e de aproximadamente 300oK (27oC) (pa��ses tropi
ais), e nessa situa�
~aoas taxas de rea�
~ao s~ao baixas e o pro
esso �e ine�
iente. Dessa forma, al�em de haver queima im-perfeita do 
ombust��vel, que �e 
ara
ter��sti
a da partida a frio de motores de 
ombust~ao interna eque lan�
a no ar 
ompostos altamente t�oxi
os, nosso equipamento est�a frio e n~ao 
onsegue trabal-har bem dado seu prin
��pio de fun
ionamento. Tal exemplo se apli
a a outras situa�
~oes , onde, damesma forma, o 
atalizador n~ao 
onsegue trabalhar bem quando o motor trabalha mal ( 
ombust~aoimperfeita ).A estrat�egia de 
ontrole �e simples, ao ini
iarmos a partida a frio do autom�ovel, aque-
emos me
ani
amente a se
�
~ao x = 0 do modelo 
atalizador e ent~ao podemos 
ontrolar as taxas derea�
~ao em toda a extens~ao das paredes gra�
as �a propaga�
~ao do 
alor pela estrutura 
erâmi
a. Umavez que podemos 
ontrolar tais taxas, podemos, ao menos teori
amente, minimizar a 
on
entra�
~aode poluente mesmo enquanto a temperatura do motor ainda �e baixa, melhorando o desempenhodo 
atalizador. Quanto maior a temperatura das paredes 
erâmi
as, que v~ao aque
endo progres-sivamente, menor nossa a�
~ao 
ontroladora, e assim esperamos que no instante �nal t0 do intervalode aque
imento, nossa interferên
ia 
esse.Matemati
amente, des
revemos nossa a�
~ao 
ontroladora porTs(0; t) = 300 + S(t) (1.16)S(t) = fun�
~ao de 
ontroleO objetivo �e reduzir a 
on
entra�
~ao Cgi em x = L. Uma vez que 
ada esp�e
ie de poluente
onta diferentemente em um teste normativo para 
ontrole de polui�
~ao , queremos minimizar umexpress~ao da forma J(S) = 3Xj=1 �j Z t00 Cgj(L; t)dt ; �1 + �2 + �3 = 1 (1.17)
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onde os �j s~ao pesos espe
i�
ados para 
ada poluente de 
on
entra�
~ao Cgj .Para 
ada es
olha de fun�
~ao de 
ontrole S(t), devemos resolver o sistema de equa�
~oes(1.5)-(1.10) e ent~ao 
omputar a express~ao em (1.17), que 
hamamos de fun
ional de 
on
entra�
~oes(fun
ional de 
usto no 
ontexto da otimiza�
~ao ).Queremos ent~ao , dada a fun�
~ao 
ont��nua w(t) no intervalo de aque
imento (0; t0), que
ara
teriza o fun
ionamento do motor (lembramos que w(t) �e a taxa de 
uxo de massa atrav�es dosistema), en
ontrar a fun�
~ao S�(t) que minimiza a 
on
entra�
~ao de poluente na sa��da do equipa-mento e que depende n~ao lo
almente de w(t). N~ao existe qualquer tipo de retro-alimenta�
~ao(feedba
k) em nossa estrat�egia, 
omo se poderia, perfeita e li
itamente, pensar. O que n�os quere-mos �e apenas uma 
alibragem �otima S�(t) que minimize (1.17) para 
ada w(t), ou seja, para 
adaregime de fun
ionamento espe
���
o do motor do autom�ovel.Vamos introduzir o 
onjunto A de fun�
~oes de 
ontrole admiss��veis.A = fS(t) 2 C1((0; t0)); 0 � S(t) � N; Z to0 S(t)dt �Mg (1.18)As 
onstantes N e M representam restri�
~oes me
âni
as impostas aos 
ontroles S(t),e s~ao dados do problema; em termos pr�ati
os, traduzem limita�
~oes de natureza material, poisobviamente temperaturas arbitrariamente elevadas n~ao s~ao suportadas, e limita�
~oes de 
ar�aterenerg�eti
o, dado que nossa quota de energia para exe
utar tal tarefa �e limitada e dever�a serreposta, de alguma forma, at�e a pr�oxima igni�
~ao a frio do autom�ovel, por exemplo.Assim, estamos interessados em resolver o seguinte problema de Controle �Otimo, pro-posto em [Fri 94℄, en
ontrar S� tal que J(S�) = minS2A J(S).1.3 Um modelo simpli�
adoA solu�
~ao do problema de 
ontrole para o modelo (1.5)-(1.10) demanda um esfor�
o
omputa
ional muito grande. Nosso objetivo aqui �e 
onsiderar uma vers~ao mais simples de (1.5)-(1.10) mas que ainda mantenha os aspe
tos te�ori
os e 
omputa
ionais importantes desse modelo.Hip�oteses:1. h(Tg) = 0 : negligen
iamos a difus~ao da temperatura da massa gasosa, uma vez queo 
uxo atrav�es do 
atalizador �e muito grande e ent~ao os efeitos difusivos podem serdesprezados.2. temos apenas um elemento poluente 
om 
on
entra�
~ao 
 = 
s no s�olido e 
 = 
g novolume gasoso.3. as taxas de rea�
~ao s~ao nulas em Ts = 300oK : R(Ts; 
s) = (Ts � 300)
s4. � = 1; a = 1; C(Ts) � C;Kmi � 1Para �ns de re-equa
ionamento, es
revemos T = Ts � 300; u = 
g, e ent~ao temosC �T�t = �2T�x2 + T
s
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�w(t)�u�x = u� 
su� 
s = T
s , Kmi(Tg)(
g � 
s) = a(Ts � 300)
s ) 
s = u1 + TSegue o sistema de E.D.P. n~ao-linearesC �T�t = �2T�x2 + T1 + T u; 0 < x < 2L; 0 < t � t0 (1.19)�w(t)�u�x = T1 + T u (1.20)para 0 < x < 2L; 0 < t � t0, e que têm a
opladas as 
ondi�
~oes de fronteira:T (x; 0) = 0 u(0; t) = u0 > 0 (1.21)T (0; t) = S(t) (termo de 
ontrole) (1.22)T (x; t)! 0 ao x!1 0 � t � t0 (1.23)Nosso problema ent~ao �e en
ontrar o 
ontrole S�(t) que minimize o fun
ionalJ(S) = Z t00 u(L; t)dtonde S(t) e u(x; t) se rela
ionam pelas equa�
~oes (1.19)-(1.22) de�nidas agora no dom��nio limitadoM = (0; 2L)� (0; t0) e onde (1.23) �e substitu��da pela equa�
~aoT (2L; t) = 0 8t 2 [0; t0℄; (1.24)tais ajustes em rela�
~ao a (1.19)-(1.23) s~ao ne
ess�arios j�a pensando-se na algoritmiza�
~ao de umpro
edimento de solu�
~ao de tal problema de fronteira.De (1.20)-(1.21) obtemos queu(x; t) = u0 exp �� Z x0 1w(t) � T1 + T (y; t)dy�e lembramos que w(t) > 0 8t 2 [0; t0℄.Da��, eviden
ia-se que o termoT1 + T u = f(T ) = f(x; t)em (1.19) �e realmente um operador em T . Assim, podemos 
onsiderar, para prop�ositos de an�alise,a equa�
~ao (1.19) 
omo sendo da forma de uma equa�
~ao de difus~ao n~ao linear�T�t = 1C �2T�x2 + f(T ): (1.25)
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2 AN�ALISE DO MODELO.No 
ap��tulo anterior, foi indi
ado que a parte evolutiva do modelo simpli�
ado desen-volvido na se�
~ao (1.3) pode ser 
onsiderada 
omo uma equa�
~ao do tipo parab�oli
o n~ao linearTt = 1C 4 T + f(T )onde 4 denota o Lapla
iano n-dimensional e onde C > 0 �e a 
onstante de difus~ao do 
alor,
ara
ter��sti
a do problema. Este tipo de equa�
~ao tem 
onquistado aten�
~ao matem�ati
a devido asuas variadas e abrangentes apli
a�
~oes em engenharia, qu��mi
a e f��si
a, tanto no 
aso transientequanto no 
aso esta
ion�ario 1C 4 T + f(T ) = 0.Maiores referên
ias podem ser en
ontradas em [Smo 83℄.Nosso primeiro prop�osito ser�a um estudo sobre a existên
ia e a uni
idade de solu�
~oespara o problema ini
ial de fronteira j�a de�nido na se�
~ao (1.3) para 
ada 
ontrole S(t) 2 C((0; t0))e para 0 < x < 2L; 0 < t � t0 C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u (2.1)�w(t)�u�x = T1 + T u (2.2)T (x; 0) = 0; u(0; t) = uo > 0; T (0; t) = S(t) (2.3)T (2L; t) = 0 8t 2 (0; t0): (2.4)Mostraremos na se�
~ao (2.1) que existe uma equivalên
ia entre o problema re
�em 
itado (quandodesa
oplado das 
on
entra�
~oes u) e o problema de�nido pela equa�
~ao integralT (x; t) = Z t0 Z 2L0 G(x; t� �; y)f(T (y; �))dyd� � 1C Z t0 Gy(x; t� �; 0)S(�)d� (2.5)onde G �e um n�u
leo de Green de�nido sobre M = (0; 2L) � (0; t0), para fun�
~oes f(T ) e S(t)
ontinuamente diferen
i�aveis.Nosso objetivo aqui �e estabele
er existên
ia e uni
idade para (2.1)-(2.4). Muito emboraa metodologia 
l�assi
a nos 
onduza �a quest~oes de existên
ia, estimativas e regularidade de solu�
~oesde problemas ini
iais de valores na fronteira, no 
ontexto dos espa�
os fun
ionais de Sobolev, e estejaamparada em alguma variante do Prin
��pio do M�aximo para equa�
~oes diferen
iais parab�oli
aspara assegurar a uni
idade, nossa estrat�egia ser�a estabele
ida num 
ontexto e numa metodologiaalternativa. Nosso alvo passa a ser ent~ao o estudo da formula�
~ao integral e sua an�alise atrav�es daTeoria das Equa�
~oes Integrais de Hammerstein e no 
ontexto dos espa�
os fun
ionais ordenados.Nosso segundo prop�osito ser�a apresentar alguns resultados e lemas 
on
ernentes �aquest~ao do problema de otimiza�
~ao estabele
ido na se�
~ao (1.3), e no 
ontexto da Teoria dos Espa�
osde Bana
h Convexos.
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2.1 Uma representa�
~ao integral desa
oplada.Considere o problema de 
ontorno�T�t = 1C �2T�x2 + f(x; t) 0 < x < 2L; t > 0 (2.6)T (0; t) = h(t); t > 0 (2.7)T (x; 0) = T0(x); 0 < x < 2L (2.8)T (2L; t) = 0 (2.9)o qual possui uma fun�
~ao de Green (ver [But 82℄)G0(x; t; y) = 1L 1Xn=1 sin n�x2L sin n�y2L exp�� (n�)24L2 1C � t� (2.10)onde C > 0; f(x; t); h(t); To(x) s~ao fun�
~oes 
ontinuamente diferen
i�aveis.A seguir, estabele
eremos uma representa�
~ao integral para a solu�
~ao do problemade 
ontorno (2.6)-(2.9), e ent~ao derivaremos uma express~ao integral para a solu�
~ao das equa�
~oes(2.1)-(2.4).2.1.1 Lema (representa�
~ao integral).Para fun�
~oes f(x; t); h(t); T0(x) su�
ientemente regulares, a solu�
~ao das equa�
~oes (2.6)-(2.9) tem a formaT (x; t) = Z t0 Z 2L0 G(x; t� � ; t)f(y; �)dyd� � 1C Z t0 Gy(x; t� � ; 0)h(�)d� + Z 2L0 G(x; t; y)T0(y)dy(2.11)Prova: De�nimos, para t 2 (0; t0)w(x; �) = Z 2L0 G(x; �; y)T (y; t)dy:Pela de�ni�
~ao de n�u
leo, temos T (x; t) = lim�!0w(x; �) (2.12)e ent~ao observamos que Gt(x; t; y)�Gxx(x; t; y) = 0 8x; y 2 (0; 2L); t 2 (0; t0) impli
a quew�(x; �)� wxx(x; �) = 0 8x; � > 0w(x; 0) = T (x; t)Fixamos x; t; � > 0;
 = (0; 2L)� (0; t).De�nimos v(y; t) = G(x; t+ �� t; y); 0 � y � 2L; 0 � t � tTemos ent~ao



20Z
 v(y; t)f(y; t)dydt = Z
 v(y; t)�Tt(y; t)� 1CTyy(y; t)� dydt =� Z t0 Z 2L0 T �vt + 1C vyy� dydt+ Z 2L0 T (y; t)v(y; t)dy � Z 2L0 T (y; 0)v(y; 0)dy�1C Z t0 [v(0; t)Ty(0; t)� T (0; t)vy(0; t) + v(2L; t)Ty(2L; t)� T (2L; t)vy(2L; t)℄ dt =�0 + Z 2L0 G(x; �; y)T (y; t)dy � Z 2L0 G(x; t+ �; y)T0(y)dy �1C Z t0 �G(x; t� t+ �; 0)Ty(0; t)�Gy(x; t� t+ �; 0)h(t)� dt+ 0� 0e desta forma podemos es
reverZ 2L0 G(x; �; y)T (y; t)dy = Z t0 Z 2L0 G(x; t + �� t; y)f(y; t)dydt+Z 2L0 G(x; t+ �; y)T0(y)dy � 1C Z t0 Gy(x; t+ �� t; 0)h(t)dte �nalmente, fazendo �! 0 e usando (2.12) temosT (x; t) = Z t0 G(x; t � t; y)f(y; t)dydt+ Z 2L0 G(x; t; y)T0(y)dy � 1C Z t0 Gy(x; t� t; 0)h(t)dte ent~ao a solu�
~ao T (x; t) de (2.6)-(2.9) �e dada por (2.11) , o que demonstra o Lema.� Como, por (2.2), obtemos a expres~aou(x; t) = u0 exp�� Z x0 1w(t) T1 + T (y; t)dy� (2.13)e podemos es
rever ent~ao 1C Tu1 + T = f(T ), onde f �e um fun
ional de T , devido �a sua dependên
ian~ao-lo
al. O Lema a
ima justi�
a ent~ao utilizarmos a representa�
~ao integral impl��
itaT (x; t) = Z t0 Z 2L0 G0(x; t� � ; y)f0(T )(y; �)dyd� � k(x; t) (2.14)onde k(x; t) = 1C Z t0 Gy(x; t� � ; 0)S(�)d� , para a solu�
~ao do modelo (2.1)-(2.4), e onde o termof0(T (x; t)) = u0C T1 + T (x; t) exp �� Z x0 T1 + T (s; t)ds� (2.15)�e obtido substituindo-se (2.13) em (2.1).
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2.2 Uma apli
a�
~ao da Teoria das Equa�
~oes deHammerstein.Nesta se�
~ao , mostraremos 
omo a Teoria das Equa�
~oes de Hammerstein, desenvolvidano 
ontexto dos Espa�
os de Bana
h Ordenados, pode ser apli
ada 
om vistas a forne
er resultadosque assegurem a existên
ia e a uni
idade da solu�
~ao de nosso problema integral (2.14) para todo
ontrole S(t) 2 C1((0; t0)), e para f0(T ) de�nido por (2.15), G0 de�nido em (2.10).Podemos reduzir a equa�
~ao (2.14) a forma de HammersteinV (x; t) = Z t0 Z 2L0 G(x; t� � ; y)h(V (y; �))dyd�; V 2 X = C(M ); (2.16)onde V (x; t) = T (x; t) + k(x; t); h(V ) = f0(V � k). Al�em disso, a redu�
~ao a
ima preserva 
omo es-trutura da apli
a�
~ao h : X �! X algumas hip�oteses fundamentais, feitas originalmente sobre f(T ),que v~ao garantir a uni
idade de solu�
~oes de (2.16), 
omo monotoni
idade estrita e sublinearidadeestrita, e uma vez que tais 
ara
ter��sti
as n~ao se perdem por transla�
~oes .De maneira abstrata, temos uma equa�
~ao do tipoV = KH(V ) (2.17)onde (Kv)(x) = ZM G(x; y)v(y)dy (2.18)H(v)(x) = h(x; v(x)) (2.19)algumas vezes 
hamado operador de Nemy
kii.Primeiro, introduziremos uma rela�
~ao de ordem no espa�
o fun
ional de Bana
h X =C(M). Para tal, de�nimos um 
one de ordem X+ e ent~ao diremosU � V se V � U 2 X+; U; V 2 X .U � V se V � U 2 int(X+); U; V 2 X .Podemos ent~ao de�nir sub e supersolu�
~oes U0 e V0 porU0 � KH(U0)V0 � KH(V0)e 
uja existên
ia �e garantida por meio do Lema (A-1.1.17) em apêndi
e.Uma ne
essidade que surge �e garantir a validade as seguintes hip�oteses:(N) X+, o 
one de ordem sobre X , �e normal;(P) K : D(K)! X �e um operador fortemente positivo.A primeira hip�otese, que traduz uma 
ompatibilidade entre a de�ni�
~ao de 
one deordem e a norma introduzida sobre X e signi�
a que existe um n�umero 
 > 0 tal que0 � V � U ) kV k � 
kUk 8U; V 2 X ,impli
ar�a ( proposi�
~ao (A-1.1.4) ) que todo intervalo de ordem [U; V ℄ �e limitado.A segunda hip�otese, que signi�
a que (ver de�ni�
~ao (A-1.1.3))V � 0) K(V )� 0; V 2 D(K),n~ao �e natural no 
ontexto de problemas de fronteira, uma vez que a imagem do operador Kn~ao 
ont�em um ponto interior ao 
one de ordem natural C+(M), mas sim um ponto na sua
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fronteira, uma vez que o n�u
leo G0(x; t; y) de�nido em (2.10) �e positivo dado que tal 
ara
ter��sti
asimplesmente traduz a validade do Prin
��pio do M�aximo sobre M para problemas parab�oli
os. 1Para validarmos ambas hip�oteses a
ima, �e um pro
edimento 
l�assi
o de�nir o espa�
oXe = fx 2 X : existe real a > 0 tal que �ae � x � aeg;
om norma kxke = inffa > 0 : �ae � x � aeg e 
one de ordem Xe+ = X+TXe, onde X+ =C+(M), e e > 0 �e a solu�
~ao de (2.14) para f � 1. De�nimos ent~ao K : D(K)! Xe, e neste novo
ontexto K �e fortemente positivo.Segundo, dados U0; V0 sub e supersolu�
~oes , respe
tivamente,e sob a hip�otese de Hmon�otono 
res
ente ( U � V ) H(U) � H(V ) ) , de�nimos uma sequên
ia de subsolu�
~oes Un euma sequên
ia de supersolu�
~oes Vn:Un+1 = KH(Un); Vn+1 = KH(Vn) (2.20)que 
onvergir~ao , pelo teorema (A-1.1.14) �a menor solu�
~ao U e �a maior solu�
~ao V de (2.16),respe
tivamente, 
omo sequên
ias mon�otonas e limitadas sup ou inferiormente.O ter
eiro passo, a uni
idade dos limites Un e Vn, ser�a assegurada sob as hip�oteses demonotoni
idade 
res
ente estrita do operador H ( assegurada pelo Lema (A-1.1.19) para L � 1=2), positividade forte do operador 
ompa
to linearK e sublinearidade estrita do operadorH ( Lema(A-1.1.18) ): 8� 2 (0; 1) H(�V ) > �H(V )(ver de�ni�
~ao (A-1.1.11) ). Assim, a uni
idade da solu�
~ao da equa�
~ao (2.16), e 
onsequentementeda equa�
~ao (2.14), �e assegurada para L � 1=2.2.3 Sobre a existên
ia e a uni
idade do 
ontrole�otimo.2.3.1 Um problema de 
ontrole simpli�
ado e sua solu�
~ao .Pode ser en
ontrada em [Fri 94℄ a deriva�
~ao da solu�
~ao �otima S�(t) para um 
asosimpli�
ado 
om hip�oteses bastante fortes e num espa�
o mais amploA = fS(t); 0 � t � to;S(t) �e 
ontinua por tre
hos e 0 � S(t) � N; Z t00 S(t)dt �Mgque agora des
reveremos. Tro
aremos (2.1) pela equa�
~ao do 
alor abaixo (onde C = 1; L =1 porsimpli
idade) �T�t = �2T�x2 ; 0 < x <1; t > 0 (2.21)1N~ao apresentaremos neste trabalho uma prova do Prin
��pio do M�aximo para equa�
~oesparab�oli
as, uma vez que tal no�
~ao est�a intr��nse
a nas hip�oteses e resultados de positividade doapêndi
e . Referên
ias podem ser en
ontradas em [Zei1 85℄, pag 337, problemas 7.2d e 7.2g .
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A hip�otese assumida �e que o termo Tu(y; t) �e muito pequeno se 
omparado 
om �T�t ou �2T�x2 .Tamb�em assumimos que T (x; t)! 0 ao x!1. Ent~ao, pela representa�
~ao integral da solu�
~ao daequa�
~ao do 
alor n~ao -homogênea (2.11)T (x; t) = Z t0 xp4�(t� �)3=2 exp�� x24(t� �)�S(�)d� (2.22)A seguir, simpli�
amos a express~ao do fun
ionalJ(S) = Z t00 exp � Z L0 T (y; t)1 + T (y; t)dy! dt (2.23)observando que podemos es
reverJ(S) ' u0 Z t00 [1� T (y; t)dy℄ dte que para 
hegarmos a tal aproxima�
~ao �zemos a hip�otese forte que T (x; t)� 1 e ent~aoA = T (x; t)1 + T (x; t)�e pequeno tal que exp(�A) ' 1�A.De�nindo o fun
ionalJ0(S) = u0 Z t00 Z 10 T (y; t)dydt (2.24)nosso problema ent~ao �e equivalente a� en
ontrar S� tal que J0(S�) = maxS2A J0(S).Assumimos queNt0 > M , isto signi�
a que n~ao h�a energiaM su�
iente para manter a temperaturaT (0; t) em seu valor m�aximo admiss��vel N durante todo o intervalo [0; t0℄. Assim, devemos gastara energia dispon��vel sabiamente.2.3.2 Teorema ( Solu�
~ao �Otima )Existe uma �uni
a solu�
~ao �otima S0(t) que minimiza (2.24) e ela �e dada por:S0(t) = � N; se 0 � t � ~t0; se ~t < t � t0 (2.25)onde N~t =M .Prova: Se substituirmos (2.22) em (2.24) obteremosJ0(S) = u0 Z t00 dt Z t0 S(�)d� Z 10 xp4�(t� �)3=2 exp�� x24(t� �)� dx =
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= 2u0p4� Z t00 dt Z t0 S(�)24exp�� x24(t��)�pt� � 35x=1x=0 d�= 2u0p4� Z t00 S(�)d� Z t0� dtpt� � = 4u0p4� Z t00 pt0 � �S(�)d�Uma vez que a fun�
~ao pt0 � � �e estritamente mon�otona de
res
ente em � , a �ultima integral �emaximizada se e somente se S(t) satisfaz (2.25).2.3.3 Existên
ia e uni
idade no 
aso geral.Colo
aremos nesta subse�
~ao algumas quest~oes rela
ionadas �a existên
ia e uni
idadede nosso objetivo neste trabalho: o 
ontrole �otimo S�(t) que minimizaJ(S) = Z t00 u(L; t)dt (2.26)onde S(t) e u(x; t) se rela
ionam pelo sistema em (0; 2L)� (0; t0)C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u (2.27)�w(t)�u�x = T1 + T u (2.28)T (x; 0) = 0 u(0; t) = u0 > 0; T (0; t) = S(t) (2.29)T (2L; t) = 0; 0 < t � t0 (2.30)onde w(t) � r > 0 8t 2 (0; t0) e sobre o espa�
o de 
ontroles admiss��veisA = fS(t) 2 C1((0; t0); 0 � S(t) � N; Z t00 S(t)dt �Mg (2.31)j�a men
ionado nos 
ap��tulos anteriores.Sob a hip�otese de A fra
amente sequen
ialmente 
ompa
to, podemos assegurar queo fun
ional J(S) possui m�aximo e m��nimo sobre A. Maiores detalhes, in
lusive a de�ni�
~ao de
onjuntos fra
amente 
ompa
tos, podem ser en
ontrados em [Zei3 85℄, p�ag 152.Con
lus~oes a
er
a da uni
idade do 
ontrole �otimo demandariam hip�oteses 
l�assi
as de
onvexidade estrita do fun
ional J(S), as quais n~ao podem ser asseguradas dada a 
omplexidadeda apli
a�
~ao u : S 7! u(S). A uni
idade do 
ontrole �otimo S�(t) 2 A , portanto e at�e o presentemomento, n~ao pode ser assegurada.
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3 AS T�ECNICAS COMPUTACIONAIS.O problema de 
ontrole �otimo de�nido em (1.3), por ser um problema de otimiza�
~aosujeita �a restri�
~oes em um espa�
o in�nito-dimensional, o espa�
o A ent~ao de�nido, pre
isar�a ne
-essariamente ser reformulado a �m de ser resolvido algoritmi
amente por meio de pro
edimentos
omputa
ionais de bus
a ao 
ontrole �otimo S�(t) 2 A.Dessa forma, faz-se ne
ess�ario aproximar o espa�
o A dos 
ontroladores admiss��veisde modo a termos um problema 
omputa
ionalmente resolv��vel e 
uja solu�
~ao �e ~S�(t). Para tal,seguindo um pro
edimento 
l�assi
o em matem�ati
a apli
ada, de�nimos os espa�
os de interpola�
~aonp-segmentada ~Anp, 2(np + 1) dimensionais, densos no espa�
o A, ou seja, toda fun�
~ao S(t) 2A pode ser arbitrariamente aproximada por uma sequên
ia de fun�
~oes ~S(t) 2 Snp ~Anp. Destaforma, a solu�
~ao S�(t) pode ser satisfatoriamente aproximada pela solu�
~ao ~S�(t) 2 ~Anp para npsu�
ientemente grande, e neste sentido justi�
amos ver em ~S�(t) uma solu�
~ao para o problemade�nido em (1.3).A se�
~ao (3.1) des
reve a ponte que 
onduz e norteia a estrat�egia a
ima, e assim pos-sibilita a reformula�
~ao de (1.3), apresentada na se�
~ao (3.2). A se�
~ao (3.3) des
reve a t�e
ni
a dedis
retiza�
~ao empregada na solu�
~ao 
omputa
ional a que nos propomos. As se�
~oes (3.4)-(3.5) de-s
revem algumas tarefas 
uja implementa�
~ao se faz ne
ess�aria. Os espa�
os ~Anp ser~ao de�nidos
omo o universo de interpoladoras 
�ubi
as segmentadas de�nidas no intervalo [0; t0℄ e que per-ten
em ao espa�
o A de 
ontroles admiss��veis, e de�niremos 
omo A
np (�as vezes referido 
omo A
simplesmente) o espa�
o de 
oe�
ientes nodais e tangen
iais asso
iado a ~Anp. Desta forma, 
adafun�
~ao S(t) 2 A �e aproximada por uma 
�ubi
a np-segmentada ~S(t) 2 ~Anp , �a qual asso
iamosbi-univo
amente um vetor de 
oe�
ientes nodais e tangen
iais 
s 2 A
np � <2(np+1). A propostadeste 
ap��tulo �e des
rever um pou
o detalhadamente as prin
ipais t�e
ni
as e m�etodos num�eri
osenvolvidos na algoritmiza�
~ao de nossa tarefa.Uma nota�
~ao que ser�a frequente nas se�
~oes seguintes, e que agora ser�a estabele
ida, �eque o s��mbolo # indi
a algum tipo de aproxima�
~ao num�eri
a, por exemplo,IS = [f(0) + 4f(1=2) + f(1)℄6 :1 = # Z 10 f(x)dx (Simpson)representa uma aproxima�
~ao num�eri
a, obtida pela quadratura de Simpson, para o valor exato daintegral IS .3.1 Um Operador de Interpola�
~ao C�ubi
a emC1([0; L℄).Vamos de�nir um operador em C1([0; L℄).a) Interpoladora 
�ubi
a de 2 n�os.Seja f(x) uma fun�
~ao 
ont��nua, 
om derivada primeira 
ont��nua no intervalo real [a; b℄,ou seja f(x) 2 C1([a; b℄).Sejam dados os parâmetrosya = f(a); yb = f(b)ta = dfdx(a) = f 0(a); yb = dfdx(b) = f 0(b):
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De�nimos a interpoladora 
�ubi
a no intervalo [a; b℄ e sobre o espa�
o de Bana
hC1([0; L℄)�[a;b℄[f ℄(x) = ya (x � b)(2a� b� x)� 2(x� a)2(b� a)2 + 3yb (x� a)2(b� a)2 � ta (x� a)(2x� a� b)b� a (3.1)�tb (x� a)2b� a + 2 � tb + ta2 � yb � yab� a � (x� a)3(b� a)2que veri�
a�[a;b℄[f ℄(a) = ya = f(a); �[a;b℄[f ℄(b) = yb = f(b) (3.2)d�[a;b℄dx [f ℄(a) = ta = f 0(a) (3.3)d�[a;b℄dx [f ℄(b) = tb = f 0(b) (3.4)onded�[a;b℄dx [f ℄(x) = 6(yb � ya)(x� a)(b� a)2 � ta(4x� 3a� b) + 2tb(x� a)h + 6 �tb + ta2 � yb � yab� a � (x � a)3(b� a)2(3.5)d2�[a;b℄dx2 [f ℄(x) = 6(yb � ya)(b� a)2 � 4ta + 2tbb� a + 12 �tb + ta2 � yb � yab� a � (x � a)(b� a)2 (3.6)Seja 	[a;b℄[f ℄ = Z ba �[a;b℄(x)dx a integral de � no intervalo [a; b℄.	[a;b℄[f ℄ = �yah2 Z ba (x� b)(x � a+ h)dx+��2ya(x� a)33h2 + yb(x� a)3h2 � tb(x� a)33h + (tb + ta)(x� a)44h2 � 2(yb � ya)(x � a)44h3 �ba �tah Z ba (x� a)(2x� a� b)dx = 2yah3 � 2yah3 + hyb � h2tb3 + h2(tb + ta)4 � h(yb � ya)2 � h2ta6e ent~ao segue 	[a;b℄[f ℄ = ya + yb2 (b� a) + ta � tb12 (b� a)2 (3.7)b) Interpoladora C�ubi
a nos (n+1) n�os fx0; x1; :::; xngSeja a parti�
~ao regular, de espa�
amento h, do intervalo [0; L℄fx0 = 0; x1; x2; :::; xn�1; xn = Lg.Sendo yi = f(xi); di = f 0(xi), de�nimos�n[0;L℄[f ℄(x) = yi�1 (x� xi)(2xi�1 � xi � x)� 2(x� xi�1)2h2 + 3yi (x � xi�1)2h2 (3.8)�di�1 (x� xi�1)(2x� xi�1 � xi)h � di (x � xi�1)2h + 2(di + di�12 � yi � yi�1h ) (x� xi�1)3h2para algum i; 1 � i � n, tal que xi�1 � x < xi.A interpoladora est�a determinada pelos 2(n+ 1) valores nodaisfy0; y1; :::; yn; d0; d1; :::; dng.
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Desta forma est�a estabele
ida a 
orrespondên
ia[y0; y1; :::; yn; d0; d1; :::; dn℄ ! Interpoladora C�ubi
a para f(x) no [0; L℄.Mais pre
isamente, dizemos Interpoladora C�ubi
a Segmentada no [0; L℄, uma vez queest�a de�nida em 
ada um dos segmentos [xi�1; xi℄, portanto n~ao tendo uma de�ni�
~ao global emtodo o intervalo [0; L℄.
) A integral nos (n+ 1) n�os fx0; x1; :::; xng.Seja 	L = Z L0 �[0;L℄[f ℄(x)dx. Usando a express~ao (3.7) obtemos	 = hy02 + y1 + y2 + :::+ yn�1 + yn2 ih+ [d0 � dn℄h212 (3.9)d) A dependên
ia param�etri
a de m�aximos lo
ais da interpoladora.Dados os parâmetros de interpola�
~ao a; b; ya; yb; ta; tb; h = b� a, sabemos que a inter-poladora �(x) de�nida em (3.1) exibe um m�aximo lo
al x no intervalo (a; b).Queremos determinardFya = d�dya (x); dFyb = d�dyb (x); dF ta = d�dta (x); dF tb = d�dtb (x)a �m de 
omputar os normais de superf��
ie, 
onforme ser�a expli
ado na subse�
~ao(4.3.3). Equa
ionando d�dx (x) = 0, e usando a express~ao (3.5) temos6h(yb� ya)(x� a)�h2ta(4x� 3a� b)� 2h2tb(x� a)+ 3h(tb+ ta)(x� a)2� 6(yb� ya)(x� a)2 = 0e ent~ao[3h(tb + ta)� 6(yb � ya)℄x2 + [6h(yb � ya)� 4h2ta � 2h2tb � 6ha(tb + ta) + 12a(yb � ya)℄x+ [(3a+b)h2ta + 2ah2tb � 6ha(yb � ya) + 3ha2(tb + ta)� 6a2(yb � ya)℄ = 0de�nimos P = 3h(tb + ta)� 6(yb � ya)Q = 6h(yb � ya)� 2h2(2ta + tb)� 6ha(tb + ta) + 12a(yb � ya)R = (3a+ b)h2ta + 2ah2tb � 6ha(yb � ya) + 3ha2(tb + ta)� 6a2(yb � ya)e temos ent~ao Px2 +Qx+R = 0, x = �Q�pQ2 � 4PR2P : (3.10)Prosseguimos, derivando as equa�
~oes que de�nem P;Q;R, respe
tivamente,
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dPdya = 6 dPdyb = �6 dPdta = 3h dPdtb = 3hdQdya = �(6h+ 12a) dQdyb = 6h+ 12a dQdta = �6ha� 4h2 dQdtb = �6ha� 2h2dRdya = 6ha+ 6a2 dRdyb = �6ha� 6a2 dRdta = (3a+ b)h2 + 3ha2 dRdtb = 2ah2 + 3ha2A deriva�
~ao impl��
ita de (3.10) permite-nos es
reverx2 + 2Px dxdP +Q dxdP = 0) dxdP = �x22Px+Q (3.11)2Px dxdQ + x+Q dxdQ = 0) dxdQ = �x2Px+Q (3.12)2Px dxdR +Q dxdR + 1 = 0) dxdR = �12Px+Q (3.13)e pela derivada da 
omposi�
~ao , temosdxdya = dxdP dPdya + dxdQ dQdya + dxdR dRdya dxdyb = dxdP dPdyb + dxdQ dQdyb + dxdR dRdybdxdta = dxdP dPdta + dxdQ dQdta + dxdR dRdta dxdtb = dxdP dPdtb + dxdQ dQdtb + dxdR dRdtbProsseguindo, obtemosdFya = d�dya (x) = (x� b)(2a� b� x)� 2(x� a)2h2 + �0(x) � dxdya + 2(x� a)3h3 (3.14)dFyb = d�dyb (x) = 3(x� a)2h� 2(x� a)3h3 + �0(x) � dxdyb (3.15)dF ta = d�dta (x) = (x � a)3 � (x � a)(2x� a� b)hh2 + �0(x) � dxdta (3.16)dF tb = d�dtb (x) = (x � a)3 � h(x� a)2h2 + �0(x) � dxdtb (3.17)3.2 Problema de otimiza�
~ao em espa�
o dedimens~ao �nita.Seja �np[0;L℄[f ℄(t) operador de interpola�
~ao 
�ubi
a np-segmentada no intervalo [0; L℄.Notaremos~S(t) = �np[S℄(t) = �np(t) � 
S ; 
S = [
0; 
1; :::; 
np; 
np+1; :::; 
2np+1℄T 2 <2(np+1) (3.18)Nosso problema �e en
ontrar 
s� 2 <2(np+1) tal que~S�(t) = �np(t) � 
S��e a proje�
~ao da solu�
~ao S� do problema de 
ontrole �otimo de�nido na se�
~ao (1.3) no espa�
o dasInterpoladoras C�ubi
as np-segmentadas no intervalo [0; L℄, ou seja,
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J(�np � 
S�) = min
S2A
 J(�np � 
S)onde de�nimosA
 = f
S 2 <2(np+1) : min0�t�t0�np(t) � 
s � 0; max0�t�t0�np(t) � 
s � N ; Z t00 �np(t) � 
sdt �MgNosso problema de 
ontrole �e, desta forma, rees
rito:� en
ontrar 
S� 2 A
 � <2(np+1) tal que~J(
S�) = min
S2A
 ~J(
S) def= min��
S2A J(� � 
S) def= min~S2A J( ~S) = min~S2A Z t00 u(L; t)dt (3.19)e onde u(x; t) e ~S(t) se rela
ionam pelo sistema n~ao linear em (0; 2L)� (0; t0):C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u� ~w(t)�u�x = T1 + T uT (x; 0) = 0 u(0; t) = uo > 0 ~w(t) fun�
~ao dadaT (0; t) = ~S(t)T (2L; t) = 0 8t 2 [0; t0℄3.3 Resolu�
~ao do sistema de equa�
~oes pordiferen�
as �nitas.Nosso pr�oximo passo �e estabele
er 
omo resolver numeri
amente as Equa�
~oes Difer-en
iais Par
iais que de�nem de uma forma impl��
ita as 
on
entra�
~oes u(x; t) em termos da fun�
~aode 
ontrole ~S(t). Tais equa�
~oes foram de�nidas na se�
~ao (3.2) e agora têm 
ondi�
~oes de 
ontornomais adequadas �a implementa�
~ao num�eri
a.C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u (3.20)� ~w(t)�u�x = T1 + T u (3.21)T (x; 0) = 0; 0 � x � 2L (3.22)T (0; t) = ~S(t); 0 � t � t0 (3.23)u(0; t) = uo > 0; 0 � t � t0 (3.24)T (2L; t) = T 0(2L; t) = 0; 0 � t � t0 (3.25)3.3.1 A Dis
retiza�
~ao das Equa�
~oesPara dis
retizarmos o espa�
o [0; 2L℄� [0; t0℄ de�nimos
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tj = j:k; k = t0=mxi = i:h; h = 2L=2nT ji = T (xi; tj); U ji = U(xi; tj); wj = ~w(tj)e usamos as aproxima�
~oes :��T�t �ji = 11T ji � 18T j�1i + 9T j�2i � 2T j�3i6k = �T�t (xi; tj) +O(k3)��2T�x2 �ji = �T ji�2 + 16T ji�1 � 30T ji + 16T ji+1 � T ji+212h2 = �2T�x2 (xi; tj) +O(h6)��U�x �ji = 11U ji � 18U ji�1 + 9U ji�2 � 2U ji�36h = �U�x (xi; tj) +O(h3)��2T�x2 �j0 = T j0 � 2T j1 + T j2h2 = �2T�x2 (0; tj) +O(h3) = C dSdt (tj)� S(tj)u01 + S(tj) + O(h3)U ji = 3U j�1i � 3U j�2i + U j�3i = u(xi; tj) + O(k3)Es
revemos a equa�
~ao (3.20) em diferen�
as �nitas:i = 1 C dSdt (tj) = T j0 � 2T j1 + T j2h2 + S(tj)u01 + S(tj)i = 2; 2n C 11T ji � 18T j�1i + 9T j�2i � 2T j�3i6k =�T ji�2 + 16T ji�1 � 30T ji + 16T ji+1 � T ji+212h2 + T ji1 + T ji (3U j�1i � 3U j�2i + U j�3i )Temos ent~ao um sistema de 2n equa�
~oes n~ao-lineares:� � T j0 + 2T j1 � T j2 = h2� S(tj)u01 + S(tj) � CS0(tj)� (3.26)� kh2T ji�2 � 16 kh2T ji�1 + (22C + 30 kh2 )T ji � 16 kh2T ji+1 + kh2T ji+2 � 12k T ji U ji1 + T ji (3.27)= 36CT j�1i � 18CT j�2i + 4CT j�3i (i = 2; 2n)Es
revemos a equa�
~ao (3.21) em diferen�
as �nitas:i = 1; 2 U ji � U ji�1h = � T ji U jiwj(1 + T ji )i = 3; 2n
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11U ji � 18U ji�1 + 9U ji�2 � 2U ji�36h = � T ji U jiwj(1 + T ji )Temos ent~ao as re
orrên
ias: 1 + hT jiwj(1 + T ji )!U ji = U ji�1 i = 1; 2 (3.28) 11 + 6hT jiwj(1 + T ji )!U ji = 18U ji�1 � 9U ji�2 + 2U ji�3 i = 3; 2n (3.29)3.3.2 O algoritmo PosseidonApresentamos um algoritmo que resolve as equa�
~oes (3.20)-(3.25) por diferen�
as �ni-tas.ENTRADAfu0; C; np; nw;m; n; 
s(:); 
w(:); t0; Lg� SPC(t; nq; 
q) : interpoladora 
�ubi
a de nq n�os e 
oe�
ientes 
q(:) em t = t;� u0; C: 
on
entra�
~ao ini
ial e 
alor espe
���
o;� m;n: inteiros, de�nem os parâmetros de dis
retiza�
~ao k e h;� 
s(:): vetor real dos (np+ 1) 
oe�
ientes de ~S(t), isto �e, ~S(t) = �np � 
S ;� 
w(:): vetor real dos (nw + 1) 
oe�
ientes de ~w(t), isto �e, ~w(t) = �nw � 
w;� t0; L: de�nem o dom��nio de dis
retiza�
~ao 0 � x � 2L; 0 � t � t0INICIALIZAC� ~AOk  t0=m; h L=n;T�2i  0; U�2i  u0;T�1i  0; U�1i  u0;T 0i  0; U0i  u0;LOOP j=1:mtj  j � k;T j0  SPC(tj; np; 
s);wj  SPC(tj; nw; 
w);U j0  u0; U ji  3U j�1i � 3U j�2i + U j�3i ;Newton[ �T j0 + 2T j1 � T j2 = h2 � S(tj)u01+S(tj ) � CS0(tj)� ;kh2T ji�2 � 16 kh2T ji�1 + (22C + 30 kh2 )T ji � 16 kh2T ji+1 + kh2T ji+2 � 12k T ji Uji1+T ji =
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36CT j�1i � 18CT j�2i + 4CT j�3i ; i = 2 : 2n ℄Loop[  1 + hT jiwj(1 + T ji )!U ji = U ji�1 i = 1; 2 11 + 6kT jiwj(1 + T ji )!U ji = 18U ji�1 � 9U ji�2 + 2U ji�3 i = 3 : 2n ℄Ul(j) U jn;FIM-LOOPRETORNAfUl(j); j = 1 : mg;FIM. A estabilidade do algoritmo PosseidonNosso pr�oximo passo ser�a de�nir pre
isamente a fronteira de estabilidade do algoritmoPosseidon. Na determina�
~ao de T ji , temos as (2n) equa�
~oes n~ao lineares (3.26)- (3.27); assegu-raremos a estabilidade da solu�
~ao T ji pela diagonal-dominân
ia:22C + 30 kh2 � 12kU ji1 + T ji > (1 + 16 + 16 + 1) kh2observando que 22C + 30 kh2 � 12kU ji1 + T ji > 22C + 30 kh2 � 12ku0garantimos a estabilidade da solu�
~ao T ji se22C + 30 kh2 � 12ku0 � 35 kh2 > 34 kh2 , k � 22C5=h2 + 12u0 (3.30)lembramos que k �e o parâmetro de dis
retiza�
~ao no tempo .A despeito da determina�
~ao de U ji pelas equa�
~oes (3.28),(3.29), mostramos que aequa�
~ao em diferen�
as (11 + �i)�i � 18�i�1 + 9�i�2 � 2�i�3 = 0 (3.31)produz solu�
~oes est�aveis se �i > 0.Para tal, seguimos o pro
edimento 
l�assi
o de lo
aliza�
~ao as ra��zes do polinômio 
ar-a
ter��sti
o asso
iado p(�) = (11 + �i)�3 � 18�2 + 9�� 2.Ora, se �i = 0; p0(�) = (� � �0)(� � �1)(� � �2), onde�0 = 1; �1 = 7� {p3922 ; �2 = 7 + {p3922 j�1j = j�2j < 1=2 < 1 (3.32)Para �i � 1 e negligen
iando termos em �3, temos ��i0 = 1 + �, onde(11 + �i)(1 + �)3 � 18(1 + �)2 + 9(1 + �)� 2 = 0) (15 + 3�i)�2 + 3(�i + 2)�+ �i = 0 (3.33)
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e sendo �1; �2 as ra��zes desta equa�
~ao , temos� = �3(2 + �i)� 6p1� 2=3�i � �2i =122(15 + 3�i) ' �6� 3�i � 6[1� (2=3�i � �2i =12)=2℄2(15 + 3�i) (3.34)= �6� 3�i � (6� 2�i � �2i =4)30 + 6�ie ent~ao�1 ' �5�i � �2i =430 + 6�i < 0 �2 ' �12� �i + �2i =430 + 6�i < 0 (3.35)Logo as três ra��zes de p(�) permane
em dentro da bola unit�aria se 0 < �i � 1, emvirtude de (3.32) e (3.35).3.3.3 O pro
edimento Newton.A tarefa do algoritmo Newton �e resolver o sistema (2n�m) pentadiagonal n~ao -linearque adv�em da dis
retiza�
~ao da equa�
~ao diferen
ial par
ial (3.20) no dom��nio espa�
o-tempo�T j0 + 2T j1 � T j2 = h2 � S(tj)u01+S(tj) � CS0(tj)� ;kh2T ji�2 � 16 kh2T ji�1 + (22C + 30 kh2 )T ji � 16 kh2T ji+1 + kh2T ji+2 � 12k T ji Uji1+T ji =36CT j�1i � 18CT j�2i + 4CT j�3i ; i = 2 : 2nreferida no algoritmo Posseidon.Pre
isamente, a proposta �e resolver o sistema n~ao -linearF (Tj) = ATj �G(Tj)�Bj = 0onde A1;j = 2Æ1;j � Æ2;j ;Ai;j = kh2 Æi�2;j � 16 kh2 Æi�1;j + (22C + 30 kh2 )Æi;j � 16 kh2 Æi+1;j + kh2 Æi+2;j ; i > 1; j � 1;Gi;j = 12hÆi;j tjujiwj(1+tj) ;O termo Bj �e determinado pelo lado direito de (3.26) e (3.27) para uma aproxima�
~aoT 0j . Empregando o M�etodo de Newton, que parte de uma aproxima�
~ao T 0j , pro
edemos �aitera�
~ao dos sistemas alg�ebri
os pentadiagonais n~ao-linearesT0  T 0j ;Ja
 [F (Tl)℄ (Tl � Tl+1) = F (Tl); l = 0; 1; 2:::e obtemos uma aproxima�
~ao Tj+1 da solu�
~ao de (3.26) e (3.27) que apresenta uma dis
repân
iafrente �a aproxima�
~ao imediatamente anterior de�nida pelo parâmetro tol (tipi
amente 1%).
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3.4 O 
�al
ulo num�eri
o de derivadas par
iais.Conforme ser�a detalhado na se�
~ao (4.3), nosso algoritmo de otimiza�
~ao demanda umpro
edimento que 
al
ule numeri
amente o vetor de derivadas par
iais do fun
ional de 
on
en-tra�
~oes ~J(
s), a ser de�nido em pela equa�
~ao (4.1), 
om respeito a 
ada uma das 
omponentes dovetor 
s, ou seja, 
om respeito a 
ada um dos 2(np+ 1) 
oe�
ientes que determinam a fun�
~ao de
ontrole ~S(t) que, sendo o valor pres
rito na fronteira x = 0 do 
ampo de temperaturas T (x; t)determina univo
amente solu�
~oes T (x; t) e u(x; t) para as equa�
~oes (3.20)-(3.25) e ent~ao permite-nos avaliar uma aproxima�
~ao num�eri
a FJ(
s) de tal fun
ional das 
on
entra�
~oes u(x; t), referidoa
ima 
omo ~J(
s).Nossa tarefa �e ent~ao 
al
ularGradJ(
s)j = # � ~J�
sj (
s) j = 0; 1; :::; 2np+ 1 (3.36)onde 
sj �e a j-�esima 
omponente do vetor de 
oe�
ientes 
s. Es
lare
er a tarefa 
omputa
ional queest�a por tr�as do simbolo # �e a prin
ipal meta desta se�
~ao .Para 
al
ular a aproxima�
~ao num�eri
a subentendida por (3.36), para 
ada j, usamosa aproxima�
~ao por diferen�
as �nitasgk = ~J(
s � 2(h0=2k)ej)� 8 ~J(
s � (h0=2k)ej) + 8 ~J(
s + (h0=2k)ej)� ~J(
s + 2(h0=2k)ej)12(h0=2k) (3.37)= � ~J�
sj (
s) +O((h0=2k)4)onde temos n~ao o valor exato ~J(
s), mas sim sua aproxima�
~ao num�eri
a FJ(
s), a qual n~aosubstitu��mos em (3.37) para n~ao gerar impre
is~ao , mas que �
ar�a impl��
ito,e onde ej = (Æi;j)i=0;:::;2np+1; h0 = j
sj=(15(2np+ 2)).De�nimos ent~ao as aproxima�
~oes extrapoladas 1GradJ(
s)kj = 16gk+1 � gk15 = � ~J�
sj (
s) +O((h0=2k)6) (3.38)que 
onvergir~ao mais rapidamente do que os gk de (3.37) para nosso objetivo em (3.36), para 
adavalor de j.3.4.1 O algoritmo GradienteJ.Apresentamos agora o algoritmo que perfaz a tarefa de�nida por (3.36).ENTRADAfn;m; np; Lu; Tu; u0; C; nw; tol; 
sgINICIALIZAC� ~AOh0  j
sj=(15(2np+ 2));hp  Tu=np;1Ver Yakowitz,Szidarovsky,An Introdu
tion to Numeri
al Computations, pg106.
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s1(j) = 
s2(j) = 
s3(j) = 
s4(j) 
s(j); j = 0; :::; 2np+ 1;LOOP j = 0 : 2np+ 1h h0;
s1(j) 
s(j)� 2h;
s2(j) 
s(j)� h;
s3(j) 
s(j) + h;
s4(j) 
s(j) + 2h;Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s1; 
w; t0; Lu);fj1 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s2; 
w; t0; Lu);fj2 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s3; 
w; t0; Lu);fj3 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s4; 
w; t0; Lu);fj4 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);ga fj1� 8fj2 + 8fj3� fj412h ;REPITAfj1 fj2;fj4 fj3;h h=2;
s2(j) 
s(j)� h;
s3(j) 
s(j) + h;Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s2; 
w; t0; Lu);fj2 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);Ul Posseidon(u0; C; np; nw;m; n; 
s3; 
w; t0; Lu);fj3 Fun
ionalJ(m; t0; Ul);gk  fj1� 8fj2 + 8fj3� fj412h ;ak  jga=gk� 1j;ga gk;AT�E (ak < tol).GradJ(j)  (16gk � ga)=15;
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sk(j) 
sj; k = 1; 2; 3; 4:FIM-LOOPRETORNA fGradJ(j); j = 0; 2np+ 1g;FIM.3.4.2 O subpro
edimento Fun
ionalJ.A tarefa de subpro
edimento Fun
ionalJ �e avaliar numeri
amente o fun
ional de
on
entra�
~oes FJ(
s) = # ~J(
s) = Z t00 u(L; t)dt (3.39)quando temos somente uma dis
retiza�
~ao dos valores da 
on
entra�
~ao u(x; t) na se
�
~ao x = L. Osvalores dis
retizados u(L; tj) (tj = j � t0=m; j = 0 : m) est~ao armazenados no array Ul(:) e s~aoobtidos pelo pro
edimento Posseidon.A estrat�egia adotada para avaliar (3.39) �e usar a express~ao (3.9), ondeyj = Ul(j) = #u(L; j � k); k = t0=m; j = 0 : md0 = 0 = �u�t (L; 0)dm = 3Ul(m)� 4Ul(m� 1) + Ul(m� 2)2k = #�u�t (L; t0):Assim, avaliamos a integral da 
�ubi
a que interpola u(L; t) para t = tj .O subalgoritmo Fun
ionalJ.ENTRADAfm; t0; Ul(:)gk  t0=k;dm  3Ul(m� 2)� 4Ul(m� 1) + Ul(m� 2)2k ;fj  (�dm � k=12 + Ul(0)=2 + Ul(m)=2) � k;LOOP i = 1 : m� 1fj  fj + k � Ul(i);FIM-LOOPRETORNA ffjg;FIM.3.5 O 
�al
ulo de proje�
~oes sobre hiperplanos.Conforme ser�a detalhado na subse�
~ao (4.3.3), o pro
edimento Fronteira pre
isa de umsubpro
edimento que, dado um vetor Gk e uma fam��lia de gradientes
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GSi 2 <2(np+1); i = 1; :::; ng,
al
ule a proje�
~ao wk(:) do vetor Gk(:) no espa�
o ortogonal ao espa�
o gerado por tal fam��lia.Matemati
amente, es
revemoswk = Gk � �1GS1 � �2GS2 � :::� �ngGSng (3.40)e ent~ao equa
ionamos a ortogonalidade :hwk; GSii = 0; i = 1; 2; :::; ng (3.41)o que nos 
onduz a um sistema de ng equa�
~oes24 hGS1; GS1i hGS2; GS1i :::: 
GSng ; GS1�hGS1; GS2i hGS2; GS2i :::: 
GSng ; GS2�
GS1; GSng� 
GS2; GSng� :::: 
GSng ; GSng� 352664 �1�2::::�ng 3775 = 2664 hGk; GS1ihGk; GS2i:::
Gk ; GSng� 3775 (3.42)A simetria deste sistema de equa�
~oes sugere uma estrat�egia de resolu�
~ao do tipo fa-tora�
~ao LDLT , e ser�a este, exatamente, o 
aminho a ser seguido 2 Assim, pre
isaremos de rotinasnum�eri
as que implementem os respe
tivos algoritmos de fatora�
~ao e solu�
~ao o mais e�
ientementeposs��vel, prin
ipalmente em termos do tratamento e�
az (re�namento) do erro num�eri
o que nat-uralmente adv�em neste tipo parti
ular de apli
a�
~ao , devido �a impre
is~ao no 
�al
ulo dos produtosinternos que apare
em em (3.42).

2Ref.: Ortega & Poole. An Introdu
tion to numeri
al methods for di�erential equations. JohnWiley & Sons, 1981.
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4 O PROBLEMA DE CONTROLE DEFRONTEIRA LIVRE.Lembrando nosso problema de 
ontrole �otimo, de�nido na se�
~ao (1.3),� en
ontrar o vetor de 
oe�
ientes de interpola�
~ao 
S� 2 A
 � <2(np+1) tal que~J(
S�) = min
S2A
 ~J(
S) def= min��
S2A J(� � 
S) def= min~S2A J( ~S) = min~S2A Z t00 u(L; t)dt (4.1)onde A = fS(t); 0 � t � to;S(t) 2 C1((0; t0)); 0 � S(t) � N; Z to0 S(t)dt �MgA
np = f
S 2 <2(np+1) : min0�t�t0�np(t) � 
s � 0; max0�t�t0�np(t) � 
s � N ; Z t00 �np(t) � 
sdt �Mg (4.2)e onde u(x; t) e ~S(t) se rela
ionam pelo sistema n~ao -linear em (0; 2L)� (0; t0):C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u (4.3)� ~w(t)�u�x = T1 + T u (4.4)T (x; 0) = 0; u(0; t) = uo > 0 (4.5)T (0; t) = ~S(t) (4.6)T (2L; t) = T 0(2L; t) = 0; 0 � t � t0 (4.7)identi�
amos uma tarefa de otimiza�
~ao restrita, onde (4.1) de�ne a fun�
~ao objetiva,a ser minimizada sobre o espa�
o 2(np+ 1) dimensional de�nido por (4.2). Pro
uramos ent~ao porpro
edimentos 
omputa
ionais de bus
a ao 
ontrole �otimo ~S�(t) 2 ~Anp, bem 
omo por resultadosque assegurem a solubilidade un��vo
a e est�avel desta tarefa. Dizemos tamb�em tratar-se de umproblema de 
ontrole de fronteira livre, uma vez que os 
ontroles ~S(t) 2 ~Anp s~ao 
ondi�
~oes defronteira da temperatura T (x; t), in
�ognita no sistema de equa�
~oes par
iais (4.3)-(4.7) a
ima.4.1 A 
onvexidade do espa�
o de 
ontrolesadmiss��veis A
np.O pr�oximo passo �e demonstrar a 
onvexidade do espa�
o A
np � <2(np+1), a �m deassegurar a existên
ia de uma solu�
~ao �otima ~S�(t) e at�e mesmo sua determina�
~ao 
omputa
ionalvia pro
edimentos de otimiza�
~ao restrita 
l�assi
os, que s~ao en
ontrados na abundante literatura deprograma�
~ao n~ao-linear hoje dispon��vel.Lembramos a de�ni�
~ao do espa�
o A de 
ontroles admiss��veis a
ima, 
uja 
onvexi-dade pode ser fa
ilmente demonstrada, e tamb�em a de�ni�
~ao de A
np em (4.2), espa�
o que agoramostraremos ser 
onvexo.�E f�a
il mostrar que 
s 2 A
np ) ~S(t) = �np(t) � 
s 2 A.
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Sejam 
1s; 
2s 2 A
np; ~S1(t) = �np(t) � 
1s; ~S2(t) = �np(t) � 
2s.De�nimos agora P : <2(np+1) �< �! <P (
; t) = h
; �np(t)i = �np[0;t0℄ � 
; 
 2 <2(np+1); t 2 [0; t0℄ (4.8)Est�a 
laro, pela de�ni�
~ao a
ima, que estamos vendo os 
ontroles ~S(t) 2 A 
omo fun�
~oes P (
s; t)do tempo t e do respe
tivo vetor de 
oe�
ientes nodais e tangen
iais que de�nem a interpoladora
�ubi
a ~S(t); e que tamb�em salientamos sua estrutura de produto interno Eu
lidiano.Sejam B
N = f
 2 <2(np+1) : P (
; t) � N; 0 � t � t0g (4.9)B
O = f
 2 <2(np+1) : P (
; t) � 0; 0 � t � t0g (4.10)B
M = f
 2 <2(np+1) : Z t00 P (
; t)dt = �Z t00 �np(t)dt; 
� �Mg (4.11)Mostraremos que B
N �e um espa�
o 
onvexo.Para tal, suponhamos que B
N n~ao �e 
onvexo. Ent~ao existem dois vetores 
1; 
2 2 B
Ntais que, para algum �0; 0 � �0 � 1 temos
�0 = (1� �0)
1 + �0
2 2=B
Nentretanto, 8t 2 [0; t0℄P (
�0 ; t) = h(1� �0)
1 + �0
2; �np(t)i = (1� �0)P (
1; t) + �0P (
2; t) � (1� �0)N + �0N = No que 
ontraria a hip�otese que 
�0 2=B
N .Segue-se que B
N �e 
onvexo e, analogamente, B
O tamb�em �e 
onvexo.Para mostrar a 
onvexidade de B
M , lembramos que, pela express~ao (3.9) e 
on-siderando interpola�
~ao np-segmentada regular de intervalo h,B
M = f
i : [
02 + 
1 + 
2 + :::+ 
n�1 + 
np2 ℄h+ [
np+1 � 
2�np+1℄h212 �Mg (4.12)e ent~ao a fronteira de B
M �e o hiperplano de�nido por (4.12) e a 
onvexidade segue trivialmente.Por 
onstru�
~ao , A
np = B
N TB
OTB
M e ent~ao segue a 
onvexidade de A
np.4.2 Algoritmos de Otimiza�
~ao Restrita.4.2.1 O m�etodo das dire�
~oes vi�aveis de Zoutendijk (1960).Zoutendijk desenvolveu um m�etodo para resolver os problemas de programa�
~ao maisgeneralizados, onde ambas a fun�
~ao objetiva f(X) e a fun�
~ao de restri�
~oes W (X) s~ao n~ao-linearese 
onvexas. O algoritmo 
ome�
a em um ponto X1 na regi~ao vi�avel para as restri�
~oes dadas. Nestem�etodo, n~ao �e ne
ess�ario que o ponto ini
ial seja uma solu�
~ao vi�avel b�asi
a. A seguir, uma dire�
~aovi�avel de movimento �e determinada. A melhor dire�
~ao poss��vel para mover �e a dire�
~ao do gradiente
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da fun�
~ao objetiva avaliado no ponto, uma vez que produz o maior de
res
imento do seu valor.Por dire�
~ao vi�avel �e entendido aquela ao longo da qual um pequeno passo pode ser dado semviolar qualquer uma das restri�
~oes , e em geral, o gradiente n~ao determina uma dire�
~ao vi�avel. Adire�
~ao vi�avel es
olhida �e aquela que faz o menor ângulo poss��vel � 
om a dire�
~ao de�nida pelovetor gradiente da fun�
~ao objetiva. Entretanto, podem haver armadilhas. Se a restri�
~ao ativa (arestri�
~ao que forma a parte da fronteira onde est�a nossa 
orrente aproxima�
~ao ) �e linear, tudo�e satisfat�orio e uma das duas dire�
~oes de�nidas por essa restri�
~ao �e es
olhida. Entretanto, se arestri�
~ao ativa �e n~ao -linear, �e poss��vel que este pro
edimento produza uma dire�
~ao que saia daregi~ao vi�avel. Uma vez dado tal passo, ter��amos que dar um salto de volta para a regi~ao vi�avel.Mas n~ao h�a garantia que tais pares de passos n~ao sejam exe
utados repetitivamente, 
ausando umzig-zag ine�
iente. Para evitar estes e outros in
onvenientes poss��veis , torna-se fortemente �obvioque n�os devamos es
olher uma dire�
~ao a qual mova de
isivamente para o interior da regi~ao vi�avelao mesmo tempo que diminua o valor da fun�
~ao objetiva. Para esta proposta, a dire�
~ao desej�aveld �e en
ontrada resolvendo-se o seguinte problemaMaximizar: Esujeito a:(rWi(X1))T d+ tiE � 0; 8i :Wi(X1) = 0; 0 � ti � 1:(rf(X1))T d � E; dT d = 1:A dire�
~ao d� que �e a solu�
~ao do problema 
olo
ado a
ima �e a solu�
~ao mais apropriadapara usarmos. Prosseguimos nesta dire�
~ao t~ao longe quanto possamos at�e que a fun�
~ao objetivaf 
ome�
e a 
res
er ou ent~ao en
ontremos a fronteira da regi~ao vi�avel novamente. O pro
esso �eent~ao repetido at�e que o m�aximo valor para E seja n~ao positivo. O pro
esso �e ent~ao terminado. Setodas as fun�
~oes s~ao 
onvexas, o m��nimo global �e ent~ao en
ontrado. Este m�etodo frequentementeperforma bem em problemas de minimiza�
~ao onde n~ao temos a hip�otese de 
onvexidade.4.2.2 O m�etodo do gradiente projetado de Rosen (1960).Outro m�etodo para a solu�
~ao de problemas de programa�
~ao matem�ati
a foi desen-volvido por Rosen. Este m�etodo performa melhor quando as restri�
~oes s~ao lineares, mas tamb�empode ser apli
ado na solu�
~ao de problemas tendo restri�
~oes n~ao-lineares. Ao atingirmos a fronteiradeterminada pelas restri�
~oes , ao inv�es de 
omputarmos a dire�
~ao que 
ausa o maior de
res
imentona fun�
~ao objetiva, o m�etodo simplesmente es
olhe a dire�
~ao na qual tal fun�
~ao de
res
e e na qualtamb�em assegura que possamos mover sem imediatamente violar alguma restri�
~ao . Para restri�
~oeslineares, esta dire�
~ao �e a proje�
~ao do gradiente no plano das restri�
~oes tomadas 
omo igualdades es-tritas no ponto onde o gradiente est�a sendo 
al
ulado. Assim, a dire�
~ao de 
ada passo subsequentepode ser determinada sem resolver um problema de programa�
~ao linear, e a viabilidade �e mantida,uma vez que o 
aminho per
orrido nun
a atravessa a fronteira determinada pelas restri�
~oes . Otamanho dos passos �e 
omputado analogamente ao m�etodo de Zoutendijk, e depois de 
ada passoo gradiente �e re
omputado e uma nova dire�
~ao �e 
al
ulada.Para restri�
~oes n~ao -lineares, esta dire�
~ao �e de�nida 
omo a proje�
~ao do vetor gradienteda fun�
~ao objetiva f sobre a interse
�
~ao dos hiperplanos asso
iados a 
ada uma das m restri�
~oesativas. Se n~ao existirem restri�
~oes ativas, a dire�
~ao daquele gradiente �e es
olhida 
omo dire�
~ao depro
ura. No detalhamento do m�etodo a ser aqui apresentado, ser�a assumido que todas asfun�
~oes Wi; i = 1; 2; :::;m que de�nem a fronteira da regi~ao vi�avel quanto Wi(X) = 0, s~ao lin-eares. Espe
i�
amente, assumimos que o m�etodo 
ome�
a 
om uma estimativa X1 da solu�
~ao X�.Seja Xk = X1,
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1. Primeiro 
al
ulamos rf(Xk).2. Seja Pk o 
onjunto dos hiperplanos 
orrespondentes �as restri
oes ativas em Xk.3. En
ontre a proje�
~ao do gradiente rf(Xk) sobre a interse
�
~ao daqueles hiperplanos em Pk. (Sen~ao houver restri�
~oes ativas, Xk �e um ponto interior e Pk �e vazio. Neste 
aso a proje�
~ao �e rf(Xk)).4. Minimizar ao longo da dire�
~ao desta proje�
~ao , tomando o 
uidado para permane
er no interiorda regi~ao vi�avel.5. Tal pro
edimento produz um novo ponto Xk+1.6.(a) Se Pk era n~ao -vazio no passo 2, troque Xk por Xk+1 e retorne ao passo 1.(b) Se Pk era vazio no passo 2, ent~ao�f�xi + qXi=1 �i �Wi�xi = 0; (4.13)onde as fun�
~oes W1;W2; :::;Wq s~ao as fun�
~oes 
orrespondentes as hiperplanos em Pk. Se�i � 0; i = 1; 2; :::; q; (4.14)Xk satisfaz as 
ondi�
~oes de Kuhn-Tu
ker. Ent~ao Xk �e um m��nimo. Se ao menos um �i �e tal que�i < 0; (4.15)o plano 
orrespondente �a fun�
~ao Wi para a qual (4.15) vale �e removido de Pk, e retornamos aopasso 2. O m�etodo n~ao �e t~ao e�
iente em problemas 
om restri�
~oes n~ao -lineares. Nestes 
asos,as proje�
~oes s~ao feitas sobre hiperplanos tangentes �as superf��
ies de restri�
~ao . Passos dados nesteshiperplanos podem muito bem 
onduzir para fora da regi~ao vi�avel, e assim um pro
edimentode re
onduza-nos de �a regi~ao vi�avel (um salto) �e ne
ess�ario para que ent~ao o algoritmo, possaprosseguir, e ent~ao vale a preo
upa�
~ao 
olo
ada na subse�
~ao anterior, no sentido de previnir umzig-zag ine�
iente.4.3 Um algoritmo de Otimiza�
~aoA despeito dos pro
edimentos de otimiza�
~ao ne
ess�arios para a solu�
~ao de nosso prob-lema de 
ontrole de fronteira livre, apontamos algumas tarefas fundamentais:Dado 
ks 2 A
, sendo U ji ; T ji as solu�
~oes dis
retizadas do problema do 
onversor
atal��ti
o, na nota�
~ao da se�
~ao (3.2) e para 0 � x � 2L; 0 � t � t0C �T�t = �2T�x2 + T1 + T u��nw(t) � 
w �u�x = T1 + T uT (x; 0) = 0 u(0; t) = uo > 0T (0; t) = �np(t) � 
sT (2L; t) = T 0(2L; t) = 0; 0 � t � t0
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de�nimos FJ(
ks ) = Quadratura[U jn; j = 1; 2; :::;m℄ = # ~J(
ks ) = Z t00 u(L; t)dt (4.16)Nossa pr�oxima tarefa �e 
al
ular GradJ(
ks ) = # � ~J�
s (
ks ) (4.17)o gradiente da fun�
~ao objetiva no ponto 
ks .A tarefa global do algoritmo Pegasus, a ser des
rito em seguida, ser�a en
ontrar 
k+1s 2A
 tal que FJ(
k+1s ) < FJ(
ks ).Nesse sentido, para 
ks 2 int(A
) en
ontraremos 
k+1s minimizandoFJ(
ks � �GradJ(
ks ))para � 2 [0; �0℄ (�0 tal que 
ks � �0GradJ(
ks ) 2 A
�, ou seja, na dire�
~ao 
ontr�aria aogradiente do fun
ional a minimizar, 
omo no M�etodo da Des
ida.Para 
ks 2 �A
, des
reveremosA
 = f
s 2 <2(np+1) :W i(
s) � 0; i = 1; 2; :::; 2(np+2)ge de�niremos os normais de superf��
ieGradSi(
ks ) = #�W i�
s (
ks ); i = 1; 2; :::; 2(np+ 1) (4.18)e ent~ao 
k+1s ser�a en
ontrado segundo o M�etodo do Gradiente Projetado de Rosen, observandoque poderemos ter que 
onsiderar n~ao um normal �uni
o, mas talvez uma fam��lia de at�e 2(np+ 1)normais de superf��
ie.4.3.1 O algoritmo PegasusApresentamos um algoritmo para resolver o problema de otimiza�
~ao .ENTRADAf
w(:); 
ks (:); C; uo; np; nw;m; ng� u0; C: 
on
entra�
~ao ini
ial e 
alor espe
���
o;� m;n: inteiros, de�nem os parâmetros de dis
retiza�
~ao k e h;� Ul(:): vetor dos (m+1) valores dis
retizados da 
on
entra�
~ao na se
�
~ao x=L;� 
s(:): vetor real dos (np+ 1) 
oe�
ientes de ~S(t),isto �e, ~S(t) = �np � 
S ;� 
w(:): vetor real dos (nw + 1) 
oe�
ientes de ~w(t),isto �e, ~w(t) = �nw � 
w;� to; L: de�nem o dom��nio de dis
retiza�
~ao 0 � x � 2L; 0 � t � to;� lfrn,lfrm,lnl: indi
am se estamos no interior ou na fronteira do espa�
o ad-miss��vel A;Ul(:) Posseidon(uo; C; np; nw;m; n; 
s(:); 
w(:); to; L);fj  Fun
ionalJ(m; to; Ul(:));GradJ(:) GradienteJ(
s(:); n;m; np; L; to; uo; 
; nw; tol);[lfrn; lfrm; lnl; �0; nrest(:)℄ Restri�
~oes (np; 
s(:); GradJ(:); resn; resm);SE (lfrm) ou (lfrn) ENT~AO
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k+1s  Fronteira(lnl; np; 
s(:); GradJ(:); N;M; nrest(:));SEN~AO��  Minimiza(
s(:); nl;GradJ(:); �0);
k+1s  
ks � ��GradJ ;FIM-SEFIM.4.3.2 O pro
edimento Restri�
~oes .Ao pro
edimento restri�
~oes 
abe a tarefa fundamental de n~ao permitir que porventurasaiamos do espa�
o admiss��vel (regi~ao vi�avel na terminologia da se�
~ao anterior). Tal espa�
o, quede�ne as restri�
~oes de nosso problema de otimiza�
~ao dis
reto, pode ser des
rito porA
 = f
S 2 <2(np+1) : min0�t�t0�np(t) � 
s � 0; max0�t�t0�np(t) � 
s � N ; Z t00 �np(t) � 
sdt �Mg (4.19)e ent~ao 
ada vez que tivermos uma aproxima�
~ao 
ks e uma dire�
~ao ds, pro
uraremos o maior �0 � 0tal que 
ks � �ds 2 A
; 8� : 0 � � � �0;e assim estamos na fronteira �A
 se �0 = 0, 
aso 
ontr�ario, ds �e uma dire�
~ao vi�avel (� > 0), epodemos pro
urar por um � tal que 0 < � � �0 e~J(
ks � �ds) = min0<�<�0 ~J(
ks � �ds);fazendo 
k+1s = 
ks��ds temos a garantia que 
k+1s 2 A
 e podemos seguir adiante 
om o algoritmode otimiza�
~ao .Nos 
aso �0 = 0, o pro
edimento tamb�em dever�a forne
er uma lista nrest(:) 
om to-das as restri�
~oes ativas, para que, ent~ao , o pro
edimento Fronteira possa ser a
ionado, projetandoo gradiente da fun�
~ao objetiva ~J(
s) no espa�
o tangente �a super�
ie determinada por aquelas re-stri�
~oes . Tamb�em neste 
aso dever�a indi
ar 
om os 
ags lnl; lfrn; lfrm se as restri�
~oes s~ao n~ao-lineares, se estamos em �B
N ou em �B
M , respe
tivamente e na nota�
~ao da se�
~ao (4.1).O algoritmo Restri�
~oes .ENTRADA fnp; 
s(:); dk(:); N;M; hpg;�max  j
sjp2:01=(10jdsj);�i  0;�f  �max;LOOP i = 1 : 40
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�m  (�i + �f )=2;

(j) 
s(j) � �mds(j); j = 0 : 2np+ 1;[lfrn; lfrm; lnl; nrest(:)℄ Restri(np; 

; hp;N;M);Se (lfrn) ou (lfrn) ent~ao�f  �m;sen~ao�i  �m;Fim-seFIM-LOOP.Se (�i > 0) ent~ao

(j) 
s(j) � �ids(j); j = 0 : 2np+ 1;[lfrn; lfrm; lnl; nrest(:)℄ Restri(np; 

; hp;N;M);Fim-se�0  �m;RETORNAflfrn; lfrm; lnl; �0; nrest(:)g;FIM.O subalgoritmo Restri.ENTRADAfnp; 

; hp;N;Mglfrm lfrn lnl false;Se (

 2= B
N )lfrn true;Se (

 2= B
M )lfrm true;Se (lfrn) ou (lfrm) ent~aoSe (9 restri�
~oes n~ao -lineares) lnl true;nrest(:) [ lista das restri�
~oes violadas ℄;Fim-seRETORNAflfrn; lfrm; lnl; nrest(:)g;FIM.
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4.3.3 O pro
edimento Fronteira.Se o pro
edimento GradienteJ, apresentado na se�
~ao (3.4), representa o m�odulo depro
essamento mais intenso, 
abe ao pro
edimento Fronteira a tarefa mais importante e prepon-derante em termos da pr�opria algoritmiza�
~ao da tarefa global de bus
a ao 
ontrle �otimo: de�nirqual a dire�
~ao a ser tomada quando nossa aproxima�
~ao 
hega �a fronteira do espa�
o admiss��vel ea dire�
~ao de maior de
res
imento n~ao �e vi�avel, garantindo ao mesmo tempo o de
res
imento dafun�
~ao objetiva e o retorno �a regi~ao admiss��vel.O pro
edimento Fronteira �e, basi
amente, a algoritmiza�
~ao do pr�oprio M�etodo do Gra-diente Projetado de Rosen, mas tamb�em algoritmiza alguns pro
edimentos que pro
uram diminuiro impa
to da n~ao linearidade da fun�
~ao de restri�
~oes na performa
e e mesmo na viabiliza�
~ao darespe
tiva implementa�
~ao num�eri
a.O pro
edimento ini
ia 
om uma aproxima�
~ao 
k e uma dire�
~ao n~ao vi�avel determinadapelo sentido oposto ao gradiente Gk (dire�
~ao de maior de
res
imento da fun�
~ao objetiva). Oprimeiro passo �e determinar o 
onjunto de todas as ng restri�
~oes ativas, determinar os respe
tivosgradientes GSi(
k) = #�W i�
s (
k); i = 1; 2; :::; ng (4.20)das fun�
~oes W i(
k) que as de�nem e 
al
ular a proje�
~ao wk do vetor Gk (gradiente da fun�
~aoobjetiva) no espa�
o ortogonal �aquela fam��lia de gradientes ( que �e o plano tangente �a superf��
iedeterminada pela fronteira da regi~ao admiss��vel no ponto 
k). Este primeiro passo �e exe
utado pelopro
edimento twk , que tamb�em 
ontabiliza o n�umero ngn de restri�
~oes ativas n~ao lineares. N~aoapresentaremos uma des
ri�
~ao do algoritmo twk, uma vez que sua tarefa prin
ipal j�a foi des
ritana se�
~ao (3.5).O segundo passo, exe
utado se existem restri�
~oes n~ao lineares, dever�a determinaruma nova dire�
~ao wpk na qual, ao mesmo tempo, a pr�oxima aproxima�
~ao seja 
onduzida �a regi~aoadmiss��vel e seja garantido o de
res
imento da fun�
~ao objetiva. O que determina a inviabilidadeda dire�
~ao ini
ial �Gk �e a pr�opria 
onvexidade da fronteira admiss��vel, que impli
a que qualquerplano tangente n~ao 
ontenha algum de seus pontos interiores, e nesse sentido a estrat�egia gen�eri
ado M�etodo do Gradiente Projetado �e projetar o vetor �wk na fronteira da regi~ao admiss��vel, ouseja, a pr�oxima aproxima�
~ao 
k+1 estaria determinada pordist(
k+1; 
k � wk) = min
s2�A
 dist(
s; 
w � wk); 
k+1 2 �A

onforme podemos interpretar gra�
amente na �gura (4.1).Nesse sentido, a estrat�egia adotada ser�a usar um vetor GFi 
uja dire�
~ao oposta 
on-duza rapidamente ao interior do espa�
o admiss��vel, se existe apenas uma restri�
~ao ativa n~ao linear,GFi �e o pr�oprio gradiente da fun�
~ao que determina tal restri�
~ao , 
aso 
ontr�ario, uma dire�
~ao mista�e determinada. A estrat�egia, que pode ser interpretada gra�
amente na �gura (4.2), �e determinar
k+1 por 
k+1 = 
k � �0GFi� �(�0)wk = 
k � wpk 2 �A
e onde a id�eia �e tomar tal �0 de maneira que, dentre todas as dire�
~oes �GFi+ �(�)wk nas quais afun�
~ao objetiva de
res
e de valor, isto �e, nas quaishGk;��GFi� �(�)wki < 0es
olhemos aquela que 
onduz a um ponto na fronteira que mais se aproxima do ponto exterior
k � wk. Desta forma, 
umprimos par
ialmente a estrat�egia de�nida pelo M�etodo de Rosen, etamb�em asseguramos a monotoni
idade das aproxima�
~oes 
k, o que elimina a possibilidade deentrarmos num zig-zag ine�
iente, 
onforme j�a foi alertado em (4.2.2).
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O ter
eiro passo, exe
utado se todas as restri�
~oes ativas s~ao lineares e ent~ao a fron-teira, lo
almente, �e um hiperplano, dever�a t~ao somente 
omputar a proje�
~ao wk do gradiente Gkno hiperplano determinado pelas restri�
~oes ativas. Assim, ex
eto por impre
is~oes de naturezanum�eri
a (que tem origem sobretudo no 
�al
ulo de proje�
~oes ortogonais), a dire�
~ao determinadapor wk dever�a estar totalmente dentro da regi~ao admiss��vel em alguma vizinhan�a de 
k, e o algo-ritmo 
ontinua 
om 
k+1 = 
k��0wk, onde �0 �e o maior � que assegura 
k��wk 2 A
 e representao tamanho do maior passo que podemos dar sem que saiamos de A
.O algoritmo FronteiraApresentamos ent~ao uma des
ri�
~ao um pou
o mais detalhada do pro
edimento a
ima,lembrando que os parâmetros N ,M j�a foram de�nidos 
omo os valores num�eri
os que de�nem afronteira admiss��vel A
.ENTRADAflnl; np; 
k; N;M; hp; nrest(:)gfwk; ngng  twkf proje�
~ao de Gkg ;prod hGk; wki ;SE (prod = 0) en
ontramos o �otimo;SE (prod < 0) ENT~AOSE (lnl) ENT~AOGFi f qualquer vetor tal que �GFi dire�
~ao vi�avel g;�b  fmaior � tal que hGk;��GFi� �(�)wki < 0; �(�) �e tal que
k � �GFi� �(�)wk 2 �A
g;�0  f� 2 (0; �b) que minimiza dist(
k � �GFi� �(�)wk; 
k � wkg;�0  �(�0);
k+1  
k � �0GFi� �0wk;SEN~AO�0  f maior � : 
k � �wk 2 A
g;
k+1  
k � �0wk;FIM-SEFIM-SERETORNA f
k+1g.FIM.
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-
k 
k+1
�Gk

�wkREGI~AO ADMISS�IVEL Projetamos 
k � wk sobre �A
e obtemos a aproxima�
~ao seguinte,� voltando ao espa�
o admissivel.�A


Figura 4.1: Estrat�egia original do M�etodo do Gradiente Projetado.

-
6

z
zzz- 	� Na regi~ao varrida pelosvetores indi
ados asseguramoshGk;��GFi� �(�)wki < 0,

�Gk
�wk�Gk

e ent~ao a fun�
~ao objetiva de
res
e.
REGI~AO ADMISS�IVEL

�wk
�A
 �wpk

�wpkFigura 4.2: Estrat�egia implementada pelo algoritmo Fronteira.
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5 A TAREFA COMPUTACIONAL.5.1 A 
omplexidade 
omputa
ional.No sentido de des
rever a 
omplexidade 
omputa
ional de nosso problema de otimiza�
~ao, mediremos tal tarefa em termos do n�umero de sistemas lineares alg�ebri
os pentadiagonais resolvi-dos pelo pro
edimento Posseidon a 
ada itera�
~ao do algoritmo Pegasus, o �ultimo des
rito na se�
~ao(4.3) e o primeiro des
rito na se�
~ao (3.2). Tal estrat�egia revela-se l��
ita uma vez que, 
om oprogressivo aumento da 
apa
idade de pro
essamento dos 
omputadores, parâmetros 
l�assi
os dedesempenho, 
omo o n�umero de opera�
~oes ponto 
utuante, por exemplo, tornam-se 
ada vez menossigni�
ativos para uma 
ompreens~ao 
omparativa de 
omplexidade.Conforme detalhado na subse�
~ao (3.3.2), o pro
edimento Posseidon, o respons�avelpela resolu�
~ao dos problemas de fronteira por diferen�
as �nitas, resolve m sistemas n~ao linearesalg�ebri
os de dimens~ao 2n, onde m �e o n�umero de passos de tamanho k no tempo e 2n �e o n�umerode passos de tamanho h no espa�
o. Os parâmetros k e h devem rela
ionar-se por (3.30) a �m degarantir a estabilidade num�eri
a do pro
edimento. Na solu�
~ao de 
ada sistema n~ao linear �e empre-gado o M�etodo de Newton, sendo a 
onvergên
ia re
onhe
ida segundo o 
rit�erio da proximidaderelativa de 
ada duas aproxima�
~oes su
essivas e no m�aximo em 7 itera�
~oes , para manter bom de-sempenho. Temos ent~ao , no pior 
aso, que resolver 7m sistemas lineares pentadiagonais (2n�2n)des
ritos pelas equa�
~oes (3.26) e (3.27). No 
aso m�edio, para tolerân
ia de 1% nas aproxima�
~oes ,pre
isamos de 2 ou 3 itera�
~oes .Nosso pr�oximo passo �e avaliar quantas vezes o pro
edimento Posseidon �e disparadopelos pro
edimentos de 
�al
ulo do gradiente GradJ(.) e de minimiza�
~ao na dire�
~ao 
ontr�aria a essegradiente para o 
aso de aproxima�
~oes no interior do espa�
o 
onvexo admiss��vel. O pro
edimentoGradienteJ exe
uta a tarefa des
rita por (4.17), da maneira des
rita na se�
~ao (3.4), tendo que ,no pior 
aso, disparar Posseidon 4 + 2(7� 1) = 16 vezes, ou seja, resolvemos para 
ada uma das(2np + 2) 
omponentes de GradJ(.) 16 � (7m) sistemas lineares. Certamente n~ao pre
isaremosdas 16 
hamadas para 
onseguir a 
onvergên
ia, um n�umero m�edio depende muito do valor doparâmetro de tolerân
ia tol, de de�nir�a quando a aproxima�
~ao j�a �e satisfat�oria. Por exemplo, paratol = :01(1%), em m�edia s~ao ne
ess�arias 3 itera�
~oes , ou seja, 4 + 2(3� 1) = 8 
hamadas.Em termos pr�ati
os, a 
omplexidade do algoritmo Pegasus se 
onfunde 
om a 
om-plexidade do pro
edimento do 
�al
ulo do gradiente segundo (4.17); todos os outros pro
edimentoss~ao de relevân
ia desprez��vel em termos de quantidade de pro
essamento. Podemos ent~ao 
on-tabilizar 
omo 
omplexidade a solu�
~ao de no m�aximo 16(2np+2)(7m) sistemas lineares alg�ebri
ospentadiagonais (2n� 2n).Para valores t��pi
os (m = 40; np = 12; n = 25; tol = 1%), ter��amos em m�edia8(26)(2� 40) = 16:640 sistemas lineares (50� 50);Para os valores (m = 40; np = 16; n = 25; tol = 1%), ter��amos em m�edia6(34)(2� 40) = 16320 sistemas lineares (50� 50);Para valores um pou
o maiores (m = 40; np = 20; n = 25; tol = 1%), ter��amos6(42)(2� 40) = 20:160 sistemas lineares (50� 50);Para uma malha grande (m = 60; np = 40; n = 40; tol = 1%), ter��amos6(82)(2� 60) = 59:040 sistemas lineares (80� 80);Referentemente �as estimativas a
ima, a simula�
~ao 
omputa
ional apontou, respe
ti-vamente, para os valores m�edios 14:900; 15:500; 21:000; 67:000
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Dando uma id�eia da 
omplexidade de nossa tarefa, observamos que para gerar osresultados apresentados a seguir, pre
isamos resolver, a 
ada itera�
~ao do algoritmo Pegasus, entre15.000 e 21.000 sistemas lineares pentadiagonais (50� 50).5.2 A implementa�
~ao num�eri
a.5.2.1 As demandas de hardware e software.Nosso algoritmo, apresentado na se�
~ao (4.3), foi inteiramente implementado em FOR-TRAN77 e exe
utado em esta�
~oes de trabalho SUN e DEC alfa. Uma vez delineado o algoritmode solu�
~ao , sa��mos a pro
ura dos dois m�odulos de pro
essamento de mais alto desempenho:� rotina num�eri
a em Fortran implementando a resolu�
~ao de sistemas lineares alg�ebri
ospentadiagonais;� rotina num�eri
a em Fortran implementando a resolu�
~ao de sistemas lineares alg�ebri
ossim�etri
os por fatora�
~ao LDLT .Uma vez in
orporados tais m�odulos, passamos a testar o algoritmo sob su
essivasexe
u�
~oes , e ent~ao �
ou evidente sua baixa velo
idade de 
onvergên
ia, 
ara
ter��sti
a da 
lasse deproblemas na qual nos situamos.O equipamento DEC alfa, por ser o mais potente dispon��vel, sitiou grande partedas exe
u�
~oes do programa, sobretudo aquelas que, pelo tamanho da malha da dis
retiza�
~ao oupelo re�namento da interpola�
~ao , projetavam a resolu�
~ao de mais de 20000 sistemas lineares poritera�
~ao , e uma vez que tais exe
u�
~oes se mostravam ex
essivamente lentas nas SUN's.5.2.2 As prin
ipais di�
uldades num�eri
as.As di�
uldades num�eri
as adviram em muitas situa�
~oes e demandaram 
onstante pre-o
upa�
~ao 
om impre
is~oes , o que, via de regra, se traduziu por perda de desempenho, uma vezque �zemos muitos testes e pro
edimentos 
orretivos. Como prin
ipais fontes de erro, ao menos
omo aquelas que representaram ris
o para a 
ontinuidade e mesmo para a 
onvergên
ia do algo-ritmo, podemos 
itar o 
�al
ulo de ra��zes de equa�
~oes de segundo grau e a proje�
~ao vetorial sobrehiperplanos.O 
�al
ulo de ra��zes ao qual nos referimos foi ne
ess�ario sobretudo para o subalgoritmode pro
ura de m�aximos lo
ais; tamb�em foi fundamental na 
onstru�
~ao dos vetores normais dasuperf��
ie de restri�
~oes . Em muitas situa�
~oes , pequenas impre
is~oes �zeram 
om que m�aximoslo
ais tro
assem de intervalo, passando a ser des
onsiderados e ent~ao 
onduzindo nossa sequên
ia deaproxima�
~oes para fora do espa�
o admiss��vel; tal tamb�em reper
utiu na determina�
~ao dos normaisde superf��
ie segundo as equa�
~oes da se�
~ao (3.1d).Na proje�
~ao vetorial sobre hiperplanos, tarefa des
rita na se�
~ao (3.5), di�
uldadessobrevieram sobretudo devido �a impre
is~ao no 
�al
ulo de produtos internos. Em algumas situa�
~oes, o vetor de 
al
ulado tinha at�e mesmo uma orienta�
~ao n~ao 
oin
idente 
om tais hiperplanos;no 
aso em que a fronteira, lo
almente, era linear, as aproxima�
~oes do nosso algoritmo seriam
onduzidas ent~ao para o exterior da regi~ao admiss��vel ao inv�es de permane
er na fronteira.
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5.3 Alguns resultados e evidên
ias
omputa
ionais.Apresentamos agora alguns resultados obtidos na simula�
~oes de nosso 
�odigo em FOR-TRAN no qual est�a implementado o algoritmos Pegasus, des
rito na subse�
~ao (4.3.1).Para simula�
~ao , de�nimos 3 baterias de teste, que logo ser~ao expli
itadas; em todaselas, a fun�
~ao de 
uxo de massa w(t) foi tomada 
omo identi
amente unit�aria. Certamente aforma dessa fun�
~ao �e de
isiva para a determina�
~ao do 
ontrole �otimo, entretanto, n~ao �e objetivodeste trabalho estudar a dependên
ia entre essas duas fun�
~oes , muito embora o programa tenhasido elaborado para tomar 
omo input uma fun�
~ao w(t) positiva qualquer. Foi deixado de lado,porisso, um problema matemati
a e 
omputa
ionalmente interessante, mas que poderia di�
ultarainda mais nossa tarefa no presente momento.A seguir, segue-se uma des
ri�
~ao das baterias de teste. Apresentamos tamb�em osgr�a�
os do 
ampo de temperaturas T (x; t) e do 
ampo de 
on
entra�
~oes u(x; t) 
orrespondentes aaproxima�
~ao ini
ial em 
ada bateria. Chamaremos de per�s as su
essivas aproxima�
~oes do 
ontrole�otimo S�(t).Nos gr�a�
os das �guras (5.4),(5.6),(5.8) a seguir, tra�
amos a temperatura T (xj ; tk)para 
ada nodo (xj ; tk) da malha.Nos gr�a�
os das �guras (5.5),(5.7),(5.9) a seguir, tra�
amos a 
on
entra�
~ao u(xj ; tk)para 
ada nodo (xj ; tk) da malha.Bateria 1 ( exe
utada nas esta�
~oes SUN ):� t0 = 1; L = 1: (de�nem nosso dom��nio espa�
o-tempo);� C = 1 :(
alor espe
���
o da parede do 
atalizador);� u0 = 30: (
on
entra�
~ao ini
ial do poluente longo do 
ano de des
arga);� n = 10;m = 40: (de�nem os parâmetros da dis
retiza�
~ao num�eri
a);� np = 12: (usaremos interpola�
~ao 
�ubi
a no [0,1℄ em 12 segmentos);� A = fS(t) 2 C1([0; 1℄) : S(t) � N = 89; R 10 S(t)dt �M = 70g;� S0(t), o per�l ini
ial da simula�
~ao , 
orresponde �a 
urva S0(t) vs t abaixo (Fig 5.1):Bateria 2 ( exe
utada no DEC alfa ):� t0 = 1; L = 1: (de�nem nosso dom��nio espa�
o-tempo);� C = 1 :(
alor espe
���
o da parede do 
atalizador);� u0 = 30: (
on
entra�
~ao ini
ial do poluente ao longo do 
ano de des
arga);� n = 25;m = 40: (de�nem os parâmetros da dis
retiza�
~ao num�eri
a);� np = 16: (usaremos interpola�
~ao 
�ubi
a no [0,1℄ em 16 segmentos);� A = fS(t) 2 C1([0; 1℄) : S(t) � N = 89; R 10 S(t)dt �M = 70g;� S0(t), o per�l ini
ial da simula�
~ao , 
orresponde �a 
urva S0(t) vs t abaixo (Fig 5.2):
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Figura 5.1: Per�l ini
ial para a bateria 1.Bateria 3 (exe
utada no DEC alfa ):� t0 = 1; L = 1: (de�nem nosso dom��nio espa�
o-tempo);� C = 1 :(
alor espe
���
o da parede do 
atalizador);� u0 = 30: (
on
entra�
~ao ini
ial do poluente ao longo do 
ano de des
arga);� n = 25;m = 40: (de�nem os parâmetros da dis
retiza�
~ao num�eri
a);� np = 20: (usaremos interpola�
~ao 
�ubi
a no [0,1℄ em 20 segmentos);� A = fS(t) 2 C1([0; 1℄) : S(t) � N = 89; R 10 S(t)dt �M = 70g;� S0(t), o per�l ini
ial da simula�
~ao , 
orresponde �a 
urva S0(t) vs t abaixo (Fig 5.3):Para 
ada bateria de simula�
~oes de�nida a
ima, os respe
tivos per�s Sk(t) tra�
ados aseguir, nas �guras (5.11) - (5.13), em gr�a�
os S(t) vs t s~ao evolu�
~oes n~ao su
essivas do per�l ini
ialS0(t), e mostram, da esquerda para a direita, basi
amente a evolu�
~ao das aproxima�
~oes por um
aminho interior �a fronteira essen
ial que dever�a de�nir nossa solu�
~ao , a fronteira 
orrespondente�a restri�
~ao energ�eti
a :
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Figura 5.2: Per�l ini
ial para a bateria 2.Z 10 S(t)dt �M = 70,uma vez que os gradientes do fun
ional de 
on
entra�
~oes sempre indi
ar~ao o a
r�es
imodos valores da fun�
~ao de 
ontrole, e ent~ao, se n~ao houvesse a restri�
~ao a
ima (porexemplo, se houvesse energia su�
iente para manter as temperaturas no m�aximo valor admiss��veldurante todo o intervalo de aque
imento ), a solu�
~ao de nosso problema, 
ujo gr�a�
o �e mostradona �gura ao lado, estaria determinada pela express~aoS�(t) � N = 89 ; 0 � t � t0 = 1.Assim a restri�
~ao essen
ial do problema �e a restri�
~ao energ�eti
a, que determinar�a a�area M entre a fun�
~ao de 
ontrole S�(t) e os eixos 
oordenados, 
onforme podemos visualizar na�gura (5.10). A forma da fun�
~ao de 
ontrole �otimo S�(t), que depender�a tamb�em do gradientede 
on
entra�
~oes e que traduz-se na maneira �otima de gastar a energia dispon��vel M , para �ns denossa a�
~ao 
ontroladora, �e determinada pelo pro
edimento de minimiza�
~ao apresentado no 
ap��tuloanterior.



53

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

’bateria3’

Figura 5.3: Per�l ini
ial para a bateria 3.FIGURA PERFIL FUNCIONAL�gura (5.11) 1 11.98609602 11.97434223 11.93946374 11.91978475 11.89787876 11.8970780�gura (5.12) 1 11.92766192 11.92098733 11.91047874 11.90427095 11.89787876 11.89722567 11.8971140�gura (5.13) 1 15.30600812 15.30280533 15.30280404 15.3028034

Relativamente �as �guras (5.11)-(5.13)a seguir, a tabela ao lado mostra aevolu�
~ao dos valores do fun
ional de
on
entra�
~oes para as aproxima�
~oestra�
adas.
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Figura 5.4: Campo de temperaturas para o per�l ini
ial da bateria 1.
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ial da bateria 1.
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Figura 5.6: Campo de temperaturas para o per�l ini
ial da bateria 2.
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ial da bateria 2.
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Figura 5.8: Campo de temperaturas para o per�l ini
ial da bateria 3.
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Figura 5.10: Restri�
~oes energ�eti
a (esq) e me
âni
a (dir).A exe
u�
~ao do programa tem-se mostrado bastante lenta devido �a grande quanti-dade de pro
essamento envolvido e �a baixa velo
idade de 
onvergên
ia veri�
ada nas simula�
~oesnum�eri
as; o que eviden
ia que os resultados apresentados d~ao apenas uma id�eia do que deva sera solu�
~ao �otima, apesar do grande esfor�
o 
omputa
ional j�a dispendido em nossas simula�
~oes nasworkstations SUN e DEC alfa 3000.
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6 CONCLUS~OESA implementa�
~ao num�eri
a e a simula�
~ao 
omputa
ional amparam as seguintes 
on-
lus~oes : 1. O M�etodo do Gradiente Projetado, apesar de n~ao termos uma expres~ao expl��
itapara a fun�
~ao objetiva, e 
onsequentemente para seu vetor gradiente, mostrou-se satisfatoriamenteimplementado; e as di�
uldades que surgiram e que realmente di�
ultaram a progress~ao das sim-ula�
~oes foram as de natureza num�eri
a.2. Certamente a t�e
ni
a de solu�
~ao dos sub-problemas 
om valores na fronteira in
u-en
iou muito o 
omportamento do programa, uma vez que a dis
retiza�
~ao por diferen�
as �nitas�e naturalmente menos pre
isa na fronteira da malha, e tal impre
is~ao obviamente afetou a de-termina�
~ao do gradiente da fun�
~ao objetiva. Assim, aperfei�
oar a t�e
ni
a de solu�
~ao (elementos�nitos, por exemplo) 
ertamente �e uma ne
essidade de nosso algoritmo de bus
a ao 
ontrole �otimo.3. Tamb�em o algoritmo global de solu�
~ao pode ser aperfei�
oado, sempre 
om o ob-jetivo de 
ontornar e�
ientemente 
ertas di�
uldades oriundas da n~ao linearidade do problema,possibilitando ent~ao uma 
onvergên
ia mais r�apida, e obviamente sem pretens~oes revolu
ion�ariasdada a natureza da tarefa em quest~ao .4. Os per�s mostrados nas �guras (5.11)-(5.13) s~ao fortes evidên
ias 
omputa
ionaisdo quê dever��amos esperar da solu�
~ao do problema de otimiza�
~ao ; s~ao 
oerentes 
om a solu�
~aoexata e expl��
ita do problema simpli�
ado de�nido e resolvido na subse�
~ao (2.3.1), e 
ertamenten~ao est~ao muito distantes da solu�
~ao que pro
uramos.5. A an�alise do modelo feita no trabalho, ainda que limitada, eviden
ia a ne
essidadede um trabalho te�ori
o mais profundo.6. Por todas as 
on
lus~oes apresentadas anteriormente, o presente trabalho, desdea formula�
~ao , an�alise, algoritmiza�
~ao , implementa�
~ao e simula�
~ao , eviden
ia-se altamente bemsu
edido frente �a realiza�
~ao seus objetivos.
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ANEXO A-1 APÊNDICE.A-1.1 A teoria das Equa�
~oes de HammersteinAbstratas.Nesta se�
~ao , desenvolveremos os pr�e-requisitos fundamentais para o desenvolvimentoda teoria das equa�
~oes integrais de Hammersteinu(x) = ZM G(x; y)f(u(y))dy; u 2 Y:Para maiores es
lare
imentos, sugerimos a bibliogra�a:H.Zeidler.Nonlinear Fun
tional Analysis and its Appli
ations.Springer-Verlag,
h7,VolI,(1985).Espa�
os de Bana
h Ordenados.Introduziremos uma rela�
~ao de desigualdade para espa�
os de Bana
h que poder�a serusada analogamente �a rela�
~ao de desigualdade para n�umeros reais. A terminologia ser�a es
olhidade maneira a ressaltar a analogia 
om n�umeros reais e fun�
~oes reais.A-1.1.1 De�ni�
~aoSeja X um espa�
o de Bana
h e seja K um sub
onjunto de X . Ent~ao K �e 
hamadoum 
one de ordem se e somente se:1. K �e fe
hado, n~ao vazio e K 6= f0g;2. a; b 2 <; a; b � 0; x; y 2 K ) ax+ by 2 K;3. x 2 K e �x 2 K ) x = 0.Podemos de�nir ent~aox � y se e somente se y � x 2 K;x < y se e somente se x � y e x 6= y;x� y se e somente se y � x 2 int(K);x �= y se e somente se x � y �e falso;[x; y℄ = fz 2 X : x � z � yg (intervalo de ordem).A 
ondi�
~ao (2) �e equivalente a estabele
er que K �e 
onvexo e que se x 2 K e a > 0, ent~ao ax 2 K.O 
one de ordem K �e 
hamado gerador (total) se e somente se X = ger(K)(X = ger(K)). Emoutras palavras, K �e gerador (total) se e somente se X = (K � K)(X = K �K). Observamosque K �K = fx� y : x; y 2 Kg. Por um espa�
o de Bana
h ordenado entenderemos um espa�
o deBana
h asso
iado a um 
one de ordem.N~ao podemos fazer 
onfus~ao entre as no�
~oes de 
one e 
one de ordem. Um sub
onjuntoC do espa�
o de Bana
h X �e 
hamado um 
one se e somente se x 2 C e a > 0 impli
am ax 2 C.Todo 
one de ordem �e um 
one, mas n~ao vale a re
��pro
a.
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Exemplo Seja X = C(M) para alguma regi~ao limitada M 2 <N . De�nimos C+(M) = ff 2C(M) : f(x) � 0 em M g. Ent~ao K = C+(M) �e um 
one de ordem em X e temosf � g s.s.s. f(x) � g(x) para todo x 2M ;f � g s.s.s. f(x) < g(x) para todo x 2M:A-1.1.2 Proposi�
~ao (Propriedades de �)Para todos u; x; xn; y; yn; z 2 X e todos a; b 2 < temosx � xx � y&y � x) x = yx � y&y � z ) x � zAl�em disso, temos x � y&0 � a � b) ax � byx � y&u � z ) x+ u � y + zxn � yn 8n) limn!1xn � limn!1 yn:Para o operador rela
ional � temos x� y&y � z ) x� zx� y&y � z ) x� zx � y&y � z ) x� zx� y&a > 0) ax� ay.Prova: Basta usar a de�ni�
~ao (A-1.1.1) e as propriedades de K. Por exemplo, se xn ! x eyn ! y ao n!1, o fato que K �e fe
hado impli
a quexn � yn ) yn � xn 2 K ) y � x 2 K ) x � yOperadores Mon�otonos 
res
entesA-1.1.3 De�ni�
~ao(1) O 
one de ordem K �e 
hamado normal se e somente se existe um n�umero 
 > 0tal que, para todo x; y 2 X : 0 � x � y ) kxk � 
kyk.(2) O operador T : D(T ) � X �! Y �e 
hamado mon�otono 
res
ente se e somente se �everdade para todo x; y 2 D(T ) que x < y impli
a Tx � Ty. O operador �e 
hamado estritamente oufortemente mon�otono 
res
ente se e somente se o s��mbolo � �e tro
ado por < ou� respe
tivamente.Similarmente, de�nimos operadores que s~ao estritamente ou fortemente mon�otonos de
res
entes.(3) O operador T �e 
hamado positivo se e somente se T (0) � 0 e
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x > 0 impli
a Tx � 0 para todo x 2 D(T ).Como antes, o operador �e estritamente ou fortemente positivo se o s��mbolo � �e tro
ado por > ou� respe
tivamente.(4) O operador linear T : D(T ) � X �! Y �e 
hamado e-positivo se e somente seexiste um elemento e > 0 e para todo x 2 D(T ) existem n�umeros positivos �(x) e �(x) tais que�(x)e � Tx � �(x)e:No exemplo a
ima supomos que o 
one de ordem que gera o operador � existe.Exemplo (1) Seja X = <;K = <+.Ent~ao para fun�
~oes reais T : D(T ) � < �! < os 
on
eitosde (estritamente) mon�otono 
res
ente (de
res
ente) a
ima 
oin
idem 
om as de�ni�
~oes usuais em<. (2) Para o operador linear T , os 
on
eitos de fortemente (estritamente) positivo s~aoequivalentes aos de fortemente (estritamente) mon�otono 
res
ente.T positivo: x � y ) 0 � y � x) 0 � T (y � x)) Tx � Ty;T mon�otono 
res
ente: x � y ) Tx � Ty ) y � x � 0; T y � Tx = T (y � x) � 0.(3) Seja X = C(M) e K = C+(M) = ff 2 C(M) : f � 0 em Mg. Uma vez quekfk = maxx2M jf(x)j, segue de f; g 2 X 
om 0 � f � g que kfk � kgk,ou seja, que o 
one deordem �e normal. Consideraremos agora o operador integral linear u = Tv ondeu(t) = ZM A(t; s)v(s)ds.O n�u
leo A : M �! < �e 
ont��nuo. Ent~ao T : X �! X �e um operador linear 
ompa
to. Mais doque isso, T �e positivo, e ent~ao mon�otono 
res
ente, se A(t; s) � 0 para todo t; s 2 M . Suponhaainda que temos a 
ondi�
~ao mais forte A(t; s) > 0 8t; s 2 M . Fazemos e(s) � 1. Ent~ao T �efortemente positivo e e-positivo.Prova: Seja A(t; s) > 0. De v > 0 em X segue v(s0) > 0 para algum s0 2 M . Pela
ontinuidade de v, existe uma vizinhan�
a U(s0) limitada de medida m(U(s0)) e algum n�umero
 > 0 tal que A(t; s) � 
 em M �M e v(s) � 
 em U(s0). Ent~ao u(t) � 
2 �m(U(s0)) eu(t) � m(M) maxt;s2M jA(t; s)j �maxs2M jv(s)j 8t 2M .Ou seja, 0 < 
1:e � u � 
2:e e da�� temos u� 0. m(M) �e a medida de Lebesgue.Contraexemplo. Nem todo 
one de ordem �e normal.Seja X = C1([0; 1℄) e K = ff 2 X : f(t) � 0 em [0,1℄ g ekfk = maxt2[0;1℄ jf(t)j+ maxt2[0;1℄ jf 0(t)j:



65
Agora 0 � f � g signi�
a 0 � f(t) � g(t) 8t 2 [0; 1℄: Uma vez que a �ultima n~ao 
ont�eminforma�
~ao sobre as derivadas, n~ao existem 
onstantes 
 > 0 que garantam que 0 � f � g impli
akfk � 
kgk. A importân
ia de 
ones normais para a 
onvergên
ia de m�etodos iterativos ser�a de
i-siva para nossos prop�ositos e se tornar�a 
lara nas subse�
~oes seguintes, onde usaremos o seguinteresultado.A-1.1.4 Proposi�
~aoSe o 
one de ordem �e normal ent~ao todo intervalo de ordem [x; y℄ �e limitado.Prova: Se x � w � y ent~ao 0 � w � x � y � x e ent~ao kw � xk � 
ky � xk.A-1.1.5 De�ni�
~aoSeja X o espa�
o de Bana
h real 
om 
one de ordem K e seja e > 0. FixamosXe = fx 2 X : existe real a > 0 tal que �ae � x � aeg;kxke = inffa > 0 : �ae � x � aeg;Ke = KTXe.A-1.1.6 Proposi�
~aoSe K �e normal, ent~ao(1) O 
onjunto Xe 
om norma k:ke forma um espa�
o de Bana
h. A in
lus~ao Xe � X�e 
ont��nua. Se e� 0 ent~ao X = Xe e as normas sobre X e Xe s~ao equivalentes.(2) O 
onjunto Ke �e um 
one de ordem normal em Xe 
om e 2 int(Ke).(3) Se para x 2 X existem n�umeros positivos �; � tais que �e � x � �e em X , ent~aox� 0 em Xe.(4) Se o operador linear T : X �! X �e e-positivo e se T (X) � Xe, ent~ao T : X �! Xe�e fortemente positivo.�E digno de se men
ionar que Ke tem um ponto interior mesmo quando K n~ao tem, eque podemos obter operadores fortemente positivos.Prova de (1):(I) Pela proposi�
~ao (A-1.1.2),k:k �e um norma. Em parti
ular, kxke = 0 imediatamenteimpli
a que �ae � x � ae para todo a > 0, fazemos a! 0 e segue x = 0.(II) kxke = 1 impli
a x 2 [�e; e℄, isto �e,kxk < r 
om r �xo, pela proposi�
~ao (A-1.1.4).Portanto ,kxk � rkxke para todo x 2 Xe, e a in
lus~ao �e 
ont��nua.(III) Xe �e um espa�
o de Bana
h. Na verdade, toda sequên
ia de Cau
hy (xn) em Xe �etamb�em uma sequên
ia de Cau
hy em X , e ent~ao xn ! x em X ao n!1. Agora kxn�xmke < �
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para n;m � n(�) impli
a ��e � xn � xm � �e. Ao m ! 1, obtemos ��e � xn � x � �e paran > n(�). Portanto xn ! x em Xe.(IV) Seja e� 0 (e 2 int(K)). Ent~ao existe uma bola U(0; R) de raio R tal quee+ U(0; R) � K.Se x 2 X 
om x 6= 0, ent~aoe�Rx=kxk 2 K, isto �e, e�Rx=kxk � 0e por 
onseguinte �kxke=R � x � kxke=R. Isto signi�
a que x 2 Xe e kxke < kxk=R. Mas isto,
om (II) impli
a que X = Xe e as normas k:k e k:ke s~ao equivalentes.Prova de (2):Mostramos que Ke �e fe
hado. Seja (xn) uma sequên
ia em Ke 
om xn ! x em Xe aon!1. Como Ke � K, a sequên
ia tamb�em perten
e a K. Por (II), xn ! x em X ao n!1, eent~ao x 2 K e da�� temos x 2 XTK = Ke.Ke �e normal, pois Ke � K;x � y em Xe impli
a x � y em X . E ent~ao kxke � kyke.Finalmente, e 2 int(Ke), uma vez que e+ [�e; e℄ 2 K, onde [�e; e℄ �e a bola unit�ariaem Xe.Prova de (3):O intervalo de ordem [��e; �e℄ �e uma das vizinhan�
as da origem em Xe. Comox+ y 2 Ke 8y 2 [��e; �e℄, obtemos x 2 int(Ke).Prova de (4):(4) �e uma 
onsequên
ia imediata de (3).Apli
a�
~ao a desigualdades integrais.Como uma primeira apli
a�
~ao da teoria dos espa�
os de Bana
h ordenados, enun
iare-mos uma proposi�
~ao que ser�a important��ssima na investiga�
~ao de pro
essos evolutivos.A-1.1.7 Proposi�
~aoSeja A : X �! X um operador 
ont��nuo, linear e positivo sobre o espa�
o de Bana
hX e 
om raio espe
tral r(A) < 1. Sejam x; y; g 2 X .Ent~aox � g +Ax; y = g +Ay ) x � y:Prova: Seja Bx = g + Ax. Ent~ao x � Bx impli
a x � Bx � B2x � ::: � Bnx. Comor(A) = r(B) < 1, a s�erie de Neumann 
onverge, ent~ao kAnk ! 0 ao n!1. O que impli
ax � Bnx = n�1Xk=0Akg +Anx! (I �A)�1g = y:segue ent~ao x � y.Supersolu�
~oes ,subsolu�
~oes , m�etodos iterativos.
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Consideraremos a equa�
~ao opera
ionalx = Tx (A-1.1)junto 
om o 
orrespondente m�etodo iterativoun+1 = Tun; vn+1 = Tvn: (A-1.2)As seguintes de�ni�
~oes s~ao b�asi
as na teora de existên
ia para equa�
~oes opera
ionais em espa�
osde Bana
h ordenados.A-1.1.8 De�ni�
~aoA fun�
~ao x �e 
hamada uma supersolu�
~ao ,supersolu�
~ao estrita, supersolu�
~ao forte de(A-1.1) se e somente se x � Tx; x � Tx, respe
tivamente. Analogamente de�nimos subsolu�
~oes(estritas,fortes). Observamos ainda que supersolu�
~oes (subsolu�
~oes ) n~ao s~ao solu�
~oes .A-1.1.9 Teorema (M�etodos Iterativos Mon�otonos)Suponha que T : [u0; v0℄ � X �! X �e um operador 
ompa
to mon�otono 
res
entesobre o espa�
o de Bana
h real X 
om 
one de ordem normal X+. Ent~ao as seguintes a�rmativasvalem: (A) Convergên
ia do m�etodo iterativo. Se u0 �e um subsolu�
~ao de (A-1.1) e se v0 �euma supersolu�
~ao de (A-1.1) 
om u0 � v0, a sequên
ia iterativa (vn) em (A-1.2) 
onverge a umponto �xo de T , em termos 
on
retos, ao maior ponto �xo v de T em [u0; v0℄, e (un) 
onverge aomenor ponto �xo u de T em [u0; v0℄.Mais do que isso, temos as estimativas de erroun � u � v � vn 8n = 0; 1; 2; :::(B) Estabilidade da solu�
~ao . Se u0 �e uma subsolu�
~ao estrita de (A-1.1) (v0 �e umasupersolu�
~ao estrita), se T �e fortemente mon�otono 
res
ente, e se a derivada T 0(u)(T 0(v)) existe e�e um operador fortemente positivo, ent~ao o raio espe
tral r(T 0(u)) � 1(r(T 0(v)) � 1), isto �e u(v)�e um ponto �xo n~ao expansivo de T .Pontos �xos n~ao expansivos s~ao tamb�em 
hamados fra
amente est�aveis. �E o esperadoent~ao que o m�etodo iterativo (A-1.2) possa ser usado apenas para 
onstruir solu�
~oes n~ao expansivasde (A-1.1).Prova do Teorema(A) Como u0 � Tu0; T v0 � v0 e u0 � v0 juntas impli
am que u0 � u1 � v0 esimilarmente que u0 � u1 � ::: � un � vn � ::: � v1 � v0 para todo n,segue que (un) �e mon�otona n~ao de
res
ente limitada superiormente e ent~ao existeu� 2 [u0; v0℄ tal que un ! u�. (vn) �e mon�otona n~ao 
res
ente limitada inferiormente e ent~ao existev� 2 [u0; v0℄ tal que vn ! v�, e tamb�em un � u� � v� � vn 8n.(B) De�na un+1 = Tun e tome u = limn!1 un, que existe pela parte (A). Mostraremospor 
ontradi�
~ao que r(T 0(u)) � 1 se u0 � Tu0.
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Ent~ao , assumimos que r(T 0(u)) > 1. O operador T �e fortemente mon�otono 
res
ente,e segue que u0 < Tu0 = u1 < Tu1 = u2 < ::: < u, o que impli
a que Tu0 � Tu. Pelas propriedadesde �,u0 < u1 e u1 � u impli
am que u0 � u (
ru
ial).O operador T 0(u) �e fortemente positivo, ent~ao existe h > 0 tal que T (u� h) < u� h;
omo a norma de h pode ser es
olhida arbitrariamente pequena, podemos suporu0 < u� h.Agora, u0 �e uma subsolu�
~ao e u � h �e uma supersolu�
~ao de (A-1.1), pela parte (A)existe um ponto �xo w 2 [u0; u�h℄ da equa�
~ao (A-1.1), o que gera um 
ontradi�
~ao 
om o fato queu �e a menor solu�
~ao de (A-1.1).Apli
a�
~ao (Equa�
~ao Integral)Seja M uma regi~ao limitada do <N . Seja X = C(M); X+ = C+(M) e 
onsidere aequa�
~ao integral u(x) = ZM G(x; y)f(y; u(y))dy 8x 2M (A-1.3)
om n�u
leo 
ont��nuo e n~ao negativo G : M �M �! < e fun�
~ao f : M � < �! < 
ont��nua emon�otona 
res
ente em u. Es
revemos a equa�
~ao integral na forma u = Tu; u 2 X . Ent~ao ooperador T : X �! X �e 
ompa
to e mon�otono 
res
ente.De�nimos subsolu�
~oes e supersolu�
~oes tro
ando = por � e �, respe
tivamente, naequa�
~ao integral. O teorema (A-1.1.9) impli
a que se u0 2 X �e uma subsolu�
~ao e v0 2 X �e umasupersolu�
~ao 
om u0 � v0 em M , ent~ao para n!1, o m�etodo iterativoun+1(x) = ZM G(x; y)f(y; un(y))dy (A-1.4)
onverge uniformemente em M a uma solu�
~ao u 2 X da equa�
~ao integral, 
om u0 � u � v0 emM . O limite u 2 X �e a menor solu�
~ao de (A-1.3). Pelo 
ontr�ario, se o m�etodo iterativo parte dev0, ent~ao obtemos a maior solu�
~ao de (A-1.3) 
om u0 � u � v0.A-1.1.10 Lema do ConeSeja X um espa�
o de Bana
h real, 
om 
one de ordem X+ 
ontendo um ponto interior.Seja u� 0. Ent~ao para toda v �= 0 existe um n�umero uni
amente determinado �u(v) > 0 tal que1. 0 � � � �u(v) impli
a u+ �v � 02. � > �u(v) impli
a u+ �v �= 0.Uma 
onsequên
ia importante, que n�os devemos usar frequentemente, �e queu+ �v � 0 e � > 0 impli
am � < �u(v).Prova: (1) Constru�
~ao de �u(v). Considere o raio � = fu+�v : � � 0g. Para � � 0 pequeno,temos u+ �v 2 X+ e para � � �0 grande temos u+ �v 2= X+. Caso 
ontr�ario, se u+ nv 2 X+para n 2 N grande e (u=n) + v 2 X+ obter��amos a 
ontradi�
~ao v 2 X+ fazendo n!1.Ent~ao u+�u(v)v �e o ponto de interse
�
~ao uni
amente determinado entre o raio � e afronteira �X+ do 
one X+.(2) Continuidade de �u. Para � > 0 existe um Æ > 0 tal que kv � wk < Æ impli
a
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u+ (�u(v)� �)w 2 int(X+)u+ (�u(v) + �)w 2= int(X+)Assim k�u(w) � �u(v)k < �.O Teorema Prin
ipal para Operadores de Tipo Mon�otonoConsideraremos operadores T para os quais uma das três rela�
~oes seguintes vale paratodos x; y 2 D(T ): Tx � Ty ) x � y ; (a)Tx < Ty) x < y; (b)Tx < Ty ) x� y. (
)A-1.1.11 De�ni�
~aoSejam X e Y espa�
os de Bana
h reais ordenados e seja T : D(T ) � X �! Y umoperador 
ont��nuo.(1) T �e de tipo mon�otono, estritamente mon�otono, fortemente mon�otono se e somentese valem (a),(b) e (
) respe
tivamente.(2) T �e 
onvexo se e somente se D(T ) �e 
onvexo e para todos x; y 2 D(T ) 
om x < ye todo t 2 (0; 1), T (tx+ (1� t)y) � tTx+ (1� t)Ty.T �e 
on
avo se e somente se �T �e 
onvexo.(3) T �e sublinear se e somente se T (0) � 0 e 8x 2 D(T )� 0; 8t 2 (0; 1)tTx � T (tx)T �e superlinear se e somente se �T �e sublinear.Analogamente, de�nimos operadores estritamente (fortemente) 
onvexos (sublineares).Agora 
onsideraremos a equa�
~ao opera
ionaly = Tx: (A-1.5)A-1.1.12 Proposi�
~aoSe T : D(T ) � X �! Y �e um operador de tipo mon�otono, ent~ao as seguintes a�rma-tivas s~ao 
orretas:(1) Uni
idade. Para y 2 Y �xo, a equa�
~ao (A-1.5) tem no m�aximo uma solu�
~ao x.(2) Estimativa de erro. Se x �e uma solu�
~ao de (A-1.5), e se Tu � y e Tv � y, ent~aou � x � v. (3) Cara
teriza�
~ao . As seguintes a�rma�
~oes s~ao equivalentes1. T �e de tipo mon�otono;2. T �e injetivo, e T�1 �e mon�otono 
res
ente.A equivalên
ia vale para operadores estritamente (fortemente) mon�otonos.
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Prova de (1)Se Tu = y e Tv = y. Tu � Tv e Tv � Tu) u � v e v � u) u = v.Prova de (2)Se Tu � Tx � Tv ent~ao u � x � v.Prova de (3)Comparar de�ni�
~oes (A-1.1.11) e (A-1.1.3).Muito embora os �ultimos resultados sejam 
onsequên
ias triviais das respe
tivas de�ni�
~oes, operadores de tipo mon�otono s~ao de grande importân
ia em an�alise num�eri
a devido �a fa
ilidadede avaliar-se as estimativas de erro que eles forne
em. Em muitos sistemas n~ao lineares parab�oli
os,el��pti
os e hiperb�oli
os, o operador diferen
ial de segunda ordem que 
onduz �a solu�
~ao , bem 
omoos sistemas lineares que adv�em da dis
retiza�
~ao de suas equa�
~oes diferen
iais, s~ao de tipo ou 
ar-a
ter��sti
a mon�otona.O Teorema Prin
ipal, a seguir, mostra que operadores de tipo mon�otono têm umaimportante propriedade, estabele
e que a existên
ia e uni
idade de solu�
~oes e estimativas de erropodem ser determinadas do 
onhe
imento de super e subsolu�
~oes , que s~ao frequentemente f�a
eisde obter. Consideraremos a equa�
~ao Au+Hu = 0 (A-1.6)A-1.1.13 Teorema Prin
ipal para Operadores de TipoMon�otonoSuponha que as seguintes hip�oteses sejam satisfeitas(i) X e Y s~ao espa�
os de Bana
h reais ordenados;(ii) O operador A : D(A) � X �! Y �e linear e A�1 : Y �! X existe e �e um operador
ompa
to; (iii) O operador H : X �! Y �e 
ont��nuo;(iv) Existe uma regi~ao G em X 
om 0 2 G e existem elementos v1; v2 2 GTD(A)satisfazendo Av1 + �Hv1 � 0; Av2 + �Hv2 � 0 8� 2 [0; 1℄ (A-1.7)onde [v1; v2℄ � G e [v1; v2℄ �e limitado em X .(v) Para todo � 2 [0; 1℄, os operadores A+ �H s~ao de tipo mon�otono em GTD(A).Ent~ao temos as seguintes 
on
lus~oes :(a) Existên
ia e uni
idade. A equa�
~ao (A-1.6) tem exatamente uma solu�
~ao u emGTD(A) e v1 � u � v2.(b) Estimativa de erro. Se pudermos en
ontrar elementos u1; u2 2 GTD(A) quesatisfa�
am Au1 +Hu1 � 0; Au2 +Hu2 � 0 (A-1.8)ent~ao �e garantido que temos u1 � u � u2.Prova:
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(I) Existên
ia. Consideraremos, em lugar de (A-1.6),u = �Tu; Tu = �A�1H(u); 0 � � � 1: (A-1.9)Por (ii) e (iii) o operador T : X �! X �e 
ompa
to. Seja u uma solu�
~ao da equa�
~ao a
ima em G,
om � 2 [0; 1℄. Entao Au+ �H(u) = 0; u 2 GTD(A), e A+ �H �e de tipo mon�otono em GTD(A).Assim (A-1.7) impli
a que v1 � u � v2, e ent~ao u 2 [v1; v2℄.Seja G = X . Pelo Prin
��pio de Leray-S
hauder 1, (A-1.9) tem solu�
~ao para � = 1,isto �e, (A-1.6) tem uma solu�
~ao .Seja G 6= X . Es
olha uma regi~ao limitada G1 tal que [v1; v2℄ � G1 � G. Como(A-1.9) n~ao pode ter solu�
~oes na fronteira �G1,(A-1.9) n~ao tem solu�
~ao para � = 1, novamentepelo Prin
��pio de Leray-S
hauder.(II) Uni
idade e a�rma�
~ao (b) seguem da proposi�
~ao (A-1.1.12).O Teorema Prin
ipal para equa�
~oes de Hammerstein AbstratasEstudaremos agora a 
hamada equa�
~ao de Hammerstein Abstratau = KF (u) (A-1.10)paralelamente ao seu 
orrespondente m�etodo iterativoun+1 = KF (un); vn+1 = KF (vn) n = 0; 1; 2; ::: (A-1.11)sob variadas hip�oteses sobre o operador F . Mais uma vez, tro
ando = por � e � em (A-1.10)de�nimos sub e supersolu�
~oes , respe
tivamente. Lembramos que F �e positivo se e somente seu � 0 impli
a F (u) � 0. Formularemos três hip�oteses(H1)Y e Z s~ao espa�
os de Bana
h reais ordenados. O 
one de ordem Y+ sobre Y �e normal e 
ominterior n~ao vazio (o que impli
a que ele �e gerador e total).(H2) O operador F : Y �! Z �e 
ont��nuo e o operador K : Z �! Y �e linear, 
ompa
to e positivo.(H3) K : Z �! Y �e fortemente positivo.As hip�oteses (H1)-(H3) s~ao en
ontradas naturalmente em muitas apli
a�
~oes , e oproblema de�nido por (A-1.10) pode ter as seguintes origens� A equa�
~ao integral de Hammersteinu(x) = ZM G(x; y)f(y; u(y))dy� O problema el��pti
o de valores na fronteiraM : Lu = f(x; u); �M : Bu = g� O problema ini
ial de valores na fronteira para a eq. parab�oli
aut + Lu = f(x; t; u)1H.Zeidler,Nonlinear Fun
tional Analysis and its appli
ations VolI,pg245,556
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onde f �e n~ao linear e 
ont��nua.Todos os problemas a
ima podem ser transformados equivalentemente em (A-1.10),onde a fun�
~ao real f gera o operador F . A essên
ia �e que todas as propriedades da apli
a�
~aou ! f(x; t; u) de 
ontinuidade, diferen
iabilidade, linearidade assint�oti
a e a rela�
~ao de ordem� 
orrespondam exatamente �as mesmas propriedades da apli
a�
~ao u ! F (u). Garantimos (H3)para problemas de valores na fronteira es
olhendo Y = Xe (ver de�ni�
~ao (A-1.1.5)), Z = X , ondeX = C(M) e Le = 1; Be = 0.A-1.1.14 Teorema Geral de Existên
iaSe as hip�oteses (H1)-(H2) s~ao satisfeitas, temos os seguintes resultados(a) Convergên
ia do m�etodo iterativo para F mon�otono 
res
ente em [u0; v0℄. Se u0 �e uma sub-solu�
~ao e v0 uma supersolu�
~ao de (A-1.10) 
om u0 < v0, ent~ao (un) em (A-1.11) 
onverge para amenor solu�
~ao u de (A-1.10) em [u0; v0℄, e (vn) 
onverge para a maior solu�
~ao v de (A-1.10) em[u0; v0℄. Al�em disso, temos as estimativas de erroun � u � v � vn n = 0; 1; 2; :::(b) Existên
ia de solu�
~ao para F mon�otono de
res
ente. Se existir um z 2 Z tal que F (u) � zpara todo u 2 Y , ent~ao (A-1.10) tem uma solu�
~ao .Prova do TeoremaProva de (a)(a) �e uma 
onsequên
ia imediata do teorema (A-1.1.9).Prova de (b)Apli
amos o Teorema do Ponto Fixo de S
hauder para a apli
a�
~ao KF : M �! Monde M = fu 2 Y : KF (Kz) � u � Kzg:M �e n~ao vazio, pois F (Kz) � z e ent~aoKF (Kz) � Kz. ObviamenteM �e 
onvexo e fe
hado. ComoY+ �e normal, M �e fe
hado pela proposi�
~ao (A-1.1.4). Finalmente, mostraremos que KF (M) �M .Suponha que u 2 M . Ent~ao F (u) � z impli
a KF (u) � Kz, e u < Kz impli
a F (u) � F (Kz), eent~ao KF (u) � KF (Kz). Segue ent~ao que KF (u) 2M .Finalmente, o Teorema do Ponto Fixo de S
hauder assegura uma solu�
~ao u = KF (u).A-1.1.15 Corol�ario ( Uni
idade )Suponha que (H1)-(H3) s~ao satisfeitas. Temos 2 
asos(a) Estritamente sublinear e mon�otono estritamente 
res
ente F . Neste 
aso, a equa�
~ao(A-1.10) tem no m�aximo uma solu�
~ao u > 0. Se v > 0 �e uma subsolu�
~ao estrita de (A-1.10), ent~aon~ao existe uma solu�
~ao u de (A-1.10) 
om 0 < u � v.(b) Estritamente superlinear e mon�otono estritamente 
res
ente F . Neste 
aso, aequa�
~ao (A-1.10) n~ao tem duas solu�
~oes distintas positivas u e v. Se v > 0 �e uma supersolu�
~aoestrita de (A-1.10), ent~ao n~ao existe solu�
~ao u de (A-1.10) 
om 0 < u � v (uni
idade fra
a).
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Prova do Corol�arioProva de (a)Seja u = KF (u) e v = KF (v) 
om u 6= v; u; v > 0. Podemos assumir que v �= u.Como KF (0) > 0 e KF �e mon�otona fortemente 
res
ente, segue u � 0. Pelo Lema do Cone(A-1.1.10) existe um real t > 0 tal que (u� tv) 2 �Y+.Como v �= u; t < 1. O operador KF �e fortemente sublinear, e ent~aou = KF (u) � KF (tv)� tKF (v) � tvou seja, (u� tv) 2 int(Y+). Isto �e uma 
ontradi�
~ao .Se v �e uma subsolu�
~ao estrita, isto �e v < KF (v), onde 0 < u � v, a 
on
lus~ao seguesimilarmente.Prova de (b)O argumento �e similar ao 
aso (a). Seja u = KF (u); v = KF (v); 0 < u < v. Aship�oteses feitas sobre KF impli
am que 0 < u� v. Segue, pelo Lema do Cone, que existe um realt > 0 : (tv � u) 2 �Y+. Entretanto, 
omo u� v segue t < 1 e ent~aou = KF (u) � KF (tv)� tKF (v) � tv,ou seja, (tv � u) 2 int(Y+). Isto �e uma 
ontradi�
~ao .Se v �e uma supersolu�
~ao estrita, argumentamos similarmente.Apli
a�
~oes a Equa�
~oes Integrais de Hammerstein.Consideraremos a equa�
~ao opera
ional abstrata (A-1.10) e o m�etodo iterativoun+1 = KF (un); u0 2 Y; n = 0; 1; 2::: (A-1.12)Como prot�otipo de (A-1.10), 
onsideraremos a equa�
~ao integral de Hammersteinu(x) = ZM G(x; y)f(y; u(y))dy 8x 2M (A-1.13)
om o m�etodo iterativo un+1(x) = ZM G(x; y)f(y; un(y))dy (A-1.14)Para esta equa�
~ao integral queremos obter um teorema de equivalên
ia que permita-nos apli
artodos os resultados abstratos de (A-1.10) no problema 
on
reto (A-1.13), o que 
onduzir�a a umaabundân
ia de resultados e apli
a�
~oes .De�niremos Y = Z = C(M); Y+ = C+(M) e o operador K : Z ! Y por(Kv))(x) = ZM G(x; y)v(y)dy (A-1.15)e o operador F : Y �! Z por z = F (u) ez(x) = f(x; u(x)).F �e 
hamado de operador de Nemy
kii.
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A-1.1.16 Proposi�
~ao (Teorema de Equivalên
ia)Suponha queM �e uma regi~ao limitada em <N 
omN � 1, que o n�u
leoG :M�M �!< �e 
ont��nuo e n~ao negativo e que f :M�< �! < �e 
ont��nua. Ent~ao temos os seguintes resultados.(1) O operador K : Z �! Y �e linear, 
ompa
to e positivo. Se G �e positivo, ent~ao K�e fortemente positivo.(2) O operador F : Y �! Z �e 
ont��nuo. F �e positivo se f(x; u) � 0 para todo u � 0e x 2 M . Similarmente, F �e mon�otono 
res
ente or de
res
ente, 
onvexo ou 
ôn
avo, e sublinearou superlinear, se a fun�
~ao real u 7! f(x; u) tem a 
orrespondente propriedade em < para todox 2M . Mais do que isso, F (u) � 
u se f(x; u(x)) � 
u(x) para todo x 2M .(3) F �e 
ontinuamente diferen
i�avel em Y se a derivada par
ial fu �e 
ont��nua emM �<. Se 
olo
armos y = F 0(u)h, ent~ao y(x) = fu(x; u(x))h(x) para todo x 2M .(4) A derivada F 0(1) existe se existir um n�umero real � tal quef(x; u))u ! � ao juj ! 1 (A-1.16)e a passagem ao limite �e uniforme 
om respeito a todo x 2M . Se isto vale somente para u!1,ent~ao a derivada positiva F 0+(1) existe. Se 
olo
armos y = F 0(1)h ou y = F 0(1)h, respe
tiva-mente, ent~ao y(x) = �h(x) 8x 2M .(5) A fun�
~ao u 2 y �e uma sub ou supersolu�
~ao de (A-1.10) se e somente se o s��mbolo= em (A-1.13) �e tro
ado por � ou �, respe
tivamente.(6) O 
one de ordem Y+ �e normal e tem interior n~ao vazio e ent~ao , em nosso 
ontexto,ele �e gerador e total.A prova segue imediatamente das 
orrespondentes de�ni�
~oes .A-1.1.17 Lema AExiste uma solu�
~ao �uni
a T� 2 X de (2.5) paraf(T (x; t)) = f�(T (x; t)) = �u0C T1 + T (x; t) (A-1.17)e 0 < � � 1; u0 2 <.Prova: (I) �E imediato, pela representa�
~ao integral, que existem sub e supersolu�
~oes triviaisTN(x; t) e T
(x; t) tais queC �TN�t = �2TN�x2 e C �T
�t = �2T
�x2 + u0substituem (2.1) e ent~ao TN < T� < T
 em M 8� : 0 < � � 1, uma vez que0 < f�(T (x; t)) < u0Cpara toda fun�
~ao T (x; t) 2 X .
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(II) Mostraremos que f� �e uma fun�
~ao mon�otona estritamente 
res
ente e estritamentesublinear para todo � : 0 < � � 1.Sejam duas fun�
~oes quaisquer T�1 ; T�2 2 X;T�1 < T�2 (isto �e T�1(x; t) � T�2(x; t) emM e T�1 6= T�2). Temosf�(T�2)� f�(T�1) = �u0C � T�21 + T�2 � T�11 + T�1 � = �u0C T�2 � T�1(1 + T�2)(1 + T�1) > 0 (A-1.18)ou seja, f�(T�1) < f�(T�2).Seja � 2 <; 0 < � < 1. Observamos que1 + �T < 1 + T ) � � 11 + �T > � � 11 + Te ent~ao f�(�T ) > �f�(T )8� 2 (0; 1).(III) No sentido de satisfazer as hip�oteses de (A-1.1.14) e (A-1.1.15), j�a observamosque o n�u
leo de Green de�nido em (2.10) veri�
aG0(x; t; y) > 0 8x; y 2 (0; 2L);8t 2 (0; t0)e ent~ao , es
revendo (2.14) na formaT = K0F0(T ); T 2 X = C(M) (A-1.19)o operador K0 �e fortemente positivo 
omo apli
a�
~ao de X = C(M) �! Xe.Amparados no teorema (A-1.1.14) e no 
orol�ario (A-1.1.15) (apêndi
e), asseguramosexistên
ia e uni
idade de solu�
~oes em (2.5) paraf(T (x; t)) = f�(T (x; t)); 0 < � � 1.A-1.1.18 Lema BSendo a fun�
~ao f(T ) : D(f) = X = C(M ) �! < de�nida porf(T (x; t)) = u0C T1 + T (x; t) exp �� Z x0 T1 + T (s; t)ds�podemos mostrar que f(T ) �e estritamente sublinear (e ent~ao F (T ) emT = KF (T ) (A-1.20)�e um operador estritamente sublinear).Prova Primeiramente, observamos que, para 0 < � < 11 + �T < 1 + T ) 11 + �T > 11 + Tent~ao
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�T1 + �T exp�� Z x0 �T1 + �T (s; t)ds� = �T1 + �T exp�� Z x0 �1� 11 + �T � ds� =�T1 + �T exp(�x) exp �Z x0 11 + �T ds� > �T1 + �T exp(�x) exp �Z x0 11 + T ds� =� � T1 + T exp�� Z x0 T1 + T ds�segue, 8T 2 D(f); 0 < � < 1 �f(T ) < f(�T )e f �e estritamente sublinear.A-1.1.19 Lema CSendo f(T ) de�nida 
onforme hip�otese do Lema B, asseguramos sua monotoni
idadeestrita para L � 1=2. Este resultado, 
ombinado 
om o Lema B, garante existên
ia e uni
idade desolu�
~oes da equa�
~ao (2.16) (e 
onsequentemente da equa�
~ao (2.14) ) 
omo apli
a�
~ao do teorema(A-1.1.14) e do 
orol�ario (A-1.1.15) .Prova do Lema C(I) Observamos que, derivando f(T ) 
om respeito a vari�avel real T , temos�f(T )�T = u0C T1 + T (x; t) exp �� Z x0 T1 + T (s; t)ds� � 1T (1 + T ) � Z x0 1(1 + T )2 ds� (A-1.21)e que a maneira mais adequada de de�nir o 
one de ordem X+ sobre X �eX+ = fT 2 X : T (x; t) > 0 8x; t 2Mg (A-1.22)
on
lu��mos que ent~ao pre
isamos assegurar queD(x; t) = 1T (1 + T ) (x; t)� Z x0 1(1 + T )2 ds > 0 8x; t 2M;8T 2 X\Xs (A-1.23)e ent~ao f(T ) �e mon�otona estritamente 
res
ente em XTXs.A 
on
lus~ao de monotoni
idade estrita para qualquer L > 0 seria bastante naturalno 
ontexto dos problemas de rea�
~ao -difus~ao e do problema do 
alor, onde os operadores que
onduzem �a solu�
~ao traduzem em s��propriedades asso
iadas a de
aimentos suaves e uniformes,
omo por exemplo, o desaque
imento de uma pla
a met�ali
a ou a difus~ao de um poluente emmeio 
u��do, exemplos prot�otipos de problemas de natureza parab�oli
a, que s~ao 
ara
teriz�aveis pelavalidade do Prin
��pio do M�aximo em alguma de suas variantes. Entretanto, apesar de todas essasevidên
ias, somente 
onseguimos assegurar (A-1.23) para valores de L pequenos. A 
have para aextens~ao de nossos resultados 
ertamente ser�a uma majora�
~ao mais re�nada do termo integralZ x0 1(1 + T )2 (s; t)dspara 0 < x < 2L. Observamos queZ x0 1(1 + T )2 (s; t)ds � x � max0<s<x 1(1 + T )2 (s; t) = x � 1(1 + T )2 (x; t) � 2L(1 + T )2 (x; t)
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e ent~ao vale (A-1.23) se 2L < 1 + T (x; t)T (x; t)e ent~ao garantimos (A-1.23) se 2L � 1.
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