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I NTRODUÇAO 

I: bem conhecido que se um domínio T é uma extensão 

inteira de um domínio i.nte i ramente fechado R, então a extens ão 

R c, T satisfaz a propriedade do go lng down, Este trabalho a ­

presenta, em três capftulos, um estudo sobre extensões R ~ T 

que possu em a propriedade ~o going down, onde R e T são 

nios e T es t~ contido no corpo de {rações K de R. 

domí -

No primeiro capítulo, t r abalhamos com extensões in-

te i r as . Um primei r o resulta do mostra que se R é um domÍnio qua_! 

quer e R' seu fec ho in teiro e ntão o fa to de R ~ R' s er uma ex ­

tensão que satisfaz going down implica que qualquer extensão i n 

te ira de R também satisfaz going down (teorema 1 . 1) . Outro re ­

sultado importante de s te capÍtulo most r a que, s endo R um domí -

nio Noether iano,então a ext en s ão jntei ra R ~T satisfaz going 

down se c somente se todo ideal prlmo P de R, de alt ura maior 

que um , possuir exatamente um ideal primo de T sobre s i , isto é, 

se P fo r um ideal p rimo não ramificado em T (teorema 1. 2) . Ain 

da neste capítulo apresentamos um exemplo de um domínio l oca l 

Noetheriano R, cu j o fecho inteiro R ' é a inda Noether iano, de mo 

do qu e a extensão R C? R' é ramificada e nao satisfaz apropri e -

dade do going down , embora a extensão R ~ T e 

um i deal maximal d e R' seja não rumi.ficoda e satisfaça going 

down (exemplo 1 . 1). 

onde T esti contido no corpo K de f rações de R, que satisfaçama 

propriedade do 1 - going do\vn . ~1ostramos que o fato da ext ensão 

R ~ T satisfazer a propriedade elo going down é equivalente ao fa 

to -dela satisfazer 1-going do'vn (teorema 2. 4) . Mostramos tam­

bém qu e se R C,. T satisfizer a propriedade do going down, ent ão 
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· e um terá no máximo um todo ideal primo de R, de altura ma1or qu • 

ide al primo de T s obre s i. (tcorem:t 2 . 1). 

No terceiro e último c apítulo es t udamos a propried~ 

de do going down par a ext ens ões R[xJ c/ T[x], ond e R é um domí 

nio qualquer, c T está c ont ido no fecho inteiro R' de R. Mostra 

mos que a extens ão R[x] c 7 T [X] s atisfaz a propriedade do going 

down se c some nt e s e for n5o ramifjcada (teorema 3.1) . Por Últi 

mo apr esentamos um contra exemplo que mo s tra s er indispensáv e l 

a h ipótes e deT esta r c ontido em R' ; mais precisamente mostraTOCE 

que , tomand o R c T como no exemplo 2 .1 , a extensão R [X] <; T Gx] 
nio satisfará a propriedade do going down, apesar de ser nao 

ram i ficada e de R C. T s at isfa zer a propriedade do going down . 

Em nosso trabalho , todos os a néis serao comutat i vos 

com unidade e um ide al primo será sempre d ife rente do anel to -

do . Além disso, o s ímbolo C scr a usado para denotar a inclu­

sao e c para a inclusão própria. 

Apre sentaremos a seguir algumas defini ções que se -

r a o ut ilizadas ao lon go do trabalho . Sejam ent5o R, T domínios 

tai s que R c T . Diremos qu e a exte nsio R ~T possui a proprie -

dade d o lying over se dado qual quer ideal primo I de R, existe 

um ideal primo I' de T que es tá acima de I, i s to é, r •n R= I. 

Diremos que a extensão R C? T possui a propriedade do going up 

sempre que dados P, Q doi s ideais primos de R de modo que PC Q 

e dado um id eal primo P ' c..lc T que está acima de P, exis t ir um 

ideal p r imo Q' de T que contém P ' c es t á ac ima de Q, isto é, 

P' c Q' e Q'n R= Q. A ex t e ns ão I~ c,. T po s suirá a propri ed~ 

de do going down se dados dois ide ai s pr imos p e Q de R onde 

P C Q e da do um ide al primo qua l quer Q' de T que estã ac ima de 
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Q, existir um 1dca1 primo P' de T contid o em Q' e que está aci 

ma de P , isto é , P' c Q' e P' nR = P . Um ideal primo P de R 

sera nao ramificado em T se existi r exatamente um ideal primo 

P' d e T tal que P ' n R P, c diremos que a extensão R <;. T -e 

nao ramificada se cada ideal pr 1mo de R for não ramificado em~ 

Finalmente, se u c um elemento do corpo de fra-

çoes de R então definiremos o condutor de u em R como sendo o 

conjunto dos elementos r de R para os quais r.u esti em R, ou 

seja, notando por Iu este conjunto temos I ={YER;ruE'R} . Note . u 

mos que c omo u = onde a, b estão em R e b i O, podemos 

concluir que b está em I , uma vez que b . u = aE' R. Assim es­
u 

te i dea l nao é nulo . 



1. GOING DOWN EM EXTENSOES INTEIRAS 

Nosso primeiro objetivo, neste capítulo, ~ mos-

trar que uma extensão inteira qualquer R G; T satisfaz a pro­

priedade do going down desde que a extensão R c; R' satisfaça a 

mesma propr iedade, onde R e um domínio e R' seu fecho intei-

ro . Este r esultado é mostrado no seguinte teorema . 

Teorema 1 . 1 [7, teorema 1] - Se R ~ um domínio e R' s eu fecho 

inteiro, então a extensão R~R' possu i a propriedade do going 

down se e somente se a extensão R~T possui a mesma proprieda­

de, qu alquer que seja o domínio T, inteiro sobre R. 

A fim de provarmos este teorema, enunciaremos e 

provaremos um l em;t bast <tntc lÍt il . 

Lema 1.1 [7, lema 1] - Sejam R, S, T dom ]nios tais que Rc S c T. 

i) Se a propriedade do going down vale para as extens õe s. Rc;S e 

S~T então ela também valerá para a extensão Rc;T. 

ii) Se a extensão R~T possui a propriedade do going dO\vn e a 

extensão S4T possui a propriedad e do ly.ing over então a ex-

t e nsão . -possu1ra going down. 

Prova: (i) Se jam P e Q dois ideais primos Je R e Q" ideal primo 

de T tais que PcQ e Q"() R = Q. Queremos mostrar que exi~ 

te um id eal primo P" de T que está contido em Q'' e acima de 

P. 

Sabemo s que a extensão R ~S possui goi ng down 

e Q"n S e um .ideal primo de S que está acima de Q. Segue 

daí que ex ist e um ideal pr.imo P' de S tal que P' c Q" nS =Q' 
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e P ' n R P . 

Por outro lado, Sc>T possui goi n g do\vn, canse-

qUentemente como P'c Q' são idea is primo s de S e O" está aci 
' 

ma de Q1 , existe um idea l primo P" de T tal qu e P" c Q" e 

P"n s = P I • 

Observemos que' sendo Q I = Q" n s e Q = Q I n R' t~ 

mos Q = Q' ()R = (Q"() S) (l R = Q"(l R. Obtivemos e ntão um ideal 

primo P" de T, contido em Q" com P"n R = (P"() S)nR = P l n R =P, 

o que conclui a pr ova deste ft cm . 

(ii) Para provar a segunda parte deste l ema,vamos igualmente su 

por que sao c1 ad os dois i d eais primos p c Q de R com P c. Q e 

existe ideal pdmo Q' de s acima de Q, isto - Q 'nR =Q . que um e , 

Queremos mo s trar a existên cia de um ideal primo p l de s que sa 

tisfaz P' c Q' c p' (l R = P. 

Mas daJo tal Q' de S, podemos garantir a ex .is-

tência de um ideal pr1mo Q" ele T que está acinw de Q' , uma vez 

que a extensão S~T possui lying over . f claro que Q" es tá 

acim a de Q, poi s Q" () R= (Q"n s)n R = Q'() R = Q. Então, pelo 

going down, que vale para R c)T, segue a cxi::;tência de um ideal 

p r imo P" de T tal que P" c Q" c P" ()R = P . -Mas , P" () S e um 

ide:d primo de S c P ''() S c: Q"()S = Q' , logo existe um i deal p r~ 

mo P' = P"ns de S, con tido em Q', que está acima de P , uma 

vez que P '()R = (P"ns ) nR = P"()R = P, o que completa a prova 

de validade da propriedad e do going down para R ctS. fj 

Prova do teorema 1 . 1: Suponhamos primeiro que a extensão R<:;.R' 

possua a propriedade do going down e c onsideremos um domínio T 

de forma que RG;T seja uma ex ten são int e ira . Queremos provar 

qu~ tal extensão possui going down. 

Sendo K o corpo de fra ç6es de R, co nsideremos um 
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corpo L que contenha K e T . Segue daí que R'T está em L e seus 

. ; 
1 

r: t. , onde r~ C R I , t . E T e I é 
1 .; 1 1 1 1 

fi elementos sio do t ipo 

nito. 

K 

R'T 

""R' 
T 

R 

Vamos primeiro mostrar que a extensão 

R' S R'T é inteira, para o que basta provar que 

um elemen to do tipo r ' t de R'T -c in tei ro sobre 

R'. Com efeito , desde que , por hip6t es e, temos 

RC>T um a extensão inteira e t E T , podemo s ga ­

rantir a exist~ncia de um pol i n6mio m6nico f(X) 

d c R [X ·1 q u c a nu 1 a t , j s t o é , f ( t ) = O . Mas R ' 

c on t6m R, portan to todos os coeficientes de f( X) 

estão em R'. Segue daí que encontramos um po li -

n6mio m6nico em R' [X] que anula t, ou seja, t é inteiro so -

bre R' . Como r' E R' temos que r I é inteiro sobr e R' , segue 

então que o produto r't é :intejro sobre R' , o que prova nossa 

primeira afirmação . De s te fa to , con c lui-se imediatamente que a 

extensão R'~ R'T possui a propri edad e do going down, por ser 

R' um domínio inteiramente fechado [), teorema 5 . 16, pag . 64]. 

Segue do lema 1 . 1 parte (i) que a extensão R~R'T 

possu i a pr opr iedade do going down. 

Vamos mostrar agora que R C;>T possui going down, 

u t i.l i z a n d o a p a r t c ( i i ) d o m e s m o 1 c m ;1 1 . I , o q u c c o n c 1 u i r á um 

I :Hio da prnv:1 . p :I .. :I 11 ~ :I r I :I I r :I I () ' " ; I s l :I 1.." () 11 s i d (' r ; I r ; l s L' :\ l l' ll -

soes Rc;. T c T G R' T c mostrar que T ~ R'T satisfaz lying 

over. Com efeito, como R <:;R' e R' <:; R' T são ex tens õe s in t ei -

r as, R <:; R ' T é também uma extensão in t e ira, e conseq Uen temente 

a extensão Te;. R' T satisfaz lying over por ser igualmente in -

te ira . 

O outro lado da prova 6 eviden te, visto que, se 

por h ip6tese vale goin g d own para toda ex tens ão in t ei ra 

em particular valerá para R ~ R' , j sto é, quando T = 
R ~T 

R I • (J 
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Vamos supor agor a que R seja um domínio Noethe 

ria no e que T seja um dom i n i o compreendido entre R e seu fe­

cho i nt e iro R' . Sob tais hipóteses, estabeleceremos uma cond i -

çao necess~r ia e suficient e para que a extens~o Rq.'J' pos sua 

going down . Ta l resultado ~ de grande importincia no nosso tra 

balho e ~ estabelecJdo n o seguinte teorema . 

Teorema 1 . 2 [7, teorem a 2] - Se R é um dominio Noetheriano 

e T um domínio entre R e seu fec ho inteiro R' então a ex -

tensão R c> T possui a propriedade do going down se e somen te 

se c ada ideal p rimo P de R de al tura maior que um for -nao 

ramificado em T. 

Precisaremos ainda de ou tro lema auxiliar para 

e laboraç~o da prova des t e teorema . 

Lema 1. 2 [7, lema 2] - Sejam R um dominio , u um elemen to do 

corp o de frn çÕc's d( ' 1 ~ c' I o co11dtttor de 11 em IL 
li Se I ,+. P, 

li Y-

-onde P e um ideal prjmo de R, ent~o existe exatamente um ideru 

pr imo de R[u] que está aci ma de P . 

Prova: se ja X uma indeterminada sobre R e consideremos o ancl 

de polinômios R[x] , bem como o homomorf:i smo avaliação 

R [X J --------;. R ( u) 

f (X) 1----- -) f (u), 

que e sobrejetivo c cu jo n~clco J c o conjunto dos polinômios~ 

R[XJ que se anulam em u. Pe lo teorema de is ornorf i smos, sabe­

mos que R[u] ~ R[X ] /J' Seja P um ideal primo de R que n~o con 



tém I . u 
Queremos mostrar que existe um Único 

12 

i <l c a 1 primo de 

R[ u] que está acima de P, c onsiderada a extensão R~R[u] · Mas 

pelo i somorf ism o antes ap r esentado, basta mostrar qu e existe um 

i:inico ideal primo P d e R[X] que cont ém o núcleo J da 41 e que 

está acima de P, ou seja, p n R = P, COilSidcracla [I extensão 

R~ R[X] . 

A partir do fato de Ju r/ P, podemos garanti r a 

I 

existência de um elemento n a o nulo i de Iu tal que iJ P. Co -

mo i E Iu temos que iu E R. Seja r téll elemento iu; segue daí a 

igualdade iu- r= O, onde i, uCR . Consideremos agora o poli-_ 

nômio f(X) = iX - r E R[X ] . t claro que f(X) € J e que por ser 

um polinômio do 19 grau é irredutível em cf(R) [x] . Notando por 

K o corpo de (ra ~ Õcs de R, segue, por [s, teorema 36] 

que J = (f(X))K[x ] nR[\ ] , isto é, J = (iX-r) K[x ] nR [x"J . 

Portanto, basta mostrar que existe um ~nico ideal primo P de 

R[X] tal que iX-r E P c Pn R = P . 

Por outro lado, consideremos o homomorfismo so -

brejetor if R [x]- ~R; p [X:I d e f.inido por 

n n 
( E X l) E P) Xl c ujo n~cleo - PR [X] 1T a. = (a . + c e que 

l l ' i= o i= o 

nos dá urna bi j e çuo entre {Q E Spec(l~[xJ) :Q 2 PR [ X] } c Spec( R;p[x]) . 

Observemos também que s e P é ideal pr i mo de R[X] tal que 

Pn R = P então P E {Q E Speco~[x]) Q2PR[X]} e se iX- r EP 

então (i+J>) X - (r + P) E n (P). Basta mostrarmos en tão que 

existe um único ideal primo ~ de R;p [x] tal que P n R/P =(Õ) 

e (i + P)X - ( r + P) E P. 
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R [x] 
I 

___ -rr ___ ? (R;rJ [x] - R[xJ/r[xJ 

p ·rr ( P) 

R 

p (Õ) 

Como iX - r == (i + P)X - (r + P) é um polinômio do 19 grau de 

R;p [x] , visto que i I p, temos que Ix - r é irredutível em 

e conseqU entement e (lx - r) (cf R;p) [X] n R/ p [X] ==P 

[S, teorema 3~,portanto P ~ ~ni co, ficando assim completa a pr~ 

va deste l e ma . {j 

Prova do Teorema 1. 2 : Vejamos primeiro que a condição é neces sã 

ria, e suponhamos, por absurdo, que ela seja falsa. Então a ex­

tensão R ~ T possui going down e garantimos a ex is tência de um 

ideal primo P de R de altura ma ior que um ramificado, isto é,de 

modo que T possui pelo menos dois ideais primos distintos que 

estão acima de P. Cons ideremos então Pi e Pz tais ideais primos 

di s tintos de T. Naturalmente Pl n R = Pz n R == P . 

Como P' 
1 

P.) , pod emo s escolher um elemento u 

qu e está em Pi ""- P ' , c consid erar o domínio S == R [u] . Cha-
2 

memos P == P' n S e 1 1 r2 = r2 n s. Segue daí que r 1 e r
2 

sao 

dois ideais primos de S, distintos, uma ve z que u( Pin S == r
1 

e LI I Pz n s == Pz , e que estão ambo s acima d e p, pois 
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P in R = ( J> l n S ) n I{ = t> l n R = P , p: I r D i. V <.11" i a n d O c n t r C 1 é 2 • 

A cxtensao Sc;T é intcira,pois temos R c S c T cR' 

e RC1R' c extensão inte i ra. ConseqUcntemen t e Sc,T possui apr~ 

pri edade do lying over . 

R' 

gd 

Te mo s então extensões Rc;. S c; T de f orma 

qu e S c;T pos s ui 1ying over e Rc;T possui going 

d o l·Jn , o q u c n os 1 c v::~ a c o n c lu i r que R c;. S p os s u i 

going dmvn, utilizando novament e a parte (ii) do 

lema 1.1. 

Afirm amos agora que a al tura de P1 e ma ­

i or que um. De fato, por hipót e s e, Pé um i d ea l 

R 
p rimo de a ltura maior que um, então existe pelo 

menos um i deal primo Q n ão nulo contido em P . A­

l~m d is s o, P1 ~um primo de S q ue csti acima de P, en t ão por 

R<:> S possu ir go ing down , podemos encon trar um ide al primo nao 

Ass im temos 

(O) c Q
1 

c P
1

, o qu e conclui a afirma ç ão . 

Sendo I o condutor de u em R, obser vamos que 
u 

Iu ~ P, cas o contrário, ex i s tiria um e l emento i E Iu"'-P, ma s 

neste c a so teríamo s iu f P, poi s ju f Rn r
1 

= P, e c on s equenteme!!_ 

te i u f P2 , o qu e n a o pode acontec er, vi s to que ijP
2 

e ufP
2

• 

Temos então Iu c P e portanto Iu S c P
1

. Consid e remos o conju~ 

to 

W = {N E' Spec(S); a lt N = 1 , IuS C NcP
1

} . 

Mostraremos que se x E P1'\.._ P2 então exis t e N ' CW 

tal que xE N'. Seguirá daí que P1 c P2u ~~~) e que W é não v a 

z i o . 

Por outro lado, corno t odo elemento de W e um pri:_ 
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; ~ l . .... c~ ~[ . ...,; ,, ~. '\:\ r: , 

mo minimo do ideal IuS, e como S = R[u] ~ um dominio Noctheri 

ano, visto que R o c, podemos conclu ir que W ~ fin ito ,digamos 

\V= {N
1

, N
2

, .•. , Nm }. Segu irá então que r 1c P2 U N1U .. . U Nm 

e portanto r
1 

c. P
2 

ou r
1 

c Ni, p ar u algum i variando · entre 1 e 

m. Como u ( P1 '\P2 } temo s que 1\ n ão pode estar c ontido em P2 e 

como al t 1\ > I c alt N. 
1 

1
1 

quulqucr que seja i variando en -

tre 1 em, temos que r 1 nao pode estar cont ido em Ni, qu alque r 

que seja 1 vari ando en tre 1 e m. Teremos port anto uma contradi 

çao, que prov~m do fato de havermos s uposto P ramificado em T . 

Mostr emos agora que se xE P 1""-P 2 então ex iste 

N' E W tal que xE' N'. Como x E P
1 

e alt P
1 

> 1, pelo teorema do 

ideal principal de Krul l [s, t eorema 14 2] , exis te um ideal p ri_ 

mo N' t al qu e x E' N', N'c P1 e a lt N' = 1. Res ta - no s ver se 

IuS c N'. Com efeito, observemos que xE N' " P2 , portanto N'stP2. 

Sendo N N
1
n R, é claro que N c P, visto que N' c. P

1 
e r

1
n R=P. 

Uma vez que NC p I Pz n R = p e a extensão R~ s possui going 

down, c omo foi visto anteriormente , deve ex i stir um i deal primo 

N" de s tal que N"C P 2 e N''n R = N. ~ claro que N' e N" 

sao dis tin tos, pois p ::> N" 
2 e P2 f N'. Segue então do lema 

1. 2 que I u se N ' c N' C w. 

Para mostrar a condição suficiente,basta lembrar 

que como R~ T é uma ext ensão inteira , por es tar T contido 

em R' , ela possui a propriedade do going up [s, teorema 4 4] . 

Além d isso , por hipótese, R ~ T c não ramificada, donde se 

c onclui fac ilmente qu e ela satisfa z going down, 8 
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Exemplo 1.1 - F:1r cmos :1qu1 ~~ constru~..;i\o de um exemplo que mos­

tra ser falsa a reciproca da parte (i) do lema 1 . 1, bem como s~ 

imprescindível a hip6tese da extens~o S ~ T pos s u i r lying over 

na parte (ii) do mesmo lema 1 . 1 . Este exemplo foi elaborado por 

Na gata em [ 9 J e trata-se da construç5o de um dom ínio local 

(R, M) n-dim ensional, c ujo fecho inteiro R' tem exa tamente dois 

ideai s pr1mos M
1 

e ~1 2 , onde R ' ~I e um domfnio de 
1 

valorização 

discreta e R'M € um domínio local tamb6m n-dimensional tal 
2 

que a ex tensão R c; R' M satisfaz go ing dO\vn . 
2 

Uma outra construção deste exemplo, utili zando 

técnicas bem mais simples, aparece em [2, secção 4, exemplo CJ, 

construção esta que passaremos a apresentar com detalhes . 

Sejam k um corpo,· {t
1

, ... , t , .. .} um conjunto 
m 

infinito de indeterminadas sobre k e L = k (t 1 , ... ,tm' . . J. Seja 

num numero inteiro maior ou igual a um e sejam X, Y1 , ... , y 
n 

indeterminadas sobre o corpo L. Vamos c onsiderar o domínio 

sistema multiplicatjvo & definido por 

& = L [x, Y1 , .. . , YnJ""" (X) U(Y1 , ... ·\) . Consideremos ain 

da o domínio A definido por A = L[X ,Y
1

, ... ,Y
11

] & e os 

definido por (X)A e M2 por (Y1 , ... ,Yn)A, que são ideais 

mais de A. 

maxi-

R bastante imediato que para i tomando valore s ~ 

tre 1 e 2, os c orpos A;~·l. e I. são isom6rficos . De fato, se 
l 

por exemplo tomarmos =J, teremos 
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onde& ' é o si st ernr~ multiplic ativo dado por (l ' ={ s+(X); s t: &} . 

Mas L[x,Y1 , . . . ,Yn] /(X) e L[Y1 , . .. ,Yn1 são domínios is omórfico s, 

portanto se h é um i s om or fismo en t re tais domínios c &" é o si s 

tema multiplicativo dado por &" ={ h( s ' );s'E' f, • } então obtemos 

CL [X, Y1 , . .. ,Yn1 / (X)) & , ; CL[Y1 , ... ,Yn] ) (
1
" ; L(Y 1 , . .. ,Yn ) = 

=k(t
1

, .. . , t , . . . ) (Y1 , ... ,Y ) ; L. O de s envolvimento de A/M ; L 
m n 2 

será análogo ao que acabamos de fazer . 

Assim podemos escolher doi s homomorfisrnos sobr e -

jetivos do tipo (i:A----~1, cujo núcleo seja exatamente o ideru 

máx i ma! M. de A, onde i a s sume os valores 1 ou 2. 
1 

Cons ider emos finalmente o dom in i o R definido por 

e o domin io T = AM . 
2 

Temos então o seguinte diagrama : 

cf(R) = K 

)•am 
R 

11 ftam L [x 'Y l ' .. . , Y n} & =R ' A 

MzAM 
2 
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Vamos prjmeiro mostrar algun s resultados refer e~ 

tesa extensão R ST, resultados est es que terminam concluindo 

que R c, T satisfaz a propriedade do going do\~n . Em seguida ve­

remo s que o domínio A coincide com R' , o f ec ho inteiro de R. 

No t emos então, antes de tudo, que tanto T quanto 

R sao ambos domín i os Noet herianos . 
~ 

De f ato, sendo L um corpo,e 

claro qu e L[x1 ,Y1, .. . ,Yn] é um domínio Noetheriano. J\ssím por 

[s, teorema 85] A é um domí nio Noether iano e consequentemente, 

pela me sma ra zio , T é Noetheriano. Mostraremos que A é um R -m~ 

dulo de t ipo finito, de onde c oncluiremos que R e também Noe t he 

riano [3, teorema~ 

extensão inteira . 

ou [_ 4, teor ema Áj , e que R c;. A uma 

Mostremos então qu e i\= R + Re
1 

+ Re
2

, ond e e
1

, 

e2 sao elementos de A. Consideremos ent~o o homomorf i smo 

E : A--~L X L, def inido por( (a)= ( f l(a), ( z(a)) , qu e é 50 

brejetor pelo Teorema do Resto Chin~s . Sej am e
1

, e
2 

e lem entos 

=(0,1). E claro que R+Re 1+Re 2 c A. Seja então um elemento afA . 

Para j =l ,2, s eja aj um elemento que satisfaz E(aj ) = C Ej (a), C:j (a)). 

Pela mane ira como R fo i definjdo, claramente a. E R. Por outro 
J 

lado, vale E(a)=CE'
1

(a), E2 (a))=( E1 (a),O)+(O,E2 (a)) = 

= C E 
1 

(a) , E1 C a)). (l , O)+ ( E2 (a) , E2 (a) ) . C o , 1) = 

um el em en to do nGclco de E que c exatamente M1 n M2 que por 
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sua vez estã em R. Assim existe um elemento r em R tal que 

observação. 

Outro fato a notar c que R c T possuem o mesmo cor 

pode frações . De fato, observemos que cf(T) = cf(J\), uma vez 

que T e a localização de 1\ em M
2

• Por outro l ado, M
1 
n M

2 
é um 

ideal nao nulo de 1\ c Jc R s.imultancamcnte, visto que M
1
nrv1

2
ç R, 

p o i s s c x C rvt
1 

() M 2 c n tão E
1 

( x ) = C 
2 

( x ) = O • E n tão c f (A) =c f (R) • 

Chamamos a atenção agora de que ambos os domínios R 

e T sao n-dimensionais . Com cfe.ito, dim 1\ = n uma vez que ~u 

ideal primo de maior altura é M2 = (Y 1 , •.. , Yn)A. Como R S A 

e uma extensão inteira, temos que dim R = dim A n e para co~ 

cluir que dim T = n basta lembrar que T = AM e alt M2 = n. 
2 

Temos assim uma extensão R ~ T onde R, T sao do­

mínios Noether ianos , n dimensionais e T c K, corpo de frações de 

R. Vamos mostrar que ta l extensão e não ramificada. 

Observemos que M1 n R 

to R possui um único ideal máximo j\1 = ~1 1n M2 , pois R S A e ex -

tensão inteira c M
1 

c M2 são os únicos ideais máximos de A. Cla 

ramente M2 1\~ 1 
2 

c o único ideal de T que está sobre M. 

Se Pé um ideal prjmo nao máximo de R, vamo s prl:_ 

meiramente mostrar que existe um Único ideal primo P' de A so-

bre"P . Se P' e P" s ao dois idca:is primos tais que 

P' ()R= J>"n I~= P, ent~o P' ()I~= P = P () ~ ~ C. J>' n M. Lopo 
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P' n R= P'n ~1. /\nolo g:Hncntc obt emos P"n R= P"n M, e por­

t a n to tem o s P ' n t-1 = P " n ~I d c o n d c de c o r r e P ' = P " 

[1, pr op osição 1.11] . Portan to P é não ramificado e m /\ . Por 

outro lado, R ~ A ~ uma exten são inteira, p ortan to a proprieda ­

de do g oing up é válida , e c omo al t M
1 

= 1, podemos garantir que 

Decorre daf que P ' /\M c o ~nico ideal primo de T so-
2 

b r e P . L o g o a ex t c n s 5o R c7 T c não r am i f i cada . 

Vamos agora salientar um fato que seri ut i lizado . 

mais t arde, no Último capítulo . Considerado o hom omorfi s mo ca · 

nônico <l>p 1 : A -------'7 AIP ' , onde P' é o Único ideal primo d e 

A situado sobre um ideal primo P nao máximo de R , mostraremos 

que o corpo de f r ações de <~>p , (R) é igu al ao cor po de f raç ões de 

<l' p I (A) = A I p' • 

Seja e ntão um elemento a de A c e scolhemos um 

el em ento Xf M1n M2 ta l que x/ P ' . Tal escolha é possível 

porque Ml n Mz 1 p I . Então xa (' R, <l'p ' (x) é um e l e mento n ão nulo 

de 4o P 1 ( R) e <tp , ( x ) <I> P , ( a) <Pp 1 ( x a) E <tp 1 (R ) . As s i m, 

<I> p 1 (a) = t!'p , ( x a) I <JJ P 
1 

C x } c f ( <tp , ( R) ) , ou seja, 

cf(~p' (A)) c cf(<tp, (R)), e po rtanto a igualdade se verifica . 

Mo s traremos tamb~m q ue <t
1 

(R) = AIM , onde <I> 
1 

e 
1 

o homomorfi smo canônico 4> 1 : A ----7 AIM , de núcleo M
1

• Seja en-
1 

tão a E- A e seja r E A tal que E (r ) = ( E'
1 

(a) , E 
1 

(a) ) ; segue daí 

que r E. R e f (r) = 
1 E

1 
(a) , 1 ogo r-a E' t'-\, donde <1>1 (r) = 

Anal ogament e e nc on tramos <~2 (r<) = AIM . 
2 

<l> (a) = 
1 
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Para mostrar que a extensao R ~ T satisfaz going 

up, vamos supor que existam dois ideai s primos P, Q de R tais 

que · d 1 · P" d c 'I' sob r e P . p c Q e um 1 ea pr1mo ~1as P" n A é um 

ideal primo de A que csti contido em M2 , então como a ex t en s ão 

R ~ A satisfa z going up, gur[lntimos a cxjstência de um ideal 

primo Q' de A, contido 

r"n A c Q • c q· n A Q. 

umo ve z que alt M1=1 , 

Sejam P' = P"n A e Q" = 

tal que 

Q" n R Q e P" C Q", claro que Q" é um ideal primo de T tal que = 

visto que p • c Q', o que conclui o fato de R ~ T satisfaz going 

up . 

A validade do going down para a extensão R ~ T 

decorre facilmente do fato de R GT ser não ramificada e pos-

suir going up . 

-
ll<JO 

s a t i s f a z 1 )' i 11 g u v L' r , um~~ v t: t. q u e 11 a u ex .i s L e i. J e a 1 p r .i.m o 

de T situado acima de M
1

. Além disso podemos concluir que a ex 

tensão R c;. A nao satisfa z going down . De fato, sendo 

alt M = n, alt M
1 

= 1 e M
1 

n R = M, podemos garantir que ex~ 

t e um ideal primo P de R tal que (O) c P c M c nao existe ideal 

primo de A sobre P contido em M
1

. 

Encontramos assim extensões R c'> S = A C;:- T de 

forma que R ~ T satisfaz a propriedade do going down , apesar 

da mesma propriedade não ser vil ida para a extensão R ~ S, o 

que implica ser falsa a rec iproca do lema 1 . 1 (i), e ser imprc~ 

cindível a hipótese do lying over para S ~ T no lema 1.1 (ii) . 

Para concluirmos es t e exemplo,falta apenas obse!. 

var que o fecho inteiro R' de R coJncide com o domínio A. Ist o 

ocorre por ser R C, A uma extensão inteira, cf(R)=cf(A) e ser A 

~ nt ei ram cnte fe c hado. 



2. GOlNG DOWN E 1-GOING DOWN 

O nosso objetivo agora 6 estender um pouco as hi 

p6teses que t emos sobre R ~T c verificar se ainda esta exten 

sao possu i a propriedade do going down . Veremos que sendo R 

um dorninio Noethcriano c T um domínio compreendido en -

tre R e seu corpo de frações K, a extensão R ~ T 
. ~ 

possu1ra 

goin g down desde qu e sati sfaça a propriedade do 1-going down,que 

será logo a seguir definida. Ainda sob estas mesmas hip6teses, 

ant es deste importante r esultado, mostraremos qu e cada ideal pri_ 

mo de R d e altura maior que um terá no máximo um ideal primo 

de T sobre si (teorema 2. I), que cada ideal pr i mo do fecho 1n 

t eiro D de R em T terá no máximo um ideal primo de T sobre si 

(teorema 2.2) c, fin almente, que T 6 urna intersecçio de loc ali-

zações primas de D (teorema 2 . 3) . 

Passemos entio as definições que sc rao necessa -

rias durante o que segue neste capítulo . Desde que estamos tra 

balhando com um dominio Noet her iano R e um domínio T s ituado 

entre R e K, vamos definir um ideal primo Eseudo nio ramifica -

do em T c omo sendo um ideal primo P de R para o qual existe no 
~ . 

max 1mo um ideal primo de T (possivelmente nenhum) que interce~ 

ta R em P. Diremos que a ex t ensão R ~ T 6 pseudo n ão ramifi -

cada se cada primo de R for pseudo não ramificado em T. No te 

qu e quando a extensão R S T ~ inteira , satisfazendo portanto 

ly ing over , a definição de pseudo n ão ramific ado coincide com a 

de nao r amificado . 

Uma extensão R c; T 6 dita alg~brica se cada 

elemento de T satisfaz um polinômio com coeficientes em R. E 
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ainda diremo s qu e R ~ T satisfaz a propriedade do 1 - going down 

se dados dois ideais primos P e Q de R, de modo que P c Q e 

alt P = 1; e dado um ideal primo Q' de T tal que Q' n R= Q, 

existir um ideal primo J>' de T que s <Jtjsfuz P'c Q' e P'n R= P. 

Um r e sultado de significativa importância na el~ 

boração das provas do que está acima proposto € dado pela prop~ 

siçio que afirma o seguinte. 

Proposição 2 .1 [8, proposição 1] - Sejam R, S, T domínios on­

de R é No e t h e r i ano , R c S c T c K e R c,. T satisfaz 1 -go ing 

down. Seja P um ideal primo de R de altura maior que um e su-

ponhamos qu e exis ta um ideal primo de T que esteja sobre P. Se 

W for o conjunto de todos os ideais primos de S que estão so-

bre P então , excetuando-se apenas um, todos os ideais de W tem 

altura igua l a um . Além disso o s primos de W são dois a dois 

- - . nao comparave1s . 

Alg uns r e sultados auxiliares se fazem necessários 

na demons t ração desta prop osiç~o . Passamos então a enunciar e 

provar tai s resultad os que aparecem logo a seguir na forma de 

quatro lemas . 

Lema 2 . 1 [8, l ema 1] -Se R e T sao domínios Noetherianos com 

T finitament e ger ad o e algébrico sobre R, então exis te ap enas 

um número finito de ideais primos de T de al tura um que se con ­

traem a ideais primos de R de altura maior qu e um . 
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Prova: Como T é finitamente gerado, basta fazermos a prova 

para o caso e m que 

e ntão qu e T = R [u] 

uma indeterminada 

T é uma cxtcn s;to simples de R . Suponhamos 

onde u é <tl géh ri co so bre IL Conside r emos 

X sobre R c J o n~cleo do homomor fismo sobre 

jetor <l> definido por 

<P : R [X] --- ;,. R[u] 

f (X) 1-- -~ f (u ) 

Temos então que J é um :ideal primo de R[XJ, pois R[XJ /J é i s~ 

morfo ao dom í nio R [u] . Al ém di sso , J n R = (O), poi s dado um 

pol inSmio f (X) de J n R , então fiX) scrfi uma constante por 

per tencer a R c s er~ nu l a por estar no nGcleo da <I> . Concluímos 

aind a qu e a altura de J é igual a um [s, teor ema 37] . O se­

guinte esquema ilustra o fato: 

4 
.J c R [x] R[u]- R[X]/J 

( ()) c 

Quer e mos mostrar que existe ape n as um nGmero fi­

nito de i deai s pr i mo s de R[u] de altura um que se contraem a 

jdeais p rúno s de R de al tur a mDi or que um . J\ tr avés da identi 

fic ação de T = R[u] c om R[:\] /J , nós pod emos di zer que estamos 

d iscu tindo os i J c aj s p rimo s Q de H.[XJ que conté m J, el e modo que 

al t CQ;,J) = ] c alt ( Q. n R) > ] , c quer emos mo s trar CJUC tais 

ideais primo s Q cx isl cm apen as e m um 1l Úm cro fin i to . 

Provar emos primeiro que cxi.s te apenas um num e ro 

fi 1úto de t a .i s ideai s primo s cuj~t ;lltura é maio r do que 2 . 

Sc j:-~ cnt~o À um e l e mento de J, po r tanto J é um 
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primo mínim o de (x). c se jam J = P1 , r 2 , . .. , Pm todos os pr~ 

mos m'lnimo s associ~1dos <I (x) . Se ex is tir um numero infinito re 

j dea is primos Q de R[XJ tais que Q .:::> J, alt(QIJ) = l e a l tQ> 2 ,c~ 

mo qualquer int c r scc<;:Í.o inL.ini.t:1 des s e s -primos e c.x~1 tame n tc J, 

pois al t (QIJ) = 1 e R[X] é Nocth c r iano, podemos gu rantir qu e 

existe um t al ideal primo Q que n::ío cont ém qual qu e r elo s 

P
2

, .. • , Pm' caso c ontr á rio ex i s tiri a 1 varjando e n t r e 2 c m tal 

que P. c P
1

. 
1 

PaTa tn I ideal primo Q n os temos al tQ > 2 e 

a 1 t ( Q I C x ) ) = a 1 t ( Q I J ) = 1 . En t r c té.l n t o , s c g u c J aí q u c a I t Q. ~ 2 

[s, teorema 154] , o que contra<.liz o re s ultado J ogo a nt e s o btido. 

Par a co nc l uir a prova, basta agora mos trar que o 

c onjunto W definido por 

é finito. 

Suponham os , po r abs ur<.lo, que W seja infjnito . 

Tomando um i deal Q d e W, podemos ar i rm<H que CQ. nR )R[X]=Q, v is­

to que alt(Q n R)> l,alt Q.= 2 c R é Noethe riano [s, t eor ema 149], 

consequcntcmcn t e al t CQn R) = 2 . 

Con sider emos agora um pol inômio não nulo f(X) em 

J e o ideal I de R gcr:H.l o pelo s seu s coef icientes . En tão , d~ 

do um ideal Q. de \\f, temos q ue QOR :::>I, pois f(X)EJ, q u e por su a 

vez está contido em Q= CQ n R) R [X] . Como existe apen as um numero 

finito d e i d ea i s primos de R mí nimos sobre l e o conjunto 

A ={ Qi!R;Q E \\1 } é infin i to, pois Q = (Q()Rl R[X :! :)<lr :l to,Jo ideal 

Q de W, deve existi r um idea l primo P de n m:Í n.imo sobr e I d e a l 

tura um , tal que P e st ã contido em um nGmcro infinjto de idea i s 

pr i !J10 S Q d e A. Como tals jdcais primos Q tem altura doi s e 

alt P = 1, temo s que a l t(QIP) = l, portanto P c a i n tersecção 



dest es primos Q, Jogo DwtQ.nR)cP , o que implica 

Q.Çiw CQ.nR)R[x] c Pl~[x] , J ond e obtemos J c Q.Ç'JW Q_ c PR[XJ ,o 4uc 

c o n t r ad i z o fa t o d c :1 J t ( P R [X] ) = 1 . {j 

Nosso pr6x i mo lema necessita da seguinte d e fini -

çao . 

Sejam Q um ideal primo de um a n e l R c U um sub­

conjunto infjnito do Spcc(R). Di remos que o par (Q,U) e uma 

shrub, se dado um i deal Q' de U, di s tinto d e Q , tivermos Q' ~ Q 

e a l t(QÍQ) = 1; além di s t o, a inters ecção de qualquer subcon -

junto infinito de U dev e ser exatamente igual a Q. Diremos que 

o ideal Q é a bas e ela shrub e os elementos ele 11 , distintos de 

Q, são upper s . 

Um exemplo bastante simpl es de uma shru b ~ dado 

pelo par (PR [X] , U), onde P é um ideal primo ele um domí n io R e 

U e o conjunto de todos o s ideais pr imo s d e R[X] , que estão a-

c i ma de P, s endo X uma indetermjnada sobre R. De fato, d ado um 

ideal primo P de R, por [5, se cção 1-5], existem inf initos 

ideais primo s P de R[X], situ<Jdos s obre P. Ass im P .:) PR [x] , 

qual quer que seju Pde U, alt(P/PR[X]) 1 por [s , teorema 3 9] 

e qu a lquer intersecção infinita de up pers sera exatamente PR[X] . 

Obs e rvamo s ainda que, sendo J o n~c l eo do homo -

morfismo canônico 11: : R[X] ---7 R[u], se J c PR[X] então 

(PR [ X] , U) é levada pelo homomorfi smo <fl a urna s lwu b em R [uJ. 

De fato, se J c PR[X] então J estã contido em cada elemento 

de U, is t o é, em cada ideal pr imo de R[X] qu e esti s obre P. E 

daí, p e lo isomorfismo ex i sten te entr e R[XJJ c R [ u] 
> 

p odemos 

concluir que o par (PR[uJ, hl) é uma shrub em R[u], onde 
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P R [ u] = <\: l P R [ X] ) c W = 4 l IJ) {Q C Spec (R [u]); Q n R = P}. 

Lema 2 . 2 [a, lema 2]- Sejam R um clominjo, tt um element o do 

corpo de [rações K de R, P um jdeal primo de R e \\1 o conjunto 

dos ideais primos de R [uj que estão acima de P. Então : 

1 9) Uma das seguintes arirmaçõcs é verdadeira: 

(i) W ~ um con junto fJnito (p os s ivelmente vazio) e dois pr1 

mos quaisquer de W são nã o comparãveis; 

(ii) W constitui exatamente uma shrub, isto é , o par(PR[u] ,W) 

é uJna s1Yrub . 

29) Se R é inteiramente fechado em R[u], então, ou (ii) é verda 

de i r o ou W possui no mãximo um tdcal primo . 

3 9 ) Se R é Noetheriano e alt P = 1 então (ii) é falso . 

Prova: Sejam X uma indete rminada s o bre R c J o n~cl eo do homo -

morfismo canôni c o 4 : R [ X] ---~R [u] . Con s i<.lcrcmos um i deal 

p r imo P de R e a s h r u b CP R [X J , LI ) , onde lJ c o c o n j unto dos 

ideais primo s d e R[X] qu e es t ã o aci.m:1 <.l e P . 

Se J C PR[X] c n t~o . pela oh s crvaçio feita acima, 

o conjunto 11/ do s jdeai s prim o s d e R[ u] q ue e stão acima de P 

cons tit uj uma shrub, portanto (ii) vaJc . 

Se J /- PR[X], c n ú io J est ú c ontido no máximo en 

um nume r o finit o de i d e ai s pr i mos Jc lJ , uma ve z que PR[X] -e 

i gual a qual quer int e r s ec ç ã o infinita de elementos de U . Como 

os ideai s prjmo s el e l< [u] são aquel es qu e prov ém, p e la <t , de 

ideais primos de R[XJ qu e con tém J, f i ca claro qu e W e finj to. 

Por Ott tro lado, o~ t tp1 w 1· :-; dt· 11 são doi s ~~ dois 

nao. comparáveis . Ll c [ato, se e x i q iss em do i s jJ c a i s primos P e 

Q d e U compar~vcjs, por exempl o P c Q . c 11t ii o PR[XJ c P c Q se 



ria uma cadeia de três ülcais primos djstintos de R[X] com a 

mesma contração em R, o que <.:Oi llradi.z [ 5, teorema 37] . Segue 

da] c pela i.dcntificnção ele R[XfJ com R[u] que os primos de 

W são tamb~m doi s a dois nao compar~veis . rica ent~o provado o 

í t em ( i ) s e J cf P R [X 1 . 
PaTa verificar que se R é inteiramente fechac.lo em 

R[u] , en t8o (ii) é verdadeiro ou W possui no máximo um elemento, 

observemos que basta mostrar para o caso R local c p seu ideal 

máximo. Com e feito, sendo R inteirament e fechado e m R [u] , tere -
mo s Rtl inteiramente fechado em (R [u])é~ = R~; [u J onde & = R"-. p . 

Além disto, wf, = { Q&; Q E' W} e o conjun to dos ideais primos 

de R& [u] que se contraem a P& = PR& . Se W& for uma shrub com 

base P&, então W sera uma shrub com base PR[u], pois 

a lt (Q/PR[u]) = alt(Q&/(PR~u])&) 

qualquer que seja QE. \\f "- {PR [u]} 

= a 1 t C Q & I p R f"u]) = 1 , 
& & .. 

, e uma intersecção infini-

ta de tais ideais Q sern PR[u], uma ve z que estará contida em 

P&R& [u] n R[u] = PR [u] . Se Wéi possuir no máximo um elemento> 

ent~o W também possuir5, poi s se Q I W cnt5o Q n R= P e con-

sequen temente Q& é um ideal primo de W&. Consideraremos então 

R um dom ínio local c P seu ideal m:Jxjmo . 

Seu( R então R = R[ u] e portanto o c onjunto 

W se reduz a {P} pos s uinclo ass hn no máximo um i de al primo. 

Se u q R, mas u- 1 f R en tão u- 1 E' P. De fato,co 

mo P é o 6nico ideal m5xJmo de R, todo elemento fora de P é in-

versível em R, portanto u- 1 C P, caso contrãr i o u pertenceria a 

R, que não c o caso. Decorre c ntüo que W é va::io, porque n e -

nhum ideal prjmo de R[u] pode s e c ontrajr a P em R. Com cfei-

to , s e c x ·i s t j s se um j d c :1 1 p r i mo C) d c R [ u J a c i m a d e P , então 
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u - 1 E Q, uma ve z que u- 1 (- P c Q n R = P. Portanto a unidade seria 

um elemento uc Q, o que n:t o pode acontecer, pois Q c um ideal 

primo . Com isto most r;tmos que W rt ~o conter ir~ primo al g um. 

Rcstn - no s apenas ve r-i ficar o que aconteceria com 

o conjunto W se u e u- 1 nio fossem elementos de R. Neste caso, 

[ 
1 - j rf.. podemos conc l uir que .J c PR \,1 · De fnto, se u, u ,_ R e u 

satisfaz uma equação po l inomial p (X ) = O, então seus coeficien­

tes são todos não in ver s r v c i s em ]{ LS ,t co rema 67 J e portanto I=B..E 

tenccntcs a P. Como todo polin6mio de J anula u, podemos dizer 

que todo polinômio de J está em PR[X], o que mostra a afirmação. 

Segue daí c pela observação fejta ap6s a defini-

ç ao de s hrub que W constitui urnn shrub . 

Resta-nos provar q11c se R c Noetherian o c al tP=l, 

entio W nao pod e constituir uma shrub. De fato, s e a ltP=l, sen-

el o R Noet hcrütr)Q, podemos afirmar que alt PH CX] = l 

[s , t eorema 149] . Segue dai que o nGcJco J d o homomorfismo t 

nao pode estar conti do em PR [X], cst<tlldo cont ido portanto, a pe­

nas em um numero finito Jc ideais pr im os Jc R[X] que estão so-

brc P. Donde se con clui que o con_iunto é finito , não podendo 

constituir uma shrub . r:ic::.l :.~ssim conc luída a prova elo lema 2. 2./J 

Lema 2 . 3 [8, l ema 3] -Se jam J~ , S, '!' clorní:nios onde R é Noethe-

riano, RC S C TCK c R~ T s:1tisr<1 : 1-goi.ng do1vn . Seja P' um 

ide al primo de S c s c _i:t P = P' n R. Se ex i stir um ideal 

p r i mo de T que está acima ele P' c11t::Ío umn condição necessária 

e suficiente para que ~lt P >l é que alt P' >1. 

P r o \r a : Mo s t r c mo s p r 1 m c 1 r o q u c .t c o n d i ~;;i o i..~ n c c c s s á r i a e s u r o -

nhamo~ que ta l i dt·: tl primo P tcnh<t ;tlt ur a maio,- que u m. Seg ue 



daí que cx:istc um ideal prjmo nao nulo Q de altura um de modo 

que (O) c Q c P . Consjdcremos P" o iclc:1l primo de T que está ac i 

ma de P ' . B clrtro que P"nR = P . /\ssi111, podemos aplicar 

1-going dO\m p::sra R <;,T c obter um ideal pri.rno Q" de T que es 

t5 ac1ma de Q c contido no id e al P", ou scj:1, temos Q"c P" c 

Q" n R = Q. Podemos portanto cone] ui r que (O) c Q"n s c P"n S=P I 

e obter uma cadeja de id ea i s primos (O) c Q' c P' em S, on de 

Q' = Q"n S , o que prova ser a <IJ tur;1 de P' m:1ior do que um . 

Reciprocamente, se :tlt P' > I cntDO existe um 

ide a l primo Q I de S ta I q u c :1 1 t Q I = e (O) c Q' c P 1 e por-

tanto podemos escolher um elemento u em P' "'-. Q'. Consideremos 

o domínió R [u] e nele e ncontramos dois ideais primos nã o n ulos 

q~nR[u] e P 'nR [uJ de modo que Q'nH[u] c P'nR[u] . Se 

alt P = l então ambos os i.de<.ds q~n R[u] c P 1 nR[uJ se contraem 

a P em R. Oe fnto, (P 1 i\ R[u-]JnR) =P' f) R= P c se alt P = 1 en-

tão (Q 1 nR [u])nR só pode ser lO) o u P. '1:! :-~ se (Q'nR[u]) n R 

fosse (O) então existirié! um:1 c ac.l c]:t de três ic.leuis primos dis­

tintos em R[X] , (O) c .J c Q, que se ~ontracm a (O) em R , onde Q 

é o jdeal primo de R[XJ que contém .J c é levado em Q' n R [u] pe­

lo isomorfi s mo R[Xf.J ; R[u~. ~l:ls jsto contr:H.Ii3 [s ,t coremJ :) 7J 

Temos cnti10 dois i ~lc-;t i s primos di~;tintos de R[u], 

comparáveis, que se contraem :1 J> em R , cnti"10 pelo lema 2 . 2 (ii), 

o conjunto dos úlc:tis primos de R[u] que se contr:-tem a P é uma 

shrub. En tretanto, por se r R Noethcr.ian o c :-tlt P = l,pelo mes 

mo lema 2 . 2 tal conjunto não pode const itujr um:1 shrub . I\ con 

tradição provém do üHo de havermos sunos to aJ t P = 1 ,o que con 



Lema 2 . 4 - Sejam R, T dom 1n i os, onde R c Nocthcriano, R c T c K 

e R G; T s a tisfa z 1-golng down. Scj ~~ p um ideal prj mo de R tal 

que a l t p > l (' s u p o n h ;nn os q LI C' ex i sl :t Lllll i d c ;t L pr imo P" de T ac.i 

ma d e P . Seu for um e l emento d e T c W f o r o conjunto dos ideais 

primos de R[u] que e stão so lH'e P, então com cxcessao d e 

P"n R[u], todos os primos de W tem altu r a jgual a um . Além dis 

so , os ideais primos d e W são dois a dois n ã0 cornpariveis . 

Prova: Se j am então P e P" corno no en un ciado e c onsideremos o 

idea l P ' ele R [u] dado por P' = r"n R [u] . ( claro que P' está 

em W, pois P' n R = (P" n R[ u] )n R= P"nR = P, c que pelo lema 

2 . 3, alt P ' >1, uma ve z que alt P >1. Segue então q ue tal i deal 

P' 
~ 

ser a a excessao esta belecida no e nunciado do lema, devendo 

en t ão ser provado que todos os demais ideais de W t em altura um. 

Consideremos um id eal primo qualquer P~ de W, 

distinto de P', c mostremo s que sua altura e um . Para isso, va 

mos supor que P~ ~ P', afjrmação 1, que sera provada mais tarde. 

Sejam lu o c ondutor d e u em R, J 1 , J 2 , . . . , Jn 

todos os ideais primos de altura um do domínio Noetheriano R [u] 

que contém IuR[uJ, c Jn+l, J
11

+2 , ... , .Jm todos o s ideais pri -

mos de altura um de R [u] que s e contraem a ideais primos de R 

d e a 1 tu r a ma i o r que tun . Pe l o lema 2 . 1 fica cl aro que estes Gl -

timOS ffi-ll idc;ti s C'X i Slt'lll t'lll ll lll IHÍ111 <.' r n r init O. 

Se P ' rf. P' oi ' nos af inn amos que P ' c J 1U .. .lj J U P' o m 

(afirmação 2), c com isto concluimos que aJt P' = l. Com efei ­o 

to, desde que P~ cf P', pod e mos conc luir que P~ está c ontjdo em 

a 1 gu m d o s i d e a i s p r i mo s J 1 , . . . , J m , de a 1 tu r a um . As s i m , P ~ c J i 

para algum i v aria ndo entre C' lll conscqu c n t cmente 
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alt p~ ~ alt Ji = l, o que irnpli c~ s er a altura de r~ menor ou 

igual a um . Por outro lado , P' se contrai a P em R c P € o 

logo P' - pode ideal nulo, tcn<..lo portanto nulo, na o ser o 
o 

maior ou igual u Ulll, o que completa 'l prov :t. 

Vamos então mostrar a afirmação 2' supon<..lo 

que a afirmação l sej a v álida . Suponhamo s para tal que 

p ~ cj. J l u J2 u ... UJ u P' o que nos permite escolhe r 
m ' 

na o 

altura 

ainda 

um ele 

mento ~~ d e P' qt:Je es tá fora desta o- Usando t e orema do tm .tao. o 
o 

ideal principal de Kru 11 [s, t cor ema ] 4 2] ' podemos então afir-

mar que existe um ideal pri.mo Pi <..le R[u] <..lc altura um tal que 

w € Pi c P~ . Mas então "" C Pi ""- (Jn +J U Jn+Z U ... U Jm) ,o que 

implica ser Pi diferente de J o , 

1 
qualquer que seja i variando 

en tre n+l c m. Se P1 = P) n R então alt P
1 

= 1. Isto ocorre 

porque J J, . .. , oJ sZío todos os idçai s primos de R[u ] de al-n+ m 

tura um que se contr ~t em a iJ c<ds primo s d e nltura major que um, 

e porque P ' t- J o, qualqu e r que seja i variando e ntre n+l e m. 
1 1 

E claro qu e P = P' n R c P' n R = P = P ' n R, portanto ] l o t emos 

<..lois ideais primos P
1

c P, com alt P
1 

= l e P" ideal primo de 

T que está acima de r. Como a cxt en s ~o R~ T possui 1 - going 

clown , existe um jdcal primo PJ: d e T tal que Pl c P" e 

Temos assim Pl r OlS 1 ca oLS C n 
1
" n R [u] d o o d o primos 

de R[u] am1Jo s situados s obre P
1

. Por out r o lado, temos que tam-

bém P)_ 

c Jl ~ 

é distinto de J., qua l quer que seja 
.l 

varjando entre 1 

po i s \v t P' 
I 

c \v Y .) o • 

I 
Segu e daí que lu R [u] <(. P l , pois 

J 1 , J 2 , ... , J
11 

sao os Ún icos ideais primos de R[u] de altura l 

q u e c o n t é m J R [ u]- , do n d c o b t c mo s q u c I ri P 
1 

. S c g u c e n tão p e 1 o u o u'r 



lema 1 . 2 que Pl_ é o Únjco id cul primo de R[ u] que esta acima de 

r 1 e por tanto P] PJ: n R[ uJ . Ass im, \'' C Pi = Pj' n R[ u] que 

está con tido em PJ:, qu e por sua vez est5 em P" , dond e se con -

clu i q u e w t P ' po r c s t a r em p " n R [ lt] q u c é e X a t ame n t e p ' . Ma s 

isto c on tr ad i z o fat o de havermo s escolhid o w em P ' e fora d a o 

união J
1 

U . . . UJmU P ' , contr<Jui ç~•o esta qu e conclui a afirma -

ção 2 . 

Pa s semos a gor a a prova da a f irmação 1, para que 

o lem a fique c omplet am ent e c oncluíuo . 

Suponhamos en tão que P' c P' . Como t emo s dois o 

ideais primos d e R [u], comparáveis , q u e estão a c i ma de P, p e lo 

l ema 2 . 2 podemo s concluir qu e P' = PR[u ] e q u e o conjun to W, de 
o -

i deais primos de R[ u] que se c ontraem a P, forma uma shrub d e 

base r; . Seja 1J2 um up p cr qualquer dest n s hru b, Pz 'f P ' . 8 ela 

P ' ri I') ' , r o que 2 'j- c a so contr:"ír i o t c rÍ :t mo s P' c P ' c P' 
o 2 e po rtanto 

a lt(Pj , ) i 1, o que c on tr ari a a definiç~o de s hrub . Mas se 
o 

Pz rj. P ' então , pelo mesmo ra c loci:nio feito ante s , podemos afir 

mar que al t Pz = 1, ba s ta tomar P; = r2. E i sto contradjz o .f.a 

to d e ser Pz um upp c r ela s hrub , ou se ja , d e v a l e r (O ) c P~ c Pz . 
Logo P ' c/. P' o c a a fjr mação 1 fica provada . 

Resta - nos apcnus sa l i cntar que como qualquer id e 

al d e w, Ji st in to d e P' , l em :tltur:• 11111 c ni:i o está cont id o em P ' , 

e n tão a não comparab i l id ;td c dos e lemen t os de \V é cvidente .
6 



Antes d e p~1 ss~1rmo s ~prova da proposição 2 . l ,qu~ 

remos chamor :1 at c nç 8o d ~1 im portância que este Último lema cxer 

ce na d emonst ração da p .ropos ição . Veremos logo a scgujr qu e de 

fa to, a prova da proposição se baseia enormement e na do lema c 

qu e se o domíni oS for igual ao d omín i o R[ u] , ent ão os resulta -

dos sa o o s mesmos. 

Prova da propos i ção 2 . 1: Sejam P um id c él1 pr im o de R cuja a ltu­

ra é maior que um e P" um ideal primo de T t:!l que P"n R = P. 

Consideremos o ideal p I de s d.ado por p I = P" n s' qu e c obv i a­

ment e um elemento do conjunto W, e cuja a l tura ~maior que um, 

pelo lema 2 . 3 . Mostrar emos que tal ideal P1 s e ri o elemento ex 

c epcional de W. 

Seja P 1 um ideal prJmo qualquer 
o 

de P 1
• Vamos most ra r que alt P~ = 1 c P~ ~ P 1

• 

de W, distinto 

-1\ nao compara -

bilidadc dos demais primos de W decorre imediatamen t e, uma vez 

que todos i d ea i s d e W terão a ltura um, excetuando-s e P 1
• 

P 1 
"- P ' o 

Como P 1 f P ' podemos escolher um elemento u em o 

ou em P' "- P 1
• Con sideremos então o domínio R[LI] , que o 

esti con t ido em S, e os ideai s primos P 1 n R[u] o 
c p I n R [ u J ,que 

sã o d i s t i n to s p c L1 n o s s a c s c o 1 h a d c LI . A s s i m p o d em o s u tj 1 i z a r o 

1 em a 2 . 4 par a c o 11 c lu i r q LI c os i d c a i. s p ~ n R [ u J c p I n R [LI J s ã o 

não compariv eis, o que i mpli c a serem P ' c P 1 tamb~m não compa -o 

rive is . Ass im P~ ~ P 1
• 

Resta-nos mostrar que al t P~ = ] . Suponham o s p~ 

ra i sto que ;.~ lt P' -:. L. o Podemo s então Lonwr um ideal pr.i mo Pi ele 

S c om (O) C PJ. c P~ . J:scol hcmos agor<l um e leme nto v em P~"CPJ.UP ' ) 
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Ta 1 e 1 em c n to v ex i s t c , p o i s s c P ~ ". ( P l U P ' ) f os s c v a z i o ent ão 

teríamos P' c P' U P' o 1 
o q u e j mplicaria P' c P' o l 

ou P ' c P' , o 

condições estas que n ~o ocorrem . 

Cons id c rcmos então o domínio R r·v-1 c os itle a i s 

primos P~n R[v] c P' n R[v] que sao distin t os . Pe lo l e ma 

2 . 4, concluímos que t a i s i dc;1 i s S~l O 
- - . na o comp~1 raveJ ~ c que 

alt (P~ n R[v]) = 1. 

Por outr o lado , .pe la esco lha que fizemo s de v 

em P~". (Pl U P ' ), f i c n a ssegurodo q ue (O) c PJ. n R[v] c P~n R[vJ. 

Com efejto, v es t.J em P' c Clll l~ [v]' l ogo v ( P ' n R[v]. o o Mas 

v não está em P_i, po r t ant o v f Pj n R[v], o que concl u i a i n-

clusão pr6pr ia . Para mostra r que Pi n R[v] n ao € nulo, basta 

verificar r· n R -que n a o o c . 1 De fato, como P' 1 f (O) ' dado 

um e l eme n to na o nul o y de p 1 , )' a /b onde a c b sao eleme ntos 

na o nulos de R. Segue daí que a yb -= c um c l cmc n to n a o nulo 

d e Pi . Consequ c ntemente a c um elemen t o não nulo de PJ.n R,que 

é portanto um ideal n3o nulo . E então se PJ. n R[v] = ( O) te-

ríamos Pl_ n R = Pl n R[v] n R = (O), o que nao acontece . Mas 

então t ermos (O) c Pl n R[v] c P~ n R[v] c alt(P~ n R [v] ) = 1 e 

um absurdo . J\ssim c oncJufmos que alt P' = L, o que completa a o 

prova desta proposição .
6 

O lema 2 . 3 e a propu s 1ç ao 2 . l e stabelecem de ma 

neira imedi ata um d os primeiros resultados mcnc i.onado s no inf-

cio deste cap :Ítulo, que é dad o pelo seguinte teorema . 
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Teorema 2 . L [8, teorema 1] -Sejam R , T domínios onde R é No e 

thcriano, R c T c 1\. c R ~T uma cxtcn ~·ã o que satisfaz 1-going 

dO\vn. Então cada idc:JJ pnmo de R de a I tura ma i_or que um c 

pseudo não ramificado em T . 

Prova : Seja P um ideal p r imo de R d e altura maior que um . Su-

ponhamos que exista um ideal primo P' de T tal que r •n R = P. 

Então pelo lema 2 . 3, fa zendo S = T podemos concluir que 

alt P ' >1. Mas pela propos1çao 2 . I tal ideal P' 6 Gnico, pois 

os demais ideais primos de T que estão acima Jc p tem altura 

igual a um . Logo, se este idea l p• ex i.s ti r ele -e Gnico, o que 

es tabelece ser p um ideal pseutlo na o rami ficado em T . {j 

Vejamo s agora os resu ltados que antecedem o nos-

so objet ivo principal, qual scja
1
mostrar a cquival~ncia entre 

1 - going down e going down, dado no teorema 2 . 4 . 

Teorema 2 .2 [8, lema 4] -Se jam R, T domínios, onde R é Noethe 

riano, R C T C K e R ~T uma extensão qu e s atisfaz 1-going 

d Q\.·m . Se j a D o f c c h o in t e i r o de R em T . Então D ~ pseudo nio 

rami f i c ado em 1' . 

Prova: Scj::~ P' um icl c<J l primo tlc n c suponhamo s que P" c P" se 1 2 -
jam ideais primos d i.st intos de T q11c estão s obre P' . Se al tP' >1, 

en tão pelo Jema 2 . 3, altP>l onde P P' n R. Porém, sendo P]' e 

Pz !dcais primo s de T. di st in tos c situatlos sobre P', estão si-

tuados também sobre P. Resulta daí qu e t<tl ideal primo Pé ra-
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mificado em T, o que contradiz o teorema 2 . 2 . Podemos ent~o su 

por a l t P' = 1 , o quo impli~a a lt P = J, uma v ez que , novamente 

pelo l ema 2 . 3, alt P ~ .l o como R c,n é uma e x t en s ão inte i r a, 

alt P ;f O. 

EscoJhcmos ngor<J um eleme n to u que esteja ou em 

P}' "'.Pz ou em Pz "'-P 'j e cons id eremos o d omfnio D[u], que po~ 

suirá dois i deais primos distjntos p•
1
•n o[u] c Pz n D[ u], ambos 

situados sobre P', .i s t o po rque para i assumindo valores l ou 2, 

temos (Pi n D[_u])n D = Pi'n n = P'. 1\ssim, pelo lema 2 . 2, como 

O é inte i ramen t e fechauo om ll[uJ, Jcve ex i st ir uma s hrub \V de 

idea is primos de D[u] que estão sobre P', que por sua vez se 

contrai a um con j unto N* Je ideai s primos de R[ uJ r:•ue es t ã o s o-

bre P . Como R[u] ~ n[u] c um;J ex t ensão .intejra c como 

cf(R[u]) = cf(D[u]). temos que \V * é um con junto .i n fi nito 

[10, teorema 33 . 10] . Por outro lado , R é Noet hcr i a no e a l tP=l, 

assim pelo lema 2 . 2 ~oncluímos que só existe um numero finito 

de ideais pr imos d e R[u] que se contraem a P, o que contradi z o 

f ato de W* se r inf inito . [j. 

Lema 2 . 5 [8, lema s] - Scj:1111 R, T dom ín ios, ond e R é Noct heri_ 

a no, R C T C K e R C1 T uma extensão que satisfaz 1 - going do"''n. 

Seja ainda o o fecho inteiro de R e m r . Se Q' c um ideal pr i mo 

de T e Q c o ideal primo Q, n n entuo Do = TQ' . 
' 

Prova: Vamos mostrnr primeiro q u e vale n igualuadc entre DQ e 

TQ' onde TQ é o domfnio TIJ',Q' ou se j a, {"/s ; u ( T c s ( lJ,Q} . t 

claro que DQ c\~· por termos a extcn s ;l o ll ~ T. Esco lhe mos e n 
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-tão um elemento u do domí n io TQ c vamos supo r que e le nao este 

ja em n
0

, i . e . , uf o
0

. Este primeiro passo esta r á concluído 

se chegarmos a uma contradiçao, considerados todos os possíveis 

casos . J\n al jsemos portan t o o que pode ocorre r . 

Se, por um lado, tivermo s ~ ] em DQ' ent ao G1 es -

tará em QDQ' caso c ontrãrio G1 seria inver s íve l em DQ o que im -

plicaria ser u elemento de o0 , negado por supos1çao . En t ão , 

-1 -l 
u f QDQ C Q1 TQ ~ portanto 1 = uu E Q ' TQ , o que é um a bsur d o, 

uma vez que Q' TQ é um id eal próprio ele TQ , v i s to qu e Q'n CD\Q) =J1. 

I -1 ,./ Por outro l aco, suponhamos que u y DQ . Temos 

e nt ão -1 I U, u DQ . Além d i sto , DQ é inteiramente fechado em 

DQ[u] e (DQ, QDQ) e um domínio quo se local . Segue daí qu e 

J c (QDQ) [x], onde J e o núcleo do homomorfismo canônico 

<1: : DQ[x] DQ [u] [s, teorema 67] . Consideremos e ntão a shrub 

em R[X] dada por { Ql Spcc(R[X]);QnH =Q(')J<I . Como .JC (QDQ)[x], 

segue que J n R [ X] C (QDQJ [X] n R [X] = CQn R) [x] I logo teremos uma 

shrub em R [u] ' com ba s e CQn R) cx;vj n R [x] ' f orma d a por todo s os 

i deai s primos d e R [u J que se contraem a Qn R, pela ob s ervação 

que s egue a definição ele shrub . 

J\gora, se alt CQnR) = 1 então a exis t ência eles 

ta s hrub em R[u] contradiz a Última parte do lema 2 . 2 . E se , 

por outro lado, altCQn R) > 1, então é o lema 2 .4 que fica con­

t r adito, pols , com excessão de CQn R) [XJ ;J n R[X] ,todos os ideais 

primos de R[u] que se L·ontr<Jem a Qn I< possuem altura ma ior que 

um . 

Con cluímos assim a prjmeira parte desta prova quo 

r esulta em DQ = '~'q · 
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Mostremos agora, para finalizar, que TQ = TQ '. 

Lcmbrnmos primc]ro que, pelo teorema 2 . 3, - - . Q ' e O UnlCO ideal 

primo de T sobre Q, portanto o satu rarncnto do sistema multlpll -

cativo D'-. Q em T é T '-.Q'. Ass.im podemos concluir que TQ=TQ,, o 

que completa a prova do lema . 6 

Teorema 2 .3 [8 , corolário] - Sejam R , T domín ios onde R é Noe-

theriano, R c T c K e R S T uma cxtcnsüo que satisfaz 1-going 

down. Seja Do fecho inteiro Jc R em '1' . Então T é uma intersec 

ção de localizações primas de n. 

Prova: Segue do lema 2 . 5 que dado M um ideal maximal qualquer 

de T, TM = DMno · Assim, um a vez que T=nrM sobre todos os 

ideais maximais M de T, temos T =n o~1 n n, isto é, T é uma inter 

secçao de locali zações p r.imas ele D.fl 

Teorema 2 . 4 [8, teorema 2] - Scj am R, T domínios on de R é Noe 

t h c r i ano , R c T c K c R e;~ T u uw c x t c n s ã o q u c s a t i s f a z 1 - g o in g 

c!O\vn . Então R ~ T sntisfa: a propriedade elo going dmm. 

Prova: Seja Do fecho intci.r o de R em T c consideremos Q2 um 

ideal primo de T e r 2 um ideal pd.mo de R tais que Q2'n R = P
2

• 

Seja Q2, a contraçao de QZ em IL S<.' 1> 1 é um jdeal primo não nulo 

d e R , t a l q u c P 
1 

C J> 
2 

, n os s o o h .i c t i v o ~ m o s t r a r q u c ex i s t e um ideal 

primo Ql de T taJ que Ql C Q2 e Q'1' n J\ = P
1

. Vamos então su-

por que alt P.,' 1. 
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Uma vez que, pelo Jema 2. 5, os domínios DQz e 

TQ~ coincidem, ser~ suficiente encontrar um ideal primo Qi de 

D tal que Qi c Qz e Ql n R = P1 , e então considerar o ideal Q}' 

definido por Q}' = Qi OQ
2 
n T · 

Corno a ext ensão R C, n é intcira,dados tais ideais 

P
1 

e P
2 

de R, podemos garantir que existem dois ideais primos 

P' o P' de O 1 2 

porque o teorema do g o·i ng up v a lc par a R <; O [s, teorema 4 4] • 

Pelo l ema 2 . 3, alt r2 >1 o ;ll t Q;2 > 1 . Segue então pela propo­

sição 2 . 1 que tais ideais são iguais, ou seja , P~ = Q2· Chaman-

do Qi = Pi, obtemos o ideal Qi de O tal que Qi c Q;2 · 

P~ra concluir a prova deste teorema, vamos consi 

derar primeiro o ideal QiDQ~ em DQ~ , ideal e s t e que coincide 

com 

J a' . Q'l' 

e por Gltimo considerar sua contraç~o Q~ em T, ou se 

Q"TQZ e Q"T n T 
2 Q'i 

Mas 

= Q~ , portanto 

Ql = Q]_DQZ n T C QZDQzn T = Qz · As s im obtjvemos Q}', que clara ­

mente o um icleRl primo de T, tal quo Q]' c Gz e Q'tn R = P1 , pois 

com -

plota a prova deste importante resultado . ~ 

Vemos por este teorema 2 . I que, sob as hipóteses 

feitas para R l' T, obtjvcmos um~1 condiçi:ío ncccss;.Írja c suficien 

te .para que n extensão R C,T s ati5faç:l go ing down, qual seja 

satisfa zer apena s 1-going down. 



3. GOING DOWN EM ANEIS DE POLINONIOS 

Vimos, nos dois capítu los pr ecedente s , algumas 

condições exigidas para que a ex tensno R ~ T satisfe zes se a 

propri edade do going down. 

No capítulo que ora i niciamos, nosso prop6sito ~ 

estudar alguns aspectos da validade do go ing down para 

sões en tre an~is de polin6mios . 

exten-

O professor l . Kaplansky provou que se R[X]<:;T[X] 

e uma extensão que sabs fa z going down, onde R é um domínio ar 

bitrãrio, X uma indeterminada sobre R e T um domínio entre R e 

seu fecho inteiro R', então R ~ T c uma extensã o n ã o r ami fica 

da, re su lt ado es te que uparccc e m [ ü, teorema AJ ,c que faremos 

no lema 3 . 4 . 

Nosso re su ltado cent r3 l agora ~mostrar que a e! 

tensã o R[X] q. T[X] satisfa z going dohfn se c somente se a mesma 

extensã o ~ não rami[icada (teorema 3 . 1) . 

Passemos ent ão :t alguns r esultado s pre liminares 

qu e servirão de subsid~os na prova do teorema 3 . 1 . 

Lema 3 .1 [7 , lema 3] - Seja T um domínio e X uma indetermina-

da sobre T . Suponhamos que P scj a um üleaJ primo Je T [X] e que 

f(X) seja um polin6mio mónico de T ~l pertencente a P Então 

exist e um ideal primo J ele T[:(j que satisfa z f(X) ( J C p e 

JnT = (O) . 
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Prov a : Seja f(X) o polinÔmio mÔnjco de T[Xj tal que f(X) E P c.9_ 

mo n o e nuncia do . Sabemos que no cor po de fatoraçi:io de f(X) que 

contém o corpo de f rações K de T , f(X) = (X - u 1)ci(X-u 2)c2 . .. (X -u
11
J\ 

r claro que' par;l variando entre I c n, cada 

elemento u. unula o polinômio f(X), sendo portanto i nt eiro so 
l 

bre T . 

r l S"'guc dal,.. qu e S é ScjaS=T _u 1 ,u2 , .. . ,un J · " 

um domínio in tciTO so bre T , o que implica ser s[x] inteiro so ­

b r e T [X J . C o n s i d c r a n do t a 1 c x t c n s i:i o i n t c i r <I T [X J c; S [x J c s a -

bendo que p 6 um ideal pr1mo de Tfj], por lying ovcr podemos g! 

r antir a exist~ncia de um ideal prlmo P' de s [~ que e s tá so-

bre P em T[X], 

s [x] e val endo 

i s t o é , P' n T [XJ = P . Se nd o P1 um ideal primo d e 

f(X ) = ~ (X-ui)ci<? P c P1
, podemo s con c l u i r que, 

i =l 

par a algum i variando entre 1 e n, X- u. e s tá em P '. 
] 

Portan 

to , f (X ) € (X - ui) S [X] C P ' c (X - ui ) S [X J é um i d cal p r i mo de S [X J . 
O e f in i. mos c n t ;:i o o i d c a 1 J por J = (X -ui) S [X] n T [X], 

que sat i sfaz plename nte as cond ições requeridas no lema . De fa 

t o, sendo P ' = p n T [x] e estando J c ontido em p I , podemo s afir ­

mar que J c P, e sendo J a contração em T[X] elo ideal (X - ui)S[X], 

p odemos garant i r que J é um ideal primo c que contém f(X) como 

s e u elemento . Para mostrar que J n T = (O), basta lembrar que 

os elemen t os do idc:1l (X-u.)Six-1 que estão também em S s a o a s 
l - -

con stantes de (X - ui)S [X] , o u seja, os elemento s nulos. Assim 

t emos J n T = ((X-ui)S[xj n T [X])nT = (X-u;)S[x]o snr = (O)OT=(O), 

ou sej a , J c st:í sobr e (O)> cons iderod<.~ a extensão T ~ TC'<J ' [J 

Lema 3 . 2 [7, lema 4] - Sejam R um domínio e 1' um dom ínio ent re 

R e seu co rp o de fr:1ções K. Se X 6 uma indeterminada sobre R e 
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e J é um iJeal primo n;10 nulo de R[X] tal que JnR =(0 ), en tão 

J é não ramificado em T [x] . 

Prova: Por [s , teorema 36] , dado o ide al primo não nulo J de 

R[X] tal que J(1 R =(O), existe apenas um ideal primo de K[X] 

que se contra] a J, dodo por (p(X))K[X], onde p(X) é um polin.§. 

mio mônico irrcdutívc1 de K[X] . Segue duf que o ideal primo J 

é <.la forma J ,; { C(X) E R[x] ; p(X) divide f(X) em K[x] }. Assim 

sendo, corno o mesmo argumento é vilido para os jdeais primos de 

T [x] , o 
. . 

lln lC O ideal pdmo de 'I'[X] qu e se contrai a J em R[X] c 

o ideal J' definido por J ' = {g(X) E T[X]; p(X) divide g(x)ernK[XJJ, 

o que conclui ser J um ideal n~o rumlficado em T[Xl . 
- (j 

Lema 3 . 3 Se j am R C T C R • d om .L n i os o n d c R ' é o f c c h o in te i -

ro de R. Se P é um ideal primo de R nã o ramifi c ado em T, então 

o ideal expansão PR(!'<] é também ni"ío ramificado em T[X]. 

Prova : Seja Q o 1Ínjco ideal prjmo de T tal que QnR = P , e se 

ja Q um, ideal primo qualquer ele T[X] tal que QnR['<] = PR[XJ. 

Querem o s mostrar que tal idc<d Q é únic o , mai s preci s amente que 

Q = QT [x]. 

Ma s se Q n R[.X] = PR[X], e ntão Qnl~ = PR[x]n R= P. 

Assim, QnT c um ideal primo de T que está sobre P e corno P e 

não ramificado em T, podemos afirmar qllc Qn T = Q, portanto 

QT[X] c Q. 

Além clis~o. temos QT [ X] n R[ X] = PR[X] , então,d e~ 

de que Q c QT[:\] cs t?i o ;1 mh os so brv P1~ [ ~1. qT fXJc.Q c Rf_X] ~T[X] 
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é extensão inteira, por [s, teorema 44] podemos c oncluir que 

QT[X] = Q, o qu e prov:1 ser Pl~l)] n?io ram i l"i cado em T[X]. 
[J 

Lema 3.4 - Sejam R um domínio, R' seu fecho .inteiro, T um domí­

nio entre R e R' c X uma .indeterminada sobre R. Se a extensão 

R~] ~ T[X] satisfaz going down, então a cxtcnsao R ~ T é nao 

ramificada. 

Prova: Seja P um ideal pr.imo <..lc R c suponhamo s que existam dois 

ideais pr1mos distintos f\ c J>2 de T tais que rln R= r 2n R=P. 

Podemos supor que P
1 
~ P2 c escolher um ele~ento p 1 em P

1
""-.P 2 • 

Observemos que para i variando entre l c 2 vale 

Cii,X)T[x]n R[X] = (P,X)R[X]. Além d ·is so, (X.,p
1

)T[XJ c (P
1

,X)T[X], 

pois p 
1 

E P 1 . 1\ s s j m t c mos o ül c a 1 primo I c1 c R [X] de f j n ido por 

I = (X-p1)T[x]n R [x] , de modo que I c (P,X)R[X] . Como, por h ipó-

t e se, a extensão R[X] <; T [ X] satisfaz doing dovm, e como 

(Pz ,X )T[X] n R[X]= (P,X)R[X}" podemos afirmar que existe um 

ideal J de T[X] tal que J c (P 2 ,X)T [X] e J n R[X] = I . 

O segu inte diagrama ilustra a situação : 

T [x] .) c 

T gd 

Co 

R [x] l = (~ -p I JT [x]nR [X] c ( P, X) R [X] 

R 
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TaJ id e al .J é i gual il (X-p l)T[X], uma vez que , pe-

lo lema :) . 2 , pois 

que acarreto p
1 

E P
2

, fnto qu e c ontradiz D escolha de p 1 
em 

r
1
,P

2
. Tal c ontradiç ão provém de havermos suposto P r amifica -

do em T, ficando assim c oncluída a prova <.lo l ema . {j 

Vi s to estes quatro l emas auxiliares, pas semos ao 

principal r e sultado deste capítulo, que ~ dado no teorema que 

segue. 

Te orema 3.1 [7, tcorcnw 3] - Se jam R um domínio arbitririo e 

T um d omínio entre R c seu fecho inteiro R' . Então , se X ~uma 

indeterminada sobre R, a extensão R[X] ~ T[X ] satisfa z a propri_ 

edade do going down s e e somen t e se e la for não ramificada . 

Prova: Vejamo s primeiro a cond i. ção suf icien te . Sabendo que a 

extensão R ~ T é inteira, tem os que R[X] C, T [ X] tamb~m o~- Con 

sequentemcnte e s t a 61tima ex t ensão sati sfaz lying over e go i ng 

up . Mostremos que cl a t ambém satisfa z go ing down . De fato, s e 

j am P e Q dois ideais primos de R[X] tais qu e PC Q c seja Q.' 

um ideal pr imo ele T [ X] sit uado sobre Q. . Uma vez que R[X] G, T[:'<] 

s a t isfaz lyin g ovcr, garantimo s a cxist6ncia de um ideal primo 

P' de T[X] tal que P' n R[X] = P . Po r o u tr o Iacl o, c omo R[X]c;r[x] 

satisfa z going up, dados ta is ideais P e Q de R [X]e P'cle T[X] ') 

ex i s t e um i dcaJ Q" de T [ X] t <Jl que Q" ~ P ' c Q"n R[X]= Q. Tcmo s r
1 

então dois ideais Q' c Q" , ambos primos de T [XJ ) si tuados sobre 



o mesmo ideal Q. Segu e do l-at o d<.:, por hipótese, l~[X] ~ T[X] 

= O li - . I s t o con c lui a co nd i ç ão surici -

ente do t eorema . 

Vamos agora verificar n condição necessiria, as -

sumindo que a extensão R[X] ~ T[X] po s su i . a propriedade do 

going dO\vn e mostrando que ela é não ramificaJa . 

Consideremos cnt8o um i_dcal primo P d e R[X] e 

sua con tração P em R , i.sto é, o id e~l primo dado por P = rnR. 

Pod emos a f irmar que tal ideal Penao ramificado em T, pelo le ­

ma 3 . 4 . Seja e n tão Q o Gnico ideal primo de T que est5 sobre P 

Observemos que TR'\ P = TQ > vjsto que T '-Q é o saturamcnto em T 

d e R\P . Vamos mos t rar qu e P é nJo ramifjcado em T[X] . 

Se P = PR[X] então pe lo lema 3 . 3 fica es t abe lec i 

do que P e na o r am ific ado em T [x] . Podemos porta n to supor que 

P contém PR [X] propriamente. Além disso, vamos s u por que, por 

absurdo, P seja ramifi c ado em T[X], isto é, que existam dois i ­

deais primos distintos Q c Q' d e T[X] t ais que QnR[X]=Q ' n R[X]=P. 

Evidentemente QnR = PnR = P, donde Q n T = Q . 

Por out ro lado, QT[x] n R[X] = PR[X] c como PR[X] c P são Ji s -

tintos podemos conc lujr que Q c QT[ X] são t::-tmbém J:!stintos . Se 

gue da í que QT[x]c.Q. Da me sma Co rma r e su l ta que Q' n T = Q e 

Q'f [XJ C Q' . 

Ohs e rvamo s que considerados os jdcais pr1mos P , Q 

e P dad o s nesta p r ova c a extensão Rp[X] ~ TQ[XJ , se o idea l 

PRp [XJ for não ramificad o em T0 [X] ('ntão o i.deal P ser a também 
" 

n a o r amificado em R~J. Isto de fato ocorre, uma ve z que se e ­

xistirem dois jclcais prjmos dist-intos Q7c Q2 de T[XJ t ajs que 



4 7 

poi s para i a s sumindo o s valores 1 ou 2, Qi'l'q [X~I () l~p' (X ] = 

Q.T j- X]I! R j"XJ = (<1.T [ :(Itl R ÍX-j ) 1) Jl = P1) , 1) = PRp[xJ 
1 R'-P . - p . -I I \ . \ 

J\s sim·, por 1 oca 1 i zação em R"- P , podemos supor cpe 

p e o Gnico idcul maximal de R c 4uc Q 6 o Gnico ideal maximal 

de T. 

Escolhemos então um poll'nômio f(X) E T[X] d e mo­

do que I (X) E Q \ Q' . Pelo fato ele QT[X]cQnQ ' , pod emo s sup0r cpe 

tal po lin ômio f( X) sej a mônico . Com efeito, se f ( X) 

+ a
1
xn-l + ••• + an então, como f(X ) Y QT[x],podemos 

n = a 0X + 

afirmar cpe 

para algum i variando ent r e O c n, a
1 

(Q, 011 se ja, ai c invc r-

sivel em T. Pode mos supor que tal coefici e nte ai s eja o prime! 

ro coefjcientc i nvers í vel. Então, o pol i.nôrnio 

f (X) -

-ser a 

i-1 
í: 

j =o 
g (X) 

a .xn-j E Q\.<1 ' 
J .... c ne ste caso o polinôm io que t omaremo s 

i.-1 -1 . = a. (f(X) - L: 
Á . o J= 

n- j -a . X ) , que ce rtame nte e um polin6-
J 

mio mônico de T [x] . 

Escol hido e ntão um polinômio mônico f(X) e m Q'Q~ 

observamos que ele não pode ser urna constrn1 t c , poi s ne s t e caso 

f(X) seria igual u umd)OrLlnto ni:io pertenceria a Q. Ass im , pelo 

l ema ::; .J o btemos um i deal p r imo .J de T[\] t:1l qu e r(X)f.J, .JCQ e 

Jn R = (O) . Con s ider emos ~1gor~1 o ideal T definido p or I =J n R [XJ. 

t claro que 1n R= (O) e como, pe l o lema 3.2 , I é não rami f ica­

do em T[X], segue que J é o I.Íni.co .ideal primo de T [X]que está 

sobre I . Como J c Q temos que I = J n R [X] c Q n R [X] = P. Em s u­

ma, temos dois ideais primos I c P de R [X] t<d s que I c P e um 

ideal Q' dc T [X] tal que Q'nR[XJ = P . Como, por hipótese, a ex­

tensão R[X] <;T [X] possui going down , garant imos a exis t ê ncia 

de um ideal primo de T[X] c on tj do em Q' e que es t á sobr e !, i d e al 

este que só pode se r .J, 11111él vez que este c o ún ic o ideal primo 

de T [X J s H u a u o s o b r c l . S c g u c d a í q u c .J c Q ' . I: n t r c t <.111 t o 
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f(X) € J e f(X) / Q.', 1\ contra<.bção completa a prova d e s er P 

um idea l não ramifj c aJ o em T [x], concluinuo ass i.m o teorema .
6 

Uma g e ne r a l iz aç ão dest e teor ema e apresentada em 

[7, teorema 4] , sendo s u a prova bas i c amente dad a pelo t eorema 

3 .1. 

Teorema 3 . 2 [7, teorema Ll] - Sejam R um domínio c T um domínio 

entre R e seu fec h o jnteiro R'. Se x
1

, x2 , . . . são indete rmina 

das s obre R, en tão a s s eguinte s afjrmaç6es são equivalent e s: 

(i) R [X 1J <;. T [x 1J possui going down; 

(i i) R ~l J G;> T ~l J é um a extensão não ramíficada; 

( iii ) R~ 1 ,x 2 , . .. ,xn] ~ T ~ 1 ,x 2 , ... ,X
11
J po s s u i going d own ,qua1_ 

quer que sej a o i n t eiro n~l; 

é uma extensão -nao ra 

mificada ,qua ll{t.tt::1· 4Uú seja o in tcj r o n ~ 1 . 

Uma vez estabelec idos estes dois resultados, e 

ba s t ante natural perguntar se a inda o teorema 3 . 1 c ontinuari va 

lid o en f raquecendo a hipótese de T ser um domínio i nteiro so 

bre R pel a da extensão R c/ T poss uir go i n g up . Obs e r v a 

mo s que se tivermos uma ex t ensão de domínj os R C;- T onde ape 

nas se exija que T C. K, então se a extensãu R[x] ~ T [x] sa 

tisfa z going do1vn, é já co nh ecido que RfX) C> T[X] é uma e xten -
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s ao inteira* , e porta nto, pelo teorema 3 . 1, ~ nao ramific ada . 

Por outro lado, peJemos Vl' l"Í r i t";ll· qtH.' lll l'SIIlO (jll l' (I extensão 

R ~ T satisfaç a go ing up, o fato d e R [x] s, T [x] ser uma ex ­

tensio nio ramificada não jmplica que ela satisfaça going down . 

Par a verif j ca r tal afinnaçZt o [;ucmos o que segue . 

Sejam R, /\ c T os domín ios construídos no exemplo 

l.l . Observemos novamente que R ' = A c que a ext ensão R C,. T s~ 

t i sfaz goi ng up e going down . Par a mo strar que tal exemplo re~ 

pond e negativ am ente as questões formu l adas, vcr.i[icarcmos que a 

ex tensio R[X] ~ T[X] 6 n~o ramificada c não satisfaz go ing up 

nem going down. 

Mostremos primeiro que a extensão R[X] c;. T[X] e nao 

ramificada . 

* 

O diagrama ilustra a situaç5o que teremos : 

1\ 

/ 
T [x] 

R~1 T :J J>" 
2 

R .J P 

J.DAWSON and D . E.DOBBS, 
Ca nad. J. Math., 26, 
pp 181. 

On go ing dow n i n po l ynom i a l 
n?l, 1974, 177-184- t e orema 

rings, 
3. 8, 
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Seja então um iucal pr .i.mo P ue R [x] c sua c on t r a -

çao p em R, isto é, P = p n R. S<tbcmo s que a extensão R~ T -c 

nao rarn ificada c portanto ex i ste um único id e al primo P" de T 

ta 1 que P" n R = P . I n t r e ta n to , por c o n s t r u ç ã o , T = R~1 , e n t ã o 
2 

o ideal P" = P'R' onde P' é um ideal primo d e R' c P' c ~1 2 . M;, 

Seja <Pp·• 

s ua ex tensão natural. "' Se j am <~p, c '~p, suas rcstri.ç ões a 

R' e R' [xJ respect ivament e . r; claro que ~p,(R[X] ) = ( <tp, ( RJ) [XJ. 

v 
p 

v 
r 

R [x] 

Temos a s sim a seguinte s ituação : 

/R' [XJ 

v 
R' 

,-v 

,. I 

<t 
) ' 

~ Rjp, [X] 

$' (R [X]) / 
(,I'' 

~ ]>' ( p) 

I qP' 

/ / R 
v 

(R) 

(O ) 

Pela Última observação feita n o exempl o J . 1, temos 

cf(q-p,( R)) = cf(Rjp•) . Obser vemos também que 

~ ~ N ~ 

= <f'p , (P)n <P p ' ( R) Ç ~· (P n t{) = <> p , (P) = ~P' (P) = (O), portan-

to o ideal ~· (P) c um ideal primo uc <\JP' (R) [x} que se con-

tra i a (O) em <tp , ( R) . Logo ou é o itlcal nulo, que s c ra nao ra-

mi f i cad o em Tf P"[ x] , ou p e l o lema :1 . 2 , t emos que t a l i dea l e 

nao ramific ado em T/ P" [XJ , pois cfl <!lp, (R)) =c f(Rjp • ) = cf(T/P"). 

Po~tanto, se exis ti ssem d o i s ideais pr imos P7 c r 2 de T[~ que 

-v "' [ "' se c on t ra em ~l P, cnt:io ~p , (P 1 ) n <lp,( I~ X]) = <tp , (Pi n R[X]) = 
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e consequentemente ~~. (P) seria ramificado em T/P"[XJ. 

Para finalizarmos o exemplo devemos mostrar que a 

ext ensão R[X] ~ T[Xjnão sa tisfaz going up nem going dmvn . 

Consideremos então um e l emen to yCM 1 ".~1 2 • Segue daí 

que o ideal prJmo (X-y)R ' [x] cst5 contido propriamente em 

(M l , X ) T [X] . 

Claramente obtemo s entã o em R[X], dois jdeais pri -

Ma s a extensão R [X] ~ T [X] e nao ramificada, porta~ 

to podemos gar antir a ex i stência de um Único jdeal Pl ele r[x] 

que está sobre P7 • Naturalmente, tal ideal · P 7é (X - y)T[X] . Da 

mesma forma, sobre P2 existe apenas um jdcal primo P~ de T[X] 

que e dado por (M 2T,X)T[X] . 

1\ conclusão do nosso objetivo se dá pelo (<Ito de Pz 
c P' 

2 
- - . serem nnu comparavc1s, o que realmente acontece . Com cfei 

to Pi f P~ porque Pi n R = (O) e P ~ n R = M. Por outro lado, 

se P' c P' 1 2 então o polinômio X- y C (tv1 2T, X)T[X], o que implic~ 

r1a y E M2T n R' = M2 , futo que contrud i z a esco lha de y em 

Uma outra questão bastante natural e interessan-

te a ser formulada 6 a seguinte . 

Questão: Se R e T são domínios onde R c T c I< ' C K e se a ex ­

tensão R q, r sa t isfa z goi ng down será qu e a extensão R[X] ~ r [x] 

satisfará tamb~m golng down? 

i\ resposta a esta que stão c negativa. De fato , !X) 

con siderarmos um domínio R unjdim cnsional, R' seu fe c ho jntei ro 

e um ideal máximo P de R que se ramjfiCél em R' então, é claro 
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q ue a ex tensão R C, R' possu i go ing do\vn, c no e n tanto a ex t en­

s a o R[X] ~ R' [x] não satis .fa z go i n g do wn , uma vez q ue ·R (xlc;R'[X] 

é ramific ad a . A c l ab or aç~o de um tal exemplo pode s er f a c il 

ment e obt ida c onsiderando o co rpo L c omo n o ex empl o 1 . 1 e repe­

tindo a c on s t r u ç ã o d e A = L [x1 , x2J (Xl ) U (Xz) e R feitas no 

mesmo exemp l o . :E c l a r o que A= R' , q ue R é um dom í nio un i d i 

mensional e que a ex.tcns no R ~ R' é n ã o ramifl c ada . 



RESUMO 

Nesta dissertação apresentamos de maneira auto-su 

ficiente os trabalhos de McAJam sobre o problema do Going Down 

para uma extensão R~ T, onde R e T sao domínios e Testá 

compreendido entre R e seu corpo de frações . 

Demonstramos que para uma tal extensão satisfa zer 

a propriedade do Going Down € suficiente que satisfaça a propri~ 

dade do 1-Going Oown . Demonstramos ajnda que se a extensão € 1n 

teira, então a ext ensão R [ x] ~ T [x] possui a propriedade do 

Going Down se e somente se 6 não ramificado . Exemplos relevan­

t es são tamb~m apresentados. 



ABSTRACT 

In this d ·isscrtation wc prescnt in a self - contai_ 

ned way the work of McAdam 011 thc rroblem of Going Down f or an 

extension R c;. T, \vhcrc R and T are domajns and T ] ies between 

R and its quocient field . 

We s how that for such an extension to sat i sfy thc 

Going Down property, it is suff]cient that it satisfies the 

1-Going Down propcrty. We also s how that if thc extensjon is 

integral, then the extension R [x] ~ T [xJ satjsfies the Going 

Down property lf and only if it is unibranch ed . Relevant exam­

ples are also presented. 
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