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INTRODUGAO

£ bem conhecido que se um dominio T € uma extensao
inteira de um dominio inteiramente fechado R, entao a extensao
R G, T satisfaz a propriedade do going down. Este trabalho a-
presenta, cm trc¢s capitulos, um ecstudo sobre extensoes R G T
que possuem a propriedade do going down, onde R e T sdo domi-
nios e T esta contido no corpo de [ragoes K de R.

No primeiro capitulo, trabalhamos com extensoes in-
teiras. Um primeiro resultado mostra que se R € um dominio qual
quer e¢ R' seu fecho inteiro entao o fato de R G,R' ser uma ex-
tensao que satisfaz going down implica que qualquer extensao in
teira de R também satisfaz going down (teorema 1.1). Outro re-
sultado importante deste capitulo mostra que, sendo R um domi-
nio Noetheriano ,entao a extensao inteira R G T satisfaz going
down se e somente se todo ideal primo P de R, de altura maior
que um, possuir exatamente um ideal primo de T sobre si, isto &,
se P for um ideal primo nao ramificado em T (teorema 1.2). Ain
da neste capitulo apresentamos um exemplo de um dominio local
Noetheriano R, cujo fecho inteiro R' ¢ ainda Noetheriano, de mo
do que a extensdao R G,R' ¢ ramificada e nao satisfaz a proprie-
dade do going down, embora a extensao R GT = R‘MZ, onde M2 ¢
um idcal maximal de R', seja nao ramificada e satisfaca going
down (exemplo 1.1).

No sepundo capitulo trabalhamos com extensoes R G T,
onde T esta contido no corpo K de fragoes de R, que satisfacama
propriedade do 1-going down. Mostramos que o fato da extensao
R G T satisfazer a propriedade do going down € equivalente ao fa
to-aela satisfazer 1-going down (teorema 2.4). Mostramos tam-

bém que se R G, T satisfizer a propriedade do going down, entao
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todo ideal primo de R, de altura maior que um,
ideal prime de T sobre si (tcorema 2.1).

No terceiro e ultimo capitulo estudamos a proprieda
de do going down para extensoes R[X] s T[X], onde R ¢ um domi
nio qualquer, ¢ T esta contido no fecho inteiro R' de R. Mostra
mos que a extensao R[X] < 1{}] satisfaz a propriedade do going
down sc¢ ¢ somentc se for nao ramificada (teorema 3.1). Por ulti
mo apresentamos um contra exemplo que mostra ser indispensavel

a hipotese de T ecstar contido cm R mais precisamente mostrams
que, tomando R ¢ T como no exemplo 2.1, a extensao R[x]c;'r[x]
nao satisfara a propriedade do going down, apesar de ser nao

ramificada e de R @ T satisfazer a propriedade do going down.

Em nosso trabalho, todos os anéis serao comutativos
com unidade e um ideal primo sera semprc diferente do anel to-
do. Além disso, o simbolo € sera usado para denotar a inclu-
sao e ¢ para a inclusao propria.

Apresentaremos a seguir algumas definicoes que se-
rao utilizadas ao longo do trabalho. Sejam entao R, T dominios
tais que RC T. Diremos que a extensao R G T possui a proprie-

dade do lying over se dado qualquer ideal primo I de R, existe

um ideal primo I' de T que esta acima de I, isto &, I'MR = I.
Diremos que a extensao R G T possui a propriedade do going up
sempre que dados P, Q dois ideais primos de R de modo que PCQ
e dado um ideal primo P' de T que esta acima de P, existir um
ideal primo Q' de T que contem P' ¢ esta acima de Q, isto &,
P'C Q' e Q'M)R =0Q. A extensao R & T possuira a proprieda

de do going down se dados dois ideais primos P e Q de R onde

PCQ e dado um ideal primo qualquer Q' de T que esta acima de



Q, existir um ideal primo P' de T contido em Q' e que esta aci
ma de P, isto e, P'C Q' e P'MR =P. Um ideal primo P de R

sera nao ramificado em T se existir exatamente um ideal primo

P' de T tal que P' M R = P, ¢ diremos que a extensao R G T ¢

nao ramificada sc cada ideal primo de R for nao ramificado em T

Finalmente, s¢ u ¢ um clemento do corpo de fra-

coes de R entao definiremos o condutor de u em R como sendo o0

conjunto dos elementos r de R para os quais r.u esta em R, ou

seja, notando por I =~ este conjunto temos qu{rf R;ru € R}. Note
mos que como u = a/b onde a, b estaoem R e b # 0, podemos
concluir que b esta em Iu, uma vez que b.u = a€ R. Assim es-

te ideal nao € nulo.



1. GOING DOWN EM EXTENSOES INTEIRAS

i\;osso primeiro objetivo, neste capitulo, € mos-
trar que uma extensao inteira qualquer R G T satisfaz a pro-
priedade do going down desde que a extensao R G, R' satisfaca a
mesma propriedade, onde R € um dominio ¢ R' seu fecho intei-

ro. Este resultado € mostrado no seguinte teorema.

Teorema 1.1 [7, teorema 1] - Se R ¢ um dominio e R' seu fecho

inteiro, entao a extensao RGR' possui a propriedade do going
down se e somente se a extensao RGT possui a mesma proprieda-

de, qualquer que seja o dominio T, inteiro sobre R.

A fim de provarmos este teorema, enunciaremos e
provaremos um lcma bastante util.
Lema 1.1 [?, lema 1] - Sejam R, S, T dominios tais que Rc ScT.

i) Se a propriedade do going down vale para as extensoes RGS e
SGT entao ela tambem valera para a extensao RGT.

ii) Se a extensao RGT possui a propriedade do going down e a
extensao SGT possui a propriedade do lying over entdao a ex-

tensao RGS possuira going down.

Prova: (i) Sejam P e Q dois ideais primos de R e Q" ideal primo
de T tais que PcQ e Q"MNR = Q. Queremos mostrar que exis
te um ideal primo P" de T que esta contido em Q" e acima de
B,

Sabemos que a extensao RGS possui going down
e Q"NS € um ideal primo de S que esta acima de Q. Segue

dai que existe um ideal primo P' de S tal que P'c Q"'NS =Q'



5}

e PPAR = P.

Por outro lado, ST possui going down, conse-
qUentemente como P'c Q' sado ideais primos de S e Q" esta aci
ma de Q', existe um ideal primo P'" de T tal que P"cQ" e
P18 = Plq

Observcmos que, sendo Q' = Q"NS e Q = Q"NR,te

mos Q =Q'NR = (Q"NS)NR = Q"MR. Obtivemos entao um ideal
primo P'" de T, contido em Q" com P"MR = (P"MNS)IR = P'N R =P,
o que conclui a prova deste item.
(ii) Para provar a segunda parte deste lema,vamos igualmente su
por que sao dados dois ideais primos P ¢ Q de R com PcQ e
que existe um ideal primo Q' de S acima de Q, isto &, Q'NR=Q.
Queremos mostrar a existeéncia de um ideal primo P' de S que sa
tisfaz P'c Q' e P'NR = P.

Mas dado tal Q' de S, podemos garantir a exis-
téncia de um ideal primo Q" de T que esta acima de Q',uma vez
que a extensdo SGT possui lying over. E claro que Q" esta
acima de Q, pois Q"MR = (Q"'MN)S)NR =Q'NR = Q. Enfﬁo, pelo
going down, que vale para RGT, segue a existencia de um ideal
primo P" de T tal que P"cQ" e P'MR = P. Mas, P'"NS € um
ideal primo de S ¢ P"NS € QNS = Q', logo existe um ideal pri
mo P' = P"MNS de S, contido em Q', que esta acima de P, uma
vez que P'MR = (P'NS)NR =P'"NR = P, o que completa a prova

de validade da propriedade do going down para RC}S.A

Prova do teorema 1l.1: Suponhamos primeiro que a extensao RG-R'

possua a propriedade do going down ¢ consideremos um dominio T
de forma que RGT seja uma extensao inteira. Queremos provar
que' tal extensao possui going down.

Sendo K o corpo de fracoes de R, consideremos um
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corpo L que contenha K e T. Segue dai que R'T esta em L e seus
- _ % = .
: ) W S "'w . €T e I & fi
elementos sao do tipo ier Ti Yo onde rl{_R i i

nito.

Vamos primeiro mostrar que a extensao

L \\\\\ R'GR'T € inteira, para o que basta provar que
|

um elemento do tipo r't de R'T ¢ inteiro sobre

R'T R'. Com cfeito, desde que, por hipotese, temos
\\\\\ RGT wuma extensao inteira e t €T, podemos ga-

R' rantir a existéncia de um polinomio monico £(X)

. de R[X] que anula t, isto &, f(t) = 0. Mas R'
\\\\\ contém R, portanto todos os coeficientes de f(X)

R estao em R'. Segue dai que encontramos um poli-

nomio moénico em R'[X] que anula t, ou seja, t € inteiro so-
bre R'. Como r'€ R' temos que r' € inteiro sobre R', segue

entao que o produto r't € inteiroc sobre R', o que prova nossa
primeira afirmagao. Deste fato, conclui-se imediatamente que a
extensao R' G R'T possui a propriedade do going down, por ser
R' um dominio inteiramente fechado [}, teorema 5.16, pag. 64].

Segue do lema 1.1 parte (i) que a extensao RGR'T
possui a propriedade do going down.

Vamos mostrar agora que RGT possui going down,
utilizando a parte (ii) do mesmo lema 1.1, o que concluira um
lado da prova. Parva usar tal (ato, basta considerar as  cexten-
soes RGT e TGR'T ¢ mostrar que TGR'T satisfaz lying
over. Com efeito, como RGR' e R'GR'T sao extensoes intei-
ras, RGR'T & também uma extensao inteira, e conseqllentemente
a extensao TGR'T satisfaz lying over por ser igualmente in-
teira.

0 outro lado da prova ¢ evidente, visto que, se

por hipotese vale going down para toda cxtensao inteira R GT
em particular valera para R GR', isto ¢, quando T = R'.A
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Vamos supor agora que R seja um dominio Noethe
riano e que T seja um dominio compreendido entre R e seu fe-
cho inteiro R'. Sob tais hipoteses, estabeleceremos uma condi-
cao necessaria e suficiente para que a extensao Rg T possua
going down. Tal resultado € de grande importancia no nosso tra

balho e é estabelecido no seguinte teorema.

Teorema 1.2 [?, teorema 2] - Se R ¢ um dominio Noetheriano

e T um dominio entre R e seu fecho inteiro R' entdao a ex-
tensao RGT possui a propriedade do going down se e somente

se cada ideal primo P de R de altura maior que um for nao

ramificado em T.

Precisaremos ainda de outro lema auxiliar para

elaboracao da prova deste teorema.

r “y o) - -
Lema 1.2 |7, lema Z] - Sejam R um dominio, u um elemento do
corpo de fracoes de R e | o

R e e — o
" ndutor de uem R. S L, B,

onde P e um ideal primo de R, entao existe exatamente um ideal

primo de R[u] que esta acima de P.
Prova: seja X uma indeterminada sobre R e consideremos o anel
de polinomios R[K] » bem como o homomorfismo avaliacao
¢ :  R[X] > R[u]
X)) » £(u),

que e sobrejetivo e cujo nicleo J ¢ o conjunto dos polinomios de

'| = - -
R[X] que se anulam em u. Peclo tecorema de isomorfismos, sabe-

mos que R[u] = R[X}/J. Seja P um ideal primo de R que nio con
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tem I... Queremos mostrar que existe um inico idecal primo de
u

R[u] que esta acima de P, considerada a extensao RGR[u]. Mas
pelo isomorfismo antes apresentado, basta mostrar que existe um
{inico ideal primo P de R[X] que contém o nicleo J da @ e que
esta acima de P, ou seja, PN R = P, considerada a extensao

RGR[X].

A partir do fato de Les ¢ P, podemos garantir a
existéncia de um elemento nao nulo i de lu tal que iﬁ} P. Co~
mo i€ I, temos que iu€&R. Seja r tal elemento iu; segue dai a

igualdade iu - r = 0, onde i, u€¢ R. Consideremos agora o poli
némio f(X) = iX - r €R[X]. E claro que f(X)€ J e que por ser
um polindémio do 1° grau & irredutivel em cf(R)[X]. Notando por
K o corpo de fracoes de R, segue, por [5, tcorema 3{}
que J = (F(X)KX]JNR[X] ., isto &, J = (iX-r) K[X]JNR[X].
Portanto, basta mostrar que existe um unico ideal primo P de
R(X] tal que iX-r ¢ P ¢ PMNR = P.

Por outro lado, consideremos o homomorfismo so-

brejetor m : R[X] :—R/P[{| , definido por

n . n .
m (% a,X') = I (a; *+P) X', cujo nicleo & PR[X] e que
i=0 i=0

nos da uma bijecao entre {2 € Spec(R[X]):Q 2 PR[X]}e Spec(R/P[ih,

Observemos também que se P € ideal primo de R[X] tal que
PAR = P entdo P€ {Q€ Spec(R[x]): Q2PR[X]} e se iXx - re P
entao (i+P) X - (r + P) € w(P). Basta mostrarmos entao que

existe um Unico ideal primo P de R/P[X] tal que P r]R/P =(ﬁ)

e (i« P)X ~ (xr # P) € P.
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P m(P)
s J
T
P (0
Como iX - ¥ = (i + P)X - (r + P) & um polinémio do 1° grau de

R/P[}] , visto que i £ P, temos que IX - T & irredutivel enm

(cf R/P)[}] e conseqllentemente (iX - 1) (cf R/P][K]rlpr[X]=ﬁ

[5,teorema 36],portanto P & unico, ficando assim completa a pro

va deste lema.a

Prova do Teorema 1.2: Vejamos primeiro que a condigao € necessa

ria, e suponhamos, por absurdo, que ela seja falsa. Entao a ex-
tensao R G T possui going down e garantimos a existencia de um
ideal primo P de R de altura maior que um ramificado, isto €,de
modo que T possui pelo menos dois ideais primos distintos que
estao acima de P. Consideremos entao P} e P, tais ideais primos

distintos de T. Naturalmente P} ) R = P; MNR = P.

Como Pi # P5, podemos escolher um elemento u

que esta em Pi‘\ P', e considerar o dominio § = RDJ] . Cha-
2
memos P, = Py NS e P, =P,NS. Segue dai que P, e P, so

dois idecais primos de S, distintos, uma vez que uf€ Pif\S =" Py

e uﬂ?Péfﬁ S = P,, e que estao ambos acima de P, pois
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D - ' > = R ) ara i variando entre 1 e 2.
P.MR [Piﬂ.‘a)ﬂ R llﬂl{ P, paiy Vil ¢

A extensao SG T ¢ intecira,pois temos RaSc T cR'
e RGR' ¢ extensao inteira. Conseqlentemente SGT possui apro

priedade do lying over.

Temos entao extensoes RGSGT de forma

R'
que SGT possui lying over ¢ RGT possui going
down, o que nos leva a concluir que RGS possui
T going down, utilizando novamente a parte (ii) do
lema 1.1.
Lo\ Afirmamos agora que a altura de P, & ma-
S=R[u:[
gd ior que um. De fato, por hipotese, P € um ideal
primo de altura maior que um, entao existe pelo
R

menos um ideal primo Q nao nulo contido em P. A-
1ém disso, ¥q € um primo de S que esta acima de P, entao por
RG S possuir going down, podemos encontrar um ideal primo nao

nulo Q, de S, tal que Q€ P, e QAR = Q. Assim temos

(0)€Q; € Py, o que conclui a afirmacao.

Sendo Iu o condutor de u em R, observamos que
Iu € P, caso contrario, existiria um elemento i € Iu\P” mas
neste caso teriamos iu€ P, pois iu€ Rﬂ[’l = P, e consequentemen

te iu€ P,, o que nao pode acontecer, visto que iﬁ’ P, e uﬁPz.
Temos entao I, P e portanto [, SC Pl. Consideremos o conjun
to
W= {N € Spec(S); alt N= 1, Iusg_ NcPl}.
Mostraremos que se Xx€ P\ P, entao existe N'eW

tal que x€ N'. Seguira dai que P,C P50 SUN) e que W é nao va
NeW N

zio.

Por outro lado, como todo elemento de W & um pri
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mo minimo do ideal I S, e como S = R{u] € um dominio Noetheri

ano, visto que R o ¢, podemos concluir que W € finito,digamos

W= {Nyj, Ny, «oey N }. Seguira entao que P, c PZU N1U aa N

e portanto Plc.l’z ou l’lc_N.l, para algum i variando entre 1 e

m. Como u€ 1)1\1)2? temos que P, nao pode estar contido em P, e

1

como alt Py >] © alt Ni 1, qualquer que scja i variando en-

)

tre 1 e m, temos que P, nao pode estar contido em N,, qualquer

que seja i variando entre 1 e m. Teremos portanto uma contradi
¢do, que provém do fato de havermos suposto P ramificado em T.

Mostremos agora que se Xx¢€ Pl\ PZ entao existe
N'€ W tal que x€ N'. Como x¢€ P, e alt P, >1, pelo teorema do

ideal principal de Krull ES, teorema 142] , existe um ideal pri

mo N' tal que xCEN', N'e Pl e alt N' = 1. Resta-nos ver se
IUS C N'. Com efeito, observemos quec x€ N' \PZ, portanto N'¢P2.

Sendo N = Nlﬂ R, & claro que NcCP, visto que N'C P, e Piﬂ R=P.

: |

Uma vez que NCP, Pzﬂl-‘: = P e a extensao RG S possui going

down,como foi visto anteriormente, deve existir um ideal primo

N'" de S tal que N"'CP, e N"MR = N. E claro que N' e N"

sao distintos, pois P,ON" e 1727'51\1'. Segue entao do lema
1.2 que [, SEN'" ¢ N'C W.

Para mostrar a condicao suficiente,basta lembrar
que como RS T & uma extensao inteira, por estar T contido
em R', ela possui a propriedade do going up [S, teorema 44:|.

Alem disso, por hipotese, R G T ¢€ nao ramificada, donde se

conclui facilmente que ela satisfaz going down,ﬂ
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Exemplo 1.1 - Faremos aqui a construgao de um exemplo quc mos-

tra ser falsa a reciproca da parte (i) do lema 1.1, bem como ser
imprescindivel a hipotese da extensao S G, T possuir lying over
na parte (ii) do mesmo lema 1.1. Este exemplo foi elaborado por
Nagata em [9] e trata-se da construcao de um dominio local
(R, M) n-dimensional, cujo fecho inteiro R' tem exatamente dois
ideais primos M; e M,, onde R'Ml € um dominio de = valorizacao

discreta e R'M ¢ um dominio local também n-dimensional tal
2

que a extensao R G R'M satisfaz going down.
i

Uma outra construcgao deste exemplo, utilizando
técnicas bem mais simples, aparece em |2, seccao 4, exemplo c],

construgao esta que passaremos a apresentar com detalhes.

Sejam k um corpo,‘{tl, 6 5 ¥ tm,..J um conjunto

infinito de indeterminadas sobre k e L = k (tl,...,t 1+s9¢ Seja

m

n um numero inteiro maior ou igual a um e sejam X, Y Y

1% TR Tm

indeterminadas sobre o corpo L. Vamos considerar o dominio
L[X,Yl, .-+»Y ] , os ideais primos (X) e (Fys¥on ssesl ds 6 ©
sistema multiplicativo G definido por

§ = L [Xx, Y, «eoy Y I\ (X) U(Y,, ....Y ). Consideremos ain

da o dominio A definido por A = L[X,Yl,...,Yn]ET e os ideaijsg Ml

definido por (X)A e M, por (Yl,...,Yn)A, que sao ideais  maxi-
mais de A.
F bastante imediato que para i tomando valores en

tre 1 e 2, os corpos AXM e I sao isomorficos. De fato, se
i

por exemplo tomarmos 1 = 1, teremos
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A/Ml=(k(tl,...,t",...]LX,Yl,...,ynl

: =4 A0 % S

T 6. Py,

onde §' € o sistema multiplicativo dado por §'={s+(X); s€ §}.

Mas L[X’Yl""‘Yﬁ1X(X) e L[Yl,...,Ynl sao dominios isomorficos,

portanto se h ¢ um isomorfismo entre tais dominios ¢ §" ¢ o sis

tema multiplicativo dado por §'"={h(s');s'€ §'} entao obtemos

(L[X,Yl,...,Yn]/(X)JG!E(L[YI,...,Yn])auz LY gen wn Y, )2

:k(tl,_,,,tm,...)(Yl,...,Yn) = L. O desenvolvimento de AXM7= L

sera analogo ao que acabamos de fazer.

Assim podemos escolher dois homomorfismos sobre-

jetivos do tipo €;:A——>L, cujo nucleo seja exatamente o ideal
maximal M; de A, onde i assume os valores 1 ou 2.

Consideremos finalmente o dominio R definido por
R={x € A; El(x) = GZ(X)}' e o dominio T = A

l\]? ¢

Temos entao o seguinte diagrama:

cf{R) = K
R = A, =1 :
M, M, MZAMZ
gd
R = = M M
L[X’Yl""’Ynlﬁ_R A B M M,
ham

[%E A € ](x) =E2Lx)}= R M = er}MZ
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Vamos primeiro mostrar alguns resultados referen
tes a extensao R G T, resultados cstes que terminam concluindo
que R G T satisfaz a propriedade do going down. Em seguida ve-

remos que o dominio A coincide com R', o fecho inteiro de R.

Notemos entao, antes de tudo, que tanto T quanto
R sao ambos dominios Noctherianos. De fato, sendo L um corpo,é
claro que L[ﬁl,Yl, "',Yn] ¢ um dominio Noetheriano. Assim por
(5, teorema 85] A & um dominio Noetheriano e consequentemente,
pela mesma razdo, T € Noetheriano. Mostraremos que A & um R-mg

dulo de tipo finito, de onde concluiremos que R ¢ também Noethe

-

riano [3, teorema ﬁ ou L4, teorema 4j, e que R G, A e uma

extensao inteira.

Mostremos entao que A = R + Re, + Re,, onde €1

e, sao elementos de A. Consideremos entdo o homomorfismo

€: A——=2L x L, definido por ¢ (a) = (fl(a),ﬁ ,(a)), que € so
brejetor pelo Teorema do Resto Chinés. Sejam €1, ©, elementos
de A tais que(’(el]=(El(cl),(Z{e]))=(1,0)ec'(ez)=(61(ez)£ Z(EZD

=(0,1). E claro que R+Re +Re, € A. Scja entdo um eclemento afA.

Para j=1,2, scja aj um elemento que satisfaz G(aj)z[fj(aj,fj(aj.
Pela maneira como R foi definido, claramente ajG R. Por outro
lado, vale E(a)=(€1(a),Ez(a))=(Gl[a),0)+(0,Gz(a))=
=(€(a), g (a))1,0)+(€(a), ¢, (a)).(o,1)=
:E(al]E(el)+((a2)f(czj=E (alcl+a202).
Segue dai que E(a—(ulel+uze2J]:0, ou se¢ja, que u—(alel+a2623 é

um elemento do nucleo de € que ¢ exatamente leﬁ M, que por
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sua vez esta em R. Assim existe um elemento r em R tal que

asr+a e +a,c,, donde at R + Re1+Re2, 0 que completa a prova da

observacao.

Outro fato a notar ¢ que R e¢ T possuem o mesmo cor
po de fragoes. De fato, observemos que cf(T) = cf(A), uma vez

-

que T € a localizacao de A em M,. Por outro lado, leﬁ M2 e um
ideal nao nulo de A ¢ de R simultanecamente, visto que erlnggR,

pois se xE’erlMZ entao € (x) = G(x) = 0. Entao cf(A)=cf(R).

Chamamos a atencao agora de que ambos os dominios R
e T sao n-dimensionais. Com efeito, dim A = n uma vez que Su

ideal primo de maior altura € MZ = (Yl,...,Yn]A. Como R G A

€ uma extensao inteira, temos que dim R = dim A n ¢ para con

e alt M, = n.

cluir que dim T = n basta lembrar que T = A 5

Temos assim uma extensao R G, T onde R, T sao do-
minios Noetherianos, n dimensionais e T € K, corpo de fracoes de
R. Vamos mostrar que tal extensao ¢ nao ramificada.

Observemos que M; M R = M, N R = M N M,, portan

to R possui um Gnico ideal maximo M = M, M,, pois R G, A € ex-

tensao inteira e M1 e M2 sao os unicos ideais maximos de A.Cla

ramente M, A ¢ o unico ideal de T que esta sobre M.

M,
Se P é um ideal primo nao maximo de R, vamos pri
meiramente mostrar que existe um unico ideal primo P' de A so-

bre'P. Se P' e P" sao dois ideais primos tais que

PP[IR=P'( R=P,entao PPAR=P=P A ML PQO M.lLogo

—
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P'AR=7DP"MN M. Analogamente obtemos P"(3 R = P"(N M, e por-
tanto temos P'(M\ M = P"(N M de onde decorre P' = P"

[l, proposicgao 1.11]. Portanto P ¢ nao ramificado em A. Por

outro lado, R G A ¢ uma extensao inteira, portanto a proprieda-

de do going up € valida, e como alt M1 = 1, podemos garantir que
P'C M,. Decorre dai que P'Ay € o dnico ideal primo de T so-
2

bre P. Logo a extensao R G T ¢ nao ramificada.

Vamos agora salientar um fato que sera utilizado
mais tarde, no ultimo capitulo. Considerado o homomorfismo ca-

nonico By & A —————p A/p., onde P' € o unico ideal primo de

A situado sobre um ideal primo P ndo maximo de R, mostraremos
que o corpo de fragoes de ¢P,(R) ¢ igual ao corpo de fracoes de

¢ P.(A) = A/P"

Seja entao um elemento a de A ¢ escolhemos um

elemento x¢ M;MM, tal que xZP'. Tal escolha & possivel

porque M1F1M2 ¢.P'. Entao xa¢ R, dpo (X) € um elemento nao nulo

de th!(R) = ¢pr(x) ¢’p,(‘d) = q’pl(xa) € ¢P1(R)- ASSim,
¢ P! (a): (E'Pt [X{.l)/ qu' (X) € Cf( ¢p‘ {R)); ou seja,
cf(¢p,(A)} () cf(@P.(R)), € portanto a igualdade se verifica.

Mostraremos também que Fq () = Ay, » onde ¢, e

o homomor fismo cananico‘blz A-—-aA/M , de nucleo M;. Seja en-
' 1

tao a € A e seja r ¢ A tal que ¢€(r) = {El(a),fl(a)J; segue dai

que T ¢ R e %(r) = ¢ (a), logo T—aG'Ml, donde ‘%(r) = dl(a) =

= a+M1. Analogamente encontramos Qé(R) = A/Mz
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para mostrar que a extensao R G T satisfaz going
up, vamos supor que existam dois ideais primos P, Q de R tais
que P C Q e um ideal primo P" de T sobre P. Mas P"MA & um
ideal primo de A que estd contido cm M,, entao como a extensao
R C A satisfaz going up, garantimos a existéncia de um ideal
primo Q' de A, contido cm M, uma vez que alt M1=1 y kAl que

PPAAC Q" e Q MNA=Q. SejamP' =P'MNAe Q"= Q'AMZ. £

claro que Q" & um ideal primo de T tal que Q"M R =Q e P'cQ",
visto que P'C Q', o que conclui o fato de R & T satisfaz going
up.

A validade do going down para a extensao R GT
decorre facilmente do fato de R G T ser nao ramificada e pos-

suir going up.

Cabe ainda salientar que a extensao A G, T nao
satisfaz lying over, uma vez que nao  existe  ideal primo
de T situado acima de M, - Além disso podemos concluir que a ex
tensao R G, A nao satisfaz going down. De fato, sendo

alt M = n, alt Ml =1 e Ml M R =M, podemos garantir que ex s

te um ideal primo P de R tal que (0)c PC M e nao existe ideal

primo de A sobre P contido em Ml'

Encontramos assim extensoes R G, S = A G T de
forma que R G T satisfaz a propriedade do going down, apesar
da mesma propriedade nap ser valida para a extensao R G S, o

que implica ser falsa a reciproca do lema 1.1 (i), e ser impres

cindivel a hipétese do lying over para S G, T no lema 1.1 (ii).

Para concluirmos este exemplo,falta apenas obser
var que o fecho inteiro R' de R coincide com o dominio A. Isto
ocorre por ser R G A uma extensao inteira, cf(R)=cf(A) e ser A

um de inteiramente fechado.



2. GOING DOWN E 1-GOING DOWN

0 nosso objetivo agora € estender um pouco as hi
poteses que temos sobre R G T e verificar sec ainda esta exten
sao possui a propriedade do going down. Veremos que sendo R
um dominio Noetheriano e T um dominio compreendido en-
tre R e seu corpo de fragoes K, a extensao R G T possuira
going down desde que satisfaca a propriedade do 1l-going down ,que
sera logo a seguir definida. Ainda sob estas mesmas hipoteses,
antes deste importante resultado, mostraremos que cada ideal pri
mo de R de altura maior que um tera no maximo um ideal primo
de T sobre si (teorema 2.1), que cada ideal primo do fecho in
teiro D de R em T tera no maximo um ideal primo de T sobre si
(teorema 2.2) e, finalmente, que T € uma interseccao de locali-

zagoes primas de D (teorema 2.3),

Passemos entao as definigcdoes que serao necessa-
rias durante o que segue neste capitulo. Desde que estamos tra
balhando com um dominio Noetheriano R e um dominio T situado

entre R e K, vamos definir um ideal primo pseudo nao ramifica-

do em T como sendo um ideal primo P de R para o qual existe no
maximo um ideal primo de T (possivelmente nenhum) que intercep

ta R em P. Diremos que a extensao R G T ¢ pseudo nao ramifi-

cada se cada primo de R for pscudo nao ramificado em T. Note

que quando a extensao R G T ¢€ intecira, satisfazendo portanto
lying over, a defini¢ao de pseudo nao ramificado coincide com a
de nao ramificado.

) Uma extensao RG T ¢ dita algébrica se cada

elemento de T satisfaz um polinomio com coeficientes em R. E



ainda diremos que R G T satisfaz a propriedade do 1-going down

se dados dois ideais primos P e Q de R, de modo que P C Q e
alt P = 1, e dado um ideal primo Q' de T tal que Q' R = Q,

existir um ideal primo P' d¢ T que satisfaz P'C Q" e PPNR = P.

Um resultado de significativa importancia na ela
boracao das provas do que esta acima proposto € dado pela propo

sicao que afirma o seguinte.

Proposicgao 2.1 [8, proposicao 1] - Sejam R, S, T dominios on-

de R & Noetheriano, Rc SCTc K e RgG T satisfaz 1-going
down. Seja P um ideal primo de R de altura maior que um e su-
ponhamos que exista um ideal primo de T que esteja sobre P.Se
W for o conjunto de todos os ideais primos de S que estao so-
bre P entao, excetuando-se apenas um, todos os ideais de W tem
altura igual a um. Além disso os primos de W sao dois a dois

nao comparaveis.

Alguns resultados auxiliares se fazem necessarios
na demonstragao desta proposic¢ao. Passamos entao a enunciar e
provar tais resultados que aparecem logo a seguir na forma de

quatro lemas.

Lema 2.1 [8, lema l] - Se R e T sao dominios Noetherianos com
T finitamente gerado e algébrico sobre R, entao existe apenas

um numero finito de ideais primos de T de altura um que se con-

traem a ideais primos de R de altura maior que um.
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Prova: Como T ¢ finitamente gerado, basta fazermos a prova
para o caso cm que T ¢ uma cxtensao simples de R. Suponhamos
entao que T = R[u], onde u ¢ algchrico sobre R. Consideremos
uma indeterminada X sobre R ¢ J o nucleo do homomorfismo sobre

jetor ¢ definido por

¢ : R[X] >R [u]

£1%) 1 - > f(u) .

Temos entao que J ¢ um ideal primo de R[X], pois R[X]/J e isog

morfo ao dominio R[u]. Além disso, J MR = (0), pois dado um
polinomio f(X) de J MR, entao f(X) sera uma constante  por
pertencer a R e sera nula por estar no nicleo da ¢ .Concluimos
ainda que a altura de J € igual a um [5, teorema 37]. 0 se-

guinte esquema ilustra o fato:

. ¢
Jo< R[] 7RMul = R[x]

N\

(n) < R

Queremos mostrar que existe apenas um numero fi-
nito de ideais primos de R[u] de altura um que se contraem a
ideais primos de R de altura maior que um. Através da identi

ficagcao de T = R[u] com R[XJ/J, nés podemos dizer que estamos

discutindo os idcais primos ¢ de¢ R[X] que contém J, de modo que

alt (Q/]) =1 e alt ( QN R) »>1, ¢ queremos mostrar que tais

ideais primos @ existem apenas em um ntmero finito.
Provaremos primeiro que cexiste apenas um numero
finito de tais ideais primos cuja altura ¢ maior do que 2

Lo

Seja entao x um elemento de J, portanto J & um
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primo minimo de (x). e sejam J = Py, Py, wo. Po todos os pri

mos minimos associados a (x). Sc existir um numero infinito de
ideais primos Q de R[X] tais que 2DJ, alt(Q/Jj = 1 e altQ>2,co
mo qualquer intersccgao inlinita desses primos ¢ exatamente J,

pois alt(Q/JJ = 1 e R[X] & Noetheriano, podemos garantir que

existe um tal ideal primo Q que nao contém qualquer dos

PZ’ e Pm, caso contrario existiria i variando entre 2 e m ta

que P.C P, . Para tal ideal primo @ nos temos altQ >2 e
= a = 1. Entret: s af a1tQ

alt{Q/(x)) alt(Q/J) 1 Entretanto, scgue dal que altQ g2

[5, teorema 154], o que contradiz o resultado logo antes obtido.

Para concluir a prova, basta agora mostrar que o
conjunto W definido por

W ={Q¢ Spec(R[X]); Jeg, alt(Q/J) = 1, alt(QNR)>1 e altQ= 2}

¢ finito.

Suponhamos, por absurdo, que W seja infinito.
Tomando um ideal Q de W, podemos afirmar que (QMR)R[X]=Q, vis-
to que alt(Q0MNR)>1,alt Q= 2 e R €& Noetheriano [5, teorema 149}
consequentemente alt(QMR) = 2.

Consideremos agora um polinomio nao nulo f(X) em
J e o ideal I de R gerado peclos scus cocficientes. Entao,da
do um ideal 0 de W, temos que QNR DI, pois [(X)€J, que por sua
vez esta contido em Q= (QOR)R[X]. Como existe apenas um nimero
finito de ideais primos de R minimos sobre [ e o conjunto
A ={QR;Q€ W} ¢ infinito, pois @ = (QNRIR[X] para todo ideal
Q de W, deve existir um ideal primo P de R minimo sobre I de al
tura um, tal que P esta contido em um nimero infinito de ideais
primos Q de A. Como tais ideais primos Q tem altura dois e

alt P = 1, temos que alt(Q/PJ = 1, portanto P & a interseccio



destes primos Q, logo ¢ wLQr]R)EiP. o que implica

0 € PR[X],0 que

N (QAR)R[X] € PR[X], dondec obtemos J € QOW

Q€W

contradiz o fato de alt(PR[X]) = J.ﬂ

Nosso proximo lema nccessita da seguinte defini-
gao.

Sejam Q um ideal primo de um anel R e U um sub-
conjunto infinito do Spec(R). Diremos que o par (Q,U ) ¢ uma
shrub, se dado um ideal Q' de U, distinto de Q. tivermos Q' D Q

e alt(Q}Q] = 1; além disto, a interseccao de qualquer subcon-

junto infinito de U deve ser exatamente igual a Q. Diremos que
o ideal Q ¢ a base da shrub e¢ os elementos de U , distintos de
Q, sao uppers.

Um exemplo bastante simples de uma shrub ¢ dado
pelo par (PR[X], U), onde P € um ideal primo de um dominio R e
U & o conjunto de todos os ideais primos de R[X], que estdo a-
cima de P, sendo X uma indeterminada sobre R. De fato, dado um
ideal primo P de R, por [5, seccao 1-5], existem infinitos
ideais primos P de R[X], situados sobre P. Assim P2 PR[X],

qualquer que seja P de U, alt(?/?urx]} = 1 por [5, teorema 39]

e qualquer intersecgao infinita de uppers sera exatamente PR[X],
Observamos ainda que, sendo J o nicleo do homo-
morfismo candnice & : R[X]———R[u], se J c PR[X] entao
(PR[X], U ) & levada pelo homomorfismo ¢ a uma shrub em R [u],
De fato, se J C PR[X] entao J esta contido em cada elemento
de U, isto €, em cada ideal primo de R[X] que esta sobre P. E

dai, pelo isomorfismo existente entre R[X}H ¢ R[u]  podemos

concluir que o par (PR{u], W) & uma shrub em R[u], onde



PR[u] = ¢ (PR[X]) ¢ W=¢ () = {Q CSpec(R[u]); QMR = Pl.

Lema 2.& [8, lcema 2] - Sejam R um dominio, u um elemento do
corpo de fracoes K de R, P um ideal primo de R e W o conjunto
dos ideais primos de R [u] que estao acima de P. Entao:
1?) Uma das seguintes alirmagoes ¢ verdadeira:
(i) W € um conjunto finito (possivelmente vazio) e dois pri
mos quaisquer de W sao nao comparaveis;
(ii) W constitui exatamente uma shrub, isto ¢, o par(PR[u],W)
¢ uma shrub.
2°) Se R é inteiramente fechado em R[u], entao, ou (ii) € verda
deiro ou W possui no maximo um ideal primo.

3°) Se R e Noetheriano e alt P = 1 entao (ii) é falso.

Prova: Sejam X uma indeterminada sobre R e J o nucleo do homo-
morfismo canonico ¢ : R[X]————>R[u]. Considercmos um ideal
primo P de R e a shrub (PR[X], U ), onde U & o conjunto dos
ideais primos de R[X] que estido acima de P.

Se J € PR[X] entao. pela observacgao feita acima,
o conjunto W dos ideais primos de R[u] quec estao acima de P
constitui uma shrub, portanto (ii) vale.

Se J‘¢ PR[X], entao J estd contido no maximo em
um numero finito de ideais primos de U , uma vez que PR[X] e
igual a qualquer intersecgao infinita de elementos de U . Como
os ideais primos de R[u] sdo aqueles que provém, pela ¢ de
ideais primos de R[X] que contém J, fica claro que W ¢ finito.

Por outro lado, os uppers de U sao dois a dois
nao, comparaveis. De fato, se¢ existissem dois idcais primos P e

Q de U comparaveis, por cxemplo P C Q , cntao l’R[XJ C PC Q se
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ria uma cadeia de trés ideais primos distintos de RI/X] com a
mesma contragao em R, o que contradiz [5, teorcma 3?]. Segue

dai ¢ pela identificagao de R[XyJ com R[u] que os primos de

W sao também dois a dois ndo comparaveis. Fica entao provado o
item (i) se J #PR[}{].

Para verificar que se R € inteiramente fechado em
Rlu], entao (ii) ¢ verdadciro ou W possui no maximo um elemento,
observemos que basta mostrar para o caso R local e P seu ideal
maximo. Com c¢feito, sendo R inteiramente fechado em R[u], tere
mos R& inteiramente fechado em (R[u})a = REEUJ onde § = RN\ P.
Além disto, We ={ Qs Q €W} € o conjunto dos ideais primos
de Ra[u] que se contracm a Pg = PRG. Se WG for uma shrub com

base P&, entao W sera uma shrub com base PR[uJ, pois

e Qpriu)? = 21 Qs vy ) T 2 Qgyper, [W]) = 1
4 T 47

qualquer que seja Q€ W \\{PRDﬂ} , € uma interseccao infini-
ta de tais ideais Q sera PR[ul], uma vez que estara contida em

P&RaDﬂ N R{u]

"

PR[ul. Se W{ possuir no maximo um clemento,
i

entao W também possuira, pois se¢ Q ¢ W entao QN R =P e con-

sequentemente QET ¢ um ideal primo de NG' Consideraremos entao

R um dominio local ¢ P seu ideal maximo.

Sec u€ R entao R = R[u] e portanto o conjunto
W se reduz a {P} , possuindo assim no maximo um ideal primo.

Se u¢ R, mas u"'€R entao u '€ P. De fato,co
mo P & o Uinico ideal maximo de R, todo elemento fora de P € in-
versivel em R, portanto u '€ P, caso contrdrio u pertenceria a
R, que nao ¢ o caso. Decorre entao que W ¢ vazio, porque ne-
nhum ideal primo de R[ul] pode sc contrair a P em R. Com efei-

to, se existisse um ideal primo 0 de R[u] acima de P, entao
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u '€ Q,uma vez que u '€ P c QM R = P. Portanto a unidade seria
um clemento de Q, o que nao pode acontecer, pois Q ¢ um ideal
primo. Com isto mostramos que W nao conteria primo algum.
Resta-nos apenas verificar o que aconteceria com
o conjunto W se u e u ' nao fossem elementos de R. Neste caso,
podemos concluir que J C PR[X]. De fato, se u, u_lﬁ R e u
satisfaz uma cquacao polinomial p(X) = 0, entao secus coeficien-

T

tes sao todos nao inversiveis em R [5.teorema 67] e portanto per
tencentes a P. Como todo polinomio de J anula u, podemos dizer
que todo polindomio de J esta em PR[X], o que mostra a afirmacao

Segue dai ¢ pela obscrvacao feita apds a defini-
cao de shrub que W constitui uma shrub.

Resta-nos provar quec se R ¢ Noetheriano e altP=1,
entao W nao pode constituir uma shrub. De fato, se altP=1,sen-
do R Noetheriano, podemos afirmar que alt PR/X]= 1
ES, teorema ]49]. Segue dal que o nicleo J do homomorfismo @
nao pode estar contido em PR[X], estando contido portanto, ape-
nas em um numero finito de ideais primos de R[X] que estio so-

bre P. Donde se conclui que o conjunto ¢ finito, nao podendo

constituir uma shrub. TFica assim concluida a prova do lema 2.2.

A

Lema 2.3 [8, lema 3|

Sejam R, S, T dominios onde R ¢ Noethe-
riano, RCSCTCK e RG T satisfaz l-going down. Seja P' um
ideal primo de S ¢ scja ' = P' ) R, Se existir um ideal
primo de T que estd acima de P', entdo uma condi¢do necessaria

e suficiente para que alt P >1 € que alt P' >1.

Prova: Mostremos primeiro que a condigio ¢ necessaria e supo-

nhamos que tal ideal primo P tenha altura mator que um. Segue



dai que existe um idcal primo nao nulo Q de altura um de modo
que (0)c QcP. Consideremos P" o ideal primo de T que esta aci
ma de P'. E claro que P"MNR = P. Assim, podemos aplicar
1-going down para R G T ¢ obter um ideal primo Q" de T que es
ta acima de Q ¢ contido no ideal P, ou scja, temos Q" < P" e

Q"N R = Q. Podemos portanto concluir que (6)c Q"M SCP'"M S=P'

e obter uma cadeia de ideais primos (0)C Q'c P' em S, onde

Q' = Q"MS. o que prova ser & altura de P' maior do que um.
Reciprocamente, se alt P'> 1 e¢ntao existe um

ideal primo Q' de S tal que altQ' =1 e (0)CQ'CP' e por-

tanto podemos escolher um elemento u em P' . Q'. Consideremos
o dominio R[u] e nele encontramos dois ideais primos nao nulos
Q'NRMu] e P'NARMu] de modo que Q'NR[u] € P'NR[u]. Se
alt P = 1 ent3do ambos os ideais Q'MNR[u] ¢ P'NR[u] se contraem
aPem R. De fato, (P'() I{]:uhj JIR) =P'AR = P e se alt P =1 en-
tao (Q'NR[u])NR 6 pode ser (0) ou P. Mas sc QN Ru]) N R
fosse (0) entao existiria uma cadeia de trés ideais primos dis-
tintos em R[X], (0)c JcCQ, que sc contraecm a (0) em R, onde @
¢ o ideal primo de R[X} que contém J ¢ & levado em Q'MR[u] pe-
lo isomorfismo R ['X;/J = R[u]. Mas isto contradiz |5, ,tcorema 37].

Temos entao dois ideais primos distintos de R[u],

comparaveis, que se¢ contraem a P em R, entao pelo lema 2.2 (ii

]

—

o conjunto dos idcais primos de Rlu] que se contraem a P € uma
shrub. Entretanto, por scer R Noetheriano e alt P = 1,pelo mes
mo lema 2.2 tal conjunto nao pode constituir uma shrub. A con
tradicao provém do fato de havermos suposto alt P = 1,0 que con

clui a condicao suliciente do !(‘l:!il.ﬂ
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Lema 2.4 - Sejam R, T dominios, onde R & Noetheriano, RcTcK
e RG T satisfaz l-going down. Scja P um idcal primo de R tal
que alt P >1 ¢ suponhamos que cexista um ideal primo P" de T aci
ma de P. Se u for um clemento de T ¢ W for o conjunto dos ideais
primos de R[u] que estao sobre P, entao com excessao de
P"MR[u], todos os primos de W tem altura igual a um. Além dis

so, os idcais primos de W sao dois a dois nan comparaveis.

Prova: Sejam entao P e P" como no enunciado e consideremos 0
ideal P' de R[u] dado por P' = P"MNR[u]. [ claro que P' esta
em W, pois P'MR = (P'NR[uJ)NAR = P'"NR = P, e que pelo 1lema
2.3, alt P' >1, uma vez que alt P >1. Segue entao que tal ideal
P' sera a excessao estabelecida no enunciado do lema, devendo
entao ser provado quc todos os demais ideais de W tem altura um.

Consideremos um ideal primo qualquer Pé de W,

distinto de P', ¢ mostremos que sua altura € um. Para isso, va
mos supor que P| ¢ P', afirmacao 1, que sera provada mais tarde.
Sejam I“ o condutor de u em R, J], 7 R Jn

"

todos os ideais primos de altura um do dominio Noetheriano R [u]

que contém TUR[p], e Jowrr Tyuaar vora Iy todos os ideais pri-

mos de altura um de R[u] que se¢ contracm a ideais primos de R
de altura maior que um. Pelo lema 2.1 fica claro que estes ul-
timos m-n ideais existem em um numero [(inito.

Se Pé¢ P', nés afirmamos que P CJ,U ..UJ UP’
(afirmacao 2), e com isto concluimos que alt Pé = 1. Com efei-
to, desde que Pé ¢ P', podemos concluir que Pé csta contido em
algum dos ideais primos Jl' aiGey Jm‘ de altura um. Assim,PéCLH

para algum i variando entre 1 e m ¢ conscquentemente
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alt P' <alt J. = 1, o que implica ser a altura de Pé menor ou
o~ i

igual a um. Por outro lado, P se contrai a Pem Re P e nao
nulo, logo Pé nao pode ser o ideal nulo, tendo portanto altura

maior ou igual a um, o que completa a prova.
Vamos entao mostrar a afirmacao 2, supondo ainda
que a afirmacao 1 scja valida. Suponhamos para tal que

Pé ¢ JILJ JZLJ ...LJJm U P', o que nos permite escolher um ele

mento W de Pé que esta fora desta uniao. Usando o teorema do
ideal principal de Krull [5, tcorema 142], podemos entado afir-
mar que existe um ideal primo Py de R[u] de altura um tal que

w € Pi e Pé. Mas entao w ( Pi \\{Jn+][J Jn+2L) ...L)Jm),o que

implica ser Pi diferente de Ji’ qualquer que seja i variando
entre n+l ¢ m. Se P = Pi(ﬁ R entao alt P, = 1. Isto ocorre

porque J svy sao todos os idecais primos de R[u] de al-

mn
tura um que sc¢ contraem a idcais primos de altura maior que um,

e porque Pi # Ji’ qualquer que seja 1 variando entre n+l e m.

I

E claro que P,=PIARCP NR=P-=PNR, portanto temos

dois ideais primos P,C P, com alt PI 1 e P" idideal primo de

1
T que esta acima de P. Como a extensao R G T possui l-going

down,existe um ideal primo PE de T tal que PY CPF' e

Py N R = Py. Temos assim P{ ¢ Py N R[u] dois ideais primos

de R[u] ambos situados sobre P;. Por outro lado, temos que tam-

bém Pi ¢ distinto de Ji‘ qualquer que scja i variando entre 1

¢ N, pois wC l"l ¢ w { ‘Ji' Scguce dai que Iull[u] ¢ PJ', pois

1» Jy+ +++- J,, sa@o os Gnicos ideais primos de R[u] de altural

que contem TUR[UJ, donde obtemos que ]” ¢ l]. Segue entao pelo
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lema 1.2 que P} ¢ o Gnico ideal primo de R[u] que esta acima de

P, e portanto P{ = Py N R{ul. Assim, w € P} = Py N R[u] que

1 1

esta contido em Py, que por sua vez esta em P", donde se con-

clui que w€ P' por estar em P'"N R[] que & exatamente P'.Mas

isto contradiz o fato de havermos escolhido w em Pé e fora da
uniao JlLJ ...LJJmL)P', contradicao ecsta que conclui a afirma-

gao 2.
Passemos agora a prova da afirmacao 1, para que
o lema fique complctamente concluido.

Suponhamos entao que Pé C P'. Como temos dois

ideais primos de R[u], comparaveis, que estao acima de P, pelo

lema 2.2 podemos concluir que Pé = PR[U] e que o conjunto W, de

ideais primos de R[u| que se contraem a P, forma uma shrub de
base P/. Seja P5 um upper qualquer desta shrub, Py # P'. E cla
0 e Pé ¢fP', caso contrario teriamos Péc: P < P* e portanto
alt(%z.) # 1, o que contraria a definicao de shrub. Mas se
0

Pé ¢.P' entao, pelo mesmo raciocinio feito antes, podemos afir
mar que alt Pé = 1, basta tomar Pé = P5. E 1isto contradiz o fa
to de ser PS5 um upper da shrub, ou scja, de valer (O)C:Péc;Pé.
Logo Pé ¢ P' ¢ a afirmacao 1 fica provada.

Resta-nos apenas salientar que como qualquer ide

al de W,distinto de P', tem altura um ¢ nao esta contido em P',

entao a nao comparabilidade dos clementos de W & Cvidcntc.A
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Antes de passarmos a prova da proposigao 2.1,que
remos chamar a atengao da importancia que este ultimo lema cxer
ce na demonstracao da proposicio. Veremos logo a secguir que de
fato, a prova da proposigao se¢ bascia cnormemente na do lema e
que se o dominio S for igual ao dominio R[u], entao os resulta-

dos sao 0S mesmos.

Prova da proposicao 2.1: Scjam P um idcal primo de R cuja altu-

ra € maior que um e¢ P" um ideal primo de T tal que P"MR = P.
Consideremos o ideal P' de S dado por P' = P'"NS, que ¢ obvia-
mente um clemento do conjunto W, e cuja altura €& maior que um,
pelo lema 2.3. Mostraremos que tal ideal P' sera o elemento ex
cepcional de W.

Seja P/ um ideal primo qualquer de W, distinto
de P'. Vamos mostrar quc alt P = 1 e Pé<¢ P'. A nao compara-
bilidade dos demais primos de W decorrc imediatamentec, uma vez
que todos ideais de W terao altura um, cxcetuando-se P'.

Como Pé # P' podemos escolher um elemento u em
BL % P' ou em P'\ Pl. Considercmos entao o dominio R[u], que
esta contido cm S, e os idcais primos ]-"(’3 N R[u] e P' N R[u:[ ,que
sao distintos pela nossa escolha de u. Assim podemos utilizar o
lema 2.4 para concluir que os ideais PU[) R[u] e P'M R[u] sao
nao comparaveis, o que implica secrem P &R também nao compa-
raveis. Assim P(‘) ¢ S

Resta-nos mostrar que alt Pl = 1. Suponhamos pa

ra isto que alt P/ >l. TPodemos entao tomar um ideal primo Picb

S com (0)cPicPl. Escolhemos agora um elcmento v em Pé\(piup')
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Tal elemento v existe, pols sce l’(‘)\(l’i () P*] fosse vazio entao

terlamos PLc PP o que implicaria P, ¢ P ou Pl cP',
condicoes estas quc nao ocorrem.

Consideremos entdo o dominio R[v]| e os ideais
primos P! N R[v] ¢ P'MN R[v] que sao distintos. Pelo lema
2.4, concluimos que tais ideais sao ndo comparaveis ¢ que

alt(P! O Rlv]) = 1.
Por outro lado, .pela cscolha que fizemos de v

em P(‘)\(Pi U P'), fica asscgurado quc (O]C.Pi N REV]CP(;(] R[V]_
Com efeito, v esta cm Ploc em R[v], logo v Pé[ﬂ R[v]. Mas
Vv nao esta em Pi, portanto v f Pi[ﬂ R[v], 0o que conclui a in-
clusdao propria. Para mostrar que P; () R[v] ndo € nulo, basta
verificar que Py M R nao o ¢. De fato, como Py # (0), dado
um elemento nao nulo y de Pi, ¥ = S onde a ¢ b sao clementos

nao nulos de R. Scguec dai que a = yb ¢& um elemento ndo nulo

de Pi. Consequentemente a ¢ um elemento nao nulo de Pir]R,que
¢ portanto um ideal nao nulo. E entao se Pi[ﬂ R{v] = (0) te-
riamos Pifﬂ R = Pifﬁ R[v]f\ R = (0), o que nao acontece. Mas

entao termos (0) C Pi N R[v]t: Pé[ﬁ R[v] c nlt(Pé NRV])=1 ¢

um absurdo. Assim concluimos que alt Pé l, o que completa a

prova desta proposigﬁo.A

O lema 2.3 e a proposicao 2.1 cstabelecem de ma
neira imediata um dos primeiros resultados mencionados no ini-

cio deste capitulo, que ¢ dado pelo scguinte teorema.



Teorema 2.1 [8, tcorema 1] - Scjam R, T dominios onde R & Noe

theriano, Rc T € K ¢ R Gl uma cxtensao que satisfaz l-going
down. Entao cada idcal primo de R de altura maior que um ¢

psecudo nao ramificado cm T.

Prova: Scja P um ideal primo de R de altura maior que um. Su-
ponhamos que exista um idecal primo P' de T tal que P'NR = P.
Entao pelo lema 2.3, fazendo S = T podcemos concluir que
alt P' >1. Mas pela proposigao 2.1 tal ideal P' ¢ unico, pois
os demais ideais primos de T que estao acima de P tem altura
igual a um., Logo, se este ideal P' existir ele ¢ unico, o que

estabelece ser P um ideal pseudo nao ramificado em T'ﬁ

Vejamos agora os resultados que antecedem o nos-
so objetivo principal, qual scja mostrar a equivalencia entre

l-going down ¢ going down, dado no teorema 2.4.

Teorema 2.2 [8, lema 4]

Scjam R, T dominios, onde R & Noethe
riano, RC T CK e RGT uma extensio que satisfaz l-going
down. Seja D o fecho inteiro de R em T. FEntao D é pseudo nao

ramificado em 7.

Prova: Seja P' um idecal primo de D ¢ suponhamos que PE e Pg se

jam ideais primos distintos de T que estao sobre P'. Se altP'sl,

entao pelo lema 2.3, altP>1 onde P = P'MR. Porém, sendo PT e

Py ideais primos de T, distintos ¢ situados sobre P', estdo si-

tuados também sobre P. Resulta dai que tal ideal primo P é ra-
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mificado em T. o que contradiz o teorema 2.2. Podemos entao su
por alt P' = 1, o que implica alt P = 1, uma vez que, novamente
pelo lema 2.3, alt P gl e como R c;]ré uma extensao inteira,
alt P # 0.

Escolhemos agora um clemento u que esteja ou em

Py NPy ou em Py NPy e consideremos o dominio D[u], que pos
suira dois ideais primos distintos PTF]D[@] e Py N D[u], ambos

situados sobre P', isto porque para i assumindo valores 1 ou 2,
! P

temos (PE AD[u])ND = P;Fﬁﬂ = P'. Assim, pelo lema 2.2, como

D ¢ inteiramente fechado em D[ul, deve existir uma shrub W de
ideais primos de D[u] que estdo sobre P', que por sua vez se
contrai a um conjunto W* de ideais primos de R[u] ~ue estao so-
bre P. Como R[u] G, D[u] ¢ uma cxtensdo inteira e como
cf(R[u]) = c£(D[u]). temos que W* & um conjunto infinito

(10, teorema 33.10]. Por outro lado, R ¢ Noetheriano e altP=1,

assim pelo lema 2.2 concluimos que so existe um namero finito

de ideais primos de R[ﬂ] que se contraem a P, o que contradiz o

fato de W* ser infinito.ﬂ

Lema 2.5 [8, lema 5] - Scjam R, T dominios, onde R ¢ Noetheri
ano, RcTcK e R 6T uma extensao que satisfaz l-going down.
Seja ainda D o fecho inteiro de R em T. Se Q' ¢ um ideal primo
de T e Q ¢ o ideal primo Q'MD entao Dy = Tor -

L p

Prova: Vamos mostrar primeiro que vale a igualdade entre D e

Q
TQ, onde IQ ¢ o dominio IH\Q‘ ou scja, {“/s; acT e s ¢bD\Q. E

claro que UQ Q_TO. por termos a extensao D G T. Escolhemos en
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tao um elemento u do dominio TO ¢ vamos supor que ele nao este

Y

ja em DQ‘ 0 - uﬁ/ DQ' Este primeiro passo estara concluido

se chegarmos a uma contradig¢ao, considerados todos os possiveis
casos. Analiscmos portanto o que pode ocorrer.

” -1 - =1
Se, por um lado, tivermos u em DO’ entao u- es-

LY

- - - "1 - . - -
tara em QD,, caso contrario u seria inversivel cm DQ 0 gque -

Q

plicaria ser u elemento de DQ’ negado por suposig¢ao. Entao,
1

-]

u EQDQ c Q'TQ’ portanto = uﬁl € Q'TQ, o que € um absurdo,

uma vez que Q'T, € um ideal proprio de TQ, visto que Q'N(D\Q)=4.

.

Por outro lado, suponhamos que ﬁly! DQ. Temos
entao u, ﬁl fl%y Alem disto, DQ ¢ inteiramente fechado em
DQ[u] e (DQ, QDQ) ¢ um dominio quasc local. Segue daf que

JI:(QDQ)[X], onde J € o nicleo do homomorfismo candnico

¢: DQ[X]*————?DQ[U] [5, teorema 67]. Consideremos entao a shrub

em R[X] dada por {QC Spec(R[X]):QNR=QNR}. Como JC UQUQ)[X],

segue que Jf]R[X}C(QDQ)[X]ﬂ R[X] = (QNR)[X], logo teremos uma
shrub em R[u], com base (QF]R)[%}Gr]R[XJ, formada por todos os

ideais primos de R[u] que se contraem a QNR, pela observacao
que seguc a definicao de shrub.

Agora, se alt (QMNR) = 1 entao a existéncia des
ta shrub em R[u] contradiz a dltima parte do lema 2.2. E S,
por outro lado, alt(QMR)> 1, entao ¢ o lema 2.4 que fica con-
tradito, pois,com excessao de {QF]RJ[X}/JO R[x],todos os ideais
primos de R[u] que se contraem a QMR possuem altura maior que
um.

- - -~ - . -
Concluimos assim a primeira parte desta prova quo

resulta e =
a em DQ I”.

Y
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Mostremos agora, para finalizar, que TQ = TQ,.
Lembramos primeciro que, pelo tcorema 2.3, Q' € o unico ideal
primo de T sobre Q, portanto o saturamento do sistema multipli-
cativo DNQ em T ¢ T\NQ'. Assim podemos concluir que TQ=TQ" 0

que completa a prova do 1cma.A

Teorema 2.5 [8, corolﬁrid] - Sejam R, T dominios onde R & Noe-

theriano, RCTCK e R G T uma extensao que satisfaz l-going
down. Seja D o fecho inteiro de R em T. Entao T € uma intersec

cao de localizacoes primas de D.

Prova: Segue do lema 2.5 que dado M um ideal maximal qualquer

de T, TM = DM(]D' Assim, uma vez que T=()TM sobre todos 0S
ideals maximais M de T, temos T =(WDAHWD’ isto ¢, T € uma inter

secgao de localizagoes primas de D.A

Teorema 2.4 [8, teorema 2] - Scjam R, T dominios onde R & Noe
theriano, RCcTCK ¢ R & T uma extensao que satisfaz 1-going

down. EIntao R o T satisfaz a propriedade do going down.

Prova: Seja D o fecho inteiro de R em T ¢ consideremos Qg um

ideal primo de T e P, um idecal primo de R tais que QAR = P, .

Seja Q) a contragao de Q45 cm D. Se P ¢ um ideal primo nao nulo

de R,tal que P, = P,.noss0 objetivo ¢ mostrar que existe um ideal

primo Qy de T tal que Q) € Q) ¢ QYN R ="P,. Vamos entao su-

por que alt P.> 1.
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Uma vez que, pelo lema 2.5, os dominios DQ|2 e
TQ" coincidem, sera suficiente cncontrar um ideal primo Qi de
2
D tal que Qq € Q) e Qir]R =Py, e entao considerar o ideal QY
definido por Qf = Qinq,r]T.
2

Como a extensao R G D ¢ intcira’dados tais 1ideais

P P, de R, podemos garantir que existem dois ideais primos

1 ©
. 1 = = ' 1 1 = > 1 e =

Py e P) de D tais que Py € P; , Plr]R P, e PZF]R P,, isto

porque o teorema do going up vale para RG D [S, tcorema 44].

Pelo lema 2.3, alt Pj >1 ¢ alt Qé >1. Scguc cntao pela propo-

si¢do 2.1 que tais ideais sao iguais, ou seja,P) = Q5 - Chaman-
do Qi = Pi, obtemos o ideal Qi de D tal que Qi c Qé.

Para concluir a prova deste tcorcma, vamos consi

derar primeiro o ideal QD em D , idecal este que coincide

g Q}
com QiTQ' e por ultimo considerar sua contragao QI em T, ou se
5 Z
- I s | N [ 1 ~ 1 |
J& Ql QlDQérll' Como Q IC'QZ temos Q]DQéc:Q ZDQ5 ; Mas
D, = 0", & OUL.,0f = 45 , ts
Qs Q; Q Qé Q5 Q; N )} portanto

QT = QiDq,rj TcQb,,OAT = Q5. Assim obtivemos QI, que clara-
Z “ '

mente € um ideal primo de T, tal que QI(;QQ & QYF]R = Pl, pois

QyN R {Q'lDQéﬂ'I')ﬂ R = (Q‘li')qéﬂll]ﬂ R = QiR = Py, o que com-

pleta a prova deste importante resultado.

Vemos por este teorcma 2.4 que, sob as hipoteses
feitas para R ¢ T, obtivemos uma condicao necessaria e suficien
te para que a cxtensao R G T satisfaca going down, qual seja

satisfazer apenas l-going down.



5. GOING DOWN EM ANEIS DE POLINONIOS

Vimos, nos dois capitulos precedentes, algumas
condicoes exigidas para que a extensao R G T satisfezesse a
propriedade do going down.

No capitulo que ora iniciamos, nosso proposito €
estudar alguns aspectos da validade do going down para exten~
soes entre anéis de polinomios.

0 professor 1. Kaplansky provou que se R[X];T[X]
€ uma extensao que satisfaz going down, onde R ¢ um dominio ar
bitrario, X uma indeterminada sobre R e T um dominio entre R e
seu fecho inteiro R', entaoc R G T ¢ uma extensao nao ramifica
da, resultado este que aparcce em [h, tecorema Aj,e que faremos

no lema 3.4.

Nosso resultado central agora € mostrar que a ex
- o 4 - i .
tensao R{X| G T[X] satisfaz going down se ¢ somente se a mesma

extensao ¢ nao ramificada (teorema 5. 1) .

Passemos entao a alguns resultados preliminares

que servirao de subsideos na prova do teorema 3.1.

Lema 3.1 [7, lema 3] - Seja T um dominio e X uma indetermina-
da sobre T. Suponhamos que P scja um ideal primo de T[X] e que
f(X) seja um polinomio ménico de T[X] pertencente a P . Entao
existe um ideal primo J de T[X]| que satisfaz f(X)e€ J C P
JOT = (0)«

e
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prova: Seja f£(X) o polinomio ménico de T[X] tal que £(X)€ P co
mo no cnunciado. Sabemos que no corpo de fatoragao de [(X) que

contém o corpo de fracoes K de T, FiX}={X—ul}Cl[\-uz)cz...(x—unﬁ

 claro que, para i variando entre 1 ¢ n, cada
elemento u, anula o polindmio f(X). sendo portanto inteiro so
bre T.

Seja § = Tlup, Uy, -uu, un]. Segue dai que S €
um dominio inteiro sobre T, o que implica ser S[X] inteiro so-
bre T[X]. Considerando tal cxtensao inteira T[}] G,SLX] ¢ sa-
bendo que P & um ideal primo de T[X], por lying over podemos ga
rantir a existencia de um ideal primo P' de S[K] que esta so-
bre P em T[X], isto &, P'NT[X]= P . Sendo P'um ideal primo de

S[X] e valendo f(X):% (X—ul)cie P C.P’, podemos concluir que,
i=1

para algum i variando entre 1 e n, X—uj esta em P’'. Portan
to, £(X) € (X-u.)S[X] cP'c (X-u)S[X] & um idcal primo de S[X].

Definimos cntao o ideal J por J=(X-ui)5[}]r]T[Xl
que satisfaz plenamente as condigoes requeridas no lema. De fa
to, sendo P'= PN T[X] e estando J contido em P', podemos afir-
mar que JC P, ¢ sendo J a contracao em T[X] do ideal (K-ui)S[k],
podemos garantir que J ¢ um ideal primo ¢ que contém f(X) como
seu elemento. Para mostrar que JM T = (0), basta lembrar que
os elementos do ideal (X—ui)S[}] que estao também em S sao as
constantes de (X—ui)S[X], ou scja, 0os clementos nulos. Assim
temos J T = (X-u)SXINTXDNAT = (X-u)s[xJosNT =(0)aT=(0),

ou seja,J esta sobre (0), considerada a extensao T o T[X].

A

Lema 3.2 [7, lema 4] - Sejam R um dominio e T um dominio entre

R e scu corpo de fracoes K. Se¢ X ¢ uma indeterminada sobre R ¢
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e J ¢ um ideal primo nao nulo de R[XJ tal que JNR =(0), entao

J & nao ramificado em T[X].

Prova: Por [S. teorema 36}, dado o ideal primo nao nulo J de

R[X] tal que J(;R =(0), existe apenas um ideal primo de K[Xl

que se contrai a J, dado por (p(X))K[X], onde p(X) & um poling
mio monico irredutivel de K[X]. Scguec dai que o ideal primo J

& da forma J ={ £(X) € R[X]; p(X) divide f(X) em K[X]}. Assim
sendo, como o mesmo argumento € valido para os ideais primos de
T[X], o iunico ideal primo de T[X] quc se¢ contrai a J em R[X] &

o ideal J' definido por J' = {g(X) ¢ T[X]; p(X) divide g(x)em KX},

o que conclui ser J um ideal nao ramificado em T[X].

A

Lema 3.3 - Sejam RCTCR' dominios onde R' € o fecho intei-
ro de R. Se P & um ideal primo de R nao ramificado em T, entio

o ideal expansao PR[}] ¢ também nao ramificado cm T[X].

]

Prova: Seja Q o ninico ideal primo de T tal que QNR P, & se
PR[X] .
Queremos mostrar que tal ideal Q € Unico, mais precisamente que

Q = QT[X].

ja Q um, ideal primo qualquer de T[X] tal que QN R[X]

Mas se Q@ N R[X] = PR[X], entdo QNR = PR[X]JAR = P.
Assim, QNT ¢ um ideal primo de T que esta sobre P e como P ¢é
nao ramificado em T, podemos afirmar que QNT = Q, portanto
QT[X] ¢ Q.

Além disso, temos QT[X] N R[X] = PR[X], entdo,des

de que @ ¢ QT[X] cstao ambos sobre PRIXT, QI[X]c0 e R I3 &1 X1



¢ extensio inteira, por [5, tecorema 44] podemos concluir  que

QT[}] = 0, 0 que prova scer PR[X] nao ramificado em T[X].

Lema 3.4 - Scjam R um dominio, R' scu fecho inteiro, T um domi -
nio entre R e R' e X uma indeterminada sobre R. Se a extensao
R K] 6 T[X] satisfaz going down, entdo a cxtensao R G T € nao

ramificada.

Prova: Seja P um ideal primo de R ¢ suponhamos que existam dois
ideais primos distintos P, ¢ P, de T tais que Plﬂ R = P2(1R=P.
Podemos supor que Pl ¢ P2 ¢ escolher um elemento p, em Pl\\PZ.
Observemos que para 1 variando entre 1 ¢ 2 vale

@jHBMMﬂ=(RMWﬂ.AEmMmm(LmWDFWrMﬂﬂ,
pois Py €r,. Assim temos o ideal primo I de R[X] definido por
I = (X-p)T[XINR[X], de modo que Ic (P,X)R[X]. Como, por hipd-

tese, a extensao R[X] & T[X] satisfaz doing down, e como

(P, . X)T[X] N R[X]= (P, X)R[X], podemos afirmar que existe um

ideal J de T[X] tal que J c¢ (P, X)T[X] e JNR[IX] = I.

0 seguinte diagrama ilustra a situagao:

/

T

T[] J c (PN [X]

q d

(o

R[X] [=(X-p )T[X]JOR[X] e (P,X)R[X]
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Tal ideal J ¢ igual a (X—pl)T[}], uma vez que, pe-

lo lema 3.2, 1 ¢ nao ramiflicado em T[X], pois

INR = (X—pl)'[‘[x]ﬂ R =(0). Temos entao (x—pl)T[)-(] c (P,.X)T [x],o
que acarrcta p1E P,, fato que contradiz a ecscolha de Py em
PIN Py Tal contradigao proveém de havermos suposto P ramifica-

do em T, ficando assim concluida a prova do lcma.A

Visto estes quatro lemas auxiliares, passemos ao

principal resultado deste capitulo, que € dado no teorema que

segue.
Teorema 3.1 [7, tcorema 3] - Scjam R um dominio arbitrario e
T um dominio entre R ¢ seu fecho inteiro R'. Entao, se X € uma

indeterminada sobre R, a extensao R[X] G T[X] satisfaz a propri

edade do going down se e somente se ela for nao ramificada.

Prova: Vejamos primeiro a condigao suficiente. Sabendo que a
extensio R G T € inteira, temos que R[X] G T[X] também o €. Con
sequentemente csta ultima extensao satisfaz lying over e going
up. Mostremos que cla também satisfaz going down. De fato, se
jam P e 0 dois ideais primos de R[X] tais que PCQ ¢ seja Q'
um ideal primo de T[X] situado sobre Q. Uma vez que R[X]g, T[X]
satisfaz lying over, garantimos a cxisténcia de um ideal primo
P' de T[X] tal que P'NR[X] = P. Por outro lado, como R[X]GT [X]
satisfaz going up, dados tais ideais P e @ de R[X]e P'de T[X],

existe um ideal Q" de T[X] tal que Q"D P' ¢ 0"NR[X]= Q. Temos,

entao dois ideais Q' e Q", ambos primos de T[K}’situados sobre
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o mesmo ideal 2. Scgue do Tato de, por hipotese, R[X]C§T[X]
ser nao ramilicada,que Q' =0". 1sto conclui a condigao suflici-
ente do teorecma.

Vamos agora verificar a condigao necessaria, as-
sumindo que a cxtensao R[X] & T[X] possui .a propriedade do
going down ¢ mostrando que e¢la € nao ramificada.

Consideremos cntao um ideal primo P de R[X] e
sua contracao P em R, isto ¢, o ideal primo dado por P = P()R.
Podemos afirmar que tal ideal P & nao ramificado em T, pelo le-
ma 3.4. Seja entao Q o Unico idecal primo de T que esta sobre P.

Observemos que TR\P = Tq: visto que TNQ € o saturamento em T

de R\P. Vamos mostrar que P & nao ramificado em T[X].

Se P = PR[X] entao pclo lema 3.3 fica estabeleci
do que P & nao ramificado em T{X]. Podemos portanto supor que
P contém PR[X] propriamente. Além disso, vamos supor que, por
absurdo, P seja ramificado cm T[X], isto ¢, que existam dois i-
deais primos distintos Q@ ¢ Q' de T[X] tais que QAR[X]=Q'AR[X]=P,

Evidentemente QMR = PNAR = P, donde 2N T = Q.
Por outro lado, QT[X]JNR[X] = PR[X] ¢ como PR[X] e P sao dis-
tintos podemos concluir que @ ¢ QI[X] sao também distintos. Se
gue dai que QT[X]€Q. pa mesma forma resulta que '()T = Qe
Qr[X] cq'.

Observamos quc considerados os ideais primos P4

e P dados nesta prova ¢ a extensao RPL&]cg TQLXJ, se o ideal

PRP[X] for nao ramificado em TO[X] entao o ideal P sera também

nao ramificado em R[X]. Isto de fato ocorre, uma vez que se e-
xistirem dois ideais primos distintos Q}c QQ de T[K] tais que

Q,F]T = QZ(WT =Q ¢ Q{WR[X] = Q2r1R[Xj= P entao os ideais

1 a7 T8 seras tanban diats Y & : -
QITQ[XJ c ~ZFQE}] scrao também distintos ¢ situados sobre PRPLKL
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3
.

pois para i assumindo os valores 1| ou 2, Qi'l'{lf:xf[ﬂ Ry [X]=
Y Yl - TN RIX = ®
QT pXINR,IX] = (QTIXINRXD g = Ppip = PRy [X]

Assim, por localizacao em RN P, podemos supor qe
P é o Gnico ideal maximal de R ¢ que Q € o unico ideal maximal
de T.

Escolhemos entio um polindémio f(X) € T[X] de mo-
do que f£(X) €2\Q'. Pelo fato de Qr[XJleanNQ', podemos super qe
tal polinomio f(X) seja monico. Com efeito, se f(X) = aOKn +

n-1

+ alX % qend 8 entao, como f(X)ﬁ/ Q'l‘[)(:l? podemos afirmar qe

para algum i variando entre 0 ¢ n, ay }?’Q, Ol seja;, a; ¢ inver-
sivel em T. Podemos supor que tal coeficiente A seja o primei

ro coeficiente inversivel. [ntdo, o polinomio

£(X) - 151 a.X""I € Q\Q' ¢ neste caso o polinomio quec tomaremos
9= & o) e
sera g(X) = a; (f(X) - 2 :1iX )y, que certamente ¢ um polino-

i=0

mio monico de T[X].
Escolhido entao um polinomio monico f(X) em Q\Q!
observamos que ele nao pode scr uma constante, pois neste caso
f(X) seria igual a um,portanto nao pertenceria a Q.Assim, pelo

lema 3.1 obtemos um ideal primo J de T[] tal que f(X).J,J€ Qe

n

JAR = (0). Consideremos agora o ideal I definido por I=JMNR[X],
E claro que INR = (0) e como, pelo lema 3.2, I ¢ nao ramifica-
do em T[X], segue que J € o tnico ideal primo de T[X]que esta

sobre I. Como JcQ temos que I = JAR[X]c 2NR[X]= P. Em su-
ma, temos dois ideais primos I e P de R[X] tais que ICP e um
ideal Q'de T[X] tal que 2'NR[X] = P. Como, por hipdtese, a ex-
tensdao R[X] o T[X] possui going down, garantimos a cxistencia

de um ideal primo de T[X] contido em Q'e que estd sobre I,ideal
este que sO pode ser J, uma vez que este ¢ o unico ideal primo

de T[X] situado sobre I. Segue dai que JcQ'. Intretanto
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F(XI83 @ E(X)# Q', A contradicao completa a prova de ser P

um ideal nio ramificado em T[X], concluindo assim o tcorcma.A

Uma generalizacao deste teorcma ¢ apresentada em
[?, teorema 4], sendo sua prova basicamente dada pelo teorema

5

Teorema 3.2 [7, teorema 4] - Scjam R um dominio e¢ T um dominio

.

entre R e seu fecho inteiro R'. Se Xy XZ‘ .ua 580 indetermina
das sobre R, entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

ki) Rl}(l] C,T[Xl] possul going down;

(ii) RE(l] G T E\l] ¢ uma extensao nao ramificada;

(iii) R [X] b SO ,.‘(n] G T E\'I X s ,Xn] possui going down,qual

quer que seja o inteiro n > 1:

(iv) R‘_Xl, 3\2, ""hn] G l[)&l,;\z...,anl € uma cxtensao nao ra

mificada,qualquer que seja ointeiro n>1.

Uma vez estabelecidos estes dois resultados, e
bastante natural perguntar se ainda o teorema 3.1 continuara va
lido enfraquecendo a hipotese de T ser um dominio inteiro so
bre R pela da extensao R G, T possuir going up. Observa
mos que se tivermos uma extensao de dominios R G T onde ape
nas se exija que T Q K, entao se a extensao R[}(] G T[X] sa

tisfaz going down, ¢ ja conhecido que R[X]€, T[X] € uma exten-
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sao inteira*, e portanto, pelo tecorema 3.1, é nao ramificada.

Por outro lado, podemos verilicar que mesmo que i extensao
R G T satisfaca going up, o fato de [{E(]qb T’BJ ser uma ex-
tensao nao ramificada ndo implica que ela satisfaca going down.

Para verificar tal afirmacao farcmos o que segue.

Sejam R, A ¢ T os dominios construidos no exemplo
1.1. Observemos novamente que R' = A ¢ que a extensao RGT sa
tisfaz going up e going down. Para mostrar que tal exemplo res
ponde negativamente as questoes formuladas, verificaremos que a
extensao R[X] & T[X] & nao ramificada e nido satisfaz going up
nem going down.

Mostremos primeiro que a extensao R[X] G T[X] € nao
ramificada.

0 diagrama ilustra a situacgao que tercmos:

K
r[x]
Ry, =T >0
R'= AoM, 2P R[X] 27
/
/
R o P

* J.DAWSON and D.E.DOBBS, On going down in polynomial rings,
Canad. J. Math., 26, n%1, 1974, 177-184 - teorema 3.8
pp 181.

H
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Seja entdo um ideal primo P de R[X] e sua contra-
cao P em R, isto é, P =p ) R. Sabemos que a extensao RGT ¢
nao ramificada ¢ portanto existe um unico ideal primo P" de T

tal que P"MN R = P. Entretanto, por construgao, T = Ryp - entao
2

o ideal P" = P'R'y, , onde P' ¢ um ideal primo de R' ¢ P' C M,.

5 " T o~ Tt - e r
SCJEI ¢p.. 5 l e Bl {/pu e (-I\pn: l [‘\]-_?i/l—_’tr[)\]
sua extensao natural. Scjam ¢p' ¢ Qb. suas restrigoes a

- '\J - " e
R' e R [X] respectivamente. [ claro que ¢P,(R[x]] = (¢P,(R))[x]-
Temos assim a seguinte situacgao:

~ 1

§
' P! i =
R'[X] > Rjpe [X]
X Ryl ///
. k1Y & S REXD
P QP,(P]
RY ! “p
/ - e
U ¥ //////
. & (R)
_ ¢
S sl ’

Pela ultima observagao feita no exemplo 1.1, temos

cf[¢P.(R)) = cf(R}P.). Observemos também que ;%,(P]rﬂ%,(R) =
~ ~ . ~ g : -~
= ¢pl [PJn‘bpl(RJ c QP'{P [ B) = ¢l-"(p) = Qpn (P) = (0}, portan-
- ~J - g ¥
to o ideal GP.(P) ¢ um ideal primo de GP,(R}[XI que se con-
trai a (0) em ¢p.(R). LLogo ou ¢ o ideal nulo, que sera nao ra-
mificado em T}FUEX], ou pelo lema 3.2, temos que tal ideal e

]

= T rx7 e, B 8§ ' _ 5
nao ramificado em I/Pn_\J, pois LLL.P.[RJ} LI(R/P,] cf(r/p”}
Portanto, sc existissem dois ideais primos PIO P2 de T[X] que

o ~Jt ~J ~J
se contraem a P , entao dp,(PiJr]ﬂp'(R[A]] = ¢p,(Pi N R[X] )=
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o~

= P'(P] e consequentemente éb,(P) seria ramificado em T/p"[XL

[=

Para finalizarmos o exemplo devemos mostrar que a
extensdo R[X] & T[X]ndo satisfaz going up nem going down.

Consideremos entao um clemento y ¢ M, \M,. Scgue dafi

1
que o ideal primo (X-y)R'[X] estd contido propriamente em
(M, X)TX].

Claramente obtemos cntao em R[X], dois ideais pri-

mos P;=(X-y)R'[X] N R[X] e P,=(M;.X)T[X] N R[X], onde P; c P,.

Mas a extensao R[X] G T[X] & nao ramificada, portan
to podemos garantir a existencia de um Unico ideal Py de T[X]

que esta sobre P,. Naturalmente, tal ideal P,¢ (X-y)T[X]. Da

mesma forma, sobre P, existe apenas um ideal primo Pé de T[X]
que € dado por (MZT,X)'r[x].
A conclusdao do nosso objetivo se da pelo fato de Pf

e Pé serem nao comparaveis, o que realmente acontece. Com cfei
to P ;ﬁ P, porque Py MR = (0) e P, N R =M. Por outro lado,
se P; C.Pé entao o polinomio X-y € (MET, X)T[X], o que implica

ria y €M, T R' = MZ’ fato que contradiz a escolha de y em

Ml\MZ'

Uma outra questao bastante natural e interessan-
te a ser formulada ¢ a secguinte.
Questao: Se R e T sao dominios onde RC TC R'C K e sec a ex-
tensao R G, T satisfaz going down sera que a cxtcnsﬁo.Rﬂqc;IT}]
satisfara também going down?

A resposta a ecsta questao ¢ negativa. De fato,se

considerarmos um dominio R unidimensional, R' scu fecho inteiro

e um ideal maximo P de R que se¢ ramifica em R' entao, € claro
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que a extensao R G, R' possui going down, ¢ no entanto a exten-
sio R[X]c» R' [X] nao satisfaz going down, uma vez que R [X]JgR'[X]
¢ ramificada. A claboracao de um tal exemplo pode ser facil
mente obtida considerando o corpo L como no exemplo 1.1 e repe-

tindo a construcao de A = L [X]~ X2] (Xl) U (XZJ e R feitas no

mesmo exemplo. E claro que A = R', que R ¢ um dominio unidi

mensional e que a extensao R G, R' ¢ nao ramificada.



RESUMO

Nesta dissertacao apresentamos de maneira auto-su
ficiente os trabalhos de McAdam sobre o problema do Going Down
para uma extensao R G T, onde R e T sao dominios e T esta

compreendido entre R e scu corpo de fragoes.

Demonstramos que para uma tal extensao satisfazer
a propriedade do Going Down & suficiente que satisfaca a proprie
dade do 1-Going Down. Demonstramos ainda que se a extensao € in
teira, entao a extensao R [X] G T [X] possui a propriedade do
Going Down se e somente se¢ ¢ nao ramificada. Exemplos relevan-

tes sao também apresentados.



ABSTRACT

In this dissertation we present in a self-contal
ned way the work of McAdam on the problem of Going Down for an
extension R &G T, where R and T arc domains and T lies between

R and its quocient field.

We show that for such an extension to satisfy the
Going Down property, 1t 1s sufficient that it satisfies the
1-Going Down property. We also show that if the extension is
integral, then the extension R [X]G T [X] satisfies the Going
Down property if and only if it is unibranched. Relevant exam-

ples are also presented.
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