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RESUMO

Artérias contém curvas ou bifurcagoes, de tamanho pequeno a grande,
que sao comumente afetadas pela aterosclerose, doenga que atinge milhares de pes-
soas. Pesquisas indicam que a predisposicao ao aparecimento da lesdao é conseqiiéncia

do comportamento do fluido, que apresenta caracteristicas peculiares nestas regioes.

No presente trabalho, realiza-se a simulacao numérica do fluxo sangiiineo
na bifurcacao da artéria carétida. Para escoamentos completamente desenvolvidos,
com altas taxas de cisalhamento, como ocorre na regiao da bifurcagdo da artéria
cardtida, o sangue assume comportamento de um fluido newtoniano incompressivel
com massa especifica e viscosidade um pouco acima da dgua. Observa-se a ocorréncia
de uma interacdo fluido-parede na artéria; por ser o fluxo de natureza pulsétil, as
paredes detentoras de propriedades eldsticas respondem a este processo das fases
de sistole e diastole do coracdao. O modelo utilizado considera o escoamento como
bidimensional, newtoniano, incompressivel, viscoso e com paredes rigidas e fornece
informagoes validas a respeito do escoamento em questdo, detectando as zonas de

recirculacdo e o aumento da tensdo de cisalhamento na artéria carétida.

O modelo matemaético utilizado tem como base as equacoes de Navier-
Stokes, em coordenadas generalizadas com condigoes de contorno especificas. Adota-
se o método de solucdo de diferengas finitas baseado no processo de integracao
temporal de Runge-Kutta de trés estdgios com aproximagoes espaciais e temporais de
segunda ordem. Resultados numeéricos sao apresentados para o escoamento em trés
geometrias: duto simples, duto curvo e o interior da artéria carétida; eles comparam

adequadamente com resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura.



ABSTRACT

Arteries have curves or bifurcations, from small to big size in which
can appear atherosclerosis, a disease common in many people. Researches indicate
that the lesion surgement is a consequence of fluid behavior, which presents special

characteristics in this region.

The present work develops the numerical simulation of blood flow trough
the carotid artery bifurcation. For fully developed flow, with high strain rates, com-
mon in the carotid artery bifurcation region, the blood behaves as an incompressible
non-Newtonian fluid with density and viscosity little times greater than that of wa-
ter. There appear fluid and arteries wall interaction; as the flow is pulsatile, the walls
answer the sistole/diastole of heart cycle. The model employed considers the flow
as two-dimensional, Newtonian, incompressible, viscous and for rigid walls and give
valuable information to the flow analysis, detecting the recirculation zones presence

and shear strain increase in the carotid artery.

The mathematical model used follows the Navier-Stokes equations, in
generalized coordinates with special boundary conditions. The finite differences
based on the second order Runge-Kutta time-stepping scheme of three-stages is
adopted. Numerical results are presented for three geometries: simple duct, curved
duct and the carotid artery; they compare very well with numerical/analytical re-

sults found in the literature.



1 INTRODUCAO

Fluidos e suas propriedades vém sendo pesquisados desde a Antigiiidade.
Em toda a natureza eles sempre estiveram presentes: no ar, com o vento; na agua,
com as correntes e marés, e no corpo humano, com a circulagdo sangiiinea. Os
estudos, principalmente referentes ao comportamento da dgua e do ar, eram emi-
nentemente experimentais, pois nao havia ainda uma teoria fisica que explicasse o

movimento e as propriedades do fluido.

Ja no século XIX, com a obtencdo das equagdes de Navier-Stokes, e os
trabalhos pioneiros dos franceses Claude Navier [32], Simeon Poisson [37] e do inglés
George Stokes [44], a combinacdo entre as consideracdes tedricas sobre o escoamento
de fluidos e os métodos experimentais permitiu o desenvolvimento tecnolégico em

muitas dareas da ciéncia.

Somente com o advento da computacao digital, apés a década de 1960,
surgiu uma terceira aliada para a compreensao dos fenémenos relacionados ao movi-
mento de fluidos, a simulagdo numérica, que complementaria os estudos nos quais
as andlises tedricas e as técnicas experimentais ndo eram suficientes, por razoes de
complexidade, custo e/ou tempo. Problemas reais normalmente requerem métodos
computacionais, onde é possivel a otimizacao do projeto, reduzindo os custos opera-
cionais devido a facilidade de alteragao de parametros como geometria, temperatura

e velocidade, jd que estes sdo apenas “dados de entrada” para o simulador.

Para que seja realizado um estudo de qualquer fenémeno fisico é neces-
sario modelar o problema, determinando de que maneira a temperatura, pressao,
massa especifica, etc. afetam o sistema fisico [14]. Os modelos resultantes da
aplicacao de principios fisicos, descritos por leis de conservacao adequadas ao fenomeno,
como conservacao de massa, energia e quantidade de movimento, sdo expressos por
equagoes que relacionam as grandezas relevantes entre si, para um continuo no espago

e tempo.



As solugbes analiticas, freqilentemente, sdo obtidas somente com sim-
plificacdes do modelo utilizado. Quantificar a confiabilidade ou a precisao das
simulacdes em dinamica de fluidos tem recebido crescente atencdo por parte de
pesquisadores [34]. A validacdo de uma simulagdo em dinamica de fluidos com-
putacional é realizada pela comparagdo do resultado obtido numericamente com
resultados experimentais ou analiticos, ou ainda, com outros resultados numéricos

que ja tenham comprovada a sua validacao.

Para tratar o modelo computacionalmente é necessario expressar, de
forma adequada, as equacgoes e o dominio em que elas sao validas. O dominio é dis-
cretizado, e ao conjunto de pontos discretos do dominio denomina-se malha. A dis-
tribui¢do adequada dos pontos no dominio é fundamental para obter-se uma solugao
numérica representativa do escoamento. Os termos que aparecem nas equacoes Sao
escritos em funcdo dos valores das incégnitas em pontos discretos adjacentes, re-
sultando num conjunto de equagdes algébricas, geralmente lineares. Nessa etapa,
sao introduzidas as condigdes de contorno do problema, normalmente modificando-
se apropriadamente as equacoes para pontos perto das fronteiras. As condicées de
contorno, juntamente as condigdes iniciais, as propriedades fisicas do fluido e os

parametros do escoamento especificam o problema a ser tratado.

Finalmente, as equagdes algébricas sdo resolvidas, fornecendo a solucao
do problema, a qual deve ser analisada para verificar se estd correta. As técnicas de
visualizacdo cientifica tém papel fundamental nessa etapa. Comparando-se os resul-
tados numeéricos com dados experimentais, por exemplo, pode-se ajustar o modelo

matematico até que o mesmo reflita a fisica do problema (figura 1.1).

Fluido pode ser definido como uma substancia que nao resiste a forcas
que causam tensoes de cisalhamento, que provocam ruptura do material [45]. Em
resposta a essas tensoes, os fluidos se deformam e escoam. Uma caracteristica im-
portante no escoamento de fluidos é a viscosidade (v), que ¢é definida como uma
medida de resisténcia ao fluido quando este se move. Os fluidos podem ser classifi-

cados como newtonianos, que obedecem uma relagao linear entre a tensao de cisa-
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Figura 1.1: Ftapas para a obteng¢do da solu¢do numérica de um problema de fluidos

lhamento (7) e a taxa de deformacao (%), e ndo newtonianos, onde esta relacao nao
é linear. Estes podem ser classificados, de acordo com o comportamento em fluxo,
como [48]: ndo newtonianos independentes do tempo, na qual a taxa de deformacao
em algum ponto é fungdo da tensdo naquele ponto (incluem-se os pseudoplasticos,
dilatantes, plédsticos e viscopldsticos, como mostrado na figura 1.2), ndo newtoni-
anos dependentes do tempo, sendo mais complexos onde a relagao entre tensao e
deformacdo depende também do tempo em que o fluido estd sendo cisalhado (in-
cluindo tixotrépicos e reopéticos) e viscoelasticos, que apresentam caracteristicas

viscosas e elasticas.

Os escoamentos podem ser externos e internos. Os escoamentos exter-
nos sao aqueles que ocorrem sobre superficies de corpos definidos como por exemplo:

aeronaves, automoveis e animais marinhos, enquanto que os internos sao aqueles cu-
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Figura 1.2: Fluidos ndo newtonianos independentes do tempo

jos contornos sao formados por superficies sélidas como no caso de dutos, tubos e

artérias.

O escoamento de fluidos pode ser dividido em trés tipos: laminares,
transientes e turbulentos. Em 1889, Osborne Reynolds realizou experimentos nos
quais trés tubos com didmetros de 17, 1/2” e 1/4” foram usados [11]. Em suas
entradas os tubos foram conformados como um bocal de trumpete, a fim de que
o fluxo de dgua entrasse sem perturbagdes. Reynolds provou que quando as ve-
locidades eram suficientemente baixas, a tinta que escoava juntamente com a dgua

formava uma linha reta, mas este regime alterava-se quando a relagao %

(onde
V" era a velocidade média do escoamento, d era o didmetro interno do tubo e v a
viscosidade cinematica da dgua), excedia um determinado valor critico. Esse valor

adimensional passou, entao, a ser chamado de nimero de Reynolds (Re) [11] [39].

Escoamentos laminares sdo aqueles nos quais camadas muito finas de
fluido deslizam umas sobre as outras. Ja os escoamentos turbulentos sao caracteri-

zados pela imprevisibilidade no movimento de particulas individuais [26].

Pode-se tomar dois exemplos para ilustrar esses diferentes escoamen-

tos: o da fumaca que sai do pavio de uma vela recém-apagada e o de uma torneira
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aberta. No primeiro, observa-se que primeiramente a fumaca sobe de maneira orde-
nada, como uma “coluna” - laminar. Apds uma certa distancia, a fumaca apresenta
movimentos aleatorios, caracterizados por vértices ou redemoinhos - turbulento. No
segundo, ao abrir bem pouco uma torneira, a dgua cai como uma “coluna de gelo”
- laminar. Ao abrir mais a torneira, observa-se que essa coluna eventualmente se

desfaz, dando origem a um escoamento mais complexo - turbulento [4].

Os escoamentos podem ser ainda classificados como compressiveis ou in-
compressiveis, permanentes ou transientes. Os escoamentos compressiveis sao aque-
les cuja massa especifica varia significativamente conforme as variagoes de tempera-
tura e principalmente da pressdo; os incompressiveis s@o aqueles cuja varia¢io de
massa especifica, sob diferentes condicoes de pressao e temperatura, é desprezivel.
No fluxo permanente nenhuma grandeza varia com o tempo em nenhum ponto do
dominio, embora, em geral, as grandezas variem em funcdo da posi¢ao no espaco.
No escoamento transiente as grandezas caracteristicas do fluido variam com o tempo

nos pontos espaciais.

A seguir, indica-se a localizacao e a importancia do estudo do fluxo

sangiiineo na bifurcagao da artéria carétida, bem como suas peculiaridades.

1.1 Importancia do estudo do fluxo sangiiineo na artéria

carotida

Na regido da bifurcac@o da artéria carétida, devido a sua forma e assime-
tria. o fluxo pode apresentar recirculagao, principalmente em locais que apresentam
reversao de fluxo, caracterizando as “zonas de recirculacao”, as quais coincidem com
as regioes afetadas pela aterosclerose. Alguns pesquisadores estudaram o problema

como por exemplo Salzar [40] e Zhao [53].

A aterosclerose é uma lesao na artéria e caracteriza-se pelo endureci-

mento (esclerose) e degeneracdo gordurosa (ateroma) das paredes arteriais. A pre-



senca destas lesdes ndo é uniforme, mas estudos indicam que a regiao da bifurcacao
da artéria e seu lado interno sio os mais freqiientes [52], [23]. O processo de ateroscle-

rose torna-se causa para a doenga cerebral vascular.

Para uma discussdo sobre a influéncia da velocidade local e da dis-
tribui¢do da tensdo de cisalhamento na parede das artérias é preciso investigar a
mecanica do fluxo sangiiineo nas regides de incidéncia das lesGes ateroscleréticas
133], [52], [24]. Uma vez compreendido o comportamento do fluxo nesta regiao
é possivel comparar o padrdo de fluxo local com as lesGes, onde estas podem ser
diagnosticadas, ainda em estagio inicial, pela detecgdo de distirbios na velocidade

do fluxo [16].

Alteragdes no comportamento do fluxo devido a estenose (obstrucio
vascular) foram estudadas por Tambasco [46] e Steinman [43], usando uma geometria
para carotida tridimensinal com estenose concéntrica e excéntrica. Deste obteve-se
que o fluxo sofre influéncia devido & forma da estenose na artéria, contribuindo,

assim, para o surgimento da aterosclerose.

As artérias carétidas estdo localizadas na regiao do pescoco do corpo
humano (figura 1.3 [42]), em ambos os lados e servem como suprimento principal
para a cabeca e pescogo [25]. A bifurcagio da artéria cardtida consiste em um
ramo principal, a artéria carétida comum (acc), que se subdivide em dois ramos,
a artéria carétida interna (aci), responsdvel pelo suprimento sangiiineo do cérebro,
e a artéria carétida externa (ace), responsavel pelo suprimento sangiiineo da face.
A extremidade onde o fluxo se divide é denominada de cume (vértice). A artéria

carétida interna possui, ainda, um alargamento denominado sinus ou bulbo.
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FFigura 1.3: Localiza¢io anatomica da artéria cardtida humana.

A geometria da artéria carétida possui uma grande variacao entre os in-
dividuos. Como exemplo, toma-se os estudos de Ding et al. [10], onde 74 modelos de
bifurcagao de cardtidas de humanos, obtidos em autépsia de adultos com faixa etaria
de 30-75 anos, foram fotografados. Tais fotografias revelaram que, nas carétidas in-
ternas, a parte mais proxima a curva (bifurca¢ao) possui formas dilerentes, conforme

apresenta a figura 1.4.

3 : 7

Figura 1.4: Espécies de bifurcag¢io da artéria carotida [10]

Dada a figura, verifica-se que:



e 2 cardtida interna é estreita e possui forma de Y. Este tipo representa

6 das 74 espécies (ver 1 na fig. 1.4).

e a cardtida interna curva-se apéds o final do sinus ou bulbo. Trinta e oito

espécies dos 74 possuem esta forma. (ver 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 na fig. 1.4).

e a caréOtida interna curva-se a partir da juncao das artérias comum-
interna. Trinta espécies possuem esta geometria. (ver 9, 10 e 11 na

fig. 1.4).

O modelo (geometria) utilizado para a bifurcacdo da artéria carétida,
no presente trabalho, foi aquele no qual a cardtida interna curva-se apds o sinus ou

bulbo, geometria esta utilizada também nos estudos de van de Vosse [50] e Bharadvaj
[5].

Diversas caracteristicas, incluindo as propriedades reoldgicas do sangue,
distensibilidade e geometria da parede da artéria e propriedades pulsiteis sdo im-

portantes para modelar o fluxo na artéria carétida [50].

A anélise completa de um fluxo pulsétil, como o fluxo sangiiineo, é ex-
tremamente complexa. O coracdo é uma bomba complicada e o seu comportamento
é afetado por intmeros fatores fisicos e quimicos. O ciclo cardiaco consiste de duas
fases de pulsac@o: a fase sistdlica, onde o fluxo acelera a uma razao aproximadamente
2,6 vezes o seu valor médio, seguido por uma desaceleracao e gradualmente um fluxo
permanente se desenvolve até o final da fase diastélica. A curva sistole/diastole foi

indicada por Ku (1983) [23] conforme mostra a figura 1.5.

A contracdo cardiaca (sistole) promove a energia necessaria para im-
pulsionar o sangue através do circuito vascular (energia potencial); cada sistole
ventricular impulsiona aproximadamente 70ml de sangue para dentro da aorta, pro-
duzindo uma pressdo de pulso (diferenca entre pressoes sistdlica e diastélica), que

¢ transmitida ao resto do sistema arterial, que se propaga em dire¢cao a micro-
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Figura 1.5: Fluzo sanguineo em fun¢do do tempo (Ku, 1983 [23] )

circulagao, onde se realiza o intercimbio que é a principal finalidade do sistema

circulatério [7].

A parede da artéria é anisotrépica e viscoelastica (Roach, 1977) [38].
O sistema de circulagdo do sangue é, em esséncia, um sistema de bombeamento
a alta pressdo (artérias) que distribui o fluxo através da acdo de bombeamento
do coragdo através das capilaridades para um sistema de retorno a baixa pressao
(veias). O estreitamento e engrossamento de artérias possui efeitos consideraveis
sobre a pressdo sangiiinea, a resisténcia e o fluxo sangiiineo. Perktold [36] analisou

os efeitos da distensibilidade da parede da artéria carétida no campo de velocidade.

A resisténcia ao fluxo aumenta quando o raio do vaso diminui, oca-
sionando o aumento da friccao do fluido na parede do vaso, além da reducao da
circulagdo do fluxo sangiiineo. O desenvolvimento de uma placa (estenose) deforma
a parede endotelial (camada de células que revestem internamente as estruturas do
aparelho circulatério), aumentando o fluxo turbulento e a resisténcia. Na seqiiéncia

estuda-se os conceitos fundamentais da hemodinamica.
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1.2 Hemodinamica: conceitos fundamentais

Sangue é uma suspensao de particulas (hemdcias, leucécitos, plaquetas,
etc.) num fluido chamado plasma e exibe comportamento ndo newtoniano para
baixas taxas de cisalhamento, onde as particulas sao aleatoriamente orientadas. Para
escoamentos completamente desenvolvidos, com altas taxas de cisalhamento, como
ocorre com o fluxo na regido da bifurcagido da artéria cardtida, onde as particulas se
alinham de modo que seus eixos estao orientados uniformemente na direcio do fluxo,
o sangue assume comportamento de um fluido newtoniano incompressivel com massa
especifica um pouco acima da dgua (p ~ 1060K g/m?) e viscosidade cinemética na
faixa de 3 a 4,5 x 108m?/s [50].

O processo de transporte e movimento sdo requerimentos importantes
para a vida. No coragao, as fibras do misculo individual geram forgas, conduzindo
a tensoes nas paredes cardiacas, pressao nas cavidades ventriculares e, finalmente,
injecao de sangue no sistema e circula¢do pulmonar [25]. A circulacdo do sangue é
um processo interessante devido ao fato de o sistema de circulacdo apresentar carac-
teristicas diferentes ao longo do caminho. A rede extremamente curva e ramificada
de vasos comega na veia aorta e na artéria pulmonar com didmetros da ordem de
16 a 20mm em homens adultos. Ramificagdes conduzem a vasos menores de apro-
ximadamente 4 a 6um (capilares). Isto significa que a taxa total de didmetros é da

ordem de 4000 vezes.

As pressoes nas artérias mudam periodicamente. Como as paredes dos
vasos possuem propriedades eldsticas, com provavelmente ndo homogeneidades lo-
cais devido a doencas, as leis fisicas que descrevem o escoamento de fluidos sao
suficientemente complexas. Adicionalmente, a natureza do transporte do fluido é
corpuscular [8]. Para vasos cujo didmetro é diversas vezes maior que os glébulos
vermelhos (do sangue), diferentes procedimentos de andlise do escoamento sao re-

queridos para os capilares. Desta forma, a descricdo do fluxo do sangue através da
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rede vascular é fortemente dependente do vaso considerado. Para o fluxo uma forca

motora ¢é requerida, conduzindo a deformacao do meio.

O plasma isolado tem viscosidade aproximadamente 1,2 a 1,5 vezes
superior a da agua (figura 1.6), sendo o sangue aproximadamente 2,4 vezes mais
viscoso do que o plasma [7]. Um fator que pode afetar a viscosidade sangiiinea é
a concentracdo de células e a concentracao e os tipos de proteinas plasmaticas. O
hematdécrito é a percentagem de sangue composta por células. Dessa forma, quando
se diz que uma pessoa tem hematdcrito de 40, significa que 40% do volume sangiiineo
sdo células e o resto é plasma (o que corresponde a um adulto normal). Nesse caso,
a viscosidade corresponde a 3 centipoises (Pa/s = Ns/m?). A viscosidade pode
variar desde 1,5 centipoises (viscosidade do plasma) até um valor maximo de 10

centipoises [19].

-
(=]

wiscosidede do sengue total

sengue normal
. wiscosidade do plasma
BIOOBOOS S - so0o8 00 CEO 0N GOOED

viscosideds da agus

0 @ 2 @ 44 = 8 70
hematocrito(%)

@ wm

P

X]

viscosidade(centipoises)

Figura 1.6: Efeito do hematdcrito na viscosidade[19].
O fluxo através de um vaso sangiiineo é determinado por dois fatores:

e a diferenca de pressdo entre as duas extremidades do vaso, que ¢ a forca
que empurra o sangue através do mesmo;
e impedimento ao fluxo sangiiineo através do vaso, denominado resisténcia

vascular.
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1.3 O sangue como um pseudoplastico e viscoelastico

Segundo Gijsen et al. [17] existe muita controvérsia sobre a influéncia
da pseudoplasticidade e da viscoelasticidade do sangue na artéria cardtida. Muitos
autores entendem que essa influéncia é pequena, ja outros entendem que ela é signi-
ficativa. Sendo um pseudopléstico isto implica que a viscosidade do sangue diminui
com o aumento da taxa de deformacio, sendo que a altas e baixas taxas ela se
aproxima de uma constante. Alguns autores consideram que o sangue esta sendo

cisalhado a altas taxas, por isso a influéncia dessa variagao é pequena.

O comportamento da viscosidade de um pseudopldstico com a taxa de
deformacao é apresentado na figura 1.7. Nela, mostra-se uma solu¢do experimental
encontrada em Gijsen et al. [17] e a curva aproximada dada pelo modelo de Carreau-
Yasuda. Outro modelo que pode ser utilizado para simular a pseudoplasticidade é
o power-law, sendo que o expoente para o sangue estd entre 0,7 e 0,8 [22].

10"

t o : sangue
=+ : Carreau-Yasuda

107

10° 10 0w 7w

Figura 1.7: Variacdo da viscosidade com a taza de deformacdo

Simulagoes realizadas em dutos com expoente de power-law dessa ordem
fornecem resultados bem semelhantes aos newtonianos [29]. As maiores variagoes
ocorrem nos perfis de velocidade, sendo que estes sao mais achatados. No entanto.

o tamanho dos vortices fica praticamente o mesmo [30]. Assim, o fluxo de sangue
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pode ser aproximado por um modelo newtoniano uma vez que para os numeros de
Reynolds usados, na regiao da carétida, nao surgem diferencas significativas entre
sangue e um fluido newtoniano (a dgua). No entanto, uma andlise completa do fluxo
de sangue envolve a simulagdo deste como pseudopldstico e viscoelastico, ficando esse

tema como perspectiva para trabalhos futuros.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 sdo apre-
sentadas as equagOes governantes para um escoamento newtoniano incompressivel
bidimensional; no capitulo 3 mostra-se o procedimento de solugdo e no capitulo 4
resultados para os casos permanente e transiente. Finaliza-se com as conclusdes,

perspectivas e referéncias bibliogrificas.
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2 EQUACOES GOVERNANTES

A obtencao da solugdo de qualquer problema fisico requer a habilidade
de criacao do modelo matematico correspondente; este deve ser tal que possa ser
resolvido com tempos de computacgdo nao-proibitivos e que os resultados representem

adequadamente o fenémeno fisico em questao.

O conjunto de equagdes que descreve o escoamento é fundamental para a
andlise do fendmeno em questao. As equagoes governantes do escoamento analisado
neste trabalho sao as de Navier-Stokes juntamente com uma equagao para a pressao,

que contém implicitamente a equagao da continuidade.

Neste capitulo, apresentam-se as equacoOes utilizadas para simular o
escoamento: equagOes para as velocidades e para a pressao no sistema cartesiano de

coordenadas e na sua forma adimensional.

2.1 Equacoes para as velocidades

As equacbes utilizadas para o calculo das velocidades sao as de con-
servacao de quantidade de movimento nas diregdes = e y. também conhecidas como
equacoes de Navier-Stokes. Estas sao derivadas da Segunda Lei de Newton, a qual
estabelece que o produto de massa e aceleracao € igual a soma das forcas externas

atuando no corpo.

As equagdes de Navier-Stokes expressam a condicdo de equilibrio, ou
seja, para cada particula ha equilibrio entre as forgas de campo e as de superficie. As
forcas de campo (ou corpo) agem sobre a massa de fluido como um todo, isto é, sobre
cada ponto de um elemento de fluido (como exemplo tem-se a forca gravitacional).
Como essas for¢as nem sempre possuem magnitude suficiente para influenciar o es-
coamento, as expressoes matematicas dessas sao, em geral, adicionadas como termos

auxiliares (fontes) nas equagoes do movimento. As for¢as de superficie agem apenas
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sobre a superficie do elemento de fluido. Decorrem da pressdo exercida sobre este
por um elemento exterior e das tensoes viscosas normais e de cisalhamento devido
ao atrito com os elementos de fluido adjacentes em movimento. Uma vez que es-
sas forcas sao intrinsecas ao fluido, elas aparecem como termos constitutivos das

equagoes do movimento [14].

As equagoes de Navier-Stokes sem forcas de campo, escritas no sis-
tema cartesiano de coordenadas para o escoamento incompressivel (massa especifica

constante) nas diregdes z e y sdo dadas, respectivamente, por (3]

ot dr Oy = poz 0z Oy? 1)
v Ov Ov 18p v %

—_— _— —_— = ——— o e 2
T pay " (33-‘2 A 392) 22)

onde p é a massa especifica, u e v as componentes do vetor velocidade em cada

direcao, p a pressao e v a viscosidade.

Para que o movimento do fluido possa ser descrito completamente, é
necessario definir uma equacdo para a pressdo, uma vez que as equacoes do movi-

mento ja sdo conhecidas.

2.2 Equacgao para a pressao

A natureza segregada (equacgd@o por equagao) do processo de solugao re-
quer que cada varidvel tenha uma equagao evolutiva para ser avangada. Observando
as equagoes para a velocidade, nota-se que as variaveis u e v podem ser avancadas
pelas equacOes da quantidade de movimento (2.1) e (2.2) em cada direcdo e que a

influéncia da pressdo aparece através do seu gradiente [28].

Como a massa especifica ndo varia com a pressao, determina-se um
campo de pressoes que, quando inserido nas equagoes do movimento, origina um

campo de velocidades que satisfaz a equacgdo da continuidade. Assim. o acopla-
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mento pressdo-velocidade é importante, ainda que as variagbes da pressao sejam

relativamente pequenas se comparadas com as da velocidade [2].

Para obter a equacdo para a pressao nao basta isolar p de uma ou de
outra equagao do movimento; deve-se combinar os gradientes nas duas diregoes. Por-
tanto, precisa-se extrair p das equacbes do movimento de forma que as velocidades
obtidas satisfacam a continuidade; esta passa a ser uma restricao a ser obedecida

pelo campo de velocidades.

A equacao para a pressao é obtida através do Método da Pressdo na
formulagdo incompressivel [18]. Visando a sua obtencdo, considere as equacdes de

Navier-Stokes escritas da seguinte forma [35]:

ug + (uu)y + (wv)y = —% + U(Uzz + Uyy) (2.3)
v+ (uv)z + (v0), = Jf— + U(Vzg + Vyy) (2.4)

Derivando (2.3) em relacdo a z e (2.4) em relagéo a y, obtém-se

b
Uy + (UU) g + (WV)zy = —-i—z— + V(Uzz + Uyy)z (2.5)

P
Uyt + (U0)zy + (V0)yy = — 4 p(vgr + Uiy ly (2.6)

Somando-se (2.5) e (2.6) tem-se

Pzz T+ Pyy

5 = -—(uI -+ ’L?y)g - [(uu)zz s o (’U'U)yy + 2(“’”)1‘9

+v[(tzz + Uyy)z + (Vaz + vyy)y]'
Observando que o lado esquerdo de (2.7) corresponde ao Laplaciano da
pressdo e rearranjando os termos, chega-se a

Vip = —pl(utt)zz + (v0)yy + 2(uv)zy

—p(ux -+ Uy)t T ,OV[(U;.; + r1"3,;):-.";: ¥ (ul‘ .3 vy)yy]-

Fazendo agora

d = Uy + Uy,

—
)
e |

A S—_
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obtém-se uma forma conveniente (por ser de implementagdo mais facil) da equacéo

do tipo Poisson para a pressao:

Vzp o —,O[('UU)I; + (UU)yy + 2(“’1})1!}]

—',Odt o pv[dm -+ d-yy] (28)

onde d = 0 corresponde & continuidade (equagdo (2.7)). Ela reflete o principio fisico
da conserva¢do da massa: toda a massa que entra em um sistema deve sair e/ou
se acumular no mesmo. Portanto, as equagoes (2.1) e (2.2) sdo utilizadas para o
calculo das componentes do vetor velocidade e a equagdo (2.8) para o célculo da

pressao.

Para verificar as deducoes das equacoes mencionadas anteriormente o
leitor pode consultar a bibliografia [15], [41]. No préximo item sao apresentadas as

equagdes (2.1), (2.2) e (2.8) na forma adimensional.

2.3 Equacoes adimensionais

As equagdes governantes sao expressas na forma adimensional, pois esta
permite a solugdo de forma generalizada. A vantagem é que o nimero de parametros
que aparece no problema é reduzido quando variaveis adimensionais sdo empregadas.
Mais precisamente, nenhum parametro desaparece; eles ficam representados em cer-
tas combinacoes adimensionais. Embora a manipulacdo das dimensdes nao possa
produzir nenhuma solucdo analitica completa dos problemas fisicos, a analise di-
mensional proporciona um instrumento poderoso para a solucao de problemas que

nio permitem solugdes analiticas [15].

Os métodos da andlise dimensional baseiam-se no principio da homo-
geneidade dimensional, formulada por Fourier em 1822, segundo o qual toda equagao
que exprime um fenémeno fisico deve ser dimensionalmente homogénea, isto é, as

dimensoes em ambos os membros da equacao devem ser as mesmas. A adimen-
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sionalizagdo pode ser realizada de véarias maneiras, cada uma das quais confere a

mesma reduc¢do no nimero de pardmetros que aparecem [27],[51].

Para tornar as equacoes (2.1), (2.2) e (2.8) adimensionais, divide-se
todos os comprimentos por um comprimento de referéncia L, e todas as velocidades
por uma velocidade de referéncia V4, tomada como a velocidade da corrente livre.
Torna-se a pressao adimensional dividindo-a por pVy (duas vezes a pressdo dinamica

da corrente livre). Denotando as quantidades adimensionais por asteriscos, adota-se

(15]
z*=z/L, y*=y/L, " =tW/L, p* = p/po
u' =u/Vp, v =v/Vhep =p/pV

Substituindo os valores com * nas equagdes (2.1), (2.2) e (2.8) (por
conveniéncia, abandona-se o asterisco e usa-se 0 mesmo simbolismo para as equacgoes

na forma adimensional), obtém-se:

%%+u%+vg—: = —g—g+%(%+%) (2.10)
- (T Gl atle)
_§+é(g§ g%g), (2.11)
onde Re é o nimero de Reynolds, dado por
P (2.12)
I

que representa a relagao entre as forcas de inércia e as viscosas. Uma deducgao das

equagdes na forma adimensionalizada pode ser vista em [35].

Depois da obtencao do modelo matemadtico, conhecendo-se os sistemas

de equacoes a serem resolvidos, parte-se para o procedimento de solugao.
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3 PROCEDIMENTO DE SOLUCAO

Tendo sido apresentadas as equagoes governantes para o escoamento,
agora sao feitas consideragoes a respeito de uma série de fatores gerais, cuja andlise
adequada é importante para que se obtenha uma boa solu¢do. Tais fatores se re-
ferem, por exemplo, a tipos de métodos numéricos utilizados na implementacéo,
a construcdo de uma malha computacional adequada para a obtencdo da solucdo
numérica do problema, assim como o critério de convergéncia, as condigoes de con-

torno, etc.

3.1 Escolha pelo método numérico

Os problemas fisicos sao geralmente analisados segundo trés aborda-

gens: experimental, tedrica e numérica.

Os métodos experimentais consistem de:

Concepgao do experimento;

e Leis de similaridade;

Qualidade dos equipamentos de medigéo;

Processamento dos dados; etc.

Os métodos tedricos sdo descritos por:

Leis de conservacao, como quantidade de movimento, massa e energia;

Relacoes constitutivas, modelos de turbuléncia;

Condicoes iniciais e de contorno; etc.

Por ultimo, os métodos numeéricos consistem de:

Integrac¢oes espaciais e temporais;

Tratamento das nao-linearidades e acoplamentos:



e Natureza da malha;

e FuncGes de interpolagao;

e Método de solucgao dos sistemas lineares;
e Escolha do tamanho da malha;

e Critério de convergéncia dos diversos ciclos iterados; etc.

Os métodos numéricos sao importantes na andlise de fené6menos na-
turais por serem estes fendmenos muito complexos. As equagoes que os regem geral-
mente sao altamente ndo-lineares, nao podendo ser resolvidas analiticamente, a nao
ser que sejam feitas simplificagbes resultando num afastamento da solucéo fisica-

mente correta.

A grande maioria dos modelos matematicos utilizados para descrever
caracteristicas fisicas como a velocidade e a aceleracao, por exemplo, sao baseadas
na idéia do continuo. Para tal idéia, admite-se que a distancia entre as particulas
fluidas (ou moléculas) seja muito pequena, bem menor do que qualquer dimensao
fisica do problema ao qual se estd aplicando os principios da Mecanica dos Fluidos.
Entretanto, a idéia do continuo s6 € valida para fluidos isotrépicos homogéneos que
possam ser tratados macroscopicamente; um contra exemplo seria um gas rarefeito

120].

3.2 Escolha apropriada da malha

Para resolver numericamente as equagoes do escoamento em um dominio,
é necessario té-lo na forma discreta (com nimero finito de pontos). Esses pontos
devem estar dispostos de maneira a abranger da forma mais significativa as regioes

onde ocorrem as maiores variacoes das variaveis velocidade e pressio.

Uma boa solucao numeérica depende de uma malha de boa qualidade,
isto é, que seja refinada em regioes nas quais os gradientes das varidveis sdao elevados,

por exemplo. Geralmente, ou os pontos estdo afastados ou aglutinados em dareas
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especificas. Os pontos aglutinados estdo nas dreas em que se espera que a variagao
espacial da propriedade seja grande. Ja os pontos afastados entre si estdo nas regides
nas quais a solucao apresenta pequena variacao espacial. Portanto, parece-nos claro
que dominios complexos necessitem de malhas elaboradas com espagamento varidvel

entre os pontos, isto é, uma malha ndo-uniforme, ou a utilizagdo de multiblocos.

As malhas utilizadas neste trabalho sao do tipo estruturada, pois apre-
sentam regularidade na distribuicdo espacial dos pontos. Este tipo de malha confere
uma série de vantagens para a implementacao do programa computacional, pois a
regra de ordenagao dos elementos simplifica todas as rotinas. O arranjo para a dis-
posicao das varidveis na malha € o co-localizado, pois permite economia de memoria
e de tempo computacional, uma vez que todas as incégnitas sio armazenadas no

mesmo ponto, conforme mostra a figura 3.1.

Figura 3.1: Arranjo co-localizado (centrado no nd) das varidveis na malha

A seguir, passa-se ao estudo de coordenadas generalizadas que sao uteis

na implementacao do nosso modelo para escoamentos em geometrias complexas.
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3.3 Transformacao de coordenadas

No sistema de coordenadas generalizadas a malha se adapta a geometria
do dominio fisico. Linhas coordenadas, £ e 7, sao definidas de forma que o interior
da artéria cardtida passe de um dominio fisico para 0 computacional cartesiano,
onde os pontos da malha sao igualmente espacados. A figura 3.2 mostra o plano

(dominio) fisico e o computacional.

j*1

-1

Figura 3.2: Transformacao de coordenadas do plano fisico para o computacional

Além disso, quando as equagdes governantes siao resolvidas no plano
computacional, elas devem ser expressas em termos das varidveis £ e n ao invés
de = e y, ou seja, as equagOes governantes devem ser transformadas de (z,y) para
(€,m). Portanto, a transformagao do sistema de coordenadas cartesianas para o
de generalizadas permite o mapeamento da geometria irregular, escrita no sistema

cartesiano (z,y), em uma geometria regular no sistema (£, 7).

Independente da geometria do plano fisico, a geometria do plano com-
putacional adotada serd do tipo retangular para A¢ e Ay. Utiliza-se, ainda, uma
normalizagdo para A = Anp = 1. Assim, as células no plano computacional tém
dimensbes unitérias. facilitando o trabalho de programacao do algoritmo e evitando

divisoes desnecessarias.
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Para descrever a transformagao geral das equagoes governantes entre
o plano fisico e o computacional considera-se uma geometria bidimensional com
variaveis independentes = e y . Quer-se transformar as varidveis no plano fisico

(z,y) para o computacional (§,7), onde [13]

£ = é(Is y)

n = n(z.y) (3.1)

e, desde que a transformacgdo possua inversa, resulta

z = z(§n)
y = y(&n) (3.2)

A aplicacdo da transformacgao de coordenadas consiste basicamente da
utilizagdo da regra de derivacdo em cadeia. Assim, os termos contendo derivadas
espaciais das equagoes (2.9), (2.10) e (2.11) para uma varidvel ¢ genérica tornam-se,

90 90 ¢ B d¢ dn

5-7:_2' 3_§ 335,- a_n 5:1—:;
62(25 _ 32(,’5 2 62¢ 2 ¢ aé
axf - 3&2 €Ii aqu I| aga é:: :. 651 = a ﬂ:r Ti (33)
32(;‘5 . 62 62@ 2¢
3&3%— =7 6&2 62 61-‘: a 2 a9 i nIJ 866 (gr, 7?::3 + fx_, T?I,)
5} d o
429 ‘f’gx 5 a—énz,.xj i # ]
n

onde ¢ representa as velocidades u e v e a pressdo p; z; as direcbes = e y e &,
e 7, as métricas da transformagao ou relacées de comprimentos no dominio fisico
e transformado. Nas expressoes referentes as derivadas de segunda ordem termos

como &;,z,, 7z,z, € semelhantes sdo desprezados conforme a literatura [28].
Substituindo (3.3) na equagao (2.9) obtém-se,
Ju P 6u£+5_u s du +6u B
ot u z an Nz | T+ a{ §y 81’] Ty | =

_ 3;) 1 0%u 8%u _Pu _
= ( x + )+§(aa§2+ﬁ + 2¢- fan) (3.4)
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onde
a = £+&
B = m+ny
¢ = &M+ &My (3.5)

A equacdo (3.4) representa a conservacao da quantidade de movimento
para u (2.9) em coordenadas generalizadas. As equagdes (2.10) e (2.11) podem ser

escritas de forma semelhante. Para a equagdo (2.11) resulta a forma nao trivial

Vip = = {62;2:: ez 32(;: L2 2§x7?za;ég::)
;B ZO0 o, 2o
+ 2[62(2‘2”)&3@ . agsv)mnﬁa;éan)(fznﬁéynz)”
S %+§E( 22525 222 2“”3(12;,) (3.6)

onde a, 3 e ¢ sdo dados por (3.5).

Para obter as expressoes para as métricas de transformacéo, consideram-

se as diferenciais em cada eixo coordenado no dominio transformado [28]
d§ . & & dz
dn Mz Ty dy

dT = AdF (3.7)

ou seja,

sendo as diferenciais no plano fisico escritas como
dz Te Ty d§
dy Ye Un dn

F = Bd" (3.8)

ou seja,
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Usando as equagdes (3.7) e (3.8), encontra-se

Yn —Tp

A=B=] (3.9)

—Ye Tg

onde J € o jacobiano da transformacdo que pode ser colocado na forma

1
detB

= [Teyn — zyye]”

J = detA=

1

Logo, as métricas sao dadas por

& = Jyﬂ

& = —Jz,

TNz = "'Jyﬁ

ny = Jzg

Na proéxima secao introduz-se o método de diferencas finitas, que sera

utilizado para a aproximacao das equagdes governantes.

3.4 Diferencas finitas

Antes de resolver as equagoes diferenciais de forma numeérica, é pre-
ciso encontrar, para os termos que nela aparecem (por exemplo ‘g—g), as respectivas
expressoes escritas em fungao dos pontos da malha. Isto é feito aqui utilizando o

método de diferencas finitas.

O método de diferencas finitas é largamente usado em dinamica dos
fluidos computacional [47] e consiste na substituicdo das derivadas que aparecem
nas equacgoes governantes por quocientes algébricos de diferencas, produzindo um
sistema que pode ser resolvido para as varidveis em pontos discretos especificos na

malha computacional.
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A aproximacao por diferencas finitas ird substituir o operador diferen-
cial continuo ;—% por uma aproximagao discreta, calculada a partir dos valores de u
em um numero finito de pontos. Para entender esta aproximacao considera-se, por
simplificacdo, o caso bidimensional representado na figura 3.3, onde os pontos da
malha se localizam na intersec¢ao das linhas horizontais com as verticais; 7 e j iden-
tificam pontos na i-ésima coluna e na j-ésima linha, respectivamente. Assim, um
dado ponto (&, 77) possui coordenadas (&, +tAE, no+7An), com (&, 7o) representando

a origem do sistema de coordenadas a menos de translacgoes.

1+l

1 iy 1+l )

Aﬂ{ 141

FGI!D :
Figura 3.3: Dominio discretizado

O método de diferengas finitas consiste na aproximacao de uma deter-
minada fung¢do em torno de um ponto por expansoes em séries de Taylor. Considere
u; ; a componente do vetor velocidade na direcdo z em um ponto (7,j); entdo a

velocidade u;4, ; pode ser expressa em termos de séries de Taylor conforme

au) 1 (32'05) 5
i =i+ | =] Af+=(=) (A&*+... (3.10)
+1,7 J (ag i 21 ag? i

ij
A expressao (3.10) é matematicamente exata para u;.; ; se [1]:
(a) o niimero de termos € infinito e a série converge,

(b) e/ou A¢ — 0.

No entanto, computacionalmente torna-se impraticdvel o emprego de

um numero infinito de termos. Assim, a equacdo (3.10) é truncada. No presente
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trabalho, admite-se um erro de truncamento de segunda ordem, pois os termos do
tipo (A€)? e os de ordem mais alta sao desprezados. Assim, por exemplo, o termo

& pode ser aproximado utilizando

0 1 (6?
wng = ws+ (g) ae+g(Gg) @0 Pl
1,7 LoV
0 1 [6?
Ui-1j = Uij — (ag)ijAf T o (5&%)” (Ag)? (3.12)

Subtraindo (3.11) de (3.12) tem-se

0
Uip1j — Yi-1j = 2 (%)u A€+ 0(A8?),

ou, onde O(AE?) corresponde & ordem de aproximacao

3_’& o Ui — Uiy 2
(6‘5),-,1 = =S + O(AE?). (3.13)

Adicionando (3.11) e (3.12), obtém-se

o (O 2
Uipl,j T Ui-1,j = 2u=g + 8‘52 (Af)
i,j

Qz_u  Uipyj = 25+ Uiy ¥
(362 ) - (AE)? +O(A) (3.14)

Como em geral se escolhe A§ = 1, as aproximagoes para a primeira e

segunda derivada tornam-se

a”) Ujs1,5 — Ui-15 =
¢ A i (3.13)
(35 i 2

&u

(@*).-,j S S ey (3.16)

Portanto, as expressoes (3.13) e (3.16) sdo aproximacoes em diferencas
finitas de segunda ordem, centrais, para a primeira e segunda derivadas de u, res-

pectivamente.
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A expressdo em diferencas finitas para as derivadas em relagdo a n é

obtida da mesma forma; assim, os termos g‘; 8?12 2 podem ser aproximados por

du Ui j+1 — Ujij—1
3 B S 17
(31?) i 2 (3:27)
0%u
(3,?2) R Uije — 2+ Ui (3.18)
ij

A aproximacdo para a derivada mista é obtida diretamente utilizando

0 mesmo raciocinio; logo, o termo pode ser escrito na forma

aga

()., = 2 (&) ~ae (**3)
dan),; ~ 0 \on) " o€ 2

1 (’U-i+1,j+x — Al g5pr  UplG-1 — ui-—l,j—l)

2 2 2
Uitl 41 — Ui—15+1 — Uit1j-1 + Ui-1,j-1
4

I

(3.19)

A discretizagao para o termo temporal %; %u por exemplo, fornece relacoes
entre valores de u em instantes sucessivos de tempo, ou seja, entre o tempo atual ¢
e o tempo futuro ¢ + At conforme

t+At t
Qu _ u; U

a5 i S (3.20)
Assim, uma varidvel genérica ¢ pode representar as velocidades u e v e
a pressdo p, conforme (para A{ = Anp=1)
99 _ Pinry — Gi
o€ 2

@) _ Gijn — i
an id 2

3265)
e = Gis1,5 — 20i; + 0i1;
(6{:2 i J J 2

9%6 _
(an}_;) O Gij+1 — 20i5 + Oij-1 (3.21)
ij

o . Dis1,+1 — Biv1 -1 — Dic1 g1 + Picij—1
oEdn 4
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As aproximacdes (3.21) sdo, entdo, substituidas nas equagGes gover-
nantes do escoamento e, em cada uma delas, isola-se a varidvel de interesse. Um

exemplo é a aproximacdo explicita em diferencas finitas para a equacgao (3.4); que

resulta em:
?_E = e Uitl,j — ui—l,jg + Ujj+1 — uf,j—ln ¢
3t i,j b 2 X .2 T
t
- vy ( i+1,j 5 i—1,j gy 3 1,541 . 1,j lny)
t
_ Pi+1,5 — Pi-1,j £ Pij+1 pz._‘,-—an (3.22)
2 2
t
1 Uit j+1 — Yit1j—1 — Ui—1j+1 + Ui-1,5-1
+ = L2 2, 1 ) =] 2] 1]
Re { * 4
1
+ g (Ui = 2+ i) + Bl — 2ugy + wiia)]

A seguir, apresenta-se as condiges de contorno e iniciais adotadas para

resolver o sistema de equacdes aproximadas.

3.5 Condicoes de contorno e iniciais

O sistema de equacoes diferenciais obtido necessita de condigoes de
contorno e iniciais apropriadas para ser resolvido. Estas ditam a solucao particular
a ser obtida das equacoes governantes. Conhecendo-se o comportamento da solugao,

pode-se melhorar a estimativa inicial.

As condigbes de contorno sao relagdes impostas sobre as fronteiras que
em geral relacionam os valores das varidveis de estado na fronteira com os valores no
interior da malha. No caso de escoamentos internos, principalmente, sao necessarias
condigdes para os campos de velocidade, pressdo e temperatura (quando utilizada).
A especificacao das condigoes depende do regime do escoamento. Analisando o caso
bidimensional, como por exemplo o escoamento em um canal, se o escoamento é
subsonico na entrada trés das quatro incégnitas sdo impostas e a outra é extrapolada

a partir do interior do dominio. Na saida, trés das incognitas sdo extrapoladas e
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uma é imposta. Em escoamento supersonico todas as incognitas sao impostas na

entrada e extrapoladas na saida.

As condigoes de contorno empregadas neste trabalho sao de parede, de
entrada e de saida, conforme mostra a fig.3.4. Fixa-se a velocidade na entrada e a

pressdo na saida e extrapola-se as demais varidveis.

saids

u, v extrapoladas

p=pin
parede u=v=0
P extrapolada
entrada parede u=v =0
u=uly) &L p extrapolada
v=0,
p extrapolada \
parede u=y=0 saida
P extrapolada ;
P=pR

5 u, v extrapoladas
»n = diregdo normal

Figura 3.4: Condigées de contorno para a artéria cardtida.

Segue, na préxima se¢dao, o método de solugdo e o critério de con-

vergéncia utilizado no trabalho.

3.6 Meétodos de solucao e critério de convergéncia

Sao intumeros os métodos que podem ser empregados na resolucao das
equacdes do escoamento na forma aproximada Ar = b. Cada método possui van-
tagens e desvantagens. A escolha do método mais apropriado para resolver um de-
terminado sistema de equagdes governantes de um problema fisico ndo é uma tarefa

ficil. Porém. trabalhos encontrados na literatura indicam que métodos como SUR
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(Método de Relaxagbes Sucessivas), MSI (“Modified Strongly Implicit Procedure”)

e Runge-Kutta sdo de aplicagao facil e eficiente [9].

No problema apresentado utiliza-se um método de Runge-Kutta [6]
simplificado para o célculo das velocidades u e v. Este é utilizado porque os seus
coeficientes podem ser selecionados de forma a obter solugoes de alta precisao tem-
poral. Tratando-se de um escoamento essencialmente incompressivel, escolhe-se o
Runge-Kutta de 3 estdgios simplificado (que requer menos memoria computacional

que o método de Runge-Kutta classico) [9]:

A equagdo (2.9) pode ser colocada na forma

-
oW ;;
—-——-—at 2 o ﬁij =: 0 (3'23)

onde W = {u,v}T e ’1_?) ¢ a discretizagao espacial dos termos convectivos e difusivos.

Entao,

wo — o

wo = W

WY = WO - AR 1=1,2,3
.._>
W—§;+At] " Wg}

Os coeficientes para uma aproximacao temporal de segunda ordem, para

o esquema de 3 estagios, sao [6]

1

a; = 2 0y = az = 1. (3.24)

1
>

Para a equagdo da pressio utiliza-se 0 SUR ao método de Gauss-Seidel,
pois nesta ndo aparece o termo temporal para a pressao. O SUR consiste na aplicacdao
de uma correcao para os valores calculados a cada passo, onde a constante w re-
presenta a relaxagao. O valor de @ varia entre 0 e 2, sendo classificado como um
processo de sobrerelaxacdo para 1< = <2 (problemas parabélicos e hiperbdlicos) e

como um processo de subrelaxag@o para 0< @ <1 (problemas elipticos e oscilatorios)
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[9]. Como a pressao tem carater eliptico, escolhe-se o = 0,7 (subrelaxacao). O SUR

aplicado para a pressao resulta em:

P = ph+ (e —pl;) (3.25)

Uma vez escolhidos os métodos de solugdo das equagoes governantes, a

seguir apresenta-se os critérios de convergéncia utilizadas neste trabalho.

A solugao numérica de problemas de escoamento contém imprecisoes,
as quais podem ser indicadas pelo critério de convergéncia. A escolha do critério
mais apropriado para interromper a execugao do programa nao € uma decisdo facil.
Alguns problemas possuem convergéncia lenta e, caso a execucao seja interrom-
pida por um critério mal escolhido, pode-se estar longe da solugéo [9]. Por outro
lado, usando um critério muito severo, pode-se manter o programa iterando sem

necessidade.

Para problemas compressiveis, geralmente o critério de convergéncia
é baseado na massa especifica. Mas como a pressio varia tanto para problemas
compressiveis como incompressiveis, esta pode ser usada como critério para escoa-
mentos a qualquer velocidade [9]. Neste trabalho, por tratar-se de um escoamento
incompressivel, optamos por utilizar o erro relativo na pressao como critério, sendo

O mesmo:

—
s = ] oy (3.26)
P

onde £ é o erro relativo da pressao, p a pressao na iteragdo atual, p° a pressao na

iteracao anterior e tol é a tolerancia (precisao) especificada: tol = 107°.

A seguir é apresentado o fluxograma do cédigo computacional utilizado

neste trabalho.
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3.7 Fluxograma do cédigo computacional

Os programas utilizados neste trabalho foram implementados em lin-
guagem FORTRAN 90. O procedimento de solugdo pode ser resumido no fluxograma

da figura 3.5, o qual representa o cddigo utilizado para a solucdo do problema.

O primeiro passo do algoritmo é atribuir valores para as variaveis, a
seguir constréi-se a malha calculando os pontos no sistema cartesiano de coorde-
nadas; em seguida faz-se a transformacao de coordenadas cartesianas para generali-
zadas e considera-se as condicOes iniciais. Apds inicia-se o cdlculo iterativo obtendo,
em cada ponto, as componentes do vetor velocidade através do método de Runge-
Kutta e a pressdo pelo Gauss-Seidel com SUR. Apés o célculo das velocidades e
da pressao, considera-se as condi¢des de contorno. No estdgio seguinte, avalia-se
a convergéncia do processo; se convergiu cria-se o arquivo de dados e finaliza-se o
processo e, se nao convergiu, retorna-se ao calculo iterativo para as componentes do
vetor velocidade e pressao até que o critério de parada seja satisfeito ou o nivel de

convergéncia desejado seja obtido.

Uma vez apresentado o fluxograma do cédigo computacional, mostra-
se, no proximo capitulo, os resultados numéricos obtidos com a metodologia descrita

até o momento.
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» Geragdo da malha

malha i Calculo das
métricas

Condigdes Iniciais

Calculo das
welocidades

Célculo da pressao

¥
Condicdes de
Contome

Cria arquivos de
dados

Fim

Figura 3.5: Fluzograma do codigo computacional
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4 RESULTADOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos nas simulacGes.

A visualizagdo desses ¢é feita através dos softwares Visual 2D [21] e Mapple V.

4.1 Regime Permanente

Os primeiros resultados sdo os do escoamento em regime permanente
através do duto simples e do duto curvo. Estas geometrias foram escolhidas com o
objetivo de calibrar o cédigo computacional. Em seguida, estuda-se o fluxo através

da artéria carotida em regime permanente.

4.1.1 Duto Simples

As simulagdes sdo feitas, primeiramente, para o duto simples compara-
ndo o resultado numérico obtido com a solu¢ao analitica do problema. Para a anélise
do escoamento no duto simples, construiu-se uma malha computacional de 31x31
pontos sem a necessidade de refinamento devido a simplicidade da geometria. A
figura 4.1 a) ilustra a malha utilizada onde a largura 2H do duto é de 1 e o compri-

mento é de 4.5.

Para esta simulacdo as condigdes de contorno empregadas foram: nas
paredes os vetores velocidades sao nulos (u =0 e v = 0) e a pressao é extrapolada;
na entrada perfil de velocidade parabdlico e na saida do duto o vetor velocidade é

extrapolado.

O campo de velocidades do escoamento plenamente desenvolvido pode
ser visto na figura 4.1 b). Pode-se observar que o fluxo ocorre na dire¢do z onde
observa-se o perfil parabédlico do escoamento, ou seja, a velocidade nas paredes é

zero. proxima as paredes é baixa e, 2 medida que se aproxima do centro do duto,



esta vai aumentando. O perfil torna-se parabélico devido as forgas viscosas presentes

nas equacoes de Navier Stokes.

parede u=vp=0_
extrapolada gaida
entrada
u=u(p) E u
v=0, b v extrapoladas @)

2H
p=po l

0.6

b)

-0.6

Figura 4.1: Ampliagio da malha (a) e campo de velocidades (b) através do duto

simples, 31x31 pontos

Na fig. 4.2 compara-se o perfil obtido numericamente com o analitico

para o escoamento plenamente desenvolvido num duto simples dado por [15]

w=1,5 [1 - (%)Z] (4.1)

onde H é metade da largura.

06 04 02 0.2 P 0.4 056

Figura 4.2: Comparagao dos perfis de velocidade:(-)analitica(o) numérica




Os resultados obtidos estao de acordo com o que é apresentado na
literatura [15], cujo perfil é mostrado na figura 4.3. Como o cddigo desenvolvido
apresentou resultados fisicamente consistentes para o duto simples, parte-se para o

problema do duto curvo.

2T -
Pl _}
} T el =TT
UB ) ------------------------------- gl :::I—::: IIIIIII 2H
} 3 ‘,.‘-,--.-..._.‘A-""
.
i iR EReTE T ?
/r } comprimento I sl
de entrada comnpletamente desenvoluido

Figura 4.3: Perfil de velocidades para o duto simples[15]

4.1.2 Duto Curvo

Para a analise do escoamento no duto curvo, utilizou-se uma malha de
110x31 pontos a partir da juncdo de um duto simples com outro de 60°, como mostra
a figura 4.4. Os raios interno e externo utilizados foram r; = lem e r. = 1, 3em,

respectivamente, e o comprimento do duto simples é de L = 0, 5¢m.

Foi utilizado um fator de refinamento somente na dire¢ao £. Salienta-se
que, utilizando uma malha mais refinada, o residuo da equacao da continuidade seria

menor e, assim, obter-se-ia uma solu¢ao mais proxima da realidade.

A figura 4.5 mostra o campo de velocidades onde o niimero de Reynolds
utilizado foi 790 e as condic¢des de contorno sao as mesmas do caso anterior. Pode-se
observar novamente o perfil aproximadamente parabdlico do escoamento, ocorrendo
maior velocidade no lado interno do duto (centro do dominio). No inicio do escoa-
mento a velocidade no lado interno do duto é um pouco maior que do lado externo;

a medida que o escoamento avanca esta situacdo se inverte.
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Figura 4.4: Malha para o duto curvo,110x31 pontos

Foi comparado o perfil de velocidade a 60°, conforme mostra a figura
4.4. A figura 4.6 mostra a comparagao enfre o resultado numérico obtido no trabalho

e o resultado experimental conforme McDonald [31].

0.5

Fa— —1

Figura 4.5: Vetores velocidade para o duto curvo, Re=790
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4
e
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Figura 4.6: Comparacdo dos perfis de velocidade: (-) McDonald (o) numérico

A solugao numérica assemelha-se a experimental. Percebe-se, na com-
paracao, pequenas diferencas que podem estar associadas a diversos fatores, tais
como medigoes imprecisas e refino da malha no lado interno do duto; de maneira
global a solucao € satisfatéria. A seguir introduz-se o estudo da artéria cardtida

para o caso permanente.

4.1.3 Artéria Carotida

A artéria carétida possui geometria complexa, principalmente na regido
do sinus (bulbo) que constitui um fator que eleva a complexidade do escoamento,
como também observado por outros autores. Quanto a complexidade do escoamento,
as caracteristicas mais relevantes observadas na geometria da bifurcacao da artéria
carotida sao: efeitos de curvatura nas juncoes das artérias carétidas comum - interna
e comum - externa; alargamento do diametro na entrada da artéria carétida interna
(sinos) que, abruptamente, se estreita na saida e assimetria quanto as ramificacoes

das artérias carotidas interna e externa.

A malha utilizada foi obtida usando os contornos da geometria da
artéria carétida analisada por van de Vosse [50] e dada por Bharadvaj et al. [5].
Na obteng¢ao desta malha foram necessarios varios refinamentos a partir dos quais

verificou-se otimizacdo da solugao obtida. A figura 4.7 mostra a malha de 93x31
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pontos utilizada no trabalho. E importante salientar que foi necessario uma maior
concentracao no sinus da carétida interna para melhor detectar as caracteristicas do

escoamento nessas regioes.

Aréria

cardtida

comum
(acc)

Figura 4.7: Malha para a cardtida, 93231 pontos

Para a andlise do escoamento, apresenta-se inicialmente os vetores ve-
locidade e as linhas de corrente na geometria completa da artéria carétida. para

Re=250, como ilustra a figura 4.8.

Na entrada, observa-se que o perfil de velocidade axial é plenamente de-
senvolvido (parabélico) ndo havendo influéncia da bifurcagao. Préximo & bifurcagio
e paredes, as velocidades diminuem devido a influéncia do alargamento da artéria
carétida comum, resultando em pequenos gradientes de velocidades para estas pare-
des. Esta reducdo de velocidade prossegue dentro das ramificagoes levando a sepa-
racao do fluxo. Nesta mesma regido, o fluxo se divide numa proporcao de 40% para

a artéria carétida externa e 60% para a artéria cardtida interna.

O escoamento nas ramificagoes torna-se mais complexo, como na en-
trada da artéria carétida interna. Nela, observa-se uma regiao de fluxo reverso na

parede nao divisora na junc¢ao das artérias carétidas comum-interna, que é con-
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Figura 4.8: Campo de velocidade(a) e linhas de corrente(b) para a carotida, Re=250
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seqiiéncia de sua geometria divergente. Fisicamente, um grande decréscimo da
tensdo é verificado, o que propicia o acimulo de placas e gordura e a formagao

de estenose [7].

Quanto ao campo de velocidades na artéria carétida externa, este apre-
senta um gradiente de velocidade maior préximo a parede divisora da regido da
bifurcacdo e valores relativamente baixos no lado da parede nao divisora, apresen-

tando uma regido de fluxo reverso proporcionalmente menor.

O escoamento na entrada da artéria carétida interna apresenta compor-
tamento complexo, onde se observa: reducao de velocidade devido & regido do sinus;
regiao de fluxo reverso com baixas velocidades na parede nao divisora dos sinus, que
é um efeito de sua geometria; velocidades maiores na parede divisora (influéncia do
vértice de bifurcagdo); perfil de velocidade assimétrico com relagdo ao plano hori-
zontal e mudanca de velocidade axial em dire¢do & parede divisora, devido ao efeito

de forgas centrifugas.

A regiao de fluxo reverso se deve, possivelmente, & geometria do bulbo
apresentar um didmetro maior que o da artéria carétida comum e menor vazao,

situagao esta que favorece ao surgimento de zonas de recirculagao.

Na saida da artéria carétida interna o escoamento apresentou um au-
mento de velocidade devido a redugdao do diametro. Também apresentou perfil de
velocidade aproximadamente parabdlico, simétrico em relagao ao eixo e altos gradi-

entes de velocidade em ambas as paredes.

O perfil de velocidade axial e as tensoes na parede na artéria cardtida
externa apresentam, ainda que de forma mais amena, as mesmas caracteristicas en-
contradas para a artéria carétida interna, tais como: velocidade maior na parede
divisora, velocidade menor na parede nao divisora e assimetria no perfil de veloci-
dade com relagdo ao eixo. A saida da artéria carétida externa também apresentou

caracteristicas semelhantes as da artéria cardtida interna.
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A figura 4.9 apresenta a comparagao dos perfis de velocidade entre a
solugao numérica e os resultados de Van de Vosse em trés posicoes para o caso
permanente. As comparagoes foram realizadas utilizando medigoes, onde estipulou-
se como parametro de escala o ponto (0, ). Nesse ponto as duas solugoes sao iguais.
Os simbolos representam a velocidade em cada ponto da malha e a linha continua

os perfis mostrados por Van de Vosse. Verifica-se boa concordancia com respeito

aos perfis comparados.

w4

(g

02y04

Figura 4.9: Compara¢do de perfis de velocidade:(-)Van de Vosse, (o) obtido,
t/T=0.0

Mostrados os resultados do regime permanente para a artéria carétida,

segue a apresentacao das solugbes em regime transiente.
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4.2 Regime transiente

O fluxo transiente na artéria carétida € caracterizado pela variacao da
vazao ao longo do tempo. Uma andlise desse fluxo é importante, pois através da
solucao ao longo de um pulso pode-se verificar de forma razoavel o que acontece no
decorrer da pulsagdo sangiiinea. Nesse ciclo, percebe-se diferengas significativas que
ocorrem nos perfis de velocidade, com regiGes de recirculacio e baixa velocidade,
que acabam se tornando locais com predisposi¢ao a formacao de estenose. Os resul-
tados obtidos correspondem a um ciclo pulsatil. Neles observa-se as diferengas no

comportamento do fluxo para a sistole e a diastole.

Para o fluxo pulsatil as condi¢bes de entrada para as velocidades sio
dadas pela vazao ", que depende do tempo (figura 4.10); usou-se distribuicoes de
velocidade plenamente desenvolvidas (175 < Re < 693). Como condicio de saida,
adota-se tensoes livres para ambas artéria carétida externa (ace) e artéria carétida

interna (act) e condigdes de ndo deslizamento para as paredes.
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Figura 4.10: Curve do ciclo pulsdtil
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A solugao obtida para o fluxo permanente com valores para o fim da
fase diastdlica foi utilizada como condigao inicial para o calculo transiente. O ciclo
cardiaco, que corresponde as duas fases de pulsacdo (sistole/didstole), foi obtido
experimentalmente por Ku (1983). Na figura 4.10 mostra-se o ciclo utilizado neste
trabalho obtido via interpolagao polinomial, sendo esta uma boa aproximacio da

curva real.
O polinémio utilizado é dado por

Q" = —15.261 + 1494.97#* — 19035.938° + 95494.07¢* +
—212942.06{° + 175942.14%° + .74, <0,32 (4.2)

Q* = —864.69f + 3663.761% — 7951.97£° + 9344.14{*
~5655.07¢° + 1382.061° + 82.51, > 0,32 (4.3)

onde Q* = Q/Qo et = t/T. Separou-se o polinémio interpolador do ciclo em dois
intervalos a fim de evitar que o grau do polinémio seja muito elevado, o que elevaria

o custo computacional. Ele foi obtido usando a interpolagao polinomial de Lagrange

dada por

pa(z) = flzi)Li(z) (4.4)

k=0

onde .
Li(z) = ,:'=°"'*"("’ =) (4.5)

i=0,izk(Tk — Ti)

A seguir sao apresentadas as solugées obtidas para o fluxo transiente.
Na figura 4.11 compara-se os perfis de velocidade para t/T=0.08 (pico da sistole).
Durante a fase de aceleragao sistdlica, a velocidade aumenta rapidamente e o perfil de
velocidade torna-se achatado para a acc. Na regiao da aci o fluxo reverso desaparece
e os perfis estdo mais ou menos arredondados, embora ainda a maxima magnitude
dos perfis esteja na parede divisora. Para a ace os perfis de velocidade sdao achatados,

onde nao ha presenca de fluxo reverso.

A figura 4.12 mostra a comparagao dos perfis de velocidade em t/T=

0.16. Para a acc, na desaceleragao sistolica, um pequeno trecho com fluxo reverso
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Figura 4.11: Comparacdo de perfis de velocidade:(-) Van de Vosse, (o0)obtido nu-
mericamente; t/T=0.08

¢ observado proximo as paredes. Para aci percebe-se diferencas de velocidade no
sinus. A regiao de fluxo reverso que aparece na parede nao divisora ocupa em torno
de 30% do diametro local e é associada a velocidades positivas altas na parede di-
visora. Seguindo o fluxo no sinus, a forma parabdlica para o perfil de velocidade é
retomada. Perto do fim da fase de desaceleragao sistdlica, os perfis de velocidade
no sinus tornam-se ainda mais complicados. Na entrada do sinus, os perfis de ve-
locidade na parede nao divisora sao caracterizados por uma regiao relativamente
grande com velocidades negativas pequenas. No entanto, a regiao de fluxo reverso
desloca-se da parede, resultando numa situagao com velocidades negativas quase até
o centro do sinus. Somente mais adiante o fluxo reverso retorna a parede. Durante

a desaceleragao sistdlica, surge fluxo reverso na parede nao divisora.
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Figura 4.12: Comparagdo de perfis de velocidade:(-) Van de Vosse, (o) obtido nu-
mericamente;l/T=0.16

A figura 4.13 compara a solugao para 1/T=0.32. Para a acc, na fase
diastdlica, a distribuicao de velocidade axial tende ao perfil parabélico novamente.
Para a aci, no fim da fase diastolica do fluxo, a velocidade no sinus apresenta uma
regiao com fluxo reverso (velocidades negativas baixas) na parede nao divisora. Para
a ace os perfis de velocidade mostram as mesmas caracteristicas encontradas na
aci. Fluxo reverso é encontrado na parede nao divisora no fim da fase diastolica
do ciclo cardiaco. Esta regiao, entretanto, possui propor¢oes menores e tensoes
de cisalhamento mais baixas sdao encontradas na parede. Nota-se uma pequena

discordancia entre as solucoes devido, possivelmente, ao refino da malha.

Finalmente, mostra-se na figura 4.14 a solugao no fim da fase diastélica,
que é semelhante ao inicio da fase sistolica do fluxo. Como o fluxo na didstole é quase
estacionario, o perfil de velocidade pode ser descrito pelo transiente dos perfis dados

de t/T= 0.32 até aqueles de t/T = 0.00.
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Figura 4.13: Comparagio de perfis de velocidade:(-) Van de Vosse, (o) obtido nu-
mericamente;l/T=0.32

Observa-se, nas comparagoes dos resultados, boa concordancia em relacao
a forma dos perfis de velocidade para os diferentes instantes apresentados. Alguma
nao conformidade pode ser atribuida a diferenca dos métodos utilizados, assim como

devido a aproximacgao do ciclo pulsatil e a malha utilizada.

Se o fluxo fosse analisado como um pseudoplastico, nao se esperaria
diferencas significativas entre a solug¢ao pseudoplastica e a newtoniana obtida neste
trabalho. Todavia, para o caso viscoelastico, espera-se uma diminui¢ao no tamanho

dos vértices que ocorrem na carétida [17].
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Figura 4.14: Comparagio de perfis de velocidade:(-)Van de Vosse, (o) oblido,
t/T=0.0;/T=1

Apresentados os resultados, parte-se para as conclusoes e perspectivas

para trabalhos futuros.



5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O presente trabalho teve como objetivo obter uma representacao ade-
quada do fluxo sangiiineo na bifurcagao da artéria carétida e toda sua complexidade

numa geometria bidimensional com paredes rigidas.

Verifica-se que o método numérico utilizado para o modelo em questao
apresentou boa concordéancia com os resultados obtidos na literatura. Escolheu-se os
trabalhos da tese de doutorado de van de Vosse em elementos finitos e experimentais

para a comparacao e validagdo deste trabalho.

Visando a calibracao do cédigo computacional, o fluxo em geometrias
mais simples foi, primeiramente, analisado. No duto simples, cuja solucao analitica é
do tipo parabdlica, as solugoes encontradas estao em conformidade com o esperado,
onde pode-se concluir que, para este escoamento, plenamente desenvolvido, nao é
necessario utilizar malha mais elaborada; devido & perda de carga ser minima, a
velocidade do fluido é praticamente constante ao longo do duto e o perfil é simétrico

em relagao ao eixo, onde nao hd nenhum tipo de recirculacao.

Para o duto curvo, observa-se que uma malha mais refinada é necessaria;
verifica-se também que nao ha nenhum tipo de recirculacio, sendo que o perfil é
aproximadamente parabdlico. Uma comparacio entre o perfil de velocidade obtido

e o da literatura a 60° no duto verifica o resultado.

Para a cardtida, na entrada da acc, a influéncia da bifurcagido nao é
percebida e o fluxo é plenamente desenvolvido. Os perfis de velocidade axial sdo
aproximadamente parabdlicos no fim da fase diastélica, achatam-se levemente no
pico da sistole e gradualmente retornam a forma parabdélica durante a desaceleragao
da sistole e a fase diastdlica do fluxo. A parte mais proxima a bifurcagao é carac-
terizada por um alargamento da artéria, o que representa diminui¢do da tensao de
cisalhamento na parede, causando uma regiao de fluxo reverso com maior intensi-

dade no fim da diastole.
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Caracteristicas com maior complexidade do fluxo sao observadas no si-
nus da aci. Neste local, trés fatores geométricos sao importantes. Primeiro, no sinus
existe um alargamento e posterior afunilamento da artéria. Segundo, a transi¢ao da
acc para a act exibe propriedades de um tubo curvo. Finalmente, o fluxo é influ-
enciado pela divisdo do fluxo na bifurcagdo. No final da didstole, o fluxo é quase

estacionario.

Observa-se que, devido a separacao do fluxo e as caracteristicas da
transicdo da acc para a act, os perfis de velocidade axial possuem maximo préximo
a parede divisora do sinus e, portanto, nesta regido a tensdo de cisalhamento é
maior. Os efeitos do alargamento e posterior estreitamento da artéria no sinus é
mais claramente apresentado na parede nao divisora, onde todas as caracteristicas
anteriores induzem a baixas e até mesmo negativas velocidades nesta regiao. Apds o
sinus, os perfis de velocidade axial sao mais ou menos achatados no pico da sistole,
onde ndo se encontra fluxo reverso. Nesta regido da aci, gradualmente é retomado

o fluxo plenamente desenvolvido como observado na acc.

O fluxo na ace apresenta caracteristicas similares ao da aci, porém com
menor intensidade, onde na parede nao divisora fluxo reverso é observado no fim da

desaceleracdo da sistole.

Como perspectivas para a continuacgao desse trabalho estao a inclusao
de modelos para simular o sangue como um fluido ndo newtoniano, para artérias
onde a aproximac¢do de fluxo newtoniano ndo ¢ vilida. Um dos modelos a ser
implementado é o convectivo de Maxwell para comportamento viscoeldstico [49].

Para representar a viscoelasticidade, diversos modelos sdo usados na literatura [12].

O estudo ainda pode ser aprofundado com a andlise da elasticidade das
paredes da artéria, embora seu efeito no perfil de velocidade local seja pequeno.
Espera-se também simular o fluxo usando uma geometria tridimensional a fim de
representar de forma mais precisa o fenomeno fisico, incluindo a deteccao de estenose

em determinadas regioes.
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