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Resumo

Neste trabalho, sao obtidas diversas propriedades das solugoes u(-,¢) do pro-
blema de valor inicial

w+ flu), = (a(u)Us ) TeR, t>0
u(z,0) uo(z), uo € L'(R)

onde f,a sdo suaves, com a(u) uniformemente positiva, seguindo resultados
recentes apresentados em [15], [17]. Em particular, é examinado o comporta-
mento de || u(-,t) |[,1(z) a0 t — oc, mostrando-se que

) e | [ u@0)ds|

ao t — oo. Outras propriedades de interesse sao também discutidas.



Abstract

In this work we present a detailed derivation of several fundamental properties
for the solutions u(-,) of the initial value problem

u+ f(u) = (alu)us )., zeR. t>0

u(z,0) = uo(z), ug € L'(R)

where f,a are assumed smooth, with a(u) uniformly positive for all u con-
cerned. This discussion follows [15], [16] very closely, filling in many details
not included in these references. Particular attention is given to the large

time behavior of the L'-norm of u(-,t), showing that

/Ru(az,O)dml

as t — oo. Other properties of interest are also discussed.

[ u(2) e @ —
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Introducao

Neste trabalho, derivamos diversas propriedades importantes para solucoes
u(-,t) de equagdes de evolugio da forma

u + f(u), = (a(u) ux) , zeR, t>0 (1.1)

T

correspondentes a estados iniciais u(-,0) integraveis (no sentido de Lebesgue),

ou seja,
u(.,0) € L'(R). (1.2)

Em (1.1), como no resto do texto, varidveis subscritas indicam derivadas
com respeito a elas, por exemplo

w= o0 [ = o flulz ),
e assim por diante. As funcoes f,a sdo supostas conhecidas, com f,a suaves
na regiao considerada; para as questoes aqui investigadas é suficiente que
f,a sejam duas vezes continuamente diferencidveis ( i.e., f,a € C? ), com

ademais
a(u) > p >0 (1.3)

para todo valor de u envolvido, onde u > 0 é constante. Em alguns resultados
do Capitulo 4, precisamos também que f (u) seja Holder continua em u = 0,

ou seja,

| f (@) = F (@] <Tlul® (1.4)

numa vizinhanca de u = 0 , onde I', o denotam constantes positivas.

Para o problema (1.1), (1.2), é sabido existir uma solugdo tnica u(-,t) em



C°([0,00[ , LY(R)) que ¢ limitada em R x [ty, oc[ para cada t, > 0 dado e
satisfaz a equagao (1.1) no sentido classico para ¢ > 0, verificando a condicio
inicial (1.2) por se ter u(-,t) — u(-,0) em L'(R) ao t — 0, ou seja,

lu(,8) —u(, 0 lug —0 a0 t—0. (15)

Ademais, para cada compacto E C |0, +oo [, tem-se
u(z,t), uz(z,1t), te(z,t), w(z,t) =0 a0 z— *oc (1.6)

uniformemente em ¢ € E, ver e.g. [7], [14].

Virias propriedades importantes das solugdes u(-,?) podem ser encontra-
dos na literatura, ver e.g. [1], [4], [6], [7], [8], [9], [10], [15], [17] e [18]. Nas
aplicagoes, u(,t) representa a densidade de uma certa grandeza U(t), cuja
quantidade (ou ”massa” ) num dado intervalo [a, b] e instante ¢ é dada por

U(a,b;t) = / : u(z,t) dz, (1.7)
sendo a massa total invariante no tempo,
m= '[\'u.(m,(]) dx= /Ru(m,t) dx Yi>0. (1.8)
Ademais, u(-.t) decai no tempo em varias normas; de fato, mostra-se que
(1) ooy < VBl ul:,0) gy ()07 (1.9)

para todo ¢ > 0 e p > 1. desenvolvendo a andlise em [15], [17] em detalhe.
Aqui, || u||e(z) denota a quantidade

oy
Il = ([ 1u@) P &)’ (1.10)
&
para u € LP(R). p > 1 finito, enquanto, para p = oc,
| ullum@ = esssup| u(a)| (111)
xeR
para u € L*®(R). ver [11], [12]. O caso p = 1 ¢é especial; por se ter

(o 8) ey 2 I[;“(x-‘) dz|=|m| (112)



para todo t > 0, vé-se que u(-,t) ndo pode decair em L!'(R) a menos que
tenha massa nula, i.e., m = 0. De fato, mostra-se, seguindo [17], que vale

lu(. )o@ —|m| a0 t—o0 (1.13)

onde m é a massa da solugao, cf. (1.8) acima.

Outras propriedades das solugoes u(-,t) sao também examinadas, em par-
ticular a monotonicidade em ¢ de || u(-,?) || .»(r) para cada 1 < p < oo,

lu(st) ey < | ul- o) l| o) (1.14)
para todo t >ty > 0. Para p = 1, tem-se também contratividade,
| u(-t) —G(- ) ler) < [|ul-to) — a(-,to) |1 (m) (1.15)

para todo t > to > 0, onde u(-,t), u(-,t) sdo solugbes quaisquer de (1.1)
correspondentes a estados iniciais u(-,0), @(-,0) € L'(R). Esta propriedade é
extremamente 1itil na obten¢ao de varias propriedades fundamentais de (1.1),

(1.2). como por exemplo sua monotonicidade
u(-,0) < a(-,0) = u(-,t) < u(-,t) Yi>0, (1.16)

e decrescimento (no tempo) da variagdo total,
TVi[u(-,t)] < TVz[u(-,0)] Vi>0 (1.17)

onde T'Vi[u] denota a variagao de u € BV(R) dada por
TValu] =sup 3 |u(a:) — w(zis) | (118)
i=1

onde o supremo é tomado sobre todas as colecoes de pontos zp < z; < --- <
z,, para todo n > 1, ver [4], [12], [16]. Em [18], (1.15) é utilizada para
examinar o caso em que u(-,0) € LP(R*),comp > 1, n > 1.

Uma propriedade menos conhecida de (1.1), (1.2), obtida cuidadosamente
nos Capitulos a seguir ao se detalhar a andlise em [15], [17], é o fato de se ter

“ ‘U,(-,t) = 'U(-,t) ”LL(R) — 0 ao t— oo, (1.19)



onde v(-,t) € a solugao da equacio
v, + f(0) vz + fﬂ(o)v"’z = a(0) vge (1.20)

com v(-,0) = u(-,0) ou, mais geralmente, qualquer estado v(-,0) € L'(R)
com mesma massa que u(-,0),

/v(:r:, 0) d:c:-/u(x, 0) dz. (1.21)
R R

Casos particulares importantes da equacao (1.20) sao dados pela equacio

classica do calor,
V¢ = P Uszs (1.22)
e a equacgao de Burgers [2]
U+ bV Uz = [ Vs, (1.23)

que sao consideradas em detalhe nos Capitulos 2 e 3, onde sao obtidas, entre

outras propriedades,
lv(-,t) — 9(-.t) Iy — 0 a0 ¢t — +oo (1.24)

para duas soluges quaisquer correspondentes a estados iniciais v(-,0), 9(-,0)
em L'(R) com mesma massa. De (1.19), segue entdo a mesma propriedade
para as solugoes u(-,t), u(-,t) de (1.1), (1.2),

lu(-,t) — a(t) |lp@ — 0 ao t — +oo (1.25)
quando transportam a mesma massa. Em conseqiiéncia, (1.13) pode ser facil-

mente obtida.

Nas vérias estimativas que sao apresentadas nos Capitulos a seguir, va-
mos denotar constantes quase sempre pela letra C, que em cada instancia

particular poderd denotar um valor diferente. Quando C depende de cer-

tos parametros, digamos p;,pe,- - ,Pn, 1SS0 serd indicado ao se escrever a
constante na forma C(p;,ps.--- ,Pn).- Novamente, diferentes ocorréncias do
mesmo simbolo C(py, ps, - - - ,P.) podem envolver valores distintos, como por

exemplo ao se escrever C(p,q) = p+ 2C(p, q), e assim por diante.



Equacao do Calor

2.1 Introducao

Neste capitulo, derivamos vérias propriedades importantes das solugoes
u(-,t) da equagao de difusao linear
U = I Ups, TeR, t>0, (2.1)
onde p > 0 é constante, correspondente a estados iniciais u(-,0) € LP(R) para
algum 1 < p < o0,
u(z,0) = w(z), uo <€ L’(R). (2.2)
Como é bem sabido (ver Teorema 2.1, Segdo 2.2 a seguir), existe uma

tinica solugdo (cldssica) em C°( [0, +oo], LP(R)) para o problema (2.1),(2.2),
que € dada por

1 ¥ s
wot) = e fR B w0 dy (2.3)

para todo z € R, t > 0. Esta solugao € objeto de investigagao neste capitulo.
De (2.3), segue que u(-,t) € C®°(R x]0,+00[), satisfaz (2.1) no sentido
classico, e além disso

| u(-,t) — w0 ||y — 0 a0 t—0. (2.4)
Assim, (2.2) é satisfeita no sentido de se ter u(-,t) — up em LP(R) ao

t — 0; quando uo for também continua, tem-se ademais u(z,t) — uo(z) para
cada z € R, uniformemente sobre compactos, ver e.g. [6], [9], [10].



Introduzindo K : R x |0, +oo[— R, dada por

K(& 1) == \/Zir—pt i (2.5)

para { € R, t > 0 quaisquer, tem-se K(-,t) € L'(R) para todo ¢ > 0 e entdo
(2.3) pode ser escrita como

u(-,t) = K(t) % u(-,0)  Vt>0 (2.6)

onde * denota o produto convolutivo em L'(R) x LP(R), ie.,

(F+ @) = [ f@—)gw)dy (27)
para f € L'(R), g € LP(R), ver e.g. [11], [12].

Na Segao 2.2 abaixo, derivamos varias propriedades importantes das solucoes
u(-,t) de (2.1), (2.2) usando a representagdo (2.3), (2.6), como por exemplo
a contratividade em LP(R),

| (-, t) e < [l u(-,0) ||zo) Vi >0, (2.8)
a propriedade de monotonicidade
u(-,0) <v(-,0) = u(-,t) <wv(-,t) Vit >0, (2.9)

onde u(-,t) = K(-,t) *u(-,0), v(-,t) = K(-.t) * v(-,0) denotam as solugdes
de (2.1) correspondentes a estados iniciais u(-,0), v(-,0) € L?(R) dados, e
varias outras propriedades.

Em particular, tem-se u(-,t) € L"(R) para todo ¢ > 0 e para cada
p<r < oc.com

luC ) lr@ < llulsto) @ V> to, (2.10)

para cada to > 0 dado. Na Sec¢do 2.3, mostra-se que u(-,t) decai em L7(R)
para cada r > p, isto €,

lu(t) lor@ — 0 a0 & — o0, T>p (2.11)
e vale a estimativa

—lel L
() @ < Clap) || w5 0) ry 277 vi>0 o (212)



para cada 7 > p. O comportamento assintético (¢ — +oc) de ||u(-,t) || o)
¢ menos 6bvio. Adaptando um argumento apresentado em [18], tem-se

| (-,2) [l ee)y — 0 a0 t — +o0 (2.13)

quando p > 1, mas o caso p = 1 é mais complicado, sendo examinado na
Secdo 2.4, seguindo [1], [8], [17]. Obtém-se neste caso

lu(-,t) lov@ — Im| a0 t — oo (2.14)

onde m é a massa da solugao u(-,t),

m = Lu(m,O) dz = /Ru(:z:,t)d:c. (2.15)

2.2 Alguns Resultados Basicos

Nesta segao, derivamos algumas propriedades bésicas das solugoes de
(2.1), (2.2) que serdo Uteis nas secoes seguintes. Estes resultados sio obtidos
de modo simples a partir da representagao (2.3), (2.6) para u(-,t),

wlE.t) = fR K(z —y,t)u(y,0) dy, z€R, t>0 (2.16)

onde K (-,t) é dada em (2.5) acima. Nosso primeiro passo sera mostrar que
u(-,t) dada em (2.16) acima é a tnica solucao de (2.1), (2.2) no espaco
C°([0,+cc [, LP(R)).

Teorema 2.1 [Unicidade de Solugao | Para o problema (2.1), (2.2) acima,
eriste somente uma solucdo em C°([0,+oc [, L? (R) ), dada por (2.16).

Prova. Sendo € R, £ > 0 dados, fixos no que segue, e u(z,t) em
C°([0,+o< [, L? (R)) solugdo de (2.1), (2.2), vamos mostrar que
1 _E=u?
u@ ) = ——— [ e uy.0)d. (2.17)
Védmpt Jr



Para isso, tomemos, parae € |0,Z[, R > |Z|dados, v € C®(Rx |—o0,%])
dada por

v(z,t) = K(Z —z,t —t) (2.18)
onde K (&, 1) satisfazendo
i, lz|<R
Cr= { (2.19)

|z| > R+ 1

com || g llzem € M, ||Crlleo®y £ M para M > 0 fixo, independente de
R.

Como vy = — vz € U = U, para todos z € R, 0 < t < ¢, obtemos
(uCr)e+ p(u(CrV)s — CRVU )z = pu(2 C;% Uz + C; v). (2.20)

Integrando em [—R — 1, R+ 1] x [¢, t — €], obtém-se, integrando por
partes,

fR+ u(z,t — €) (r(z) v(z,T —€)dz — / " u(z, €) Cr(z) v(z,€)dx =

—R-1 —-R-1

t—e R+1 p
=pu / u(2Cpvr +("rv) dzdt
visto que (gr(z) = (r(z) = 0se |z| > R+ 1; como tem-se também (p(z) =

g;;(m)=05e|x| =

/RH u(z,t — €) Cr(z) v(2, T —€) dr — f ¥ w(z, €) Cr(z) v(z, €) dz =

-

=,u,f / u(2¢rve+("rv) drdt  (2.21)
€ R<|z |<R+1

Como u € C°([0,4oc [, LP(R)), segue pela Desigualdade de Holder (A.4)
que
wvg, uv € L'(R x [0, t—¢),

portanto

/ / w(2Crv:+C"gv) dzdt =0 (2.22)
R—'+°° R<|z|<R+1



Por outro lado, ao R — +oc, obtém-se

fR+1
—R—1

u(z,t — €) (r(z) v(z, T — €) —e/u(a:t—e)v(:z:t—e)da:

R+1
f w(z, €) Cr(z)v(z,€)dr — f u(z, ) v(z, €) do
~R~1 R
de modo que, por (2.18), (2.21), (2.22), obtemos

]u(m,f—e)K(i—x,e) dr:/u(x,e)K(i—:c,f—e) dz
R R

Fazendo € — 07, obtém-se entdao

visto que u é continua em (Z,%). Isto mostra (2.17), como foi afirmado.

Lema 2.2 Sendo K (-

u(Z, 1) = f K(z — z,t) u(z,0) dz

O

t) satisfazendo em (2.5), tem-se

/K:rt gr= 1,

Vi>0. (2.23)

Prova. Tomando I = f: e~ 7% dz, v > 0 tem-se pelo Teorema de Fubini

[11],[12] que

de modo que I =

po [erta [eta
R R
= / _T(za"‘yz)dzdy
2
= f / e~ rdrdf
= [ e / d6) dr
[ () )
w ™ 2 T
= — e y2rdr =—,
-, :
%, Le..
e dr = ﬁ, >0 (2.24)
v



Agora, tomando v = 2, ébtém-se de (2.24)

fe_:_; dr = \/4dwut
R

e dai, por (2.5),

1 22
K - = —m = l
/R (x,t)dz 4??,”‘/&6 dx

para todo t > 0, conforme afirmado. O

Observe que, como K (-,t) € positiva, obtemos de (2.23) acima que

| KCGt) @ =1 (2.25)

Teorema 2.3 [Monotonicidade de || - ||ze(w) ] Sendo u(-,t) solucdo de (2.1),
(2.2) entdo u(-,t) € LP(R) e

lu(-8) g < a0l ¥ E>0. (2.26)

Prova. Temos, por (2.6) que u(-,t) = K(-,t)*u(-,0), para todo t > 0. Como
K(-,t) € L'(R) e u(-,0) € L?(R), pela desigualdade de Young (A.7) temos
u(-,t) € LP(R) e, usando (2.25),

lu(t) o) <KD o 4l 0) lee@ = [lul-,0) [|er@

o que mostra (2.26). O

Analogamente, quando p = oo, pode-se obter o seguinte resultado.
Teorema 2.4 [Principio do Maximo] Sendo u(-,0) € L*(R), tem-se u(-.t)
em L>®(R) para todot >0 e

| u(-?) |y < llu(-,0) [l Vi>0. (2.27)

11



L

Prova. Como u(-,t) = K(-,t) *u(-,0), onde K(-,t) é dada por (2.5), obtém-
se, pela desigualdade de Young (A.7),

lu(t) lre@ < [ K1) I [l ul-0) [|ze@) = || ul-,0) llzo)
para cada z € R, dado que (2.25) vale.
Isto mostra (2.27), como afirmado. O

Teorema 2.5 Sendo u(-,t) solugdo de (2.1), (2.2), tem-se

u(z,0) > v para quase todo x € R = u(z,t) >y VzeR,t>0(2.28)

u(z,0) <T para quase todo z € R = u(z,t) <I' VzeR, t>0(2.29)

Prova. Supondo u(-,0) > v, tem-se por (2.3) e (2.23),

f:-—y

1 _(==p)? 1
. )= Aur 1 > Y e 4 s d —
u(z,t) i _/E; e u(y,0)dy > v TR R wdy = 7,

isto é,

u(z,t) > v Vt>0, z€R.

Analogamente, demonstra-se (2.29). O

O resultado acima pode ser generalizado do seguinte modo.

Teorema 2.6 [Monotonicidade do Operador Solugao| Sendo u(-,t),v(-,t) solucdes
da equagdo (2.1) com u(-,0),v(-,0) € LP(R) pare algum 1 < p < co. Entdo

u(-,0) < v(-,0) = u(- 1) < v(-1) Vi>0. (2.30)

Prova. Dado t > 0, tem-se, por (2 3),

wz,t) = ,—47(“ f e U(y, 0) dy

at d
W = v(y 0) dy
v(z,t)

Ii

12



para cada z € R, isto é,
uw(z,t) < v(z,t) Vit>0,

como afirmado. O

Para finalizar esta segao, citamos dois resultados referentes ao casop = 1,
que serdo importantes posteriormente. Quando u(-,0) € L*(R), a quantidade
m definida por

nE = fu(x,O)dm, (2.31)

chamada massa, é importante para a descri¢gao do comportamento assintético
(t — +oc) de || u(-, 1) || 2 (=), ver Secao 2.4. (Teorema 2.13, Teorema 2.14).

E importante, também, observar que a massa de u(-,t) é invariante em

t, conforme mostrado a seguir.

Teorema 2.7 [Conservacido da Massa| Sendo u(-.t) solugcdo de (2.1),com
u(-,0) € L'(R), tem-se

/ w(z,t)dr = f u(z,0)dz Vi>0. (2.32)
R R

Prova. Dado t > 0, temos por (2.3) ¢ o Teorema de Fubini [11], [12] que

1 _E-w?

_/:;u(:c,t)da: = ,/;( '—_47rptfge m u(y,ﬂ)dy) dzx
1 (z=w)?

./-:a ( o _/;ﬁ e wt dz)u(y,0)dy

[ wtv-0)dy.
R
em vista de (2.23). O

Il

A norma || - ||z1(g) € importante na derivagao de vérias propriedades adi-

cionais, como ilustrado no resultado abaixo (ver também Capitulos 3 e 4).

13



Recordemos que uma fungdo v : R — R ¢é dita ter variacdo limitada se
existir M > 0 finito tal que

> (@) —v(za) | < M

para toda colecao de pontos z; < 2 < --- < Z, e qualquer n; neste caso,
define-se a wvariacdo total de v como sendo T'Vx [v] dada por

TValv] := sup ) _ |v(z:) — v(®io) | (2.33)

=1
onde o supremo é tomado sobre todas as colegoes de pontos z; < 2 < --- <

Zn, para qualquer n.

O conjunto das fungoes de variagao limitada em R é denotado por BV (R),
ou seja,

BV(R) = {v:R—-R, TWk < x}. (2.34)

Dada » € BV(R), define-se também a wariacdo positiva de v em R,
PV(R), e a variacdo negativa de v em R, NV (R), via

PVg [v] == sup Z (v(z:) — v(zi-1) )+ (2.35)
NVg [v] == sup Z (v(z:) — v(2i-1) )- (2.36)

onde, como antes, o supremo € tomado sobre todos as colecoes de pontos
T, < Ty < --- < In, para todo n.

Aqui, dado @ € R , a; e a_ denotam as partes positiva e negativa de a,

ou seja,

“ _a+la Ja seaz0 (2.37)
. 0 se a<0.

(2.38)

—a—}—[a,[“ 0 se a=>0
—a se a<0.
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Sendo v € C°(R), pode-se mostrar, ver [16], que

TVg [v] = limsup %f |v(x + h) — v(z)|dx
R

h—0t

PVg [v] = limsup %/%(U(x—f—h) — v(z) )+ dx

h—0+

NVg [v] = limsup %/R('u(x-i—h) — v(z))-dzx

h—0O+

tendo-se ademais, quando v € BV(R) N C°(R),

TVg[v] = lim —-/ |v(z + h) — v(z)|dx

PVifo] = wh/ (e k) i) ), d

NVa o] = / (v(z+ k) — v())-do

h—m h

Mais geralmente, para v € BV(R) qualquer, tem-se

1
T S T oo vl
= [v] > Lim, h[# |v(z+ h) — v(z)|dz

PHall] = i %A(v(m+h} () )

h—0+

NVg[v] > h_+0+ /(v(m—i—h) — v(z))-dz

ver [16].

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

Segue entdo de (2.6) o seguinte resultado fundamental sobre as solucoes

da equagdo (2.1).
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Teorema 2.8 [Propriedade TVD] Sendo u(-,0) € BV(R) N L}(R), tem-se
que a solucdo u(-,t) de (2.1) satisfaz

TVelu(-,?)] < TVlu(-,0)] (2.48)
PVz[u(-t)] < PVafu(-0)] (2.49)
NVe[u(-t)] < NVg[u(-,0)] (2.50)

para todo t > 0.

Prova. Dado t > 0, tem-se pela desigualdade de Young e (2.6),

%L}u(m+ h,t) — u(:z:,t)l dz =

= 7 /R |(KC0) = u +1,0)) @) — (K. = (-, 0)) ()| do
- %]RIK(-J)* (- +1.0) — u(-,0)) (2)| da

- %H K(-,t) = (u(- + h,0) -U('=0)) 2w

IA

HIEGD) o ¢ +A,0) = u(0) e

= %L‘u(x+h,0) ~ u(z,0) |dz

para cada h > 0.
Fazendo h — 0, obtemos de (2.42), (2.45) acima

TV:[u(-1)] = lim %/G u(z+ht) — ulz,b)|dz <

h—0+

& S 1/ u(z + h,0) — u(z,0)|dz < TV [u(-0)],
h Jz
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o que mostra (2.48).

Analogamente, tem-se, pelo Teorema 2.4 e o Teorema 2.7 acima,

%/R (u(:s+h,t) + 'u,(:z:,t))+d3: =

= %[ []u(x+h,t) — u(z,t) |dz + Au(m—!—h,t} —u(a:,t)d:c}

R

IA

E%[/R{u(ﬂh,m —u(m,{))'dx—l-'/ﬁ(u(x—l-h,O) - u(z,0)) de]

— %[{(u(x+h,0)+u(m,0))+d$

para cada h > 0, de modo que, fazendo h — 0, obtemos (2.49) usando (2.43),
(2.46).

A prova de (2.50) é obtida analogamente. O

2.3 Decaimento em [P(R)

Nesta se¢do, mostramos que a solugio u(-,t) de (2.1), (2.2) decai em

L™(R) para cada r > p, tendo-se ademais

lu(8) ller@) < C@) ul,0) e (wt) 36~ vi>0  (251)

onde C(p) denota uma constante positiva que depende apenas de p. Quando

p > 1, tem-se também
il] u(!t) ”LP(R) — 0 a0 t — +o0, (252)

enquanto o caso p = 1 serd examinado na Segao 2.4.
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Teorema 2.9 Sendo u(-,t) solucdo de (2.1), (2.2) tem-se u(.,t) € L=(R)
para cada t > 0, com

lu(8) e < Clup) |05 0) o) £7% Vi>0 (2.53)

onde C(u,p) = (4’»’71!1)"513(1 — T:;)%(l—i_l’) quando p > 1 e C(g,1) = (4np)~% se
p=1.

Prova. Parap=1:

Dado t > 0, tem-se, por (2.3),
u(e.t)] < () [ T uy,0)ldy
R
< ()t [ .0l dy
= Ol Dl ul-,0) eyt
para todo z € R, de modo que
6, 8) ey < O 1) |u(,0) @t V>0,

onde C(u, 1) = (4mwp)~=.
Para 1 < p < oo:

Tomando ¢ > 1 tal que - + i = 1, tem-se pela desigualdade de Holder,

1 /_g:—:;f
u(z, t < e~ et |u(y,0)|d
uet)] € e | T uy,0) 1y

< d (/Re_q%%ﬁ dy)%(]ﬁiu(y,(})lpdy);.

Como [, e~ 7€ d¢ =

%
.;
o

v > 0, tomando v = ﬁ;, temos

Sl

@)l < —m= () 140 e
= (@t H (<) 7, 0) e

1 30-3)
= (ampt) 5 (1= )" T 1e(,0) o

18



para todo z € R.

Portanto, para cada ¢ > 0,

lu(,8) ey < Clup) || 6l 0) [l zogey 7,

onde C(u,p) = (4'n',u)_?1_9(1 - lp)%“—i), como afirmado. [

Uma conseqiiéncia imediata é o seguinte resultado.

Teorema 2.10 Sendo u(-,t) solucdo de (2.1), (2.2) tem-se, para cadat > 0,
u(-.t) € L"(R) para todo r > p, com
1¢1 1

lut) llr@ < Clp) 7 || ul-,0) |lpog) t2% 7 Vi>0, p<r<oc

onde C(u,p) € a constante dada no Teorema 2.9.

Prova. Dado t > 0, temos u(-,t) € LP(R) N L*(R), pelo Teorema 2.3 e
Teorema 2.9, e entao, para p < r < oc,

/ ju(z,t)|"de = / | w(zx, ) 77?7 | u(z, t) [Pdz
& R

< lu( ) 178w /ﬁ; Ju(z, t)|P dx < o0,
o que mostra que u(-,t) € L"(R), tendo-se ademais

I8 ey = ( f o0 d0)” < (1 O ) )

ou seja,

lu(, ) lerwy < [ul,t) ||EP{R} (-, ) ”L;‘%R)
< 0 0) ey (O 1.0 iy %)
R O e

em vista do Teorema 2.3. O
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Para r = p, sabemos do Teorema 2.3 que || u(-,%) |[z») decresce em ¢,
tendo-se assim

Nu(-t) |lee@ < Nlul-,0) ||l o) Vi>0. (2.54)

Quando p > 1, podemos usar o seguinte argumento ( adaptado de [18] )

para mostrar que || u(-,t) ||ze®) — 0 ao ¢ — oc, como mostrado a seguir.

Teorema 2.11 Sendo u(-,t) a solugdo de (2.1), (2.2), tem-se
| u(-,2) [l o) — O ao t— o0 (2.55)

gquando p > 1.

Prova. Dado € > 0, seja R > 0 suficientemente grande tal que
f |u(z,0) |Pdx < € (2.56)
|z|>R
e considere v(-,t) dada por

W = P zeR, t>0
v(z,0) = wo(z), zeR

onde vy € L'(R) ¢é dada por

{u(:c,O), lz| <R
vo(z) =
0, lz| >R

Pelo Teorema 2.10 (com p =1, 7 = p), temos
T =k A
o0 8) @y < Clw1)' 7 [0, 0) sy 2477,

de modo que

lv(-,t) leeey =0 a0 t— o

visto que p > 1.
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Portanto, pela desigualdade triangular, usando o Teorema 2.3 e (2.56)

fuC ) llew < Nult) — o8 @ + 1000 @
< H’U,(,O) - ’U(',O) ”LF‘(R) + “U('!t) HL”(R)
< e+ [lv(50) e
< 2¢
para todo ¢ suficientemente grande. a

2.4 Comportamento em L'(R)

Nesta secdo, consideramos as solugdes de (2.1), (2.2) quando p = 1,
obtendo neste caso que

H ‘U,(',t) HLL(R) — | m| ao t— 0 (257)

onde m é a massa de u(-,t), ou seja,

W = f}u(m,O) ehiti== /u(x,t) dz vt>0. (2.58)

E

Em particular, sendo u(-, %), v(-,t) solugdes de (2.1) tendo a mesma massa,

tem-se

Hu(-t) — () |l — O a0 t — oc. (2.59)

Os argumentos a seguir sdo adaptados de [17]. Inicialmente, vamos con-

siderar o caso m = 0.

Teorema 2.12 Sendo u(-,t) solucdo de (2.1), (2.2) com p = 1, e sendo
Jz u(z,0)dz =0, tem-se

u( ) g — 0 ao t — oo. (2.60)

21



Prova. Por (2.3), temos que u(-,t) é dada por

paratodoz € R, t> 0.

Dado € > 0, tome R = R(¢) > 0 tal que flyIZR lu(y,0)| dy < e. Entao,

I e = [ =] [ w0 d|d

i 1| el L o

< \/;TML ('/MZR Iu(y, )Idy)dx+m/|/ e u(yU dyldw

Usando o Teorema de Fubini e (2.25) tem-se

R ] i
ut- Ol < [ fu(w0)ldy + [ & .0 dy o
vl >R J-R

4t
isto é.
)l < €+ —= || / w0 dy|ds.  VE>0.
Note que

R !"‘!’12
/ e ant u(y,{))dyldz:g
-R

47rﬂt R

< = ] | f -2 u(y,0)dy — [_ie“f%u(y,O)dyM./_Ze-%iu(y,t})dy!)dx

Como [ u(y,0)dy = 0, temos que

_[_R uw0)dy = - [ u(.0)ay

R JylZ R

22



e dai,
R 2 2
/ Sl Dy i s f u(y, 0) dy,

—-R lvl=R
de modo que

T, |/ .0y e

W/ I/ - T; — ehﬁ% )u(y,())dy‘dz
w]#e—m /I.;lzﬁ u(y,U)dyl dz

< e+ \/étlﬁ_m,é‘ /_}; (e_iﬁ%ﬁ —e“fn%)u(y,(})dy|dx

para todo ¢ > 0.

IA

Entao, podemos escrever

luCt) @ < \/F/| / (‘34":3 = e_fs%)u(y,ﬂ)dy!dx

=2
< \/m/ / - _ ia ‘[u(y,O)Idyd:c.
Introduzindo & = —V,;’f-——t, tem-se
oDl < 26+ 5= [ [ ] ) €ty 0) g

Seja. fu(€:y) = ]e‘(‘f'?%) — €| |u(y,0)], VEER, ye[-R.R]

Observe que para cada £ € R, e para quase todo y € [—R, R] dados, temos
fi(€,y) — 0 ao t — oo; por outro lado,

;(o- 9t ) — e €| |u(y 0|

el = |
< (e € | o€ oV B_f%) | u(y,0) |
< (e ¢ g ¥ o3 eg‘;e_%?;) | u(y,0)|
= (€ + e F o) u(w. )]
< (€ + % ef) |u,0)|



Para todo t > £, temos

R
et < e

e, portanto,

_ 7
flew)l < (€ + 57 [u(@,0)| = 9(&,),
com g € L'(R x [-R, R]).
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, segue entdao que

R
// fi6,9) |dEdy =0 a0 t—oo,
RJ—=R

de modo que
u(t) @ < 3e
para t suficientemente grande.

Como € > 0 é arbitrario, segue o resultado. a

Outras conseqiiéncias importantes deste resultado sao dadas a seguir

Teorema 2.13 Sewu(-,t), v(-, ) sdo solugées de (2.1), (2.2) comp = 1, tendo
a mesma massa, i.€.,

Lu(a;,(l) dszv(m,O) dz,

entao

| u(-.t) — v(-,t) llpyw) — 0 ao t — oc. (2.61)

Prova. Sendo 6(z.t) := u(z,t) — v(z,t), temos que ¢ satisfaz
6\‘. == peﬂ

8(.,0) = u(-,0) — v(-,0) € L*(R)
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com massa nula,
f 0(z,0)dz = / u(z,0)dz — f’u(m, 0)dz = 0;
R R R
pelo Teorema 2.11, segue entao
” 9(',1:) ”Li(g) -0 ao t— o0

ou seja,

Il u(-,t) — v(-,t) |Lr®) — O ao t — 00,

conforme afirmado. O

Teorema 2.14 Sendo u(-,t) solucdo de (2.1), (2.2) com p = 1. Entdo,
| u(-st) lor@y — | m| ao t— o0 (2.62)

onde m € a massa da solucgdo, 1i.e,

m = f u(z,0) dz. (2.63)
i

Prova. Tome v(-,t) dada por

Uy = MUUzg

‘U(-,O) = ‘UoELi(R)

com vy dada por

0 caso contrario .

1
/v(a:,O)d:L‘:f mdz = m,
R 0

ou seja. v(-, 1) e u(-,t) tém a mesma massa.

m se 0<z<1
vo(z) =

de modo que

Observando que, pelo Teorema 2.5,
Sem>0: wo(z,t)>0, VzeR, t>0,



sem<0: wv(z,t)<0, VzeR, t>0,
obtemos em qualquer caso

|v(z,t)| = (sgn m)v(z,t) VzeR, t>0,
onde sgn m denota o sinal de m, i.e.,

1 se m>0
sgn m=+< 0 se m=10

-1 se m<0
Portanto, pelo Teorema 2.7, obtemos
I Oloe = [ lo@)d
= (sgn m) _/E;v(a:,t)dm

= (sgn m) ]v(:c,(])d:z:

= (sgn m)m = |m|

isto é.
| v(-,1) [z = |m]

para todo t > 0, e em particular:

Nv(- %) vy — [m] ao t — oc.

Pelo Teorema 2.12,

| u(-,2) — v(-,t) llr@ — O ao t — o0,
e. entao
fu-,t) lerw) — |m]| ao t — oo,
pois
(&) lom — Iml| = [luC.8) ln@ = 1960 loe

< Ju(,t) = v(,8) lln@ — 0,

quando t — oc, donde segue o resultado.
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Serd conveniente generalizar levemente o resultado acima do seguinte mo-
do.

Teorema 2.15 Sendo u(-,t) solugdo do problema de valor inicial

U + QU = PUgy (2.64)
u(-,0) € L'(R) (2.65)

ondea €R e p >0, com [;u(z,0)dz = m. Entdo

| u(-,t) |2y — | m| ao t — oo. (2.66)

Prova. Seja ¢ = z — at. Introduzindo U(£,t) := u(€ + at,t), temos que
U(-,t) satisfaz

U = nUg
U(§.0) u(¢,0) € L'(R)

Il

com [, U(£,0)d§ = [ u(§,0)dé = m. Segue entdo, do Teorema 2.13 que

UG, ) @y — | m| a0 t — oo.

Como

U8 ey = / U, 8) | de = f |u(e+at,t) | d = f (@, t) | dz = [|u(- ) [lzcey,

obtemos entao

lu(st) i@ — [m| a0t — oo,

como afirmado. O

Nos capitulos seguintes, estes resultados sdo estendidos a equagoes mais
gerais que (2.1).
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Equacao de Burgers

3.1 Introducao

Neste capitulo derivamos algumas propriedades importantes das solugoes
u(-,t) da equacdo (1.1) com fluxo f quadritico e viscosidade constante, i.e.,
solugdes da chamada Equacao de Burgers, ver [2],

U + buts = Py, (3.1)

onde b, u sdo constantes, com b # 0, x > 0. Novamente, as solugoes u(-,t)
consideradas correspondem a estados iniciais u(-,0) € L'(R),

u(z,0) = uo(z), up € L'(R), (3.2)

tendo-se u € C®(Rx]0,00[) satisfazendo (3.1) no sentido cldssico para
z €R, t > 0, enquanto (3.2) é satisfeita no sentido de se ter u(-,t) — uo
em L'(R) ao t — 0, i.e.,

|| ‘IL[', t) — Up “L‘(R) —0 ao t—0. (33)
Como no caso da equacio do calor, pode-se mostrar que esta solucao é
dnica no espago C( [0, +oc[, L'(R)).

Ademais, para cada to > 0 tem-se u € L®(R x [to, o0[), com u(-,t) dada

por

24 pa(z,1)
) = —F— ————— VeeR, >0, 3.4
u(z,t) A o x ; (3.4)
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onde ¢(-,%) € solu¢do do problema linear

‘pt = ﬂﬂozzr T E R, t > 0 (3.5)

©(z,0) = wo(z), z€eR (3.6)
com go € L>(R) N C°(R) dada por
% (17) s e"g%: ffmuo(ﬁ)df (3‘7)

para todo z € R. A transformagio dada em (3.4) acima, ou, equivalente-

mente,
o(z,t) = e 2 JTo& -

foi descoberta independentemente por E. Hopf e J. Cole em 1950, ver (3], [5],

permitindo a representa¢ao

PP
2w 1 kAhe ™ woly)dy

u(z,t) = — =
b \/ﬁ fRe_ apt (po(y)dy

(3.9)

para a solugao u(-,t) do problema (3.1), (3.2) acima.

O objetivo deste capitulo é derivar propriedades importantes das solucoes
u(-.t) de (3.1), (3.2) utilizando a transformacao de Hopf-Cole; vérias destas
propriedades sao reobtidas no Capitulo 4 por um procedimento mais geral,
aplicdvel as equagoes (1.1) em geral.

Os métodos do Capitulo 4, adaptados de [4], [6], [15], [17], [18], além de
obter vérias propriedades aqui discutidas de modo elegante, permitem obter
novas propriedades importantes para as solucoes u(-.t) de (3.1), (3.2), como
por exemplo a estimativa

lu(8) o < Cllul,0) lng () 24" vi>0  (3.10)

para todo 1 < p < oc, onde C > 0 é uma constante pura. Por outro lado,
certas propriedades da equacdo de Burgers, obtidas neste capitulo pela trans-
formacao de Hopf-Cole, tem papel importante no Capitulo 4, notadamente o
fato de se ter

luC ) @ — |m| a0 t—o0 (3.11)
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onde m é a massa de u(-,t),

= '[Ruo(m)d:z: = Au(x}t) dz. (3.12)

Outro exemplo é dado pela miscibilidade completa das solugtes de (3.1), (3.2):
sendo u(-,t),u(-,t) solucdes de (3.1) transportando a mesma massa, tem-se

” U(',t) - ﬁ(':t) ”Ll(R) — 0 ao t — 00, (313)

Estes resultados sao apresentados na Segdo 4 a seguir, apos a obtencao de
propriedades auxiliares nas Segoes 2 e 3 deste capitulo.

3.2 Alguns Resultados Basicos

Nesta secdo, derivamos algumas propriedades basicas das solucoes de
(3.1), (3.2). Como j4a foi dito, estes resultados sao obtidos através da Trans-
formacdo de Hopf-Cole dada em (3.4), (3.8), ou seja, ¢(-,t) dada por

oz, t) = ¢ o JruEN (3.14)
ou, em termos de u(-,t),
2u L (z,t)
- 23;
u(z,t) = b Gt (3-15)

paratodoz € R, £ > 0.

A utilidade de (3.14), (3.15) é que ¢(-,t) pode ser facilmente obtida. con-

forme o resultado abaixo.

Teorema 3.1 Sendo u(-,t) solugdo de (3.1), (3.2), e (-, t) dada em (3.14),

tem-se

(Pt — p"(]azz (3.16)

para todo x € R, t > 0.
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Prova. De (3.15), temos

“= S-S E.
2 ( @z
- R,
e
- - =5,

para todo z € R, £ > 0, de modo que

0 = wy+buuy — pUse

B
T [(%), - (L), - (=52)
2 - .
= <8 =) ~ p(Pee] |

- 2[(®),.-u(=))

2 [ um] o

isto é,
5 Lo "
para todo z € R, ¢t > 0, de modo que
ot — Bz = C(t)p

para C(t) € R adequada, para cada t > 0.

Fazendo x — £oc, obtemos C(t) = 0, e (3.16) fica demonstrada. O

Alternativamente, podemos simplesmente definir ¢(-,t) como sendo a

solucao do problema

Gt=PPrzy TER, t>0 (3.17)

o(z,0) = e 25 {20 u(E0) dE (3.18)

introduzindo entao u(-.t) via

24 (2. t)
b p(z.t)

u(z,t) = — (3.19)
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para z € R, ¢t > 0, obtendo-se entao que u(-,t) satisfaz (3.1), (3.2), com
u(-,t) € C°([0,+oc[, L'(R)).

Voltando, agora, a ¢(-,t) dada por (3.17), (3.18), o préximo resultado
estabelece o fato importante de que ¢(+,t) e 1/¢(-,t) sdo uniformemente limi-
tadas, i.e.,

w0, 1/ € LR x [0,00]). (3.20)

Lema 3.2 Sendo ¢(-,t) dada em (3.8) acima, tem-se
e B IUONne < o(z,t) < e 14w (3.21)

para todo z € R, t > 0.

Prova. Temos, para todo = € R,

I fj u(ETO)dﬁ‘ Sf_z | u(€,0) | d€ < _/R|“(510)[d€= 4 0) s,
€ entao, como
o(z,0) = e 2 JZe0 HENE
obtém-se

e B IUOm < o(z,0) < e 1O (3.22)

para todo z € R. Como ¢(-,t) satisfaz a equacdo do calor (3.16), segue do
Teorema 2.4 e (3.22) acima que (3.21) é vélido para todo z € R, £ > 0, como
afirmado. O

Teorema 3.3 Sendo u(-,t) solucdo de (3.1), (3.2), tem-se
u(-,0) >0 = u(-,t) >0, (3.23)

u(-,0) <0 = u(-,t) <0 (3.24)

para cada t > 0.
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Prova. Sendo ¢(-,t) a transformada de Hopf-Cole de u(-,t), conforme (3.8)
acima, tem-se

(pz(xv 0) = _% 99(3-:9 0) 'U,(.’B, 0)

para quase todo z € R; como ¢(z,0) = e~ [ u(E0) & para todo z € R,
tem-se claramente, supondo %(-,0) > 0 ( i.e., u(z,0) > 0 quase todo z € R ),

w(-,0) > 0,
0=(-,0) > 0 se b<0,
0s(,0) < 0 se b>0.

Lembrando, pelo Teorema 3.1, que ¢(-.t) ( e entdo @,(-,t) ) satisfaz a
equagao do calor, temos entdao pelo Teorema 2.5,

Cp(-, t) > 0':
es(,t) > 0 se b<0,
vs(-,t) < 0 se b>0.

Por (3.4), obtém-se entdo (3.23), como afirmado.

A prova de (3.24) ¢ inteiramente andloga. O

Mais geralmente, vale a seguinte propriedade de monotonicidade: sendo
u(-,t), (-, t) solugoes de (3.1) correspondentes a estados iniciais u(-,0),a(-,0)
em L'(R), tem-se

u(-,0) < @(-0) = u(-t) < A1) (3.25)

para todo ¢ > 0. Antes de podermos obter (3.25), precisamos examinar em
mais detalhes o comportamento das solu¢des u(-, ) de (3.1), (3.2) em L'(R).
Para isso, vamos utilizar as chamadas funcées sinal regularizadas, ver [6], [15]:
tomando S € C'(R) uma fungdo crescente verificando

S(z) =1 s 21 (3.26)
S0 =0 se z=0 (3.27)
S(z) = -1 se z < -1 (3.28)
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e, para cada § > 0, definindo Ls; € C*(R) via
Li(w) = [ ste/oe, (3.29)
temos Ls >0, Ly >0 e
Ls(z) — | z| a0 d—0 (3.30)
uniformemente em z € R, com ademais
Lys(z) — sgn z a0 0—0 {3.31)

para cada = € R, onde sgn denota a funcdo sinal, i.e.,

1 se >0
sgn(z)=4 0 se z=0 (3.32)

-1 se z<0

Aproximando | - | por meio destas fungdes Ls, mostramos o seguinte re-
sultado.

Teorema 3.4 [Monotonicidade de || u(-,t) ||L1w®)] Sendo u(-,t) solugcdo de
(8.1), (3.2), tem-se

fu(-t) e < |lul, 0) o) Vit>0. (3.33)

Prova. Dado § > 0, seja Ls; dada em (3.29) acima. Entdo, usando (3.16) e



integrando por partes, obtém-se

d = t [ Pz z r(Pz\ [§
() e - () (2) 0em [(2) (2),0
)

- ”/RL’(% (‘%’" dz
- 4 )%
2
- [ (%) (2 -5) e
- o [(2) (52) e [ 5(2) (2) 2=
" - 2\ Pz
= “fRL (%) (7;) %d“’

visto que L:; >0, ou seja,

a (%) s<n [ (%) (%) e

para todo § > 0. Integrando em [0, %], obtemos

[ = [ e [ [ (2 (5 S

para cada é > 0. Fazendo § — 0, obtemos

kit A
A fo'(%:)) |z gf Sfo((f 0))

visto que, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, tem-se

Ef;/ﬁz.g(%) (%)2 "";f dzdr = 0,

uma vez que, por (3.26) - (3.29), tem-se Ly (£) |£| < C paratodod >0, £ € R
(C>0dadapor C= sup {|£[S(€): -1 < €< 1} )eLs(€)§ — 0 a0
0 — 0 para cada £ € R dado.

Lembrando (3.15), obtém-se (3.33), como afirmado. O

|dx

Mais geralmente, pelo mesmo argumento, segue que

fu(-8) @ < ||u(-to) |y VO<t <t

ou seja, ||u(-,t)||L1m) decresce com ¢. De um modo andlogo, obtemos o

seguinte resultado.
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Teorema 3.5 [Contratividade em L'(R)] Sendo u(-,t),1(-,t) solugdes de
(8.1) correspondentes a estado iniciais u(-,0),u(-,0) € L'(R), tem-se

lu(-,t) —a(-, 1) @ < |ul-,0) —a(-, 0) 1@ Vt>0. (3.34)

Prova. Sendo Ls dada em (3.29) acima, > 0 arbitrério, obtém-se, usando
(3.16) e integrando por partes,

-0 - [5-2)(5-2)
-9
- - [EE R -9, -pe
- -9 (%), (2 -5
< nfEE-2) (- 5)) (-

onde ¢(-,t), @(-,t) sdo as transformadas de Hopf-Cole de u(-,t),%(-), respec-
tivamente. Como L; > 0 , obtém-se entdo

g [igfie B P B e By (i Py
R ¥ ¥ 14 w 14 © 14 v

Integrando em [0,t], segue que
o(2:t)  Pal,t) 2(2,0)  @z(z,0)
Ly g ) LS -y
: % § p D p &
| L EG-NE-D G ) (T -5

de modo que, fazendo ¢ — 0,
]‘w@-(m,t) _ @) 4 o /
vl p(zt)  p(z,t) JR
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visto que. ao § — 0,

f[ y tpz % (ﬁpz ‘ﬁg) (‘f’; ‘Pw) (*0“ w;“’)dxdrﬁ(]

pelo Teorema da Convergéncia Dominada, como no caso anterior (ver p.35).
Usando, entdo, (3.15) acima, obtém-se (3.34), como afirmado. O

Outra observagao importante é dada a seguir.

Teorema 3.6 Sendo u(-,t) a solucdo de (3.1), (3.2), tem-se
u(-,t) € LP(R) Vi<p<o

para cada t > 0.

Prova. Sendo ¢(-,t) a transformada de Hopf-Cole de u(-,t), conforme (3.8)
acima, temos, pelo Teorema 3.1, que % := @, satisfaz

wt = U 'zpzz:

com %(-,0) = @.(-,0) = cp(-,0)u(-,0) € L'(R), c = —3-, em vista de (3.2)
e (3.20). Pelo Teorema 2.9, segue que ¥(-,t) € LP(R), i.e., g.(-,t) € LP(R), e

entao g "
H
wet) =28 = oot & IR
() = -2 ) € P®
visto que, por (3.20) acima, tem-se 1/¢(-,t) € L=(R). O

Para concluir esta secao, é importante observar a seguinte lei de conser-

vagao.

Teorema 3.7 [Conservagio da Massa] Sendo u(-,t) solugdo de (3.1), (3.2),

tem-se

f iadids = [ u(z,0) de (3.35)
E

JE
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para todo t > 0.

Prova. Integrando (3.1) em R x [0,t], obtém-se

t t
/u(s':,t)dw - /u(x,O)dx = —b/ /uuzd:cdf+#/ -/umdxd'rzﬂ
R R 0 Jr 0o Jr

visto que
fuuzdx=0, /umd:c=0
B R

para cada 7 > 0. O

3.3 Decaimento em LP(R)

Nesta se¢ao, mostramos, usando a transformada de Hopf-Cole, que a
solugao u(-,t) do problema (3.1), (3.2) decai em LP(R) ao t — oo para cada
p > 1, tendo-se ademais

lu(2) e < C@ s || u(0) @) 30 VE>0  (3.36)

onde C(p, i, || u(-,0) || 1=)) > 0 denota uma constante que depende dos va-
lores de p, p, e ||u(-,0)|z1 ). No Capitulo 4, mostramos por um procedi-
mento mais geral, adaptado de [15], [17], que C(p, g, || (-, 0) || .1 (=)) € da forma

Clp, p. [ u(-,0) ) = 775 || u(-, 0) =) pE03) (3.37)

onde vy = 6%/4.

Teorema 3.8 Sendo u(-,t) solucdo de (3.1), (3.2), tem-se, para cada

1<p=< oo,
lu(-8) ey < C@)en MOt [lu(-,0) | (ut) 2477, (3.38)

para cada t > 0, onde C(p) = (41r)_%“':l’}.
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Prova. Introduzindo ¢(-,t) dada por (3.8), tem-se
b
Pz(t) = ~o u(-,t) (-, 1) Vit>0.
Como ¢.(-,t) satisfaz (3.16) e, por (3.20),
b
902:('!0) = _'2;”('10) 90(10) <€ LI(R)'J
obtém-se, pelo Teorema 2.10,

| 02(-+ ) le@) < C) | (-, 0) ”Ll(,‘g) (u t)_%u_%} Vi>0

onde
Cp) = (4m) =02
Em particular, por (3.39) acima, tem-se

o0 I < % 106+ 0) llzmgey [l 4(-+ 0) lzrcey

bl 181y
r ]2_;1!_ ez 10Ot || u(-, 0) || 1y

em vista de (3.21).

Como u = —2 £ e 1/¢(:,t) € L*(R), obtém-se
2u 1
) @ < —|| —— 2 (1) || o (®)-
[u(t) lr@ < Ibl“ ) ”me) l1¢2(,2) ll o)

Usando (3.21) e (3.40), segue o resultado.

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Ademais, pode-se mostrar, procedendo analogamente a demonstragao do

Teorema 3.4 acima, que || u(-,t) ||zrw) decresce monotonicamente em %, ou

seja,

lu(-s?) lr) < |l ulcsto) [l rw)

para todo t > tp > 0.
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3.4 Comportamento em L'(R)

Nesta se¢ao, vamos utilizar a Transformacao de Hopf-Cole para obter
(3.11), (3.13) acima, que sao utilizadas no Capitulo 4 a seguir.

Lema 3.9 Sejam u(-,t),a(-,t) solugées de (3.1), (3.2) correspondentes a es-
tados iniciais u(-,0),u(-,0) € L'(R) tendo a mesma massa. Sendo p(-,t), (-, t)
a transformadas de Hopf-Cole de u(-,t),u(-,t), tem-se

[o(,8) = &(-%) llzeo@) — 0 ao t — co. (3.44)

Prova. Seja ((-,t) = ¢(-,t) — ¢(-,t). Temos que ((-,0) € L¥(R) e
((£o0,t) = 0, visto que u(-,t) e @(-,t) tém a mesma massa.

Pela equagao (2.3),

((x,t) \/ﬁ;u_f e C(y,O)dy

A mostrar: H C(.t) “Lm(R) — 0 ao L—00:
Dado € > 0, tome R > 0 tal que |{(y,0)| <e, V|y|=R.

Dai, Vz e R, t > 0, tem-se

|¢(z,t) ] < \/W o [¢(y,0) | dy
1 =u? 1 R 2
T T P ~ T apt A = = e apt ,0 d
T . ol + mf_ﬂe 1w.0)|dy
2 )H 2R q
< &+ [|¢( LR T n i
isto é,

I CCot) llrmomy < €+Tt7Y2 Vi>0

onde I' := gfﬂ I (- 0) [l oo (m)-

40



2
Entao, para todo t > (r—{;l) , obtém-se

| C(-8) [l Lo(my < 26,

0 que mostra (3.44), como afirmado . O

O Lema acima serd til na derivacdo de (3.13), conforme mostramos a

seguir.

Teorema 3.10 Tendo u(-,0),%(-,0) € L'(R) com a mesma massa, i.e.,

Lu(-,ﬂ)dr:f}aﬁ(-,ﬂ)d:c,

entdo as solugées u(-,t),a(-,t) correspondentes de (3.1) verificam

Hu(-t) — @l t) ey — O ao t — oc. (3.45)

Prova. Sejam (-, t), (-, t) as transformadas de Hopf-Cole de u(-,t),4(-,t),
respectivamente, isto é,

w(€ ) d JE et dE.

o(z,t) = ¢ 3 s ¢(z,t) = e

Introduzindo 6(-,t) := ¢.(-,t) — @(:,t), tem-se pelo Teorema 3.1 que 6(-,t)
¢ solugdo do problema

9¢ = ﬂ.en
6(-,0) € LY(R)

tendo, ademais, massa nula, pois
/9(3:, 0)dz = [ ez(z,0)dz — _/_cﬁr(x,(})dm =)

ja que u(-,t) e (-, t) tém a mesma massa.

Assim, pelo Teorema 2.12, tem-se

16(:,t) llzr=) — O ao t — o,
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ou seja,
loz(-t) — G=(,8) lr@y =0 a0 ¢ — o,

ou, em termos de u(-,t),a(-, 1),
lo( ul-,t) — ¢(.)a(t) |z =0 a0 t— oo. (3.46)

Desta forma,
u(.,t) — a(-,?) ln@ <

<[Juc. - ZBaco,,  + e - ZBaco|

2l % (et 00.0) = o 00300) |, + a0 - Zepaco],
R e vy [

< ”a.l,—t)hmm)”‘*@( (1) — B, 00,9 e

| e Do) = Dl

Por (3.46) e pelo Lema 3.9, obtém-se entdo
lu(-,t) — a(-,t)||im =0 a0 t—cx,

conforme afirmado. O

Com o resultado acima, podemos facilmente obter (3.11):

Teorema 3.11 Sendo u(-,0) € L*(R) e u(-,t) solucdo de (3.1). (3.2), tem-se
lu-,t) |l — [m| @0 t— oo, (3.47)

onde m = [; u(z,0)dz.
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Prova. Seja v(z,t) solugdo de

v+ bvy, = pug,

v(,t) = weR

com vo dada por

ool) m se 0<z<1;
o\Z) =
0 se z¢/[0,1].

Tem-se entao, pelo Teorema 3.3, que
se m > 0 entdo v(z,t) >0 Vz R, t >0,
se m <0 entdo v(z,t) <O VzeR, t>0.

Logo,
lv(z,t)] = (sgn m)v(z,t), VzeR, t>0,

e dai, usando o Teorema 3.7,
el = [ lo@o]d
= (sgn m)f v(z,t)dz
R

= (sgum)/rv(x,O)d:v

= (sgnm)m=|m|

para todo £ > 0.

Desta forma,
[ 8) =l mi| = [luC8) g = llo6D | < a2 =60 o,
de modo que, pelo Teorema 3.10,
1”3(‘:“5) ”L‘{R)_lmll —0 ao t — oo,

ou seja,

lu(t) |l — Im| a0 t— oo,

conforme afirmado. O
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Serd conveniente no Capitulo 4 generalizarmos levemente os resultados
desta Secdo como segue.

Teorema 3.12 Dados a,b,u € R com u > 0, sejam u(.,t), @(.,t) solucdes
de

U+ QU +DUU, = Uy, (3.48)

com u(.,0),a(.,0) € L}R) e

f ” sl i [ T (3.49)
Entdo, u(.,t), u(.,t) satisfazem
u(.st) lovw = [ml, [[@(,t) @ — |m] ao t — oo, (3.50)
e
Juot) — 6Dl =0 20 t— oo (3.51)

Prova. Mudando a varidvel z para £ = z — at, (3.48) fica
U+ bUUe = pUg
onde U(€,t) = u(€ + at, t). Dai, pelo Teorema 3.11,
o Dllseey = UGl — | [ U(E0)de] = [ ute,0)da]

a0 t — oo, e analogamente para ||@(-,t)||z: (=), © que mostra (3.50). Final-
mente, sendo U(€,t) := @(€ + at, t), tem-se, ao t — oo,

lu(-t) —a(- )o@ = UG — UG 8)|z@ — 0

usando (3.45). O



Equacoes de Adveccao-Difusao

4.1 Introducao

Neste capitulo, estendemos os resultados anteriores a equagdes de ad-

veccao-difusao mais gerais, da forma
u + f(u): = (a(u) uz) ; z€R, t>0 (4.1)
com u(-,t) satisfazendo a condigdo inicial

u(z,0) = up(z), wup€ L'Y(R) (4.2)

Na equagao (4.1), as fungbes @, f sdo dadas com a, f duas vezes diferen-
cidveis na regiao de interesse ( i.e., a, f € C*(I), I C R intervalo contendo os
valores u(z,t) em questdo, para todo z € R, t > 0 ), tendo-se ademais

a(u) > p Yuel (4.3)

para p > 0 constante. Para alguns resultados, é preciso supor também que
f"(u) é Holder continua em u = 0, i.e.,

|f(w) = f(0)] <T|ul® |u] <0 (4.4)

para algum Q > 0., onde I', @ > 0 sdo constantes. Novamente, (4.2) é
satisfeita no sentido de se ter u(:,t) — uo em L'(R) ao ¢ — 0, ou seja,

H ‘I.L(', t) — Uy ”Ll(ﬁ) — 0 ao t — 0, (45)
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existindo uma tnica solugao u(-,t) € C°( [0, cc[, L*(R) ), que satisfaz (4.1) no
sentido cldssico, verificando ademais

u € L®(R X [to, 00]) (4.6)

para cada to > 0 dado, ver e.g. [6], [7], [9], [10], [15].

Na Se¢ao 4.2, derivamos algumas propriedades basicas das solugoes (-, t)
acima, andlogas a propriedades anteriormente obtidas para a equacdo do
calor (Capitulo 2) e de Burgers (Capitulo 3). Em particular, vemos que
| (-, ) || L1 (=) decresce monotonicamente com t,

[ ult) @ < [lul-sto) lrw Vi>to 20, (4.7)
e, mais geralmente,

u(-2) ey < [l ul-5t0) llo) Vit>to>0, (4.8)
para cada p > 1. Em particular, para p = oo, tem-se o Principio do Mdzimo

lu(-, Ol ez < llul-to)llLer Vi>to>0. (4.9)

Ademais, tem-se contratividade em L'(R): sendo u(-, ), @(-,t) duas solugdes
quaisquer de (4.1), (4.2), elas verificam

u(,8) = (- 8) llzrmy < (- 0) — a(, 0) llr Vt>0. (4.10)

Uma conseqiiéncia. importante é a seguinte propriedade de monotonici-
dade: supondo u(-,0) < @(-,0) no instante inicial t = 0 (ou seja, u(z,0) < (z,0)
para quase todo z € R), segue que u(-,t) < (-, t) para todo £ > 0 (ou seja,
u(z,t) < u(z,t) paraz € R, t>0),ie,

u(-,0) < @(-,0) = u(-,t) < ul-,1t) Yi>0 (4.11)
Na Secdo 4.3, mostramos, seguindo [17], que u(-,t) satisfaz a estimativa
| u(-,2) lee@ < C |l u(-0) ||rr@) (» )2 Vi>0 (4.12)
onde C = 6%, de modo que, interpolando (4.7) e (4.12), obtemos

—-if1=1
|-+ ) | oy < C |65 0) llus ey () "2 7% Vi>0 o (413)
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para cada p > 1. Outros resultados sdo também obtidos nesta se¢do, em
particular

|z, 1) |2 < Clm, to, || (-, 0) |1 w)) t3 Vi>to (4.14)

para cada o > 0 dado, onde C(p, to, | u(-,0) ||z1(m)) > O denota uma constante
cujo valor depende de tp, do parametro u > 0 dado em (4.3) acima, e da
magnitude de || u(-,0) || 11 (x)-

Estes resultados s@o utilizados na Secao 4.4 para mostrar, novamente
seguindo [17], que tem-se

() @ — [m] ao t — o0 (4.15)
onde m é a masse de u(-,t), invariante no tempo,

m = [u(x,ﬁ) dz = f_u(a:,t) dz. (4.16)

Além disto, sendo u(-,t), %(-,t) solugdes de (4.1), correspondentes a esta-
dos iniciais u(-,0), @(-,0) € L'(R), tem-se

u(t) — a(-,t) llim — 0 ao t — o0 (4.17)

quando possuirem a mesma massa. Estas propriedades decorrem do fato de
as solucdes u(-,t) de (4.1), (4.2) serem bem aproximadas pelas solugoes v(-, %)
do problema (estudado nos Capitulos 2 e 3)

v+ f(0) vz + f (0)v vz = a(0) vzr (4.18)

v(+,0) = u(-,0) (4.19)
no sentido de ter-se

u(-,t) — v(,t) lerw — 0 ao L — oo. (4.20)
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4.2 Alguns Resultados Baésicos

Nesta se¢ao, derivamos algumas propriedades basicas das solucoes u(-,t)
de (4.1), (4.2) que serdo utilizadas posteriormente.

Teorema 4.1 Sendo u(-,t) solugdo do problema (4.1), (4.2), tem-se

lult) |l < [ul,0) |l Vi>0. (4.21)

Prova.

Para T' > 0 dado, tomando to €]0,7'], R > 0, multiplicando (4.1) por
Li(u(z,t)) ), conforme (3.26) - (3.29), e integrando o resultado em [—R, R] x
[to, T'], obtemos, integrando por partes,

/_}; Ls(u(z,t)) dz + [T fj; L; (u) a(w) v dzdt

R T T
=/ Lg(u(:c,to))d:c—f A(u(R,t))dt+/ A(u(—R,2)) dt
-R to to

+ TLj;(u(R, t)) a( w(R,t)) u.(R,1t) dt

to

— | Ly(w(—R,t)) a(u(—R,t)) u.(—R,1t) dt

to
onde A(u) = [} Ls(v) f'(v) dv. Fazendo § — 0, e lembrando que Ls > 0,
obtemos

R R T T
f |u(m,t)pdx§/_R|u(x,zo)|dm+ 1 |A(u(R,t))|dz+[o | A(u(—R,t))| dt

R

) T T
+/ la(u(Rt)) ue(Rot) | dt + [ |a(u(=R.1)) ua(=R.t)| dt

to
para todo R > 0, to €]0,T [, visto que |L:5| < 1. Fazendo R — +o0, resulta

entao
lu(T) @ < llult) )
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usando (1.6). Fazendo finalmente t, — 0, obtemos (4.21), como afirmado. [J

Um modo abreviado de apresentar o argumento acima, que ja foi usado
nos Capitulos 2 e 3, pode ser apresentado como segue:

Tomando Ls, 6 > 0, dada em (3.29), tem-se, para ¢t > 0,

%[ELg(u(m,t))dx = AL;(u(z.t))wdz
= — /RL;(u(a:,t))f'(u)u:da:—t—/RL;(u(m,t))(a(u)uz):dm
= = LLg(u(m,t))a(u)uzd:c

visto que
[ Eitutet) £ ) e do = [ - Awdz =0
onde A(u) = [ Ls(v) f'(v) dv.
Lembrando que Lg > 0, tem-se entao

%[RLg(u(m,t))dx <0,

de modo que

f&W@ﬂMxS[&W@MMm

para cada t > 0, § > 0. Fazendo § — 0, obtém-se, por (3.30),

P
LhMﬁMwSmemlr

concluindo o argumento. O

A prova acima mostra, na verdade, que
lu(,t) g < llul.t) o Vit>1t20,

ou seja, || u(-,t) |11 (w) decresce com t. Este fato também ¢é verdadeiro para

qualquer p > 1, conforme mostrado a seguir.

49



Teorema 4.2 Sendo u(-,t) solugdo do problema (4.1), (4.2), tem-se,

[ u(-, ) HLP(R) < | U(ato) ”LP(R) Vi>t >0 (4.22)

para todo 1 < p < oc.

Prova. Como no teorema anterior, podemos argumentar abreviadamente co-
mo segue:

Considerando primeiro p > 1 finito, tem-se, tomando as fungoes Ls dadas
em (3.29),

G [Baena = p [ 0 uwn) L) wd
= —p [ I (u@:0) Li(u(@.0) f (W) e do
+ p /5; Lfs’_l(u(m,t))L;(u(x,t))(a(u)um)zdz:
— —p@-1) [ I(u(e.0) Liu@ ) a(wulde
- p [ 57 u(e0) L(ula 1) aw) i do
visto que

[ 2 (e t) Ziue0) £ () e do = [ 2 ACuto,0)) da =0

onde A(u) = [} LE Ly(v) f'(v) dv.
Lembrando que Lj > 0, obtém-se entao

d
dt

para todo t > 0, de modo que
/Lg(u(:s,t)) dr < ] LE (u(z,t0) ) dz

para todo t > to > 0. Fazendo § — 0, obtém-se (4.22) em virtude de (3.30).

L”(u(:c, t))dz <0

Finalmente, fazendo p — oo em (4.22), obtém-se

lu(.t) leem < llul,to) =) (4.23)
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para todo t > tg > 0, concluindo o argumento. Novamente, esta derivagao
pode ser feita de modo rigoroso, como feito na prova do Teorema 4.1. O

Uma propriedade especial da norma || - ||z1(=) é dada abaixo.

Teorema 4.3 Sendo u(-,t),u(:,t) solugées de (4.1), (4.2), tem-se

lu(-,t) — a(,t) @ < lu-,0) — a(-,0) |l Vi>0. (4.24)

Prova. Tomando as fungdes Ls, § > 0, dadas em (3.29), obtém-se, para

0(-,t) == ul- ) — (-, 1),
%AmwmQMm= ﬁ%wmnmwﬁm
= - [L®)fledo+ [ L) (o)) do

% [ Ly(0) (a(w)6.) _d

onde

la] =a(a+6) —a(u)

[f] = f(@+0)— f(@).

Integrando por partes, tem-se

jt L5(9($ t))dz = /L,; 0)[f]6- da:—/_L;(B)[a]ﬁszd:r
= fLa(G)a(u)Ogdm
R
e entdo, lembrando que Lg > (0, resulta
d L (6(z,t))dx <
>

ﬁémmmH&m—Lﬁwmmmm&m
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para todos ¢, § > 0. Integrando em [0, ], obtém-se
ng(ﬁ(w,t))dm < /L5(6($,0))d$
E R
t
% / /L;(a(x,r))([f] ~ [e]iL ), duik
o0 JR

e entao, fazendo § — 0, resulta

[R|9(:c,t)[dz < [ile(x,o)ldx

em virtude de (3.30) e de que

]D [ L5(6(.7)) (141~ [a] ) 6. dadr —0,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. O

Outra propriedade fundamental das solucoes e u(-,t) de (4.1), (4.2) é dada
a seguir.

Teorema 4.4 [Conservagio da Massa| Sendo u(-,t) solucdo de (4.1), (4.2),
tem-se

/u(:r:,t) de = /u(x, 0) dz Yt>0 (4.25)
R R

Prova. Dado t > 0. tem-se

2 [wwnan = [tz ds
= - ./Rf(u)z dz -!—_L(a,('us)“f,cm,)I dz=0,

0 que mostra (4.25). O

Dado que valem os resultados (4.24), (4.25) acima, podemos usar o argu-
mento de M.Crandall e L.Tartar [4] para estabelecer a seguinte propriedade

de monotonicidade.



Teorema 4.5 [Monotonicidade do Operador Solucao| Sendo u(-,t),a(-,%)
solugoes de (4.1), (4.2), tem-se

u(-,0) < a(-,0) = u(-,t) < al-,t) Vit>0. (4.26)

Prova. Dado t > 0, tem-se, pelos Teoremas 4.3 e 4.4 acima,

[wte) o) o= [ HEDZH@OLE wnd —in)

= %[R[u(m,t) — @(z,t)|dz + %/R(U(IBJ) — U(z,t)) dz
- %Lm(x,t) — iz, t)| dz + %[R(u(x,ﬂ) — i(z,0))dz
< %L|u(x, 0) — 4(z,0)|dz + %/E(u(:t,{}) — (z,0)) dr

= l/ []u(:c, 0) — @(z,0)| + u(z,0) — a(z, 0)] de =0
2 Jr
visto que u(z,0) < i(z,0) quase todo z € R.
Logo,
0 < ] (u(:c,t) — iz, z)) dz < 0,
® +
de modo que
f (we.t) —i(z.1)) _do =0,
R +

de onde segue o resultado. O

Uma conseqiiéncia imediata é a seguinte propriedade.

Teorema 4.6 [Propriedade TVD] Sendo u(-,t) solucdo de (4.1), (4.2), com
u(-,0) € BV(R) N LY(R), entdo

TVelu(-,t)] < TVg[u(-,0)] Vt>0 (4.27)
PVilu(-,t)] < PVglu(-,0)] Vi>0 {4.28)
NVzfu(-,t)] < NVi[u(-,0)] vt > 0. (4.29)
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Prova. Dado t > 0, tem-se por (2.39), e [16] pg. 1201,

TVe[u(-,t)] = h:ﬂjgl)

< limsup};/lu(a:+h,0)—u(x,O)lda::TVR[u(-,O)],
R

h—0+

u(z+ h,t) —u x,t)l dz

visto que @(z,t) := u(z + h,t) é solugdo de (4.1) com (-,0) = u(- + h,0).

Analogamente, por (2.40), obtém-se

PVzu(-,t)] = ]ji%lip% /R (u(:c + h,t) —u(z, t))+d:c

T — ]'u,(:z:-i-h. t) —u(z,t)| + (u(z + h,t) — u(z, t))
h—O+ h 2

< hfl_zlip [|u(x+h 0) — u(z, 0)|dx+ h](u(:t:+h 0) — u(z, 0))d:z:)

~ limsup = fR (4@ +1,0) — u(z,0))_dz = PVafu(,0)},

para cada t > 0.

Da mesma forma, mostra-se (4.28). O

Observe da prova acima que

PValu(- 1)] = NVa[u(- 1)} = 5TValu(- 1) (4.30)
para todo t > 0.

4.3 Decaimento em LP(R)

Nesta secdo, obtemos estimativas para u(-,¢) e algumas derivadas, que
sdo utilizadas na Secdo 4.4.
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Teorema 4.7 [Desigualdade de Energia 1] Sendo u(-,t) solucdo de (4.1),
(4.2) e 0 > 1/2, tem-se

T
TN T) ey + 20 [ 708 eyt <

5572

& = T—1/3 \/—“’“( ,0) [y T2 (4.31)

para todo T > 0.

Prova. Multiplicando (4.1) por ¢t u(-,t) e integrando em R x [0,T], T >0
dado, obtém-se

T
f /t“umdmdﬁ / /t"uf(u)zd:z:dt f /t" a(u) um da:dt.
o Jr

Agora, tem-se

T 2.7 T 2
/ /t"umdmdt = ft"%—'o d:r:—/] at"_l%dxdt
0 R E RJO
Lpo *ar = [ * dud
= ET L(u(:ﬂ,T)) — 5\/0 2 L(U(I.f)) t
- ¥
= STNUT) ey — 5 [ 7 ) My

ou seja,
g
[ [ et =T 1 oy =2 [ #7100 Byt (432

Analogamente,

_[Ruf(u):d:c = Lu(m,t) f'(u(:n,t)) u(z,t) dz Z[q%[g(m’ﬂ]d&:

onde

u(z,t) g
9(z,t) = fo v f (v) dv,

[ u f(u)dz =

95

de modo que



e assim

T
f o / o Flal), el = G, (4.33)
o Jr
Finalmente,
fu(a(u)uz) dr = ua(u)u, = s / a(u) v dz
R z - &
= — f a(u) v dz,
R
isto é,

/ £° f (a,(u 'u,x da;dt f £ / Yu? dz. (4.34)

Assim, por (4.32), (4.33) e (4.34), obtém-se
w T . T *
Tl D a2 [ [ o) @) dodt = o [ £ 1) ey o
0 R 0
de modo que, por (4.3), tem-se
T ¥
T T) oy + 20 [ 2 lale ) W <
0
T
<o [ ) [ de (4.35)
0
Usando a Desigualdade de Sobolev (A.11)

) 12/3 1/3
[ ul,?) liz2m) < V2 il u(-,?) |[Lf1['lg) Hl ua(-,2) ”L};(R)’ (4.36)

tem-se

L < ;
[ ) ey
0
3 i 2/3
< Vi A 1 e, 1) 120 e, 0) 1, dit
i 4/3 B 1 2/3
3 a—
< V4l ul-,0) ElLl(R}'/{; 77 | ua (-, ) HLZ(R) dt

T 1/3
4/3 /3 — d
< V& ul-,0) u,;a(m/e 2R (17 wal, ) oy )
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T 2/3 T 1/3
< V| u(-, 0) I ( /0 e ar) - ( /0 1 | e, 1) facey dt)

-1/2 y2/3 T 1/3
= VA0 (5=75) ([ Clut0Bma)
usando (4.35) e a Desigualdade de Holder (A.4) com p=3/2e g= 3.

Definindo
T
Es(T) = T° || u(, T) |y + 2 ] 1 | t4a -1 2) [Bage
tem-se entao

( a—1/2) 2/3

T 1/3
Eo(T) < o V| u(-,0) |[}ig, —1/2- @07 (20 [ 1 a0 [Bagey )

Tar—l/2} 2/3 . 1/3
< o VA, 0) e (5—75) @w ™ (Bs(D)
de modo que
3/2 il -1/2
Es(T) < 20 l| u(-,0) ||L1(’=1) —1/2 (2p) /

Portanto, para cada o > 1/2,

T
T u(, T) |agey + 20 [0 £ || -+ 8) | 2agey dt <

/2 2
—-1/2 \/
para todo T' > 0, como aﬁ:mado. O

u(-,0) 132y T2

Em particular, tomando ¢ = 1, obtém-se

T
Tl T) ooy + 20 | tllusl 0 st <

< 2214, 0) [Br ey T (437

VB
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enquanto ¢ = 3/2 produz
T
T2 || u(-, T) |22 + 2!—‘] t32 || uz(-, ) |72 dt <

3/2 \/2
<(3) 7 16Ol T
para todo T' > 0. De (4.38), obtém-se

3f

lu(8) 2@y < /== lu(-0) @y w7472,

Ademais, de (4.37), segue que

d V3
t]| el t) 2oy @t < —— || u(-,0) |21 g T2
/0 e ) Moy d < 2 1 0) ey

para todo T" > 0.

Lema 4.8 Para cada ty > 0, eziste t. € [to/2, to] tal que

te || ua (-, t.) 2@y < 2? llu(-,0) 131 to

Prova. De (4.40) acima, tem-se

[ofz t” uz(',t) ”LQ(R) dt S ;_\7_; ” ( ) ”Ll(‘?)

e entao, por (A.9), obtém-se (4.41).

(4.38)

(4.39)

(4.40)

(4.41)

Uma conseqiiéncia importante dos resultados acima é dada a seguir.

Teorema 4.9 Sendo u(-,t) solucio de (4.1), (4.2), tem-se
| u(-st) |2y < V6 || (-, 0) |2y /2 2712

para todo t > 0.

(4.42)



Prova. Dado t > 0, pelo Lema 4.8 sabe-se existir ¢, € [t/2,t] tal que

22 .
| (-, 0) |32 my 2,

Ll us(s t) 122y <

JV/m
de modo que
2 f e
el t) lry < [ 2= M- O sy €774 €77,
enquanto, por (4.39), tem-se
3\/_
| u(,t.) 2@y < | (-, 0) | 1wy 1 =178 g=1/%

Portanto, da Desigualdade de Sobolev (A.10), obtemos

[l u(- ) ||L°°(R) < \/5” u(-,t.) “t;z(m_) | wz (-, t) “L2(1§)

< /3V6| u(-,0) || prmy V84738 Y2
< V6 ||u(-0) ||p@ w2 712

visto que . > t/2. Pelo Principio do Méximo (4.23) obtém-se o resultado
desejado. O
Teorema 4.10 Sendo u(-,t) solucdo de (4.1), (4-2), tem-se

luC8) ez < Cp lu(-,0) oy (wt) 2477 Vi>0  (443)

para cada 1 < p < oc, onde C, = 6'15“‘%’).

Prova. Os casos p = 1, ja foram estabelecidos acima ( ver Teoremas 4.1
e 4.9 ). Considerando 1 < p < oo, tem-se, para t > 0,

- 1
() gy < N, t) WS llut) | gy,

ver (A.8), de onde (4.43) segue imediatamente, usando (4.21) e (4.42). O
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Na Secgao 4.4, precisamos também de estimativas para |luz(-,%)| ) e
[|zz (-, 8) || L2(r); estabelecé-las serd o objetivo dos resultados a seguir. Serd
conveniente introduzirmos K; > 0 tal que

u(-,0)|ln@ < Ki. (4.44)

Teorema 4.11 Sendo u(-,t) solu¢do de (4.1), (4.2), e sendo to > 0 dado,
tem-se

| uz(-5 1) [ 2@y < C(p,t0, K1) || u(-, 0) || 1) 3 Vi>ty, (4.45)

onde C(u,to, K1) > 0 é uma constante que depende de pu, to e K, acima.

Prova. Introduzindo #(-,t) via

P(z,t) = fouir,c)a(v) dv, (4.46)
e sendo ¥(u) = [ a(v)dv, e ® a inversa de ¥, obtém-se

e = a(u)u, Y= a(u)Us,
de modo que ¥(-,t) satisfaz a equagao

b+ (2)) ¥o = a(@)) s

Definindo f(€) = fOE f'((b(y)) dy, a(§) := a(@({)), tem-se entao
Yo+ F()z = 6(4) Yoz (4.47)

para z € R,t > 0, com %(-,t) € L}(R).
De (4.42) e (4.46), temos

luz. )] < Co, |d(@b)| < Ao (4.48)
para todo z € R, t > to/2, onde

Co= VT2 Jul-, Ol (uto) ™2, Ao= max |a(v)| Cy  (4.49)

[v|<Co
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Em particular, de (4.46) obtém-se
W(z,t)| < Ao |u(z,t)| (4.50)
para todo z € R, ¢y > #9/2, e entdo, de (4.42), segue que

(-, 8) |z £ Clp,to, k1) || u(-,0) || 1wy 3, Vi>t/2. (4.51)

Seja t. € [to/2,t0] dado pelo Lema4.8. Para estimar || ¥,(-,T) ||z2®y, T > to »
derivamos (4.47) com relagao a z, e obtemos, multiplicando a equagdo resul-
tante por 2¢%1), e integrando em R x [t., T,

T
T2 | 4o, T) [Baey + 20 [ £ || Yanlcr ) [Py dt <

T T 3 .
<t e +2 [ N0t +2 [ 2 [ |7 @0)~F () ) el
em vista de (4.3).

Como %, = a(u) u., tem-se, por (4.50),
“ wx(wt) ||L2(R) < AO H 'd,_-(-, t) HL;I(R)! Vi 15 . (4'52)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5) e (4.37), (4.41) acima, temos

T
t2 {2 (- ) ”%,2(:3)"‘2/ t %2(:t) [ F2my dt < Clu,to, K1) [|ul-,0) 31z g
t

enguanto, pela Desigualdade (A.1) com € = u e (4.52) acima,

fT *Q/RQ |7 () — 7 ©)| el [ouc] dzt <

< uf & 1arast [0 [|F@)-FOf 1val doat

< u f 2 | ea 1) [Bagey e + Clas o, K1) j 2 [ 108 4 P doct
< ﬂ/jgH%z(',t)||22(R)dt+c(ﬂstn,ff1)/ t |92 ) 2z, dt

< @ f 2 | ) By it + Ot to, K1) f_Tcuuz( £) I2acey dt

< p / £2 | e 1) By dE + Ol o, K1) | (-, 0) 21y T2
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tendo em vista (4.52).

Portanto, tem-se

T
T?|| (-, T) | %E(R)"‘#/ 2l za () T2y dt < Cus,t0, Kn) || u(-,0) 312y T2

para todo T' > tg, onde C{u, to, K;) > O depende de pu, to, K.

Em particular, obtemos

| %=, T) ll2wy < Clu,to, K1) [ju(-,0) ||l (wy -3 VT >t (4.53)

Ademais, como u, = %, segue de (4.3) que

P1 1
| eaet)| = | s @] < 5 1@,

de modo que
1
Hus(-58) Iy < = | %=(-8) 2

obtendo-se entdao (4.45) usando (4.53). O

Teorema 4.12 [Desigualdade de Energia 2] Sendo u(-,t) solucdo de (4.1),
(4.2), e to > 0 dado, tem-se
T
T el T ey + 1 [ ) gyt <
to
< C(u, to, K1) f} u{:.0) ”il(m P, {4.54)

para todo T > to, onde C(u,to, K)) > 0 € uma constante que depende apenas
de to e 0s pardametros i, K, > 0 dados em ({.3) e (4-44) acima.

Prova. Tomando t. € {%,1o] dado pelo Lema 4.8, procedemos do seguinte

modo:

Derivando a equagdo (4.1) em relagio a z, multiplicando por 2t%u, e
integrando em R x [t., 7], tem-se:

T T g
2 [ & [wundsdt+2 [ 2 [ w(f(w)u.) dedt=
R te R i

St
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=2 f; £ fEuz (a(u) um)x dzdt + 2 ]:P t? /Ruz (a’(u) uﬁ)z dzdt,

o que fornece, integrando por partes e usando (4.3),

T
T2 || ua -, T) By + 26 [ 2] ez (- ) By dt <
te

T
< 2ot ey + 2 [ tluel ) e
T g ! 5
+ 2 [ 8 [|F@=F Ol e | doc
te R
T r
” 2/ tzfla(u)lluzl2|uz:1dmdt.
te E
Usando a Desigualdade de Cauchy (A.1) com € = x/3, obtemos entao

i
T2 42 T) sy + 26 [ 2l tael ) ey <

te

A

T T
u
t e (- ta) 132y + 2/£ tll uz(-, 2) 12 dt“*‘g/ £ || Uz (-, 1) |72 dt
. fa

T
+ SOt k) [ [ |u@ )| et P dodt
ts R

T

p 3 T
+ 5 d 3 [I 'U'M(Ht) Hiﬂ{ra) dt + ;C(ﬁwtﬁr Kl)/ tzll uz('at) ”L(R)dt- (4-55)
- tu

Note que, por (4.37) e (4.41), temos
T
el t) ey + 2 [ tlualcit) )t <
te
< Clp, to, K1) [ u(-,0) |72y T2, (4.56)
e, por (4.42),

T T
f t> f | u(z,t) 2| ue(z,t) |Pdzdt < / 2 || u(-52) | Zooqmy | 2 (-5 1) |72y dt
le R t

T
< Clto.Kr) [ tlluacot) [Bagey e
te
de modo que, lembrando (4.37) novamente, obtemos

T
f 2 f? (u(z, )2 | us(e, ) [ dodt < Clp,to, Ko | 4+ 0) [y TH. (4.57)
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Agora, usando a Desigualdade de Sobolev (A.12),

luz(,8) ey < 2l ueot) oy Nl tea (1) 2w

tem-se, usando a desigualdade (A.1) com € = pu/3,

> Cluto, ) f £ sl 1) eyt <

3 . T
< Ec(ﬁatosKl) / 22| uz (-, 8) 132 1| tza (-, 8) || 2wy dt
t‘

T T
< g" / £ || e (-, 2) 2y dt + C(#sto,Kl)/ £ || uz (-, t) |22y dt (4.58)
[

Jia

onde C(u, to, K1) = 108 ﬂ*i%-‘f-‘ﬁ, com C = C(u, to, Ky) dada em (4.55).

Pelo Teorema 4.11, obtemos

T T
[ t*|ua () 22wy dt < Clsto, K1) (- 0) lIz1¢e) f ~Edt
t‘

t.

2,-3
< C(p,to, K1) || u(:,0) ”Ll(R)gt*

to\—3
< Clurto, ) [ u(-0) ||L1m3(2)

i —k
< Clwto k) (-0 e (5) et 74,

ou seja,

T
/ £ || 4z (- 1) G2y dt < Clu, to, K1) || u(-, 0) [[7:z) T2 (4.59)
t.

Segue entdo, por (4.58) e (4.59),

3 . T
;C(.Uw,to, Kl)/ £ |luxl|Lomydt <
t‘

T
<& [ ElualBagedt + Cluto K, OB Td (460
t.

Por (4.55), (4.56), (4.57) e (4.60), obtém-se (4.54), como afirmado. [
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O argumento usado na prova do Teorema 4.12 acima pode ser repetido
para estimar || Us(-t) lz2®)s || Ueas (5 ) lL2(®), € em geral [|Giu(-t) [|2@)
para qualquer [, quando as fungdes a, f em (4.1) forem suficientemente suaves
(a, f € C™'). Assim, por exemplo, para [ = 2 podemos obter o seguinte
resultado.

Teorema 4.13 Supondo a, f € C®, e sendo u(-,t) solucio de (4.1), (4-2),
tem-se, para cada to > 0 dado,

T
T e ) ey + b [ 6 tzaele ) Bt <
tp
< Clp.to, K1)l u(:,0) [FaeyT? YT >to (4.61)

para alguma constante C(u,to, K1) > 0 dependendo apenas de p,to, K, .

Prova. Pelo Teorema 4.12, tem-se

to
[ Plum O et < Clnto, o) [06,0) ey

2

para uma constante C‘(p, to, K1) > 0 que depende apenas de p,tp. K;; como
no Lema 4.8, existe entdo t. € [%,1o] tal que

Clu,to, k1) || (-, 0) 2. g
2] iz 12) [Py < - e
2

to\ =% —}
= Cluto, K1) 1l 0) [y (32) 852
< Clpto, Ki) || u(-,0) [|7:zy t 2,
de modo que, multiplicando por t., temos

£3]| iz (-, t) || T2y < Clptato, K1) || u(-, 0) [|7: gy 22 (4.62)

Derivando (4.1) duas vezes em relagio a z, multiplicando por 2% u,, e

integrando em R x [t., 7", obtém-se

T T )
/ t f 2 Uy Uzt ATAE + f £ / 2 Uper ( f(w)uze + f [u)uﬁ) dzdt =
ts R La R T
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T T
= ] £ / 2 Usps (a(u)um) dzdt +2 _/ i ] Use (a"(u)ui +3a (u) uyp u,:,_.) dzdt
t. R x te R T

onde t. € [2,t] é dado em (4.62). Integrando por partes, resulta

T
T e ) Wy + 2 | e 8) ey <

t.

T
< 83| uza(- 1) 2y + 3/ t]] thza (-, 1) || 72z @t
t‘
T T -
+2 / # f f (0 tgrtize, dzdt + 2 / t / f (u) 2z, dzdt
Ji. R te R

T T
-2 f $# f o (Wuiu,p dzdt — 6 [ ¢ f @' (W) UpUpr Vs Az,
ta E s R

de modo que, usando a desigualdade (A.1) com € = p/5, tem-se

T® | tea (- T) Bagey + 20 ] £ [tz (- 8) [Py <

te

T T
4
< 3] ua(-5 2.) ||3.2(-3)+3/. 2| uze (-, 1) ||%.3(R)dt+“_5 _[ || Usza (-5 t) ||i?(z-z) dt
t. -

f £ f F(w) — FO)|2, dadt + 2> ft £ f F/(w) 2l dodt  (4.63)

T
+§f t3/a”(u)2uf, dzdt + 180/ t3f (u)*u2u?, dzdt.
K Ji. E

Podemos estimar os termos acima do seguinte modo: por (4.54) e (4.62),
tem-se

T
tfll u::r('-t-) ”%.Q{R) &+ 3/ tgl[ %(':t) “i?(R) dt =
t.
< C(u, to, K1)l ul-,0) ||i1(rp;)TwE (4.64)

para uma constante C(u,%o, K;) apropriada.

Usando (4.42) e (4.54),

/ £ [ () — F(0)|22, dedt <

T
< C(p, to, K1) f | ul-, 1) [Foo @yl Uaz (-5 1) Z2mydt

te
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T
< C(,U- to, Kl)[ tznua::c(st) “%ﬁ(R) dt

< C(us to, Ky)l| ul-, 0) |21 gy T3 (4.65)

Por outro lado, por (4.42) e a Desigualdade de Sobolev (A.12), obtemos,
pelo Teorema 4.11,

T
f t3]f”(u)2u4:dxdt§
te R
T
< Clu to, K3) f B ta ) [y
te

T
< C(p, to, K1) / 26%|| uz (-, t) G2y l| ez (-5 2) || L2y di

te

T
< C(#: tO! Kl) t3/2 ” uz('v t) ”LQ(R) ” um(': t) ”Lz{R) dt

te

i T
< Cluto, K1) [ ¢lucot) ey [ 8 1w, 8) e
te t.

de modo que, por (4.37) e (4.54), obtém-se
T
/ t* f ' ()l dzdt < C(u, to, K1) u(-,0) |31z T2 (4.66)
t. =

De modo andlogo, obtém-se

T
/ t? / a” (w)?ul(z,t) dzdt < C(u,to, K1)|| u(-,0) |71y T?  (4.67)
Jla R

para C(u, to, K,) apropriada. Finalmente, usando a Desigualdade de Sobolev
(A.14),
H UH(-,t) ”LE(R) = ” ux('zt) [Iiﬂ{ﬁ) “ uz:::(':t) ”EE(R}’

obtemos, pelo Teorema 4.9 e a Desigualdade (A.1) com € = /5,

T
@/ tS/a’(u)2 u? ul_dzdt =
B Je, R

T 120 [T ; "
=20 [ / ' (%) U3 Ugae dudt — — ] 2 f a'(u) @ (u) Uy Ues dodt
H R 2 te R

t.

E 2% 1T it o &
e [ % f 0/ (42) U U vt + 2= ] P ] (o" (w)+a/(w) a" (w) ) uS dedt
b Jy, R BoJ, R
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T T
7
& 5']; 2 || zza (-, ) (| 72wy At + Clu, to, Kl)/ £ )| ua(-, 2) |80y dt.
; X
Pela Desigualdade de Sobolev (A.13),

o) oy < 4l ua(c,8) 122y |l oz (-:8) I22(gy:

obtemos entao
B 1% T nmimi
— [ [ d(u)*uiul, dzdt <
Lo Jy, E

T 5

7

S _5-[ t3|| umz('a t) ”iz{R) dt + C(,u., tDv Kl)/ ts ” uz(': t) ”1},2{12) || uzz(': t) “%F{IR) dt
te te

T T
<& Bl ) By -+ Clpto, K0) [ el ) ey
.

|

de modo que, pelo Teorema 4.12, tem-se
180 [T
B[ / o/ (u)u2u?, dodt <
B Sy R

T
<E [ 8 el ey + O, K1) [00-0) Iay T (4:68)

t.

para C(u,to, K;) apropriada. Usando (4.64), (4.65), (4.66), (4.67) e (4.68)
em (4.63), obtém-se (4.61), como afirmado. a

Voltando ao caso a,f € C%, devemos ainda observar a seguinte pro-

priedade, que é usada na Se¢ao 4.4 a seguir.

Teorema 4.14 Sendo u(-,t) solucdo de (4.1), (4-2), e sendo to > 0, € > 0
dados, tem-se

T
T2 e (-, T) [Bay + 1o f 27 e (1) [faydt <
to

< O to, Knz€) | u(-0) ey (4.69)

para cada T > to onde C(p,to, K1;€) € uma constante que depende apenas de
M, to, K € €.
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Prova. Derivando (4.1) em relacdo a z, multiplicando o resultado por 2£%/2~ <,
e integrando em R x [to, T, obtém-se, por (4.3),

T
T ) ey + 2 7 e 1) ey e <
tp

T
3/2_ || 2z (-, 20) I[L?(R)"‘ (3/2— E)/ 1727 ¢ ug(-, t) “%,3(1.‘2) dt

to

+2 / gofa~e / f (v, dzdt — 2 / gRoe / o (w)uiu,, dedt
to

de modo que, por (4.45),

T
T3¢ us(-, T) 3oy + 2#] £\ e (-, ) 2y At <
to

i
< C(ou's to, KI)“U(,O) ”%i(g)tae + (3/2 = G)C(ﬂ, to, Kl)” 'U.(', 0) ||i1(2)[0 t_l-(dt o
T
o [ or- 17 = £ e el dat+ 2 [ 02 [ o/ 2 | dt. (470
to to R
Tem-se, por (4.42) e a Desigualdade (A.1),

/; g flf FO0)] || [ttez| dzdt <

T
5% 3312 Nt (-, 8) F2(m) dt“FC(#ato,Kl)]t £33 w(-, t) Goomy | (-, 2) 72wy gt

T
< %f 1327 (| (- 8) 2oy At + C s to, Ku) | 77 || ua(-,1) |32y dt

to to

s% ey | 2z (-, 1) 320y dE + C(1t 10, K1) || (-, 0) ”le/ gt g

usando o Teorema. 4.11 acima. Assim,

N 4
o [ e [ | £/ () = F(0) | tta] et dzdit <

S%/ 327 || tzo (-, 8) 22y TR C(p,to, K2 [[u(-0) |2y 3¢ (4.71)

69



Por outro lado, pela Desigualdade (A.1),

T
2 f 13/2- ¢ / | () (2| e | ddt <
t R

0

po [T 3/2 12
<& [ o) Bt + 32 [0 [ | ) ot dmat,
to 2 to R

tendo-se, por (4.42) e as Desigualdades (A.11) e (A.12),

B I y F oa
= e 10 Put et < 0o, ) e sy dt <

£ i
< Clw,to, K1) | 377 [ e, ) oy [l tina (1) |l 22wy dt

to

T T

7 » o

= /to 27 Uao (-, 1) 2y At + C(ps, to, K1) f £32=¢ g (-, 8) |82y dt
to

* T
1 - o
< E]t £327 | g (-, 1) 32y dt + C(u,to, K1) u(-,0) }Iitm)/ g
¢ ty

T

—¢ 1 —e

< %/ﬁ 32| Uz (-, t) 122 dt + ;C(#atoaKl)”U(wO) 172w to
0

usando (4.45). Portanto,

T
o [ e / 10 ()] 02 fuigg| dzdt <
to R

9 % 4 - 1 =8
< ?ﬂ f 827 |z (-, ) [Zagey @t + = Cltsto, K[ u(:,0) [Fagey 15, (4.72)
to

obtendo-se entdo, de (4.70), (4.71) e (4.72)
T
o — € 1 -
T s T) [y +a | N tane) [y @t < % Clostan K1) 85° 10,0 e

to

para todo T' > tp, como afirmado. O

4.4 Comportamento em L'(R)

Nesta se¢ao, investigamos o comportamento das solugdes u(-, t) do proble-
ma. (4.1), (4.2) na norma || ||1(z). O passo fundamental para isso € substituir
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a equagdo (4.1) por outra, mais simples, que aproxima (4.1) suficientemente
bem (ao ¢ — oc) para os nossos propoésitos. Intuitivamente, na equacao (4.1),

u + f () ur = a(w) upe + 0’ (u) u? (4.73)

temos, para f > 1, que

wet (£0) + £ Ou+ 51O + . Jus =

((0) + @' ©@u+-..) ver + ((0) +a" (Opu+ .. u2
tem a forma
wt (£(0) + £ (0)w) ur + Ot) = a(0) e + Ot )

visto que, de (4.42), (4.45) e (4.61), temos, para a, f suaves

lu(t) lzem = OF?)
luz(-t) lz=o@® = O()
“ u:r:n('a t) ”Lm(R) = O(f_sm).

Em particular, sendo v(-,¢) definida por
Vg + ff(o) Uz + f”(O) VUg = a(O) Vzz z€R, t>0 (4.74)

esperamos ter v(-,t) proxima de u(-,t) para t > 1, para v(-,0) adequada.
Este fato é estabelecido no Teorema 4.16 abaixo, seguindo a discussdo em
[17]. E preciso, aqui, assumir que f"(u) seja Holder continua em u = 0, isto
é, que se tenha

£ (W) — FO<T|ul luj<Q (4.75)

para algum 2 > 0, e constantes I',a > 0. Antes de obter o Teorema 4.16, é

conveniente observar o seguinte resultado.

Lema 4.15 Para cada € > 0, existe to = to(u, K1,a,T,8,;€) > 0 tal que a
solugdo w(-.t), t > o, de

wy + F(0)w, + f (0) ww, = a(0) Wy (4.76)
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w(, to) = u(-, to) (4.77)

satisfaz:

lu(-t) —w(-t) @ <e Vt>to. (4.78)

Prova. Tomando ty = fo(u, K1, Q) > 1 suficientemente grande de modo a se
ter

(- t) oo < Vi>io (4.79)

e to > to a ser escolhido abaixo (ver (4.92)). Seja w : R x [to,00[— R a
solugdo de (4.76), (4.77). Escrevendo (4.1) na forma

w+ F(0)uz + £ (0) us + [ () — £(0) — £ (0) ] up =
= a(0) tex + ((a(w) — a(0)) ) (4.80)

obtemos, subtraindo (4.76) de (4.77),
0, + £/(0)8. + £ (0) (%92 + ew)w = a(0)0,0 — F(u)uz + ([a(u)]uz)z (4.81)
onde 6(-,t) := u(-,t) —w(-,t) e

Fu) = f'(w) = f0) = £ O)u,  [a(u)] = a(u) —a(0) (4.82)

Observando que
Fa)=(£'©- 1)
para |€| < |ul, obtemos, de (4.75) e (4.79),

|F) =€) — £ (0)| lu| <T |g]* | u| < T'|ul™*e
para todo z € R, t > %o, ou seja,
|F(u(-, )] < T|u(-t) [ Vi > . (4.83)
Analogamente, [a(u)] = a(u) — a(0) = a'(n) u, para |n| < |u|, de modo que

| la(u(-,1))]] < C(Q) |u(z.1)] t > to. (4.84)

72



Sendo Ls, 6 > 0 dada em (3.29), multiplicando (4.81) por Ls(6) e inte-
grando em R x [to, T obtemos, integrando por partes,

f Ty (6(:1: T)) dz—f"(0) / / L5(9)9 —w e drdt+ / [ a(0) Ly ()62 dzdt =

_/:f L;(6)F (u)us dzdt + ff ) fﬁ L’a(ﬂ)([a(u)]u,)zdzdt

visto que, por (4.77), temos 6(-,%5) = 0.

Lembrando que L; > 0, obtemos entio

/—_ L (G(x,T)) dr < I() + J@) Vé>0 (4.85)
onde
Z(6) = £ (0) ' ﬁ L5 (0) 9(%9 —w)ez dzdt (4.86)
e J(0) = J1(8) + J2(8) + J3(6), com
T
Fil#) = ] | VP ] ddt (4.87)
T
= f: fR (@] | tes | ddt (4.88)
Ta(6) = / / o ()| | 6 |2 dudt (4.89)

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos
Z(6)—0 ao d — 0, (4.90)

enquanto J;(4). Ja(8). Jz(8) podem ser estimadas como segue. Por (4.42),
(4.45), (4.90),

T
a@ <t [ [l wldot <T [ a0 oo flulluzldw

T ‘a
< Clw, KT / 0 t) sl 0aCe) Dy < C KOT [ 1841
o
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2 - -
= ~C(u, KT (to ¥ T :),
isto é, '
7i0)| < SCK)T 5% V>0
para todo t > to.

Analogamente, por (4.84), sendo 7 > 0, tem-se

J(6) < C(©@) [ g /R | ] e | dzdt = C() [ g A (542 ) (3] e |) doat

< C(m(f:fg ~H41] o [ dudt) m(/: [ #7 e Pdat) ™,

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5). Observando que, por (4.39),

T T
/ f ~5+1| o |2 ddt = / ~E (-, 1) |y dt =
tp JR

to

T
—— C(p’., Kl) f t“2+7l dt,
to
obtemos, escolhendo n = %,

|7(8)] < Ci, K1) C(02) 85 /4 Vés0 (4.91)

para todo t > {, em virtude do Teorema 4.14.

Finalmente, de (4.89), obtemos, por (4.42) e (4.45),

T
T4(8) < Clu Ky) [ o 8) |22y dt

T
<CK) | t3dt < C(u K1)ig"?

to

ou seja,
|JB6)| < Clu, Kty Vé>0

para todo t > to. Portanto, de (4.85) e as estimativas acima. obtemos

f Ls(6(z,T)) dz < Z(8) + () + a(6) + F5(6)
R

< T(6) + Ol Ki) Tt “* + O, Kn) C@) 152 + C(u. K}t
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para todo T > #5, 6 > 0.
Fazendo 6 — 0, obtém-se
16¢.T) [l < Clus, K10, T, Q) (85°% + 857 + 85177 (4.92)

para todo T' > 5. de onde segue o resultado. O

Uma vez mostrado o Lema acima, pode-se obter o seguinte resultado fun-
damental.

Teorema 4.16 Sendo u(-,t) solucdo de (4.1) correspondente a um estado
inicial u(-,0) € LY(R), e v(-,t) solugdo de

v+ F(0)vy + f (0)vv, = a(0)vee (4.93)
com v(-,0) € L'(R) tendo a mesma massa que u(-,0), entdo

| u(-,t) — v(-,?) |loyw) — 0 ao t — +oc. (4.94)

Prova. Dado € > 0, pelo Lema (4.15), existe tg = fo(u, K1,0,T,Q;€) > 1 tal
que

lwt.8) —u( ) luw < 5 Vi (4.95)

onde w(-,t) é solugao de
wy + f'(Qw, + f Oww, =a(0)wez t>1%, z€R (4.96)
w(-, o) = u(-, fo) (4.97)

Ora, v(-,t) € solucao de
v+ f'(0)vz: + f (0)vv, = a(0)ves, t>%, ze€R (4.98)

com v(-,fp) = wo, onde vo(z) = v(z,%p) para todo z € R, e tem a mesma

massa que w(-, %), pois, pelos Teoremas 3.7 e 4.4,

./gfdm)dz:fﬁv(x’io)dx:/R”(x«U)dx=
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= [eu(x, 0)dz = [u(z, to)dz = ﬁw(m, to) dz.
Lembrando o Teorema 3.12, tt;mos entdo
lw(,t) —v(.8) @ —0 a0 t— o0,
de modo que existe t, > f, tal que

. 8) =, 8) nmy < Vit (4.99)

B

Assim, por (4.95) e (4.99), obtemos
lu(t) = v(:8) e < uls8) —w(, ) g + 1w 8) —v( 1) lw <e€

para todo t > tp, 0 que mostra (4.94). O

Lembrando os resultados das Secoes 2.4 e 3.4, obtém-se imediatamente os
seguintes resultados.

Teorema 4.17 Sendo u(-,t),4(-,t) solugées de (4.1) com u(-,0),4(-,0) em
L'(R) tendo a mesma massa, entao

| u(-,t) — a(,t) @ — 0 ao t — oo. (4.100)

Prova. Sejam v(-,t), 9(-,t) solugoes de (4.93) com estados iniciais v(-,0) = u(-,0),
9(-,0) = 4(-,0). Pelo Teorema 4.16, tem-se

| u(-,2) —v(-,2) ”Ll{g) — 0 a0 t— o0

| (-, t) — o(-,t) |y — O ao t — 00

enquanto, pelo Teorema 3.10, tem-se
lo(-t) =9, ) |l —0 a0 t— o0,
de modo que, usando

lu(,t) — o) lnm < lutt) —o(0) g + (8 — 93¢, 1) g +
+ || 9(-,t) — a(-, 1) [|2yw)s
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obtemos (4.100), como afirmado. O

Em particular, obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 4.18 Sendo u(-,t) solugdo de (4.1) correspondente a um estado
inicial u(-,0) € L'(R) com massa m, entdo

|u(,8) o —|m| a0  t— +oc. (4.101)

Prova. Tomando %(-,0) € L'(R) com massa m e sem trocar de sinal ( i.e.,
4(-,0) > 0sem >0 e u(-,0) <0sem <0), temos, pelo Teorema 4.5

| a(-,2) low = | m| V>0,

obtendo-se entdo (4.101) por se ter, pelo Teorema 4.17, || u(-, t) — @(:,t) ||z my — 0
ao t — o0o. 0
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Conclusao

As perspectivas futuras sao investigar os resultados acima para equagoes

mais gerais, como, por exemplo:

Em 1-D:
w+ f(z,t,u), = (a(z,t,u)us )z, TER, t>0

a(z,t,u) > pu>0

ou
w+ f(u): = (alw)uz)z, TER, t>0

a(u) >0

ou
w + f(u,v): = (a(u,v)Uz)z, a,b>p>0

v+ g(u,v) = (b(u,v) V)
Em n-D:
w + divf(u) = div(A(w) Vu), z€R™ t>0
(A)E, &) > p|é]? VEeR™

ou
uy + divf(z, t,u) = div( Az, t,u) Vu), z€R™, t>0

(A(z.t,u)E, €) > p|é? VEeR",

etc,etc.
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Apéndice

Teorema A.1 [Desigualdade de Cauchy] Sendo a,b > 0, tem-se

abSea:!-I—ébQ Ve>0. (A.1)

Prova. Tem-se, para todo € > 0 dado,

b 2e¢a®? 1 b?
b - — S et
a (\/260.)\/%_ 5 —I—2 5
2, ¥
= BTG
visto que 2ab < a® + b2. O

Teorema A.2 [Desigualdade de Young: Primeira Versdo| Sendo p,q¢ > 1
tais que ﬁ—}-% =1, tem-se

abgz—ia” + %b‘* Va,b=>0. (A.2)

Prova.Se a = 0 ou b = 0, (A.2) vale trivialmente. Basta entao considerar
a,b > 0. Como e* é convexa, tem-se
ab = exp(1/p In (a®) + 1/q In (b%))
< 2 e (@) + 7 e (In ()

1L 1
=] ap + e, bq,
D q

I

como afirmado. O
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Teorema A.3 [Desigualdade de Young: Segunda Versio| Sendo p,q > 1 tal

que % 5 = 1, tem-se

ab < ea”? + Cle) b? Va,b>0, €>0 (A.3)

onde C(E) = W.

Prova. Tem-se, para € > 0 dado,

b

ab < (pe)’?a <ea® +

b
G =" T glpa
em virtude de (A.2). O

Teorema A.4 [Desigualdade de Holder| Sendo Q2 mensurdvel C R™ , e sendo

1 < p.q < oo tais que 5 + ; =1, tem-se

I fallere S I fllzee |l 9 llzoe (A.4)

para toda f € LP(Q2), g € LU(Q).

Prova. Sep =1, g = ccoup = o0, ¢ = 1, a desigualdade é 6bvia;
se p.g > 1 finitos sao tais que 3—1;, + é = 1, procede-se do seguinte modo: se
| fllLey = 0 ou || gl ey = 0, (A.4) é ébvia; assim, vamos supor || f |[r(n) >
0e |l gllLyay > 0.

Definindo f € LP(Q). § € L(R), via

S _ f=
@ = o
oy . _9(=z)
§le) = gl Lece)
para todo z € €2, obtém-se
I .filLP(ﬂ) =1, g ”Lq(g) =
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e, pela Desigualdade de Young (A.2),

L@ a@ia < [ Ciier + Sge))
==§/WMWM+§LQMPm

1 "
= % I1£12, @ T HQ’”%q(ﬂ)
1 1
= - 4+ —-= 1
p q
isto é,
f(z)] lg(z)| dz <1
e Tole Ju /@1 1962
que € a desigualdade (A.4), como afirmado. O

Teorema A.5 [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] Sendo Q@ C R™ men-

suravel, entao

Ifglleie < Ifllz@ llgllizz) (A.5)

para toda f,g € L*(Q).

Prova. Resulta de (A.4) tomando p = q = 2. O

Teorema A.6 [Desigualdade Triangular] Sendo Q2 C R™ mensurdvel e f, g
em LP(Q) para 1 < p < oc, tem-se

N f+gllee) < f ey + 1l gllr@) (A.6)

Prova. Se p=1oup = oc, (A.6) é ébvia; se 1 < p < oo, procedemos do
seguinte modo: se || f+g| ) = 0, a desigualdade é 6bvia; se || f+9gll o) > 0
tomando 1 < ¢ < oo tal que i + é = 1, tem-se, pela Desigualdade de Holder
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(A9,

If +8loe = [ 1)+ 9@ ds
< [Ir@+s@r (If@I+ls@]) do
< [1@+e@r 1@ dz + [ @)+ 9@ |s(0) | do
< ([1r m)+g(:c)|<'**”wm% ) ([1r@ras)’

+ ]If ) + g(z)|®~ ”"d:c flg(w !”dm '1’
< ([ 17@ +g@)e ) M [([1r@r)™ +( [1sr)"]

= 11 + 1%y (Il + gl o))
isto é,
I +gllf22 < (fllere + gl
que ¢ a Desigualdade (A.6) visto que p — =1 O

Teorema A.7 [Desigualdade de Young para a Convolucao] Sendo f € L'(R™)
e g € LP(R™) para algum 1 < p < o0, tem-se f x g € LP(R™) e

L * gllLeny < (| fllr@ny [19]lzo@ny (A.7)

Prova. Se p = 1 ou p = oc, a desigualdade é 6bvia; se 1 < p < o0,
procedemos do seguinte modo: tomando 1 < g < oo tal que 5 = Eo L =1, tem-se

IF el = [ 10o@Fdo= [ | [ 6ot dif do
< [ [[1rwlise-via] @
= LI rereswr e ol a] e
< e [ [ [ 1701 lote )P do] do
= 11y [ 1501 [ [ lote =0l ] dy

= ||y 1ol en)
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onde se usou a desigualdade de Holder (A.4) e o Teorema de Fubini (ver e.g.
[11]). Logo, elevando na 1/p, obtém-se

W * glle@n) < nf'i % n) gl e =),
que ¢ a Desigualdade (A.7) visto que © ++ = 1.

q

Cl

Teorema A.8 [Desiguaidade de Interpolagao] Sendo (2 mensurdavel C R™ e
Fe P (QNL”(Q) para 1l < py < py < 0, tem-se f € LP(Q) Vp1 <p<po
e

e < FlZo1 gy “f”z,m(n) (A8)
onde § € [0,1] ¢ dado por ; =0~ + (1—0)

Prova. Sendo pe > 1 finito, tem-se, pela Desigualdade de Holder (A.4),
usando que »r ;B—_— =1

nfn*;,(m ~ [ i@ ds
= [ 1@ 1 @P b

20 2(i-0)

< ([u@r)™ ([uer) "

' ] ' (1—8)
- llfh'z,ﬂw.(g) ”fhipz(g)a

o que mostra (A.8) no caso p2 < o0. Se pp = 00, tem-se

1l = [Q |f(x)Pdx
< Il [ 1f@F d
= HfHLoO(O) Hf”?v;(g),
mostrando (A.8) neste caso. O

Teorema A.9 Se f € C°([a.b]) e [, f(H)dt < M, paraa, b M € R,
a < b, entdo eziste t, € [a,b] tal que

M /A QY
< . AS
F) = 5 \A-9)




Prova. Se nao houvesse tal t,, teriamos

f) > % para todo t € [a, b]

e entdo teriamos de ter

b b M
lf(t)dt>£mdt=M,

contradizendo a hipdtese sobre f. g

Teorema A.10 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 1] Sendo u € H}(R),
tem-se u € L*(R) e

lullimg < V2Ilul llu2, (A.10)

Prova. Tem-se que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5),

]

u(z)?

Il
o]
=
~—
8
| =t
W
—
8
=
5]

IA

(/_+co(u(a:))2 d:x)u2 (/_er(u:,(x))2 ci.a‘:)u2

oo 00
= 2 |lulleg lluzllem)

para todo T € R. Portanto,
|u@) | < V2 ||u 55 IHu: o VIER,

de onde segue (A.10). O

Teorema A.11 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 2] Sendo u € H'(R) N L*(R),

tem-se

2/3 i/3
lullem < V2llullfi Iusliie (A.11)
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Prova. Tem-se que

1/2
lulow = ([ P dz)
R
1 1){2 1 1
< Nl ([ u@lda) ™ = ulie iy,
o que implica, por (A.10),

1/2 2
lulle@ < |lu [|Liw(nz) lu ||t{fR)

< 2wl e 1 16

Dividindo por ||u l]i{?m e elevando ambos os lados a 3, segue o resultado. [J
Teorema A.12 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 3] Sendo u € H*(R),
tem-se

ullesmy < V2 [l u lfheey 1u= ey (A12)

Prova. Tem-se
||Uut'(g} = lu(z)|* dz
R
< ulffeggy lulltzs)
e, entdo, por (A.10),
"U"tﬂm) s ”””iz{_m.) lluzlliz()

o que mostra (A.12), como afirmado. d

Teorema A.13 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 4] Sendo u € H'(R),
tem-se

lulle < V2 JullFf lusllidg (A.13)
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Prova. Tem-se, pela desigualdade (A.10),
2/3 1/3
lullisgy < llu Hi_{m(‘) llu “Lé{.:a)
Coon/2 12 |3
= (\/5 fiu “:_é{}g) Il uz hié(m) ffu |It-f(3g),

que ¢ a desigualdade (A.13).

Cl

Teorema A.14 [Desigualdade de Sobolev: exemplo 5| Sendo u € H?*(R),
tem-se

2
lluz |L2{ 5) < lu “1_2{1,;) I “n“g‘{ﬁ) (A.14)

Prova. Tem-se, integrando por partes,

uz ey = /ux uy dz = ~]uum
R R

[ 1 1 1 1]
< JquI [uz| dz < [julliee) || U=z iieE),

pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (A.5) acima. O

Teorema A.15 [Desigualdade de Sobolev: caso geral] Sejam 1 < p,q,r < o0

ej,meZ com0<j<m tais que
] 1
p n g n i

para a € [j/m,l|. Entdo, existe constante C > 0 dependendo apenas de
m,j,n,p,q,r tal que

HDJ u”Lp(nQn) < C”Dm ulqu(ugn) “uHL'(R“ (A.15)

para toda v € CJ*(R™). Quando m < j + % (A.15) vale também no caso de

setera=1.

Prova. Ver A.Friedman [13], PDEs, pp. 22-27 (Segao 1.9). O
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