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RESUMO 

Aplicando resultados recentes de Métivier sobre os nú­

meros de aproximação dos espaços clássicos de Sobolev obtemos a 

distribuição assintÓtica dos autovalores das equações de Maxwell: 

rot E - iWIJH = I Cu = u (x)) 

rot H + iweE = K (e:= e:(x)) 

7. 

definidas sobre um aberto limitado O de R~ com 

(coeficientes hBlderianos de expoente s E (0,1] e a 

hipÓteses 

condição 

de regularidade de Métivier sobre a fronteira de o) significati 

vamente mais fracas que as anteriormente pedidas na literatura 

(em particular a Tese de Mehra), dada pela estimativa: 

+ ( 
(3 - _s )/2) 

O À s+l . 

ABSTRACT 

Applying recent results of Métivier about approximation 

numbers of classic Sobolev spaces we obtain the asymptotic 

distribution of the eigenvalues of Ma~iell's equations : 

rot E - iwuH = I 

rot H + iwe:E = K 

defined over a bounded open set 

( u = u (x)) 

(e= e:(x)) 

o in R3 with significantly 

weaker hYpotheses (h5lderian coefficients with exponent s E (0,1] 

and Métivier's regularity condition on the boundary of O) than 

those asked before in the literature (in particular Mehra's 

theses) given by the estimate: 

(3 - s!l)/2) 
N(~) = C(O) ~3/2 + O ().. 
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INTRODUÇÃO 

Consideramos as equaçoes de Maxwell 

rot E - i\'JIJH = J 

rot H + iweE = K 

as quais descrevem o comportamento de um campo eletromagnético em 

uma região do espaço. Mostramos que as equações de Maxwell sao 

equivalentes ao sistema de segunda ordem: 

-1 2 ME: = rot ~ rot E - w €E = F 

onde -1 F = i wK + rot ~-t J, com a condição de fronteiras nxE = O 

(n é o vetor normal). 

Introduzimos o sistema eliptico: 

-1 E: = rot lJ rot E - s 
o e grad div eE - w2 eF = G 

com as condições de fronteira nxE = O e div eE =O; 

G = F + (w2 )-l s
0 

e grad div F. 

sendo 

Associamos ao operador f\1 
so 

uma forma bilinear que mos 

tramos ser coerciva sobre v( o), definida por: 

B(~,E) (rot r!J, -1 rot E) = ~ + s
0

(div e (/;, di v e: E) +(cp,eE) 

onde 

V(O) = [E E J:t1 (n) I (cp, rot E) = (rot q; , E) 

Posteriormente observamos que B é continua e hermitiana sobre 

V( O). 
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A seguir, obtemos uma extensão autoadjunta M do ope-

rador M 
so 

Definimos autovalor do operador M, via a forma B. 

Também dizemos que é autovalor das equações de t'laxwe~l se 

é autovalor do operador t'l definido sobre V(O) n D (O) o onde: 

D (O) 
2 

o) . = [E E L (O) / div e: E = o 

- , 
Desde que M e autoadjunto obtemos, com certas condi-

ções de regularidade sobre a fronteira de o, que os autovalores 

do operador M formam uma seqüência de números reais sem 

de acumulação, exceto possivelmente +~. 

ponto 

Mostramos também que nos autovalores de M estão in­

cluÍdos os autovalores do operador: 

L u = s
0 

div e grad u - u 
so 

definido sobre H;(o) . Um fato importante na prova desse resul-

tado é a decomposição do espaço ~2 ~(O) que obtemos na 
' 

seçao 

I.l.3 pelo método de Weyl. 

-Portanto, quando retiramos dos autovalores de M os au 

tovalores correspondentes a L , sobram os autovalores das e­
so 

quações de Maxwell. Isso está provado no CapÍtulo II . 

Assim, também os autovalores das equaçoes de Ma~vell 

sao reais e formam uma seqüência sem pontos de acumulação . Com 

isso, dado h ER definidos como NM( Ã) o número de autovalores 

das equações de Maxwell menores ou iguais à ~ (contadas as mul­

tiplicidades) . 

O objetivo da presente dissertação é obter uma fÓrmula 
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para NM(À). Mais claramente, estamos interessados em analisar 

o comportamento de NM(À) quando À-+ ~ . A esse tipo de probl~ 

ma chamamos de : a distribuição assintÓtica de autovalores (no 

caso, para as equaçoes de Maxwell). 

o 1 
Na realidade obtemos estimativas para N (À) e 

so 
N (À) 

so 
associadas aos operadores M e L 

so so 
e, pela observação acima, 

temos então uma estimativa para NM(À) das equações de Maxwell . 

Para os coeficientes das equações de Ma~iell: ~,~ cons 

tantes, esse problema foi resolvido em 1961 por Niemeyer. Mehra 

[11] resolveu em 1978 para ~ = e(x) e ~ = ~(x) sendo matri-

zes positivas definidas e simétricas, dependentes da posição. 

Mehra, utilizando cálculos paramétricas (operadores 

pseudodiferenciais) para o resolvente do operador e uma aplica­

ção da teoria Tauberiana (ver [11] e (14]), obteve o seguinte re 

sultado : 

com O ~ cr < 1/2 e y(O) uma constante dependendo sobre O. 

Em nosso trabalho, em lugar desse método, utilizamos 

o método de Métivivr sobre os números de aproximação dos espaços 

clássicos de Sobolev o qual é na realidade uma extensão sofis-

ticada do trabalho clássico e bem conhecido de Courant e Hilbert. 

Pedindo que os coeficientes das equações de Maxwell se-

jam h8lderianos de expoente s E (0,1], 
, 

a qual e uma hipÓtese 

significativamente mais fraca que a condição de C00 pedida por 

Mehra, obtemos a estimativa: 
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3/2 ( (3 - s!l)/2) NM(Ã) = C(O) ~ + O À 

A condição de regularidade que pedimos sobre a fron-

teira de o, introduzida por Métivier, também é mais fraca por 

exemplo que a condição c2 +k (k ~ O) solicitada por Mehra (ver 

por exemplo Fraenkel [10] teoremas 3.3 e 4.3). 

Como dizemos no Capítulo III, na verdade o que fazemos 

é calcular esse tipo de estimativa para o operador associado a 

uma tripla variacional (V, L2 (o),a), onde a é uma forma inte­

grodiferencial definida sobre V, sendo V um subespaço fecha­

do de HID(o) contendo H:(o). A estimativa assintótica , para as 

equações de Maxwell é então obtida como uma aplicação desse re­

sultado mais geral . 

Introduzimos na segunda parte do Capítulo I uma seçao 

chamada de mini-max. Utili zamos os n-diâmetros de Kolrnogorov . 

Seja A um subconjunto limitado de um espaço vetorial normado F. 

sup inf \\x-yi!F 
xEA yEG ' 

onde Gn(F) indica o conjunto de todos os subespaços lineares 

com dimensão no máximo n do espaço de Banach F. Temos também: 

N(>.;V,L2 (o),a) = inf codimv(E) 
2 EE e: À ( V, L ( O ) , a ) 

onde eÀ(V,L(O),a) : conjunto dos subespaços fechados E de V 

tal que a forma a-À é fortemente coerciva sobre E. 

Enfatizamos que o mini-max não é um assunto "standard" , 

por isso difÍcil de ser referenciado, para com isso justificar seu 

desenvolvimento neste trabalho com todos os detalhes. Seguimos as 

indicações de Métivier [13], o qual é a nossa refer~ncia básica . 
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Mais geralmente, definimos então uma tripla variacional 

(V,H,a) onde V e H são espaços de Hilbert e V c H com in­

jeção contínua. a é uma forma sesquilinear, hermitiana, contí-

nua e coerciva sobre V. A seguir, definimos as funções N( :\; 

V,H,a). Supondo que 
, 

V e denso em H associamos, via lema de 

Lax- Milgran, um operador autoadjunto (A,D(A)) ' a tripla varia-

cional (V,H,a). Com isso , supondo que a injeção de v em H 
, 
e 

compacta, temos associada uma sequência de autovalores reais: 

sem ponto de acumulação, exceto possivelmente +oo. 

Com essas considerações, um dos resultados obtidos no 
, 

mini-max e que: 

N( f.; V, H, a) = Card ( j :?: 1 /f. . s: À}. 
J 

Assim, essa fÓrmula do mini-max justifica nosso 

resse em estimar as funções N(t..;v , L2 (o),a), onde: 

a(u,v) =f { Z a a (x) D~u DSv } dx 
o l I a I , I s I s:m ex ' 

, 
e uma forma integrodiferencial definida sobre v. 

in te-

O que chamamos de O MÉTODO DE MÉTIVIER, é justamente o 

tratamento desenvolvido por Métivier para estimar N(f..;.). Na se 

ção III.2 relatamos brevemente esse método, do qual aqui 

indicações. 

damos 

Na seçao III.4 fazemos uma localização do problema. Co~ 

sideramos uma partição finita de O em pequenos cubos disjuntos 

Qk de lado Pk , contidos em O. Aproximamos a forma a por 
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uma f orma ã a coeficientes c onstantes sobre cada cubo. A esti 

mati va para N(Ã; V,L2 (n ), a) é então obtida através de estimati-
~ 

vas sobre a forma a . 

Sobre cada cubo Qk a tem a forma: 

ã(u, v ) = 

Então, para a f orma 
~ 

a defi n i da desse modo sobre 

O' = U Qk , obtemos via proposição III.3.1 estimativas para 
k 

N(Ã;~(O') L2 (n') ã) e N(Ã;ZÃ , L2 (o),ã) conforme lemas I II .4.4 

e I II.4. 5 . Dessas obtemos então as e s t i mativas para N( Ã;V, L2 (o ),ã). 

Informalmente, observamos que é possive l decompor a for 

ma -a definida sobre V em -a restrita a soma di r eta 

com ã restrita a V~ onde V~ é o comp l emento ortogona l de 

~(O') em V com respeito a f orma ã-Ã, isto é: 

Mas , um resultado técnico de Métivier de perturbação 

(Proposição III . 3 . 1 ) permite uma demonstração que N(Ã;V~, 

L2 (o '), ã ) é negligenciável . Esse é o motivo pelo qual o método 

funciona. 
, 

De fato, o assunto e na verdade um pouco mais compli-

cado do que aparenta e para evitar isso a análise tem de ser fe i 

ta de uma maneira indireta através da proposição 1.2.1.2.10 a 

qual é um res ultado importante de autoria de r.:réti vier. Mais ela 

ramente, a dificuldade está justamente em calcular estimativas 

sobre o complemento de ~(O') em V. Então, a maneira que 
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Métivier encontrou para contornar esse problema é f azer as estima 

tivas sobre o subespaço Z'X. de 

lema 111.4.4), o qual confém 

v (ver definição de ZÀ após 

vl. 
' 

via a Proposição 1 .2.1 .2.10. 

Assim, consoante a Proposição 1.2.1 .2. 10, a estimati­

va para N('X.;V,L2 (o),ã) é obtida por estimativas sobre 

N( 'X.; ~ (O'),L2 (rl'),ã), N( 'X.; Z'X., L2 (o),ã) e dim(H~(rl') n Z'X.) 

(ver demonstração do teorema 111.6.2). Quando majoramos 

N('X.;Z'X.,L2 (o),ã), via lema 111.4.5, surge uma nova componente na 

estimativa representada por N(Ã+f)C
3

, v ,L2 (w)) (~,c3 constantes 

e w = O \Õ'). Essa componente é então controlada pelo lema 

111.5 .1. Para provarmos esse l ema utilizamos as estimativas dos 

espaços K~(o) e Hm(O) da seção 1.2.3. Para isso, supomos que 

a fronteira de O tem medida (n- 1) - dimensional finita. Mostra-

mos então esse lema para uma das seguintes condiçÕes: v = rfl(o) 
o 

ou O é limitado e tem a condição de regularidade de Métivier 

(ver seção 1.2.3). 

Supomos então que O 

particular, a injeção de tf(o) 
o 

, 
e um aberto limitado de 

2 
em L (O) é compacta e 

Rn (em 

também 

temos uma boa aproximação de O por uma partição em pequenos 

cubos). Então, com isso e uma dq s hipÓteses do l ema 111 . 5 . 1 (an­

teriormente mencionadas) f inalmente temos a s eguinte est i mativa 

para a distribuiçao assintÓtica de autovalores par a o pr oblema 

variacional (V, L2 (o),a): 

( 

(n - ~);2m \ 2 S-ll. 
N('X.;V, L (O),a) = ~ (O) ;..n/2m +o ;.. 1 

a ; 

onde v 
, 
e um subespa ço fechado de 

m 
H (O) contendo 

m 
H (O) 

o e 

s E (0,1 ] é devi do à continui dade de Holder dos coeficientes da 
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forma a. No caso da hipÓtese de nao precisamos de 

regularidade sobre a fronteira de o, a menos da hipÓtese de que 

tenha medida finita. 

Na prova desse resultado (teorema III . 6 .2) considera-

mos a partição finita de O em cubos Qk com todos tendo o mes­

mo comprimento de lado P > O. 

A estimativa do resto (de ordem (n - s!1)/2m) também é 

uma contribuição de Métivier. 

Agora, fazemos um breve r elato sobre resultados obtidos 

anteriormente para esse tipo de problema (ver Métivier (13]). 

Em geral, seja O um aberto, a priori qualquer, de Rn 

e considerando uma realização autoadjunta em 12 (0) de um opera­

dor do tipo: 

a= ~ a~(x) Da . 

la l ~2m 

, 
Se a injeção de D(A) em 12 (0) e compacta, o espec-

tro de A é constituÍdo de uma seqüência de autovalores 

tendendo a +ro . Supondo que vale a fÓrmula 

então o problema que se coloca é de estimar a diferença: 

R(X) = N(X) - ~(O) xn/2m . 

No caso de operadores a coeficientes elÍpticos 

(1968) e HORMANDER (1966) conseguiram a estimativa: 

(*) R(X) = 0(Ã(n-8 )/2m) 

reais 

AGMON 

[' ______________________________________________________________ __ 
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com e < l/2 (e e < l se a parte principal de a é a coefi-

cientes constantes). 

HORMANDER (1968) demonstrou que no caso onde O 
, 

nao e 

mais um aberto de llin mas uma variedade compacta, temos a estima 

tiva Ótima (*) com e = l. 

Métivier observa também que se os coeficientes do ope-

rador são Cro, utilizando resultados de HORMANDER (1968) e 

BRUNNING (1974), sempre temos: 

R(Ã) = O(~(n-l)/2m Log Ã). 

Notar que para todos esses resultados acima citados, os 

autores fazem hipÓteses de regularidade sobre O. 

No caso onde os coeficientes de u sao irregulares, 

BEALS (1970) e MARUO/TANABE (1971) obtiveram a esti mativa (*) 

c om s 
e < s+3 se os coeficientes a~ para l~l=2m sao holde-

rianos de expoentes s E (0,1] sobre õ. 

Em nosso trabalho, conforme já observamos acima , mos-

tramos uma estimativa (*) com s e = s+l onde os coeficientes a~ 

para l~l =2m são hBlderianos de expoente s E (0,1]. Esse re-

sultado foi obtido por MÉTIVIER [13] (1977). Para s = l Métivier 

já tinha feito o estudo em 1974 . 
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CAPÍTULO I 

Com o objetivo de mel h or classifi car os resultados que 

vamos precisar nos capítulos s eguintes, separamos este capí tulo 

em duas partes . 

A prime ira parte chamamos de r esu ltados bá sicos . Nessa 

parte iniciamos com uma seção sobre espaços de Sobolev a qual não 

conterá as demonstrações dos resultados enunc iados, embor a vamos 

procurar sempre dar uma indicação de como obtê-las . Nas outras 

se ções , quando i s so ocorrer, também daremos indicações . 

Na segunda parte, que chamamos de re sult ados técni cos; 

incluimos .uma seção completa sobre o mini- max que, sendo um a s sun 

to não '' standard'', é difÍcil de s er r eferenciado. As s im, pensan-

do nisso, procuramos dar t odos os detal hes no desenvolvi mento de s 

se a ssunto . 

I.l- Result ados Bá sicos 

Como i ndi camos anteriormente , começamos com os espaços 

de Sobol ev. Muit as das defini ções e proposiçõe s e também teore-

mas enunciado s nessa s e ção , embora nao sejam ut ilizados ao s menos 

explicitamente no decor r er do presente texto, são Úte is no s enti­

do de obtermos maior segurança no t ratamento de probl emas r e la-

c i onados com esse s e spaços . 

A s e gui r, t emos uma s eçã o s obr e notações, duas -seçoes 

s obr e Weyl e f inalment e uma outra seção com un cálculo elementar 

para estimar o número de coordenadas inteiras de uma região limi­

tada por uma superfÍcie algébrica. 
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I.l.l - ESPAÇOS DE SOBOLEV 

Seja o n um subconjunto aberto de R e 

junto 

munido da norma 

, 
e chamado ESPAÇO DE SOBOLEV de ordem m. 

Observamos que \\ \1 o o = \1 \1 2 
' L (O) 

e 

n E::N. O con 

Também observamos que em geral temos a inclusão prÓpria: 

49(0) c Hm(O). Se O = Rn temos sempre que 49CJtn) = Hm(JRn). 

Assim, podemos definir: 

Vamos precisar também das semi- normas dadas pela seguin 

te definição . 

Seja agora, 

Temos que K~(O) é um subespaço fechado de Hm0Rn) que 

tem uma injeção em Hm(o) que pode ser identificada como um sub­

espaço de Hm(o). 

Definimos também o espaço: 
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com a norma 

\lu \1 m 
K (o) 

= i nf \\v\\m Rn 
vEHm(Rn ) ' 
vl 0=u 

Podemos encontrar na literat ura , para a definição atra 

vés das derivadas fracas em L2 (o), wm em vez de Hm , por exem 

plo em Agmon (14]. Agmon define Hm(O) como s endo o completa-

mento, na norma \1 \lm 0 , das funções de Cm(O) tenham 
' 

norma 

finita. Mas pode-se mostrar a igualdade desses espaços 

em casos, pelo menos, que O tenha certa r egul aridade na fron-

teira; como por exemplo a propriedade do segmento de Agmon (ver 

c 14]). 

Observamos que Km(O) é i somét rico ao quociente de 

Hm(Rn) por {u e HmóRn)/ ul 0 = O} e exist e uma extensão linear 

isométrica de Km(o) em HmóRn). 

Claramente temos: 

(onde ~ indica injeção contínua). 

Vamos necessitar também dos espa ços : 

-v UJ e c c o} 

H~omp (O) = (u E Hm(O)/suporte(u) c c O} 

onde indica que 
, 
e compacto e A c B. 

Temos a seguinte: 

--------------------------------------------- --
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I.l.l.l - Proposição: Seja m um inteiro positivo. Então Hm (Rn) 

coincide com o conjunto [u E S' (Rn) / (l+lxl 2 )m/2 u E L2 (Rn)}. De 

finindo 

a aplicação 

Hm(Rn) ____.R+ 

u ~111 u !IIm 

é uma norma equivalente a norma de Sobolev, onde 
A 

u 
, 
e a trans-

formada de Fourier de u. 

Motivados por essa proposição, definimos para s ~ O: 

com a norma 

, 
e um espaço de Hilbert. está 

continuamente imerso em Hs(Rn) sendo ai denso. 

Observamos também que Hs(Rn) está imerso continuamen­

te em L 2 (Rn) . 

Agora, definimos o dual de Hs(Rn) por H-s(Rn), onde 

se representa: 

llf\1 s n 
H- (R ) 

= sup 
uEHSCJRn) 

!lu\\ s n=l 
H (R 

(f' u) 
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Das observações anteriores resulta que 

com inclusões continuas. 

Indicamos também a seguinte 

I . l.l.2- Proposição: 

(ii) \\f\\ s n 
H- (JR ) 

Vamos agora dar uma definição sobre regularidade de 

fronteiras, sobre a qual podemos construir os espaços Hs(o) com 

s 4!: o. 

Seja o n aberto de R . Dizemos que o 
, 
e bem regular 

(ou tem a propriedade C~ de regularidade) se a fronteira de 

o bO = r for uma variedade C~ de dimensão n-1, estando o 

de um mesmo lado da fronteira. Isto é qualquer x pertencente a 

r existem um aberto limitado ~ de Rn contendo x e uma apl~ 

caçao ~= U ... Q tal que: 

(a) cp , c~ e um difeomorfismo de U sobre Q ' 
, 

isto e, 
, 
e 

bijetora com ~ e cp-l sendo ~ c . 

(b) cp(U n o)= o+; cp(u n bO) = r
0 

e ~C b ( U n o)J = r 1 = oQ+ 

onde Q = (O,l)n-l X (-1,1 ); Q+ = (O , l)n e r
0

= (nEQ/~=0}. 

Quando na condição (a ) 

difeomorfismo CK dizemos que O 

laridade. 

tivermos apenas que cp 

tenta propriedade CK 

, 
e um 

de regg 
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1.1.1.3 - Proposição: Se O 
, 
e um aberto bem regular do 

então ~(O) é denso em Hm(O). 

Se o for um aberto limitado do Rn com 

regular, existe uma famÍlia de cartas locais para r 
fronteira bem 

k 
t( u . ' dt • ) } • 1 

J. 'J. J.= 

e funções de teste { ()". }k+l 
J. i=l 

com i= l, .•. ,R 

no Rn tais que o suporte 
k+l 

e suporte (crk+l) c o, sendo ~ 
i=l 

para todo x em O. 

(cr.) c 
J. 

cr.(x)=l 
J. 

Aqui, como em Medeiros/Rivera (9], dizer que (Ui'~i)} 

são cartas locais significa que as funções satisfazem as con 

dições (a ) e (b) da definição de o, ou a fronteira de O 

ser bem regular. 

Ademais, se novamente O for aberto limitado e bem re 

gular então existe um operador contínuo 

que P = u q.s. em o, para todo u u 

operador de m- prolongamento. 

P: Hm(o)--+ Hm(JRn) tal 

em Hm(o). P é dito 

Agora, enunciamos um teorema sobre injeções compactas. 

1.1.1.4- Teorema (RELLICH) : Seja O aberto limitado de Rn . 

Então a imersão de H~+1 (o) em H~(o) é compacta. 

Se, além disso, O for bem regular temos que a imersão 

de Hm+l(~) Hm(O) H em 
, 
e compacta. 

A seguir vamos definir e mencionar alguns resultados so 

b t.:IS (~) ~ b 1 Quando O -- "Tnn re os espaços r. H com u em regu ar . ~\ 

fizemos isso com ajuda da transformada de Fourier. 

Seja o aberto limitado bem regular ou 
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Consideremos a aplicação linear e contínua r 0 :L2 óRn)-+ 

-~ L2 (o) definida por r 0 u = ul 0 . Temos Da(~0u) = r 0 Dau 

a E ~n , no sentido das distribuições. Assim, a aplicação 

está bem definida e é contínua. 

Se P 
, 
e o operador de m-prolongamento, temo s 

para u 

Consequentemente temos 

Assim, no caso de O aberto limitado bem regular, 

Hm (O) = Km (O) • 

Esse resultado serve de motivação para se definir o es­

paço Hs(o) com s real positivo. 

Seja s ~ O. O espaço vetorial 

com a norma l\vll 0 = inf(l\ull s n I r 0 u = v, 
s, H (R ) 

v E Hs(O ), é chamado espaço de Sobolev de ordem s. 

Também se define a aderência de S(O) em Hs(O) como 

H~ (O). 

é um subespaço fechado 

de Hs(Rn). Logo Hs(Rn)/Es = (u + Eslu E HsCRn)} é de 

com a norma llu +E 11 = inf{ \lu+vll I v E E } . 
s Hs(lRn) s 

Banach 

Agora, com base nas definições anteriores, na observa-

- acima çao e pequenos argumentos; temos que existe um isomorfismo 

de Hs(o) no espaço quociente Hs(Rn) /Es que preserva a norma 
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(O limitado e bem regular). 

1.1.1.5 - Proposição: Hs(o) é um espaço de Hilbert e ~(Õ) 

denso em Hs(o). 

, 
e 

Na demonstração mostra-se primeiro que a norma de Hs(o) 

é induzida por um produto interno em Hs(o) provando-se que a 

norma de Hs(o) satisfaz a lei do paralelograma (ver [9]). 

I.l.l.6 - Proposição: Seja O 
s 

O ~ s 1 ~ s 2 então H 2 (n) c 

aberto limitado e bem regular. 
s 

H 1 (0) com imersão contínua. 

Se 

Observamos que existem outros métodos para definir os 

espaços Hs(o), sendo que todos coincidem com o aqui utilizado 

tomando ou um aberto bem regular. A demonstra-

ção dessas equivalências é feita com base na teoria de interpela-

-çao. 

A seguir vamos definir os espaços de traços a fim de e­

nunciarmos uma versão do teorema do traço. 

qual 

Seja O bem regular com fronteira r . Temos 

S(I') = (wjw: I'-.R, suporte (w) é compacto, Da.w E C~(r)}. 

y u o 

Dada u definida em O, representamos 

com I' = õO . 

O teorema do traço dá a caracterização do espaço ao 

pertence. 

Notar que u E s(Õ) então y
0

u E s(r). 
N 

Sejam O aberto bem regular e ((Ui'~i))i=l sistemas 
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N 
de cartas locais de r= oO e {a.}. l funçÕes de teste no Rn 

1. 1.= 
N 

tais que suporte(a .) cU. e ~ a.(x) = 1 par a todo x em r. 
J J 1 J 

formam uma partição finita da unidade suje ita à cobertura 

da fronteira de o). Sejam w 

se 

se 

Então definimos 

definida em r = oo 

x' E O = (O,l)n-l 
o 

x' E Rn-l \n 
o 

e 

Hs (r) = (w I \'V definida em r' w j E Hs (Rn-l) .lo/- j=l, ... ' N}. 

com a norma \\w\1 = { ~ \\ w.\1 2 
1 }

112 

Hs (r) j=l J Hs (Jtn- ) 

Identificando Rn- l com a fronteira r do semi-espaço 

definimos também: 

A independência, da definição acima, do espaço 

do sistema de cartas locais pode ser verificada em Lions/Magenes 

( 6a]. 

Agora temos a seguinte 

I.l.l.7 - Proposição: Seja O aberto bem regula r . Então exi ste 

c > o tal que 

\\you\1 1/2 ~ c\\ u \1 1 
H (r) H (o) 

..Y. u E S (Õ). 

Temos os seguintes: 

-----------------------------
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1.1.1.8 - Corolário: A aplicação 

com Y
0 

u = u lr , 
, r 
e cont1nua . 

1.1.1.9 - Corolário: Sendo ~(Õ) denso em H1 (o), desde que cog 

sideramos O bem regular, a aplicação acima prolonga- s e por con­

tinuidade a uma aplicação linear e continua que também representa 

mos por y
0

: 

e que chamamos "função traço" 

.;:;s..;;.o.;:;b;;..r.;;;.e_ I'_11 • 

1.1.1.10 - Teorema: 

aplica H1 (n) sobre 

e seu valor "'V u o traço de u o 

aberto bem regular. 

com nÚcleo H~(n). 

A função traço 

Agora vamos e studar o traço das derivadas. 

Sejam e u definida numa 

zinhança de I'. Definimos 

(y ju)(x') = (D~u)(x', O) = y 
0 
(D~u) (x') 

onde Dj õj 
n -- oxg e 

Temos que (~(r))m é denso em 

Também temos para 

1.1.1.11 - Teorema: ~ a~licação linear 
m-J- 2 

m-1 
TI 
o 

1 
m-j- 2 

H (I'). 

vi-

de ~(O) em 
m-1 

TI 
o H (I') prolonga-se por continuidade a uma 
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aplicação linear e contínua V 

cujo nÚcleo é o espaço H~(O). 

à direita contínua. 
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de Hm(O) 

Ainda, y 

m-1 
em TI 

o 
possui 

m- j - 1 
2 

H (I') 

inversa linear 

Seja agora O um aberto limitado do mn com fronteira 

r bem regular, admitindo normal interior v. 

Escolhendo sistema de cartas locais e funções de teste 
N+l 

0 1' ... ' 0 N+l tal que L: aj(x) = 1 em o tal que para toda 
1 

função u definida em r e j=l, ... ,N vale a relação 

onde uj = O'.U 
J 

e E o = t(x' ,0)/0 ~ X ~ 

i 
1, i = 1, ... ,n-1). 

Para 1,2, ... ,n-l E ~(O) 
bju 

j = e u seja yju =~~r 
a derivada normal de ordem j de u calculada na fronteira de o 

Assim, com o auxÍlio de cartas locais e do Teorema 

I.l.l.ll obtem-se o seguinte resultado: 

1.1.1.12 - Teorema: Seja O aberto limitado bem regular. Então 

existe uma única 

sobre o espaço 

aplicação linear e contínua 
m-1 . 1/2 

TI Hrn-J- (r) com nÚcleo 
o 

y do espaço 11m ( Q) -

Hm(O ) satisfazendo 
o 

a seguinte condição: 

V u E ~(O) 

Tal aplicação admite inversa à direita linear e rontí-

nua. 
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Seja u E L2 (o) tal que u, 

u = O em JR.n \o, esteja em 

tão u pertence a H~(O). 

prolongamen­

Hm(JRn). En-

Todas as definições e resultados enunciados até aqui P2 

dem ser obtidos, com as demonstrações, em Medeiros/Rivera [9]. 

Vamos precisar do teorema da interpolação no 

III. Com esse objetivo damos a seguinte definição: 

Capitulo 

Dizemos que O tem a propriedade do cone (ver Agmon 

[14]) se a fronteira de O bO tem uma cobertura aberta local-

mente .finita [~i} e correspondentes cones [C.} 
~ 

com vértices 

na origem e a propriedade que x+Ci c O para todo x em O n ~i . 

I .l.l.l4 - Teorema (INTERPOLAÇÃO): Seja O aberto e limitado com 

a propriedade do cone e suponhamos que O < e ~ 1. Se u E Hm(O) 

para m ~ 2 e se 1 ~ j ~ m- 1, então : 

onde Y = Y(O,m) depende somente de O e m. 

A demonstração desse teorema pode ser obtida em Agmon 

(14], essencialmente nas páginas 17 a 25. Para isso, Agmon mos-

tra primeiramente o resultado para m = 2 e j = 1 utilizando 

algumas desigualdades e aproximando funções de H1 e ~ por fun 

ções de c1 e c2 . A seguir aplica indução para provar o teore-

ma com m ~ 2 e j = 1, ... ,m-1. 

Resultados sobre teoremas de interpolação, compacidade, 

continuidade também podem ser obtidos em Adams (12]; assim como 
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definiçÕes sobre regularidade de fronteiras, etc . . .. 

A seguir enunciamos um lema que vamos precisar na prova 

da estimativa de A. El Kolli. 

I.l.l.l5 - Lema: Seja O c: Rn um dom.inio c (X) (bem regular) ou 

um cubo. Então 

* 2 1/2 J Dsfdx I 1\f\1 m = ( E 1\DClfl\ 2 ) + E I 
H (O) ICll=m L (o) ISI<m o 

, 
equivalente Hm(O). e uma norma no espaço 

A prova desse lema pode ser obtida em Triebel C4J essen 

cialmente página 291. 

Também vamos precisar de algumas noçoes e resultados so 

bre espaços periÓdicos. 

Seja c~\ a )a 
7r 

classe das funções definidas em Rn que 

sao periÓdicas de 2n em cada variável e que sao m vezes conti-

nuamente diferenciáveis. Seja H~(Q) 
7r 

o completamente de cfr.(a) 

com respeito a norma 1\ l\m,Q ; onde Q = (0,2n)n. 

Claramente, identificando os elementos de com 

funções definidas sobre Q, temos, com esta identificação, que: 

H~(Q) c: Hm(Q). 
1r 

Agmon em Cl4] mostra que podemos identificar o 
m 

H#(Q) com a coleção de todas as séries formais de Fourier: 

u = !: (2TT)-n/2 b 
k k 

tal que 

ik·X e 

espaço 
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Essa identificação é possivel devido ao seguinte: 

1.1.1.16- Lema: Existe uma constante c > 1 m tal que a expres 
~ 

sao: 

é váli da para todo u em c#(Q). 

Na verdade, esse lema é provado por Agmon em (14] para 

a norma 11· 11! com uma definição um pouco diferente da que fize­

mos acima, mas as demonstrações são essencialmente as mesmas e o 

resultado que precisamos é justamente o que enunciamos, sendo tam 

bém o mais conhecido. 

Agmon também mostra o seguinte resultado: 

I.l . l.l7 - Teorema: Seja {u.} 
J 

uma seqllência limitada em Hj(Q). 

Se m ~ 1 então [uj} tem uma subseqliência que converge em 

Ifl-lc Q). 

Assim, esse teorema diz que a injeção de BJ(Q) em 
, 
e compacta. 

, 
Um fato obtido por Agmon, utilizando esse teorema, e o 

seguinte: 

I.l.l.l8- Teorema (RELLICH): Seja O um dominio limitado tendo 

a propriedade do cone. Então a injeção de Hm(o) em 

j < m, 
, 
e compacta. 

Agmon mostra esse teorema para O tendo a propriedade 

do segmento, que é uma extensão da propriedade do cone (ver [14]). 
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I.l.2 - NOTAÇ0ES E ESPAÇOS AUXILIARES 

Seja O aberto de R 3 . 

Primeiro fazemos algumas observações sobre matrizes. 

Sejam e,~, ... matrizes 3X3 definidas sobre O. Quan-

do dizemos que ~,~, . . . são matrizes definidas positivas , nos 

significa que, por exemplo, existem e
0
,e1 > O tal que para todo 

x em O e todo vetor s ~ O em R3 vale: 

Tais matrizes sao inversíveis e as inversas sao também 

simétricas e definidas positivas. 

Em nosso trabalho, as operações com matrizes e vetores 
~ 

sao feitas componente a componente. Produtos de vetores e matri 

zes são feitos por multiplicação usuais. Atr indica a trans-

posta de A e A a conjugada de A. 

A seguir introduzimos alguns espaços que vamos precisar 

mais tarde. 

Para O aberto de R3, o espaço 

com o produto interno 

(E,F) = (E,F)0 = [
0 

E·F = 

é de Hilbert. 

Definimos um outro produto interno : 

n~-------------------------------------------------------------------------------
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(E,F)e = (E,eF) 

onde e é uma matriz simétrica e definida positiva. 

Seja agora, ~ 2 ~(o) o espaço das funções vetoriais 
' 

E= (El'E2 ,E3 ), definidas sobre o, com norma \1 \\ e finita . 

, 
Temos que 

quivalente à norma 

1\ llo o = 11 11 o = ( ' ) ~/2 e uma norma e-
' 

11 \1~ = ( )1/2 
e: • 

Do mesmo modo definimos o espaço: 

com a norma 
{ 

3 }1/2 
\lu\\ m = E \\uill! 0 U (O) i=l ' 

Assim também temos os espaços cm(o), em( o) 
o (as fun-

çoes de cm(o) com norma \lu. \\ 0 < CXl ) , 
1 m, C~ ( O) e ~~(O). No r-

malmente vamos chamar c~(o) de c~(n) por comodidade , C(O ) por 
C(O), etc . . . . 

Também definimos o espaço: 

V(O) = [E E U1 (o) /(~,rot E)= (rot ~, E), 

Claramente, temos que: 

As vezes podemos anotar \1 • \\~ em vez de \1 · 11 e: ou 
2 ,e: 

1\ ·1\m 0 em vez de \1 ·I! m , etc . . . . Se estamos trabalhando 
' U (O) 

com funções vetoriais, significa que estamos utilizando norma ve-

torial. Assim não vamos nos preocupar com a notação das normas . 

Finalmente, anotamos 

~-
;.::;· ' .,., ( ~ 

·"' 
\ / . ·-· ·'· ~ .. ;;· 
'-~ 
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D 
0 

( o) = [E E s. 2 , e: C o) 1 di v e: E = o} . 

Essa definição é motivada pelo fato que, como veremos 

na prÓxima seção sobre Weyl, dado E em S-2 (O) 
' e: 

podemos decom-

por E em componentes ortogonais: 

com div t E
0 

=O, isto é, E
0 

pertence a D
0

(0). 
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1.1.3 - A DECOMPOSIÇÃO DE WEYL 

Vamos fazer uma breve exposição sobre o trabalho de Weyl 

(ver [5]) relativo ao método de projeção ortogonal. 

1.1.3.1 - Definição: 

Seja o aberto de JR3. 

Seja e: = e(x) uma matriz 3X3, simétrica e definida 

positiva sobre o (ver 
~ 

I.l .2). seçao 

Consideremos o espaço 
~ 

definido na seçao an-

terior. 

Estamos interessados em fazer uma decomposição, em com­

ponentes ortogonais, de ~ 2 ~(n). 
' 

Observamos que Weyl trabalha com o espaço ~2 (n), mas a 

decomposição que vamos fazer é similar e com o mesmo método. 

Seja G o fecho do conjunto: 

Seja C o fecho do conjunto: 

(e-1 rot v I v E fl1 (o)} 
o 

(no sentido da norma \\·!I e:). 

Chamamos os elementos de ~ 2 ~(o) 

' 
a G de solenoidais e anotamos Fs. 

Os elementos de 

rotacionais e anotamos F .. 
1 

ortogonais a 

~ 

que sao ortogonais 

c chamamos de ir-
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Equivalentemente, 

-Y-vEG 

-Y.. u E C . 

Em [5] Weyl prova o seguinte lema quase imediato: 

1.1.3.2 - Lema 

temos que 

temos 

nais a G. 

J
0 

grad ~·rot v= O e 

Claramente, pelas definições anteriores e o Lema acima, 

G c F. 
J. 

Pelo teorema da ortogonalidade num espaço de Hilbert 

Agora, consideramos os elementos de Fi 
~ 

que sao ortogo 

Então eles estão em F . s Estes são, portanto , preci-

samente os elementos de F. n F . 
J. s 

Conseqllentemente obtemos, 

F. = G $ (F. n F ) 
J. J. s 

Do mesmo modo que acima, podemos escrever 

Logo, obtemos 

~2 (O) = C ~ G $ (F. n F ) ,e 1 s 

Weyl demonstra, aqui já apresentamos o resultado para o 



~ c· _.:.~aço s.2 &(O), o se:gujtJte : 
' 

I._;!-.3 .3- Te_s>_!:~ma : Se h E Fi n F'~ ·· -~+.ão 1- E r'"=(o ) e 

div eh = O e rot h = O. 

(Em pa1·ti cu lar as componentes à e h <:>a o "harmÔnica:: ... 

• 11"11 ' - d' - . -1 . h) po1s u n ~ c1aa 1v en- ro~ e ro~ . . 

Concluímos esta seção com urna 

1 .1 .3 .4 - Observação: 

Dado E E ~ 2 (O), 
' e: 

pela decomposição de ~eyl, 

escrever 

E = E
0 

+ E1 

onde • .1.. , 

lS t.,O e, 

E1 ::;; grad u, com 

e 
- 1 E

0 
= e: rot ~ + f, com ~· E :!:! 1 (o) e f E _ 1 o 

Assim, aplicando o teorema 1.1.3. 3 , ternos 

div e E
0 

= div rot ~ + div ~ f - O 

desde que div rot * =O, sempre , para todo ~ · 

Consequentemente, ternos a orT.ogona 1. 

mos precisar: 

s 

onde E1 = grad u , com e di v = o, isto é, 

E
0 

E D
0 

(O). O esque~;,a aaui utilizado pa1·a :'a?er é: e:.:posição :c 

-,.·eyl é devida a Taylor (1]. 

------------- -~ 
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I.l.4 - UM LEMA DE DECOMPOSIÇÃO DE WEYL 

Nesta seção vamos apresentar um lema sobre decomposi­

ção, o qual consta do trabalho de Mehra, que vamos aplicar poste-

riormente. 

Lema: Sejam O aberto limitado e E E V(O) n c2 (õ). Então, 

Prova : Como E E c2 (Õ) então rot E E ~ 1 (n) . Assim usando que 

E E V(O), segue : 

Urot EU2 = (rot E, rot E) = (rot rot E, E) . 

Do fato que AE = grad div E - rot rot E, obtemos: 

Urot El! 2 = (grad div E - AE,E) = f
0 

(E.grad div E - E.l>.E) 

Como div(E div E) = div E div E + E·grad div E, também 

obtemos: 

3 
\\ 11 2 ( ( (- ) - Ei D2. Ei} = rot E = J~ div E div E - div E div E- ~ 

H i' j=l J 

f [ 3 . . 
= div(E div E) - div E div E- L: D.(E1 DJ.E1

) + 
o i,j=l J 

3 -i i J + r D. E D. E 
i,j=l J J 

3 
= ( r f Dj E·Dj E)- ~\div E\1 2 

+ 
j=l n 

= 
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Na Última igualdade usamos o teorema de Gauss, sendo h 

a normal à superfÍcie . 

Assim, temos: 

Como mostraremos no Capitulo II, a condição de E per­

tencer a V(O) generaliza a condição de fronteira ~ x E = O. 

Mas, isto significa E= O ou que E está na mesma linha que ~· 

Como a hipÓtese E = O é trivial na prova do lema, suponhamos 

E ~ O e assim devemos ter E = (~·E)~ e div E = ~· ~ . 

Desse resultado, podemos concluir que a expressão "en­

tre parênteses" se anula assim: 

f ( ... } = o. 
bO 

Com isso , o lema está estabelecido . 
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I.l.5 - ESTIMATIVA DO NÚMERO DE COORDENADAS INTEIRAS DE Ulfill 

REGIÃO LIMITADA POR UMA SUPERFÍCIE ALGÉBRICA 

Sejam m > O um inteiro fixo e 

a(x) = x E JRn 

onde os coeficientes aa e são constantes. Além disso, suponha-
' mos que a(x) > O para todo x em JR.n\.0. 

Claramente, o conjunto Kf.. = t x E JR.n / a(x) s: >., f.. > O} 
, 
e compacto. Anotamos 

Seja p > 0 : Construimos uma rede de comprimento p pª 

ra K em Rn , conforme fi gura abaixo (com os lados dos 

paralelos aos eixos de JR.n) . 

-_ ,.. _ 
/ 

[f 

Agora definimos: 

A(p) =número de n- cubos contidos em K. 

B(p) =número de n-cubos que cortam (interceptam) a 

região K. 

cubos 
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(todos os n-cubos em Rn têm l a dos de comprimento p, 

trução). 

por cons 

Imediatamente vemos que (pn = volume n-cubo): 

(1) A ( P ) • p n ~ v o 1 K ~ B ( p ) • p n 

e também que: 

B(p)- A(p) =número de n-cubos que cortam a f ronteira de K õK. 

Projetamos n-1 sobre R . Temos que essa proje-

ção de K está contida dentro de um cubo (n-1)-d imensional L 

digamos de comprimento de lado igual a t. 

Como a õK é uma superficie algébrica de ordem 2m 

n-1 ' · temos que uma reta ortogonal a R corta a õ K no max1mo 2m 

vezes. Assim um (n- 1)- cubo contido em L é pro j eção no 

de 2m n-cubos que fazem interseção com a fronteira de K. 

/ 

1 - -r \ )( 1 l 
~ 7(; 

- -I! I ti _ 
---

I íKM-l I 
Então, dai concluímos que: 

, . 
max1mo 

B(P) - A(p) ~ CnQ de (n- 1)- cubos contidos em L]·2m 
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Sendo t = comprimento de lado do cubo L, obtemos que: 

[nQ de (n-1)-cubos contidos em L] = 

Assim temos que: 

Volume L 

Volume(n-1)-cubo 

.e,n-1 
= n-1 p 

onde C é uma constante dependendo de m e da forma a(x), isto 

é, de m e dos coeficientes aa,S dos quais depende a constan­

tante t . 

Seja N(i..) 
, 

= numero de pontos com coordenadas inteiras 

Fazemos uma "homotetia" de razao ;., -l/2m 
' 

que trans-

forma K;., em K: 

x E KÀ <===> a(x) ~ h <==:::> a(i..-l/2m x) = ;.,-l a(x) ~ 1. 

A homotetia leva a rede em Rn de comprimento 1, na 

rede de comprimento p = h-l/2m. 

Em conclusão, obtemos agora que : 

N(h) = número de pontos da rede de comprimento p (com 

p = h-l/2m) contidos em K. 

Agora fazemos aqui, a seguinte associação: 

n-cubo <---7 o vértice com coordenadas máximas 

(o vértice com maior distância à origem) 

Então temos, pela bijeção dos n-cubos com os vértices 

escolhidos, que: 
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A(P) ~ N( Ã) ~ B(p) (P = À-l/2m) 

ou equivalentemente temos: 

(3) 

Mas (1) e (3) implicam que: 

lvol K- N(Ã)Pnl ~ (B(p)- A(P)]pn (p = "--l/2m) 

e aplicando (2) segue: 

e finalmente obtemos: 

lvol K· "-n/2m - N(Ã)I ~C "-(n-l)/2m ~ C(l+À(n-l)/2m) 
' 

onde na Última desigualdade acrescentamos a constante C para 

que a fÓrmula ·seja válida também para o caso À = O. 
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I.2 - Resultados Técnicos 

Já enfatizamos no inÍcio deste capítulo que o mini-max, 
~ , 

na generalidade que precisamos, nao e um assunto "standard", sen 

do difÍcil de ser referenciado. Com isso em mente, desenvolvemos 

uma seçao sobre essa matéria. 

O método aqui utilizado e a seqll~ncia de resultados ob-

tidos é o mesmo desenvolvido por Metívier em (3]. A 

1.2.1.2.10 é uma contribuição de MetÍvier . 

proposição 

Nesta segunda parte do capítulo I, também incluimos uma 

seção sobre a estimativa de El Kolli, que será utilizada no r cap1 

tulo III para estimar distribuição de autovalores para problemas 

sobre cubos com coeficientes constantes, que chamamos de majora­

ções dos "widths". 

Finalmente, incluimos uma terceira seçao sobre estima­

tivas para os espaços K~(n) e Hm(O), com duas proposiçÕes que 

são importantes para o resultado, a ser obtido no presente traba­

lho, sobre a distribuição assintÓtica de autovalores para o pro­

blema associado a tripla variacional (v,L2 (n),a). 
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I.2.1 - MINI-MAX 

Vamos introduzir uma subseção sobre "widths" e diâme­

metros de Kolmogorov, outra sobre problemas variacionais e · por 

fim uma fazendo a conexão dos autovalores e problemas varia-

cionais. 

I.2.l . l - Widths 

Sejam S E L(E,F) um operador compacto, B a bola uni 

tária em E e SB a imagem em F. 

Seja Gn(F) o conjunto de todos os subespaços lineares 

com dimensão no máximo n do dado espaço de Banach F e denota­

mos por R(K) a imagem do operador K E L(E,F). Então temos a 

seguinte 

I.2.l.l . l - Definição 

(a) sup 
xEB 

inf \lsx-y!IF , 
yEG 

n=O , 1, . .. 

Os números dn são ditos "vridths" no sentido de A.N . 

Kolmogorov (ver Triebel (4]). 

(b) sn(S) = sn(S,E,F) = inf lls-KJI , 
dim R(K).s:n 
KEL(E,F) 

n=O , 1, 2, . . . . 

Observamos que d
0

(S) = s
0

(S) = llsll. Podemos chamar os 

"widths" sn de números de aproximação. 

Agora vamos apresentar uma definição equivalente sobre 

os números de Kolmogorov, a qual vamos utilizar no desenvolvimen-
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to das fÓrmulas do mini-max. 

Seja A um subconjunto limitado de um espaço vetorial 

normado F. O n-ésimo diâmetro (de Kolmogorov) de A em , F 
, 
e o 

, 
numero: 

(c) inf sup inf \\x-y \l F 
GEGn(F) xEA yEG 

Identificando a imagem SB, da bola unitária B em E 

pelo operador compacto S:E ~ F, como um conjunto em F, imedia-

tamente temos: 

Assim, obtemos a equivalência das definições (a) e 

(c), isto é, entre as "widths" e os n-diâmetros de Kolmogorov. 

I.2.1.1 . 2 - Propriedades dos 11 \.,ridths": 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(i v) 

Identificando Gn com R(K) podemos concluir que 

n = 0,1,2, ... 

As seguintes propriedades sao imediatas: 

(a. ~ O) 

A c B então 

A sequência dn é decrescente, além disso 

lim dn(A;F) = O c~===~> A é précompacto . 
n-+co 
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Observamos o seguinte resultado clássico, sobre a geome 

tria dos espaços de Banach . 

I .2.1 .1. 3 - Teorema (Krein): Se existe G E Gn+l(F) tai que a 

B(O,õ) em G está contida em A, então 

Vamos dar a demonstração para o caso de F ser espaço 

de Hilbert, a qual é imediata , e é o caso que nos interessa . 

Como G E Gn+l(F) , para H E Gn(F) existe então x 

não nulo em G, que é ortogonal . 

Colocamos y = ô e assim 11xlf'X y E A pois lly\1 = ô e 

pela hipÓtese BG (O, ô) c: A. Então 

-v- z E H: !ly- z!IF ~ \\y!I F = ô pois y_j_H 

Aplicando a definição de 
, 

que os numeres dn , sn 

dn(A;F) o resultado segue. Observamos 

coincidem no caso de um espaço de 

Hilbert. 

Para uma análise mais detalhada dos resultados sobre os 

n- diâmetros indicamos Lorentz (2]. 

I.2 .1.2 - Problemas Variacionais 

Aqui vamos definir as funções N( ~, V,H,a). 

Vamos precisar das seguintes 

I.2 . 1 .2.1- DefiniçÕes : 

Sejam V e H dois espaços de Hilbert, tal que V imerso 

continuamente em H. 
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Denotamos ( , ) o produto escalar de H. 

Seja a uma f o.rma sesquilinear sobre 
, 

V, isto e, 

a(~u,v) = ~a(u,v) e a(u,~v) = ~ a(u,v). 

Por conveniência, denotamos simplesmente a+~, com ~e~, 

a forma a~( , ). 
Suponhamos também que a é hermitiana, isto é, 

~ u,v E V: a(u,v) = a(v,u) 

e que a é continua sobre V: 

3: M, -v u,v E V: la(u,v) I ~ Mll ullv·llvllv . 

(a) 
, 

Dizemos que .;;;;a_..;:.e_.;;f..;:.o..;:.r...;t..;:.e..;:.m;;,;;e..:;;n;:..;t;..:;e;........;;c;..;o;..;;e:;..;;r;....;c;:..;i;;...v;..;a;;;......:s::...o;;...b;;.;r;;...e;;;._.,_v..;.. se : 

3: m > O tal que 

2 
~ u E V: mllullv ~ a(u,u) 

Dizemos que a é coerciva sobre V (relativamente a (b) 

H) se existe >-
0 

E R tal que a + À o seja fortemente coerciva 

sobre V, 

(c) 

V e H 

isto é, se existe 

-Y-uE 

À EJR o e m > O tal que 

Uma tripla (V,H,a) é chamada t ripla variacional se 
~ 

sao espaços de Hilbert tal que V está imerso continua-

mente em H e onde a é uma forma hermitiana, continua e coerci 

va sobre V. 

Seja (V,H,a) uma tripla variacional , para À EJR de-

signamos 



(d) é\(V,H,a) 
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= {subespaços fechados E de 

La forma a-~ é fortemente 

Então, colocamos 

V tal que 
coerciva sobre 

(e) N(Ã;V,H,a) = inf codimv(E) 
EEe:À (V, H, a) 

onde codimv(E) designa a codi mensão finita ou infinita de E 

em v. 

Assim, N( Ã;V,H,a) E N =lli U [ +m ] . 

As seguintes propriedades decorrem da definição 

r.2.1.2.2 - Propriedades das funções N(Ã;V,H,a): 

(i) N(~; V,H,a+t) = N(~-t; V,H,a) (t E JR) 

(ii) N( h ; V,H,~a) = N(a- l ~;V,H,a) (a> O) 

são duas formas hermitianas, contínuas e coer 

civas sobre V tais que 

então ~ u E v: a1 (u,u) ~ a2 (u,u) 

N( Ã; V, H,a1 ) ~ N(Ã;V,H,a2 ). 

Para provar a propriedade (iii) basta notar que 

eÀ(V, H,a1 ) c eh(V,H,a2 ) desde que a 1(u,u) ~ a2 (u, u) . 

As conexoes entr e as funções N( Ã; V,H , a) , os autovalores 

e os n- diâmetros são expostas pelas proposições I . 2 .1.2 . 4 e 

I.2.1.3.1. 
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1.2.1.2.3 - Lema: Sejam (V,H,a) uma tripla variacional e E um 

subespaço fechado de V. Temos 

tal que 

-v- u E E: (a-\)(u,u) 2: ~llull~ . 

Prova: Para E e eÀ(V,H,a) temos por definição que ~ m >O tal 

que, -v- u e E: (a-Ã)(u,u) :z: ml!u\1~ 2: rn ~ llu\1~ , onde na Última 

desigualdade usamos que c > O é a constante da imersão contí-

nua de V em H. 

Inversamente, suponhamos que 

2 
~ u E E: (a-Ã)(u,u) '2: e!lui!H . 

Como por hipÓtese (V, H, a) 
, 
e uma tripla variacional, 

então a é coerciva sobre V, 
, 

isto e, 

V u E V: a(u,u) '2: m\lull~ - ~ 0 1lu\l~ (Ã
0 

EJR, m >O). 

Daí, para >.. ~ -~ 
o ' 

temos 

-v u E V: a(u,u) 2: m\\u\1~ + ÀHull~ 

ou, -v u E V: m\\u\\~ s: a(u,u)- Ã\lull~ = (a-Ã)(u,u). 

Assim, a-~ 
, 
e fortemente coerciva sobre v. Em par-

ticular a-À é fortemente coerciva sobre E. Então, por defini-

ção temos E E e>..(V,H,a). 

Agora, para >.. >-À 
o ' 

colocamos € 
e' = ~ . 

+ o 

que 
2 -v u E E: (a->..)(u,u) 2: el!ui!H , obtemos: 

Desde 
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-v- u E E: el (a-À)( u, u) :a: \\ u \1 ~ . Então ~ u E E: 

À+À 
o 

(1) 

Vu 

Vu 

E 

E 

-v u E 

E: 

E: 

E: 

Assim, 

Novamente, usando a coercividade de a, 

a(u,u) + Ã.0 1lull~ :a: m\\u\1~ ; 

-Àilull~ + Ã\lu\1~ + a(u,u) + Ã0 llull ~ :a: 
2 

m\lu\lv 

(a-Ã)(u,u) + (Ã+Ã.0 )llull~ :a: mllull~ . 

temos 

Agora, introduzindo a desigualdade (1) na expressão aci 

ma obtemos; 

2 
-v- u e E: lr (a- Ã.)(u,u) + (a-Ã)(u,u) ~ (a- Ã)(u,u) + (Ã+Ã

0
)llui!H ~ 

2 
~ mllu\\v ; 

~ u e E: (e~-+ l)(a- Ã.)(u,u) 
2 

:a: m\lu\lv 

V u E E: (l+e')(a-Ã)(u,u) :a: 
2 

e'm\lullv 

e' m 2 
.y. u e E: (a-Ã)(u,u) :a: l+E:' \lullv 

Assim, a-À 
, 
e fortemente coerciva sobre E. 

Então, por definição, E E eÀ(V,H,a) . 

A relação das funções N( Ã.;V, H,a) com os n-diâmetros é 

dada pela, 
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1.2.1.2 . 4 - Proposição: Seja (V,H,a) uma tri p la var i aciona l . 

onde Sa = (u E V: a(u,u) ~ 1} . 

Prova: Seja Ã >O. Seja v = cardina l (n ~ 0 : dn(Sa ,H ) ~ Ã-l/2 }. 

Para provar a proposição, basta mostrar que: 

(i) N(Ã;V,H, a) ~ v 

(ii) v~ N(X;V,H,a) 

Prova de (i): Se v = +~ o resultado é trivial. Se v < +~ , 

como dn é uma sequência decrescente e sendo 

v= card(n ~O: dn(Sa,H) ~ Ã-l/2 }, 

(\l ~ (n ~ 0: d (S ,H)~ Ã-l/2}). 
n a 

dv-l<sa,H) ~ x-1/2. 

Assim, obtemos: 

temos 

Disso também temos 

Pela definição do n-di âmetro existe então G E Gv(H) 

t al que 

Denotando n a projeção ortogonal de H sobre G 

(existe n pois dim G ~ v < ro, isto é, G é fechado) e tomando 
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u E V temos que: 

u E V 
Ja(u,u) 

e 1 
a(u,u)·a(u,u) = 1 

Assim, -v- u € V: E S • 
/a(u,u)' a 

u 

Mas dai, usando a expressao (2) acima , temos: 

~ u € V, ~ v E G = n(H) tal que 1\ u ' - v\\H ~ (h' )l/2; 
Ja(u,u) 

~ u E V, a v E G = n(H) tal que 1 1\u- Ja (u,u) v\\H ~(h'f1/2 ; 
Ja(u,u) 

ou seja, 

( 3) 
2 

41- u. E V: !lu-TT u !IH ~ ()..' )-l a(u, u). 

Colocamos E = V n Ker n. Desde que V imerso conti­

nuamente em H e Ker n fechado em H, é fácil de verificar que 

E é fechado em v. 

Temos n(H) = G e dimH(G)~ v, assim como H = G+Ker n 

obtemos 

v = v n H = (V n G) + v n Ker n 

ou 

V = (V n G) + E 

entio concluímos que codimv(E) = dimv(V n G) ~ dimH(G) ~ v 

( G E Gv (H)). 

Consequentemente, 

Para u E E = V n Ker n temos nu = O. Assim de (3) 
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obtemos: 

2 
-v u E E: \\u!IH::; (t..' )- l a(u,u ) ; 

2 2 2 
-v u E E: À'lluliH- >.ffu lf

11 
~ a(u,u ) - ÃJj u 1/ H 

2 
-v u E E: P· '-Ã.)\\u\\H ::; (a-Ã)(u , u). 

Agora, utilizando o Lema 1.2.1.2 .3 (Ã' -À > O) 

que E E eÀ(V,H,a). Mas 

N(Ã;V,H,a) = inf codimv(F ) 
FEtÀ(V, H,a ) 

então, 

N(Ã;V,H,a) ::; codimv (E) ::; ~. 

Logo, (i) está estabelecido. 

Prova de (ii) : Similarmente a prova de (i), t emos s e 

+~ = N(Ã;V,H,a) então N(Ã;V,H,a) ~ ~ . 

temos 

Suponhamos que N(Ã; V,H, a) = n < ro . Temos por defi ni-
~ çao: 

n = N(Ã; V,H,a) = inf codimv(E) 
EEe: À(V,H,a) 

isto é , existe E E eÀ(V, H,a) de codimensão n em v. Também 

E 
, 
e fechado em V pela definição de e:À(V,H,a). 

, 
Se j a G o ortogonal, por a, de E em V; isto e 

G = [v E V: a(v,u) = O 4:1- u E E). 

Claramente , temos que 
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Denotamos n' o projetor ortogonal, por a, de V so 

bre G. 

tal que 

Como E E e~(V,H,a), pelo Lema 1.2.1.2.3, exist~ e >O 

-v- u E E: e !lu!!~ :s: (a-~) (u, u). 

Agora, como i 
TT'V = G = E ' temos -v u E V: U-TT' U E E. 

Assim, 

2 
-v u E V: ellu- TT'uiiH :s: (a-Ã)(u-TT'u,u-TT 1u) 

2 
-v u E V: (e+~)Uu-rr'uiiH :s: a(u- TT 1u,u-TT' u) :s: a(u,u) 

e assim, como TT 1u E G 

inf sup i nf \\u-y \\H :s: sup llu-TT 'uiiH :s: 
GEGn(H) u ES yEG uES a a 

Portanto , dn(Sa,H) < À-l/2 . Como a seqllência dn 

decrescente, deduzimos de v = card(n ~ 0 : dn( Sa ,H) ~ À-l/2 ) 

que v :s: n . 11 Consequentemente, 

v :s: n = N(Ã;V,H,a) 

, 
e 

e portanto (ii) está também estabelecido. Logo, a 

está provada. 

proposição 
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1.2 . 1 . 2 . 5 - Notação: 

Se V e H sao espaços de Hilbert e V está imerso 

continuamente em H, anotamos 

, 
e o produto interno de V e SV a bola unitária de v. 

A segunda igualdade resulta da proposição 1 . 2.1.2.4, já 

que 
2 

S a = ( u E V: a 
0 

( u, u) = ( u, u) V ~ 1} = ( u E V: \I u 11 V ~ 1} = 
o 

= Bv(O,l) = SV , 

e portanto 

1 .2 . 1.2 . 6 - Lema: Sejam V ~W c-H três espaços de Hilbert com 

imersões continuas. Para ~,~ > O temos: 

N(Ã ~;V, H) ~ N(Ã ;V, W) + N(IJ ;W,H) • 

Ademais, se Y é a norma da injeção V c-w temos : 

2 
N(~;V,H) ~ N(Y Ã; W,H) . 

Prova: Sejam 

lo Lema 1.2 .1.2. 3 temos 
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2 
~ u E E: (a0-~)(u,u) ~ e\lu\IW (e > O) 

Se F E eu(W,H), analogamente, pelo lema 1 .2.1.2.3 

2 2 2 
v v E F: \lvl!w - e' llviiH ~ IJ\lu\\H 

Agora, se z E E n F então z satisfaz as expressoes 

(4) e (5). Assim, 

ou 

1 2 e 2 2 2 2 
r \\zllv - ;: llz llw :?: l!z llw ~ e' \lz l!H + 1J \\ziiH 

Mas, como W c..... H temos 

2 2 
Y w E W: \lwUH ~ ctellwllw (cte > O) 

e daÍ, desde que E n F c W , obtemos 

2 2 2 2 
.Y. z E E n F: !lzllv- ~·c~e l!zi/H- ~et\\ziiH:?: ~ IJI!zi!H 

2 2 2 
-v z E E n F: l!z\\V- (e: c~e +:\e' )l!ziiH ~ À IJI!zi!H ; 

2 2 
-\f z E E n F: ( z , z ) V - >.. \-1. \1 z \1 H ~ õ \\ z 11 H 
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Aplicando o lema I.2.1.2.3, deduzimos que 

pois E n F 
, 
e fechado em V desde que E fechado em V,: F 

fechado em W e V c w. 

Agora, 

N( À~.qV, H) = 

Tomando Ínfimo a desigualdade permanece, consequentemeg 

te: 

N(Ã~;V,H) ~ N(h;V,W) + N(~;W,H) 

e assim a primeira parte do Lema está provada. 

Para provarmos a segunda parte, seja F E e~(W,H). Pe­

lo lema 1.2.1.2.3 

(e:> O). 

Assim, se u E F n V então u satisfaz a desigualdade 

acima e ademais 11 ui\~ ~ v2
!1 u:l~ onde y é a norma da injeção V c W. 

Consequentemente 

2 2 2 2 
.lo/- u E F n V: y \lu\IV - ~\\u\\H :c?: El!u\\H 

ou seja, 

Como F 
, 
e fechado em W e V c.._ W então F n v 

, 
e fe 

chado em V. Assim, novamente pelo lema 1 . 2.1 .2 . 3 
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F n V E e~y-2 (V,H) . 

Então, 

N(~y-2 ;V,H) = inf codimv(G) ~ 
GEe _2 (V,H) 

LLY 

Tomando Ínfimo, obtemos: 

V F E e (W,H) • 
IJ 

fazendo h = ~y-2 e portanto 

2 N(À;V,H) ~ N(Ày ;W,H) 

logo, o resultado está estabelecido. 

I.2 .1.2. 7 - Lema: Sejam V c- H dois espaços de Hilbert, sendo 

V denso em H; denotando H' e V' os espaços duais de H e 

V e considerando a imersão H' c-v r temos: 

"V À E JR: N( À ;V, H) = N(). ;H', V'). 

Prova: Pela simetria do problema é suficiente provar a desigualda 

de : 

À EJR: N(>.;V,H) ~ N(Ã;H ',V' ). 

Se N(>.;V,H) = +~ o resultado é imediato. 

Assim, suponhamos que N(Ã;V,H) = n < ~ . 

Seja E E EÀ(V,H) um subespaço de codimensão n . 
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Aplicando o Lema 1.2 .1. 2 . 3, 8 e> O tal que 

lf-uEE: 

ou 

(6) 

Como 
, 

E e fechado em V, o suplemento orto-

gonal de E em V. 

Seja F o ortogonal de E1 pela dualidade V' x V , 
, 

isto e: 

F = ( u ' E V' : ( u ' , v) V , X V = O -v- v E E1 } 

Seja G = F n H' c- V' (V c- H). 

assim, obtemos codimH,(G) s: n. 

Para u E G temos: 

\lu!! v, = sup I (u, v>v, xvl = 
\\vllvs:l 

sup 
vEV 
V=E1EBE 

= sup 
vEE 

Então, 

I (u, v>v, xvl 
li vil V , desde que 

I (u,v)v,vl 
11 u \1 V, = s up H 11 

vEE v V 

I (u,v)V'xvl 

llvllv 

-v- u E G; 

= 

e dai, para u E H' c..... V' e vEEc.vc-H, temos: 
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pela continuidade. 

Então, desses resultados obtemos: 

:::: sup 
vEE 

1\u\\H, llv\IH 

llvllv 

Agora, lembrando o resultado (6), segue : 

-\f v E E: llvi\H :::: (~+e)-1/2 
llvllv 

portanto, aplicando ao anterior: 

Assim, obtemos: 

.Y.. u E G: 
, 

isto e: 

Desde que 
, 

G e fechado em H', pelo lema 1.2.1.2.3, 

temos que G E ~À(H',V'). 

Então, 

:::: codimH 1 (G):::: n = N(Ã ;V,H) . 

Logo, 

N( ~;H',V ') s: N(Ã;V,H), 
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Similarmente, podemos provar que 

N() .. ;V,H) s: N(Ã;H',V') , 

Consequentemente o lema está estabelecido. 

I.2.1.2.8- Lema: Sejam (V,H,a) uma tripla variacional e V
0 

um 

subespaço fechado de V. Então 

-v- i.. E R: N(i..;V
0

,H,a) s: N(Ã ;V, H,a) . 

Prova: É suficiente verificar que: 

(7) 
E E t;.,(V,H,a) então 

codimv (E n V
0

) s: codimv(E) . 
o 

Se estabelecemos (7) então obtemos 

E E ~;.,(V,H,a) . 

Levando ao infimo, temos 

e portanto o lema está provado. 

e 

Assim, temos somente de mostrar que (7) é válida. 

Para isso, seja E E eÀ(V,H,a). Por definição, E 
, 
e 

fechado em v. Como v o 
, 
e fechai o v, 

, 
fácil de verificar em e 

E n v o 
, 

fechado em v o que e . 

----------------------------------------------------------
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Também, utilizando o lema 1 .2.1.2.3, temos: 

Em particular, vale: 

Mas, como u E V o fechado em 

(e > O). 

v, llu\lv = 
2 2 2 

-v- u E (E n V
0

): \\u\\V - Ã\lui!H;;:;:: e\lu!IH 
o 

llullv 

Novamente, aplicando o lema 1.2.1.2. 3 , temos 

E n V
0 

E eh(V
0

, H,a) . 

e daÍ 
o 

Para concluir a prova do lema observamos que V= E+ V/E, 

então 

agora, como codimv(E) = dim V/E e codimv (V
0 

n E)=dim(v
0

nv/E) , 
o 

obtemos que codimv (E n V
0

) ~ codimv(E) e o lema segue. 
o 

Precisamos do lema 1.2.1.2.8 para fazermos a prova da 

proposição 1.2.1.2.10. 

Entretanto, primeiro verificamos o seguinte : 

1.2 .1.2. 9 - Lema: Seja (V,H,a) uma tripla variacional. 

Seja À dado e suponhamos que n = N(h;V, H,a ) < +00 • 

Introduzimos o espaço : 

K = [u E V: (a-h)(u,v) =O, -v v E v}. 

Então, existe uma decomposição de V em soma direta or 

togonal por (a-h): 
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' v = E$ K El3 E 
tal que 

(i) dim E EB K = n 

(ii) a forma (a-À) 
, 
e negativa sobre E. 

(iii) E' E e).. (V, H, a) . 

Prova: Com n = N(h;V,H,a) < oo, existe E' E e)..(V,H,a) de co-

dimensão n em v, também E' fechado em v. 

Colocamos 

F= (u E V: (a-~)(u,v) = O, ~v E E'} . 

Primeiro vamos provar que: 

V = F $ E' (por a-).). 

Para isso, observemos que por definição a-h 
, 
e forte-

mente coerciva sobre E' ' 
já que 

Então, ~ m > O tal que: 

2 
-'ti· u E E ' : m \\ u \1 E , s: ( a-h) ( u, u) . 

Assim, (a-À) 
, 

positiva sobre E' e . 

Agora, se z E F n E' temos: 
2 

z E E' então (a-Ã)(z,z) ~ mllziiE . 
' 

z E F então (a-).)(z, z) = o pela definição de F. 

Então devemos ter z = O. Conseqüentemente F n E' = ~O}. 

Ademais, como observamos acima, a-À é fortemente coer 

civa sobre E'. Também, por definição de (V,H,a), a é continua 
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sobre V. Em particular, como E' c V , temos a 
, 
e continua 

sobre E'. 

Agora, como (a-h)(u,v) = a(u,v)-h(u,v) onde o segundo 

termo à direita é o produto interno de H, portanto uma aplica­

çao continua; concluimos que a-À é continua sobre E'. 

Assim, temo s (a-h) fortemente coerciva e continua so-

bre E ' fechado em v. 

Dai, o espaço E' munido do produto interno (a-h) 
, 
e 

um espaço de Hilbert. 

Agora, utilizando o isomorfismo do espaço de Hilbert E' 

sobre seu dual (Teorema Representação de Riesz) temos: 

Para todo u E V, fixo, a equação: 

-v- v E E': (a-h)(u',v) = (a-h)(u,v) 

define u' de maneira Única em E'. 

Além disso, dai obtemos: 

~v E E': (a-h)(u-u' ,v) =O . 

Então, pela definição de F, u-u' E F . 

Assim, -v u E V, existe Único u' E E' tal que 

u-u' E F. Portanto, todo elemento de V se escreve de modo Úni 

co como soma de elementos de E' e F. 

ConseqUentemente, provamos que V= F $ E'. 

Verificamos a seguir que (a-h) ~ O sobre F. 

Com efeito, se existe u
0 

E F tal que (a-Ã)(u
0

,u
0

) > O, 
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deduzimos utilizando a ortogonalidade por (a-À) de E' e F , 

que 

-v ueE', "V teC: (a->..) (u+tu
0

,u+tu
0

)=(a->..)(u,u) + (a->..)(u , tu
0

) + 

+ (a-À)( tu
0

,u ) + (a->..)(tu
0
,tu

0
) = (a->..)(u,u) + 

2 2 2 
+ltl (a- ).)(u

0
,u

0
) = (a- >..)(u,u)+ !ti .e ' \\u

0
\\v 

2. 
pois O< (a->..)(u

0
,u

0
) = e'\\u

0
1lv para algum e: ' > O. 

Utilizando que a - À é fortemente coerciva sobre E' , 

temos: 

~uE E ', 41- t E (i; : 
2 2 

(a- À)(u+tu
0

,u+tu
0

) ::2: e" !luiiE, + ltl 

Mas 

= e" \lul1 2 + v 

~ e[ \l u\1~+ 
F <B E' = V por 

lt l2 e:'llu 11
2 

::2: o v 
ltl 2 \l u0 !1 ~ } (e: "> O) . 

(a-À ) que é equivalente ao produ 

to interno de v. Assim: 

2 
JJ- u E E', -v t E ~: (a-À)(u+tu

0
,u+tu

0
) ~ e:/2 \\u+tu

0
llv ~ 

2 
::2: cte . e:/2\\u+tu

0
II H 

onde na Última desigualdade usamos que V c_.H. 

Então, aplicando o lema 1.2.1.2 . 3 obt emos que 

E' 9 a!u
0 

E e:À(V,H,a), pois E' + ~u0 fechado em V desde que 
, 

E' e fechado em V. 

Dai, temos : 

N( >..; V, H, a) ~ codimv(E ' <B ~u0 ) = n- 1 < n ~ N(>..;V,H, a) . 
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Mas, isto é um absurdo. 

Então, provamos realmente que (a-Ã ) ~ O s obre F . 

Claramente, pelas definições de F e K, t emos K c F . 

Seja E o suplementar de K em F . Temos , 

V = F ffi E' = E ffi K $ E' 

onde os fatores são dois a dois ortogonais por (a-À). 

Agora, o Ítem (iii) está provado pe l a nossa escolha de 

E' • 

Como V = F El1 E' e codimv(E') = n , então 

n = dim F = dim E El1 K. Assim, (i) também es tá provado. 

Resta mostrar o item (ii) . 

Ora, como V= F El1 E', temos: 

-Y- v E V: v ;:;; v'+v" com v' E E', v" E F . 

Assim, como K c F: 

K = [u E F: (a-À)(u,v'+v") =O , -V- v = v' +v" E V} 

= [u E F: (a-:\)(u,v') + (a-Ã)(u,v11 ) =O, --Y- v 'E E' , v"EF} 

= [u E F: (a-À)(u,v) = O -v v E F} 

pois t emos que F ~ E' . 

Então , usando que (a-À) 
, 
e negativa sobre F, obtemo s 

K = [u E F: (a- À)(u,u) = O} 

Assim, para k E K temos (a-À)(k,k) = O. 
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Como F = K ffi E, segue 

-v e E E, e = u-k com u E F e k E K, 

aplicando isso obtemos: 

(a-~)(e,e) = (a-h)(u-k,u-k) = 

= (a- Ã.)(u,u) - (a-~)(u,k) - (a->..)(k,u) + (a-l..)(k,k) 

= (a- l..)(u,u) ~ O (u E F). 

Assim, obtemos que (a->.) negativa sobre E. 

Conseqüentemente, o item (ii) está provado e o lema 

estabelecido . 

1 .2.1 .2 . 10 - Proposição : Sejam (V,H, a ) uma t ripla variacional e 

V
0 

um subespaço fechado de V. 

Para 1.. E R definimos o espaço: 

z,... = [u E V: (a->..)(u,v) = O, -v- v E V
0
}. 

Então, temos: 

Prova: Temos V
0 

fechado em V por hipÓtese e z~,. f echa do em 

V pois a é continua sobr e V. 

Assim, pelo lema 1 .2 . 1 .2 .8, temos: 

N(>-;V,H , a) ~ N( I..; V
0

,H,a) e N(Ã;V,H,a) ~ N(l..;z~,.,H,a) . 
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Então temos: 

Conseqlientemente, a proposição é evidente se N(Ã;V
0

,H,a) 

ou N(Ã;Z)..,H,a) é infinito. 

Então, suponhamos que 

{:: : 
Assim, podemos decompor V

0 
e ZÀ como no lema 

1.2 .1.2.9: 

(dim F E9 L = n1 ) 

onde, como no lema, temos: 

K = (u E V
0

: (a-Ã)(u,v) = O, ~· v e v J o 

= V
0 

n (u E V: (a-À)(u,v) =O, 

Como dim K s= n < CX) , o em particular obtemos que 

dim v
0 

n z).. <co. 

Também temos: 

L = ( u E z). : (a- ).. ) ( u, v ) = o, 

Agora, seja u E K. Então u E V
0 

e temos, 

-v v E Z)..: (a-À)( u ,v) = (a-À)(v,u) -=O 

L---------------------------------------------------------------
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pela definição de z~ . 

Assim, u E L por definição e então temos K c L. 

Introduzimos o espaço : 

N = (E $ K) + (F $ L) = E $ L $ F (K c L). 

Mas agora, dim(N) = dim(E $ K) + dim(F $ L) - dim K 

e assim temos: 

Desde que dim(V
0 

n ZÀ) é f inita, obtemos então: 

v+ dim(V
0 

n Z~) = n
0 

+ n1 , onde definimos v= dim(N). 

Para concluir a prova da proposição resta somente veri-

ficar que v = N(~;V,H,a). 

Observemos primeiro que (a- Ã) 
, 
e negativa sobre N, 

De fato, temos: 

-Y- u E N: u = e + -t + f com e E E, -t E L e f E F. 

Daí, 

= (a->.)(e,e) + (a-~)(.t,-t) + (a->.)(f,f) 

desde que E,L e F sao ortogonais por a->.. 

Também, como no lema 1.2.1.2.9, temos que (a->.)(t,.t)=O, 

-Y- .t E L. Então, 

-v- u E N: (a-~)(u,u) = (a->.)(e,e) + (a->.)(f,f ) ~ O 

·--------------------------------------------------------------
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pois também pelo lema acima citado, (a-i..) 
, 
e negativa sobre E 

e F. 

Agora, seja G E ~;.,(V,H,a) e então por definição (a->..) 

é fortemente coerciva sobre G. Em particular (a-À ) é positiva 

sobre G c V, sendo G fechado em v. 

Assim, G n N = to} pois (a->..) negativa sobre N. 

Como dim N = v segue que codimv(G) ~ v. 

Logo, N(i..;V,H,a) = inf codimv(G) ~v. 
GEE:;.,(V,H,a) 

Então, concluimos que 

N(i..;V,H,a) ~ v • 

, 
A prova da desigualdade inversa, isto e, que 

N(i..;V,H,a) ~ v, exige mais trabalho. 

Consideramos em primeiro lugar o espaço: 

K.L = (u E V: (a-i..)(u,v) =O, -Y· v E K} 

e vamos mostrar que 

K.L = v o + Z;., . 

Seja u E (V o + 2;.,)' isto 
, 

v
0

EV
0

, zEZ;.,· e, u = v o + z; 

Seja v E K, temos: 

(a-À )(u,v) = (a-i.. )(v
0
+z,v) = (a ->.. ) (v

0
,v) + (a-i..)(z,v) = O 

pois: 

(a->..)(v
0

,v) =O 

(a-i..)(z,v) = O 

pela defi ni ção de K, 

pela definição de Z;., e K c V 
0 

• 



L 
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Então, temos que u E KL por definição . 

Assim, provamos que V
0 

+ ZÀ c K~ 

trar a inclusão inversa. 

e fa lta somente mos 

Como (a-Ã) fortemente coerciva sobre E' c V e E' 

fechado em V e a é continua sobre V, então E' de Hilbert 

com o produto interno definido por a-À. 

Como dim E < oo e (a-À) é negativa sobre E, temos 

que E é fechado em V e -(a-À) define um produto interno so­

bre E que então é espaço de Hilbert . 

Assim, como no lema anterior, usando as correspondên-

cias E ~<----~> dual E e E' <---~ dual E' temos que, para u EV, 
~ as equaçoes: 

-4.1· v E E: (a-À)(e,v) = (a- Ã) (u ,v) 

-v v 1 E E': (a-Ã)(e',v') = (a-Ã)(u,v') 

definem e E E, e' E E' de modo Único. Dai obtemos que: 

(a-À)(u,v+v') = (a-Ã) (e,v) + (a-À)(e',v'); v E E, v' E E'. 

Como E ortogonal a E' por (a-Ã), temos: 

(a-À)(e,v') =O= (a-À )(e',v). 

Então V v E E, .Y. v' E E' temos, 

(a-~)(u,v+v') = (a-Ã)(e,v) + (a-~)(e',v') + (a-À)(e,v') + 

+ (a-Ã )(e' ,v' ) = (a-Ã) (e+e ' ,v+v'). 
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-v v E E $ E': 

Pela definição de 
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u = e+e': o 

(a-Ã)(u
0

,v) 

K, como 

(a-Ã )(u
0

,v) = o -v 

Mas agora, para v E K, por 

= (a- Ã)(u,v) . 

uo E v o ' 
temos 

v E K 

definição de KJ. 

( a- f.. ) ( u, v) = O ""V u E KJ. . 

Assim, 

que 

temos 

(a-f.. )(u
0

,v) = (a-Ã )(u,v); -li- v E K, ~ u E KJ. . 

Então, como V
0 

= E $ K ffi E' , combinando o resultado 

(8) com o resultado acima temos para 

, 
isto e, por definição de z~ . 

Assim, dado u E KJ. obtemos: 

(u-u ) E V + z, . o o (\ 

então concluimos que ~ c V
0 

+ ZÀ . 

r , 
Portanto, o resultado que quer1amos mostrar, isto e, 

está provado. 

r , 
Resulta da1 que V

0 
+ Z;.. e fechado em V e 

codimv(V
0

+ZÀ) ~ dirn K. 
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Verificamos a seguir que N( >..; v , H,a) s: nl+n2 < (X) , 

Com efeito, (a->..) 
, 
e fortemente coerciva sobre E' e 

F' (pela escolha de E' e F' como no lema anterior) e para 

um € > o temos: 
2 

-v- u E E' : (a->.. )( u, u) ~ e: \\ u 1\ V u E E') 

2 
~ u E F' : (a- >..)(u,u) ~ ellullv Cl!u\\F, = llullv , u E F') 

e utilizando aqui a ortogonalidade de E' e F ' por (a->..) obte 

mos: 

-V" u E E' $ F': 
€ 2 

(a->..) (u, u) ~ 2 \lullv 

, 
isto e, aplicando o lema 1 .2 .1.2.3, 

Dai, obtemos : N( >..;V, H,a) s: codimv( E' ® F'). 

Observando que 

pois V 
0 

= E EB K <9 E ' , Z>.. = F E9 L <D F ' e 

f codim (E ' EBF') = dim( (E<BK) + (FEBL)) = dim(N) = n
0

+n1- dim K < (X) 
(V

0
+Z>.,) 

\codim(V +Z>..) s: dim K <(X) l v o 

obtemos então que N(Ã;V,H,a) s: n1+n2 <(X), 

Colocando n = N(Ã;V,H,a) < +(X) completamos a prova da 

proposição mostrando a desigualdade: 

n s: \J • 
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Procedendo por absurdo, suponhamos n >v . 

Seja 

M = (u E V: (a->.)(u,v) = O, ..Y. v E V) • 

Lembrando as definições de ZÀ e L, claramente temos: 

M c ZÀ e M c L. 

Aplicando o lema 1.2.1.2.9 para M e V, obtemos 

V = G Ee M Ee H' 

onde G 
, 
e um espaço sobre o qual a forma (a-À) 

, 
e negativa e 

tal que dim(G 61 M) = n . 

Como M c L c N podemos escrever N = M 61 N1 . 

Também temos pela nossa hipÓtese que dim (M Ee N1 ) = 
= dim N = v < n = dim(G $ M) e isto equivale a dizer: 

dim G > dim N1 . 

Então, existe u ~ O em G tal que: 

~v E N1 : (a-Ã)(u,v) = O . 

Recordando a definição de M e que M ortogonal a G, 

deduzimos: 

~vEM: (a- Ã)(u,v) = O . 

Sendo N = M $ N1 temos dessas duas Últimas expressões: 

(9) V v E N: (a->.) (u,v) =O, O -f u E G. 

Como K c N e da expressão (9), lembrando que K.J.. = 

d d . u E K.J.. e UZlmos que e podemos escrever u = u
0 

+z, 
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Desde que E c N, utilizando outra vez a expressao (9) 

anterior, obtemos que: 

~v E E: O= (a- h)(u,v) = (a-Ã)(u
0
+z,v) = 

= (a-Ã)(u
0

,v) + (a-À)(z,v) = (a-h)(u
0

,v) 

pois (a-À )(z,v) = O desde que v E E c V
0 

e 

Assim temos: 

~- v E E: (a- À)(u
0

,v) = O 

Como V = E EB K E9 E ' o resulta daÍ que 

Usando que F c N, -novamente apelando para a expressao 

( 9)' 
. , 

deduz1mos tambem que z E L E9 F' , pois ZÀ = F EB L EB F' . 

Assim, como temos que a forma (a-À) 
, 
e positiva sobre 

K E9 E' e L EB F' (como no lema I.2 .1.2.9) -e estes espaços sao 

ortogonais por (a-Ã), obtemos: 

+ (a-Ã )(z,z) ~ O 

e isto é a contradição procurada, pois u foi escolhido nao nulo 

em G e tÍnhamos que (a-Ã) negativa sobre G. 

Vamos também utilizar o resultado seguinte, o qual pode 
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ser considerado como um corolário da proposição precedente . 

1.2.1.2.11 Proposição: Sejam (V. , H. ,a.)\) 
l l l . 1 l= 

\J triplas varia 

cionais. 

Consideremos os espaços v = 
\) 

Ef) 

i=l 
v. 

l 
e H = 

nidas das normas hilbertianas : 

(lO) 

Definimos a forma a sobre V e colocamos: 

\) 

a( EfJ 
i=l 

u . ' l 

Então, (V, H, a) 

\) 

m 
i =l 

, 

\) 

v.)= L: a.(u.,v.) . 
l . 1 l l l l= 

e uma tripla variacional e 

\) 

N(h;V,H,a) = L: N( h;V
1
.,H.,a.) . 

. 1 l l l= 

mu-

Prova: O fato que a seja hermitiana, continua e coerciva é evi 

dente. 

Agrupando os termos sob a forma: 

nos leva, por recorrência sobre \J, a provar a afirmação (10) 

quando \J = 2. 

Dado À , denotamos K o nÚcleo de (a1-h ) 

Com as notações da proposição 1.2.1.2.10 anterior (trocando V
0 

por v1 ) temos claramente: 

zh = K m v2 = {u E V: (a-h )(u,v) = o, ~v E v1} . 
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A forma (a-h) sendo nula sobre K, temos: 

pois K nao contribui para (a-À) ser fortemente coerciva. 

Também temos que: 

Pela proposição 1.2.1.2.10 temos: 

ou 

N(h;V,H,a) = N(Ã;V1 ,H,a) + N(h,ZÀ,H,a) - dim(V1 n ZÀ) = 

= N( Ã ;V1 ,H,a) + N(h;V2 ,H2 ,a2 ) + dim K- dim(V1 n Zh). 

Mas, como ZÀ = K $ v2 

Assim, 

Ou seja, 

e com isto concluimos a prova desta proposição. 

I.2 .1 .3 - Conexão com Autovalores de Problemas Variacionais. 

Aqui vamos fazer a ligação entre os autovalores e as 

funções N(Ã;V,H,a) através da fÓrmula do mini-max, a qual nos 

diz que para o estudo dos autovalores as funções N(h;V,H,a) sao 
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bem adaptadas. 

Se ja (V,H,a) uma tripla variacional e suponhamos que 

v é denso em H. Então, pelo lema de Lax-Milgran (ver Kato 

[15] pgs. 322/325 ) definimos um operador não l i mitado (A ,D(A)) au 

toadjunto em H; temos: 

-v- u E D(A), ~v E V: a(u , v) = (Au,v). 

[(Au,v) = a(u,v) = a(v,u) = (Av,u) , isto é : (Au,v) = (u, Av) pª 

ra u,v E D(A)] . 

Agora, suponhamos que a injeção de V em H 
, 
e compac-

ta. Dai, podemos obter que o resolvente de A 
, 
e um operador com 

pacto em H. Assim, o espectro de A é constituÍdo somente de 

autovalores reais () ... ) 
Jj=l,2, . . . 

discretos, podendo se acumula 

rem em +<» . 

Ordenamos a sequência ~- de modo a torná-la crescen­
J 

te, onde cada autovalor é repetido conforme sua multiplicidade : 

Ademais, existe uma base ortonormal Cj) . 
J 

de H cons-

tituida de autofunções de A (estão sendo consideradas as auto-

funções correspondentes ao autovalor ~ = O no ca s o de A nao 

ser injetivo, isto é, essas autofunções podem ser t omadas como 

uma base ortonormalizada do nÚcleo do oper ador A). 

~o E :IR 

Desde que por hipÓtese a é coerciva sobre V, existe 

tal que a + ~o é fortemente c oer civa sobre V. 

Afirmamos que: ~ O!: o o para 

De fato , toma ndo uj autofunções de 

fortemente coerciva, temos: 

j = 1 , 2, .... 

~­
J 

e usando que 
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então, 

Claramente temos: 

<X> <X> 2 
H = (f = l: f . cp . : l: I f .1 < oo ) 

j=l J J j=l J 

<X> <X> 2 
v = r f = r: f. cp. : r: ( ÀJ. +À o) I fJ. I < <X) J 

j=l J J j =l 

e para f E V temos: 

(a+~0 )(f,f) = a(f,f) + À
0

(f,f) = (Af,f) + ~0 (f,f) = 

= 

= 

= 

= 

, 
isto e, 

f E V: 

Colocando 

(A l: f ,cp . ' L: f .cp.) + ~ ( l: f .cp . ' l: f .(p . ) 
. J J j J J o . J J j J J J J 

( l: À . f .C(J • ' l: f jcp j) + ~ ( L: f .cp . ' L: f .cp . ) 
. J J J j o j J J . J J J J 

l: ( ~ . (f ,cp . ' f. cp. ) + ~ 0 (fjcp ., f .~. ) ] . . J J J 1.. 1.. J J J l.,J 

l: () •. lf.l 2 
j J J 

2 
+ ~0 lfjl ] 

<X) 

l: 
j=l 

(À . +~ ) I :r . 12 . 
J o J 

Sa+À = {f E V: (a+~0 )(f,f) ~ 1) 
o 

= [f E v: ; (À . +À ) I f . 12 ~ 1) 
1 J o J 

00 2 
temos para que L: 

j=n+l 
( ~ . +À ) I f . I ~ 1 . 

J o J 

(Àj+À
0

) ~ O e ~j crescente, obtemos 

isto é: 

Dai, como 
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Agora, calculamos: 

o' 
H) = inf 

GEGn (H) 

= inf 
GEGn(H) 

= sup 
fESa+À 

o 

sup 
f ESa+À 

o 

sup 
íESa+À. 

o 

inf \lf- g\IH = 
gEG 

co k+n 
inf \IL:f.Cjl.- L: g .~.nH 
gEG 1 J J j=k J J 

Assim : 

n = 0,1,2, ... 

DaÍ e pela Proposição 1 .2.1.2.4 temos: 

= card(n ~ 0: À-l/2 ~ ~-l/2 } 
n+l 

= card(n ~ O: "-n+l ~ Ã.} 

= card(j-1 ~ 0: À.. ~ Ã} 
J 

Isto resulta o seguinte: 

1.2.1 . 3.1 - Proposição: 

Seja (V, H,a ) uma tripla variacional, V sendo denso 

em H e a injeção de V em H 
, 
e compacta. Então, para todo 

t. ER, N(Ã.;V,H,a), é o número de autovalores ~j inferiores ou 
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iguais a Ã, do operador (A,D(A)) associado a tripla variacio-
, 

nal, isto e: 

N(Ã;V,H,a) = card[j ~ 1: ~j ~ ~} . 

Vamos fazer aqui uma observação: 

1.2.1.3.2 -Proposição: Seja (V,H,a) uma tripla variacional. En 

tão temos: 

A injeção de V em H 
, 
e compacta , se e somente se, 

-Y- >. ER: N(Ã;V,H,a) < oo. 

Prova: Podemos trazer para o caso onde 
, 

a e fortemente coerciva, 

e então pela proposição I.2.1.2.4 t emos a equivalência entre as 

duas afirmações: 

(i) 

(ii) lim 
n-+oo 

pacto . 

Mas, 

é decrescente). 

lim dn(Sa,H) = O se e somente se 
n -+oo 

, , 
sa e precom-

Como Sa é fechado e H de Hilbert, temos Sa compac­

to em H. Como também Sa , a bola unitária em V definida por 

a, é "similar" a bola unitária de V; concluimos que a injeção 

de v em H 
, 
e compacta. 

Com isso verificamos a validade da proposição. 

Aqui, encerramos a seção sobre o mini-max. 
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1.2.2 - MAJORAÇOES DOS W1DTHS 

Nesta seção vamos apresentar um teorema sobre majora-

ções de n -diâmetros ou "widths", 
. ~ 

culminando com uma proposiçao a 

qual dá uma estimativa para as funções N(~;.) . Primeiramente va 

mos dar uma 

1 .2.2.1- Notação: 

Seja V c L2 (o) um espaço de Hilbert, onde O 

aberto de Rn e seja w um aberto contido em O. Seja 

, 
e um 

sv a 

bola unitária de V e svlw a classe das funções de SV restri­

tas a w. Anotamos N(~ ; V,L2(w)) o número de n-diâmetros de 

SVIw em L2 (w) superiores ou iguais a ~-l/2 , isto é: 

N ( ~ ; V, L 2 ( w ) ) = 2_ 1 

~d~(SVIw ;L2 (w)) ::!: 1 

Claramente, esta notação é coerente com a notação 

1.2 .1. 2 . 5 a qual foi motivada pela proposição 1 . 2 .1.2.4. 

Sejam (a . ) 
J 

e (b.) 
J 

seqüências positivas, então dize-

mos que quando existem constantes tal que 

c 1 aj ~ bj ~ c 2 aj . 

Também dizemos que a seqliência aj é assintótica a se­

qüência bj. 

Agora, estamos em condições de enunciar a estimativa de 

vida a A. El Kolli. 

1 . 2.2.2 - Teorema (El Kolli): Seja O CRn um domÍnio limitado 

eco 
ou um cubo. Seja m = 1,2,3, ... Então para o operador in-
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de Hm(o) em L2 (O) é válido que 

s j ( I , Hm, L 2 ) t"oJ dj(I,Hm,L2 ) ,... .-m/n 
J . 

Pelo método da extensão podemos nos restringir 

O = Q = (x: O < xk < 1, k = 1,2, ... ,n} 

Ademais, é suficiente provar que 

.-m/n s . ::;: c J 
J 

e d ..... 1 .-m/n 
. "" c J ' J 

(c' > O) 

pois daÍ, pela propriedade I.2.1 .1.2(i), temos: 

C ,J.-m/n ~ -m/n ""' d. ::;: s . :s: cJ. 
J J 

e o resultado segue . 

Se q 
, 
e um cubo com lado de comprimento 1, 

tal que : 

r D~f = o 
q 

(*) para O :s: ~ :s: m- 1 

ao caso 

e se 

então segue pelo lema I.l.l. JS e do fato de I ser contínua 

que : 
2 1/2 

\lfll 2 :s: const. \\f\\ m s: c ( E \1 D~l 2 ) 
L ( q ) H ( q ) I (l I =m r· L ( q ) 

(c > O) 

Se q é um cubo com lado de comprimento 2-k e se 

f E Hm(q) com a propriedade (*), então obtemos pela Última desi-

gualdade que (via uma mudança de variável): 

(**) 

onde c 
, 
e uma constante independente de f e k. 
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Agora, dividimos o cubo Q em 2kn cubos qt, cujos 

comprimentos de lado são 2-k (notar que essa divisão é exata) . 

\\f\1 m s: 1, então determinamos em qt 
H (Q) 

um polinÔmio Pt(x) de grau m-1, tal que a propriedade (*) va-

le com f-Pt em vez de f. Os coefici entes de Pt(x) 

linearmente de f. 

Da propriedade (** ) obtemos 

dependem 

(pois: dJ. P.e, =O, ia l=m). 

Se L denota o número de polinÔmios linearmente indepe~ 

dentes de grau m-1, então temos dai que: 

desde que temos: 

in f \\r- K\1 = 
dim R(K)s:L.2kn 

= inf 
dim R(K)S:L2kn 

sup ilf-Kfll 2 = 
\\f\1 m s:1 L (Q) 

H (Q) 

s: inf 
dim R(K)s:L2kn 

2kn 
sup E 

\\f\1 m S:l t=l 
H (Q) 

\lf-Kf!l 2 . 
L (q-t,) 

Agora, fazendo j = L2kn , 

sj(I,Hm(Q), L2 (Q)) s: 

obtemos facilmente que 
.-m/n CJ • 

Para provar a outra desigualdade, começamos com a mesma 

decomposição de Q feita acima e escolhemos funções ~t (x) E 

tal que: 
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e -km 
""" 2 

(as constantes de estimativa na Última fÓrmula são independentes 

de k). 

Se é uma seqüência de números complexos 

tal que e se colocamos: 

2kn 
cp(x) = I: a.,e_ r;?.t,(x) 

t=l 

então, 
, 

fácil verificar e que: 

!lr;?l! m 1 = e 
H ,(Q) 

1\cp 11 
-km 

L2(Q) 
""'2 

Seja então temos pela pro-

priedade I.2.l.l.2(iii) dos "widths" que: 

d kn (I,Hm(Q),L2(Q)) ~ d kn (I,B kn (Q),L2(Q )). 
2 -1 2 -l (2 -1) +1 

Agora, lembrando o teorema de Krein 1.2.1.1.3, temos 

2 d kn (I,B kn (Q),L (Q)) 
2 -1 (2 -1)+1 

= d kn (IB; L2 (o) ) ~ 
2 - 1 

- kn 
~ c 2 (c> O), 

desde que IB a imagem da bola unitária em B 
(2kn_l)+l 

a bola de raio - km c 2 de em L2(Q) . 

Tomando j = 2kn_l, finalmente obtemos 

contém 
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ConseqÜentemente o teorema está estabelecido. 

Na verdade, o que vamos precisar é uma generalização do 

teorema anterior para os espaços de Sobolev de ordem frac~onária 

o qual enunciamos a seguir t ambém s ob a for ma de t eor ema. A de­

monstração dessa generalização não será dada aqui em vi rtude da 

mesma exigir conhecimento da t e or ia de int er pola ção, para o desen 

volvimento da qual precisaríamos inc luir mais um capitulo no pre­

sente texto, tornando- o muito extenso e extremamente técnico. Mas, 

de qualquer modo a prova pode ser obti da em Triebe l [4]. 

Temos então o seguint e: 

1.2.2.4 - Teorema: Seja O cRn um domfnio C
00 

ou do tipo cone . 

Então vale a estimativa de El Koll i para os 11 \'/idths" de Kolmogorov: 

.-s /n 
J (s > O) 

Agora, recordando a not a ção 1 . 2 .2.1 anterior, temos: 

N ( ~ ; Hs (O ) , L 2 (O) ) = ~ 1 

~ d~ ( SB;L2 ( o ) )~l 
J 

onde SB é a bola unitária de Hs(o ) . Utilizando o t eorema aci 

ma , obtemos para O cRn : 

N ( ~ ; Hs ( n ) , Ls (o ) ) ~ L: 1 
~ c2 j-2 s /~ 1 

= 

= 

1 
, 2 .2s/n ,... c ~J 

(c > O) . 

= 

Consequentemente, podemos en~c iar a seguinte versao pa-

r a a estimativa de El Kolli . 
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I.2.2 . 5 - Proposição: Seja O CRn um domínio tendo a proprie-
ro 

dade do cone ou a C de regularidade. Então vale: 

(c = constante> O) . 

Com isso, também concluimos esta seção. 

~-------------------------------------------------------
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I.2.3 - ESTIMATIVAS PARA OS ESPAÇOS 

Lembramos a notação I .2.2.1 . 

Seja V ~ L2 (o) um espaço de Hilbert, O aberto de 

Rn , w aberto contido em O . Temos: 

onde SV é a bola unitária de V e svlw é a classe das fun­

çoes de SV restritas a w. 

Consideramos também uma outra definição. Seja ~(w) 

a classe das restriçÕes a w das funções de V, munida da norma: 

\\ul\~(w) 

temos então 

= inf \lvllv 
VEV 
vi w=u 

Se w = O a notação está coerente com aquela introdu­

zida anteriormente. As duas definiçÕes são equivalentes graças à 

proposição I.2.1 .2 .4. Esta Última notação poderá ser utilizada 

implicitamente no decorrer do presente texto. 

Fazemos também uma importante e Útil observação . Para 

dois abertos w1 e w2 tais que w1 c uJ2 temos: 

Isto é claro da notação I .2.2.1 e do fato que 
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A seguir vamos enunciar duas proposições sobre majora-

ções das funções N( >.;·) para os espaços Em 

vista das demonstrações serem técnicas e dependerem sobre alguns 

lemas, embora não se jam de compreensão muito difÍcil; deixaremos 

de apresentá-las neste texto para não torná- lo, como já falamos 

anteriormente, muito extenso . 

De qualquer maneira as demonstrações completas, inclu­

sive todos os lemas t~cnicos, podem ser obtidas em M~tivier [3] , 

CapÍtulo III. 
m 

Assim, temos sobre o espaço K
0

(0) a seguinte : 

1.2.3.1 - Proposição: Existe constante Y(n ,m) dependendo somen 

te do inteiro m ~ 1 e da dimensão do espaço n, tal que se 

w c n são dois abertos de Rn , e se para ô > O anotamos: 

wõ = [x E 0/dist(x, w) < Jn 5} 

t emos: 

N().; Km
0

(0); L2 ( w)) s: Y(n,m) · med w ).n/2m 
>.-l/2m· · 

Para enunciar as estimativas para o espaço 

vemos fazer algumas hipÓteses sobre o aberto n. 

Primeiramente, dizemos que um aberto limitado n possui 

-=a_..p.=.r..;:;o...:p;..:::r..;:;i:..:e:..:d::.:a::.;d::.;e=--.lo..( C=-.J..)_..:::d:..:::e~M.:;:é::...;t:.:i=-v.:...:l.=-· e:;.:r~ se existem c o nsta nte s ó >o e K 
o 

tais que: 

-v x E n e ~ õ s: ô , existe um vetor unitário h o tal 

que se designamos por B(x,õ) a bola com centro em x e 

raio õ . 
' 

temos: 
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( i ) Jf- t E [O , K ô ] , -V" y E B ( x, ô ) n O : y + th E O . 

(C) (ii) a envoltÓria convexa de Kôh + [B(x, ô) n O] está 

contida em O. 

Métivier observa que: t odo aberto limitado possuindo a 

propriedade do cone (Agmon) verifica a condição (C). 

Agora, vamos introduzir a condição de regularidade de 

Métivier. 

I.2.3.2 - Definição: Dizemos que um aberto limitado O de Rn 

possui a condição de regularidade de Métivier (C') se 

abertos o. 
~ 

(i = O, •.• , N) contidos em O 

e 
N 

med(O \ U o.) = O . o ~ 1= 

tais que: 

ii) Para i = 1, ... ,N exi ste um c1-difeomorfismo 

uma vizinhança de o . 
1 

sobre um aberto de :Rn , 

possui a propriedade (C) de Métivier . 

tal que 

existem 

e . 
1 

de 

a . (o .) 
1 ~ 

o espaço 

Agora, finalmente enunciamos a seguinte estimativa para 

Hm(O): 

I.2.3 .3 - Proposição: Seja O um aberto limitado de Rn pos-

suindo a condição de regularidade de Metivier (C'). Para p >O 

anotamos: 

Op = [x E 0/dist(x,bO) < p} 

e para õ > O ainda anotamos: 
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Então, existem constantes ~0 , K e C tais que: 

m ) 2 ) ( ) \n/ 2m N(h;H (O ,L (Op ) ~ C·med O -l/2 ·~ · 
P ,Kh m 

Já observamos que a condição (c) 
, 
e mais geral que a 

propriedade do cone, sendo que cone implica (C). Sabemos também 

que Hm(O) tem injeção compacta em L2 (o) para O tendo a pro-

priedade do cone. 

A proposição 1.2.3.3 anterior diz, implicitamente, pa­

ra O sendo (C'); que a injeção das funções de Hm(o), restri­

tas a Op em L2 (op) é compacta (pela proposição 1.2.1.3.2) .. 

Isto vai implicar, mais tarde, também implicitamente, que a inje-

ção de 
, 
e compacta; sendo e com 

Q satisfazendo a condição (C') de regularidade de Métivier(ver 

teorema III.5.2). Assim, com uma condição de regularidade sobre 

a fronteira de O (condição (C') de Métivier) mais fraca que a 

propriedade do cone, também obtemos que a injeção de V em L2 (o) 

é compacta. Lembramos que a condição do segmento (ver Agmon),tam 

bém mais fraca que cone, implica injeção compacta . Outras condi 

ções de regularidade podem ser obtidas em Fraenkel [10], como já 

tÍnhamos observado. 
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CAPÍTULO II 

Neste capÍtulo introduzimos as equações de Maxwell. A 

seguir. construimos sistemas equivalentes para essas equações de 

modo que a relação entre os autovalores das equações de Maxwell e 

os autovalores desses s istemas é claramente observada. 

II.l EQUAÇ0ES DE MAXWELL 

As equa ções de Maxwell descrevem o comportamento de um 

campo eletromagnético. A dedução dessas fÓrmulas, a partir de 

conceitos f Í sicos básicos, pode ser obtida na bibliografia clássi 

ca sobre e l etrodinâmica ou eletromagnetismo . Em Jackson [6J te­

mos nos sistema racionalizado (MKS). 

bD 
rot H = J + õt 

rot E bB 
= - bt 

D = tE + P 

B = ~( H+M) 

onde J é a densidade de corrente; E e H -sao os vetores cam-

po elétrico e campo magnético, respectivamente; p , 
e a polariza-

çao; M a magnetização; B é a indução magnética e 
, 

D e cha-

mado de vetor deslocamento. Finalmente, ~ 
, 
e a permeabi lidade 

magnética do meio e e a permissividade elétrica do meio, também 

chamada de constante dielétrica. 
, 

Por exemplo, no vacuo 
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= constante. Em geral, e e u dependem da posição e neste ca-

so sao representados por uma matriz. 

Eliminando D e B das equações ac i ma , podemos :ter as 

equaçoes na forma: 

t H õE J + õP ro - e õt = '8t 

õH õM 
r ot E + I.L õ t = -u õ t 

Em um meio isotrÓpico tem-se D = ~ E e B = ~JH 
-equaçoes de Maxwell tomam a forma: 

bE 
rot H - e õt = J 

rot E - " bH O ,..ot = (ver ( 6]). 

e as 

Como em Panofsky/Phillips [16] podemos assumir que a 

dependência do tempo de todos os campos (E,H, etc .. . ) e fontes 

(J, P; onde P é a densidade de carga e div D = P) é dada pelo 
-iwt fator e com uma freqüência angular w (por exemplo, 

( ) -iwt , E = E
0 

x e , isto e, assumimos que E tem uma variação cose-

noidal no tempo). Assim, as equaçoes de Maxwell tomam a forma 

(ver [6]) 
, 

paginas 553/4) : 

rot H = iweE = c1(J, P) 

rot E - iW~.LH = c2 (~.L,M) 

ou 

rot H + iwt: E = J 

rotE- iW~.LH = O (meio isotrÓpico). 
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Conseqllentemente, como fez Mehra [11], vamos conside­

rar as equações de Maxwell na forma : 

rot E - i~H = I 

(1) (forma reduzida) 
rot H + iwe:E = K 

em uma região limitada O do espaço F3. Portanto, as c ondições 

em que vamos lidar com as equações de Maxwell, em princÍpio, 

as mais gerais, a menos da hipÓtese que estamos interessados 

soluções representadas por ondas planas. 

~ 

sao 

em 

Aqui, ~ e e: são matrizes definidas positivas e w 

é uma constante : 

com i,j = 1,2,3. 

(~ .. (x)) 
l.J 
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II.2 - SISTEMAS EQUIVALENTES 

Podemos eliminar H 
~ 

das equaçoes de Maxwell na forma 

reduzida (1), temos: 

H= (i~)-l (rot E- I ) 

e substituindo na outra equação segue 

rot(( i~)-l (rot E-I)) + iweE = K 

, 
isto e 

( ) -1 ( - 1 ) ( ) - 1 -1 iw rot I.L rot E - iw rot I.L I + iweE = K 

ou 

rot I.L - l rot E - w2~E = F ; F = iwK + rot I.L - l I 

Assim, obtemos o sistema de segunda ordem: 

(2) - 1 2 ME= rot I.L rot E - w eE = F . 

Anexa- se além disso a condição de fronteira nxE = O. 

É claro que uma solução de (1) é solução de (2). Se E 

é uma solução de (2), definindo iwH = I.L-1 (rot E-I) segue- se que 

certamente, o par (E,H) é solução do sistema (1). 

Da equação (2) obtemos , aplicando divergência : 

(3) 

Por razões técnicas, introduzimos um parâmetro positivo 

s
0 

> O e das equações (2) e (3) obtemos: 



-89-

Vamos estudar o operador definido por: 

(4) -1 2 M E = rot 1J rot E - s
0 

e grad di v e E - w e E = G 
so 

com as condições de fronteira: nxE = O e div eE = O, onde 

G = F + (w2 )-l s
0

e grad div F. 

Assim, com essa constante positiva s
0 

e introduzindo 

mais um termo no sistema (2) substituímos ele pelo sistema elÍp-

ti co ( 4). 

Lembremos agora, a definição do espaço V(O) : 

V(O) = {E E lf1 (0): ((/>, rot E) = (rot (/>,E), \L cp E li
1 (o)} 

Aqui, mostramos claramente a utilidade de introduzir es 

se espaço. A expressão E E V(O) generaliza a condição de fron 

teira nxE I00 = o. De fato, suponhamos que bO 
, 
e suficientemen 

te regular para aplicarmos o teorema da divergência de Gauss. Se 

jam (/>,E E C
00

(0), então segue: 

f
0 

~·(rot E)dx = J
0

(rot ~) · Edx + J00n.(~xE)da 
daÍ, para todo E E V(O) n C

00

(0) 
00 

e todo ~ e c devemos ter que 

O = J '11 · (~xE)da = J ~ · (nxE)da 
õO õO 

e isto significa que 'r)X EJ = O. 
õO 

O problema de autovalores do sistema (4) divide-se em 
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dois problemas de autovalores separados, como veremos mais adian­

te. A ligação entre os autovalores das equações de Maxwell e o 

sistema (4) será facilmente notada. A seguir vamos estudar o op~ 

rador verificando suas propriedades. 

Seja B a forma bilinear: 

( 5) - 1 2 B(i>,E) = (rot i>,IJ rot E) + s
0

(div t 4>, div e E) -w (i>,t E) 

temos o seguinte: 

Um Lema de Coercividade sobre B 

II . 2 .1 - Lema: Existem constantes c1 > O e c ~ o o tal que 

-'1-E E V(O) 

onde B é a forma bilinear definida por (5). 

Observamos que no caso e = IJ = ô , onde ô 
, 
e a ma-

triz unitária, o resultado segue imediatamente da fÓrmula: 

2 2 J
0
1rot El dx + J

0
1div El dx 

2 2 
= \IEII 1 0 11 E !I 0 

' 
A prova desse lema pode ser obtida, com todos os deta­

lhes, em Leis (13 ]. 

Assim, o lema afirma a coercividade da forma B sobre 

V(O) e desse fato segue que o operador é elÍptico (ver 
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Agmon (14]). Em particular, B 
, 
e coerciva sobre 

Uma Extensão Autoadjunta de 

Vamos considerar uma extensão autoad j unta M do opera-

dor Ms , como segue: 
o 

Definimos o operador 

A 

M visto como um operador diferencial: 

é, com respeito ao produto interno ( , )e formalmente 

adjunto, isto é, para vetores ~ e 9 em C~(n) vale: 

Utilizando o teorema de representação de 

(ver Kato [15]), vamos definir o operador: 

associado com a forma B via a fÓrmula : 

= 

D (M) = ( E E V(0)/3 G E ~ 2 E : B(4>,E) = (~,G)e , \'- 4> E V(O)} 
' 

M: E ---+ G (ME = G) • 

II.2 . 2 - Teorema : 

M é autoadjunto sobre ~2 e (n) . 
' 

auto-
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A 00 

Prova: Temos ME = ME em C~(O ) pois, para E E C (O) 
o 

e todo 

r/J em V(O): 

(r/J,ME)
8 

= B(r/J,E ) = (rot r/J,~-l rot E) + s
0

(div e r/J,div eÉ) -

-1 = (r/J,rot ~ rot E)-( r/J , s
0 

e grad div eE) 

Assim, também temos que M é f ormalmente um operador 

simétrico, em relação a ( , )
8 

, sobre C~(O). Como C~(O) 
, 
e 

denso em S-2 (O), 
' € 

então a prova segue com a ajuda do lema se-

guinte sobre as formas hermitianas (simétricas) e da 

das soluções do problema de fronteira . 

unicidade 

11.2.3 - Lema: Um operador simétrico A em um espaço de Hilbert 

cuja imagem R(A) é todo o espaço, é autoadjunto (ver Yosida C8] 

página 199) . 

Autovalores e Autovetores 

DefiniçÕes: 

Dizemos que ~ é autovalor de M quando existe 

E E V(O), E ~ O, tal que: 

(6) B(r/J,E) = ~(r/J,E)e , -v rt> e v( o) . 

Chamamos E autovetor (autosolução) associado a ~ 

Analogamente, ~ é autovalor das equações de Maxwell 

quando existir E E V(O) n D
0

(o), E~ O, tal que: 
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Em ambos os casos normalizando os autovetores por 

(E,E)e = 1 e da propriedade que M é autoadjunto é f ácil :verifi 

car que os autovalores são reais. Em particular, os autovalores 

de M estão no intervalo C-c0 , ~) , onde c
0 

é a constante que 

aparece no lema II .2.1. Além disso, os autovetores corresponden-

-tes a autovalores distintos, no sentido (E1 ,E2 ) e = O, 

gonais . 

sao orto 

Vale também a existência de um número infinito de auto-

valores hj , que ordenamos em ordem crescente: hl ~ h2 ~ ... ~ 

~ ~j ~ ... , os quais não têm ponto de acumulação; exceto possi­

velmente +00 • Isso pode ser obtido como uma conseqüência do fato 

que vamos supor O suficientemente regular para que a injeção de 

V(O) em ~2 (o) seja compacta . Por exemplo, se O tem a 

priedade do cone então isso ocorre. A condição que vamos 

pro-

pedir 

para a regularidade da fronteira de O é a de Métivier (C'). No 

Capitulo III vamos obter que N(~;V,L2 (n),a) < oo com O sendo 

e isso dá, implicitamente, observando a proposição 

1.2.1.3.2, que a injeção de V em L2 (n ) é compacta; obser­

vando que devemos ter H~(O) c V c Hm(O). Assim, concluindo , se 

O satisfaz a condição de regularidade de Métivier (C') então 

a injeção de V(O) em ~2 (o) é compacta. 

Observação : 

A seguir mostramos que entre os autovalores de M estão 

os autovalores do operador: 



-94-

u E I-1~(0). 

Quando eliminamos os autovalores desse operador, perma­

necem os autovalores do nosso problema, isto é, as equaçoes de 

Maxwell. Isso deve- se ao fato que não somente na fronte ira, po-

rém em toda região O divtE = O é satisfeita. 

Decomposição em dois Problemas Ortogonais 

Indicamos por a função que dá o número de auto 

~ 

valores de M menores ou iguais a t . 

Com N
1 

(t) 
so 

(t) = E 1 
).. .S't 

J 

a função respectiva do operador L 
so 

a função relativa ao operador M, isto é, as equações 

l·.axwell . 

Então, vale: 

(7) 

Para verificarmos isso, vamos provar o seguinte: 

e 

de 

II.2.4- Teorema: Seja E uma autosolução (autovetor) de M . 

Então E pode ser decomposta de modo Único em: 

onde E1 = grad u, com sendo uma solução da igualda-

de escalar: 
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(8) 

e E o E V(O) n D
0

(0) uma solução do problema de fronteira: 

(9) ( -1 rot ~,IJ rot Eo) - w2(~,Eo)e = À(~, Eo), -v- ~ E c~ (o). 

( Da1, quando À for um autovalor de multiplicidade p 

de (8) e multiplicidade q de ( 9)' então À é exatamente um 

aut ovalor de multiplicidade p+q do operador M. 

Assim, E
0 

é uma autosolução para as equações de Maxwell. 

Prova do Teorema: 

Utilizando a decomposição de Weyl (ver seçao 1.1.3) te 

mos: 

Assim, E1 = grad u e onde u é calculado como solução 

do problema de Dirichlet para div e grad u = div E E. 

Ademais, E
0 

E V(O) pois para todo ~ E ~1 (0) : 

(~,rot E
0

) = (~,rot E) = (rot ~,E) = (rot ~' E
0

) + 

+ (rot ~ ' grad u) = (rot ~' E
0

) + O 

onde, na primeira igualdade, utilizamos que rot E1 = O desde que 

E1 = grad u . 

Introduzindo essa decomposição em (6) segue: 

B(~,E) - À(~,E)e = O 

Aplicando a definição da forma B, temos: 
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(rot ifJ , ~-l rot E)+s
0

(div E: ifJ, div E: E) - w2 (1J,&: E)-f..(t;b,E:E) = O; 

Como segue que div e: E = O. 
o Assim, desde 

que rot E1 = O, obtemos: 

(ifJ, rot ~-l rot E
0 

- (À+ w2 )e: E
0

) - (1J,s
0 

e grad div e: E1 + 

+ (~ + w2 )e: E1 ) = O. 

Com 

Conseqllentemente, para todo 1J em V(O), temos: 

(e: - lM - ~)Eo E D
0

(n) e grad(Ls
0 

+ Ã)u E grad H~(n). 

Então, obtemos: 

E:-lM E 
o - ~ E = o o e grad(L 

so 
+ f.)u = o 

A segunda igualdade implica que devemos ter: 

Ls u + ~ u = constante 
o 

Por causa de segue que: 

L u + ~ u = O em O. 
so 

Assim, obtemos que: 

. 
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Se, por outro lado, 
, 
e um autovalor de uma das igual 

dades (8) ou (9), então E1 = grad u, respectivamente E
0 

, -sao 

autosoluções dos problemas (6) e (6') para o autovalor ~. Por 

substituição, verificamos que as equações (6) juntamente com as 

condições de fronteira são satisfeitas . Com isso concluímos a 

prova do teorema. 

funções 

No capÍtulo seguinte vamos obter estimativas 
1 

N° (t) (associada ao operador M) e N (t) 
so so 

para as 

(associada 

ao operador L ) e consequentemente por (7), teremos finalmen-
so 

te , uma fÓrmula para a função NM(t) (correspondente ao operador 

M) das equações de Maxwell e assim alcançaremos o objetivo do 

presente trabalho. 
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CAPÍTULO III 

Neste capitulo final vamos apresentar, sob a forma de 

teorema, uma estimativa sobre a distribuição assintótica de auto­

valores para as equações de Maxwell com coeficientes variáveis. 

Conforme fizemos nos dois capÍtulos anteriores, vamos 

separar o presente em diversas seçoes. Na primeira seção preten­

demos introduzir algumas hipÓteses adicionais e o teorema sobre 

os autovalores das equações de Maxwell, acima mencionado. Na se­

gunda seção vamos fazer um breve relato sobre o método de Métivier. 

Nas seções III.3,4 e 5 seguintes vamos fazer o desenvolvimento 

cesse método. Finalmente, introduzimos uma seção com a conclusão 

da prova do teorema da seção III.l, com base no resultado obtido 

em III.5 , e algumas observações que julgamos interessantes . 

III.l O RESULTADO 

Seja O aberto limitado de R3. Suponhamos que O sa 

tisfaz a condição de regularidade de Métivier (C'). 

Além disso, vamos supor que a fronteira de O tem me­

dida (n-1) -dimensional finita. Para precisar isso, colocamos pa­

ra e > 0: 

- n Oe = (x E R /dist(x,bO) <e); o = o n õ e e 

e fazemos uma das segui~tes hipÓteses: 
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-1 lim sup e med Oe < +~ 
> 

e-+0 

lim 
> 

e:-+0 

Também vamos supor que os coeficientes das formas bili-

neares B e C, obti dos através das matrizes ~(x) e e (x), 

X E o, satisfazem a condição de continuidade de Hglder, isto é: 

para algum s E (0,1] e sendo d0 (x,y) o mÍnimo de 1 e do li­

mite inferior dos comprimentos dos caminhos de classe c1 ligando 

x a y em O e onde: 

ba.,S sao os coeficientes da forma B definida (ver CapÍtulo 

II) sobre V( O): 

B(~,E) (rot -1 E) + s 0 (div ~' di v e E)- w\~, e E) = ~,1.1 rot . 

sao os coeficientes da forma: 

C(~,u) = s
0

(grad ~' e grad u) - w2 (~,u) 

definida em 
1 

H
0

(n) e associada com o operador L (u). 
so 
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Observamos que podemos tomar, por exemplo, s = 1 que o 

nao haverá diferença nos resultados (a hipÓtese que fazemos sobre 

os coeficientes é de que sejam holderianos). Poderíamos ter fei -

to isso desde o começo, isto é, quando introduzimos 

tulo anterior. 

No Capitulo II, pedimos que as matrizes 

I s
0 

no capl.-

€ (x) e 

,, - l(x) , ~ ~ sejam simetricas. Disso obtemos que as f ormas B e C sao 

hermitianas. 

Ademais, vamos precisar para aplicar as fÓrmulas do mi 

ni-max que a injeção de V(O) em ~2 (o) seja compacta . Não sa-

bemos uma condição necessária e suficiente, sobre a geometria 
m 

fronteira de O, para que isso aconteça; onde H
0

(0) c V(O) 

da 

c 
m 

c H (O). No entanto, observamos, como no Capitulo I, que a pro-

priedade do cone é uma condição suficiente. Assim 

dimos, sem especificar uma condição para isso, que 

a priori pe 

seja compacta. Em verdade, como também já tínhamos observado, a 

condição de regularidade de Métivier (C'), como veremos impli­

citamente, é suficiente para se obter essa condição de compacida­

de. Assim, para o resultado que procuramos basta a condição (C ') 

de Métivier. 

Então, com essas hipÓteses formuladas sobre a oO, os 

coeficientes, etc . .. temos o seguinte: 

III.l.l - Teorema : 

3 
NM(~) = C(O) Ã

2 + O 

S· 
3 - S+I 

2 
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com NM(~) sendo o número de autovalores das equações de Maxwell 

iguais ou menores que ~, contadas as multiplicidades. A cons­

tantes C(O) é dada por: 

sendo constantes, a serem definidas posterior 

mente, dependentes somente de O e das formas B e C, respecti 

vamente. 

Observamos também que a hipÓtese que fazemos sobre os 

coeficientes (continuidade de HBlder na potência s) é mais fra­

ca que a condição de C
00 

pedida por Mehra . Quanto a condição de 

regularidade (C'), que pedimos sobre o, é satisfeita por uma 

classe muito grande de abertos, contendo abertos muito irregula­

res (pontas alongadas, etc ... ), como observa Métivier. 

Em Fraenke l (10], já dissemos que podemos obter uma 

idéia sobre a importância da regularidade da fronteira no trata­

mento de problemas relacionados com a teoria de Espaços de Sobolev, 

mormente sobre compacidade de injeções ou a densidade de nes 

ses espaços. 

Agora , tudo que segue neste capitulo tem o objetivo de 

demonstrar o teorema anterior sobre os autovalores das equaçoes 

de Maxwell. 

Na verdade, o que vamos mostrar é um teorema mais geral 

seguindo a prova dada por Métivier [3]. Esse teorema dá uma fÓr­

mula assintÓtica para a distribuição de autovalores do operador 

associado a uma tripla variacional (V,L2 (o),a) sendo a uma for 
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ma bilinear satisfazendo certas hipÓteses. O teorema III.l.l (e­

quações de Maxwell) é então obtido como uma aplicação desse re­

sultado. 
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III.2 - O MÉTODO DE MÉTIVIER E ERROS DECORRENTES 

Vamos fazer aqui uma descrição do método de Métivier so 

bre a distribuição de autovalores para o operador associado ao 

problema variacional (V,L2 (o),a) . Relatamos também os erros que 

ocorrem devido a esse método; onde a forma a é do tipo: 

r I E Dsv(x)} a(u,v) = aa.,S(x) Da.u (x) dx. 
0 [la.l~m 

lsl~m 

Vamos nos restringir ao caso O limitado. Para O nao 

limitado Métivier obtém, desde que e o tenha medi-

da de Lebesgue finita, apenas uma fÓrmula assintÓtica sem preci-

sar uma estimativa do resto. Na Última seção fazemos observa-
~ 

çoes sobre esse tipo de resultado. 

Assim, como Métivier, f azemos uma partição de O em pe 

quenos cubos n-dimensionais, dois a dois disjuntos (contidos em 

a), e todos de comprimento de lado p >o . Fazemos isso confor­

me a figura seguinte: r-y-1 

I -- -
. -

~'-· 

D 
_, 

IV) -1. 

-=l- -· i ~ 

- I ;-r f 

A seguir, aproximamos a forma (que vamos supor te-a 

nha coeficientes h3lderianos) por uma forma a , com coeficien-

tes constantes em cada cubo da partição. Vamos definir a sobre 

O \0' por a. Sobre O' definimos a por: 
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ã(u,v) - J { - (lt 

~ 

L: aa.,S 
lo;I = ISI =m 

~ 

onde ao;,S vao ser constantes, dependendo sobre cada cubo, e 

0' c O é a união dos cubos (abertos) da partição. 

Antes disso, obtemos (ver prÓxima seção) uma fÓrmula pa 

ra estimar a distribuição de autovalores para uma forma bilinear, 

do tipo acima, definida sobre um cubo de Rn a coeficientes 

constantes. 

Seguindo o método de Métivier, aplicamos esse resulta-

do para cada cubo da partição e a forma 
~ 

a neles definida. A 

partir disso, obtemos uma fÓrmula para os autovalores do problema 
m 

variacional (H
0
(0'), L2 (n'),ã). 

Assim, com a ajuda de alguns resultados auxiliares, to 

mando ~ grande e fazendo os cubos da partição (que é finita)bem 

pequenos para que satisfaçam certas hipÓteses sobre os resultados 

auxiliares; obtemos finalmente uma fÓrmula para o problema asso­

ciado a tripla variacional (V,L2 (o),a) . 

Agora vamos explicar os erros que ocorrem com esse méto 

do. 

Um primeiro erro é devido a estimativa para o problema 

a coeficientes constantes sobre um cubo e pode ser observado no 

cálculo da fÓrmula obtida na seçao I .l.5 . 

Um segundo erro decorre de aproximar a forma a pela 
~ 

forma a, de coeficientes constantes em cada cubo, e fazer a es-

timativa para essa Última forma (ver,por exemplo, lemas III.4.2 

e III.4 .3). 
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Finalmente, por motivo do cálculo da estimativa ser fei 

to sobre 0' a união dos cubos da partição de o, o terceiro er 

ro envolvido é devido justamente de aproximar o cálculo par:a O 

pelo cálculo em 0'. Isto é, O \Ot não contribui para as majo­

rações e portanto essa faixa da fronteira origina erro na es­

timativa, o qual é controlado através dos lemas III.4 .5 e III.5 .1, 

incluÍdo na fÓrmula final. 

Assim, para O limitado (caso em que estamos tratando 

as equações de Maxwell) e com certas condições de regularidade,va 

mos obter pelo método de Métivier a seguinte fÓrmula para a dis­

tribuição de autovalores do operador associado ao problema varia­

cional (v,L2 (o),a): 

n n-6 
N( À) = 1-4a (O) h 2m + O (h 2m ) 

com s 
6 = s+l e o < s ~ 1. 

O erro que aparece na fÓrmula é devido aos três tipos 

acima mencionados. 
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III.3 - ESTIMATIVAS PARA PROBLEMAS COM COEFICIENTES CONSTANTES 

SOBRE UM CUBO . 

HipÓteses e Resultados 

Seja a uma forma integrodiferencial homogênea a coe-

ficientes constantes: 

(1) a(u,v) = ~ a~,S r D~u(x) DSv(x)dx 
I~I=ISI=m 

Suponhamos que: 

(2) 

Anotamos a(s) = ~ a~,S s~+S 
I~I=ISI=m 

e suponhamos tam 

bém que: 

(3) -v- s EJRn\0: a(s) > o . 

Sejam M e co duas constantes tais que: 

{: ~, s I ~1 =I s I =m~ la~, si ~ M 
(4) 

s e JRn: a ( s) ~ c
0

lsl 2m 

Enfim, colocamos ~' = (2n)-n ( ds e designamos a a.(~)~ 1 

por 1-'ta a medida de densidade constante IJ' • a 

Seja a o operador diferencial (associado a forma a): 
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(5) a= ~ (-l)m a~, s n~+S 
1 ~1 = ls l=m 

m 
Seja u E H

0
(0). Pela t r ans for mação de Fourier (ver 

Yosida CB]), com O aberto de En , t emos: 

=f 

onde o sinal de~ é devido a (4). Assim obtemos : 

2 r 2m ,. 2 2 
a(u,u) + c

0
\l u\1

0 
~ c

0 
I sI lu(s ) I ds + c

0
\\ull

0 
= 

= c 0 f<ls1 2m+l)l~( s ) l 2d s (por Parseval). 

Agora, como existe uma constante M1 > O t a l que 

M1 (1sl 2m+l) ~ (lsl 2+l)m, concluimos que : 

2 2 m 
lu (s ) 12 a(u,u) + c

0
\\ull

0 
~ co Mi

1 f ( I s I + 1) ds ~ 

1 2 (c > O) ~ c Mi c\lullm o 

, 
I sto e, existe constante c' tal que : 

2 
a(u , u) ~ c' \\ull~ - c0 \\u\\ 0 , )}ou t. c~(fi) 

Então , ffl.ciJmcnte r~,1í,isso significa que ª- é coerciva 
m 

sobre H (O) 
o (relativamente a Notar, utilizando a de-

sigualdade de Schwartz, que a é contínua sobre H~(O). Também 

notar da hipÓtese (2) sobre os coeficientes, que a é hermitia-
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m 
na sobre H

0 
(O). Assim, podemos pensar em calcular 

m 
N(}.;H (O) , 

o 
2 

L (O),a). 

ço: 

Para O aberto de JR.n definimos, para }. E JR., o esp~ 

Temos que 

m 
Z;.(o) = [u E H (O) I au = }.u) . 

m 
Z;.(O) é um subespaço fechado de H (O) e 

está munido da norma 11 IIm 0 . , 

Claramente, a forma definida pelo produto interno de 
m m 

H (O) é contínua, coerciva e hermitiana sobre H (O); em parti 

cular sobre Zh(O). Assim, também podemos pensar em calcular 

Nosso objetivo nesta seção é demonstrar a seguinte: 

III.2.1 - Pro:Qosição: Com as notações precedentes, existem cons-

tantes cl e c2 dependentes somente de co,. m e M, tais que: 

Para todo cubo Q de :Bn , de comprimento de lado P, 

e para todos reais }. e \.L positivos temos: 
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onde ~a(Q) = (2rr) - n r ds . 
a (s )~1 

Reduções 

Para provar a proposição III.3.1, vamos primeiramente 

reduzir a demonstração ao caso Q = (0,2n)n e posteriormente que 

(ii) 

por: 

m 
Ho(Q) 

(6) 

(7) 

, 
e obtido de (i) . 

Sejam então Q = (O,p)n e Q = (0,2n)n e o 
p 

t = 2rr · 

Seja T a isometria de L2 (Q) sobre L2 (Q
0

) definida 

Tu(x) = tn/2 u(tx). 

T 
, 
e um isomorfismo de Hm(Q) sobre Hm(Qo) e de 

m 
sobre Ho(Qo) 

Ademais, é fácil verificar que: 

-Y- u E 
m 

H ( Q): a(Tu,Tu) = t 2m a(u,u) 

m 2m 
~ u E H (Q): Q(Tu) = t T( au) 
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(8) * u E L2 (a)·. \\T 11 u o Q 
' o 

= \lu!! o,Q 

e mais geralmente, 

(9) ~ j = O , 1 , • • • , m : I Tu I . Q = t j I u I J. , Q 
J' o 

Pelo teorema de interpolação enunciado no Capítulo I te 

mos o seguinte: 

III.3.2 - Lema: Seja O aberto de Rn com a propriedade do 

cone. Para m ~ 2, existe Y > O tal que para e: > O e todo 

u E Hm(O) e j = l, ... ,m-1 vale: 

onde 

para 

ou, 

Y= Y(m,O) depende somente de m e O. 

Agora, tomando u E Hm(Q) aplicamos o lema III.3.2 

Temos então: 

2 . 2 j 2 
I Tu I J. Q s Y ( e: m- J I Tu I m Q + ( 1 + Em- ) I Tu I 

0 
Q } . 

, o ' o ' o 

Utilizando a expressão (9) obtemos: 

t 2llui3,Q s Y(em-j t2mlui~,Q + (1 + e:-j)lul
0

, 0}. 

Como t = p/2rr segue que: 

lui~,Q ~ Y( P/2rr)
2

m-2 j e:m- jlui!,Q + Y (~)-2 j lui~,Q + 

+ Y(p/2rr)-2 j e:-jlul 2 Q . o, 
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Fazendo e' = e p2 obtemos daÍ que : 

lui~,Q s: Y(2rr)-( 2m-2 j) (e')m-jlul!, a + Y(2rr) 2 j l)-
2 jlu.l:, Q + 

2 
+ Y(2rr) 2 j (e') - j lulo,Q 

e então concluímos que existe 

n tal que: 

y 
o dependendo somente de 

Com isso, podemos então enunciar o seguinte: 

m e 

111.3.3 - Lema: Existe uma constante dependendo somente de m 

e n tal que; para todo cubo Q de lado p , para todo 

u e Jfl(a), 

temos: 

guinte: 

(lO) 

e = 1 e 

para todo e > O e para todo inteiro j=l, ... ,m-1 

Estes dois lemas serão Úteis principalmente para o se-

2 
-4rf u e Jfl(Q ) : llullm Q 

o ' o 

Para obter essa expressão, tomar 
2 

p = 2TT , acrescentar lulm Q 
' o 

no lema 
2 

+ lu! 0 Q 
' o 

111 . 3 . 3 

em ambos os 

lados da desigualdade e a seguir fazer a soma em j. 

Em seguida, deduzimos que a forma : 

a
0

(u,v) = E J Da.u DCiv dx 

la.l =m 
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é coerciva sobre Hm(Q), pois: 

Para u e Hm(Q), do lema III.3.3, temos (tomando €=1): 

2 2 2. 2 
I u I . Q s: Y I u I Q + Y o C 1 + P- J ) I u I Q c j = 1, . . . , m-1 ) . J, o m, o, 

2 2 
Acrescentando lulm,Q + lulo,Q em ambos os lados des-

sa desigualdade e somando em j, segue: 

2 2 2 
Uullm,Qs:cte( Y0 ) Iulm,Q + cte(Y0 ,P)iui 0 ,Q. 

2 
Mas, a

0
(u,u) = lulm e assim obtemos: 

2 2 
a 0 (u,u) ~ cte' \\ullm,Q - cte" llu\1 0 ,Q 

isto é, a
0 

é coerciva sobre Hm(Q). 

Pela desigualdade de Schwartz podemos verificar que 

a
0 

é continua sobre Hm(Q). Também temos que a forma a
0 

é her 

mitiana. Assim, podemos calcular N(h;Zh(Q), L2 (Q),a
0

) 

que temos 

(11) 

Claramente, temos da definição de a
0 

que: 

m 2 
~ u e H (Q) : a

0
(u,u) s: \\uUm,Q 

Agora, para u e Hm(Q) calculamos: 

a
0

(Tu,Tu) = ~ r (DnTu)(D~Tu)dx = 
lo;l=m 

= ~ f(n~ tn/2 u(tx)](D~ tn/2 u(tx)]dx = 
l~l=m 

desde 
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= ~ f tn(Da u(z)) tm(Da u(z)) tm t - n dz 

lal =m 

= E t 2m [CDa u)(Da u)dz = t 2m ( ) a
0 

u,u . 
lal =m 

Assim temos: 

Deduzimos de (11), utilizando a propriedade I . 2.1.2.2 

(iii) sobre as funções N(~; ·), que: 

2 
N(~;Z~(Q),L (Q)) 

2 
= N(~;Z'h(Q),L (Q), (·,·)m, Q) 

2 
~ N(~;Z'h(Q),L (Q),a

0
) . 

Da expressao (7) vemos imediatamente que 

morfismo de Z~ (Q) 

Colocamos 

sobre Z 2m (Q
0

) . 
t h 

T 
, 
e um 

Seja G E pelo lema I.2.1.2 .3 

que: 

para a lgum e > O. 

iso-

segue 

Utilizando as expressoes (8) e (12) temos dai que: 
2 2 

-v u E G: t - 2m a
0 

(Tu, Tu) ~ e 1\u\\m Q - ~ 1\Tull 
0 

Q 

' ' o 

e aplicando a continuidade de T, obtemos: 
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Assim que, novamente aplicando o lema 1 .2.1 .2.3, te-

mos: 

2 
TG E €t2~ (Zt2m~ (Qo), L (Qo,)ao). 

-1 Inversamente, pela continuidade de T mostra- se do 

mesmo modo que se G E e~ (Zh (Q
0

), L2 (Q
0

),a
0

) então 
o o 

T-lGEe~(Zh( Q) , L2 (Q),a
0

). 

Então, podemos concluir que: 

Agora, da expressão (10) temos: 

Aplicando sobre isso as propriedades 1 .2.1.2 .2 das fun­

ções N(~; · ) temos que: 

N(~o;Z~ (Qo),L2(Qo) ,ao) ~ N(~Jo; Z). (Qo) , L2(Qo) , YJ:l(·,·)m Q - (· ,1o Q )= 
o o ' o , o 

= N(~o+l;Zh (Qo), L2(Qo), y ll(·,·)m Q) 
o ' o 

= N( Yl (~Jo+l); zh (Qo) ,L2(Qo)). 
o 

Reagrupando , finalmente obtemos daÍ e da expressao (*) 

que : 

(13) N(~J;Z~(Q),L2 (Q)) ~ N(Y1 (~J 0+1); Zh (Q
0

),L2 (Q
0

)) 
o 

Além disso, tiramos das expressões (6 ) e (8) 

como fizemos acima para obter a expressao (*)) que: 

(14) 
m 

N(h ;H
0

(Q),L2 (Q),a) = 

(análogo 
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Então é claro que as estimativas (i) e (ii) sobre o 

cubo Q (enunciadas na proposição III .3 .1), resultam por (13) e 

(14), modificadas por uma constante c1 , de estimativas s~melhan 

tes sobre o cubo Q
0

• 

Logo, de agora em diante vamos supor que Q = (0,2rr)n . 
m 

Desenvolvendo as funções de H#(Q) em série de Fourier 

(ver seção I.l.l), isto é: 

m 
(2rr) - n/2 ik·X u e H# ( Q): u(x) = E ak e 

k 
m 

obtemos que 
, 

a e coerciva sobre H# (Q) , pois: 

a(u ,u) = 

= 

= { 

= I: aa. 13( ~ ka.+l3 lakl
2

) 
' k la.l = l13l=m 

fQ ik·x -it.xd {o k ~ t 
onde utilizamos que e e x= 

(2rr)n k= t 

Assim, aplicando a expressao (4) , temos: 

2 
a ( u, u) = I: I ak I ( E 

k la.I=ISI =m 

Daí, utilizando a fÓrmula de Parseval, isto é, 
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concluímos que: 

2 2m 
a(u,u) + c

0
1lull

0 
~ 'E c

0
lkl 

k 

2m 2 -1 E (l+lkl ) lakl ~ c Ml E 
k o k 

2 2 
lakl + c

0 
E lakl = 
k 

2 m 2 2 
(l+ lk l ) lakl ~ c '\\ullm, Q 

onde sendo em a constante de equivalência 

das normas !I ·li* m 
e no lema I .l .l .l6 . 

m 
Assim, para u E H#(Q) temos : 

2 2 
a(u,u) + c 0 \luii 0 ,Q ~ c '\lu\lm,Q 

m 
e isto quer dizer que a forma a é coerciva sobre H~(Q ). 

71" 

Também temos dessa expressão, se c
0 

~ 1, que: 

Se 

e daÍ, como 

2 2 
a(u,u) + \lu\1 0 , Q ~ c'llullm,Q . 

c > 1 
o também temos: 

1 2 -1 
c~ a(u,u) + \\uii

0
, Q ~ c 0 

- 1 c < 1, segue que: 
o 

2 -1 
a(u,u) + \\uii

0
,Q ~ c

0 

2 
c'\\u\lm,Q 

Assim, em ambos os casos, existe uma constante 

pendendo somente de c
0 

tal que: 

m 2 2 
(15) .Y. u E H

0
(Q): Y2 \\ul\m,Q ~ a(u,u) + \lull

0
,Q 

m 
Cem particular, a é coerciva sobre H

0
(Q)]. 

y 
2 de-
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As funções ~k(x) = (2rr)-n/2 eik·x constituem uma ba-

se ortonormal de L2 (Q) de autofunções para o autovalor a(k) 

do operador A# associado ao problema variacional (~(Q),~2 (Q),a), 
m 

já que a injeção de Hi(Q) em L2 (Q) é compacta, conforme o teo 
7f 

rema I.l.l.l7 sobre espaços de Sobolev periÓdicos. 

Temos então, pela fÓr mula do mini - max, que: 

m 2 n 
N(h;H#(Q),L (Q),a) = Card(k E~ : a(k) ~ Ã} • 

Para h ~ o anotando rh = [s E Rn: a(s) ~ h}, temos: 

(16) 

Então, deduzimos da seção I.l.5 e da fÓrmula (16) que 

existe constante C dependendo somente de m,M e c
0 

tal que : 

Para h E R colocamos : 

m m 
Z~ = (u E H4f (Q): "V- v E H

0
(Q), a(u,v) = h(u,v)} . 

Claramente temos 

Temos pela expressão (15), utilizando as propriedades 

1 .2.1.2.2 das funções N(h;·), que: 

N(h;Z~,L2 (Q),a) ~ N(h;Z~,L2 (Q), Y2(·, ·)m,Q- (·, ·)
0

,Q) = 

1 2 - 1 ' 2 = N(h+l; Zh,L (Q), Y2 (·,·)m,Q)= N(Y2 (h+l); Zh,L (Q)). 

-1 
Logo, fazendo ~ = Y2 (h+l), temos: 
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(17') 

onde, na Última desigualdade, aplicamos a proposição 1 .2 .1~2.8. 

Agora, suponhamos que temos a estimativa (i) da propo 

sição 111.3.1, isto é: 

(17") 

(onde Q = (0,2n)n, como observamos anteriormente). 

e 

Da proposição 1.2.1.2.10 com 

H = L2 (o), obtemos: 

m 2 m , m 
2 N(Ã;H#(Q),L (Q),a) + dim(H

0
(Q) n Z~) = N(~;H0 (Q),L (Q),a) + 

+ N(~;Z~,L2 (Q),a) . 

m ' Como dim(H
0

(Q) n ZÀ) < +m (ver a prova da proposição 

1.2.1.2 .10) e aplicando a hipÓtese (17"), temos dai que: 

m 2 m 2 
N(À;H#(Q),L (Q),a) ~ N(~;H0 (Q),L (Q),a) + 

e consequentemente temos: 

+C (l+À(n- l)/2m + ~(n-l)/2m) 
1 

IN(Ã;H:(Q),L2 (o),a) - ~a(Q) Ãn/2ml ~ 

:s: IN(À;H:(Q),L2(Q),a) -~a(Q) ~n/2ml + Cl(l+~(n-l)/2m~(n-l)/2m). 

Finalmente, aplicando o resultado (17), obtemos a esti­

mativa (ii) para a proposição 111.3.1, isto é: 
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IN(~;H:(Q),L2(Q),a) - ~a(Q) ~n/2ml ~ C(l + ~(n-l)/2m) + 

+ Cl (l + ~ (n-l)/2m + ~ (n-l)/2m) ~ CONSTANTE[l +À. (n-l)/2m + ~ (n-l)/2m] 

onde e 

Substituindo o valor de ~ na fÓrmula acima, concluímos 

a existência de uma constante c2 dependendo somente de c
0

, M e 

m tal que: 

Isto é a estimativa (ii) da proposição III.3.1 que 
r para o cubo Q = quer1amos provar (O,TT)n e portanto, válida pa-

ra todo cubo de Rn conforme observações anteriores. 

Em conclusão, para provar a proposição III.3.1, 

somente de mostrar o Ítem (i) para o cubo Q = (0,2TT)n. 

FÓrmulas de Green 

temos 

Para estimar N(~;Z~(Q),L2 (a)) vamos utilizar o fato 

que Z~(Q) é isomorfo a um espaço de traços, como observa 

Métivier, e fazemos as majorações dos n- diâmetros nesses espaços 

de traços. Vamos construir levantamentos de traços e para isso 

transpomos o operador A# e precisamos das fÓrmulas de Green. Em 

Aubin C7J podemos obter uma exposição sobre essas fÓrmulas. 

Notações: 

Seja Q o cubo (0,2rr)n de Rn; para p = 1, ... ,n 
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<), 
, 
e a face de Q da equaçao ~= 2TT e para p = n+1, ... , 2n 
, 

face de Q da 
~ 

= o. ~ e a equaçao xp-n 

Introduzimos os espaços: 

2n m-lctl- 1 

X 1T TI H 2 
(~) = 

lctl~m-1 
p=1 

2n lctl+ ~ 
y = Tr lT H (~) 

lctlsm-1 p=1 

2n 
L= 1T TI 12(<),) 

lctlsm-1 p=1 

Temos as injeções continuas X c~L e Y ~L. Para u 

e v em ~(Q), integrando por partes sucessivamente em x1 , 

temos: 

(18) a(u,v) - (au,v) = ~ 

onde os Tct 
p 

2m-lctl-1. 

lctJsm-1 

~ 

sao operadores diferenciais de ordem inferior a 

Temos para p = 1, ... ,n: 

Fazemos uma pequena i ndicação de como obter a expressao 

(18): 
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Assim, as duas primeiras parcelas da Última igualdade 

vão contribuir para T~ e T~+l para algum S, respectivamen-

te. 

M~tivier observa que os operadores Ta. 
p nao sao uni c a-

mente determinados, eles dependem da ordem de integração por par­

tes. Observar tamb~m que os Qp sendo variedades com bordo, nao 

podemos reter em (18) unicamente as derivadas normais em v. Va­

mos considerar para tudo o que segue , o sistema T~ fixado. p 

Agora, definimos Tu = (T~uiOP)I~I~m-l; p=l, .. . ,2n 

Temos então que: 

(19) 

onde C~ dependente somente de M. 

Definindo tamb~m o operador 
~ 

V de 
m 

H (Q) em X por: 

~ ~ 

y u = (D uiQ ) · 
-~ 1~1$m-l; p=l, ... ,2n 

Claramente, deduzimos de (18) e da densidade de ~(Q) 

e o seguinte: 

III.3.4 - Lema: Para todo u E ~m(Q) e todo v E ~(Q) temos: 

a(u,v) - (au,v) = (Tu,yv) 1 . 

Agora, vamos procurar prolongar 'T' ao espaço: 
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Observação: 

Como a tem Ordem 2m Segue que H2m(a) c ~a . 
' IJI 

Vamos precisar do seguinte resultado: 

III.3.5 - Lema : O nÚc l eo em Hm(Q) de 
~ , 
V e 

Este resul tado foi enunciado na seçao sobre espaços de 

Sobolev, na parte referente aos traços, e agora vamos dar uma in­

dicação da: 

Prova : Claramente, o nÚcleo de 
~ 

y contém ~(Q) e como conseqliêg 

cia ~(Q). 

Por outro lado, para 1 ~1 ~ m existe um operador cr 

de Hm(Q) em L tal que : 

(20) 

= (y u, ocp) . 
L 

(u,Da.cp ) 2 = 
L (Q) 

Com efeito, estabelecemos (20) para u E ~(Q) por in­

tegração por partes; por densidade (20) se prolonga então a todo 

u E Hm(Q) . 

Dai resulta que para -u E Ker Y, u o prolongamento de 

u para O (zero) sobre Rn \Q (Ü = O fora de Q) está em 

1fl (JR.n). 

Assim, provamos que Ker V c K~(Q). Como Q tem a pr.Q. 
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priedade "Lipschitz" (ver, por exernplo,Adams [12 ]) , é sabido que 
m m 

K
0

(Q) = H
0

(Q) e isto conclui a demonstração. 

Anotamos X o o espaço quociente de Hm(Q) por H~(Q) 

e v o operador de projeção de Jfl(Q) sobre Xo; 

v: ~(Q)--+ X = o 
m m 

(H ( Q) /H
0 

( Q)) 

Existe um levantamento R
0 

de v, operador continuo 

tal que y o R
0 

= Idx 
o 

u ...--. R
0
u = u+x, 

~ , 

X E ~(Q). 

O operador V o R
0 

e, conforme o lema anterior, 

injeção continua e esta injeção permite identificar X
0 

subespaço, não fechado, de X. 

' a 

III.3.6 - Lema: Existe um operador continuo f de ~a em 

antidual de X
0 

(L E X
1 

• L(au) = ãLu), o· tal que: 

-v u E ~a , -v- v E Hm(Q): a(u, v )-(au, v ) = ( 'l'u, yv)X, X • 
O X O 

Prova: Basta definir 

-v- cp E X
0

: ('l'u,cp)X' x X = a (u,R
0

cp) - (üu,R
0

cp) • 
o o 

uma 

um 

Como indi camos anteriormente , outros detalhes sobre as 

fÓrmulas de Green podem ser encontrados em Aubin [7]. 
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Aplicações das FÓrmulas de Green 

III . 3 . 7 - Lema: Existe uma constante K, tal que para todo ~ > O 

existe um subespaço H de X de codimensão majorada por 

K ~(n-l)/2m e tal que: 

Prova: Trocando a constante K se necessário, o lema resulta da 

seguinte asserçao: 

Para todo inteiro 

existe um subespaço H de 

por K ~(n-l)/2m tal que: 

k = 0,1, ... ,m-1; para todo 

Hm-k-l/2 (Q 1 ) de codimensão 

( 21 ) .J.f u E H' -v- v E Hk + 1 I 2 ( Q f ) : I ( u' v) 2 I ~ 
L (Q) 

s IJ-1/2 \lu\lm-k -1/2 llvllk+l/2 

onde Q' 
, 

cubo (0,2TT)n-l de JRn-1. e o 

Para simplificar, seja v = Hm-k-l/2(Q') e 

~ > o, 

majorada 

w = Hk+l/2(Q'). w está imerso em L2(Q ') sendo r a1 denso; po-

demos então identificar L2 (Q 1 ) a um subespaço de W' 

equivale a estimativa 

(21 t ) N(~;V,W') = K ~(n-l)/2m 

pois isso significa que: 

in f 
EEe (V, W1 ) 

IJ 

codim E s K IJ( n-l )/2m v 

e (21) 
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e isso implica na existência de H c V de codimensão majorada 

por K ~(n-l)/2m; e para mostrar que de (21') obtemos (21) 

observar, desde que H e e~(V,W'), que: 

2 2 
u e H: (u,u)v- 1-LIIu\\w, ~ cte. llu\1\v' 

, 
a qual e equivalente a: 

(2111 ) 

2 2 2 
u E H: 1-L-l \lullv :<!: (c~e + 1) \\ullw, ~ \\u\\w, . 

Assim, como H c V c L c L2 c W' e w c L2 c W' , para 

~ E H e v E W temos: 

I (u,v) 2 1 ~ llull 2 \\v\1 2 s: llu\1 2 .CTE\\vllw . 
L L L L 

Mas, como L2 está identificado como subespaço de 

segue (utilizando (21")): 

= CTE IJ-l/2lluHm-l-l/2 1\v\\k+l/2 . 

W' ' 

Conseqüentemente, temos somente de mostrar a expressao 

(21'). Mas, pelos lemas 1.2.1.2.6 e 1.2.1.2. 7, desde que V c 

c L2 c W', temos: 

2k+l 2k+l 1--- --
N(u, V, W') = N(IJ. 2m ;V, L2 ) + N(IJ. 2m ;L2 , W') = 

1 _ 2k+l 2k+l 2m-2k+l n-1 
= N(IJ 2m ;V,L2) + N(IJ "'""'2iil;W,L2) s: K \J. 2m ' 2m-2k+l+ 

2k+l n-1 n-1 
K "2ffi'2k+l 2m + ,.. = 2K 1J. • 

onde, para obtermos a desigualdade, aplicamos duas vezes a estima 
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tiva de El Kolli (ver seçao I.2.2) com V= ~-k-l/2 (Q') e 

W = Hk+l/2 (Q'). Com isso concluimos a prova do lema . 

III.3.8 - Lema: Existe uma constante C, dependendo somente de 

c
0

, m e M; tal que para todo ~ ~ O, para todo ô ~ 2Ã o espa­

ço: 

para a(k) ~ o} 

é de codimensão em Z~(Q) majorada por: 

C(l + ô(n-l)/2m + À(n-l)/2m) . 

Prova: Para u E Zh(Q) c 8a 

o lema III.3.6: 

e para v E Hm(Q), temos conforme 

(22) a(u,v) - h(u,v) = <fu,yv)X'xX 
o o 

e com o lema III . 3.4 obtemos para v E Hfm(Q): 

temos: 

(23) 

(24) 

a(u,v) - (av,u) = (~v,yu)L . 

Agora, conjugando essa expressão e substituindo em (22), 

(u,(G-Ã)v) = <fu,yu)X'xX - (yu,Tv)L 
o o 

Em particular também temos: 

(a(k)-h)(u,~k) = (fu,y~k) - (yu,T~k)L . 
x~xX0 

Precisamos fazer as seguintes: 
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DefiniçÕes: 

- E o espaço gerado pelos y~k' para a(k) ~ õ . 

~ 

- F o espaço gerado pelos ~~k' para a(k) ~ õ 

- G o espaço gerado pelos ~k para a(k) = À 

Deduzimos de (17) que: 

(25) 

(é claro isso, pois (17) estima o número de coordenadas inteiras 

onde c1 depende somente de M. 

~ 

Denotando E o espaço gerado pelos para a (k) ~ õ 
~ ~ ~ 

temos que dim E = dim E, ademais y~k e T~k sao combinações 

lineares de exponenciais à (n- 1) variáveis do tipo exp(ikp · ~p) 

onde: 

com 

(26) 

e i = ( x1 , ... , x_ 1x 1 , ... , x ) , 
P ~- p+ n 

Então , daí deduzimos que: 

dim E+ dim F= dim E+ dim F~ C (l+õ(n-l)/2m) 
2 

onde c2 depende somente de c
0

• 

Seja Z o subespaço dos u E Z~(Q) tal que : 

-41-fEE: <ru,f> x 'xx =0 
o o 

- -lf f E F: (yu,f)L = O 
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- -v- ~ E G: ( u, ~) 2 = O 
L (Q) 

Resulta das expressões (25) e (26) que a codimensão de 

Z em Z~(Q) é majorada por C(l+ô(n-l)/2m + h(n-l)/2m). 

Ademais, resulta da fÓrmula (24) que: 

para a(k) s: ô}. 

O lema segue dessas duas Últimas observações . 

A Prova da Proposição III.3.1 

Seja ~ > O dado; seja ô ~ 2~ que vamos escolher mais 

tarde. Seja Z o espaço: 

z = [u E ZÀ(Q)/ V" k , a (k) s: õ : (u,~k) 2 = o}. 
L (Q) 

Seja H um subespaço de X dado pelo lema I I I.3.7 

(Codimx(H) s: K ô (n-1) /2m), tal que: 

( 2 7 ) -v- f E H' -v- g EY : I ( f ' g ) I s; õ - lI 2 \\f 11 X 11 g 11 y . 
L 

Enfim, anotamos Z' = (u E z : vu E H) . 

Então daÍ resulta juntamente com os lemas III.3.7 e 

III.3.8 que: 

(28) Codimz (Z') s: C(l + À(n-l)/2m + ô (n-l )/2m) 
~ 

onde C depende somente de 

fato que: 

M· 
' 

também utilizamos o 
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Codim2 (Z') ~ Codim2(z') + Codim2 ( Z). 
~ h 

(u,(l)k) 
v = a(~)>õ a(k)-X (l)k ' · de Para u E Z' colocamos 

2m 
v E H# (Q) e (a-~)v = u. 

Ademais temos (aplicando a definição de 11·11 2m,Q): 

2 
\\vll2m,Q = y E 

k 

2m 2 
(lkl +1) 2 

c a c k ) - ~ ) 2 I c u' cpk ) I ( Y > O) 

SOP 

e desde que (u,~k) ~ O implica que a(k) > õ > 2 ~ ( lembrar 

a definição de Z e que u E Z' c Z), deduzimos que: 

(29) 

onde c1 depende somente de c
0

. Também temos: 

(30) 
2 c2 2 

\\vllm, Q ~ Ô \luii 0 ,Q · 

Observamos ainda que: 

( u, v) 2 = E 
L (Q) a(k) >õ 

~ o 

e com isso deduzimos do lema III.3.6 que : 

(31) ~e(fu, yv) = Re a(u,v) - ~e(Gu,v) = 

onde c3 dependendo somente de M, é a constante da continuida­

de da forma a sobre Hm . 
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Fi nalmente, temos com a f Órmula (23 ) que: 

2 
Uu\\

0
, 0 = (u, u ) 2 = (u, ( a-~ )v ) 2 = 

L (Q) L (Q) 

e com as expressões (31) e (27) obtemos : 

2 
l\uii

0
,Q :s: ~e('l'u,yv) - Re(yu,;rv)L s: c3!1u\\m l!vlJ m- Re( Yu, ~v)L s: 

:s: c3 \\ullm llv\\m + õ-l/ 2 \\vu\\x \\ lfvlly . 

Utilizando finalmente as expressões (19 ), (29) e (30) 

obtemos: 
2 

\\ull 0 , 0 :s: c3 \\ullm \\vllm + õ-1/ 2 llvullx c~llvll 2m :s: c3 \\u\\m\\vllm + 

+ ô-l/2 \\yullx c~ ci/2 \\ull
0 

s: c
3

11 ull m c~/2 õ-l/ 2 \\ ull
0

+ 

+ õ- 1/ 2 \\vu llx ci \\u ll
0 

e com a continuidade de V sobre Hm (Q) concluimos que: 

(32) 

Logo, se ~ é dado escolhemos ô = 2~c4 e consegui­

mos de (32) que : 
2 2 

u E z ' : 2~ \lu \\
0

, Q s: \lu li m . 

Assim, temos para u E Z' : 
2 2 2 2 

~\\ull 0 :s: ~ \\ull m = ll u ll m - ~ llullm 

ou equivalentemente: 
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ou de outro modo: 

e isto quer dizer que a forma (·,·)m,Q+~ é fortemente coerciva 

sobre z'. Assim, por definição, temos que Z' E ~~ (Z~(Q),L2 (Q)) . 

Então resulta que: 

e pela estimativa (28) obtemos: 

e isto, conforme observações anteriores, conclui a demonstração 

da proposição III.3.1 . 



--
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III.4 - LOCALIZAÇÃO 

Notações 

Seja O um aberto qualquer de Rn ; seja V um espa­

ço de Hilbert verificando para um inteiro m > O fixo: 

(1) Hm (O) ~V ~Hmloc(O) n L2 (o). comp 

Também anotamos, como Métivier, P(V) a classe das for 

mas integrodiferenciais: 

(2) a(u,v) = J
0 

{ E a~,~(x) Dau(x) 
1~1~m 

ISI~m 

que são definidas, hermitianas, continuas e coercivas sobre V e 

tais que: 

( 3) 

(X) 

onde L10c(O) designa o espaço das funções mensuráveis localmen-

te limitadas em O e C0 (0) o espaço das funções continuas em 

o. 

Para a E P(V) definimos a função: 

a(x, s) = E ao;,S(x) sa+~ ( (x, s) E O X Rn). 

lai=ISI=m 
m 

Como explica Métivier, v contendo Hcomp(o) a coer-

cividade de a sobre v implica a elipticidade de a em o e 
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existe uma função c
0

(x) estritamente positiva sobre O, semicon 

tínua inferiormente e tal que (ver por exemplo Agmon (14]): 

(4) 

Para a e r(V) designamos por ~a a medida de densida 

de: 

~~(x) = (2rr) - n med[s ERn: a(x,s) < 1] 

e pela expressao (4), claramente ~~(x) é finita para todo X e 0 . 

Se w é um aberto contido em o, anotamos V(w) (como 

na seção I .2 .3) a classe das restrições à w dos elementos de V; 

introduzimos também o espaço: 

(5) V (w) = (u e V: V et, la.l s: m; Detu(x) =O o para 

e temos que v ( w) 
o está injetado em L2 (w); observamos também pe 

lo que assumimos em (1) que: 

m 
(6) Se w c c O: V

0
(w) = K

0
(w). 

Agora, fazemos a seguinte observação: 

(7) N(~;V (w),L2 (w),a) = N(~;V (w),L2 (o),a) o o 

onde w c O. Isso decorre somente das definições. 

PartiçÕes de O 

Vamos fazer partições de O com o objetivo de obter es 

timativas para N(~;V,H,a). 



-134-

Seja um aberto de JR.n e V um espaço de Hilbert 

verificando a condição (1). Suponhamos que a E ~(V) e que além 

disso, a é uma forma fortemente coerciva sobre V, isto: é: 

(8) 3: cl > o, -\f u E V: cl\lu\\v s: a(u,u). 

Sejam Qk (k E A) cubos de lado 

disjuntos e tais que Qk c o. Estamos também 

se de indices A 
, 

finita. Colocamos : e 

(9) 

0' = ( u Qk) 
kEA 

w = o'\.o' 

Claramente temos que 0' c c o. 
m 

pk ' 
dois a 

supondo que a 

dois 

elas-

Da injeção V ~Hloc(o), facilmente deduzimos com a 

expressão (8) que existe uma constante c2 tal que : 

2 
~ u e V: c2\\uUm O' :S: a(u,u). 

' 
(lO) 

Dai deduzimos então pela reciproca da desigualdade de 

Garding (ver Agmon (14]) que: 

(11) ~ (x,~) E~' x JR.n·. c 1~1 2m s: a(x ~) '::> u 2 '::> , "::> • 

Introduzimos os seguintes números, os quais terão gran-

de utilidade: 

(12) M = sup 
lctls:m 
IS ls:m 

\la,.. oll 
00 

""'' ~-' L (0 ' ) 



(13 ) 

(14) 

1 11 = sup 
c2 kEA 
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p = Inf Pk . 
kEA 

Daqui em diante vamos supor que p ~ 1. 

Vamos simplificar a exposição, como Métivier, chamando 

Y, Y1 , ... , as constantes numéricas que dependem s omente de M, n 

e m; e .c, c1 , ... , as constantes que dependem somente de c 1 , 

c2 , M, n e m. 

Nosso primeiro objet ivo é aproximar a f orma a por uma 

forma a a coeficientes constantes em cada cubo Qk; então,para 

isso definimos: 

ãa;,S( x ) = aa;,S(x); se X E w 

( 15 ) ãa;, 13 (x) = O; se X E 0 ' e I et I+ I s I < 2m 

ãa; , S(x) 
1 JQ ao. , S(y )dy; xEQk e lcti = IS l=m = med Qk 

se 
k 

~ 

Cl aramente , os ao.,S estão definidos em todo O e se 

lct i=ISI=m então os são constantes sobre cada cubo 

Vamos considerar a forma: 

(16) ã(u , v) = J { E 
0 I ct I , ls I ~m 
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Lemas Sobre PartiçÕes de O 

Temos o seguinte resultado: 

III.4.1 - Lema: A forma ã é definida, continua e hermitiana so 

bre V. Ademais, existem constantes c1 e Y
1 

tais que para to 

do ô E (0,1) e todo u E V vale: 

2 
la(u,u)- ã(u,u)l ~ Y1 (11+ó) a(u,u) + c1 (ôl-2m + pl-2m)!luH o,O 

Prova: Definimos as formas: 

Como 
m 

r; 

lo.I=ISI=m 

V c- H
1 

(O) o c e sendo õ' compac to então b
0 

e 

b1 são claramente definidas e continuas sobre V; t ambém sao 

hermitianas pois ao.,S = aB,o. · 

Temos que a = ã + b
0 

+ b1 e então é claro que a es-

tá bem definida sobre V e também sendo ai continua e hermiti-

ana. 

Agora, lembrando a definição de 11 e M, temos que : 

(a constante c2 surgiu na primeira desigualdade devido a defini 

ção de 11). 

r~ --
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I b 1 ( u, u) , ~ Y2 M E E I uI j, Qk I uI J.,, Qk 
kEA j , j's:m 

j+j'~2m 

Do lema III.3.3 temos para E: > o e j = O, .• ;, m-1 : 

Hm(Qk): 
2 { . 2 (•-j+P- 2 j lul

2 Q} -v-uE lul · Q ~ Y em-Jiul Q + 
J, k o m, k o, k 

1 1 

Tomando e m-j I ym- j > o, deduzimos que: = õ o 

.v- u E Ifl ( Qk ) , 41 õ E ( O, 1 J , -\f j = O, 1, . . . , m-1 : 

lul~ Q ~ õlul! Q + Y
3

CP-2 j + õ-j/(m- j) Jiul
2 

J, k ' k o, Qk 

e coruu conseqüência: 

Então deduzimos que para j < m e j' < m vale a se-

-guinte expressao: 

desde que estamos supondo p E (0,1] e õ E (0,1). Para 

temos: 

2 2 

j < m 

I I I I ~ o I I + Y c õ-1 P2- 2m + õl- 2mJ I uI u j,Qk u m, Qk u m,Qk 4 o,Qk 

Agora, 0bservando que o- 1 p2-2m ~ ôl-2m + pl- 2m 

obtemos: 
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Utilizando esses resultados, finalmente vamos calcular: 

:s; Y1na(u,u) + Y2 M I: I: lul. Q lul ., Q :s; 
kEA j+j'<2m J, k J ' k 

j' j:s:m 

:s; Y1na(u,u) + Y2 M I: {const1 (m)· ôl u l~ Q + 
kEA ' k 

l-2m l-2m) 1 1
2 

} ( ) + const2 (Y3 ,Y4 ,m)·(p + õ u o,Qk :s; Y1na u,u + 

1 2 2 
+ c1 (p 1- 2m + ô -

2m)Uu\1
0

, 0 + const3 (Y2 , M, m) · õ lulm,O 

e trocando a constante Y1 , se necessário, o lema segue. 

(*) 

Do lema III.4.1 temos que: 

-v- u E V: a(u,u) - ã(u,u) :s; 

2 
:s; Y1 (n+õ) a(u,u) +C (õ 1- 2m+Pl- 2m)Uull 

1 o,O 

e daÍ deduzimos que para Y1(n+õ) < 1: 

2 
-v- u E V: a(u,u) :s; ã(u,u) + c1(õ 1- 2m+Pl- 2m)llu\\

0 0 . 
' 

Como estamos supondo a fortemente coerciva sobre V, 

dessa expressão obtemos a coercividade de a (se Yl(n+õ) < 1) . 
Em particular se yl , < 1/4' tomando ô = 1 temos que 

4Y1 
Yl(n+õ) < 1/2 e da - (*) obtemos: expressao 

2 
(17) -'+ u E V: a(u,u) :s; 2[ã(u,u) + '1'\lu\1 0] o, 
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onde 

Agora vamos mostrar o seguinte: 

III.4.2 - Lema: Suponhamos que Y1 n < 1/4; então para to~o 

õ E (0,1/4 Y1 ) temos as estimativas: 

com 

Ã' = ÀCl- Yl(n+õ)J - Cl[pl-2m + õl-2mJ 

À"= (1 + Yl(n+õ)]·CÀ + cl(pl- 2m + õl-2m)J 

Prova: Da hipÓtese de Y1n < 1/4 temos que ã é coerciva sobre 

V, pe l a observação anterior. Assim, podemos calcular 

N ( À ; V, L2 ( O ) , ã ) . 

Do lema anterior temos: 

2 
- c1 (õ1- 2m + pl-2m)\\ull - Y1 (T)+õ) a(u,u) s: a(u,u) - ã(u,u) s: o,O 

e com isso obtemos: 

2 
ã(u,u) + c1(õ 1- 2m + pl- 2m]\\ull

0
, 0 ~ (1- Y1 (n+õ )] a(u,u) 

2 
[1 + Y1 (T)+ô)J a(u,u) ~ ã(u,u)- c1[õ 1- 2m + pl-2m]\lull

0
, 0 ~ 

2 
~ ã(u,u) - [l+Yl(n+õ)] Cl(õl-2m + Pl- 2m]\\ullo,O . 

Aplicando as propriedades I .2 .1.2 .2 das funções N( À;·), 

obtemos daÍ que : 
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e p ort a nto o lema está estabelecido. 

Também precisamos observar o: 

III.4.3 - Lema: Se Y1 ~ < 1 então temos : 

Prova: Para x E 0 ' e s E Rn temos, desde que x E Qk para 

algum k E A: 

= 

onde Y1 é a mesma constante calculada no l ema III . 4 .1. A Úl­

t ima desigualdade é devido a e xpressão ( 11) . 

Assim, para x E 0 ' e s E JR.n , vale: 

e daÍ obtemos que : 

~ IJ~(x) ~ (2rr) - n f d g 

(l+Y111)a(x, s )s: 1 
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Fazendo uma mudança de variável segue: 

(1-Yl n)-n/2m ~~(x) ~ ~~(x) ~ (l+Yln)-n/2m ~~(x) . 
a 

Equivalentemente temos: 

(l-Yl: n)n/2m ~~(x) ~ ~~(x) ~ (l+Yl n)n/2m ~~(x) . 
a a 

Finalmente, integrando sobre Qt 

' 
temos: 

(1-Yl n)n/2m ~~(O')~ ~a(O') ~ (l+Yl n)n/2m ~~(O') . 
· a a 

Portanto o lema está estabelecido. 

Observações: 

~ 

Vamos supor agora, para tudo que segue nesta seçao so-

bre partiçÕes de o, que Y1 n < 1/4. Assim que 
~ 

a 
, 
e coerciva 

sobre V e também a expressão (17) é válida. 

Anotamos W
0 

= H~(O') e prolongando as funções de 

H~(Qk) por O (zero) em O'\Qk , identificamos W
0 

com o es-

paço ffi H~(Qk), onde a soma é ortogonal por 
kEA 

to escalar de L2 . 

~ 

a e pelo produ-

Podemos também identificar W
0 

' a um subespaço de v ' 
temos: 

W ffi V ( w) c V o o 

onde a soma é também ortogonal por ã e pelo produto escalar de L2. 

Temos o seguinte 
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III.4.4 - Lema: Existe uma constante c2 dependendo somente de 

M e de c2 tal que para todo ~ ~ O vale: 

J n- 1 (n-l)/2m} 
c2 r: ll+Pk ~ 

k EA l 

Prova: Deduzimos das expressões (15) e (11) que: 

Com isso, claramente temos que sobre cada cubo Qk a 

forma -a é do tipo considerado na seção III.3 anterior. Podemos 

então aplicar a proposição 111.3.1. 

Primeiramente aplicamos a proposição 1 . 2.1 .2.11, isto 
, 
e, temos: 

segue que : 

Finalmente, aplicando a estimativa (ii) da proposição 

III.3.1 o resultado do lema está demonstrado. 

Introduzimos para ~ ~ O o espaço: 

z~ = { u E v 1 -v- v E w 
0 

: ã ( u, v ) = ~ ( u, v) 2 } 
L (O) 

Vamos precisar do: 

-- ------------------------------------------=--------------
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111.4.5 - Lema: Existem constantes c3 e c4 , que dependem so 

mente de c1 , c2 e M tais que para todo À ~ O temos: 

N(Ã;ZÀ,L2 (o),ã) ~ 

~ N((À+~)C3; V,L2(w)) + C4 ~ [l+Pn-l(Ã+~ )(n-l)/2m) 
kEA k 

onde T = c1(pl-2m + Y~J foi definido em (17). A notação 

N(~;V,L2 (w)) é aquela comentada na seçao 1.2.3 sobre estimativas 

para os espaços K~ e ~ • 

Prova: Para k E A anotamos: 

Fixamos IJ. ~ O; para todo k e A, considerando o 
, 

nu-

tal que: 

2 2 
(18) -\'- f E Ek : ul\ f\1 0 Q ~ \lfll m Q 

' k ' k 

(desde que a forma ( .• )m Q - ~ é fortemente coerciva sobre Ek' 
' k 

pelo lema 1 .2.1.2.3). 

Ademais também temos, do mesmo modo, que exi ste um sub-

espaço E o de codimensão N (IJ ; V, L 2 ( O) ) em v tal que: 

2 2 
-v- u E E

0
: ~l\ul\o O ~ 

' 
llullv 

e de sde que w = O \O' , temos: 

2 2 
(19) -\'- u E E : u 11 u ll w ~ 11 ull V o o, 
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Seja então o subespaço: 

e 

Temos que F é um subespaço de codimesão finita e m Z~ 

e : 

Agora, para u E F temos por (19) que 

(21 ) 

e para k E A, aplicamos ( 18) a uj 0k obtendo: 

(22) 
2 2 

IJIIuiQkllo,Qk s: \lulokllm,Qk 

De (21) obtemos utilizando (8) que : 

2 1 
\J. \Iull

0 
w s: - a(u,u) . 

' cl 

De (22) (somando em k) obtemos: 

2 2 
IJIIullo,O's \lullm,O' 

e daÍ aplicando (10), segue que: 

2 1 
IJ\\u\\ ~~ s:- a(u,u) . o,u c2 

Concluímos então que: 

2 
IJI!ullo Os: (l + cl) a(u, u) 

' cl 2 

e utilizando a fÓrmula (17), deduzimos que: 
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2 2 
V u E F: IJ!1ull 0 , 0 s: 2(c~ + c

1
2

)[ã(u,u) + 'l'\lull
0

,c) 

Agora, tomamos c
3 

uma constante tal que 

e temos: 
2 c1+c2 2 

1J I1uii 0 ,0 s: c3 ã(u,u ) + 2 c
1

c
2 

'l'\lull 0 ,o = 

c 1+c2 2 2 
= c3. ã(u,u) + (2 c

1
c

2 
- c3 ) 'l'!lull 0 ,o + C3 '1'!1uii

0
,0 

e assim obtemos que: 

-sao: 

2 2 
'I' \1 ull 

0 
, 0 s: ã ( u, u) - ( ~ - 'I' ) 11 u \1 0 , 0 

3 

Isso quer dizer, aplicando o lema 1.2.1 .2.3, que 

assim temos: 

Agora, aplicando a fÓrmula (20), temos a seguinte expre~ 

Como tudo acima foi f e ito para IJ ~ O fi xado arbitraria 

mente, dado h ~ O tomamos IJ t al que À = I..L - '1' 
c3 

e obtemos 

que: 

Finalmente , utilizando a estimativa (i) da proposição 



III.3.1 e majorando o termo 

sultado segue. 
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h(n-l)/2m por (h+'!') (n-l)/2m o re 

Assim, concluimos a prova do lema III.4.5 e encerramos 

a presente seção. 
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III.5 - A DISTRIBUIÇÃO DE AUTOVALORES PARA O PROBLEMA VARIACIONAL 

(V,L2 (n),a). 

Seja O um aberto limitado de Rn; seja V um sub­

espaço fechado de ~(o) contendo ~(O). 

Para s E (0,1] indicamos por f> (V) s a classe das for 

mas hermitianas, continuas e coercivas sobre V; para a E f>s(V) 

temos: 

(1) a(u,v) 

(2) (n limitado) 

(3) ~ K; -v- (a, a), lai=IS l=m; .y. (x,y) E O X O : 

I aa., 13 (x) - aate(y)l s: K(d0 (x,y)J 
s 

onde d0 (x,y) 
, 

a distância de ' o, isto é: e X a y em 

d0 (x,y) 
, 
e o r m1nimo de 1 e do limite inferior dos comprimentos 

dos caminhos de classe cl ligando ' X a y em o. Assim, es-

tamos supondo que os coeficientes aa.,S -sao holderianos. 

Aqui também vamos supor que a fronteira de O tem me-

dida (n-1)-dimensional finita. Para isso, lembramos a definição 

-dada na seçao III.l. Para e > O temos: 

(4) 

e fazemos uma das seguintes hipÓteses: 



(h.l) 

(h .2) 

e 
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lim 
> 

e-+0 

-1 o sup e med e < +ro 

O possui a condição de regularida de de 

Métivier (C') e : 

lim 
> 

e-+0 

- 1 sup e med Oe < +ro 

Com isso, estamos em condições de enunc~ar e demonstrar 

o seguinte: 

III .5.1 - Lema: Sob uma das hipÓteses (h.l) ou (h.2) existem cons 

tantes ~0 , e
0

, L 

v- e < ~o ' 

tais que: 

-2m e: : 

Prova: Primeiramente , utilizamos a hipÓtese (h.l) e obtemos que: 

(onde const. indica uma constante). 

Agora, aplicando a proposição I .2. 3 . 1 com w = o& e 

tomando ~ tal que med(Oe:) -l/2m ~ 2 med o temos que: o 
~ . t e: 

o 
41-- e: < .li- ). ;e ).o 

-2m 2 ~ Y(n,m) 2med O E: 
Àn/2m s: ~ o' e: : N(À.;V,L (Ot:)) 

s: Y(n ,m) 2e: const. ).n/2m 

m m 
onde também utilizamos que v = H (o) c K (o), e que o o 

med(Oe:\.-l/2m ~ med(Oe:)x-l/2m ). ;e ).o 
-2m Assim, para t . o 

. & o 
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lema está provado para a hipÓtese (h.l). 

Por outro lado, suponhamos que temos (h.2). DaÍ temos: 

e que, pela proposição 1.2.3.3, existem constantes h
0

, K e C 

tais que: 

desde que V c: Ifl(o) e onde Oe,õ = [x EJRnldist(x,C\) < ô) , 

conforme definições na seção I.2.3. 

P O < < Se 
, , \

0
' ~-2m ara e eo ' ~ ~ ~ ~ 

temos: 

Assim vale: 

~ C med(O I ) hnl2m . 
e:,K(h~)-1 2m e: 

' Aumentando h
0 

, se necessário, para que: 

med (O I ) ~ med o ~ 
e:,K(h~)-1 2m e .. 

obtemos então: 

isso conclui a prova deste lema. 
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Agora, finalmente estamos em condições de enunciar o 

teorema sobre a distribuição de autovalores para o problema varia 

cional (V,L2 (o),a). A demonstração que fazemos segue o método de 

Métivier, mas com maiores detalhes . 

Em resumo, temos para a distribuição de autovalores o 

seguinte: 

III.5.2 - Teorema: Sejam o um aberto limitado de JR.n e v um 

Hm(O) 
m 

também subespaço fechado de contendo H
0

(0) ; supomos que 

uma das hipÓteses (h .l ) ou (h.2) 
, 

satisfeita. e 

Seja a uma forma de Ps(V) para algum s E (O,lJ. De 

notando N(h) o número de autovalores menores ou iguais à h, do 

operador associado com a tripla variacional (V,L2 (o) ,a ); 

então: 

temos 

com s 8 = s+l · 

Observações: 

No caso em que o é um cubo e os coeficientes a~,~ 

para I~I=IS l=m sao constantes, resulta da proposição III.3 .1 

que: 

Se os coeficientes aCL,~ para 

tes sobre cada componente conexa de O, 

timativa Ótima é: 

lcxi =IS I=m são constan 

1.\!éti vier mostra que a es 
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n n-1 

N(~) = ~a(O) À2m +O (À2m Log ~ 

Prova do Teorema III.5.2 

Antes de começarmos a demonstração propriamente dita,fa 

zemos algumas observações. Primeiramente, sem perda de generali-

dade, vamos supor que a 
, 
e fortemente coerciva sobre V: 

(5) 
2 

~ u E V: a(u,u) ~ c~UuHm 0 
' 

(Se a for somente coerciva, por definição, existe uma constante 

tal 
, 

forma fortemente coerciva. O resulta-IJO que a + IJo e uma 

do para essa forma será, a menos de uma translação nc e spectro,de 

va lor IJO , o mesmo resultado para a forma a). 

Precisamos também definir: 

( 6) ' M = SUJ? \1 a !I <X) 

0~1~1, ISI~m ~,s L (n) 

Agora consideramos uma partição de n, como indicamos 

"" na seçao III.2, em cubos dois a dois disjuntos e com comprimen-

tos de lados iguais. 

Assim, consideramos para p > o dado e para 

k E~n , o cubo Qk com centro em Pk 

do p ; seja A a classe dos indices k 

locamos 0 ' = u Q 
kEA k 

e w = n \o' . 

Então, podemos verificar que: 

e: = Jn+l' p. 

e com comprimento de la-

tais que -Q c O· 
k ' co-

w c n 
E: 

para 
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Seja p
0 

> O tal que Jn+l p
0 

< e
0 

(e
0 

do lema III.5.2). 

Retomamos as notações da seção III .4; observando a fÓr­

mula III.4(10) e a fÓrmula (5) desta seção, vemos que podemos mi 

norar a constante c 2 da primeira fÓrmula pela constante da 

segunda fÓrmula. Assim, lembrando a definição de n [fÓrmula 

III.4(13)], temos para a E Ps(V): 

(7) 

desde que ~P é o comprimento da diagonal do cubo Qk de lado 

p. 

Definimos a forma ã por III .4(16) . 

Agora, aplicando a proposição I.2. 1. 2 .10 a tripla 

(V,L2 (0'),ã) e ao subespaço V
0 

= H:(O ') c V; tP~ ,s para: 

m 
ZÀ = [u E V: (ã-Ã)(u,v) =O ~v E H

0
(0 ')} 

que a seguinte fÓrmula é válida: 

m 
= N(~;H0 (0') ,L2 (0'),ã) + N(À;ZÀ , L2 (0'),ã)-

m 
- dim(H

0
(0') n ZÀ). 

Desde que 0 ' c O implica , como observamos na seçao 

I . 2 .3, N( Ã;V,L2 (0'),ã) ~ N(À;V, L2 (o) , ã); obtemos da expressão 

anterior que: 

IN(À;V,L2 (o),ã) - ~~(0') Àn/2ml ~ dim(H:(O') n ZÀ) + 
a 

Aplicando o lema III.4.4 segue que: 
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IN(~;V,L2 (o),ã)- ~~(0') Ãn/2ml~ c2 card A(l+pn-l ~(n-l)/2m} + 
a 

m 
+ N(Ã;ZÃ,L2 (0'),ã) + dim(H

0
(0') n ZÀ) 

e novamente, do fato que 0' c o, podemos majorar N(~;z,.,,L2 (0 '),ã) 

por N(~;ZÃ,L2 (o),ã) e da{ aplicando o lema III. 4.5 deduzimos 

que: 

IN(Ã;V,L2 (o),ã) - ~~(0') Ãn/2ml ~ c2 card A(l+Pn-l À(n-l)/2m} + 
a 

Vamos agora supor que pÃ 1/2m~ w com ~ -+ w. Mais 

tarde, quando escolhermos p, mostraremos que esta hipÓtese 
, 
e 

satisfeita. Assim, na Última expressão podemos e llminar a cons-

tante 1 nos dois termos entre chaves. De qualquer modo, essa 

eliminação que corresponde ao termo (C2+c4 ) card A poderia ser 

majorada por pÃn/2m , devido ao fato que card A~ (med O)p- n 

e um termo dessa ordem surge nas estimativas quando majorarmos 

N((~+~)c3 ,v,L2 (w)) através do lema III.5.1. 

Assim, do fato que w c o 
€ 

(t = Jn+l p), temos que 

Substituindo isso na fÓrmula anterior, fazendo também a 

eliminação acima referida; para p < P
0 

desta demonstração] tomando ~ ~ Àl p- 2m com 

definido no começo 

( ~-::-.)-2m ~l = Ã
0 
~n+I , 

podemos finalmente aplicar o lema III.5.1 e obtermos: 
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a 

m 
+ dim (H

0
(0') n ZÀ) 

onde f = c1 (p1- 2m + Y~) foi definido em III.4(17). Desde que 

t d " ..... ' -2m d d d · C ' " es amos supon o h ~ hl p , po emos e uz1r que T ~ 1 h e 

então obtemos: 

IN(Ã;V,L2 (o),ã) - ~~(0') Àn/2ml~ c
2 

card A pn- l Ã(n-l)/2m + 
a 

+ c4 card A pn-l((l+C~)Ã](n-l)/2m +L Jn+l p((l+C~) c
3

>.Jn/2m + 

+ dim (H~(O') n Z).) = Cc2+c4(l+C~)(n-l)/2mJ card A pn-l ).(n-l)/2m+ 

+L Jn+l C(l+C')c Jn/2m p Ãn/2m + dim(Hm(O') n Z") 
1 3 o h 

Agora, vamos 
m 

u E H
0

(0 1 ) n ZÀ então 

m 
estimar dim(H

0
(0 1 ) n 

m m 
u E H (0') c H~(O'); 

o 7r 

Se 

portanto, 

u = ~ u~ exp(i~.x) 
.t 

onde U-t, ( .t E Zln) são os coeficientes 

Fourier de u. Como u também está em ZÀ , vale: 

m 
( Ã-ã) ( u, v) = o ~ v E H (O 1 ) o 

Em particular temos: 

o = (>.-ã) (u,u) = L: (Ã-ã)(u.t exp ( i -t. x) , u ~ exp (i t. x) ) = 
.{, 

2 
= L: ( >--ã ( .t) ) I u .t I 

t 

Como queremos estimar a dimensão de 
m 

H
0 
(o') n z>. 

cisamos que 

volvimento da série de Fourier de u). Assim deduzimos que: 

de 
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m 
dim (H

0
(0') n z~) = card[.t- E ?Zn: ã(t) = >.}. 

Concluimos então que 
m 

dim(H
0

(0') n ZÀ) 
, , 
e o numero de 

coordenadas inteiras que estão sobre a superfÍcie do elipsÓide: 

Na seção I.l.5 fizemos esse cálculo para O = (0,2n)n , 

o cubo de lado 2n. Essa majoração é da ordem C(l+À(n+l)/2m) 

mas, observando as reduções que foram efetuadas na prova da propo 

sição III.3.1 concluimos que: 

card[t e ?Zn: ã(t) =À} ~ C(l+Pn-l h(n-l)/2m) 

para a forma ã definida sobre o cubo Qk(k e A) de lado p. 

Como pode ser identificado 

m 
@ H

0
(Qk), podemos então deduzir que: 

keA 
m n 

dim(H
0

(0') n ZÀ) = card{t e 72 : ã(t) =À} ~ 

~ E C[l+Pn-1 À(n-l)/2m} = C·card A[l+pn-1 ;.Cn-l)/2m}. 
kEA 

com 

Esse fato pode ser provado rigorosamente, seguindo o 

mesmo processo utilizado na demonstração do lema III . 4 . 5 . 

Novamente, f azemos a mesma eliminação que antes do ter­

mo correspondente a constante 1 na estimativa para a 
m 

dim(H
0

(0 ' ) n ZÀ) Cna verdade, essa constante é desnecessária p~ 

ra À > O pois e l a f oi introduzida na seção I.l.5 para que no 

caso À =O a estimativa continuasse válida]. 

Com isso, substituindo essa estimativa do cálculo da di 
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m 
mensão de H

0
(0') n Zh na nossa fÓrmula principal; obtemos: 

IN(h;V,L2(o),ã)- ~~(0') ;..n/2ml~ 
a 

~ tc2+C4(l+C~ )(n-l)/2m +C] card A Pn-1 h(n-l)/2m ~ 

, n/2m / 
+L Jn+t ((l+Cl)C3] p hn 2m . 

Assim, obtemos a exist~ncia de constantes c5 , P
0 

e 

~l independentes de ~ e p tais que: 

(8) 

fato que 

(9) 

com: 

2 n/2m 
IN(h;V,L (O),ã)- IJ_(O') À I ~ 

a 

~C (p hn/2m + card A pn-1 h(n-l)/2m) 
5 

Observando que IIJ N ( O') - IJ ~ (o ) I = I ( IJ ~ (X ) dx I 
a a Jw a 

o\ õt = w c o e: concluimos também 

IIJ_(O')- IJ_(o)l ~ c6 med ot ~ c7 P . 
a a 

e 

Agora, aplicando o lema III.4.2 com ô = p , temos: 

~~ =h( 1-Yl(~+p)]- 2Cl pl-2m 

;.." = (l+Y1 (~+P)] Lh+2C1 P1- 2mJ 

e aplicando a fÓrmula (8) obtemos que: 

do 
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(lO) 

J
~ã(O')(Ã')n/2m- C5[p(Ã')n/2m + card A Pn- l (Ã ' )(n-l)/2m} ~ 

~ N(Ã' ;V,L2 (n),ã) ~ N(Ã;V,L2 (n ), a ) ~ 

~ N(Ã 11 ;V,L2 (o),ã) ~ ~~(0')(Ã")n/2m + c
5

(p(Ã")n/2m + 
a 

+ card A pn-1 (Ã")(n-l)/2m} 

Do lema III.4.3 temos: 

(l-Yl~)n/2m ~~(0') ~ ~a(O') ~ (l+ Yl~)n/2m ~ ~ (0') . 
a a 

Disso, juntamente com a estimativa (9) e a fÓrmula (10); 

podemos deduzir, utilizando a fÓrmula binomial e fazendo majora­

ções, a existência de uma constante c8 independente de p e Ã 

t 1 u u .... " -2m a que: -r p < p 
0 

, ....,.- ..... "'l p : 

(11) IN(Ã;V,L2 (o),a)- ~a(n)>..n;2ml~ c8[(1')+p)>..n/2m + 

+ card A Pn-1 À(n-l)/2m}. 

Observando que card A.pn-l ~ p-l med O e desde que 
~ Ps ~ p(O < s ~ 1 e p ~ 1) também podemos deduzir da expressao 

(11), utilizando a fÓrmula (7) que: existe uma cons tante 

dependente de 

(12) 

e p tal que: -Y·p < p' o 

jN( Ã;V,L2 (o),a) - ~a(O) >..n/2ml ~ 

~ c
9

[ps >..n / 2m + P- 1 À(n- l)/2m} 

Assim, dado À suficientemente grande para que possamos 

escolher p = À-l/[ 2m(s+l)] de sorte que p < p
0

. Também pode-
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mos obter que Y171 < 1/4 já que T) s: constante.ps e portanto 

todas as coisas que dependiam disso são válidas . DaÍ também temos 

hl p-2m = ~l ~l/(s+l) s: h (pois, ~ grande implica que hs ~ 

~ ~s+l 
1 e isto implica que e portanto 

p ~l/2m como tínhamos assumido. 

Finalmente, aplicando essa escolha de 

( 12) obtemos: 

IN(~ ; V,L2 (o),a) -"' (o) a 

f À-

s n J, 

s: c9 
2m(s+l) h2m + >..2m(s+l) 

ou, equivalentemente temos: 

n 

IN(~;V,L2 (o),a) - ua(O) h2m 

~n/2ml 

n-1 } ~2m = 

p na fÓrmula 

s: 

2c
9 

e isto, é exatamente a estimativa do teorema que queríamos provar. 



-159-

III.6 - CONSIDERAÇ0ES FINAIS 

Prova do Teorema III.l.l 

Observamos na seçao III.l com as hipÓteses feitas que 
1 

as formas B e C são definidas e hermitianas sobre V(O) e H
0

(0), 

respectivamente. Além disso, supomos que elas têm coeficientes 

hBlderianos. Utilizando o lema de decomposição de -Weyl, seçao 

I.l.4, podemos deduzir a continuidade de B sobre V(O). Tam-
1 

bém temos que C é continua sobre H
0

(0). 

No Capitulo II, lema II.2.1, observamos que a forma B 

é coerciva sobre V(O). 

temos: 

A forma C é coerciva sobre H;(o), 
1 

pois para uEH
0

(0) 

C(u,u) = s
0

(grad u, ~ grad u) - w2 (u,u) = 

2 2 2 
= s

0 
\lgrad u\1~ - w \\u\1 2 2,e(O) L (O) 

e dai podemos calcular que: 

2 2 
C(u,u) ~ cllu\1 1 - c'\\ull 2 · 

H (O) L (O) 

Esse cálculo, é uma estimativa tipica de estimativas a 

priori (ver Agmon (14]). 

Agora, sob a hipÓtese (H.2) da seçao III.l, temos que 

a tripla (V(0),~2 (o),B) está nas condiçÕes do teorema III.5.2. 

Portanto, vale a fÓrmula: 
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o I (n --1L)/2m 
N (Ã) = ~B(O) À3 2 + O(Ã s+l ) 

so 

para O tendo a condição de regularidade de Métivier. 

Utilizando as mesmas hipÓteses para a tripla 
1 

(H
0
(n), L2 (n),c), segue que: 

1 
(n- _s_)/2m 

s+l 
Ns (Ã) = ~C(O) À3/ 2 + O(Ã ) 

o 

Observando a fÓrmula 

da prova do teorema é imediata. 

(7) do Capitulo II, a conclusão 

Observações Gerais 

Para o cálculo da estimativa correspondente a forma C 

não precisamos da condição de regularidade de Métivier sobre a 

fronteira de n. Isso decorre que a forma c está definida so-
1 

H
0

(n) 

em 

Clembrar que n limitado implica que a injeção de 

L2 (n) é compacta] e assim, basta aplicar o teorema 

III.5.2 para n limitado com a hipÓtese (H . l) da primeira se­

ção deste capitulo. 

De qualquer maneira, como somos levados a fazer a hipÓ-

tese da condição de regularidade sobre a õO para obtermos o 

cálculo relativo a forma B; essa condição está incluida também 

para a forma C. Em conseqüência, para provar o teorema das equ~ 

çoes de Maxwell; podemos sempre aplicar u teorema III.5.2 com a 

hipÓtese (h. 2) . 

Em conclusão, olhando para o objetivo do presente traba 
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lho, qual seja de obter uma fÓrmula para estimar os autovalores 

das equações do eletromagnetismo; não precisamos da hipÓtese(h .l ) 

no teorema III.5.2 e em conseqüência poderíamos dispensar .a pro­

va do lema III.5.1 sob essa hipÓtese e portanto também a propo­

sição 1.2.3.1. 

Por Último, a hipÓtese (H.l) pedida na seçao III . l 
, 
e 

dispensável mediante as observações anteriores sobre a forma C. 

Entretanto, tivemos o trabalho de i ncluir todas essas 

hipÓteses para apresentar um caso em que não é preciso exigências 

de regularidade sobre a fronteira de O; para se obter uma esti-

mativa dos autovalores, a menos de o ser limitado . 

No trabalho de Métivier podemos conseguir outros exem­

plos em que essa exigência é dispensada, embora o resultado obti­

do seja mais fraco; no sentido de que obtem somente uma estimati­

va assintÓtica, sem o cálculo do erro. Para melhor compreensãodo 

que queremos dizer, enunciamos alguns desses resultados. 

Sejam o 
m 

aberto de Rn e V um espaço de Hilbert con 

tendo H (O) comp · 

Suponhamos uma das seguintes condiçÕes: 

(i) 
m 

V ~K0 (0) e O tem medida de Lesbesgue finita. 

(ii) O é limi tado , bO tem medida de Lebesgue nula em Rn e 

v ~Km(o). 

Então, para toda forma a; hermitiana, contínua e coer 

civa sobre V 

ma variacional 

tal que ~ (o) < +~ , N(l) a 

(V,L2 (o),a) verifica: 

associado ao proble 
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Para provar essa fÓrmula assintÓtica , Métivi er utiliza 

o mesmo processo de aproximar a forma a por uma for ma 
~ 

a ' a coe 

ficientes constantes sobre cubos. Os resultados necessários para 

isso são as estimativas e fÓrmulas das seções I I I . 3 e III.4, jug 

tamente com outros resultados adicionais sobre decomposição do 

comportamento assintÓtico das funções N(~;.) ; nao incluÍdos no 

presente trabalho, porém não mais difÍceis de serem demonstrados. 
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