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RESUMO

Aplicando resultados recentes de Métivier sobre os nu-
meros de aproximacdo dos espacos classicos de Sobolev obtemos a

distribuigdo assintotica dos autovalores das equagdes de Maxwell:

rot E — iwyH = T (b = u(x))
rot H + iwe€E = K (e = e(x))
definidas sobre um aberto limitado 0 de R° com hipdoteses

(coeficientes hBlderianos de expoente s € (0,1] e a condicdo
de regularidade de Métivier sobre a fronteira de Q) significati
vamente mais fracas que as anteriormente pedidas na literatura

(em particular a Tese de Mehra), dada pela estimativa:

- 5
N(A) = c(@) /2 4 o (x@ S_,}.‘jf)/z).

ABSTRACT

Applying recent results of Métivier about approximation
numbers of classic Sobolev spaces we obtain the asymptotic

distribution of the eigenvalues of Maxwell's equations:

rot E - iwuH

Il

u(x))
e(x))

I (1

rot H + iweE = K (e

]

defined over a bounded open set Q in ZR3 with significantly
weaker hypotheses (hBlderian coefficients with exponent s € (0,1]
and Métivier's regularity condition on the boundary of Q) than

those asked before in the literature (in particular Mehra's

theses) given by the estimate:
= S v/n
e (3 = Brhf
N(A) = c(Q) A + 0 (x
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INTRODUGXO

Consideramos as equacgoes de Maxwell

rot B - iwuH J

Il

rot H + iweE K

as quais descrevem o comportamento de um campo eletromagnetico em
uma regiao do espago. Mostramos que as equacoes de Maxwell  sao
equivalentes ao sistema de segunda ordem:

2

ME: = rot u_l rot E -~ w© €E = F

onde F = iwK + rot u"l J, com a condicao de fronteiras MxE = 0

(n é o vetor normal).

Introduzimos o sistema eliptico:

M, E: = rot 3“1 rot E - s, € grad div eE - w2 eF = G (SO>O)
0
com as condicoes de fronteira mnXE = 0 e div €E = 0; sendo
G=F + (wz)_l S, € grad div F.

Associamos ao operador M, uma forma bilinear que mos
0

tramos ser coerciva sobre V(Q), definida por:

B(9,E) = (rot ¢, u™" rot E) + s_(div € ¢, div ¢ E) + (¢,0E)

onde

v(Q) = {E € #1()/ (¢, rot E) = (rot ¢, B) ¢ € ui(a)}.

. < T . . 4
Posteriormente observamos que B e continua e hermitiana sobre

via).
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A seguir, obtemos uma extensao autoadjunta M do ope-—

rador Ms . Definimos autovalor do operador M, wvia a forma B.
0

Também dizemos que A ¢é autovalor das equacdes de Maxwell se A\

é autovalor do operador M definido sobre V(Q) N DO(Q) onde:
2
D (0) = {E € L (2) /div ¢ E = 0].

Desde que M ¢é autoadjunto obtemos, com certas condi-
¢coes de regularidade sobre a fronteira de Q, que os autovalores
do operador M formam uma seqliéncia de numeros reais sem  ponto

de acumulagao, exceto possivelmente +=.

-

Mostramos também que nos autovalores de M estao in-

cluidos os autovalores do operador:

L. u= S, div € grad u - u

So
"B L .
definido sobre HO(Q). Un fato importante na prova desse resul=-
tado € a decomposigao do espaco £, e(Q) gue obtemos na segao
?

I.1.3 pelo método de Weyl.

~

Portanto, quando retiramos dos autovalores de M o0s au

tovalores correspondentes a LS , Sobram os autovalores das e-
o}

quacoes de Maxwell. Isso esta provado no Capitulo II.

Assim, também os autovalores das equacoes de Maxwell
sao reais e formam uma seqliéncia sem pontos de acumulagao. Com
isso, dado A €R definidos como Ny(A) o numero de autovalores
das equacgoes de Maxwell menores ou iguais a M (contadas as mul-

tiplicidades).

0 objetivo da presente dissertacdo é obter uma formula




e

para NM(R). Mais claramente, estamos interessados em analisar
0 comportamento de NM(k) quando A — =. A esse tipo de proble
ma chamamos de : a distribuigdo assintdotica de autovalores (no

caso, para as equagoes de Maxwell).

0 1
Na realidade obtemos estimativas para N (A) e N (M)
0 o
associadas aos operadores MS e LS e, pela observacao acima,

o 0
temos entdo uma estimativa para NM(L) das equacgoes de Maxwell.

Para os coeficientes das equagoes de Maxwell: u,€ cons
tantes, esse problema foi resolvido em 1961 por Niemeyer. Mehra
(111 resolveu em 1978 para € = e(x) e u = u(x) sendo matri-

zes positivas definidas e simétricas, dependentes da posigao.

Mehra, utilizando calculos paramétricos (operadores
pseudodiferenciais) para o resolvente do operador e uma aplica-
¢ao da teoria Tauberiana (ver [11] e [14]), obteve o seguinte re
sultado:
=0

5

Ny (A) = v(a) 332 4 o(a (A = +=)

com 0 <0 <1/2 e y(Q) uma constante dependendo sobre Q.

Em nosso trabalho, em lugar desse método, utilizamos
o método de Métivier sobre os numeros de aproximacao dos espacgos
classicos de Sobolev o qual é na realidade uma extensao  sofis-

ticada do trabalho classico e bem conhecido de Courant e Hilbert.

Pedindo que os coeficientes das equacoes de Maxwell se-
jam h8lderianos de expoente s € (0,11, a qual € uma hipotese
significativamente mais fraca que a condicgao de il pedida por

Mehra, obtemos a estimativa:




L
(3 - =55)/2
N (A) = c(q) \3/2 +-t)(x s+1 )
A condicao de regularidade que pedimos sobre a fron-
teira de 0, introduzida por Métivier, também é mais fraca por
exemplo que a condigao cetk (k = 0) solicitada por Mehra (ver

por exemplo Fraenkel [10] teoremas 3.3 e 4.3).

Como dizemos mno Capitulo III, na verdade o que fazemos
¢ calcular esse tipo de estimativa para o operador associado a
uma tripla variacional (V,LZ(Q),a), onde a € uma forma inte-
grodiferencial definida sobre V, sendo V um subespaco fecha-

m '
do de H™(Q) contendo HO(Q). A estimativa assintotica, para as
equagoes de Maxwell é entao obtida como uma aplicacao desse re-

sultado mais geral.

Introduzimos na segunda parte do Capitulo I uma secao
chamada de mini-max. Utilizamos os n-diametros de Kolmogorov.
Seja A um subconjunto limitado de um espaco vetorial normado F.

d, (A;F) = inf sup inf |lx-yll.
B GEC (F) X€A yeG F

onde G (F) indica o conjunto de todos os subespagos lineares

com dimens3ao no maximo n do espago de Banach F. Temos também:

N(K;V,LQ(Q),a) = inf codimy(E)
E€e, (V,17(0),a)
onde el(V,L(Q),a) : conjunto dos subespagos fechados E de v
tal que a forma a-\A ¢é fortemente coerciva sobre E.
Enfatizamos que o mini-max nao é um assunto "standard",
por isso dificil de ser referenciado, para com isso Jjustificar seu
desenvolvimento neste trabalho com todos os detalhes. Seguimos as

indicagoes de Métivier [13], o qual é a nossa referéncia basica.



e

__Méis geralmente, definimos entao uma tripla variacional
(V,H,a) onde V e H sao espagos de Hilbert e VS H com in-
jecdo continua. a & uma forma sesquilinear, hermitiana, conti-
nua e coerciva sobre V. A seguir, definimos as fungdes  N(Aj;
V,H,a). Supondo que V ¢ denso em H associamos, via lema de
Lax-Milgran, um operador autoadjunto (A,D(A)) a tripla varia-
cional (V,H,a). Com isso, supondo que a injecdo de V em H e

compacta, temos associada uma sequéncia de autovalores reais:

Xl < 12 L s = hn

sem ponto de acumulacao, exceto possivelmente +.

= e

Com essas consideracoes, um dos resultados obtidos no

mini-max € que:

N(\;V,H,a) = Card{] = 1/xj < A},

Assim, essa formula do mini-max justifica nosso inte-

resse em estimar as fungdes N(l;V,Lz(ﬂ),a), onde:

/

a(u,v) zf z a_ o(x) D%u Dy dx
: a | |al,|8]sn %P

é uma forma integrodiferencial definida sobre V.

0 que chamamos de O METODO DE METIVIER, é justamente o
tratamento desenvolvido por Métivier para estimar N(Aj;.). Na se
cao III.2 relatamos brevemente esse método, do qual aqui damos

indicagoes.

Na segao III.4 fazemos uma localizacgido do problema. Con
sideramos uma particao finita de Q em pequenos cubos disjuntos

Qk de lado Py » contidos em Q. Aproximamos a forma a  por




o o

uma forma a a coeficientes constantes sobre cada cubo. A esti
mativa para N(X;V,Lz(n),a) é entao obtida através de estimati-

vas sobre a forma a.

Sobre cada cubo Qk a tem a forma:

a(u,v) = £ ay g j p%u Py ax
la]=]8|=m s

Entao, para a forma a definida desse modo sobre

ar = U Qk , obtemos via proposicao III.3.l estimativas para
k

N(K;Hg(n') L2(Q') a) e N(X;ZX,L2(Q),§) conforme lemas IIT.4.4

e ITI.4.5. Dessas obtemos entao as estimativas para N(X;V,LZ(O),QL

Informalmente, observamos que é possivel decompor a for
ma a definida sobre V em a restrita a Hﬁ(n') soma direta
com & restritaa V' , onde vt oé o complemento ortogonal de

Hﬁ(n') em V com respeito a forma a-\, isto é:

aly = §|H§(Q') o E]Vl

Mas, um resultado técnico de Métivier de perturbacao
(Proposigdo III.3.1) permite uma demonstracdo que  N(\;V',
Lz(n'),é) é negligencidvel. Esse é o motivo pelo qual o método
funciona. De fato, o assunto € na verdade um pouco mais compli-
cado do que aparenta e para evitar isso a analise tem de ser fei
ta de uma maneira indireta através da proposicao 1.2.1.2.10 a
qual € um resultado importante de autoria de Métivier. Mais cla
ramente, a dificuldade esta justamente em calcular estimativas

sobre o complemento de Hg(ﬂ') em V. Entao, a maneira que



-
Métivier encontrou para contornar esse problema ¢ fazer as estima
tivas sobre o subespaco Zy de V (ver definicao de Zy, apos

lema III.4.4), o qual confém V', wvia a Proposigédo I.2.1.2.10.

Assim, consoante a Proposigcao I.2.1.2.10, a estimati-
va para N(l;V,LZ(Q),ﬁ) ¢ obtida por estimativas sobre
N(x; HD (Q1),12(01),8), N(3;z,,1%(),3) e dim(HD(a') 0 Z,)
(ver demonstragao do teorema III.6.2). Quando majoramos
N(X;Zk,Lz(O),E), via lema III.4.5, surge uma nova componente na
estimativa representada por N(k+T)CB,V,L2(w)) (T,03 constantes
e w=0\0'). Essa componente € entdo controlada pelo lema
II1.5.1. Para provarmos esse lema utilizamos as estimativas dos
espacos K?(Q) e H"(Q) da secdo I.2.3. Para isso,supomos que
a fronteira de Q +tem medida (n-1)-dimensional finita. Mostra-
mos entao esse lema para uma das seguintes condigoes: V = H%(n)
ou QO ¢ limitado e tem a condicao de regularidade de Métivier

(ver secao I.2.3).

Supomos entSo que Q ¢é um aberto limitado de R (em
g S ~ m 2 , -
particular, a injecao de HO(Q) em L (Q) € compacta e  tambem

temos uma boa aproximagdao de Q por uma particao em pequenos

cubos). Entao, com isso e uma das hipdteses do lema III.5.1 (an-
teriormente mencionadas) finalmente temos a seguinte estimativa
para a distribuigao assintotica de autovalores para o problema

variacional (V,LZ(Q),8)=

!

P (3’1 . :%)/2"1 \
N(?»;V,Lz(ﬂ),a) = u, (1) a/2m 0(:& "

. m m
onde V e um subespaco fechado de H (Q) contendo Ho(ﬂ) e

s € (0,1] ¢ devido a continuidade de Holder dos coeficientes da
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- 5 i B .
forma a. No caso da hipotese de V = HO(Q) nao precisamos de
regularidade sobre a fronteira de Q, a menos da hipdétese de que

tenha medida finita.

Na prova desse resultado (teorema III.6.2) considera-

mos a particao finita de Q em cubos Qk com todos tendo o mes-

mo comprimento de lado p > O.

A estimativa do resto (de ordem (n - E%I)/Zm) também é

uma contribuicao de Metivier.

Agora, fazemos um breve relato sobre resultados obtidos

anteriormente para esse tipo de problema (ver Métivier [13]).

Em geral, seja Q wum aberto, a priori qualquer, de r™
e considerando uma realizacao autoadjunta em L?(O) de um opera-

dor do tipo:

o]
I

T aa(x) p%
|a|<2m

Se a injecao de D(A) em Lg(ﬂ) ¢ compacta, o espec-
tro de A € constitufdo de uma seqliéncia de autovalores reais

tendendo a +«. Supondo que vale a fdrmula
W(A) ~u(a) AV/2M (A +o)
entao o problema que se coloca é de estimar a diferenca:
R(A) = N(A) = u(n) A™/2m

No caso de operadores a coeficientes el{pticos AGMON

(1968) e HORMANDER (1966) conseguiram a estimativa:

(*) R(x) = o(a(n=8)/2m)




com g < 1/2 (e 8 <1 se a parte principal de G € a coefi-

cientes constantes).

HORMANDER (1968) demonstrou que no caso onde Q nio é
mais um aberto de R® mas uma variedade compacta, temos a estima

tiva otima (*) com 6 = 1.

Métivier observa também que se os coeficientes do ope-
rador sdo C, utilizando resultados de HORMANDER (1968) e
BRUNNING (1974), sempre temos:

R(A) = o(a(m=1)/2m 1 . 4y,

Notar que para todos esses resultados acima citados, os
autores fazem hipoteses de regularidade sobre Q.

No caso onde os coeficientes de G sao irregulares,
3EALS (1970) e MARUO/TANABE (1971) obtiveram a estimativa (%)
com g < =8 se os coeficientes a para |a|=2m s2o holde-

s+3 (o3
rianos de expoentes s € (0,11 sobre 0.

Em nosso trabalho, conforme jé observamos acima, mos-
(=]
tramos uma estimativa (*) com @ = o7 onde os coeficientes a,

para |a|=2m sdo h8lderianos de expoernte s € (0,1]. Esse re-
sultado foi obtido por METIVIER [13] (1977). Para s = 1 Métivier

ja tinha feito o estudo em 1974.
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CAPITULO T

Com o objetivo de melhor classificar os resultados que
. ' . 'd
vamos precisar nos capitulos seguintes, separamos este capitulo

em duas partes.

A primeira parte chamamos de resultados basicos. Nessa
parte iniciamos com uma segao sobre espagos de Sobolev a qual nao
contera as demonstragdes dos resultados enunciados, embora vamos
procurar sempre dar uma indicagao de como obteé-las. Nas outras

secoes, quando isso ocorrer, também daremos indicagoes.

Na segunda parte, que chamamos de resultados técnicos;
incluimos uma se¢ao completa sobre o mini-max gue, sendo um assun
to ndo "standard", é dificil de ser referenciado. Assim, pensan-—
do nisso, procuramos dar todos os detalhes no desenvolvimento des

se assunto.

I.1- Resultados Basicos

Como indicamos anteriormente, comegcamos com 0s espagos
de Sobolev. Muitas das definicOes e proposigoes e também teore-
mas enunciados nessa segao, embora nao sejam utilizados aos menos
explicitamente no decorrer do presente texto, sao Uteis no senti-
do de obtermos maior seguranga no tratamento de problemas rela-

cionados com esses €spagos.

A seguir, temos uma secao sobre notagoes, duas segoes
sobre Weyl e finalmente uma outra seg¢ao com um calculo elementar
para estimar o nUmero de coordenadas inteiras de uma regido limi-

tada por uma superficie algéebrica.
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I.1.1 - ESPACOS DE SOBOLEV

Seja  wum subconjunto aberto de R"™ e neéN. 0 con
Junto

H%(Q) = {u € 12(a)/p%u € 12(q), |a| = m}

munido da norma
1/2

a e
lully o - { o 12 uan(n)}

¢ chamado ESPACO DE SOBOLEV de ordem m.

Observamos que | “O,Q = | “Lz(Q) e HP(Q) = L2(Q).

Também observamos que em geral temos a inclusZo propria:

8(0) € H'A). Se 0 =R® temos sempre que S(R") = H'R™).

Assim, podemos definir:

Hg(ﬂ) = 8(a) em HY(Q).

Vamos precisar também das semi-normas dadas pela seguin

- a3 102
uly o = { RN ””L2(0>}

Seja agora,

te definicgao.

Kg(ﬁ) = {u € H'"@®R")/D%u = 0 q.s. em K\Q, |a|sm}.

Temos que Kg(ﬂ) & um subespago fechado de HYR™) que
tem uma injecdo em HT(Q) que pode ser identificada como um sub-

espaco de H™(Q).
Definimos também o espago:

K'(A) = {ulg /u € H'®R")
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com a norma

llulle(Q) E ve:;fn " vl g0

Podemos encontrar na literatura, para a definigao atra
ves das derivadas fracas em L2(Q), W' em vez de g s Por exem
plo em Agmon [14]. Agmon define H™(Q) como sendo o completa~
mento, na norma | Hm,ﬂ , das fungdes de C™(Q) tenham norma
I “m,Q finita. Mas pode-se mostrar a igualdade desses espagos
em casos, pelo menos, que Q +tenha certa regularidade na fron-
teira; como por exemplo a propriedade do segmento de Agmon (ver
L14]).

Observamos gque K™(Q) & isométrico ao quociente de
HY®R®) por {u € HMER®)/ u|Q = 0} e existe uma extensdo linear

isométrica de KT(Q) em H'®RM).
Claramente temos:
Ho(Q) =k () <k"(a) <H"(Q)

(onde &+ indica injegao continua).

Vamos necessitar também dos espacos:

H,o(R) = fu € 81(0)/ ul, € H'w), Y wececal

Hgomp(n) = {u € H%(Q)/suporte(u) < < 0}

onde A S S B indica que A ¢é compacto e A < B.

Temos a seguinte:




....,']_3....

T.1.1.1 - Proposicio: Seja m um inteiro positivo. Entdo H"(R™)

~

coincide com o conjunto {u € S'(R™)/ (l+|x|2)m/2 u € L20Rn)}. De
finindo
lull = (2+1x12)™/2 g
m LZ(]RII)
a aplicacao
Hm(Rn) ey ]R+

w ol

é uma norma equivalente a norma de Sobolev, onde u e a trans-

formada de Fourier de u.

Motivados por essa proposicao, definimos para s = O:
HS(RP) = {u € s*(®™)/(1+]x]2)%/2 4 € I2@P))

com a norma

= M1+ [x12)8/2 g

llull

HS (R™)

L? (R")
Temos que HS(R®) & um espaco de Hilbert. S@"®) estd

. . n
continuamente imerso em HSGR ) sendo ai denso.

Observamos também que HSGRn) esta imerso continuamen-

te em LzGRn)-
Além disso, S(R"™) & denso em H°(RM).

Agora, definimos o dual de HS@®R®) por H°M®"™), onde

se representa:
e m) ™ wenliin
H u“HS mn:]'

(f,u)

B L T £ P e T ——




—1l—
Das observagoes anteriores resulta que
sS@®") c H3@®") = H°@®") = s'@®")
com inclusdes continuas.

Indicamos também a seguinte

I.1.1.2 - Proposicao:

(1) HS®Y) = {r € s'@®)/(1+]x]2)75/2 } ¢ 12@®™))

= l(1+]x]2)™8/2 2|

(i1) llf\lH_s _—

1Z@®")
Vamos agora dar uma definigao sobre regularidade de

fronteiras, sobre a qual podemos construir os espagos HS(Q) com

g = 0.

Seja Q aberto de R™. Dizemos que Q ¢ bem regular

(ou tem a propriedade c® de regularidade) se a fronteira de

@

Q 2?2 =T for uma variedade C de dimensdao n-l, estando Q
de um mesmo lado da fronteira. Isto é qualquer x pertencente a
I' existem um aberto limitado ¢ de R" contendo x e uma apli

cacdo ®: U+ Q tal que:

(a) ® & um difeomorfismo C~ de U sobre Q , isto é, ©® &

bijetora com ® e ¢_1 sendo C°

(b) w(Una)=q" eUNo) =T e wlo(Una)l=r;=0a"

o

onde Q= (0,1)"* x (-1,1); a* = (0,1)® e T ={n€a/x =0]}.

Quando na condigdao (a) tivermos apenas que ® € um

K (:I{

difeomorfismo C dizemos que 0 tenta propriedade

laridade.
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. . n
I.1.1.3 = Proposicao: Se Q e um aberto bem regular do R,

entdo 9(0) é denso em H™(Q).

Se 0 for um aberto limitado do R™ com fronteira bem
k
regular, existe uma famfilia de cartas locais para T {(Ui,wi)}izl
e fungOes de teste IUi]?fi no R"™ +tais que o suporte (ai) =
- k+1

2 ci(x)=l

€U com i=1,...,R e suporte (Uk+l) c Q, sendo "

para todo x em Q.

Aqui, como em Medeiros/Rivera [9], dizer que {U,,¥,)]
sao cartas locais significa que as fungoes ¥; satisfazem as con
digdes (a) e (b) da definigdo de Q, ou a fronteira de Q

ser bem regular.

Ademais, se novamente Q for aberto limitado e bem re
gular entdo existe um operador continuo P: H(Q) - H'M®") tal
que P, =u q.s. em Q, para todo u em (). P e dito
operador de m-prolongamento.

Agora, enunciamos um teorema sobre injegoes compactas.

I.1.1.4 - Teorema (RELLICH): Seja 0O aberto limitado de Rr?

Entdo a imersdo de Hg+l(ﬂ) em Hg(n) é compacta.

Se, além disso, 0 for bem regular temos que a imersao

de H™L(Q) em H%(n) & compacta.

A seguir vamos definir e mencionar alguns resultados so

bre os espagos H®(Q) com Q bem regular. Quando 0 - R? ja

fizemos isso com ajuda da transformada de Fourier.

Seja O aberto limitado bem regular ou 2 =R




A

Consideremos a aplicacgdo linear e continua rQ:L2GRn)—4
— L2(Q) definida por rg u = ulg - Temos Du(pﬂu) = Tq p*u
@« € N? , no sentido das distribuicdes. Assim, a aplicacao

rq? H'®R™) - H™(Q) estd bem definida e é continua.

Se P & o operador de m-prolongamento, temos rpPu=u
para u em H™(Q) e assim r, aplica HP(R™) sobre () .

Consequentemente temos
HY ) = fry w/u € BO@D)) = ¥(0).

Assim, no caso de Q aberto limitado bem regular,

B2 (a) = K%(q).

Esse resultado serve de motivacao para se definir o es-

paco HS(Q) com s real positivo.
Seja s = 0. O espago vetorial

H%(Q) = {ro u/u € H®®")}

com a norma “VHS’Q = inf{ﬂu“HSGRn)/ rqu=v, uc¢€ S (@RD))

v € H5(Q), é chamado espaco de Sobolev de ordem s.

Também se define a aderéncia de 8(0) em HS(Q) como

Hg(ﬂ).

Observagdo: E_, = {u € HSCRn)/rQ u = 0} & um subespago fechado

de H°(R"). Logo HSR")/E, = {u+rE/u € B5®")}) é de  Banach

com a norma Hu-kESH - inf{ﬂu+vHHsGRn)/ v € E]J.

Agora, com base nas definigoes anteriores, na observa-

cao acima e pequenos argumentos; temos que existe um isomorfismo

de H®(Q) no espago quociente HS(]Rn)/l'IS que preserva a norma
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(Q@ limitado e bem regular).

I.1.1.5 — Proposicdo: H®(Q) é um espaco de Hilbert e #(0) é

denso em HS(Q).

Na demonstragdo mostra-se primeiro que a norma de H®(Q)
é induzida por um produto interno em H3(Q) provando-se que a

norma de HS(Q) satisfaz a lei do paralelograma (ver [9]).

I1.1.1.6 - Proposicao: Seja Q aberto limitado e bem regular. Se

s s
0=s;= S5 entdao H 2(0) c H 1(0) com imersdo continua.

Observamos que existem outros metodos para definir os
espagos H®(R), sendo que todos coincidem com o aqui  utilizado
tomando Q =RP ’ IRE ou um aberto bem regular. A demonstra-
¢cao dessas equivalencias é feita com base na teoria de interpola-
cao.

A seguir vamos definir os espagos de tracos a fim de e~

nunciarmos uma versao do teorema do traco.
Seja Q Dbem regular com fronteira I'. Temos
8(f') = fw|w: T> R, suporte (w) é compacto, D%y € C™(r)}.

Dada u definida em 5, representamos

You = u/I' com T = a0

O teorema do tracgo da a caracterizacao do espago ao

qual YU pertence.
Notar que u € 8(Q) entdo You € 8(T).

N
Sejam Q aberto bem regular e {(Ui’$i)]i=1 sistemas
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de cartas locais de I' = 20 e {ci}i=1 fungoes de teste no Rr®
N

tais que suporte(cj) = Uj e % cj(x) =1 para todo x em T.
1

(bj] formam uma particao finita da unidade sujeita a cobertura

{Uj} da fronteira de Q). Sejam w definida em T =20 e

o w(43H(x!,0)) se x' €ay = (0,1)™
W.(,‘}C) —,
J 0 se x' e R \n

Entao definimos

HS(T) = {w/w definida em T, w, € HS@®™ 1Y) ¥ j=1,...,N}.

J
1/2

il >
com a norma = 5 “w H

My =) s e

Bp—l

Identificando com a fronteira T do semi-espacgo

} = 1111 = {x € Rn/xn > 0} definimos tambeém:
HS(I\) - HSCRn_l).

A independéncia, da definicao acima, do espaco 21
do sistema de cartas locais pode ser verificada em Lions/Magenes

[6a].

Agora temos a seguinte

I.1.1.7 - Proposigdo: Seja Q aberto bem regular. Entao existe

C>0 tal que

ol < Oy ¥ w € @)

Temos os seguintes:
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I.1.1.8 -~ Corolario: A aplicacao

v : 8(4) — vY2(r)
com Y, u= ufr , € continua.

I.1.1.9 - Corolario: Sendo #8({I) denso em Hl(Q), desde que con

sideramos Q bem regular, a aplicacdo acima prolonga-se por con-
tinuidade a uma aplicacd@o linear e continua que também representa
mos por ¥ :

v : BHa) — HY2(T)

e que chamamos "funcao traco" e seu valor ”You o trago de u

sobre I'",

I.1.1.10 — Teorema: Seja Q aberto bem regular. A funcao traco

aplica Hl(Q) sobre Hl/z(r) com nucleo Hg(ﬂ).

Agora vamos estudar o traco das derivadas.
g n _ mh=1 - ’
Sejam Q@ =R, T =M =R e u definida numa vi-
zinhanga de T'. Definimos

(y;0)(x') = (D2u)(x',0) = v, (DJu)(x')

onde DI = _Qi_ e X' = (RasessiX. o)
n 559 . 17" -1
n m-1 T-J- 5
Temos que (8(I'))® & denso em g H (T )
Tambem temos para =ZR2 :
1.1.1.11 - Teorema: A aplicacao linear ¥ ——’(Yo¢,Yl¢,--«,Ym_1w)

. m-1 Mm=J- 3
de 8(Q) enm g H (I') prolonga-se por continuidade a uma




2

. , i m-1 9-3= 5
aplicagao linear e continua ¥ de H (Q) em g H ()

cujo ntucleo € o espaco Hﬂ(n). Ainda, Yy ©possui inversa linear

a direita continua.

Seja agora Q um aberto limitado do R" com fronteira

I' bem regular, admitindo normal interior v.

Escolhendo sistema de cartas locais e fungoes de teste
N+1 -
Oyse+ey 0y, tal que § cj(x) =1 em Q tal que para toda

funcao u definida em ' e j=1,...,N vale a relacgao
d E ~1
bv Uy (93 (x")) = g (uy 0 97)(x,0), (x',0) €3,
onde uy = ou e I = {(x',0)/0 = x, # 1, 4 =1,censni=l}s
. o 7 bju
Para Jj = 1,2,...,n=1 e u € 8(Q) seja y.u = —=
J avd [T

a derivada normal de ordem J de u calculada na fronteira de Q
e seja Y,u=ulp .
Assim, com o auxilio de cartas locais e do0 Teorema

I.1.1.11 obtem-se o seguinte resultado:

I.1.1.12 — Teorema: Seja Q aberto limitado bem regular. Entao

existe uma uUnica aplicacao linear e continua Yy do espago Q) -
m=1 m-j=1/2 . 1
sobre o espago g H (') com nicleo HO(O) satisfazendo
a seguinte condicao:
Yyu = (You, Ylu,...,ym_lu) ¥ u € 8(0)
Tal aplicagdo admite inversa a direita linear e conti-

nua.




.

I.1.1.13 — Corolario: Seja u € Lg(n) tal que u, prolongamen-

tode u ao RT com U =0 em Ifl\ﬁg esteja em H"(R™). En-

tdo u pertence a Hg(ﬂ).
Todas as definig¢des e resultados enunciados até aqui po
dem ser obtidos, com as demonstracoes, em Medeiros/Rivera [9].

Vamos precisar do teorema da interpolagao no  Capitulo

III. Com esse objetivo damos a seguinte definigao:

Dizemos que Q +tem a propriedade do cone (ver Agmon

[14]) se a fronteira de Q dQ +tem uma cobertura aberta local-
mente finita {6;] e correspondentes cones {Ci] com vértices

na origem e a propriedade que x+Ci C Q para todo x em Q0N @i.

1.1.1.14 ~ Teorema (INTERPOLACAO): Seja Q aberto e limitado com

a propriedade do cone e suponhamos que 0 < ¢ < 1. Se u € HY(Q)

para m=22 e se 1< j <= nml, entdo:
[ul2 o= ¥e™ 3 Jul2 g+ e uld )
PR m, O 0,0

onde Y = Y(Q,m) depende somente de Q e m.

A demonstragao desse teorema pode ser obtida em Agmon
(14], essencialmente nas paginas 17 a 25. Para isso, Agmon mos-
tra primeiramente o resultado para m=2 e J =1 utilizando
algumas desigualdades e aproximando funcgodes de Hl 2] H2 por fun

1 2

goes de C e C A seguir aplica indugao para provar o teore-

macom m=22 e j=1,...,m=1.

Resultados sobre teoremas de interpolacao, compacidade,

continuidade também podem ser obtidos em Adams [12]; assim como
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definicoes sobre regularidade de fronteiras, etc.

A seguir enunciamos um lema que vamos precisar na prova

da estimativa de A. E1 Kolli.

I.1.1.15 - Lema: Seja ©Q ©R® um domfinio €~ (bem regular) ou

um cubo. Entao
-

2
B
Iz CF W, 07 | [ DPrax]

H%q)  |a|=m Q) |8 | <m

& uma norma equivalente no espaco Hm(Q).

A prova desse lema pode ser obtida em Triebel [4] essen

cialmente pagina 291.

Também vamos precisar de algumas nog¢oes e resultados so

bre espagos periddicos.

Seja C?(Q)a classe das funcdes definidas em R® que
sdo periddicas de 2m em cada variavel e que s3o m vezes conti-
nuamente diferenciaveis. Seja H?(Q) o completamento de C?(Q)

com respeito a norma | Hm o i onde Q= (0,2m)".
7

Claramente, identificando os elementos de H?(Q) com
fun¢oes definidas sobre Q, temos, com esta identificacg&o, que:

Hy(Q) < H'(Q).

Agmon em [14] mostra gue podemos identificar o espaco

m '
H#(Q) com a colecao de todas as séries formais de Fourier:
u =z (em)n/2 By, A
k
B ! A 1/2
tal que [ull) <=, onde [lull ={z= (1+]x |<)™ Ebklzl ;
k

S e memme e ———— e




oy
com |k|2 = k% $in p o ki

Essa identificagdo € possivel devido ao seguinte:

1.1.1.16 —~ Lema: Existe uma constante Chp > 1 tal que a expres

sao:

o ulf = Tl o = ¢, T

¥

m

¢ valida para todo u em C?(Q).

Na verdade, esse lema é provado por Agmon em [14] para
a norma ”-Hi com uma definigdo um pouco diferente da que fize-
mos acima, mas as demonstracgoes sao essencialmente as mesmas e o
resultado que precisamos é Justamente o que enunciamos, sendo tam

bem o mais conhecido.

Agmon também mostra o seguinte resultado:

I.1.1.17 — Teorema: Seja {uj} uma seqliéncia limitada em Hﬁ(Q).

~ 1A N
Se m= 1 entao {uj} tTem uma subsequencia que converge em

= Leay,

-

Assim, esse teorema diz que a injecdo de (Q) em

L2(Q) & compacta.

Un fato obtido por Agmon, utilizando esse teorema, € o

seguinte:

T.1.1.18 - Teorema (RELLICH): Seja Q wum dominio limitado tendo

a propriedade do cone. Entdo a injecdo de H(Q) em HI(Q) 4

j <m, é compacta.

Agmon mostra esse teorema para O tendo a propriedade
do segmento, que é uma extensdo da propriedade do cone (ver [14]).
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I.1.2 — NOTACOES E ESPACOS AUXILIARES

Seja O aberto de iRB.
Primeiro fazemos algumas observacdes sobre matrizes.

Sejam ¢€,W,... matrizes 3x3 definidas sobre . Quan-
do dizemos que €,d,... sao0 matrizes definidas positivas, nos
significa que, por exemplo, existem €y187 > O +tal que para todo

x em O e todo vetor € # 0 em R’ vale:
2 - 2
0< e l5|° = £ elx)E = e [E]".
Tais matrizes sfo inversiveis e as inversas sao tambeém

simétricas e definidas positivas.

Em nosso trabalho, as operagOes com matrizes e vetores
sao feitas componente a componente. Produtos de vetores e matri

~ - i ~ : t T
zes sao feitos por multiplicagao usuais. A*T  indica a trans-

posta de A e A a conjugada de A.

A seguir introduzimos alguns espagos que vamos precisar

mais tarde.
Para O aberto de ZRB, 0 espacgo

£,(0) = 12(n) x 1%(a) x 1%(n)
com o produto interno
— 3 -
(E,F) = (E,F)q = fﬂ BF= T IQ 2 F .

é de Hilbert.

Definimos um outro produto interno:
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T
(E,F)¢ = (E,¢F)

onde € ¢é uma matriz simétrica e definida positiva.

Seja agora, £, ¢(?) o espago das fungdes ‘vetoriais
’
E = (El’EZ’EB)’ definidas sobre 0, com norma | [l finita.
Temos que |l “O,Q = | HQ =(, )é/z & uma norma e-—

quivalente a norma | Il = (, )g/z.

Do mesmo modo definimos o espacgo:
¥8(a) = H™(Q) x H%(Q) x H™(Q)

5 1/2

z

2
com a norma uu“um(n) so1 “ui"m,ﬂ

Assim também temos os espacos CT(Q), Cg(ﬂ) (as fun-
o @ m
coes de ¢™(Q) com norma Huium’n < =), CO(Q) e ﬂo(ﬂ). Nor-

malmente vamos chamar CZ(Q) de CE(Q) por comodidade, C(Q) por
C(Q)’ etcl‘-

Também definimos o espaco:

v(a) = {E € ¥1(q) /(¢,rot E) = (rot 8,E), ¥ ¢ €ul(a)l.

Claramente, temos que:

¥l(a) < v(a) e wh(q).

As vezes podemos anotar | '“S em vez de “'“e ou
246

H-Hm q em vez de “'H , etc... . BSe estamos trabalhando
7

¥'(Q)
com funcoes vetoriais, significa que estamos utilizando norma ve-

torial. Assim nao vamos nos preocupar com a notagao das normas.

Finalmente, anotamos

A G g™




=i

Do(0) = (E €2, (D)/div ¢E =0}

Essa definicao é motivada pelo fato que, como veremos
na préxima sec¢do sobre Weyl, dado E em £, e(Q) podemos decom-
?

por E em componentes ortogonais:
B = Eo + By

com div e E = 0, isto é, E_ pertence a D, ().
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I.1.3 - A DECOMPOSICAO DE WEYL

Vamos fazer uma breve exposicao sobre o trabalho de Weyl

(ver [5]) relativo ao método de projecao ortogonal.

I.1.3.1 - Definicao:

Seja QO aberto de R-.

Seja € = €(x) wuma matriz 3x3, simétrica e definida

positiva sobre Q (ver secao I.1.2).

Consideremos o espago £, .(Q) definido na segdo an-
’

terior.

Estamos interessados em fazer uma decomposigao, em com—

ponentes ortogonais, de £, e(Q).
2

Observamos que Weyl trabalha com o espago 32(0), mas a

decomposigdo que vamos fazer € similar e com o mesmo método.

Seja G o fecho do conjunto:

{grad y /¢ € HL(2)} .
Seja C o fecho do conjunto:
(el rot v/ ve ﬁg(ﬂ)}
(no sentido da norma “-He).

Chamamos os elementos de £, e(Q) que sao ortogonais
]

a G de solenoidais e anotamos FS

Os elementos de £2 ¢ Ortogonais a C chamamos de ir-
’

rotacionais e anotamos Fi.
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Equivalentemente,

s €F, <—> (5,v), =0 ¥ v EG

i EF, &> (L), =0 ¥u€d.

Em [5] Weyl prova o seguinte lema quase imediato:

I.1-3o2 vy Lema

I grad Yy:rot v=0 M ¢ € Hé(ﬂ) e Vv € ni(n).
9]

Claramente, pelas definigOes anteriores e o Lema acima,

temos que G < Fi e Cc FS

Pelo teorema da ortogonalidade num espago de Hilbert |,

temos

sz’e(n) = G ® F

Agora, consideramos os elementos de F; que sao ortogo

nais a G. Entao eles estdo em F . Estes sdo, portanto, preci-

samente os elementos de Fi n Fs‘
Conseqlientemente obtemos,
F; =G® (Fi n FS)

Do mesmo modo que acima, podemos escrever

$ _
2’a(o) =C @ Fi

Logo, obtemos

£2,e(“) =CeGe (F; N F)

Weyl demonstra, aqui ja apresentamos o resultado para o




s0 espago & (), o seguinte:

1.1.3.3 - Teorema: Se h € F, N F_ ontlo W € cT(n) e

1=
Do

diveh =0 e rot h = Q.

(Em particular as componentes de h s3o "harmonicas"

pois "A" h = grad div €h - rot e™L rot h).

Concluimos esta segao com uma

I.1.3.4 - Observacao:

Dado E € £2 (), pela decomposigdo de Weyl, poder:
2

E = E0 + El
onde E, €G e E €Ce (F, N FS), isto e,
E; = grad u, com u € Hi(ﬂ) g

E, = el rot ¢ + £, com ¢ € ﬁi(ﬂ) e £ €, " f

m

Assim, aplicando o teorema I.l1.3.3, temos

div € Eo = divrot ¢V +dive £f =0

desde que div rot ¥ = 0, sempre, para todo .

Consequentemente, temos a decosposigaéo ortogonal qus

mos precisar:

E = E, + El
de B, = grad € H:(n) iveE =0, isto &
onde &g = grad u, com u . e dive E, =0, isto e,
E, € D,(R). O esquema aqui utilizado para fazer & exposicao

Wweyl é devida a Taylor [1].

. el W e ———— e
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I.1.4 - UM LEMA DE DECOMPOSICAO DE WEYL

Nesta secao vamos apresentar um lema sobre decomposi-
¢cao, o qual consta do trabalho de Mehra, que vamos aplicar poste-

riormente.
Lema: Sejam Q aberto limitado e E € V(Q) N Cz(ﬁ). Entao,

IEIZ o = lIrot EI® + llazv El® + [&)?

Prova: Como E € CZ(E) entao rot E € Hl(ﬂ). Assim usando que

E € v(Q), segue:

lrot EI = (rot E, rot E) = (rot rot E, E).

Do fato que AE = grad div E — rot rot E, obtemos:

lrot EI? = (grad div E - AE,E) = f (E.grad div E- E.AE)
Q

Como div(E div E) = div E div E + E-grad div E, também

obtemos:
2 5 = 3 i 2 i
lrot E[° = J’ {@iv(E div E) - div EdivE - £ &' D% g} =
Q i,J=1 d
= = 2 =i i
z[ [div(E div E) -div E div E- £ D.(E'D.EY) +
9 i,3=1 J J
3 ok : 3 _
# ¥ n.E oD El] =f ¥ D. E-D. E) - ldiv EI® +
i,3=1 Y J j=1/a J

3

T  D.(E* p. Ei)‘i "
i,3=1 J J i

+ J’Q [div(E div E) -




B

#p, el ...
1 l ’ ’i

Il 1\
Il M\

= . HDjEHZ)-“div %+ fﬂ div|[E div E-( 1E103Eiﬂ

j=1

1

. i,J=

3 3 . k!
=( T Ip.El®)-ldiv EH2-+J {n-ﬁ dive - % WFE p, gy,

Na ultima igualdade usamos o teorema de Gauss, sendo N

a normal a superficie.

Assim, temos:

L]

.
e
.

2 ID B2+ IEI2=Irot 12+ Jaiv EI2 + JEI? + f 3
3=1 20

2
Il o =
Como mostraremos no Capitulo II, a condigao de E per-

tencer a V(Q) generaliza a condicao de fronteira n x E = 0.
Mas, isto significa E =0 ou que E esta na mesma linha que 7.

Como a hipotese E = O € trivial na prova do lema, suponhamos

E#0 e assim devemos ter E = (N-E)n e div E = n- %% .

Desse resultado, podemos concluir que a expressao '"en-

tre parenteses" se anula assim:
j' Loe st = D
[}9)]

Com isso, o lema esta estabelecido.




" I

I.1.5 - ESTIMATIVA DO NOGMERO DE COORDENADAS INTEIRAS DE UMA

REGIAO LIMITADA POR UMA SUPERFICIE ALGEBRICA

Sejam m > 0 um inteiro fixo e

a(x) = z ay 8 x“+5, x €ER® ; a,B eEN"
lal=[8]=m
onde os coeficientes ay 8 sdo constantes. Além disso, suponha-
’

mos que a(x) > 0 para todo x em R“\O.

Claramente, o conjunto K, = {x €ER™/a(x) =\, >0}
¢ compacto. Anotamos K = Kq -

Seja p > 0: Construimos uma rede de comprimento ¢ pa
ra K em R" , conforme figura abaixo (com os lados dos cubos

paralelos aos eixos de RDP).

—_— _— ”.'\)m-.{

Agora definimos:

numero de n-cubos contidos em K.

A(p)

B(p) = nimero de n-cubos que cortam (interceptam) a

regiao K.




o

(todos os n-cubos em R™ +tém lados de comprimento ¢, por cons

trucao).

Imediatamente vemos que (p* = volume n-cubo):
(1) A(p)-p™ £ vol K = B(p)-p®
e também que:

B(p)-A(p) = nimero de n-cubos que cortam a fronteira de K dK.

Projetamos K cR® sobre iﬁnrl. Temos que essa proje-

cdo de K esta contida dentro de um cubo (n-1)-dimensional L ,

digamos de comprimento de lado igual a <%.

Como a ©dK e uma superficie algébrica de ordem 2m ,

n- r
1 corta a b»K no maximo 2m

temos que uma reta ortogonal a R
vezes. Assim um (n-1)-cubo contido em L ¢é projecdo no maximo

de 2m n-cubos que fazem intersecao com a fronteira de K.

,’éz‘“ﬁ_ d !f'”:i

_— _T 4
7
) "
L', -

Entao, dai concluimos que:

B(p) - A(p) = [n° de (n-1)-cubos contidos em LJ]-2m
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Sendo ¢ = comprimento de lado do cubo L, obtemos que:

Volume L B -1
Volume (n-1)-cubo —.pn—l

[n2 de (n~-1)-cubos contidos em L] =

Assim temos que:

n-1
(2) B(p)-A(p) = %;T .om < C';%r-‘l

onde C ¢é uma constante dependendo de m e da forma a(x), isto

-

e, de m e dos coeficientes a dos quais depende a constan-

a,B
tante <.
Seja N(M) = nimero de pontos com coordenadas inteiras
em Kh ‘
' ghea = -1/2m
Fazemos uma "homotetia'" de razao A , Qque ‘trans-

forma K, em K:
x € Ky, < alx) £ % == a()«.-l/zm x) = 7;—1 a(x) = 1.

A homotetia leva a rede em R" de comprimento 1, na

rede de comprimento p = l-l/zm.

Em conclusao, obtemos agora que:

N(A) = nimero de pontos da rede de comprimento p (com

-1/2m ”

p = A /2 ) contidos em XK.
Agora fazemos aqui, a seguinte associacao:
n-cubo <—> o vértice com coordenadas maximas

(o vértice com maior distdncia a origem)

Entao temos, pela bijegdo dos n-cubos com os vértices

escolhidos, que:
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A(p) = N(A) = B(p)  (p = A71/2m)
ou equivalentemente temos:
(3) A(p)p™ = N(N)p™ = B(p)p™ .
Mas (1) e (3) implicam que:
[vol K = N(Mp®| = [B(p) - A(P)I"  (p = A~1/2m)
e aplicando (2) segue:

[vol K - N(A) x“n/2m| < C-—%:I P = caaml/2m
P

e finalmente obtemos:

lvol K-A%/2m _ neay| = ¢ aln-1)/2m o (9,5 (n-1)/2m,

onde na ultima desigualdade acrescentamos a constante C para

que a formula seja valida também para o caso A = O.
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1.2 - Resultados Técnicos

Ja enfatizamos no inicio deste capitulo que o mini-max,

na generalidade que precisamos, ndo ¢ um assunto "standard", sen
. I'g . . .

do dificil de ser referenciado. Com isso em mente, desenvolvemos

uma segao sobre essa matéria.

O método aqui utilizado e a seqliéncia de resultados ob-
tidos € o mesmo desenvolvido por Metivier em [3]. A  proposicao

I.2.1.2.10 ¢ uma contribuicdo de Metivier.

Nesta segunda parte do capitulo I, também incluimos uma
segdo sobre a estimativa de El Kolli, que sera utilizada no capi
tulo IIT para estimar distribuicao de autovalores para problemas
sobre cubos com coeficientes constantes, que chamamos de majora-

coes dos "widths".

Finalmente, incluimos uma terceira segao sobre estima-
tivas para os espacgos KS(Q) e H™(), com duas proposicdes que
sao importantes para o resultado, a ser obtido no presente traba-—
lho, sobre a distribuigdo assintotica de autovalores para o pro-

blema associado a tripla variacional (V,Lz(Q),a).
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I.2.1 - MINI-MAX

Vamos introduzir uma subsecgao sobre "widths" e diame~
metros de Kolmogorov, outra sobre problemas variacionais e- por
fim uma fazendo a conexao dos autovalores e problemas varia-

cionais.
T.2.1.1 -~ Widths

Sejam S € L(E,F) um operador compacto, B a bola uni

taria em E e SB a imagem em F.

Seja Gn(F) o conjunto de todos os subespacos lineares
com dimensdao no maximo n do dado espago de Banach F e denota-
mos por R(K) a imagem do operador K € L(E,F). Entao temos a

seguinte

I1.2.1.1.1 - Definicao

(a) a,(s) =d,(S,E,F) = inf sup inf lsx-yl, , =n=0,1,...
GEGn(F) x€B  y€G

Os numeros d, sdo ditos "widths" no sentido de A.N.

Kolmogorov (ver Triebel [4]).

(b) s,(8) = s (S,E,F) = inf ls-xll, =n=0,1,2,...
dim R(K)=n
KEL(E,F
Observamos que d_(S) = s (8) = Isll. Podemos chamar os

"widths" s, de nimeros de aproximacao.

Agora vamos apresentar uma definicao equivalente sobre

os numeros de Kolmogorov, a qual vamos utilizar no desenvolvimen-—

— e ————— S ——
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to das formulas do mini-max.

Seja A um subconjunto limitado de um espago vetorial

normado F. O n-ésimo didmetro (de Kolmogorov) de A em B e o

numero :

(c) dn(A;F) = inf sup inf Hx—yﬂF
GGGn(F) x€A y€G

Identificando a imagem SB, da bola unitaria B em E
pelo operador compacto S:E = F, como um conjunto em F, imedia-

tamente temos:

dn(SB;F) = dn(S;E,F) .

Assim, obtemos a equivaléncia das definigdes (a) e

(¢c), isto é, entre as "widths" e os n-diametros de Kolmogorov.
]

I.2.1.1.2 - Propriedades dos "widths'":

Identificando G, com R(K) podemos concluir que

(1) d (s) = s (8) , B = 0L B

As seguintes propriedades sao imediatas:

(ii) d, (@A;F) = ad (A;F) (e = 0)
(iii) AcB entao 4 (A;F) = d (B;F)
(iv) A sequéncia d € decrescente, além disso

lim 4 (A3;F) = 0 <<= A §é précompacto.
N
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Observamos o seguinte resultado classico, sobre a geome

tria dos espacgos de Banach.

I1.2.1.1.3 - Teorema (Krein): Se existe @ € Gn+l(F) tal que a

B(0,8) em G esta contida em A, entdo d, (A;F) 2 5.

Vamos dar a demonstracao para o caso de F ser espago

de Hilbert, a qual é imediata, e é o caso que nos interessa.

Como G € Gn+1(F), para H € Gn(F) existe entao X

nao nulo em G, que € ortogonal.

5 " 2 |
01 - . GA :6
olocamos y = X e assim y pois |yl e
pela hipdtese BG(O,G) C A. Entao

¥ z € H: ”y—z"F = “qu = § pois v sk 3

Aplicando a definicao de dn(A;F) o resultado segue. Observamos
que 0s numeros dn s Sy coincidem no caso de um espacgo de
Hilbert.

Para uma ardlise mais detalhada dos resultados sobre os

n-diametros indicamos Lorentz [2].

I1.2.1.2 - Problemas Variacionais

Aqui vamos definir as funcgoes N(A,V,H,a).

Vamos precisar das seguintes

I1.2.1.2.1 - Definicdes:

Sejam VeH dois espagos de Hilbert, tal que V imerso

continuamente em H.
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Denotamos ( , ) o produto escalar de H.

Seja a wuma forma sesquilinear sobre V, isto e,

a(ou,v) = sa(u,v) e a(u,ov) =2 a(u,v).
Por conveniéncia, denotamos simplesmente a-+u, com uEC,

a forma a+u( , ).
Suponhamos também que a é hermitiana, isto &,

+ u,v € V: a(u,v) = a(v,u)

e que a ¢ continua sobre V:

aM ¥ u,v € V: |a(u,v)]| = M"U"V’HV“V .

(a) Dizemos que a ¢é fortemente coerciva sobre V se:

Em >0 tal que
2
¥y €V m“u“V < a(u,u)

(b) Dizemos que a ¢ coerciva sobre V (relativamente a

H) se existe ko €R tal que a + lo seja fortemente coerciva

sobre V, isto €, se existe A\, €R e m>0 tal que
Y u € V: m“u“2 - A “u“z < a(u,u) .
Vv o} H

(c) Uma tripla (V,H,a) € chamada tripla variacional se

V e H sdo espagos de Hilbert tal que V esta imerso continua-
mente em H e onde a € uma forma hermitiana, continua e coerci

va sobre V.

Seja (V,H,a) wuma tripla variacional, para X € R de-

signamos
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(d) e, (V,H,a) = {subespagos fechados E de V tal que
A %
a forma a-A e fortemente coerciva sobre E

Entao, colocamos

(e) N(A;V,H,a) = inf codimy(E)
Eéel(V,H,a)

onde codimV(E) designa a codimensao finita ou infinita de E

em V.
Agsim, N(M;V,H,a) € N=NNU {+}

As seguintes propriedades decorrem da definicao

I.2.1.2.2 - Propriedades das funcoes N(A;V,H,a):

(i) N(M V,H,a+t) = N(A-t; V,H,a) (t €R)
(i1) N(A; V,H,sa) = N(a~t A;V,H,a) (¢ > 0)

(iii) Sse ay,a, sdo duas formas hermitianas, continuas e coer
civas sobre V tais que

¥ u € v al(u,u) < ag(u,u) entao
N(A;V,H,ay) = N(K;V,H,az).
Para provar a propriedade (iii) basta notar que
e, (V,H,a;) < SL(V’H’aZ) desde que aq(u,u) = a,(u,u).

As conexdes entre as funcgoes N(\A;V,H,a), os autovalores
e 0s n- diametros sao expostas pelas proposigoes 1.2.1.2.4 e

TsZeladinls
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I.2.1.2.3 — Lema: Sejam (V,H,a) wuma tripla variacional e E um

subespaco fechado de V. Temos

E € ¢ (V,H,a) <> T ¢ >0 tal que

* u € E: (a=A)(u,u) = eﬂuﬂg ;

Prova: Para E € ex(V,H,a) temos por definicao que T m > 0 tal
2 %

que, ¥ u € E: (a-})(u,u) = mHqu-z m % lul?2 , onde na Wltima

desigualdade usamos que c¢ > 0O & a constante da imersdo conti-

nua de V em H.
Inversamente, suponhamos que
2
¥u € E: (a=-A)(u,u) = e”uHH .

Como por hipdétese (V,H,a) ¢é uma tripla variacional,
entdo a € coerciva sobre V, isto e,

¥ u € V: a(u,u) = mHu”% - hoﬂuuﬁ (A, €R, m > 0).

Dai, para X = -\, , ‘temos
2 2
¥ u € Ve alu,u) = m“unv + l”unH

ou, ¥ u € V: m“u“% < a(u,u) - l“u”ﬁ = (a=\)(u,u).

Assim, a-A e fortemente coerciva sobre V. Em par-
ticular a-A ¢é fortemente coerciva sobre E. Entdo, por defini-

cao temos E € ey (V,H,a).

_ €
Agora, para A >—l0 , colocamos €' = sl Desde

2
qgue M u € E: (a-\)(u,u) = eHuHH , Obtemos:
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¥ u € E:éL{a-l)(u,u) > uuuﬁ » Entao ¥ u € E:
l+ko 5 .

e (a=2)(u,u) = (M) lullf; . Assim,

(1) ¥ 4 € E: g% (a=2) (u,u) = (X+KO)HuHi

Novamente, usando a coercividade de a, temos

¥ u € E: a(uu) + Al = nlul? ;
¥ u € E: —l”u"ﬁ + lﬂu“ﬁ + a(u,u) + xOHuﬂﬁ = muu“i ;
¥ u € E: (a=-\)(u,u) + (l+l0)"u"ﬁ 2 m"u”% .

Agora, introduzindo a desigualdade (1) na expressao aci

ma obtemos;

2
¥ u € E: é#-(a-k)(u,u) + (a=A)(u,u) 2 (a=A2)(u,u) + (X+XO)HuHH >

= nful ;
5 )
~u € E: (5 + 1)(a-2)(w,u) = mluly ;
¥ u € E: (1+e')(a=A)(u,u) = e'm“uﬂi ;

, 2
¥ u € E: (a=-2)(u,u) = f:%r HuHV ;

Assim, a-A é fortemente coerciva sobre E.
Entao, por definigao, E € ¢,(V,H,a).

A relagao das fungdes N(A;V,H,a) com os n-didmetros é

dada pela,
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Li2:1:2.4

Proposigao: Seja (V,H,a) uma tripla variacional.

¥ 1> 0 N(M;V,H,a) = Cardinal{n = 0: d,(S_,H) = \~1/2y ,

{fu € v: a(u,u) = 1}.

l

onde S

Prova: Seja M > 0. Seja v = cardinal{n = O: dn(Sa,H) = 1_1/2}.
Para provar a proposig¢ao, basta mostrar que:
(1) N(MV,H,a) = v

(ii) v = N(A;V,H,a)

Prova de (i): Se VvV = +® o resultado é trivial. Se Vv < 4= ,

como dn € uma sequéncia decrescente e sendo

_ . =1/2 -1/2
v = card{n = 0: 4 (s, ,H) =2 A"/°},  temos d,(S_,,H) <’
(v € {n=o0: dn(Sa,H) = l—lfz}). Disso também temos

-1
dv-l(sa’H) z A /2.
Assim, obtemos:

-1/2
d,(s_,H) < * < d,_;(s_,H).

Escolhemos A' > A tal que dv(Sa,H) < (1')_1/2-

Pela definicao do n-diametro existe entdo G € Gv(H)

tal que
(2) ¥u €5, TveEa ds,,m < luvl, s a2

Denotando ™ a projegao ortogonal de H sobre G

(existe m pois dim G £ v < », isto é, G ¢é fechado) e tomando
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u € VvV temos que:

u

v ¢ u u _ 1 . _
Ja(u,u) v a(:Ja(u,uj’ Ja(u,u)> a(u,u) alu,u) : '

Assim, % u € Vv: —F—_¢€ g

Ja(u,u) @

I'd ~ %
Mas dai, usando a expressao (2) acima, temos:

Yu€v, 2ve€Ec=mn(H tal que |——x- vl = (A1)1/2,

Ja(u,u)

1l

Yu€Ev, TveEe

1l

n(H) tal que . — Ja(u,u) V“H 5(1'-1/2;
a(u,u)

ou seja,
2 1
(3) ¥ u € V: ”u—ﬁll”H < (A)7" a(u,u).

Colocamos E = V Nl Ker . Desde que V imerso conti-
nuamente em H e Ker m fechado em H, & fdcil de verificar que

E é fechado em V.

Temos T(H) =G e dimH(G)S v, assim como H = G+Ker m

obtemos

<
1
<
|
s
Il

(VN G) + VN Kerm

ou

Vv (VN G) + E

entao concluimos que codimv(E) = dimv(v nGg) =< dimH(G) <V

(G € G,(H)).
Consequentemente, codimV(E) < V.

Para u € E=VN Ker ™ temos Tu = 0. Assim de (3)
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obtemos:

2
Yuenr lulgs ()7 aluu);

2 2 2
Y u € E: )‘-'”u”H - ‘)‘"u"u é a(u’U} 3 :\”u“H

2
¥ u € B (M-l = (a=2) (u,u).

Agora, utilizando o Lema I.2.1.2.3 (A'=A > 0) temos
que E € €,(V,H,a). Mas

N(A;V,H,a) = inf codimV(F)
Fee, (V,H,a)

entao,

N(MV,H,a) = codimV(E) < V.

Logo, (i) esta estabelecido.

Prova de (ii): Similarmente a prova de (i), temos se

4o = N(»;V,H,a) entao N(A;V,H,a) = v.

Suponhamos que N(A;V,H,a) = n < ». Temos por defini-

cao:
n = N(A;V,H,a) = inf Codimv(E) g
mee, (V,H,a)
isto é, existe E € ¢,(V,H,a) de codimensdo n em V. Também

E € fechado em V pela definicdo de e, (V,H,a).
Seja G o ortogonal, por a, de E em V; isto é
G={v €EevV: a(vy,u) =0 V¥ u€ E].

Claramente, temos que G € Gn(V) c GH(H).
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Denotamos ™' o projetor ortogonal, por a, de V so0

bre G.

Como E € €,(V,H,a), pelo Lema I.2.1.2.3, existe € > O
tal que ¥ u € E: efulf = (a-3)(u,u).

Agora, como T'V =G = E*, temos ¥ u € V: u-n'u € E.

Assim,

¥ u € V: eHu—n'uHi < (a=A)(u-mtu,u-mtu) ;
¥ u € V: (e+l)ﬂu—n'uﬂz < a(u-m'u,u-m'u) < a(u,u) ;
¥ u € V: flu-mrll, < (A+¢)"1/2 Ja(u,u)

e assim, como T'u € G

(S.,H) = inf sup inf lu-yl, = sup lu-mtul, =
“n'%ar GEG, (H) €S, y<G B ues, 4

u€s
a

Portanto, d,(S,,H) < A~1/2 como a seqliéncia 4, €
decrescente, deduzimos de v = card{n = O: dn(Sa,H) 2 1_1/2}

que V =< n. Conseqlientemente,

V=n=N(MV,Ha)

e portanto (ii) esta tambem estabelecido. Logo, a proposigéo

esta provada.
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I.2.1.2.5 - Notacao:

Se V e H sao espagos de Hilbert e V esta imerso

continuamente em H, anotamos

N(M;V,H) = N(A;V,H,a ) = 2 1
ldi(SV:H)zl

onde a_ € o produto interno de V e SV a bola unitdaria de V.

A segunda igualdade resulta da proposicao I.2.1.2.4, ja

que

2
S, = {ué€Vv:a (uu)=(uu)y=s1} ={uc€V: Elul]v <1} =

11

Bv(o,l) = BV
e portanto

N(M;V,H,a ) = card{n = 0: d, (SV;H) = 1"1/2} - T 1 .
AaZ (SV;H)=1

1.2.1.2.6 — Lema: Sejam V W ©H tres espacos de Hilbert com

imersoes continuas. Para Mu > 0 temos:
N(A u;V,H) < N(A;V,W) + N(u;W,H) .
Ademais, se Y € a norma da injecao V W  +temos:

N(M;V,H) < N(Y2 ; W,H)

Prova: Sejam A,u > O.

Se E € ¢ (V,W) = EA(V’WFao)’ onde a, = (5 )ys pe-
lo Lema I.2.1.2.3 temos
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2
¥ u € E: (ao—}.)(u,u) = elluﬂw (e > 0)

ou
2 2 2
(4) Yuen g lul, - Sl > iy
Se F € eu(W,H), analogamente, pelo lema I.2.1.2.3
2 2 2
¥ v € F: Hva - c'“v"H = HHU“H
ou
2 2 2
(5) ¥ v e F: [lully = erlvily + ullvlly .

Agora, se z € EN F entao z satisfaz as expressoes

(4) e (5). Assim,
2 2 2 2 2
g lzly - § lzlly = 2l = elzl, + ulzly
ou
2 2 2 2
lzlly - ellzll, - retlzll; = 2ulzl, ~+z €EnF.

Mas, como W <+ H temos

2 2
¥Ywew |, = ctellwl, (cte > 0)

e daf, desde quen ENF S W, obtemos

2 g o 2 2
¥z €EEN F: Hz"v ~ $agi= UZ”H - XG‘HZ”H = A quJH i

2 . @ 2
¥z €ENF: [zl - (e 55+ re )zl = A ullzlly s

2 2
V¥ z €EN F; (z,2)y = M u“z“H = GHZHH (6= ¢ E%E + €'\)
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Aplicando o lema I.2.1.2.3, deduzimos que

ENFE em(v,H,ao) = SAH(V,H)

pois EN F ¢é fechado em V desde que E fechado em V, F

fechado em W e V S W.

Agora,

N(Au;V,H) = inf codimV(G) < codimv(E nNF)s
GEeM(V,H)

< codimv(E) + codimw(F).

Tomando infimo a desigualdade permanece, consequentemen

te:

N(Mu;V,H) < N(A;V,W) + N(u;W,H)

e assim a primeira parte do Lema esta provada.

Para provarmos a segunda parte, seja F € eu(W,H). Pe-

log lema T.2.1.2.3%

2 2 2
*u € F: fully - wlluly = el (&> 0),

Assim, se u € FN V entao u satisfaz a desigualdade
2 2 ” i
acima e ademais "uﬂw < Yzﬂrﬂv onde ¥ € a norma da injegcao V € W.

Consequentemente

¥»u €FNV: Yzﬂuui - uﬂuﬂi > sﬂuﬂi

ou seJja,

2 o 2 P
¥uernve fuly —uy2luly = eyl

Como F e fechadoem W e V<S.W entdo F NV é fe

chado em V. Assim, novamente pelo lema T1.2.1.2.3
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FNVVEe

uY—IZ(V,H) 3
Entao,
N(uY—z;V,H) = inf codimV(G) <
Gee _,(V,H)
vy

< codimv(F nv)s codimw(F); ¥+ F € c“(W,H) .
Tomando infimo, obtemos:

N(HY'HZ;V,H) = N(M;W1H) 5

s 2

fazendo N = uy entao W = A¥ e portanto
2
N(A;V,H) = N(AY";W,H) ;
logo, o resultado esta estabelecido.

1.2.1.2.7 - Lema: Sejam V @& H dois espagos de Hilbert, sendo

V denso em H; denotando H' e V' os espagos duais de H =)

V e considerando a imersao H' &= V' +temos:
+ N €ER: N(M;V,H) = N(A;H',V').

Prova: Pela simetria do problema e suficiente provar a desigualda
de:
A €ER: N(MV,H) = N(A;H',V').
Se N(A;V,H) = 4o 0 resultado e imediato.
Assim, suponhamos que N(A;V,H) =n < = ,

Seja E € €,(V,H) um subespago de codimensao n.
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Aplicando o Lema I.2.1.2.3, T €& > O tal que

2
¥u €E: llully - AMully = elull; ;
ou
2 2
(6) YueE: [uly= (e)luly
Como E e fechado em V, seja E1 o suplemento orto-

gonal de E em V.

Seja F o ortogonal de Eq pela dualidade V' x V ,

isto é:
F={u €Vv: Qu,Vigoyy=0 V¥ vE& Eq}
SeJja G=FNH < V! (V & H).
Temos codimy,(G) = codimy, (F N H') < codimy,(F) =
= dimy(Eq) = codimy(E) =n. (V=E,%E)
assim, obtemos codimH,(G) < n.
Para u € G  temos:
| {u, v) |
“u[[v' = sup ](u,v)levl =  sup AEA'ANY =
vl ey e
V:ElﬁE
I<u V) 1 |
= sup bl i , desde que u € G=F N H',
Entao,
[0 9 ¥4
VEE Vilyy

¢ dai, para u €H' <»V' e vVvEECVCH, temos:

TG g e
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|(u,v)v,xvl = |<u’v>H'xH| < Uu“H,HVHH

pela continuidade.

Entao, desses resultados obtemos:

ullge Uil

¥u€er luly, < s —fo-

Agora, lembrando o resultado (6), segue:

vl

T~y

portanto, aplicando ao anterior:

)—1/2

M v € E: < (Mee

Vu o July < sup luly, - (ee) ™2 < fully, - ()72,
v

Assim, obtemos:

> i a2
¥ u € G: lluHV, < (h+e) ”u”Hl ’
isto é:

vuea My - Al = ol

Desde que G é fechado em H', pelo lema I.2.1.2.3,
temos que G € ¢, (H',V').

Entao,

N(A;H', V') = inf codimg, (S) =
S€ey (H', V")

< codimH,(G) < n=N(A;V,H).
Logo,

N(MH', V') = N(A;V,H), ¥ A ER.
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Similarmente, podemos provar que

N(M;V,H) < N(A;H', V') , ¥ MER

Consequentemente o lema esta estabelecido.

1.2.1.2.8 - Lema: Sejam (V,H,a) wuma tripla variacional e V_ um

subespago fechado de V. Entao
¥ M ER: N(MV,H,a) < N(A;V,H,a).
Prova: E suficiente verificar que:

¥ E € ¢ (V,H,a) entdo EN Vs € ex(VO,H,a); e
(7)
codimy (EN Vo) < codimV(E) y
o

Se estabelecemos (7) entao obtemos

N(X;Vb,H,a) = codimV6(G) < codimVO(E n Vb) <

inf
Geel?VO,H,a)
< codimV(E), E € &y(V,H,a) «
Levando ao infimo, temos
N(M;V,,H,a) < N(A;V,H,a)

e portanto o lema esta provado.
Assim, temos somente de mostrar que (7) é valida.

Para isso, seja E € ER(V,H,a). Por definigdo, E @&
fechado em V. Como Vj ¢ fechalo em V, ¢é facil de verificar

que EN V, ¢é fechado em V,
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Também, utilizando o lema I.2.1.2.3, temos:
2 2 2
Yue€E luly - Muly 2 elul; (e>0).

Em particular, vale:

2 2 2
Yue (Env): luly - Mully = ellull, .
Mas, como u € Vo fechado em V, Iluuv = Ilu[lV e dai

o}

2 2 2
*ue (ENnv): llully - alluly = eluly, -

0

Novamente, aplicando o lema I.2.1.2.3, temos

E N v, € ek(VO,H,a).

Para concluir a prova do lema observamos que VE=E4~V/E,

entao

<
I
<
=3
<
Il

v, B v.n V/E

agora, como codim,(E) = dim V/E e codim, (V. N E)=dim(V_NV/E),
Vv \'s o] o
o

obtemos que codimy (E N VO) < codimV(E) e o lema segue.
0

Precisamos do lema 1.2.1.2.8 para fazermos a prova da

proposicao I.2.1.2.10.

Entretanto, primeiro verificamos o seguinte:

I.2.1.2.9 - Lema: Seja (V,H,a) uma tripla variacional.

Seja M dado e suponhamos que n = N(A;V,H,a) < +=.

Introduzimos o espago:
K= {ué€v: (a=A)(u,v) =0, Vv €V}.

Entdao, existe uma decomposigcao de V em soma direta or

togonal por (a-A):

AR SN

_J/ A3 . ™




BB

E®KOE
tal que
(4:)

dim E @ K = n

(ii) a forma (a-A) ¢é negativa sobre E.
(iii) E' € ¢, (V,H,a).
Prova: Com n = N(MV,H,a) < », existe E' € el(V,H,a) de co-
dimensdao n em V, +também E' fechado em V.
Colocamos
F=1{ue€ev: (a=A)(u,v) =0, M v €ER].
Primeiro vamos provar que:
V=F®&E! (por a-=A).
Para isso, observemos que por definicdo a-A & forte-
mente coerciva sobre E', Ja que E!' € el(V,H,a).
Entao, ® m > 0 tal que:
2
¥ u € E': m“u“E, < (a=\)(u,u).
Assim, (a=A) ¢é positiva sobre E!
Agora, se z € F N E! temos:
2
z € B! entao (a=-A)(z,z) = m”Z”E >
z €F entao (a-A)(z,z) =0 pela definicao de F.

Entao devemos ter z = O.

Ademais, como observamos

civa sobre E!'.

Também, por definicado de

Conseqlientemente F N E' = {0}.

acima, a-\A ¢é fortemente coer

(V,H,a), a € continua




=B
sobre V. Em particular, como E' €V , +temos a e continua
sobre E'.

Agora, como (a=A)(u,v) = a(u,v)=-A(u,v) onde o segundo
termo a direita € o produto interno de H, portanto uma aplica-

cdo continua; concluimos que a-\ ¢é continua sobre E'.

Assim, temos (a-A) fortemente coerciva e continua so-

bre E' fechado em V.

s

Dai, o espagco E' munido do produto interno (a-A) e

um espago de Hilbert.

Agora, utilizando o isomorfismo do espag¢o de Hilbert E!'

sobre seu dual (Teorema Representacgao de Riesz) temos:

Para todo u € V, fixo, a equacgao:

¥ v € E': (a=A)(u',v) = (a=M)(u,v)
define u' de maneira uUnica em E!'.
Além disso, dai obtemos:
¥ v €E': (a=A)(u-u',v) =0
Entao, pela definigdao de F, wu-u' € F.

Assim, ¥ u € V, existe Unico u' € E' tal que
u-u' € F. Portanto, todo elemento de V se escreve de modo uni

co como soma de elementos de E' e F.
Conseqlientemente, provamos que V = F @ E'.
Verificamos a seguir que (a-A) = O sobre F.

Com efeito, se existe u, € F tal que (a—l)(uo,uo) > 0,
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deduzimos utilizando a ortogonalidade por (a-\) de E' e F ,

que

¥ ueE', ¥ tecC: (a—k)(u+'tuo,u+tuo) = (a-1) (u,u) + (a—-?\)(u,ﬁuo) 4

+ (a—h)(tuo,u)-k(a—l)(tuo,tuo)==(a—k)(u,u) +

2
+16f (a=n) (ug,uy) = (a=n) () Jt]2 et u Iy

1l

2
pois 0 < (a—l)(uo,uo) e‘uuonv para algum €' > 0.

Utilizando que a-A e fortemente coerciva sobre E' ,

temos:
NUEEY, ¥t EL:
l2 2 2
(a—k)(u+tuo,u+tuo) > e"“uJE. + |t] e'“uoﬂv =
= enlulf + 1412 e'llu 2 =

> ellul® + [t[2 lu 123 (en > 0) .
Mas F ® E' = V por (a-A) que é equivalente ao produ

to interno de V. Assim:
2
¥re Ry, ¥t el (a—l)(u+tu0,u+tuo) = ¢/2 “u+tuouv =
2
P cte-e/2“u+tuO“H

onde na Ultima desigualdade usamos que V S H.

Entao, aplicando o lema I.2.1.2.3 obtemos que

E' ® Cu, E€ eh(v,H,a), pois E' + Cujy fechado em V desde que
E' ¢é fechado em V.

Daf, temos:

N(A;V,H,a) =< codimV(E' ® Cuy) = n-1 < n = N(A;V,H,a).
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Mas, isto é um absurdo.
Entao, provamos realmente que (a~A) = O sobre F.
Claramente, pelas definicoes de F e K, temos K < F.

Seja E o suplementar de K em F. Temos,
V=F@E' =E®K® E!

onde os fatores s2o dois a dois ortogonais por (a-\).

Agora, o item (iii) esta provado pela nossa escolha de

Como V =F & E! e codimV(E') = n, entao

n=dim F = dim E ® K. Assim, (i) +também esta provado.
Resta mostrar o item (ii).

Ora, como V =F & E', temos:
¥ v €V: v=v'+v" com v'E€E', v"E€F.
Assim, como K < F:

K={u€r?r: (a=\)(u,v'+v") =0, ¥ v=viy" €V}

{u € F: (a=A)(u,v') + (a=A)(u,v") = 0, ¥ v'€RE', yv"€EF}

{fu € F: (a-\)(u,v) =0 V¥ v € F}

pois temos que F 4+ E!

Entao, usando que (a-A) & negativa sobre F, obtemos
K= {u€¥F: (a=2r)(u,u) = 0}

Assim, para k € K temos (a-A)(k,k) = O.
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Como F =X @ E, segue
¥ e €E, e=u-k com u€F e k€K,
aplicando isso obtemos:
(a-A)(e,e) = (a=M)(u=k,u-k) =

= (a=M)(u,u) - (a-A)(u,k) - (a=2)(k,u) + (a-r)(k,k)

(a=2)(u,u) = 0 (u € F).

Assim, obtemos que (a-A) negativa sobre E.

Conseqlientemente, o item (ii) esta provado e o lema

estabelecido.

I.2.1.2.10 - Proposicao: Sejam (V,H,a) uma tripla variacional e

Vo um subespaco fechado de V.
Para X € R definimos o espago:
Zy = {u € Ve (a~M)(u,v) =0, ¥ve VO}.
Entao, temos:

N(A;V,H,a) + dim(V N 2,) = N(A;V_,H,a) + N(AyZ,,H,a).

Prova: Temos V, fechado em V por hipotese e Z, fechado em

V pois a é continua sobre V.
Assim, pelo lema I.2.1.2.8, temos:

N(k;V,H,a) = N(X;VO,H,E) e N(K;Vyﬁya) E N(X;Z)”H:a)
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Entao temos:
N(A;V,H,a) = sup{N(};V_,H,a), N(r;Zy,H,a)]

Conseqllentemente, a proposicido e evidente se N(M;V,,H,a)

ou N(X;Zx,H,a) é infinito.

Entao, suponhamos que

n, = N(X;VO,H,a) < 4o
nl = N(l;Zk,H,a) < 4o
Assim, podemos decompor Vb e ZX como no lema
I.2.1.2.9:
V,=E®K®& E' (dim E ® K = no)
Zy =F L& F! (dim F ® L = nl)

onde, como no lema, temos:

K

{u €v,: (a=A)(u,v) =0, Vv e€EUV]

v, N fu € v: (a-M)(u,v) =0, Vv € VO} v, Nz,

Como dim K < n, < » , em particular obtemos que
dim Vo ﬂzk<m.
Também temos:

L= {uct€ Zy (a=AN)(u,v) = 0, Vv € Zl}

Agora, seja u € K. Entao u € V, e temos,

¥ v € Zy: (a=A)(u,v) = (a-A)(v,u) = 0
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pela definicao de Zy -
Assim, u € L por definicao e entao temos K & L.

Introduzimos o espaco:

N=(E®XK)+ (F®L)=E®L®F (k € 1.).

il

Mas agora, dim(N) = dim(E ® K) + dim(F @ L) - dim K

e assim temos: dim (IN) n, + Ny - dim(vO N Zy)

o]

Desde que dim(V0 n Zk) é finita, obtemos entdo:

vV o+ dim(V0 N z,) = n, + ny , onde definimos v = dim(N).

Para concluir a prova da proposicao resta somente veri-

ficar que v = N(MV,H,a).

Observemos primeiro que (a-\) ¢ negativa sobre N,

isto é, (a=A)(u,u) =0 ¥ n € N.

De fato, temos:

Y u€N:u=e +4+f com e €EE, L €L e fE€EF.

Py
o
1
>
o
&
o
o
|

= (a=M) (e+t+f, e+il+f) =

(a=N)(e,e) + (a=AN)(£,2) + (a=A) (£, T)

desde que E,L e F sao ortogonais por a-h.

Também, como no lema I.2.1.2.9, temos que (a-A)(4,%) =0,

¥ 4 € L. Entao,

¥ u € N: (a-A)(u,u) = (a-A)(e,e) + (a-A)(£f,£f) = 0O
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pois também pelo lema acima citado, (a-=>\) e negativa sobre E

e F.

Agora, seja G € e,(V,H,a) e entao por definicdo (a-A)
¢ fortemente coerciva sobre G. Em particular (a-A) & positiva

sobre G <V, sendo G fechado em V.
Assim, G N N = {0} pois (a-A) negativa sobre N.
Como dim N = Vv segue que codimV(G) =V,

Logo, N(A;V,H,a) = inf codimV(G) 2V,
GEGK(V,H,a)

Entao, concluimos que
N(MV,H,a) 2 v
A prova da desigualdade inversa, isto €, que
N(M;V,H,a) £ v, exige mais trabalho.

Consideramos em primeiro lugar o espacgo:
K' = {u € V: (a=M)(u,v) =0, ¥ v € K}

e vamos mostrar que

oL
K:VO+Z)E

Seja u € (V_ + Zy), isto €, U=V, + 2} v €V, 2€Z,.

Seja v € K, temos:
(a=X)(u,v) = (a—X)(v0+z,v) = (a—l)(vo,v) + (a=A)(z,v) = O

pois:
(a=A)(v,,v) = O pela definigdo de K,

(a=A)(z,v) = 0 pela definicao de Zy e Kcv
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Ent3o, temos que u € K* por definicao.

Assim, provamos que VO + Zy © K* e falta somente mos

trar a inclusao inversa.

Como (a-A) fortemente coerciva sobre E!' SV e E!
fechado em V e a ¢ continua sobre V, entdao E!' de Hilbert

com o produto interno definido por a-A.

Como dim E <» e (a-A) e negativa sobre E, temos
que E ¢é fechado em V e =~(a-A) define um produto interno so-

bre E que entdo e espago de Hilbert.

Assim, como no lema anterior, usando as correspondéen~
cias E <——> dual E e E' <—> dual E' temos que, para u€V,

as equacgoes:

Y v € E: (a-A)(e,v) = (a=A)(u,v)
¥ v'€ E': (a=-A)(e',v') = (a=MN)(u,v')

definem e € E, e' € E' de modo unico. Dai obtemos que:

(a=A) (u,v+v') = (a=N)(e,v) + (a-2)(e',v'); v € E, v' € E'.
Como E ortogonal a E' por (a-A), temos:
(a-A)(e,v') = 0 = (a=A)(e',v).

Entao Vv EE, ¥ v €ER! temos,
(a=A)(u,v+v') = (a=A)(e,v) + (a=N)(e',v') + (a=M)(e,v') +

+ (a=A)(e',v') = (a-A)(e+e',v+v').
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Assim, definindo Wy = e+e':
(8) ¥ v E€E®E": (a-2)(u,,v) = (a=})(u,v)
Pela definicao de X, como u, € V, , ‘temos que

(a=A)(u,,v) =0 ¥ v €K
Mas agora, para Vv € K, por definigao de K- temos
(a=A)(u,v) =0 ¥ u € K"

Assim,

(a-M) (uy,v) = (a=A)(u,v); ¥ v €K, ¥Yu €K

Ent3ao, como Vb = E ® K ©@ E' , combinando o resultado

(8) com o resultado acima temos para
u € K" (a—l)(uo,v) = (a=A)(u,v), M v € vV, 3
u € K-: (a—k)(u—uo,v) =0, VMuE Vv,

isto &, u-u, € Zy por definigao de Zy

Assim, dado u € K- obtemos:

u=u, + (u~uo) € V, + 2y

entdo concluimos que K < ¥, o 2y

Portanto, o resultado que querfamos mostrar, isto &€,

que K' = ¥, * 2y esta provado.

Resulta dai que Vy + 2y, é fechado em V e

codimv(vo+2l) < dim K.
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Verificamos a seguir que N(X;V,H,a) < ny+n, < =.

Com efeito, (a-=A) € fortemente coerciva sobre E! e
F' (pela escolha de E' e F' como no lema anterior) e . para

un € > 0 temos:

+ u € E': (a-\)(u,u) = e“uﬂi (HuHE, = uuuv , u€E"

2
¥ u €F': (a=-A)(u,u) 2 el]u[lV (HuUF, ||u[|v , u € F')

e utilizando aqui a ortogonalidade de E' e F' por (a-A) obte
mos:
€ 2
¥Yu€E ®©F: (aA)(wu) =5y ,
isto é, aplicando o lema I.2.1.2.3, E' @ F' € ¢,(V,H,a).
Dai, obtemos: N(A;V,H,a) < codimv(E' @ F1).

Observando que

codimv(E' ® F!) =(%o$é3(E' ® F') + codimV(Vb+Zx) ;
o

pois VO =E®K ® g, Z, =F®LOF e Vb,ZX € V; e que:

codim (E'®F')=dim((E®K) + (F®L)) = dim(N)::no+nl—dim K < o
(VO+ZK)

\fodim(v +zl) < dim K < =
Vv 0

obtemos entdo que N(M;V,H,a) = ny+n, < ®.

Colocando n = N(A;V,H,a) < +» completamos a prova da

proposicao mostrando a desigualdade:

ns=m=uy
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Procedendo por absurdo, suponhamos n > V.
Seja
M={ué€ev: (a=A)(u,v) = 0, ¥ v €V}
Lembrando as definic¢des de Zy e L, claramente temos:
MeZ, e McL.
Aplicando o lema I.2.1.2.9 para M e V, obtemos
V=GC®M® H!

onde G € um espaco sobre o qual a forma (a-2) ¢ negativa e

tal que dim(G ©® M) = n.
Como M < L &N podemos escrever N =M & Nl

Também temos pela nossa hipotese que dim (M @ Nl) =

=dim N=v <n=d4im(G @ M) e isto equivale a dizer:

dim G > dim Nl

Entao, existe u £ 0 em G tal que:

Vv € Ny : (a=A)(u,v) =0

Recordando a defini¢cao de M e que M ortogonal a G,

deduzimos:
¥ v € M: (a-2)(u,v) =0
Sendo N =M ® N;  temos dessas duas ultimas expressoes:
(9) ¥ v € N: (a=-A)(u,v) =0, 0 #u € G.

Como K © N e da expressao (9), lembrando que K =

. L
= Vg + Zy s deduzimos que u € K e podemos escrever u=u_+2z,
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com u, € Vb e =z € Zl

Desde que E © N, utilizando outra vez a expressao (9)

anterior, obtemos que:

v €E: 0= (a-M)(u,v) = (a-A)(u +z,v) =

= (a-M(uy,v) + (a=M)(z,v) = (a-A)(u,,v)
pois (a-A)(z,v) = 0 desde que v € E < V, e =z €37

Assim temos:

N v € E: (a—k)(uo,v) =0 (u. € VO)

(0]

Como V, =E®K®E' resulta dal que

1
uOEKEBE

Usando que F © N, novamente apelando para a expressao

(9), deduzimos também que z € L ® F', pois Zy, =F & L & F!',

Assim, como temos que a forma (a-A) é positiva sobre
K®E' e L@®F' (como no lema I.2.1.2.9) e estes espagos sao

ortogonais por (a-A), obtemos:

(a=M) (u,u) = (a—k)(u0+z,u +z) = (a—l)(uo,uo) +

0
+ (a=M)(z,z) + (a—k)(uo,z) + (a=M)(z,u,) = (a—l)(uo,uo) +

+ (a-A)(z,z) =2 O

e isto e a contradigao procurada, pois u foi escolhido nao nulo

em G e tinhamos que (a-A) negativa sobre G.

Vamos também utilizar o resultado seguinte, o qual pode




ser considerado como um corolario da proposicao precedente.

I.2.1.2.11 - Proposicao: Sejam (Vi’Hi’ai)v vV triplas varia
i=1 ;
cionais.
v v
Consideremos os espagos V = @& Vi e H= & H; mu-
i=1 3=1

nidas das normas hilbertianas:
1/2 Vv Vv 2 1/2
e wly = (2 gl )

AY v 2
bo wyly = (2 huyly) :

1

Definimos a forma a sobre V e colocamos:

v
a( ® ui’ @ V') = z a.(u.,v.)
Tl d=1, i

Ent3do, (V,H,a) é uma tripla variacional e

(10) N(A;V,H,a) = N(h;vi,Hi,ai) .

I M<

1=1

Prova: O fato que a seja hermitiana, continua e coerciva e evi

dente.
Agrupando os termos sob a forma:

") (V—l )
@ H. = @® H.) @
g=i = i=1 % H“
nos leva, por recorréncia sobre V, a provar a afirmacdo (10)

guando VvV = 2.

Dado M , denotamos K o nucleo de (a;-A) em Vy
Com as notagoes da proposigao I.2.1.2.10 anterior (trocando v,

por Vl) temos claramente:

Zy =K®V, = {u€v: (a=A)(u,v) =0, % v € Vl}
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A forma (a-A) sendo nula sobre K, temos:

el(zer’a) = eh(V29H;a) = el(VZ’H2’a2)

pois K nao contribui para (a-A) ser fortemente coerciva.

Também temos que:

N(K;ZL,H,a) = N(l;VZ,H ) + dim K .

g1 8
Pela proposicao I.2.1.2.10 temos:

N(M;V,H,a) + dim(Vy N Z,) = N(A;Vy,Hy,H,a) + N(A;Zy,H,a)
ou

N(M;V,H,a)

N(A;Vy,H,a) + N(M,2Zy,H,a) = dim(Vy N Z,) =

= N(A;Vy,H,a) + N(M;V,,Hy,a,) +dim K-dim(Vy N Z,).

Mas, como Zj =K & V, entao V; N2y =K (K = Vl).

Assim,
N(M\;V,H,a) = N(k,Vl,H,a) + N(k;Vé,Hz,az) :
Ou seja,

N(A;V,H,a) = N(A;Vy,Hy,27) + N(A;V,,Hy,2,)

e com isto concluimos a prova desta proposicao.

I.2.1.3 = Conexao com Autovalores de Problemas Variacionais.

Aqui vamos fazer a ligacgao entre os autovalores e as
fungdes N(A;V,H,a) atraves da formula do mini-max, a qual nos

diz que para o estudo dos autovalores as fungoes N(A;V,H,a) sdo
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bem adaptadas.

Seja (V,H,a) uma tripla variacional e suponhamos que
V ¢é denso em H. Entdo, pelo lema de Lax-Milgran (ver Kato
[15] pgs. 322/325) definimos um operador ndo limitado (A,D(A)) au
toadjunto em H; temos:

¥ u € D(A), ¥ v € V: a(u,v) = (Au,v).

[(Au,v) = a(u,v) = a(v,u) = (Av,u), isto é: (Au,v) = (u,Av) pa
ra u,v € D(A)].

Agora, suponhamos que a injecdo de V em H é compac-—
ta. Daif, podemos obter que o resolvente de A é um operador com

pacto em H. Assim, o espectro de A ¢é constitufdo somente de

autovalores reais (lj) , discretos, podendo se acumula
Jely Eywaia

rem em +4«,

Ordenamos a sequéncia kj de modo a torna-la crescen-

te, onde cada autovalor é repetido conforme sua multiplicidade:

Ay Sh, s ... s hj <
Ademais, existe uma base ortonormal mj de H cons-—
tituida de autofungdes de A (estdo sendo consideradas as auto-
fungoes correspondentes ao autovalor A = O no caso de A nao
ser injetivo, isto é, essas autofungdes podem ser tomadas como

uma base ortonormalizada do nucleo do operador A).

Desde que por hipétese a € coerciva sobre V, existe

ko €ER tal que a + lo é fortemente coerciva sobre V.
Afirmamos que: Lj + ko =20 BarR I = X, Zpeum

De fato, tomando u‘j autofuncoes de hj e usando que

a + A fortemente coerciva, temos:
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2 2
(a+ko)(uj,uj) - (Auj,uj) ) ko”uj”H = mlluj"v (m > 0)

2 2 2 2
ent3o, lj“uj"H § Ao"uj”H - (Aj+ko)“ujHH > m“ujllV .
Claramente temos:

H

if= 3 ¢

Vv

® 2
(f = E £, 8t zl (hj+ho)|fj] < w} ;

e para f € V temos

(a+d ) (£,£) = a(£,£) + A (£,£) = (Af,f) + M (£,£) =
= (AT £, T £.9.) + A 9., T £.0.
( 5 Tl 3 £395) 0(§ L4y 3 £5%5)
== 0B Al = P .. .0 .
(j AsEs®y0 3 £4%5) + ko(j Li®y 5 £5%5)
= >N )&. M. - PO L . e
i’jt §UEPT191) + A (£505,70,)]

% Uk Y “1
= 3 Jlfjl £5 OIfJ[

isto e,

£ EV: (ath)(£,£) =

Il 48

2
(hj+ko)|fjl .

J=1

Colocando

Sgan = {f € V: (a+h )(£,£) = 1} = {f € Vv: % (xj+xo)|fj|2 < 1}

a+d g
P gl :
temos para f €8 que T AHA : i < 1. Dai, como
a+h0 4=n+1 J "o J ’
A - :
(Aj+ o) 20 e Kj crescente, obtemos (A ;+}A ) j:i+l|f'l = 1,

isto é:
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® 5 1/2 ¢ -1/2
z ; < ;
(2 1519 (Agq + M)
Agora, calculamos:
d (s H) = inf sup inf \£-gl,, =
n*“a+h H
o’ GEGn(H) fESa+ko geaG
Iz 5 g0l
= inf sup inf |12 f.9. - 2 g.9.
Jd J o Jd'H
GGGn(H) fesa”‘o g€G 1 J=k
@ o 2 1/2
- sup "_ z fj¢j”H = sup (_ z |fj| )
fESa+10 J=n+1 fESa+KO Jj=n+1
-1/2
= (g + 3) g
Assim:
-1/2
dn(Sa_Fko,H) = (A1 + M) B o= QT Zees

Dai e pela Proposigao I.2.1.2.4  +temos:

“ A > 0: N(M;V,H,a) = card{n = O: dn(Sa,H) = k"l/z}

Il

-1/2 = 1”1/2}

card{n = O: ln+1

Il

card{n = O: Mg S Al

card{j-1 = O: Lj < A} (A, = 0).

Isto resulta o seguinte:

I.2.1.3.1 - Proposicao:

Seja (V,H,a) uma tripla variacional, V sendo denso
em H e a injecdo de V em H ¢é compacta. Entdo, para todo

A €E€R, N(A;V,H,a), e o numero de autovalores Lj inferiores ou
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iguais a A, do operador (A,D(A)) associado a tripla variacio-

nal, isto é:
N(A;V,H,a) = card{j = 1: xj < Al

Vamos fazer agui uma observacao:

I.2.1.3.2 - Proposigao: Seja (V,H,a) uma tripla variacional. En

t3o0 temos:

A injecdo de V em H ¢é compacta, se e somente se,

¥ N €ER: N(A;V,H,a) < .

Prova: Podemos trazer para o caso onde a ¢ fortemente coerciva,
e entdo pela proposicao I.2.1.2.4 temos a equivaléncia entre as

duas afirmacoes:

(1) ¥ X €R cardln = 0: d_(5_,H) = A"/} = n(A;v,H,2) < =

(ii) 1im dn(Sa,H) =0 (dn e decrescente).

n-—lm

Mas, 1im dn(Sa,H) = 0 se e somente se S, € précom-
n—rw

pacto.

Como S, é fechado e H de Hilbert, temos S, compac-
to em H. Como também S, » @ bola unitaria em V definida por
a, € "similar" a bola unitaria de V; concluimos que a inJecao

de V em H ¢é compacta.
Com isso verificamos a validade da proposigao.

Aqui, encerramos a seg¢ao sobre o mini-max.




1.2.2 — MAJORACOES DOS WIDTHS

Nesta segado vamos apresentar um teorema sobre ma jora-
¢coes de n-didmetros ou "widths", culminando com uma proposigao a
qual da uma estimativa para as fungdes N(A;.). Primeiramente va

mos dar uma

I.2.2.1 ~ Notacao:

Seja V< 12(Q) um espaco de Hilbert, onde Q & um
aberto de R% e seja w um aberto contido em Q. Seja SV a

bola unitaria de V e svlw a classe das funcoes de SV restri-

tas a w. Anotamos N(K;V,Lz(w)) o numero de n-diametros de
svl, em Lz(w) superiores ou iguais a 1_1/2, isto e:
N(MV, L2 () = > 1

2 TR
hdn(SV|w,L (w)) = 1

Claramente, esta notacao € coerente com a notacao

I.2.1.2.5 a qual foi motivada pela proposigao I.2.1.2.4.

Se jam (aj) e (bj) seqliéncias positivas, entdo dize-

mos que a'j ~ bj quando existem constantes C1sCp > 0 tal que

2l :
bJ < Cs aJ

Também dizemos que a seqliéncia a5 é assintotica a se-

Cl aj

gliencia bj'

Agora, estamos em condigoOes de enunciar a estimativa de

vida a A. El1 Kolli.

I1.2.2.2 — Teorema (E1 Kolli): Seja 0 €R® um dominio limitado

o = T, ~ 3
& ou um cubo. Seja m= 1,2,3,... . Entao para o operador in-
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jecdo I de H™Q) em 12(q) & vélido que
sj(I,Hm,L?) ~ dj(I,Hm,LZ) ~ogTm/n
Prova: Pelo método da extens@o podemos nos restringir ao éaso
Q=Q={x: 0<x <1, k= s O P

Ademais, é suficiente provar que

s = ¢ y/m a = oty ™R (v > Q)

pois dai, pela propriedade I.2.1.1.2(i), temos:

.—m/n

(s sdjss.scfm/n

J J

e o resultado segue.

Se aq é um cubo com lado de comprimento 1, e se

f €1™q) tal que:

(*) I' o’f =0 para 0 = B = m-1
a
entdo segue pelo lema I.1.1.1§ e do fato de I ser continua
que :
2 1/2
£l 5 < const. || " sc( I “D?] 5, ) (c > 0)
L(q) H (q) a|=m L= (q)
Se q € um cubo com lado de comprimento 27K ¢ se

f € H%(q) com a propriedade (*), entdo obtemos pela ultima desi-
gualdade que (via uma mudanca de variavel):
(%%) lel , s27mC = (p%g) , )Y/2

L(q) la|=m L q

onde ¢ € uma constante independente de f e k.
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Agora, dividimos o cubo Q enm 2kn cubos Ay s cujos
comprimentos de lado sao 5K (notar que essa divisao € exata).
Se f € Hm(Q), £ mQ) <= 1, entao determinamos em dy
H (Q

um polindomio P,(x) de grau m-1, tal que a propriedade (*) va-
le com f-P, em vez de f. Os coeficientes de P,(x) dependem

linearmente de f.

Da propriedade (**) obtemos
kn
2 2 1/2
(T Hf—PLH 5 ) < ¢ pTkm (pois: D% P, = 0, |a|=m).
=1 L (QL)
Se L denota o numero de polindmios linearmente indepen

dentes de grau m-1l, entdo temos dai que:

s (L,HYQ), 12(Q)) s ¢ 27F0 |

(e
desde que temos:
s (r,8%0), 17 (@)) = inf l1-x| =
L.oXn kn
dim R(K)=L.2
= inf sup | £=k £l 5 =
dim R(K)s12X0 “f“Hm(Q)51 L=(a)
kn
< inf sup z  lle-xzl
dim R(K)12"® gl " <1 =1 12(q,)
H (Q)
kn

Agora, fazendo J = L2 , Obtemos facilmente que

s4(1,H"(), 12(Q)) = o3~/

Para provar a outra desigualdade, comecamos com a mesmha
decomposigao de Q feita acima e escolhemos fungdes wb(x) €

€ Co(ay) tal que :




s T

~Km

|
=
@

e, |l o, |l ~ 2
“TH(q,) 2,

(as constantes de estimativa na Ultima férmula sao independentes

de k).
2kn ; . .
Se [a%}ézl e uma seqliéncia de numeros complexos
2kn 5
tal que El =79 - e se colocamos:
-
(%) ) (x)
vix) = Z o, 9,(x
=1 2 YL

entdo, é facil verificar que:

= 1 lep ~ 2 km
“¢” W( ) e 1 H 2(‘)
Sed B (g) &= }a tao t 1 -
eja ( len ) ¢& . entao temos pela pro

priedade I.2.1.1.2(iii) dos "widths" que:

d . T,H%(q), 12 , ,12(Q)).
Jkn_y (LHY(Q),15(0)) = &y (7,3 +1(@) (Q))

n_l (21{1'1 1)

Agora, lembrando o teorema de Krein I1.2.1.1.3, temos

d . (I,B (@),12(0)) = a4, (1B; L2(Q)) =
1 2 =1

zkng (2kn_l)

+1
-kn
= c 2 (¢ > 0),

desde que IB a imagem da bola unitaria em B contém
(%P1

~a em 12(Q).

a bola de raio c¢c 2 de 1IB

(2¥N_1)41

Tomando J = an—l, finalmente obtemos

dj(IsHm(Q)f Lz(Q)) = ¢ J_m/m
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Conseqlientemente o teorema esta estabelecido.

Na verdade, o que vamos precisar €& uma generalizagao do
teorema anterior para os espacos de Sobolev de ordem fracionaria
o qual enunciamos a seguir também sob a forma de teorema. A de-
monstragao dessa generalizacdo nao sera dada aqui em virtude da
mesma exigir conhecimento da teoria de interpolagao, para o desen
volvimento da qual precisariamos incluir mais um capitulo no pre-
sente texto, tornando-o muito extenso e extremamente técnico. Mas,

de qualquer modo a prova pode ser obtida em Triebel [4].

Temos entao o seguinte:

I.2.2.4 - Teorema: Seja Q cR” um dominio C° ou do tipo cone.

Entao vale a estimativa de E1 Kolli para os "Widths" de Kolmogorov:
8 2 ~s/n
dJ(I:H (Q)s L (Q)) ~ (5 > 0)

Agora, recordando a notagao I.2.2.1 anterior, temos:

N(AHS (), 12(R)) = = I

A

A dg(SB;L2(Q)>zl

onde SB é a bola unitdria de H®(Q). Utilizando o teorema aci

ma, obtemos para Q c R™:

N(MES(Q),D () ¢ s 1 = o 1 -
A C2J—2S/1’121 2 C‘:z‘j'_s/n
= :_;; i (e > 0).
kn/2s cn/szj

Consequentemente, podemos enuciar a seguinte versao pa-

ra a estimativa de E1 Kolli.
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I.2.2.5 - Proposicao: Seja Q cR"™ um dominio tendo a proprie-

dade do cone ou a C  de regularidade. Entao vale:
o 2 n/2s B :
N(AHZ(Q),L5(Q)) < ¢ A (¢ = constante > 0).

Com isso, também concluimos esta segao.
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I.2.3 - ESTIMATIVAS PARA 0S ESPACOS K?(Q) E H™0)

Lembramos a notagao I.2.2.1.

Seja V Ca-Lz(Q) um espaco de Hilbert, Q aberto de

R™ , W aberto contido em Q. Temos:

N(A;V, 12 (w)) = . 1

E I
A a2 (sv| L7 (w))=1
onde SV ¢é a bola unitdria de V e SV|, é a classe das fun-

¢oes de SV restritas a w.

Consideramos também uma outra definicao. Seja ¢ (w)

a classe das restricoes a w das fungoes de V, munida da norma:

lulls(yy = o vl
v|w:u

temos entao
N(A;V,L2(w)) = N(A;9(w), 12 (w))

Se w =0 a notagio esta coerente com aquela introdu-
zida anteriormente. As duas definicOes sdo equivalentes gragas a
proposigdo I.2.1.2.4. Esta ultima notacgio podera ser utilizada

implicitamente no decorrer do presente texto.

Fazemos também uma importante e Util observacio. Para

dois abertos w, e ws tais que wy < w, temos:

1
2 2
N(MV,L%(wqy)) = N(A;V,L%(w,))
Isto é claro da notagao I.2.2.1 e do fato que

v|w1; 12 (wy ) < dp(sv| 12 (w,)).
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A seguir vamos enunciar duas proposigoes sobre majora-
coes das fungdes N(A;-) para os espacos K?(Q) e H™Q). Em
vista das demonstragdes serem técnicas e dependerem sobre alguns
lemas, embora nao sejam de compreensao muito dificil; deixaremos
de apresenta-las neste texto para nao torna-lo, como ja falamos

anteriormente, muito extenso.

De qualquer maneira as demonstragoes completas, inclu-
sive todos os lemas técnicos, podem ser obtidas em Métivier [3] ,

Capitulo III.

m
Assim, temos sobre o espago KO(Q) a seguinte:

I.2.3.1 - Proposigao: Existe constante Y(n,m) dependendo somen

te do inteiro m 2 1 e da dimensao do espago n, tal que se

w €0 sB3o dois abertos de R" , € se para & > 0 anotamos:

wg = {x € 0/dist(x,uw) < J/n b}

temos:

¥ N2 0: N(M; Km(Q)- Lg(w)) < Y(n,m) : med w Ln/Em
. ’ o ’ ’ X_l/zm'

Para enunciar as estimativas para o espaco H™(Q) de-

vemos fazer algumas hipoteses sobre o aberto Q.

Primeiramente, dizemos que um aberto limitado QQ possui

a propriedade (C) de Metivier se existem constantes 8, >0c e K

tais que:
¥x €N e Vb= 8, » existe um vetor unitario h  tal
que se designamos por B(x,5) a bola com centro em x e

raio ©0; temos:
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(i) v+t e (0,K8], ¥y € B(x,6) NQ: vy + th € Q.

(c) \ (ii) a envoltoria convexa de Xoh + [B(x,6) N 0 ] estéa

contida em Q.

Métivier observa que: todo aberto limitado possuindo a

propriedade do cone (Agmon) verifica a condicgo (C).

Agora, vamos introduzir a condigao de regularidade de

Métivier.

I.2.3.2 - Definigdo: Dizemos que um aberto limitado 0 de R"

possui a condicdo de regularidade de Metivier (C!') se existem

abertos 0; (i = 0,...,N) contidos em Q tais que:
_ N
i) 9,0 e med(f\ U 0,) =0
3=0
ii) Para i =1,...,N existe um Cl—difeomorfismo 6; de
uma vizinhanca de ﬁi sobre um aberto de R™ , +tal que ei(ﬂi)

possui a propriedade (C) de Metivier.

Agora, finalmente enunciamos a seguinte estimativa para

o espago H(Q):

I.2.3.3 - Proposicao: Seja 0Q um aberto limitado de Rr" pos-—

suindo a condicao de regularidade de Metivier (C'). Para p > O

anotamos:

Q = {x € Q/dist(x,00) < p}

e para 6 > 0 ainda anotamos:
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j— n 1
np’a - {x €R /dlst(x,ﬂp) < 8}

Entao, existem constantes ko, K e C tais que:

¥p >0, ¥ A=A NOGEY0),1%(0,)) < Comed(0 Kl_l/zm).ﬁ/gm.
P,

Ja observamos que a condicdo (C) ¢ mais geral que a
propriedade do cone, sendo que cone implica (C). Sabemos também
que H™(Q) +tem injecdo compacta em Lz(ﬂ) para  +tendo a pro-

priedade do cone.

A proposigao I.2.3.3 anterior diz, implicitamente, pa-
ra 0 sendo (C'); que a injecdo das fungdes de H™(Q), restri-
tas a ﬂp em L2(Qp) é compacta (pela proposicdo I.2.1.3.2).
Isto vai implicar, mais tarde, também implicitamente, que a inje-
cdo de V em 1°(Q) & compacta; sendo Hg(n) cveHYQ) e com
N satisfazendo a condigdao (C') de regularidade de Metivier(ver
teorema III.5.2). Assim, com uma condigao de regularidade sobre
a fronteira de Q (condicdo (C') de Métivier) mais fraca que a
propriedade do cone, tambem obtemos que a injecao de V em L2(Q)
é compacta. Lembramos que a condicdo do segmento (ver Agmon),tam
bém mais fraca que cone, implica injecao compacta. Outras condi

¢oes de regularidade podem ser obtidas em Fraenkel [10], como jé

tinhamos observado.
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CAPITULO II

Neste capitulo introduzimos as equagdes de Maxweéll. A

seguir construimos sistemas equivalentes para essas equagoes de

modo que a relagao entre os autovalores das equagdes de Maxwell e

os autovalores desses sistemas é claramente observada.

II.1 EQUACOES DE MAXWELL

As equacoes de Maxwell descrevem o comportamento de um
campo eletromagnetico. A dedugao dessas formulas, a partir de
conceitos fisicos basicos, pode ser obtida na bibliografia classi
ca sobre eletrodindmica ou eletromagnetismo. Em Jackson (6] te-

mos nos sistema racionalizado (MKS).

rot H

Il
<y
+

o
S

rot E = - NE
D= €E + P

B = u(H+M)

onde J ¢é a densidade de corrente; E e H sao os vetores cam-
po elétrico e campo magnético, respectivamente; P € a polariza-
¢do; M a magnetizagao; B ¢ a inducao magnética e D é cha-
mado de vetor deslocamento. Finalmente, W € a permeabilidade
magnética do meio e € a permissividade elétrica do meio, também

chamada de constante dielétrica. Por exemplo, no vacuo € = €=
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= constante. Em geral, ¢ e u dependem da posicao e neste ca-

so sao representados por uma matriz.

Eliminando D e B das equagoOes acima, podemos :ter as

equagoes na forma:

rot H - ¢

oo
2=
1l
oy
+
4

rot E + M 3

Ulor
el

Em um meio isotropico tem-se D=¢E e B=upH e as

equacgoes de Maxwell tomam a forma :

rotH-eg—E=J
rot E - W %% =0 (ver [6]).

Como em Panofsky/Phillips [16] podemos assumir que a
dependéncia do tempo de todos os campos (E,H, etc...) e fontes
(J,p; onde P € a densidade de carga e div D = p) e dada pelo
fator e—th com uma freqliéncia angular w (por exemplo,

E = Eo(x)e"th, isto €, assumimos que E +tem uma variagdo cose-
noidal no tempo). Assim, as equagoes de Maxwell tomam a forma

(ver [6]) paginas 553/4):

rot H = iweE = Cl(J,P)

rot E - iwuH = Cz(u,M)
ou

rot H + iwe€E = J

rotE- iwnH = 0O (meio isotropico).
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Conseqlientemente, como fez Mehra [11], vamos conside~

rar as equagoes de Maxwell na forma:

I
H

rot E - iwnH
(1) (forma reduzida)
rot H + iweE

Il
=~

em uma regido limitada Q do espaco RO. Portanto, as condigdes
em que vamos lidar com as equagdes de Maxwell, em principio, sao
as mais gerais, a menos da hipotese que estamos interessados em

solugoes representadas por ondas planas.

Aqui, 4 e € s8o matrizes definidas positivas e Ww

é uma constante:
¢ = e(x) = (eij(xD,th:H(X) t2 (uij(x))

gom 1,0 = 12,5
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I1.2 - SISTEMAS EQUIVALENTES

Podemos eliminar H das equacoes de Maxwell na forma

reduzida (1), temos:
-1
H= (iwp)"~ (rot E - I)
e substituindo na outra equacao segue

rot((iwu)“l (rot E-I)) + iweE = K

isto €
(iw)-1 rot(u_l rot E) - (iw)_1 rot u_lI-+iweE==K
ou
rot 4t rot E - w26E = F; F = iwK + rot u~ LI
Assim, obtemos o sistema de segunda ordem:
» =1 2o —
(2) ME = rot 4~ rot E - w°eE = F.

Anexa-se além disso a condigao de fronteira nxE = 0.

E claro que uma solugdo de (1) € solugdo de (2). Se E
é uma solugao de (2), definindo iwH = u"l(rot E-I) segue-se que

certamente, o par (E,H) ¢é solugdo do sistema (1).
Da equagao (2) obtemos, aplicando divergéencia:

(3) div 6E = =(w2)"1! qiv F

Por razoes técnicas, introduzimos um parametro positivo

s, > 0 e das equagdes (2) e (3) obtemos:
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1

rot u”' rot E - wWeE - s ¢ grad div 6E = F - s_c grad div eE

= F + (wz)_lsoc grad div F.
Vamos estudar o operador Mé definido por:

(o]

i 2

(4) M., E=vrotu ~ rotE -8 € grad div eE - w"eE = G

o

com as condigoes de fronteira: nXE = O e div eE = 0, onde

G="F + (wz)“l s,¢ grad div F.

Assim, com essa constante positiva s, e introduzindo

mais um termo no sistema (2) substituimos ele pelo sistema elip-

tico (4).

Lembremos agora, a definigao do espacgo V(Q):
v(n) = {E € ¥1(Q): (¢, rot E) = (rot 8,E), » o € ¥1(n)}

Aqui, mostramos claramente a utilidade de introduzir es
se espago. A expressao E € V(Q) generaliza a condigdo de fron
teira anle = 0. De fato, suponhamos que ©2Q ¢é suficientemen
te regular para aplicarmos o teorema da divergéncia de Gauss. Se

jam ¢,E € C(Q), entdo segue:

f ¢-(rot E)dx = j (rot ¢)-Edx + Jﬂ n.($xE)do

Q 0 [e19)]
daf, para todo E € V(Q) N C™(Q) e todo ¢ € C° devemos ter que

0 = n-(sxE)do =j ¢+ (NXE)do
o0 o0
e isto significa que nx E| = {5
[o]¢}

O problema de autovalores do sistema (4) divide-se em
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dois problemas de autovalores separados, como veremos mais adian-
te. A ligacao entre os autovalores das equagoes de Maxwell e o
sistema (4) sera facilmente notada. A seguir vamos estudar o ope

rador Ms verificando suas propriedades.
0

Seja B a forma bilinear:

1

(5)  B($,E) = (rot ¢,u”" rot E) + s_(div ¢ ¢, div e E)-w"(9,¢E)

temos o seguinte:

Um Lema de Coercividade sobre B

IT.2.1 - Iema: Existem constantes cy > 0 e Cy = 0 tal que

2 2
B(E,E) = cqllEl} o - c llEl , ¥ & €v(a)
onde B ¢é a forma bilinear definida por (5).

Observamos que no caso € = =68 , onde 6 € a ma-
triz unitaria, o resultado segue imediatamente da formula:
2 2

2 e
j |rot E| dx + I |div E| dx = £ J |grad E;| dx =
Q Q i=1 4+

2 2
A prova desse lema pode ser obtida, com todos os deta-
lhes, em Leis [13].

Assim, o lema afirma a coercividade da forma B sobre

V() e desse fato segue que o operador M_ é eliptico (ver
o
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1
Agmon [14]). Em particular, B ¢é coerciva sobre i o(a).

Uma Extensao Autoadjunta de MS
_ 0

Vamos considerar uma extensao autoadjunta M do opera-—

dor Ms s, COmo segue:
o

Definimos o operador ff = ¢ % M
0

M visto como um operador diferencial:
ft: ¢Z(n)— c (a)

é, com respeito ao produto interno ( , )e formalmente auto-

adjunto, isto é, para vetores ¢ e ¢ em CZ(Q) vale:

(¢, f1¢)

1l

(8,M, ¢) = (M

(8,01 §)
o o}

= (e f:I ¢s¢)

Il

(M 6,4),

Utilizando o teorema de representacao de

(ver Kato [15]), vamos definir o operador:
M: D (M) < 32’3(0)'—* 32’3(0)

associado com a forma B via a formula:

D(f) = {E €v(Q)aG €L, o :B(4,E) = (8,6), , ¥ ¢ € V()]
M: E — G (ME = G).

IT.2.2 — Teorema:

M ¢é autoadjunto sobre £, ().
’
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Prova: Temos IE = ME em CZ(Q) pois, para E € Cz(ﬁ) e todo

¢ em V(Q):
(¢,ME), = B(8,E) = (rot ¢,u”" rot E) + s (div € ¢,div €E) -
- w2(¢,eE) = (¢,rot u~L rot E)~(¢,so ¢ grad div €E)
- w2(#,¢E) = (8,1, E) - (9,7t My E)g = (9,ME), .

Assim, também temos que M ¢é formalmente um operador
simétrico, em relagdo a ( , )e , sobre cz(n). Como CE(Q) e
denso em 32,8(0), entao a prova segue com a ajuda do lema  se-
guinte sobre as formas hermitianas (simétricas) e da unicidade

das solugoes do problema de fronteira.

I1.2.3 - Lema: Um operador simétrico A em um espago de Hilbert

cuja imagem R(A) € todo o espago, € autoadjunto (ver Yosida (8]

pagina 199).

Autovalores e Autovetores

Definicoes:

Dizemos que A ¢é autovalor de M quando existe

E € V(Q), E # 0, tal que:

(6) B(4,E) = A(8,E), , * ¢ € V(R) .

Chamamos E autovetor (autosolucao) associado a 8
Analogamente, A ¢ autovalor das equagdoes de Maxwell

quando existir E € v(Q) N DO(Q), E £ 0, tal que:
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(6')  (rot ¢, u™r rot E) - w*(4,E), = A(8,E), , ¥ ¢ €Co(n).

Em ambos o0s casos normalizando os autovetores por
(E,E), = 1 e da propriedade que M ¢é autoadjunto é facil verifi
car que os autovalores sao reais. Em particular, os autovalores
de M est3o no intervalo (-c,,=), onde c, ¢é a constante que
aparece no lema II.2.1. Além disso, os autovetores corresponden-

tes a autovalores distintos, no sentido (El,Ez)e = 0, s80 orto

gonais.

Vale também a existéncia de um numero infinito de auto-
valores hj , que ordenamos em ordem crescente: ll < A2 B e &
< Lj < ..., 08 quais n3ao tém ponto de acumulacao; exceto possi-

velmente +». Isso pode ser obtido como uma conseqliéncia do fato
que vamos supor Q suficientemente regular para que a injecao de
V(Q) em SZ(Q) seja compacta. Por exemplo, se Q tem a pro-
priedade do cone entdao isso ocorre. A condigao que vamos  pedir
para a regularidade da fronteira de Q é a de Métivier (C!'). No
Capitulo III vamos obter que N(R;V,LZ(Q),a) <o com ] sendo
{Cr) e isso da, implicitamente, observando a proposicao
Touivded o2 4 que a injecao de V em L2(Q) é compacta; obser-
vando que devemos ter HE(Q) c v c H'Q). Assim, concluindo, se
Q satisfaz a condicao de regularidade de Metivier (C!') entao

a injecao de V(Q) em 32(0) & compacta.

Observacao:

A seguir mostramos que entre os autovalores de M estdo

os autovalores do operador:
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L, u=s,div e grad u + w2u, u € Hé(ﬂ).
o)

Quando eliminamos os autovalores desse operador, perma-
necem os autovalores do nosso problema, isto €, as equagbes de
Maxwell. Isso deve-se ao fato que nao somente na fronteira, po-

rém em toda regido 0 diveE = 0 e satisfeita.

Decomposicao em dois Problemas Ortogonais

Indicamos por Ng (t) a fungdo que da o numero de auto
0

valores de M menores ou iguais a t.

N (£)= 2 1

s
o) N2t
J
1 %
Com NS (t) a fungao respectiva do operador Lg e
0 o}
NM(t) a fungao relativa ao operador M, isto €, as equagdes de
laxwell.
Entao, vale:
_ O Nt
(7) Ny(t) = Ng (£) = Ng (t) .
o) o
Para verificarmos isso, vamos provar o seguinte:
IT.2.4 — Teorema: Seja E wuma autosolucao (autovetor) de M .

Entao E pode ser decomposta de modo uUnico em:

onde E; = grad u, com u € H%(Q) sendo uma solugao da igualda-

de escalar:
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(8) so(grad ¢, € grad u) - w2(¢,u) = Mo,u), V¢ € cz(n)
e Ej € v(Q) n DO(Q) uma solucao do problema de fronteira:

-1 2 ©
(9) (rot ¢,u” ~ rot EO) - W (¢,Eo)e = M¢,E;), V¢ € co(n).

Dai, quando A for um autovalor de multiplicidade P
de (8) e multiplicidade q de (9), ent3o A é exatamente um

autovalor de multiplicidade p+q do operador M.

Assim, E, é uma autosolugdo para as equagdes de Maxwell.

Prova do Teorema:

Utilizando a decomposigdo de Weyl (ver segdo I.1.3) te
mos:
1\
E=E, + Ej; Ej € DO(Q), Eq € grad HO(Q).
Assim, E; = grad u e onde u é calculado como solugao
do problema de Dirichlet para div € grad u = div € E.

Ademais, Ej € V(Q) pois para todo ¢ € ﬁl(ﬂ):

(¢,rot Eo) = (¢,rot E) = (rot ¢,E) = (rot ¢, Eo) +
+ (rot ¢, grad u) = (rot ¢, E,) +0
onde, na primeira igualdade, utilizamos gque rot E1 = 0 desde que
El = grad u.

Introduzindo essa decomposicao em (6) segue:

B(¢,E) - AM(¢,E)_ = O (v ¢ €Vv(Q), E=E, + Eq).

Aplicando a definicao da forma B, +temos:




G

(rot ¢, u_l rot E)4~so(div e ¢, div € E)-—w2(¢,c E) - M¢,€E) = 0;

: |

(rot ¢,u™" rot(E +E))+s,(div ¢ ¢, div e(E +E;)) - w2(¢,e(‘EO+E1))-

- M8,e(E+E{)) = O3

Como Ej € DO(Q) segue que div € Ej = 0. Assim,desde

que rot El = 0, obtemos:
(rot ¢,u_1 rot Eo)ﬁ—so(div e ¢, div e El)— (M + wz)(¢,€ EO) -

- (A + w?)(8,¢ Ep) = 0;

(¢, rot u-l rot E, - (A + wz)e Eo) - (¢,s0 ¢ grad div € E; +

+ (A + wz)e El) = 0.

Conseqglientemente, para todo ¢ em V(Q), temos:

(¢,(€—1M~X)E0)e - (¢,grad(L; + Mu), = 0.
(0]

Com (e_lM - AME_ € DO(Q) e grad(LS + A)u € grad Hi(ﬂ).
)
Entao, obtemos:
-1 _ -
e "ME, - A E, =0 e grad(LSo + Mu=0

A segunda igualdade implica que devemos ter:

LS u + A u = constante
o)

Por causa de L_ u € Hg(ﬂ) segue que:
(o]

L u+Au=0 em n0.
So

Assim, obtemos que:
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-1

2
(rot ¢, w™~ rot E)) - w(8,E ), = M&,E ), ; E, €V(Q)ND,(a).

1
so(grad ¢, € grad u) - w2(¢,u) = A(P,u); u € HO(O).

Se, por outro lado, A é um autovalor de uma das igual
dades (8) ou (9), entao E, = grad u, respectivamente E_ , sdo
autosolugdes dos problemas (6) e (6') para o autovalor \. Por
substituicao, verificamos que as equagdes (6) Juntamente com as

condigdes de fronteira sao satisfeitas. Com isso concluimos a

prova do teorema.

No capitulo seguinte vamos obter estimativas para as
" 1
fungdes Ng (t) (associada ao operador M) e N, (t) (associada
0 0
ao operador L, ) e consequentemente por (7), teremos finalmen-
o)

te, uma formula para a funcao NM(t) (correspondente ao operador
M) das equagdes de Maxwell e assim alcangaremos o objetivo do

presente trabalho.
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CAPfTULO III

Neste capitulo final vamos apresentar, sob a forma de
teorema, uma estimativa sobre a distribuicdo assintotica de auto-

valores para as equagdes de Maxwell com coeficientes variaveis.

Conforme fizemos nos dois capitulos anteriores, vamos
separar o presente em diversas secOes. Na primeira se¢ao preten-
demos introduzir algumas hipoteses adicionais e o teorema sobre
os autovalores das equagoes de Maxwell, acima mencionado. Na se-
gunda secao vamos fazer um breve relato sobre o método de Métivier.
Nas segbes III.3,4 e 5 seguintes vamos fazer o desenvolvimento
desse método. Finalmente, introduzimos uma seg¢ao com a conclusao
da prova do teorema da secao III.1l, com base no resultado obtido

em IITI.5, e algumas observagoes que Jjulgamos interessantes.

ITII.1 O RESULTADO

Seja Q aberto limitado de iRB. Suponhamos que Q sa

tisfaz a condicdo de regularidade de Métivier (C').

Além disso, vamos supor que a fronteira de Q +tem me-
dida (n-1)-dimensional finita. Para precisar isso, colocamos pa-

ra € > 0:

ann

1l

'fr‘;e = {x € R™/dist(x,20Q) < €¢}; 0

e fazemos uma das seguintes hipdteses:
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(H.1) lim sup e~1 med Q, < 4=
>
e-0

1

(H.2) lim sup e — med Be < 4o

>
e-0
Também vamos supor que os coeficientes das formas bili-

neares B e C, obtidos através das matrizes M(x) e e(x),

x € 0, satisfazem a condigdo de continuidade de H&lder, isto é:

4 Ky X

53 ¥ (a,8), la|l = [B] =1; ¥ (x,y) €Qxa0:

1,

Ibg, g (%) - by g(¥)| = K,Ldq(x,y)1°

leg, (%) = cq g(¥)] = Kztdn(x,y)ls

para algum s € (0,1] e sendo d,(x,y) o minimo de 1 e do li-
mite inferior dos comprimentos dos caminhos de classe Cl ligando .

x a yv em Q e onde:
= ba 8 sao os coeficientes da forma B definida (ver Capitulo
’
II) sobre V(Q):

1

B(¢,E) = (rot ¢,u™" rot E) + s (div ¢, div ¢ E)- X4, € E)

.8 sao os coeficientes da forma:
?

C(d,u) = so(grad ¢, € grad u) - w2(¢,u)

i
definida em HO(O) e associada com o operador L (u).
)
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Observamos que podemos tomar, por exemplo, 8y = 1l que
nao havera diferenca nos resultados (a hipotese que fazemos sobre
os coeficientes é de que seJjam holderianos). Poderiamos ter fei-
to isso desde o comego, isto é, quando introduzimos s, no capi-
tulo anterior.

No Capitulo II, pedimos que as matrizes elx) e
u_l(x) sejam simétricas. Disso obtemos que as formas B e C sdo

hermitianas.

Ademais, vamos precisar para aplicar as formulas do mi
ni-max que a injegao de V(Q) em 52(0) seja compacta. Nao sa-
bemos uma condigdo necessaria e suficiente, sobre a geometria da
fronteira de Q, para que isso aconteca; onde HE(Q) cv(Q) c
= Hm(Q). No entanto, observamos, como no Capitulo I, que a pro-
priedade do cone € uma condicao suficiente. Assim a priori pe
dimos, sem especificar uma condiga@o para isso, que V(Q) < 32(0)
seja compacta. Em verdade, como também ja tinhamos observado, a
condicao de regularidade de Métivier (C'), como veremos impli-
citamente, é suficiente para se obter essa condicao de compacida-
de. Assim, para o resultado que procuramos basta a condicao (C')

de Métivier.

Entao, com essas hipoteses formuladas sobre a 20, 08

coeficientes, etc... temos o seguinte:

ITT.1.1 - Teorema:

S
, 3 - m‘\
=4 2
2
NM(X) =C(Q) A + 0\ A /

~

-~
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com NM(A) sendo o numero de autovalores das equacoes de Maxwell
iguais ou menores que A, contadas as multiplicidades. A cons-

tantes C(Q) é dada por:

sendo uB(Q) e uC(Q) constantes, a serem definidas posterior
mente, dependentes somente de Q e das formas B e C, respecti

vamente.

Observamos também que a hipotese que fazemos sobre os
coeficientes (continuidade de HBlder na poténcia s) € mais fra-
ca que a condigdo de C° pedida por Mehra. Quanto a condigdo de
regularidade (C'), que pedimos sobre 0, ¢ satisfeita por uma
classe muito grande de abertos, contendo abertos muito irregula-

res (pontas alongadas, etc...), como observa Métivier.

Em Fraenkel [10], Jja dissemos que podemos obter uma
idéia sobre a importancia da regularidade da fronteira no trata-
mento de problemas relacionados com a teoria de Espacgos de Sobolev,
mormente sobre compacidade de-injegﬁes ou a densidade de Cz nes
ses espacgos.

Agora, tudo que segue neste capitulo tem o objetivo de

demonstrar o teorema anterior sobre os autovalores das equacoes

de Maxwell.

Na verdade, o que vamos mostrar € um teorema mais geral
seguindo a prova dada por Métivier [3]. Esse teorema da uma for-
mula assintotica para a distribuicao de autovalores do operador

associado a uma tripla variacional (V,LZ(Q),a) sendo a uma for
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ma bilinear satisfazendo certas hipoteses. O teorema III.1.1 (e-
quagdes de Maxwell) ¢é entdo obtido como uma aplicacio desse re-—

sultado.
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III.2 - O METODO DE METIVIER E ERROS DECORRENTES

Vamos fazer aqui uma descrigao do método de Métivier so
bre a distribuicao de autovalores para o operador associado ao
problema variacional (V,Lz(n),a). Relatamos também os erros que

ocorrem devido a esse método; onde a forma a ¢é do tipo:

a(u,v) = J; I| TS aa,s(x) D%u(x) ng(x) dx.
a|=m
|8 |<m

Vamos nos restringir ao caso 0 limitado. Para Q nao
limitado Métivier obtem, desde que V & Kz(ﬂ) e Q tenha medi-
da de Lebesgue finita, apenas uma formula assintotica sem preci-
sar uma estimativa do resto. Na ultima seciao fazemos observa-

¢oes sobre esse tipo de resultado.

Assim, como Métivier, fazemos uma partigao de Q em pe
quenos cubos n-dimensionais, dois a dois disjuntos (contidos em
1), e todos de comprimento de lado p > O. Fazemos isso confor-

me a figura seguinte: -p—

r__ 1 I f 1 ."“\(’ )
| : IS

S ava
' |

| T

Q - 7_
1% ! — _{ #_

4 ' o
)}?M -t r i

A seguir, aproximamos a forma a (que vamos supor te-

-~

nha coeficientes h8lderianos) por uma forma a , com coeficien-
tes constantes em cada cubo da particao. Vamos definir a sobre

0\Q' por a. Sobre Q' definimos & por:
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a(u,v) = jﬂ £ 8y g Dulx) DPv(x)) dx
1 ’
la|=]B[=m
onde aa 8 vao ser constantes, dependendo sobre cada cubo, e
b
Q' €0 é a unido dos cubos (abertos) da particao.

Antes disso, obtemos (ver proxima secao) uma férmula pa
ra estimar a distribuicao de autovalores para uma forma bilinear,
do tipo acima, definida sobre um cubo de Rr™ a coeficientes

constantes.

Seguindo o método de Metivier, aplicamos esse resulta-
do para cada cubo da particao e a forma a neles definida. A
partir disso, obtemos uma formula para os autovalores do problema

m
variacional (H_(Q'), LZ(Q‘),E).

Assim, com a ajuda de alguns resultados auxiliares, to
mando A grande e fazendo os cubos da particao (que é finita)bem
pequenos para que satisfacgam certas hipoteses sobre os resultados
auxiliares; obtemos finalmente uma formula para o problema asso-

ciado a tripla variacional (V,Lz(ﬂ),a).

Agora vamos explicar os erros que ocorrem com esse métg
do.

Um primeiro erro ¢ devido a estimativa para o problema
a coeficientes constantes sobre um cubo e pode ser observado no

calculo da férmula obtida na segdo I.l1.5.

Un segundo erro decorre de aproximar a forma a pela
forma a, de coeficientes constantes em cada cubo, e fazer a es-

timativa para essa ultima forma (ver,por exemplo, lemas III.4.2

e IIT.4.3).
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Finalmente, por motivo do calculo da estimativa ser fei
to sobre Q' a uniao dos cubos da particao de Q, o terceiro er
ro envolvido é devido justamente de aproximar o calculo para 9)
pelo calculo em Q'. Isto ¢, Q\Q' n3o contribui para as majo-
ragoes e portanto essa faixa da fronteira origina erro na es-
timativa, o qual é controlado atraves dos lemas III.4.5 e III.5.1,

incluido na férmula final.

Assim, para 0 limitado (caso em que estamos tratando
as equagdes de Maxwell) e com certas condigdes de regularidade,va
mos obter pelo método de Métivier a seguinte formula para a dis-
tribuicao de autovalores do operador associado ao problema varia-
cional (V,Lz(n),a):

n n-8 .
N(A) = u (Q) 3™ + 0 (xzm )

com g = —= ) 0<s=1.

0 erro que aparece na formula € devido aos trés tipos

acima mencionados.
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ITI.3 - ESTIMATIVAS PARA PROBLEMAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

SOBRE UM CUBO.

Hipéteses e Resultados

Seja a wuma forma integrodiferencial homogenea a coe-

ficientes constantes:

P P

(1) a(u,v) = T a f.Dmu(x) D v(x)dx

o,B
|a|=|B |=m

Suponhamos que:

(2) ¥ ao,B: 2,8 = 28,q
B a+8
Anotamos a(g) = 5 8y 8 £ e suponhamos tam
9
la|=]8|=m
bém que:
(3) + £ €eR®*\0: a(g) >0
Sejam M e ¢, duas constantes tais que:
¥ a,B ]G|:]B[:m: |aa’3| =M
(4)
¥ £ eER™: a(g) = colil2m
Enfim, colocamos n' = (2m)™% f‘ d€ e designamos
& a(g) =1
por W, a medida de densidade constante u;.

Seja G o operador diferencial (associado a forma a):
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T («1)™ &
|a|=|8|=m

(5) G

1l

o, B
m
Seja u € HO(Q). Pela transformacao de Fourier : (ver
Yosida [8]), com Q aberto de R™ , temos:

a(u,u) = 3 a, g IDq’u pPu dx =

A 2
ag s | 5%°1a(s) ag
la|=]8|=m

z
la|=|8|=m
2 2
_ o+B | 2 2m |~(e £
fmﬁmhm%ﬁg [B(e)] ag = [ o l51® Ja(z)” as

onde o sinal de = € devido a (4). Assim obtemos:

2 em . 2 2
a(u,u) + collully = o [ I8l [a(2)] a5 + el =
2
= c, I(|§|2m+l)|ﬁ(§)| dg (por Parseval).

Agora, como existe uma constante Ml >0 tal que

Ml([§|2m+1) > (|§|2+1)m , concluimos que:
. 2 2 m
a(u,u) + coUuHO 2 ¢, MIl f(|§| +1)  |a(e)|? ac =
s o Mloll  (c> 0
. P | m
Isto é, existe constante c¢' tal que:
a(u,q) = c'“u“2 - ¢, llull ¥ ©
] m 0 o ’ u e Co(ﬂ-}

Entao, facilmente dai,isso significa que a € coerciva

m
sobre HO(Q) (relativamente a Lz(ﬂ)). Notar, utilizando a de-
sigualdade de Schwartz, que a € continua sobre HE(Q). Também

notar da hipotese (2) sobre os coeficientes, que a é hermitia-
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m m
na sobre HO(Q). Assim, podemos pensar em calcular N(k;HO(Q) "
2
L (R),a).

Para Q aberto de R" definimos, para M €R, o espa
co:

Zx(ﬂ) = {u € Hm(ﬂ)l Gu = Aul

m
Temos que Zy(Q) ¢é um subespago fechado de H (Q) e

estda munido da norma || Hm o
]

Claramente, a forma definida pelo produto interno de

m m
H (Q) ¢ continua, coerciva e hermitiana sobre H (Q); em parti

cular sobre ZK(Q). Assim, também podemos pensar em calcular

N, 2, (2),12(0),8.) = N(u;z, (2),12(0)).

Nosso objetivo nesta secdo é demonstrar a seguinte:

III.3.1 - Proposicdo: Com as notagdes precedentes, existem cons-—

tantes C; e 02 dependentes somente de ¢, m e M, tais que:

o
Para todo cubo Q de R™ , de comprimento de lado p,

e para todos reais M e | positivos temos:

2
(1)  N(u;zy(Q),L (Q)) = 01[1+pn'1 (n-1)/2m | (n=1)/2myq




-109-

(ii) |N(1;H:(Q),L2(Q),a) — g (0) W20 ¢ @ [14p8-T 5 L0-1) 2

onde g (Q) = (2m)™2 [' dc
a(g)s1
Redugoes

Para provar a proposigao III.3.1l, vamos primeiramente
reduzir a demonstracdo ao caso Q = (0,2m)® e posteriormente que

(ii) € obtido de (i).

Sejam entdo Q = (0,0)" e Q= (0,2M)" e t =g .
Seja T a isometria de L2(Q) sobre L2(QO) definida

por:

n/2

Tu(x) = t u(tx).

L4

T & um isomorfismo de H™(Q) sobre Hm(QO) e de
m m
HO(Q) sobre HO(QO)

Ademais, €& facil verificar que:

(6) M € Hm(Q): a(Tu,Tu) = £2m a(u,u)

2
(7) M u € Hm(Q): G(Tu) = t ¥ T(Gu)
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(8) *u e 12(@): lrull, o = Tl g
? 0 )

e mais geralmente,

2 b ; = %
(9) ¥ue Q) WA = 0L |Tu|j’Q =t |u]j,Q :

o]
Pelo teorema de interpolagao enunciado no Capitulo I te

mos o seguinte:

I1IT.35.2 - Lema: SeJja Q aberto de R® com a propriedade do

cone. Para m=2 2, existe Y> 0 tal que para € >0 e todo

u€HMA) e j=1,...,m1 vale:

2 . .
luly o = Y0 Iuly o+ (1 + eIl o)

onde Y=Y(m,0) depende somente de m e Q.

Agora, tomando u € H™(Q) aplicamos o lema III.3.2

para Tu € Hm(QO). Temos entao:
2 . 2 2
m-j m-J
|Tu|j,Qos'Y{e |Tu|m,Q0 + {1 4 )|Tu|0,Qo}.

Utilizando a expressao (9) obtemos:

. 3 2 .
23 2 m-j ,2m -J
t |u|j,Q = Y{e t Iulm,Q + (1L + e )IuIO,Q}.

Como t = p/2m segue que:

2 : . 2 . . 2
5 X m=7J 2Tﬂ—2J ) -3 _2J
luly o = ¥{e (p/2m) luly o + 11+ €7)(p/2m) luly o}
ou,
; 2m-23 m-3,° 8323 117
lulj,Q < Y(p/2m) € 1‘L1|m,Q + Y{5=) |u|O,Q +

+ Y (p/2m)"2d e'j|u|% a
’
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Fazendo €' = ¢ p2 obtemos dai que:

2 s 2 : g B
luly,q = ¥(2m™(m23) (ery™djul, o+ v(2mP pIjul o+

A : 2
+¥(2m?d (1) ul, o

e entdo concluimos que existe YO dependendo somente de m e

n tal que:
2 ; 2 y . 2
m-J =23 y §=3
uly,q * Y Len™d July o+ 0723 4+ (171 Jul g}

Com isso, podemos entao enunciar o seguinte:

ITT.3.3 - Lema: Existe uma constante dependendo somente de m

e n tal que; para todo cubo Q de lado p , para todo

u € Hm(Q), para todo € > 0 e para todo inteiro J=15e% M=l
temos:
2 X : ) 2
¥ m=J = =23
luly o = Yole™ lulpy o + 0679 + 7290 Jul, ]

Estes dois lemas serao uteis principalmente para o se-

guinte:
0 2 ) 7 2
(10) ¥ u e Ha): llully, o % Glluly o + luly o)
(o} o o
Para obter essa expressao, tomar no lema £ o N ¥
2 2
g = L = 21 y” b o]
e P , acrescentar ]ulm,Q + |1.1!0,Q em ambos 0s

o 0

lados da desigualdade e a seguir fazer a soma em Jj.
Em seguida, deduzimos que a forma:

ao(u,v) = D J'Dau Doy dx
| |=m
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é coerciva sobre H"(Q), pois:

Para u € H™(Q), do lema IIT.3.3, +temos (tomando e=1):

-23 e .
I‘Lll = Yolul YO(l + P ) Iulo,Q (J=l"",m_1)'

e m,Q *

2 2
A tand + em ambos os lados des-—
crescentando |u|m,Q Iulo’Q s des

sa desigualdade e somando em Jj, segue:

2 2 2
lull, gsete(¥ ) lul, o + cte(¥g,p)lul, o -

Mas, a (u,u) = |u|m e assim obtemos:

2 2
“u € HQ): ag(uu) = ote' Nul o - cter Jul] o

isto é, a, é coerciva sobre H™(Q).

Pela desigualdade de Schwartz podemos verificar que
a, ¢ continua sobre H®(Q). Também temos que a forma a, € her
mitiana. Assim, podemos calcular N(k;ZX(Q), L2(Q),ao) desde

que temos  Z,(Q) < 7).

Claramente, temos da definicao de a, que:

(11) Y u € BYQ): ag(uu) = Tl g

Agora, para u € H™(Q) calculamos:

aO(Tu,Tu) = I f (p%ru) (D%Tu)dx =
| |=m

of ? IEDG‘ £9/2 4 (x)100% +7/2 y(tx)lax =
& |=m
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T f £2(D% u(z)) t2(D% ulz)) t® ™ gz
la|=m

2m

= g +¢°®m I(Dq u)(Da u)dz = t ao(u,u)
]U.l:m
Assim temos:
(22 u € 1™(Q): ao(Tu,Tu) = ¢2m ao(u,u)

Deduzimos de (11), utilizando a propriedade I.2.1.2.2

(iii) sobre as fungdes N(u;-), que:
2
N2, (@)1 (Q)) = N3z, (@),L (@), (+))p o)
2
= N(H?ZL(Q);L (Q),ao)-

Da expressio (7) vemos imediatamente que T é um iso-

morfismo de Z,(Q) sobre Ztgmh(Qo).

t2mk 2m

Colocamos A _ = e Mg =t u.

o
2
Seja G € eu(Zk(Q),L (Q); pelo lema I.2.1.2.3 segue
que:

2
N u € G ao(u,u) = el]ullm’Q e H“'LIHO,Q

para algum e > 0.
Utilizando as expressoes (8) e (12) +temos dai que:

vue o 420 o (umw) x elul’ - wliml®
s ?*o

e aplicando a continuidade de T, obtemos:

2
0, QO'

-2m

¥ u € G: t aO(Tu,Tu) = cte*GHTuH; QO—HUTUH
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Assim que, novamente aplicando o lema 1I1.2.1.2.3, te-
mos:
2
TG € € (z (Q.), L°(Q_.,)a ).
t2mu tzmh = g 0?’%o
Inversamente, pela continuidade de T“:L " mostra-se do

2 .
mesmo modo que se G € euo(zho(Qo), L7(Q,),a,) entdo

T_lc}Eeu(Zk(Q), 17(Q),a,).

Entao, podemos concluir que:
2
(*) N(w;2, (Q),17(Q),a,) = Mg 23 (05)517(05)53,)
Agora, da expressao (10) +temos:
-1 2 2
. i -
¥u € HO,): ag(uu) 2 T2 o -l o

Aplicando sobre isso as propriedades I1.2.1.2.2 das fun-

goes N(u;-) temos que:

N(uo;zko(ao),Lz(Qo),ao) < N(uo;ZKO(QO),LZ(QO), Yilt-’-%hgo~(-,égqb)=

]

N(u,+152y, (Q,),12(Q,), Y71(-, ), Q,)
0 ?

N(Yq (+1)5 2y (Q,),L2(a,)):
o]

Reagrupando, finalmente obtemos dai e da expressao (*)

que:
(13)  N(u3zy(Q),12(Q)) = N(Y (4 +1);5 2, (a,),1%(a,))
(@]

Além disso, tiramos das expressoes (6) e (8) (analogo

como fizemos acima para obter a expressao (*)) que:

(14) N(A;H:(Q),L?(Q),a) = N(tzmx;H:(Qo),Lz(Qo),a)
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Entao é claro que as estimativas (i) e (ii) sobre o
cubo Q (enunciadas na proposicao III.3.1), resultam por (13) e
(14), modificadas por uma constante C1 , de estimativas semelhan

tes sobre o cubo QO.

Logo, de agora em diante vamos supor que Q = (O,Zn)n.

m
Desenvolvendo as fungoes de H#(Q) em série de Fourier

(ver secao I.1.1), isto é:

u € H:(Q): u(x) — lf ('2“,)"'1'1/2 ak eik-x (k Ezn)

m
obtemos que a e coerciva sobre H#(Q), pois:

p @ B
a(u,u) = = aa’B IQ g DO =
la|=|8|=m

. > aq’ J DG(E (2.“.)—1’1/2 akeik-}{) DB(E (2ﬁ)—n/2akeik-X) _

la|=]8=m B & .
= 5 2,8 IQ { (2m)™(z a k%K %) (z E]rckse‘ik'x)}=

al=]8|=m . .
= T ag (2 1 g ?)

|a|=|8|=m

0 k £ 4

dx=

onde utilizamos que I ollex ~idbx
Q

(2m)? k= 2
Assim, aplicando a expressao (4), temos:

2
a(u,u) = £ |a, | ( b a %%y 2 5 |a | c_|k]
< alclglan =
&|=|8|=m

Dai, utilizando a formula de Parseval, isto &,




-116-

2
HuHO = |ay| ; concluimos que:
k
2
a(u,u) + co”u]l0 > E colk[ |ak| + ¢4 E |ak| i
2m 2 ST 2 m 2 2
= 00 E (Ll eyl = oy 17 T (2ell ) layl” = otlull, o
onde c!' = o le C;z » sendo C_ a constante de equivaléncia
#
das normas "‘"m e u'"m,Q no lema I.1.1.16.

m
Assim, para u € H#(Q) temos:

2

0.0 = o' lul

a(u,u) + cO“uH 0,0

m
e isto quer dizer que a forma a ¢é coerciva sobre H#(Q).

Também temos dessa expressdo, se c, s 1, que:

a(u,u) + HuHO’Q > c'”u”m’Q :

Se c¢. > 1 +também temos:

o
1
c,” alu,u) + 1uH0,Q z2c_ c Huﬂm,Q
e daf, como ¢~ <1, segue que:
)
-1 2
a(u,u) + “uﬂo’g = ¢, c'“uum’Q .

Assim, em ambos os casos, existe uma constante 12 de~

pendendo somente de o tal que:

m 2
(15) ¥ u € H (Q): Yzluu

m,Q = a(u,u) + lul

0,Q

m
[(em particular, a € coerciva sobre H (Q)].
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As fungbes @, (x) = (21'!)'n/2 e X onstituem uma ba-
se ortonormal de L2(Q) de autofuncgoes para o autovalor a(k)
do operador Ay associado ao problema variacional (HE(Q),;Z(Q),a),
ja que a injecdo de H#(Q) em L?(Q) é compacta, conforme o teo

rema I.1.1.17 sobre espagos de Sobolev periddicos.

Temos entao, pela formula do mini-max, que:
m ) 7
N(d;Hu(Q),17(Q),a) = Card{k € Z": a(k) = S

Para A =2 O anotando Ph = {¢ €R™: a(g) = A}, temos:

(16) med T; =u,(Q) .

Entao, deduzimos da secdo I.1.5 e da formula (16) que
existe constante C dependendo somente de m,M e o tal que:

m

(17)  IN(AHE(Q),12(),a) - u (@) AY2M| < g(1a(n-1)/2m

Para AN €R colocamos:

: m m
Zi = {u € Hy(Q): ¥ v € HO(Q), a(u,v) = AMu,v)}
. m
Claramente temos Zy = ZX(Q) n H%(Q).

Temos pela expressao (15), utilizando as propriedades

I.2.1.2.2 das fungoes N(M;-), que:

N(A32y,17(Q),8) = N(A32y,12(Q), Yp(e,-)p o = (+5)g o) =

12 " . 1.2
= N(L’Jf’l! Z}-’L (Q)’ 2(-’.)I'H,Q)= N(l2 (X+1); Z"\’L (Q))

-1
logo, fazendo M = Y2 (A1), temos:
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(171) N(k;z;,L?(Q),a) < N(u;zy,1%(Q)) = N(u;ZX(Q),Lz(Q))

onde, na Ultima desigualdade, aplicamos a proposicao I.2.1,2.8.

Agora, suponhamos que temos a estimativa (i) da propo

sicao III.3.1, isto é:
2] (n-1)/2m
(177) N 325,(0),12(0)) < oy (aa(m-l)/2m )

(onde Q = (O,Zﬂ)n , como observamos anteriormente).

m m
Da proposigao I.2.1.2.10 com v, = HO(Q) , V= Hu(Q)

e H-= L?(Q), obtemos:
m 2 m 4 m >
N(A;Hu(Q),L7(Q),a) + dim(H (Q) N Z,) = N(MH (Q),17(Q),a) +
+ N(K;Zi,LZ(Q),a).

m
Como dim(Ho(Q) n Zi) < 4w (ver a prova da proposigao

I.2.1.2.10) e aplicando a hipotese (17"), +temos dai que:
n 2 - 2
N(REH#(Q),L (Q),a) < N(K;HO(Q),L (Q),a) +

¢ oy (ua(n-)/2m | (n-1)/2m
e consequentemente temos:
|N(x;H:(Q),L2(Q),a) - ug(@) A28 <
2 ]N(liﬁi(Q)’Lz(Q)’a)__ua(Q) \n/2m) Cl(l+k(n—l)/2m+u(n—l)/2m).

Finalmente, aplicando o resultado (17), obtemos a esti-

mativa (ii) para a proposigao III.3.1l, isto é:
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NG sH (0),12(0),a) - 6, (@) N/28| < (1 4 a(m-1)/2my

n Cl(l + k(n—l)/Zm ” u(n-—l)/zm) < CONSTANTEL 1 + X(n—-l)/2m+u(n—l)/2m]

=
o ¥ »
onde u =%, (M1l) e Yg = Y,(c,)-

Substituindo o valor de M na férmula acima, concluimos
a existéncia de uma constante C, dependendo somente de c_, M e

m tal que:

INCAHL (0),12(0),2) - w@N/20] < o (1 4 A(n-1)/2m),

Isto € a estimativa (ii) da proposicao IIT.3.1 que
queriamos provar para o cubo Q = (0,m)? e portanto, vdlida pa-

ra todo cubo de R™ conforme observacoes anteriores.

Em conclusao, para provar a proposicao III.3.1, temos

somente de mostrar o ftem (i) para o cubo Q = (0,2m)".

Formulas de Green

Para estimar N(u;ZK(Q),Lg(Q)) vamos utilizar o  fato
que ZK(Q) ¢ isomorfo a um espago de tracos, como observa
Métivier, e fazemos as majoracdes dos n-difmetros nesses espagos
de tragos. Vamos construir levantamentos de tragos e para isso
transpomos o operador A# e precisamos das formulas de Green. Em

Aubin [7] podemos obter uma exposicdo sobre essas formulas.

Notacoes:
Seja Q o cubo (0,2m)* de BR™; para p=1,...,n
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Qp e a face de Q da equacgao xp = 2T e para P = N¥l, 64520
Qp = O

a face de Q da equacao

D~

xp—n
Introduzimos os espagos:

2n  m-lal- 3

X= |l i3 (a,)
|a | sm-1 p=l :
2n o+ %
Y= J L H (q,)
la|<m-1 P=1

2n
L= T [ 1%(q)

| o] =m~1 p=1
Temos as injegoes continuas X &L e Y L. Para u
e v em 8(Q), integrando por partes sucessivamente em X1,
Koy eoes Xy temos:
en 5. .q
(18) a(u,v) - (Gu,v) = T T (Tpu,D V) 5
lo|sm-1 P=1 L (Qp)

onde os Tg sao operadores diferenciais de ordem inferior a

_ . o ome a0
2m-|a|-1. Temos para p = 1,...,n: TP+n = Tp .

Fazemos uma pequena indicagao de como obter a expressao
(18):

-1 21

L !
Di,v(xl,x')]o -

Q a
.
(u(xl,x‘),Dxl DX.V(xl,X‘))=‘fé![u(xl,x’) Dy,

1

fo P (o .
1™t o [ AT
- ' v wlf -
Jé Dxlu(xl,x )Dxl Dy (xl,x')ufé'lu(Zn,x')Dxl ch,v(x,}c')|x1:2TT
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L

O 1 al_l a‘ 1 ) D 1 q’].'-w Q’.! 1 )
- u(0,x )Dxl Dx,v(xl,x |x1=O - I X1u(xl,x )Dxl Dx,v(xl,x ;
Q

Assim, as duas primeiras parcelas da Ultima igualdade

vao contribuir para Ti e TP

nel @ para algum B, respectivamen-

te.

Métivier observa que os operadores Tg nao sao unica-
mente determinados, eles dependem da ordem de integragao por par-
tes. Observar também que os Qp sendo variedades com bordo, nao
podemos reter em (18) unicamente as derivadas normais em v. Va-

mos considerar para tudo o que segue, o sistema Tg fixado.
i B s i
Agora, definimos Tu = (Tpu1Qp)|a|£m_1; B 5 5 5 428
Temos entao que:
T 1
(19) n Tu"Y = Cluuﬂzm’Q
onde Ci dependente somente de M.
= i m
Definindo tambem o operador ¥ de H (Q) em X por:

Yy u= (D%, ) .
%’ |a|sm-1; p=1,...,2n

Claramente, deduzimos de (18) e da densidade de 8(Q)
em H(Q) e H2m(Q) o seguinte:

IIT1.3.4 — Lema: Para todo u € Hzm(Q) e todo v € HYQ) +temos:

a(u,v) - (Qu,v) = (Tu,¥v);

~

Agora, vamos procurar prolongar T ao espago:
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85 = {u € H™(Q): Gu € 1%()} .

Observacao:

Como G +tem ordem 2m, segue gue Hzm(Q) < SQ

Vamos precisar do seguinte resultado:

W m
III.3.5 - Lema: O nucleo em HV(Q) de ¥y é HO(Q).

Este resultado foi enunciado na secao sobre espagos de
Sobolev, na parte referente aos tragos, e agora vamos dar uma in-

dicagao da:

Prova: Claramente, o nicleo de ¥ contém #(Q) e como conseqlién

cia H?(Q).

Por outro lado, para |a| < m existe um operador o

de H™Q) em L +tal que:

il

(20) ¥ u € HYQ), ¥ @ € 8(Q): (D%u,u) 5 ~ (u,D%p) 5
T () v 402

B (; u, 0@) .
L

Com efeito, estabelecemos (20) para u € #(Q) por in-
tegracdo por partes; por densidade (20) se prolonga entdo a todo

u € H%(Q).

Dai resulta que para u € Ker ¥, 1 o prolongamento de
u para O (zero) sobre R®\Q (4 =0 fora de Q) esta em

H"(R™) .

Assim, provamos que Ker ; = K?(Q). Como Q tem a pro
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priedade "Lipschitz" (ver, por exemplo,Adams [12]), € sabido que
m m .
K,(Q) = H (Q) e isto conclui a demonstragéo.

Anotamos X o espago quociente de 1™(q) por : H?(Q)

e ¥ o operador de projegao de H'(Q) sobre X,
m m
y: H'(Q) — X, = (5 (Q)/H,(Q))
u —— yu-=u.

Existe um levantamento Ro de ¥, operador continuo

de X, em H'(Q), tal que Yo B, = IdXo 3

— Roﬁ = U+x, x € Hﬁ(Q).

ol

O operador Y o Ro é, conforme o lema anterior, uma

~

injecao continua e esta injec80 permite identificar XO a um

subespaco, nao fechado, de X.

I11.3.6 -~ Lema: Existe um operador continuo 7 de ﬂa em x5

antidual de X, (L € X;: L(au) = alu), tal que:
Yu€ed, ,MveE HY(Q): a(u,v)-(CGu,v) = {Tu, YV)X' < X
0 )
Prova: Basta definir

X = a(u,ROCP) - (GU,RO@)

X 2

M € Xyt (Tu,w)xé

Como indicamos anteriormente, outros detalhes sobre as

formulas de Green podem ser encontrados em Aubin [7].
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Aplicacoes das Formulas de Green

I1IT1.3.7 — Lema: Existe uma constante K, tal que para todo u>0

existe um subespago H de X de codimensao majorada por

K H(n—l)/2m e tal que:
vuen ¥ver: [yl s a2l vl .

Prova: Trocando a constante K se necessério, o lema resulta da

seguinte assercao:

Para todo inteiro k = 0,1,...,m-1; para todo W« > O,

existe um subespago H de Hm"k"l/z(a') de codimensdao majorada

por K u(n—l)/zm tal que:
(21) Ny € H. Ny @ Hk+1/2(Q'): | (u,v) 5 | =<
L=(Q)
= u-1/2 uuum__k_l/z IIVIIK+1/2

onde Q' € o cubo (0,21‘r)r1_1 ge RTIL,

m—-k-—l/2(Q,) e

Para simplificar, seja V =H
W= Hk+1/2(Q'). W estd imerso em L2(Q‘) sendo ai denso; po-
demos entao identificar LZ(Q') a um subespacgo de W' e (21)

equivale a estimativa
(211) N(u;v,w) = k u(n-1)/2n

pois isso significa que:

inf codimy E = K y(n-1)/2m

E€e, (V,W')
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e isso implica na existéncia de H © V de codimensao ma jorada
por K u(n~1)/2m; e para mostrar que de (21!') obtemos (21)
observar, desde que H € e“(V,W'), que:

2 2
u € H: (u,u)V - u“unw, =z cte. ”u“wr

a qual é equivalente a:

2 . 2 2
(21) w € H: w7t flully 2 (82 4 1) Qully, = uly,

Assim, como H<ECV CLC L2 W' e W& L2 < W' , para

W E€EH e v EW temos:

|(u’V)L2| = ”u”L2 “v“Lz = "uHLZ.CTEUVHw ;

Mas, como I° estd identificado como subespaco de W!,

segue (utilizando (21")):

() ol = Tl crslvly < oze u™/2uly Ivl, -

= 18 w2l g g5 Wolir s

Conseqlientemente, temos somente de mostrar a expressao

(21'). Mas, pelos lemas I.2.1.2.6 e I.2.1.2.7, desde que Ve

i e W', temos:
_ 2k+1 2k+1
N(u,V,W') = N(u 2m Ly 12y 4 (e 27 12 y) -
2kl 2k+1 2m-2k+l _ n-1
= N 2" v,If) ¢ N(u 2P gw,1%) <k 2 w2kl
2k+l n-1 n-1
+ Ky 2m  2k+1 _ 2Ku2m

onde, para obtermos a desigualdade, aplicamos duas vezes a estima
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tiva de E1 Kolli (ver secao I.2.2) com V = Hm_k_l/Z(Q’) e

W= Hk+1/2(Q‘). Com isso concluimos a prova do lema.

IIT.5.8 = Lema: Existe uma constante C, dependendo somente de

Cyr M € M; +tal que para todo A 2 O, para todo & = 2\ o espa-
go:

lu € z,(Q): (u,%) 0, para a(k) < 8}

12 (Q)
e de codimensiao em ZL(Q) ma jorada por:

c(1 + 5(n=-1)/2m " l(n-l)/Zm) .

Prova: Para u € Zk(Q) 8, epara v € H"(Q), +temos conforme

o lema III.3.6:
(22) a(u,v) - AMu,v) = <Tu’YV>XéxXO
e com o lema IITI.3.4 obtemos para v € Hzm(Q):

a(u,v) - (Gv,u) = (Tv,¥u); .

Agora, conjugando essa expressao e substituindo em (22),

temos:
(23) (u, (G-2)v) = <Tu,Yu>XéxX0 - (Yu,™v); ;
Em particular também temos:
(24) (a(k)=M)(u,9, ) = {Tu,ye,) - (Yu,™,); .

1
Xoxxo

Precisamos fazer as seguintes:
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Definicoes:

- E o espago gerado pelos Y9, , para a(k) s 5

- F o espago gerado pelos ?wk, para a(k) < 6 .

- G o espago gerado pelos ¢,  , para a(k) = A
Deduzimos de (17) que:

(n—l)/Zm)

(25) dim G = cl(1+x

(é claro isso, pois (17) estima o numero de coordenadas inteiras

em Fl)’ onde C; depende somente de ¢, , m e M.

Denotando E o espacgo gerado pelos ?wk para a(k) <6

temos que dim E = dim E, ademais §¢k © ?wk sao combinacoes

lineares de exponenciais a (n-1) variaveis do tipo exp(iﬁp ; ip)
onde:
kp::(kl,...,kp_l,kp+1,...,kn) e xp::(xl,...,xp_lxp+1,...,xn),
% o}
com k|22 = |k|?® < L a(x) s =
P c, o

Entdo, dai deduzimos que:
(26) dim E + dim F = dim E + dim F < 02(1+5(n-1)/2m)

onde C2 depende somente de c¢

5
Seja Z o subespaco dos u € ZX(Q) tal que:

-% f €E: (ru,f) = 0

1 -
Xoxho

<~ P EFs fyu,fy =0
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-v 9 €G: (u,w)Lz(Q) =0

Resulta das expressoes (25) e (26) que a codimensao de

Z em Zh(Q) € majorada por C(1+6(n_l)/2m + x(n—l)/zm)'

Ademais, resulta da formula (24) que:

Z < {ué€ Zx(Q): (u,wk) 0, para a(k) = 5}.

12(a)

0 lema segue dessas duas ultimas observagoes.

A Prova da Proposicao III.3.1

Seja A > 0 dado; seja 8 = 2A que vamos escolher mais

tarde. SeJa Z o espago:

z=1{u€z(Q)¥k, alk) s s: (u,cpk) 0}.

1(Q)
Seja H um subespago de X dado pelo lema III.3.7
(CodimX(H) < K G(n-l)/zm)’ tal que:

(27) w1 en, ¥ger: |(,8) | < 6720ty lgly -

Enfim, anotamos Z' = {u € Z: yu € H}.
Entao dai resulta juntamente com os lemas III.3.7 e
ITT.3.8 que:

(28) Codimzh(zf) < c(1 + a(p-1)/2m 4 (n-1)/2m,

onde C depende somente de c, , m e I tambem utilizamos ©

fato que:
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Codim, (z') = CodimZ(Z‘) + Codim, (z).
A A

(u,9, )
k
1 =
Para u € Z' colocamos v = a(2)>6 atk)=% %% ,. de sor

2m
te que v € Hy (Q) e (G=\)v = u.

Ademais temos (aplicando a definicao de ”'HZm Q):
’

2m 2
: (k] +1)[(
k (a(k)-M)?

2 2
IWlpg g = ¢ o)l (£>0)

e desde que (u,®, ) # 0 implica que a(k) > 6 > 2N (lembrar

a definicdo de Z e que u € Z' € Z), deduzimos que:

2 | 2
(29) “Vllzm,Q = cllullo,Q
onde C; depende somente de c,. Também temos:
2 2
2
(30) “v“m,g = '—6-' “u”O,Q .

Observamos ainda que:

2
](u’wk)l
vy, . = — L s 0
17(Q) a(k)>s a(k)-A
e com isso deduzimos do lema III.3.6 que:
(31) Re{Tu,yv) = Re a(u,v) - Re(Gu,v) =

=Re a(u,v) - A{u,v) = Re a(u,v) = CBHUHm HV”m

onde 03 dependendo somente de M, ¢é a constante da continuida-

de da forma a sobre HT .
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Finalmente, temos com a formula (23) que:

2
HuHO’Q = (u,u)Lz(Q) = (u,(G—k)V)LZ(Q) &

R9{<¢u9Yv>X wxr (?u:%v)L}
0 o}

e com as expressoes (31) e (27) obtemos:
2 .~ o~
HuHO,Q s Re{ru,yv) - Re(Yu, ™)y < Cgllull vl - Re(Yu,™v) =
< cglall, vl + 872215uly UFvly .

Utilizando finalmente as expressoes (19), (29) e (30)

obtemos:

2

hally o = cslully, Uvly + 6712 BRully chlivlyy, = cglul vl +
+ 872 Yully cp c/2 lull) = cyllully c3/2 712l +
+ 57/25ull, ctlull,
e com a continuidade de ¥ sobre H®(Q) conclufmos que:
2 2

(32) sllully o = Cylull,

Logo, se M & dado escolhemos & = 2uC, e consegui-

mos de (32) que:

2 2
u € 213 2uuuﬂo,Q < [lull, -

Assim, temos para u € Z':

alals < 2l = Dl - &

ou equivalentemente:




o %L

2 2 2 1 2
0 = zullully = ulul] + lul; - 2 ful

ou de outro modo:

Ll < wlull + Jul

e isto quer dizer que a forma (-,-)m ot é fortemente coerciva
b
sobre 2Zz'. Assim, por definic8o, temos que Z'€E eu(ZK(Q),Lz(Q)).

Entao resulta que:
N(u3Z, (Q),1%(Q)) < codimy () (2")
e pela estimativa (28) obtemos:
W, 2 (0),12(0)) # (1 + wlP-dd2m  (a-1)/2a,

e isto, conforme observacodes anteriores, conclui a demonstracao

da proposicao III.3.1.
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III.4 - LOCALIZACXKO

Notacoes

Seja O um aberto qualquer de rR ; seja V um espa-
go de Hilbert verificando para um inteiro m > 0 fixo:

m m

(1) Hyomp(®) S>V S>Hy (@) 1 12(0).

Também anotamos, como Métivier, ®©(V) a classe das for

mas integrodiferenciais:

(2) a(u,v) = J X am,B(x) p*u(x) Dpv(x) dx
|a|=m
|B | <m

que sdo definidas, hermitianas, continuas e coercivas sobre V e

tais que:

€ 1L

¥& ¥ a loc

(Q)

«,B8 = 28,a

(3)

Voo, ¥B; |a|l=|Bl=m: a, 5 € c?(n)

@

onde Lloc(ﬂ) designa o espago das fungOes mensuraveis localmen-
te limitadas em 0 e C°(Q) o espaco das funcdes continuas em
Q.

Para a € P(V) definimos a funcao:

a(x,8) = z a, B(x) §a+8 ((x,€) € 0 x R%).
’
la|=[8|=m
i m
Como explica Metivier, V contendo Hcomp(n) a coer-

cividade de a sobre V implica a elipticidade de a em Q o
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existe uma funcao co(x) estritamente positiva sobre Q, semicon

tinua inferiormente e tal que (ver por exemplo Agmon [14]):
(&) ¥ (x,8) € 0 xR c_(x)]5]°™ < alx,)

Para a € P(V) designamos por MW, a medida de densida

de:

H;(x) = (2m)™ med{t €R™: a(x,%) < 1}

e pela expressao (4), claramente u;(x) é finita para todo x € Q.

Se W ¢ um aberto contido em Q, anotamos V(w) (como
na segao I.2.3) a classe das restrigdes a W dos elementos de V;

introduzimos também o espaco:
(5) Vo(w) = {u€v: ¥a, |a| = m; p*u(x) = 0 para x € a\w}

2

e temos que VO(UO esta injetado em L (w); observamos também pe

lo que assumimos em (1) que:
m
(6) Se wccQ: Vo(w) = Ko(w).
Agora, fazemos a seguinte observacao:
(7) N(A 5V, (0),15(w),a) = N(A;V (u),12(0),a)

onde W < Q. Isso decorre somente das definicoes.

Particoes de 0

Vamos fazer partigoes de 0 com o objetivo de obter es

timativas para N(A;V,H,a).
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Seja 0 um aberto de R™ e V um espago de  Hilbert
verificando a condigao (1). Suponhamos que a € P(V) e que além

disso, a é uma forma fortemente coerciva sobre V, isto &:
(8) Becy >0, ¥Yu€evw: 01UunV = alu,a).

Sejam Q. (k € A) cubos de lado P » dois a dois
disjuntos e tais que ﬁk C . Estamos também supondo que a clas-

se de Indices A ¢é finita. Colocamos:

or = (U q
KEA

w = o\ao'

»
(9)

Claramente temos que Q' € € Q.

m
Da injecao V ©»H

loc(Q)’ facilmente deduzimos com a

expressao (8) que existe uma constante c, tal que:
2
(10) ¥ u € V: 02“u“m,Q' < a(u,u).

Dai deduzimos entdo pela reciproca da desigualdade de

Garding (ver Agmon [14]) que:

(11) ¥ (x,8) BOr R R: 02|§|2m < a(x,8).

Introduzimos os seguintes numeros, os quais terao gran-

de utilidade:

|

(12) M = sup “aa,B 1®(ar)

o |=m
|8 |<m
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i
(13) N=g g BUR sup a_ go(x) - ag o(y)
2 k€A |a|=|B|=m (x,y)&Qkak| a,B o, B |

(14) p=1Inf @ -
k€A

Daqui em diante vamos supor que p < 1.

Vamos simplificar a exposigdo, como Métivier, chamando

Y,Yl,..., as constantes numéricas que dependem somente de M, n

e m; e C, Cl,..., as constantes que dependem somente de Cqs

Cos M, n e m.

Nosso primeiro objetivo é aproximar a forma a por uma
forma a a coeficientes constantes em cada cubo Qk; entao,para

isso definimos:

a“’B(x) = aa’B(x); se x €w

(15) ﬁEu’s(x) = 0; se x €Q' e J|al+|8] <2m

o g e : A T
aa’a(x) = e a, Jé aa,ﬂ(y)dy, se xEQk e |a|=|8]|=m
k

L

Claramente, os EG 8 estao definidos em todo 0 e se
]

la|=|B|=m entdo os a sao constantes sobre cada cubo Q-

o, B

Vamos considerar a forma:

(16) a(u,v) = j { 5 a, o(x) D*u v J dx
Q ’
la|, |B|sm
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Lemas Sobre Particoes de Q

Temos o seguinte resultado:

IIT.4.1 — Lema: A forma a é definida, continua e hermitiana so

bre V. Ademais, existem constantes C; e Yl tais que para to

do &6 € (0,1) e todo u € V wvale:

2
lau,u) - a(u,u)| = Yy(n+s) aluu) + Cq(s172" 4 p1~2m)”u”0’n

Prova: Definimos as formas:

bo(u,v) = [ ' 5 (aa’B—aa,B) D%y DBV dx
W Jal=|8]=n

]

bl(u,v) jé' {' z ag g D% pPy dx.

la|+|8|<2m

m
Como V CLﬁHiOC(Q) e sendo Q' compacto entao b, #©

by sao claramente definidas e continuas sobre V; também sao

hermitiana oi =
Bp0i8 &z g = 8y 4

Temos que a = a + b, + b; e entdo é claro que 2 es-
ta bem definida sobre V e também sendo ai continua e hermiti-
ana.

Agora, lembrando a definicao de 1 e M, ‘temos que:
2
oy (w, )| = ¥y ey luly g0 = %3 1 alu,u)

(a constante Ch surgiu na primeira desigualdade devido a defini

cao de Tm).
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|b,(u,u), = ¥, M & T lu] - lul .
i 2 kéA g,3'sm Y I
J+jts2m

Do lema III.3.3 +temos para € >0 e J=0,...,m=1:

> .2 2
¥ou € H(Q): luly o = ¥ 9e™ uly 0,0y

3.0 < %o + (ol

s Qe

i 1

Tomando € = s Y / Yg_j > 0, deduzimos que:

¥u € HYQ, ), ¥ 8 € (0,11, ¥ J = 0,1,.s,m-1
2 2 ' A § 2
Y _[p~2J =3/ (m=3)
lulj,gk < 5|u|m,Qk + L0070 + 6 ]Iulo’Qk
e cowv conseqliéncia:

2 2
. v rg2-2m , l-m
lulj’Qk < 6Iulm’Qk + Y50p + 67 " 1luly q

Entao deduzimos que para j<m e J!' <m vale a se-

guinte expressao:

2 2
2-2m 1-m
lu]J’Qk ]uld',Qk < Slulm,Qk + Y50p + 6 ]lulo,Qk

2
< alulm,Qk + Y3Epl_2m+-61_2m]|ulo,gk

desde que estamos supondo p € (0,1] e & € (0,1). Para Jj<m

temos:

2 2
-1 2-2m 1-2m
u u = 8 fu + ¥, [s 0 + 0
| IJ,Qk | Im,QI | Im,Q] 4E ' ]lulo,Q]

Agora, observaindo que gL p2REm g gledm g i

obtemos

2 2
1-2m 1-2m
ujl . i i
| IJ'Qk |u|m,Qk < aluIm’Qk + 2Y, (s Fp ]Iulo’

Qk'
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Utilizando esses resultados, finalmente vamos calcular:
|a(u’u) e a(u’u)l s Ibo(u)u)l =+ lbl(uyu)l s

< Ylna(u u) + YZ M =z Z [l lul

k€A F+jt<em 90O

J, J=m

=
t,Qk

2
< Y_na(u,u) + ¥, M £ {const,(m).5|u] +

2
+ constz(YB,Yq,m)'(pl"zm + al'zm)[ulo,Qk} < Ylna(u,u) +
1-2m |, ,1-2myp 42 < 2
+ C4(p + 8 )“ullo,n + constB( 5 ,M,m).aiulm,n

e trocando a constante Yl sy SE€ necessério, o lema segue.
Do lema III.4.1 temos que:

(*) ¥ u € V: a(u,u) - a(u,u) s

< Y, (m8) a(u,u) + C (61 e 1_2m)“uﬂ

e dai deduzimos que para Yl(n+6) £ 1

2
L2, lesmytal

4+ u €V: a(u,u) < alu,u) + Cl(é R
3

Como estamos supondo a fortemente coerciva sobre v,

dessa expressao obtemos a coercividade de a (se Yl(n+5) < 1)
Em particular se Y, 0 <1l/4, +tomando = Z%_ temos que

Yl(n+5) < 1/2 e da expressao (*) obtemos:

2
(17) “ u € V: a(u,u) < 2[a(u,u) + THUHO’QJ
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onde T = Cltpl-zm + (Z%_)l—2m] = Cl[ol_gm + Yi]

Agora vamos mostrar o seguinte:

IIT.4.2 - Lema: Suponhamos que Y; n < 1/4; entdo para todo

5 € (0,1/4 Yl) temos as estimativas:
1 2 ~ 2 n 2 e
N(M ;V,L5(Q),a) = N(M;V,L5(Q),a) = N(M ;V,L°(Q),a)

com
AL - ¥ (n+8)] - Cq0p1 72" 4+ 51720

>
1l

b8l

(1 + ¥ (n+8)I-LA + C (p1720 4 6172M))

Prova: Da hipétese de Y;m < 1/4 temos que & ¢é coerciva sobre
V, pela observagao anterior. Assim, podemos calcular

N(A;V,12(0),8).
Do lema anterior temos:
1-2m , . 1-2myg..n2 By
- C,(8 +p )l - Y. (n+s) a(u,u) = a(u,u) - a(u,u) =
1 0,0 1
2
< Y1 (me8) a(uyu) + o (61720 o p1™2M)u] | o

e com isso obtemos:
" 1-2m . 1-2may 42
— &(u,u) + C,y[6 + o7 Ml 4 = T2 - Y (n+6)] a(u,u)
’

2
— [1 + ¥ (n+6)] a(u,u) = a(u,u) - 01[51—2m + pl_zm]“uno’m =

2
+ Dl—2m] 1141

[61_2m aa O,Q

z d(u,u) - [1+¥,(n+6)] Cq

Aplicando as propriedades I.2.1.2.2 das funcoes N(A;-),

obtemos dai que:
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N(A;V,12(0),a) = N(AL1-Y;(n+8)] - ¢, Lot 2Mypl=2M); v, 12(0),4)

N(A;V,12(0),a) sN(L1+Y, (n+6) I0MC, (8175 M0 ™2™ 15 v,1%(0), 4

e portanto o lema esta estabelecido.

Também precisamos observar o:

IIT.4.3 - Lema: Se Yl n<1l entao temos:

(1-¥; M)P/2% (1) = u_(ar) s (1%, M2y (ar)

)

a a
Prova: Para x € Q' e £ €R" temos, desde que x € Qy para
algum k € A:
1 a+B
a(x,8)-a(x,8 l ‘ _ -
l (x,8)-a(x,§) { T fﬁ ay,8(v)dy aa’s(x)} 3
la|= | | =m L
_ - _ a+8 <
= ' T med 0, J, Eau’B(y) aa,B(x)]dY g 2
la|=|8|=m k

<c, n Y g?™ <Y, qalx,5)

2 n 1 l n ] L4
onde Y; é a mesma constante calculada no lema TII.4.1. A 1ul-

tima desigualdade é devido a expressao (11).

Assim, para x € Q' e & e " ” vale:
(1-¥; n) a(x,8) = &(x,5) = (1+¥yn) a(x,§)

e dai obtemos que:

(2n)'n'f(1_y ds 2 ué(x) = (em)™ j‘ o as
1n)a(x, £)s1 T (1+Y m)a(x,5)=1
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Fazendo uma mudanca de variavel segue:

(1=, M)/t (x) = ul(x) = (L m)TR2M  (x)

A a

Equivalentemente temos:

(=Y, ™20 () s wl(x) = (Y m)PPR L (%)

t
a a

Finalmente, integrando sobre Q!', temos:

(1-Y; MR (ar) s () s (1% M)P/20y (ar)
a a

Portanto o lema esta estabelecido.

Observacoes:

Vamos supor agora, para tudo que segue nesta secao so-
bre partigoes de Q, que Yl n < 1/4. Assim que & ¢é coerciva

sobre V e também a expressao (17) é valida.

Anotamos W, = Hg(ﬂ') e prolongando as funcgoes de
Hﬁ(ak) por O (zero) em Q'\\Qk , identificamos W, com o es-

pago @ Hg(Qk), onde a soma é ortogonal por a e pelo produ-
keEA

to escalar de L2.

Podemos também identificar WO a um subespaco de ¥ oy

temos:

W, © vo(w) =

onde a soma & também ortogonal por a e pelo produto escalar de L?.

Temos o seguinte
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ITT.4.4 - Lema: Existe uma constante C, dependendo somente de

M e de CyH tal que para todo A =2 0O wvale:

j n-1 (n-1)/2m

IN(x;wb,LZ(n'),a) - i, (v a™em] 2g, 3 1mk A
a

2 keA
Prova: Deduzimos das expressdes (15) e (11) que:
¥k €A, ¥ (x,8) €0 xRS c,|g|™ s &(x,5).

Com isso, claramente temos que sobre cada cubo Qk a
forma a é do tipo considerado na secao III.3 anterior. Podemos

entao aplicar a proposicao III.3.1.
Primeiramente aplicamos a proposigao I.2.1.2.11, isto

-
e, temos:

2 - m 2 N
N(As;W,,L (Q1),8) = kgA N(A;H (Q),1°(q,),4a).

Como u_(Q') = = u_(Q), segue que:
a k€A a

2 m
1 pacy 1 2 - 2 ~
IN(AsW,, L (01),8) - u (ar) R o 2, INOH (0, 17(9),8) -

= ua(Qk) ?"n/eml ”

Finalmente, aplicando a estimativa (ii) da proposigao

III.3.1 o resultado do lema esta demonstrado.

Introduzimos para AN = 0 o espaco:

Zy = {fluev/*ve W, : a(u,v) = l(u,v)lg( )]

Vamos precisar do:
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III.4.5 - Lema: FExistem constantes C3 e C, , que dependem sp

mente de Cys Cp © M tais que para todo A = O temos:
2 s
N(?\-;ZhyL (Q),a) =

< N((1+T)CB; V,L2<w)) i 04 kg {1+pﬂ—l(k+'f)(n"1)/2m]

A

1-2m

onde T = Cltp i Yi] foi definido em (17). A notagao

N(u;V,Lz(w)) é aquela comentada na secdo I.2.3 sobre estimativas

m
para os espacgos KO e Hm .

Prova: Para k € A anotamos:

7, (Q) = {u € HO(q) /¥ v € H (): &(u,v) = Mu,v)}

Claramente, temos para u € Z, que u'Qk € 7y (Q).

Fixamos u = O; para todo k € A, considerando o nu-

mero N(u;Zl(Qk),LZ(Qk)), existe um subespago E, de Zk(Qk)
de codimensdo N(u:zy(Q,), 1%(q.)) tal que:
2 2
(18) ¥ £ 88 ullfﬂo,Q} = £l 4
< k
(desde que a forma (. .) - u e fortemente coerciva sobre Ep
m,Qk

pelo lema I.2.1.2.3).

Ademais também temos, do mesmo modo, que existe um sub-

espago Ej de codimensao N(u;V,Lz(Q)) em V tal que:

| s ! F2
- u E EO: LIJUHO,Q = il‘l'f‘-l’v

e desde que w = Q\Q' , temos:
2

2 2
- . 1 11,1
(19) ”V' u E ]1,0. ul[]_]_”O!w = llu;’V
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Seja entao o subespaco:

F=1{uce€ Zyt w €E; e uly €E  para todo k € A}
k

Temos que F ¢é um subespaco de codimesdo finita em

e:

2 2
(20) codimz(x) F < N(u;V,L (w)) + kgA N(u;Zl(Qk),L (Qk)).

Agora, para u € F temos por (19) que

2 2
(21) whally < Nuly

e para k € A, aplicamos (18) a u’Q obtendo:
k

2

(22) wlulg Ug,q = Mg Va g

De (21) obtemos utilizando (8) que:
. i
u“u"o’w < EI alu,u) .
De (22) (somando em k) obtemos:

2 2
wlhully s Tl o,

e dai aplicando (10), segue que:

2
u“uuo’nf = EE a(u,u) ¥
Concluimos entiao que:
2
p ) 1
ullally o = (3; + gg) a(u,u)

e utilizando a férmula (17), deduzimos que:
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2 1 ; 2
¥y € F: uHuﬂo,n < Z(E; + —)[a(u,u) + T“uHO,Q]

e temos:

)
¢ty
Agora, tomamos C uma constante tal que C, > 2
2 N cy+Cy 2
ullully o = 3 &(w,u) + 2 °1%, thall, o =

Cl+02
0102

o 2
- 03-5(u,u) + (2 - 03) T”u”o,ﬂ * CBT”uHO’n

e assim obtemos que:

e cl+c2
3 C1C5

G5

(c )

2 2
thall, o = 8(w,u) - (é? - Dl 4

Isso quer dizer, aplicando o lema I.2.1.2.3, que

F € (Zx,Lz(Q),E); assim temos:
el T
M ' 2 & .
N(EE - 75 Zy,L (Q),a) = codlmzl(F).
Agora, aplicando a formula (20), temos a seguinte expres
sao
2 ~ 2 ) 2
N(gz = T35 25,L7(2),8) = N(u;V,L7(w)) + 2 N(u 52y (Q),L7(Qy)) -
Como tudo acima foi feito para u = 0O fixado arbitraria
mente, dado A 2 O tomamos u tal que A = %L -7 e obtemos
%
que:

N(hizy, L (2),8) = N((m)CysV, L (w)

2
N((A+7)C.325 (0,), L (@,)).
+ kgA ((A+7) 3 5 (Q (Q))

Finalmente, utilizando a estimativa (i) da proposicao
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h(n—l)/2m (h_'_T)(n-l)/Zm Pp—

ITT.3.1 e majorando o termo por

sultado segue.

Assim, concluimos a prova do lema III.4.5 e encerramos

a presente secao.
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IIT.5 - A DISTRIBUICAO DE AUTOVALORES PARA O PROBLEMA VARTACIONAL

(V,12(0),a).

Seja 0 um aberto limitado de R"; seja V um  sub-

espaco fechado de Hm(n) contendo H@(Q).

Para s € (0,1] indicamos por P_(V) a classe das for

mas hermitianas, continuas e coercivas sobre V; para a € PS(V)

temos:
(1) s = [ 1 = e utfv }oax
T4 Jal,l8]<m
(2) ¥ @,8: 8g, 8 = m € L7(n) (0 limitado)
(3) 4 K; + (a,8), |a|=|B|=m; * (x,y) € O x Q:

l2a,50) - 8,511 = Kiag(x,y)1°

onde  dn(x,y) é a distdncia de x a y em Q, isgto é:
dn(x,y) € o minimo de 1 e do limite inferior dos comprimentos
dos caminhos de classe C< ligando x a y em Q. Assim, es-

tamos supondo que os coeficientes 2y .8 sao holderianos.
’

Aqui também vamos supor que a fronteira de 0 tem me-
dida (n-l1)-dimensional finita. Para isso, lembramos a definigao

dada na secao III.l. Para € > O +temos:

~

(4) - 8, =[x €R™ faist(x,00) < €}; o =00,

e fazemos uma das seguintes hipoteses:
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m
(h.1) V=H(Q) e 1lim sup ¢ ' med O < 4o
0 ~ (]
e-+0
(h.2) Q possui a condicao de regularidade de

Métivier (C') e:

lim sup et med ﬁe < o
>
e-0

Com isso, estamos em condigoes de enunciar e demonstrar

o0 seguinte:

III.5.1 — Lema: Sob uma das hipoteses (h.1l) ou (h.2) existem cons

tantes ko, €7 L  tais que:

¥Ye<e , ¥z LO g—2m, N(X,V,Lz(nc)) <Le xn/zm

Prova: Primeiramente, utilizamos a hipotese (h.l) e obtemos que:

(! €y Ve < €yt med Qe < € const.
(onde const. indica uma constante).

Agora, aplicando a proposigao I.2.3.1 com W= Qg e

tomando ho tal que 111(—3(:1(96))\__l/zm.e < 2 med Q_, temos que:
)

¥e<e, ¥ Aa A, e 2 NA;Y,12(0,)) < Y(n,m) 2med oy NV/2P <

< Y(n,m) 2¢ const. \n/2m

m m
onde também utilizamos que V = H_(Q) < K,(Q), e que

) .
med(ne)h_l/zm < med(Qe)h_l/zm- para Az A_ € BE, Assim, o

€
o}
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lema esta provado para a hipotese (h.1l).

Por outro lado, suponhamos que temos (h.2). Dai temos:

e >0, ¥+e < &t med Qs < €.const.

o}
e que, pela proposicao I.2.3.3, existem constantes LO, K e C
tais que:
e >0, ¥ A=A NV L2(Q )) = C med Q 1n/2m
’ o° » ¥ e -1/2m

e, KA

desde que V € H™(Q) e onde 0 = {x GIRn/dist(x,ﬁe) L

€,
conforme definicoes na segao I.2.3.

eQm

Para 0 < € < ¢ se A\ =2 k' e—2m
o 0 o ? (o}

o T
SeJja ko = X
temos:

v =2m _ 2m _=2m _ €0y2m
A= ko 5 =A_ ¢ e & lo(T?) > A,

o o
Assim wvale:

)hn/Zm

1 —2mo . 2
¥e<e, , A=z e N(MV,L(R)) s C med(ﬂa xy-1/2m
-

)Kn/2m

< Q

e,K(ké

‘ - %
Aumentando Ko , Se necessario, para que:

med (Q ) < med ﬁe

e, k(a)"1/2m ¢

obtemos entao:
1 !
Ve < €, V¥ A2 xo g~2m, N(X;V,L2(Qe)) < constante.e ln/zm

isso conclui a prova deste lema.

— SR = xerrEx
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Agora, finalmente estamos em condigoes de enunciar 0
teorema sobre a distribuigao de autovalores para o problema varia
cional (V,LZ(G),a). A demonstragao que fazemos segue o método de

Métivier, mas com maiores detalhes.

Em resumo, temos para a distribuicao de autovalores o]

seguinte:

IIT.5.2 — Teorema: SeJjam Q um aberto limitado de R™ e V um

m ;
subespaco fechado de H"(Q) contendo HO(O); tambem supomos que

uma das hipdoteses (h.1) ou (h.2) ¢ satisfeita.

Seja a uma forma de PS(V) para algum s € (0,1]. De
notando N(A) o numero de autovalores menores ou iguais a A, do
operador associado com a tripla variacional (V,LZ(Q),a); temos

entao:

n n-9
N(A) = u_(Q) A% + O ({5)

com 6 = _S_-SI:I v
Observacoes:
No caso em que Q € um cubo e os coeficientes a, g
s
para |a|=|8|=m s30 constantes, resulta da proposicao ITI.3.1
que:
n n-1.
N(A) = u () 2™ + 0 (12‘” )
Se os coeficientes a, 5 para la|=|8|=m sdo constan
: ]
tes sobre cada componente conexa de Q, Métivier mostra que a es

timativa Otima é:
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n n-1 ~
N(A) = u (2) A2 + 0 (320 Log A

o
\

/

Prova do Teorema IIT.5.2

Antes de comegarmos a demonstragao propriamente dita,fa
zemos algumas observagoes. Primeiramente, sem perda de generali-

dade, vamos supor que a e fortemente coerciva sobre V:

2
(5) q cé ® 0y ¥ou € Ve slun) = cgﬂu“m,ﬂ

(Se a for somente coerciva, por definicdo, existe uma constante

o tal que a + Mo ¢ uma forma fortemente coerciva. O resulta-

o
do para essa forma sera, a menos de uma translacdo nc espectro,de

valor W, , o mesmo resultado para a forma a).

Precisamos também definir:

6 " !
- SO i PN L

Agora consideramos uma particao de Q, como indicamos
na secao III.2, em cubos dois a dois disjuntos e com comprimen-—

tos de lados iguais.

Assim, consideramos para p >0 dado e para
x € z" » O cubo Q com centro em p, e com comprimento de la-

do p; seja A a classe dos indices k tais que Ek c 0; co-

locamos Q' = U Qe W= a\o .
k€A
Entao, podemos verificar que: w C Q para

€




-152-~

Seja P, > O tal que «/n+l p, <€ (eo do lema III.5.2).

o

Retomamos as notacdes da secao III.4; observando a for-
mula IIT.4(10) e a formula (5) desta secao, vemos que podemos mi
norar a constante c, da primeira formula pela constante cé da
segunda formula. Assim, lembrando a definicdo de 1 [ formula

IIT.4(13)], +temos para a € PS(V):

(7) ns X e
2

desde que +n'p € o comprimento da diagonal do cubo Qk de lado

P
Definimos a forma a por III.4(16).

Agora, aplicando a proposigao I.2.1.2.10 a tripla

m
(V,LZ(Q'),é) e ao subespago V _ = HO(O‘) c V; +temos para:

zy, = {u € V: (8-M)(u,v) = 0 ¥ v € H_(a")]

que a seguinte formula é valida:
2 " " Blosusos o D psio %
N(A;V,L7(at),8) = N(A;H (Q1),17(ar),a) + N(r;Z,,L7(Qt),a) -

m
- dim(Ho(Q') n Zx)'

Desde que Q' € Q implica, como observamos na segao
Digy T N(k;V,L?(Q'),a) < N(h;V,Lz(O),é); obtemos da expressao

anterior que:

IN(A;V,12(0),8) - u.(a') AY20| < qin(H (') 0 Z,) +
a

+ INCAED(R1),12(01),8) - w.(Rt) AP/2R| 4 N(A;z,,12(0"),E).
a

Aplicando o lema III.4.4 segue que:
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IN(M;V,12(0),8) - u.(01) hn/zmls C, card A{1ept1 p(n=1)/2my |
a

m
+ N(A;Zk,Lg(Q'),E) + aim(H_(21) N z,)

e novamente, do fato que Q' © Q, podemos majorar N(X;ZK,L2(Q'L§)
por N(k;ZK,Lz(Q),ﬁ) e daf aplicando o lema IIT.4.5 deduzimos
que:

]N(L;V,LZ(Q),Q) - 1 (Qr) Ln/2m| = C, card A{1ep?t L(n"l)/2m} +

a

+ N((M+7)C5;3V,1%(0)) + C, card Af1+p™ L (agr) (n-1)/2my
+ dim(HZ(Q') n Zh)‘

Vamos agora supor dque pkl/zm-—4 @ com AN — «. Mais
tarde, quando escolhermos p, mostraremos que esta hipotese e
satisfeita. Assim, na ultima expressio podemos eliminar a cons-—
tante 1 nos dois termos entre chaves. De gualguer modo, essa

eliminagao que corresponde ao termo (02+Ch) card A poderia ser

majorada por pkn/Zm , devido ao fato que card A < (med Q)p™%
e um termo dessa ordem surge nas estimativas quando majorarmos
N((X+T)CB,V,L2(w)) através do lema III.5.1.

Assim, do fato que W < Q. (e = Jﬁii'p), temos gue

N((A+7)C53V, 12 (0)) = N((M+1)C53V,12(0,)).

Substituindo isso na formula anterior, fazendo tambeéem a

eliminacao acima referida; para p < ¢ [po definido no comecgo

0
desta demonstracao] tomando A =2 Ay 0™2M  om A o= ko(JﬁiT)uzm .

podemos finalmente aplicar o lema TIT1.5.1 e obtermos:

St R T T S [ e ot 8 P T e e W e T L O L e e
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IN(A37,12(0),8) - w_(ar) AP/2m) < C, card A p"* y(n-1)/2m
a

+ Cy card A pn—l(h+T)(n_l)/2m + L E[(K+T)03]n/2m +
m
+ dim (H (') N Z,)

onde T = Cl(pl-zm + Yi) foi definido em III.4(17). Desde que
— 1
estamos supondo A =2 hl o n » podemos deduzir que T =< Cq A e

entao obtemos:

IN(A;V,12(Q),8) - u_(ar) A/20|< C, card A p y(n=1)/2m
a

+ C, card A pn"1E(1+C‘)l](n_l)/2m + L Jnrl pL(14Ce) C h]n/gm +
4 1 e g

-

dim (Hz(ﬂ') N zy) = [02+Ca(1+0i)(n_1)/2m] card A pP1 y(n-1)/2m
+ L Jarl [(1+ci)c3]n/2m o aB/2m dim(HZ(Q') n z,)

m
Agora, vamos estimar dim(H_(Q') N Zh)’ Se
m . m m
u € HO(Q') n Z, entdo u € HO(Q') c H#(Q'); portanto,
u==Iu exp(it.x) onde uy (¢ €z™) sao os coeficientes de
A

Fourier de wu. Como u também esta em Zy 5 vale:
. m
(M™a)(u,v) =0 M v E HO(Q')
Em particular temos:

0 = (M&)(u,u) = = (A-8)(u, exp(it-x), u, exp(it.x)) =

M M

2
(A-5(1)) |, |

m
Como queremos estimar a dimensao de HO(Q') Nz, pre-
cisamos que u, # O (para que tenhamos contribuicdo no desen-

volvimento da série de Fourier de wu). Assim deduzimos que:
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m
dim (H (Q') N 2Z,) = card{t € Z": &(L) = M},

m
Concluimos entao que dim(Ho(Q') N Zk) ¢ o numero de

. . ~ . b
coordenadas inteiras que est@o sobre a superficie do elipsoide:

{e eRr™: d(g) s 2}

Na segdo I.1.5 fizemos esse calculo para Q = (0,2m)" P
o cubo de lado 2m. Essa majoracao ¢ da ordem C(1+h(n+1)/2m)
mas, observando as redugoes que foram efetuadas na prova da propo

sicao III.3.1 concluimos que:

card{t € Z": a(4) = A} = C(1+Dn~l x(n~1)/2m)

para a forma & definida sobre o cubo Q. (k € A) de lado o.

m
Como H_(A'){ar = U @,] pode ser identificado com
0 k€A ¥
m ~
® H (Q), podemos entfio deduzir que:
kEA
m n -
dim(HO(Q') n ZA) = card{2 €zZ": a(2) = A} =<
£ B C[1+pn_1 h(n—l)/Zm} = C.card A{1+pn_l K(n—l)/zm}_
ke€A
Esse fato pode ser provado rigorosamente, seguindo o)

mesmo processo utilizado na demonstracao do lema IIT.4.5.

Novamente, fazemos a mesma eliminacao que antes do ter-
mo correspondente a constante 1 na estimativa para a
m
dim(H_ (a') N Zy) [na verdade, essa constante é desnecessaria pa
ra A>0 pois ela foi introduzida na secao I.1.5 para que no

caso A =0 a estimativa continuasse validal.

Com isso, substituindo essa estimativa do calculo da di
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m
mensao de HO(Q') n Zh na nossa formula principal; obtemos:

IN(A;V,12(0),8) - w.(r) AR/2m|<
a

= (0,40, (1407) (1)/20 4 o gapa 4 pPL a(m-1)/2m

' /2
4+ L Wn+T E(1+Cl)03]n " o \p/am

Assim, obtemos a existéncia de constantes C5 » Po

A, independentes de A e p tais que:

( -2m
Voo <P, VA= M P :

2 n/2m
IN(A;V,L (Q),a) - u_(Q') A | =
a

A~

(8)

n-1 h(n—l)/Zm]

Ls C5[p xn/Zm + card A p

Observando que |u. (") - u_ ()] = I[ Mo(x)dx| e
a a w a
fato que Q\0' = w c Q, concluimos também
(9) Iu;(n') - ”g(m)l < Cg med 0, s Coy 0

Agora, aplicando o lema ITII.4.2 com & = p, temos:

N(A' 5V,12(0),5) = N(A;V,12(R),a) < N(A";V,17(0),8)

com:
1-2m

il

M o= AL 1-Y,(n+p)] = 2C; P

A\ 1"'"2111]

[1+¥;(n+p)] [A+2Cy P

e aplicando a formula (8) obtemos que:

e

do
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(10)

b (1) (ar)P/2m _ C5[P(l')n/2m + card A o™ 1(a'y(n-1)/2my o
a
< N(A'3V,12(Q),38) = N(A;V,12(0),a) =

< N(A"5v,12(0),8) = u_(a1) (A)/2P 4 o fo(an)/2m
a

b GEVR pn-»l (Ln)(n—l)/ij
Do lema IIT.4.3 +temos:
(=20 (a1) = wy(en) s (WLmPEN (a1
Disso, juntamente com a estimativa (9) e a formula (10);

podemos deduzir, utilizando a fdérmula binomial e fazendo majora-

¢coes, a existéencia de uma constante 08 independente de p e A

tal que: ¥ p< Py s M= Ay p"2m:
(11) IN(A 37, 12(0),8) = w (@) N2R] 2 ¢ [(neo) ¥/20 4
+ card A pn_l k(n—l)/zm}_
Observando que card A-pn—l = p_l med Q e desde que
P°2p(0<s =1 e p=1) também podemos deduzir da expressao

(11), utilizando a formula (7) que: existe uma constante Cq in-

dependente de A e p tal que: ¥ p < Py » ¥ A= Al P_2m=

(12) IN(A v, 12 (0),8) - u (R) A/2R) <

" Cgips kn/2m £ p“l l(n—l)/zm}

Assim, dado A suficientemente grande para que possamos

escolher p = x—l/[2m(s+l)] de sorte que o < p. Também pode-
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mos obter que Yln < 1/4 ja que mn < constante.p® e portanto
todas as coisas que dependiam disso s3do validas. Dai também temos

-2m _ 1/(s+1)
Ll 0 = hl A < A

(pois, A grande implica que . ol
> k§+l e isto implica que A2 kl/(s+1) Ll] e portanto

P ll/zm + o com A+, como tinhamos assumido.

Finalmente, aplicando essa escolha de ¢ na formula

(12) obtemos:

IN(A;V,12(0),a) - u,(0) AP/20| <

n§s+l}—s
= 2C. A\ 2m( s+

9

- s 4 1 n-1
2 Cg A 2m(s+1) 220 4 12m(s+1) 3 2I

ou, equivalentemente temos:

e s
(n - )/2m

IN(A;V,12(0),a) - u_(Q) A2® | < 20, & S+
a 9

e isto, € exatamente a estimativa do teorema que queriamos provar.
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IITI.6 - CONSIDERACOES FINAIS

Prova do Teorema III.1.1

Observamos na secdo III.1 com as hipoteses feitas que
as formas B e C sao definidas e hermitianas sobre V(Q) e Hi(ﬂ),
respectivamente. Além disso, supomos que elas tém coeficientes
h8lderianos. Utilizando o lema de decomposicao de Weyl, segao
I.1.4, podemos deduzir a continuidade de B sobre V(Q). Tam-

bém temos que C ¢é continua sobre HO(Q).

No Capitulo II, lema II.2.1, observamos que a forma B

é coerciva sobre V(Q).

A forma C ¢é coerciva sobre Hi(n), pois para uGHO(Q)

temos:
C(u,u) = so(grad u, € grad u) —‘wz(u,u) =
o 5 e, o 2 )
= s llgrad u £2’€(Q) -~ wllu 2 )
e dai podemos calcular que:
2
C(u,u) = c”uqum) - c'Uu”Le(Q)

Esse calculo, é uma estimativa tipica de estimativas a

priori (ver Agmon [14]).

Agora, sob a hipotese (H.2) da segdo III.1l, temos que
a tripla (V(n),sz(o),a) estd nas condicoes do teorema III.5.2.

Portanto, vale a formula:
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" I
Ny (A) = up(a) A%/2 on TEIT/E
0]

para 0 tendo a condigao de regularidade de Métivier.

Utilizando as mesmas hipoteses para a tripla

1
(Hy(2), L°(R),C), segue que:
(n-=55)/2m
1 S+
N, (M) = ug(a) 372 4 o )
(o]

Observando a férmula (7) do Capitulo II, a conclusao

da prova do teorema ¢é imediata.

Observagoes Gerais

Para o calculo da estimativa correspondente a forma C
nao precisamos da condigao de regularidade de Metivier sobre a
fronteira de Q. Isso decorre que a forma C esta definida so-
bge Hi(n) (lembrar que Q limitado implica que a injecao de
HO(Q) em L2(Q) é compactal e assim, basta aplicar o ‘teorema
ITI.5.2 para 0 limitado com a hipotese (H.l) da primeira se-

cao deste capitulo.

De qualquer maneira, como somos levados a fazer a hipé-
tese da condigao de regularidade sobre a »Q para obtermos o]
calculo relativo a forma B; essa condicao estd inclufda tambem
para a forma C. Em conseqliéencia, para provar o teorema das equa
¢oes de Maxwell; podemos sempre aplicar o teorema III.5.2 com a

hipotese (h.2).

Em conclusao, olhando para o objetivo do presente traba

BT ST 1 IR I e St ey o Ty e T T L
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lho, qual seja de obter uma formula para estimar os autovalores
das equagoes do eletromagnetismo; nao precisamos da hipotese(h.1)
no teorema III.5.2 e em conseqliencia poderiamos dispensar:a pro-—
va do lema III.5.1 sob essa hipotese e portanto também a propo-

sicdo I.2.3.1.

Por ultimo, a hipotese (H.l) pedida na secao III.1 &

dispensével mediante as observacoes anteriores sobre a forma C.

Entretanto, tivemos o trabalho de incluir todas essas
hipéteses para apresentar um caso em que nao € preciso exigeéncias
de regularidade sobre a fronteira de Q; para se obter uma esti-

mativa dos autovalores, a menos de (Q ser limitado.

No trabalho de Métivier podemos conseguir outros exem-
plos em que essa exigéncia é dispensada, embora o resultado obti-
do seja mais fraco; no sentido de que obtem somente uma estimati-
va assintdtica, sem o calculo do erro. Para melhor compreensao do

que queremos dizer, enunciamos alguns desses resultados.

Sejam Q aberto de R e V um espago de Hilbert con

4 m
endo Hcomp(n)‘

Suponhamos uma das seguintes condigoes:
m
(i) v CerO(O) e N +tem medida de Lesbesgue finita.

(ii) 0 é limitado, ?Q +tem medida de Lebesgue nula em R" e

v e k%(n).

Entao, para toda forma a; hermitiana, continua e coer
civa sobre V tal que u,(Q) <+ , N(A) associado ao proble

ma variacional (V,Lg(ﬂ),a) verifica:
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2
ln/ m

N(A) ~ u,(Q) (A — +=).

Para provar essa formula assintotica, Métivier wutiliza

-~

o mesmo processo de aproximar a forma a por uma forma a a coe
ficientes constantes sobre cubos. Os resultados necessarios para
isso sd8o as estimativas e formulas das secoes IIT1.3 e III.4, jun
tamente com outros resultados adicionais sobre decomposicgao do
. L] i () . s
comportamento assintotico das fung¢oes N(M;.); nao incluidos no

presente trabalho, porém nao mais dificeis de serem demonstrados.
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