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RESUMO 

Este trabalho descreve algoritmos algébricos para computação em cor­

pos de Galois GF(q), com q = p'\ onde pé a característica do corpo, que pode ser 

arbitrariamente grande. Para fundamentar esse estudo é condensada e apresentada 

Lo ela. a fena.menta algébrica necessária. Os corpos ·finitos são caracterizados , é mos­

trado como construí-los e sua aritmética é analisada. Algoritmos determinísticos e 

probabilísticos são desenvolvidos para. o cálculo de raízes polinomiais e a. fatoração 

de polinômios sobre esses corpos. Este trabalho é materializado pela implementação 

de dois algoritmos, o de Cantor-Zassenhaus e o de Rabin, ambos implementados no 

Sistema de Computação Algébrica MAPLE V Release 3. 
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ABSTRACT 

This work elescribes algebraic algorithms for computing in Galois Fielels 

GF(q), with q = pn, where p is the characteri stic of the fielel anel may be arbitrar.ialy 

large. By justifying thi s work we give a colection of results about top ics of Algebra. 

Dctcnninistics anel probabilistics a.lgorithms are clevelopeel to compute polynomials 

roots anel for polynornia.l factorization in OF(q).This work is materializccl by the 

implementation oi' t.wo algorithms, Cantor-Zasscnhaus's algorithm anel Rabin's algo­

ril.hm, both implemented in MAPLE V Rclease 3 Computer Algebra System. 
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1 INTRODU ÇAO 

Este t rabalho tem como objetivo o estudo de corpos fi ni tos. Além da 

sua caracterização também nos preocupamos com a sua estrutura e aritmética. Adi­

cionalmente, do.is problemas foram estudados com detalhe: A fatoraçã.o polinomia.l c 

o cálculo de raízes de polinômios em corpos finitos. 

As motivações para este trabalho foram múltiplas . 1\ lém da utilidade 

como um módulo de algori tmos na Computação Algébrica, os corpos finitos represen­

tam uma estru t ura apropriada para introduzir a idéia de algoritmos probabilísticos 

nestes corpos. Estudarnos o algoritmo determinístico de Berlekamp [5] e os algo­

ritmos probabilíst icos de Cantor-Zasscnha,us [15], de Ra,bin [28] e de Moenck [26], 

aprofundando naqueles que foram implementados. Os algoritmos de fatoração são 

importantes pelas aplicações dentro da própria Computação Algébrica, que incluia 

resolução de integrais simbólica, fatoração de polinômios inteiros. J\ lém disso uma 

das motivações para a fatoração em corpos finitos são as aplicações em Teoria dos 

Códigos ([4]) e a.p li cações na teoria de comunicações . 

Os algori tmos probabilísticos apresentados aqui são assim chamados por­

que fazem uso de polinômios aleatórios para a sua execução . Nesse sent ido, o custo 

elos algoritmos são determinados baseados em uma distribução uniforme dos coeftci­

entes polinomiais. Neste trabalho nã.o nos preocupamos com esse importante c fasci­

nante assunto que é a geração de números aleatórios. A referencia mais significativa 

para essa área é [22] ,cap.3. 

Apresentamos uma coleção de resultados conhecidos que são a base para 

a caracterização ele corpos fini tos. Damos as provas dos teoremas que julgamos im­

portantes. 

Quanto ao tempo computacional dos algoritmos, fazemos as análises de 

custo somente daqueles que são importantes e necessárias para o nosso trabalho. 
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Ainda neste capítulo, damos uma descrição da computação Algébrica, e 

mostramos, usando exemplos do MAPLE V.3, as vantagens e desvantagens desta d is­

ciplina. Essa descrição se j ustifica pois Computação Algébrica é a á.rea da Matemática 

na. qual este trabalho se insere. 

No capítulo 2, estudamos todos os pré-requ isitos algébricos para a corn­

preensã.o e fundamentação deste trabalho, em particular ao que nos leva. a.o desenvol­

vimento de corpos finitos. 

No capítulo 3 caracterizamos os corpos f-initos. 1\llostramos como cons­

truir tais corpos de Galois e como a aritmética é conduzida nesses corpos. Esse 

capítulo apresenta-se como definidor de nosso ambiente de tmbalho. 

No capítulo 4, descrevemos deta.lhadamente os algoritmos de Berlekamp 

e ele Cantor-Zassenhaus, para. a fatoraçã.o polinomial. A obtenção da matriz ele Ber­

leka.mp utilizada. em outros algoritmos é objeto de estudo pormenorizado. 

No capítulo 5, nos referimos a.os algoritmos de Moenck e de Rabin, para 

cálculo de raízes polinomiais. Sã.o dois algoritmos importantes que se adequam para 

mostrar a diferença entre algoritmos determinísticos e probabilfsticos. Além disso, 

como aplicação do método de Rabin, introduzimos um outro algoritmo para a fa­

toração polinomial. 

As considerações finais são apresentadas no último capítulo, e no anexo 

a.presentamos uma implementação dos métodos de Rabin e Cantor-Za.ssenhaus para. 

a fatoração polinomial em. corpos finitos GF(p), Tarnbém apresenLan10s uma imple­

mentação para o cálculo de raíz:es polinomiais e a sua aplicação para a fatoração 

polinomial. 

A seguir faremos uma breve descrição do que é a Computação Algébrica, 

apresentamos a.lguns exemplos e discutimos algumas vantagens e limitações desta. 

nova ferramenta. tecnológica. 
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1.1 O que é a Computação A lgébrica 

Historicamente o verbo computaT tem sido usado em relação a com­

putação de números. !\computação numérica não só está relacionada com as operações 

ari tmética.s básicas, mas também com cálculos mais sofist icados como funções ma­

temáticas de valor numérico; achando raÍ<:;es ele polinôm ios c calculando autovalores 

numéricos de matrizes. 

Para mui Los cientistas matemáticos, computação e cálculo numérico tem­

se convert ido em sinônimos. Mas a Computação cielífica tem outra componente im­

portante que chamamos de Comput a ção Algébr ica ou Simbólica. Em poucas 

palavras, isto pode ser definido como computação com símbolos representando ob­

jetos matemáticos. Estes símbolos podem representar números Lais como inteiros, 

raciona.is, reais e complexos ou números algébricos, eles podem ser usados por obje­

tos ma.tcmáLicos como funções polinomiais e racionais, sistemas ele equações, e ainda 

por estructuras algébricas como grupos, anéis e álgebras. 

O adjet.ivo simbólico enfatiza que em muitos casos o últ imo intento na 

solução de problemas matemáticos é expressar a resposta. numa. fórmula fechada ou 

achar uma aproximação simbólica . 

. Por algéb-rico entendemos que os cálculos são feitos exatamente de acordo 

com as regras da Algebra. Por exemplo: Fatoração de poli nômios, diferenciação, 

inLegração, expansão em séries de funções , soluções exatas de sistemas de equações e 

simplificaçã.o de expressões matemáticas . 

Nos últimos 20 anos um grande progresso foi feiLo com respeito à base 

teóricn dos algoritmos algébricos e simbólicos. Exemplos de todo esse progresso podem 

ser encontrados em [1 7}, sendo que os mais significativos dizem respeito a fatoração 

polinomial, rcduçã.o de equações é integração simbólica. 
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Devido a complexidade dos cálculos, geralmente envolvidas em com­

pu tação algébrica, sempre que algum software tem ele ser desenvolvido, é necessário 

um conjunto básico de operações (tais como simpliJkação , redução, c forma canónica, 

etc), o que implica na obtenção de um sistema de computação algébrica; um conj unto 

de rotinas, geralmente grandes com um objeti vo específico ou de propósito geral. 

Enumeramos aqui alguns desses sistemas mais conhecidos. 

1.2 Sistemas de Computação Algébrica 

1. Sistem as de Propósit o esp ecial São usadas para resolver problemas em áreas 

específicas da Física e da Matemática .. Alguns dos conhecidos são: 

i) CAMAL (Mecânica Celestial) 

ii) CAYLEY anel GAP (Teoria de Grupos) 

iii ) CoCoA (Álgebra Comutativa) 

iv) DELIA (Análise de Equações Diferenciais) 

v) LIE (Teoria de Grupos de Lie) . 

vi) PARI ('I'eoria de Grupos) 

vii) SCHOONSCHIP( fisica(energia)) 

vii i) SHEEP anel STENSOR (Relatividade Geral) 

2. Sistema de P ropósito Gera l Dão a seus usuários uma grande va.riedade de estru­

tura de dados e funções matemáticas tratando de cobrir diferentes áreas de aplicaçã,o 

como seja possível. Entre elas temos: 

i) AXIOM (1993, para sistemas UNIX) 



ii) DERIVE 

iii) MACSYMA (o mais antigo) 

iv) MAPLE 

v) l\IIATHEMATICA 

vi) REDUCE 

1 .3 Vantagens 

A principal vantagem de um sistema de Computaçã.o Algébrica é a sua 

ca.pacidacle para fazer grandes cálculos algébricos, sem erros. 

Exen'lplo. - Para solucionar 

onde, 

. nzJx2+y2+z2 
sm( J 2 2 ) 

f = y +z 
Jx2 + y2 + z2 

Usando MAPLE V Release 3, sobre uma máquina com 64 MB de memória principal 

mais 200 M 8 de espaço swap, leva 3.667 segundos. 

A computação Algébrica, freqüentemente precede à. computação numérica. 

As fórmulas matemáticas são primeiramente manipuladas para que no final sejam 

computadas numericamente, por esta razão é importante que um sistema de com­

putação Algébrica tenha uma boa interface entre estes dois tipos de computação. 

5 



Usando um sistema de computação Algébrica, podemos nos concentrar 

na análise de um problema matemático, deixa.ndo os detalhes computacionais ao 

computador. 

Urna outra. va.ntage11 da Computação Algébrica é a precesão arbitraria 

que existe nos sistemas. Isso quer dizer que podemos extrair a. precisã.o que quisc­

remos, bastando para isso adequar certos parâmetros . Naturalmente a precisão fica 

restringida pela memória da máquina, mas, em principio, números inteiros como 2 e 

200! são tratados elo mesmo modo. 

A seguir damos algums exemplos do Maple. 
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Exemplos no MAPLEV.3 

Exemplo 1.- Se queremos conhecer a ra.iz quadrada de 3, com uma. precisã.o de 1000 

dígitos t.cmos 

> >evalf(sqrt(3),1000); 

v/(3) := 1.732050807568877293527446341505872366942805\ 
25381038062805580697915193301690880003708114618\ 
67572485756756261414154067030299699450949989524\ 
78811655512094373648528093231902305582067974820\ 
10108467492326501531234326690332288665067225466\ 
89218379712270471316603678615880190499865373798\ 
59389467650347506576050756618348129606100947602\ 
18719032508314582952395983299778982450828871416\ 
38329173472241639845878553976679580638183536661\ 
10843173780894378316102088305524901670023520711\ 
14428869599095636579708716849807289949329648428\ 
30207864086039887386975375823173178313959929830\ 
07838702877053913369563312103707264019249106768\ 
23119928837564114142201674275210237299427083105\ 
98984594759876642888977961478379583902288548529\ 
03576033852808061381972344661059689722872865264\ 
15382266469842002119548415527844118128653450703\ 
51916500166892914154808460712771439997629268346\ 
29577438361895110127148638746976545982451788550\ 
97537901388066496191196222295711055524292372319\ 
21977382625616314688420328537166829386496119170\ 
49738836395495938 

Exemplo 2.- Encontrando o fatorial de 700. 

> factor i al(700); 
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2122040121750272179867875093812352218590983385729207\ 
29945067966492993816021564742044451905166648481\ 
92493214566714970498123275250938748173438383937\ 
57631459228450828499972271274140160311057830558\ 
46363633712407933244782073928110103711266538753\ 
71807902575779192731082629169047504052350550600\ 
84012219492892375635136296622020023178109619818\ 
04617990689745042054891261087058908805650391358\ 
45622110376932887829609001950741309997990359707\ 
11436279339094292032866260496375825461427727555\ 
71000300775290614147063957439002498851191426444\ 
98650064588732269519418995459703339103515885592\ 
32940829569276986080222200289966128343931630028\ 
78920338265474960347351631476526277225717115468\ 
67168628141847287411871479363495016531974574556\ 
60413134506049122044947052623384682088864790673\ 
30956929238421561178801427495490591414836230322\ 
62002468164413019348460802549986473252706061045\ 
12088058712293349862185399243309051299576381718\ 
80624723819523260464261432989407063616375367209\ 
12327516123783482738407578735677175328792425183\ 
37119540602943609411629349009566043720836737401\ 
09088239297503122461253124564268729671705374773\ 
45064433149245581195604799014787362095569251615\ 
17737110399754730551854066328420014728657896286\ 
93652378708020647632715713644131877343275100726\ 
31080569582516938112809572432024601571117786174\ 
72683761623869704457588005158037495665069625778\ 
93089809572579471070163923823152811557961912028\ 
73786892389343351985086659339172571439752777075\ 
905975119893450687017359401696725618647 13107115\ 
01674736899269011608263376217234668896984086251\ 
72643840000000000000000000000000000000000000000\ 
00000000000000000000000000000000000000000000000\ 
00000000000000000000000000000000000000000000000\ 
0000000000000000000000000000000000000000 
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Exemplo 3.- O Maple expandindo potências de polinômios 

%0 maple expande pot\~encias de \pols. 

h := x4 + 3 x3 + 3 x + 4 

> h1 : =expand(h~3); 

h1 := x12 + 9 xn + 27 x 10 + 36 x 9 + 66 x8 + 153 x 7 + 135 x 6 + 153 x 5 + 26tl x '1 + 
171 x3 + 108 x 2 + 144 x + 64 

Exemplo 4.- O Maple ordena os polinômios usando o seguinte comando 

> sort(h1); 

x 12 + 9x11 + 27 x10 + 36x9 + 66x8 + 153x7 + 135x6 + 153 x5 + 264x'1 + 171 x3 + 
108x2 + 144x + 64 

Exemplo 5.- O Maple cria um polinômio aleatório de qualquer grau e com os coefi­

cientes dentro de um intervalo qualquer. 

> f:=randpoly(x,degree=18,coeffs=rand(12378 .. 18765)); 

I := 14004 x18 + 16201 x 16 + 13850 x 11 + 16688 x 8 + 15133 x3 + 12946 

Exemplo 6.- Expandindo e ordenando o produto de dois polinômios. 

> sort(h2); 
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18594 x 27 + 180351 x 26 + 619083 x25 + 1020519 x 24 + 1708526 x 23 + 3835155 x 22 + 
4991329 x21 + 5564619 x20 + 8623878 xw + 10013490 x 18 + 8991552 x 17 + 
10011492 x 16 + 10452894 x 15 + 8761077 x 14 + 7347623 x 13 + 5803641 x 12 + 

4625192x 11 + 3296352x 10 + 1728952x9 + 1996956x8 + 1762020x7 + L996956x6 + 
3445728 x5 + 2231892 x'1 + 1!J09616 x 3 + 1879488 x 2 + 835328 x 

Exemplo 7.- O Maple achando o Máximo Divisor Comum de dois polinômios , 

usando módulo 127. 

> Gcd(h1 ,h2)mod 127; 

Exemplo 8.- O Ma.ple diz quando urn polinômio é primitivo módulo 127 ou não . 

> Primitive(hi)mod 127; 

false 

>Exemplos de C\'alculo; 

Exemplo 9 .-lntegrando 

> int(exp( -x)/(1+x-(3/2)), x=O .. infinity); 

Quando o Maple não pode achar uma. solução devolve o comando. 

1oo _e_ -_x-::-:-:- dx 
o 1 + x3/2 , 

Mas ainda pode-se achar uma solução numérica aproximada dessa inLegraJ. 
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Exemplo 10.- O Maplc fazendo gráfico; 

> plot3d(grafo,-1 .. 1,-1 .. 1); 

11 



1.4 Limitações 

O que tem-se dito elos sistemas de Computação Algébrica. est<i longe de 

dizer que estes sistemas oferecem oportunidades ilimitadas e que são um remédio 

un iversal para a solução de problemas matemát icos. Esta é uma impressão muito 

otimista.. Os sistemas de computação Algébrica têm tendência a. usar muito espaço 

de memória e tempo computacional. O preço que se paga para ter uma aritmética. 

exata é expoHcncial. 

Exemplo: Para a.charmos o MDC de dois polinômios com coeficientes racJOnats, 

usando o algoritmo de Euclides, obtém-se coeficientes com 30 dígitos, (devido a que 

usa a d ivisão longa). 

Existem muitas áreas onde o sistema de computação Algébrica uã.o é 

de mui ta a.j ucla, como exemplo ternos: Equações diferenciais, integração indefinida 

e definida com funções ele Bessel, integração de contorno, inLegr·ação de superfícies, 

álgebras não comutativas. 

Para que o uso de um sistema de Computação Algébrica escolhido, seja 

adequado, precisamos ter famil iaridade com as características básicas do Sistema, tais 

como estrutura e construção de dados, o que faz mais fácil programar eficientemente 

e adiv inhar alguns dos perigos latentes da Computação Algébrica. Espera-se que em 

breve algumas de estas clificultades sejam superadas. 
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2 PRELIMINARES 

Neste capitulo damos algumas definições e propriedades importantes da 
' 

A lgebra. A maioria dos resultados são bem conhecidos e podem ser encontrados 

em qua.Lquer livro texto de Álgebra, (ver [25]) . Achamos conveniente colocarmos os 

resultados aqui, por que eles, em conjunto , re presentam, com boa aproximação , os 

preliminares de Álgebra necessários ao estudo computacional em corpos fin itos. 

Algumas provas são efetuadas quando entendemos que o resultado é im­

portante ou a idéia da prova é interessante. 

2.1 Sistemas Algébricos 

Nesta seção estudaremos alguns dos sistemas a.lgébricos mats comuns 

como sào Anéis, Domínios e Corpos. Admitimos que o le.itor esteja familiar izado com 

a definição de grupo. 

D efinição 2 .1.1. Um con.i~tnlo R não vctzio dotado de d·uas opcmções ( +, · ), jo·rma 

nm sistema algéb1·ico chamado anel , se as segttintes ])?'OP?'iedades são satisfeitas: 

1. (Fl, +) é um grupo abeliano; 

2. a 07Jeração ( · ) é associativa; 

i) a.(b+c) 

ii) (a+b).c 
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N ota.-

1. R é um anel comutativo, se a operação (·), é comutativa. 

2. Um Subanel R', de um anel R é um subconj unto não vazio de R, que 

com as operações de + e · de R, forma um Anel . 

Ex emplo 2.1.1. O conjunto dos inleiTos módulo m {'llm) fot·mant um anel. 

Exemplo 2.1.2. Seja R um Anel comutativo, conside·remos 

Pode-se provar q1te R[x] junto com as opemções bem conhecidas de adiçcio e n"tulti­

plicaçâo entTe polinômios é um Anel comutativo . 

Definição 2.1.2. Seja a(.t) = anxn + ... + a1x + a0 E R[xL então definimos e dcno­

/,amos o gmu de a( x) da seg1tinte maneira 

{

n, 
ô(a(x)) = -oo, 

.se an f; O 

se a(x) =O 

P r oposição 2.1.1. Em R[x] verificam-se as seguintes 7)rozrriedades, 

i) ô(a(x).b(x)) ~ ô(a(x)) + â(b(x)) 

ii) ô(a(x) + b(x)) ~ rnax{ô(a(x)),ô(b(x))} 

Prova. Ver (19]. 

Definição 2.1.3. A característica de mn anel R com unidade é a O?'dem do elemento 

l no gntpo aditivo, isto é, a caracte'I'Ística m é finita, se existe m E N tal que 

m .l = Ü en.lf;O,pamlodol < n < m . 
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Se a ca.racterística de R não é finita, então diz-se que tem característica 

zero. 

Exemplo: Zm tem característica m. 

Exemplo: Z, Q, IR, <C têm característica zero. 

Entende-se que um anel finito deve ter característica finita, mas a recíproca não é 

verdadeira. 

E xemplo 2.1.3. Zp[x] é um anel infinito que tem camcteríslica finita p. 

D efinição 2.1.4. 

i} Um elemento a =/: O em R é dito div isor ele zero, se a .ú = O, pam algum 

b =/: O em R (b também é divis01· de zero). 

ii} Um clem,enio tt =/: O em R, é dito unidade, se u é invertível, isto é, 

'tt .v = 1, para algttm v em R (v = u - 1
) . 

Exemplo 2.1.4. 

i) Em z4 = {0, 1, 2,3}, 2 é diviSO?' de zero, pois 2 =/:o e 2 X 2 =o 

ii) 3 é ttnidade, pois 3 x 3 = ] . 

Os conceitos de divisor de zero e unidade, nos conduzem a duas classes 

importantes de anéis comutativos, uma caracteriza.da. por não ter divisor de zeros 

e out ra. pela. presença. de unidades. Primeiramente veremos aqueles que não tem 

divisores de zero. 

D efinição 2.1.5. Um Domínio de In tegridade D é 1tm anel comutativo niio t?'ivial, 

que nào tem divisores de ze1'o; i. e, 

a .b = O~ a= O ou b =O. 

D efini ção 2.1.6. Um elemento x E D"', um Domínio de Integ1'idade é dito primo, 

se x = a.b(a, b E D") e a ott b é ttma unidade, de otdm maneiTa chama-se composto. 
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D efinição 2.1.7. Um Corpo é um anel comutativo1 onde cada ·um dos elementos nc"io 

nulos é uma unidade. 

Os Corpos são importantes porque neles podemos executar tod<:•s as 

operações a ritméticas. 

E xemplos 

1) Zé um Domínio ele Integridade, mas não um corpo, pois as Lmicas uni­

dades são 1 e -1. 

2) Q, IR, <C são corpos. 

3) Zp, onde pé um primo, constitui um corpo. 

4) Zn é um anel com divisores de zero, se n é composto. 

T e orema 2.1.1. Um Domfnio de TntegTidade finito é um Co1·po. 

Prova. Seja D um domínio de integridade com elementos diferentes e não nulos, 

denotados por 

. para a.lgu m x =J O em D , temos 

Agora cada xdi =J O, po1s D é domínio de integridade, c como di =/: dj ~ xdi =/: 

xclj, se i =J j . De outro modo, teríamos di = di (pela lei do cancelamento, logo 

xd1 , ul2 , . .. , xdn são diferentes e nã.o nulos. Em particular , temos: 

pa.ra algum d · J 

o 
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Teorema 2.1.2. Se um Domínio de Integridade tem camctedstica .finita rn, enUio 

rn tem que ser pr-i-mo. 

Prova. Ver (25]. 

2. 2 Ideais e Anéis Quocientes 

Definição 2.2.1. Dado nm Anel R, um conjunto I é dito Ideal, se: 

i) a - b E f , para todo a,b em I 

i i) T. a e a. T estão em I, para todo a E T e todo r' E R. 

D efinição 2.2.2. Seja a nm elemento de R, um anel comutativo, enleio 

(a) = {ra : r E R} 

é o Ideal gemdo pelo elemento, a , chamado Ideal Principal. 

Exemplo 2.2.1. Sejam~ a 1,a2 , ... ,an em R, Fl anel comutativo, então 

é mn Ideal. 

Definição 2.2.3 . Um Domínio é Principal, se todo ideal é 1n·incipal. 

Seja. R um anel I um ideal de a, definimos a classe de equivalência de 

um elemento r· E R módulo o ideal I como 

r'+ I = {r· + ai : i E I~ a E R} 

É fácil mostrar que o conjunto das classes de equivalência, definidas desse modo, 

formam um anel, chamado Anel Quociente . 
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D efi n içã o 2.2.4. S e.ia R mn anel e I um Ideal, então 

R I = {a+ I , a E R} 

é o a n el q uociente módulo I. 

Exemplo 2.2.2. Nos inleiTOs Z l emse que (m) é um Ideal, e, 

z 
(m) ={a+ (m) : a E Z}, 

é um Anel Quociente com as opemções de classes de eq1Livalência já definidas (cha·ma­

se o Anel Quociente de inlei?·os mód1do m}, já definido no exemplo (ve1· 2.1.1}. 

A seguir damos um teorema que fornece uma notação conveniente para 

R[x]/(m(x)), isto é a notaçã.o de classe, p(x) + (m(x)) é substituída por notação po­

linomial. 

Lem a 2.2.1. Seja 

e (m(x)) = I , 

e·nlão, em R[x ]j I , a(x +I) = a(x) +f. 

Teor ema 2. 2.1. Em R[x], seja I= (m(x)), onde m(x) = x 71 +an_1xn-1+ ... +a1:?;+ao. 

Se.ia a = x + f , entào 

a) R[x]j I= R( a) 

b) ·1n(a) = O 

c} cada {3 E R( a) pode ser expresso tmicamente ela for·rna, bo + b1 a + ... + 
bn-1 an- l (b; E R) 

18 



Prova. 

a) Lembre-se que R(o:), o anel gerado por R U {o:}, consiste de todos os 

valores p( o:) ele todos os polinômios p( x) E .R[ :1: J. Assim, temos que 

b) 

R( o:) {p(o:) : p(x) E R[x]} 

{p(x +I) : p(x) E .R[x]} 

{p(x) +I : p(x) E R[x]} (pelo lema, 2.2.1) 

R[x]/I. 

m(o:) m.(x+I) 

m.(x) + I (lema 2.2.1) 

O + 1, pois nt( x) E I 

o 

c) S~ja {3 = p(o:) E R[o:]. Para algum p(:~:) + (m(x)) E R[:~: ] /(m(x)), se 

prova que 

p(x) + (m(x)) = 1'm(x)(p(x)) + (m(x)) 

(isto é, cada classe p( x) + ( m( x)) tem um único representante de grau 

menor que grau de m(x) , denotada por Tm(x)(p(x))) . Logo pelo lema 

2.2.1, p(x + I) = 1·(x + I) (ie. p(o:) = r(o:)). Assim cada {3 E R[x] 

pode ser escrito na forma: 

19 



Para provar a unicidade, supondo que {3 tem duas representações 

f3 = p(x) e f3 =q(x), com p-f.q 

então 

p(x + I ) q(x+I) 

p(x) + I q(x) +I 

Mas o grau de p( x) e o grau de q( x) sã.o menores que n; logo como 

p(x) + l = q(x) +I, igua.la.ndo coeficientes tem-se que a0 = b0 ,a1 = 

b1 , ... , CLn- 1 = bn-I (Contrad.ição) . Por tanto p(x)=q(x) . 

o 

Exemplo 2.2 .3. Seja 

Z[x] ( ) { 2 } 
( 3 ) = Z a = ao + a 1 a + aza : ai E Z 

X +] 

onde p(a) = a 3 + 1 = O. Se 

e q(a) = 4-6a, 

enlâo 

p(a)+q(a) - 5 - 6a+3a2 

p(o·)q(a) 4- 6a + 12a2
- 18a3 

22 - 6a + 12a2 (usando a 3 = - J ) 
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2.3 Extensão de Corpos 

D efinição 2.3.1. Seja E um corpo1 um subanel F U E é chamado subcorpo de E, 

se fi' po·r si mesmo é um co·rpo; E é chamado um Corpo Bxtensão de F. 

D efinição 2.3.2. Sejam o E E ~ F1 dois corpos, o é dito algébt·ico sob·re F', se 

o satisfaz urna equação polinomial em F , isto é f( o) = O pam algum f(x) E F[x] . 

F( o) = F' U {o} é dito extensão algébt·ica de F. 

O bserve o seguinte diagrama que ilust ra a locali zação da extensão , 

Exemplo 2.3.1. 

E 

F(o) 

I 
F' 

1. .y2 é aLgébt·ico sob·re Q, pois .y2 é miz de x 3 - 2 E Q. 

2. e e 1r não são algébricos sobTe Q . 

D efinição 2.3.3. Seja o E l!J algéb·tico sobre F, definimos o polinômio rnomco 

mín imo de a sobre F'1 denotado por m.cr (x) como o polinômio mônico de meno.,. gmu 

qne tem o como miz. 

Propriedades : 

1 . tncr é único 

2. m 0 é irredutível 

3. Para todo f(x) E P[x}, f(a) =O Ç:? malf(x) 
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Teorema 2.3.1. Seja a algébrico soln·e F Ç E cujo polinômio mínimo é rna(x) soln·e 

F . Então 

Prova. Aplicando o teorema Fundamental do Isomorfismo, se podemos achar um 

cp F[x] _ _ _ _ _ Jmcp ç E 

F[x]jlcercp 

Figura 2.1: 

homomorfismo 

cp : F[x] ---t E cuja imagem é F(a) e cujo núcleo é (m.,:r(x)), então todo estará feito. 

O candidato natura.! para cp é: 

c/Ja(f(x)) = f(a) 

provaremos que 

ii ) f m cpa = F (a) 

De faLo, 

i) Temos, 

ke1·<Pa = {f(x) E F [x) : f(a) =O} 
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isto é, o kernel é o ideal de todos os polinômios em F[x] que têm a 

como uma, rai:-~. Agora qualquer ideal de F'[x] é principal, cujo gerador 

pode ser um polinômio mônico de menor grau. P ara o caso de lcer,n este 

polinômio é por definição , mcr(x) o polinômio mínimo de a sobre F . 

Assim ker<Pa = (m0 (x )) como queríamos. 

i i) Qualquer f ( a) E h n</;0 deve estar em F( o:), por ser fechado, usando que 

F( a) é um a.nel contendo FU {a} . Logo Tm<Po Ç F( a) . Na outra direção 

, temos: 

I m<Pa ~ F[x]/kenp = F[x]/(m0 (x)) . 

Agora mcr(x) é irredutível sobre F o que implica queF[x]/(m0 (x)) e 

por tanto hn</J0 , é um corpo. Assim hn</;0 é um subcorpo de E que 

contem cada a E F(pois <Pa(a) =a) e a (pois <Pa(x) = o} Mas então 

P(a) Ç lm</Jcr, como F( o:), por definição é o menor subcorpo que induie 

F, temos que: 

lrn<Pa = F( a) como quenamos. 

Logo concluímos que: 

'lj; : P[x]j(m0 (x)) --* P(a) 

a(x) + (m(x)) --* a(a) 

é um Isomorfismo. 

o 

Corolario 2.3.1. Seja o: E E com polinô1nio mínimo,rn0 (x) = xn+an-lxn- t + ... +ao. 

Então todo {J E F( a) pode ser ·unicamente ·representado na foTma: 

(b; E F') . 
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Exemplo 2.3.2. 

m(x) = x2 + x + 1 E Z 

m(O) = 1, m ( I ) = 1, 

então 1n( x) não tem faloTes linea1·es) logo é ir-redutível onde a = x + ( x2 + x + 1) c 

podemos jorma1· 

Z2(x]j(x2 + x + 1), que é coTpo 

onde 

Z 2(x]/(x2 + x + 1) ={a+ bxja,b E Z2} 

Z2(a) = {0, l,a,l + a}, 

onde a 2 +a+ 1 =O. As tabelas de adição e m ultiplicação pam Z(a) são 

+ o I a l +a 

o o 1 a l +a 

1 1 o l+a a 

O' a l+a o ] 

l+a l+a O' 1 o 

1 a l + a 

1 1 a 1 +a 

a a l+a 1 

l +a l+ a 1 a 

Obsc1·va-se que a- 1 = 1 +a em Z2[a] . Assim temos constntido 1tm co1·po com 4 

elementos) IZ(a)l = 4 . 

Exemplo 2.3.3. x 3 - 2 é um ]JOlinônúo i1Tedutível sob1·e Q. O Anel Quociente: 
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é 1tm C01'ZJO e.ttensão de Q, onde x3 - 2 tem uma raíz a= x + (x3 + 2) . 

onde a 3 - 2 = O. 

Da divisão de x 3
- 2 ]>elo fator linear x-a, obtemos uma fatomção explícita de x3 - 2 

{usando a 3 = 2}: 

Então em Q( a), x3 - 2 é 1'edutível. 

Teorem.a 2.3.2. Seja f (x) E F[x) um polinômio de grau n maior ou igual a 1. Então 

F' pode ser estendido pam um co·rpo E no qual f(t} tem n mízes. 

Prova. Por indução sobre n. 

i) n = J, entã.o E= F. 

i i) Seja n 2:: 1 c supomos que a afirmação é verdadeira para polinômios de grau k ::; n . 

Agora seja f de grau n + ] ; existe uma. extensão E de F que contém uma raiz a de f 

(ver [25]) . Portanto 

f (x) = (x- a)g(x), em E ' com ô(g) = n 

pela hipótese de indução existe uma extensão f( de E onde g tem n raízes de f e logo 

f tem n + 1 raízes em f{. o 

Definição 2.3.4. Um coTpo de ·mízes sobre F, de 1tm polinômio I(x) E P[x) é ·um 

C01'JJO E q·ue satisfaz 

1. Todas as mízes de f ( x) estão em E 

2. J!) é a meno1· extensão de F que satisfaz {1) . 
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T eorem a 2.3.3. Qualquer polinômio .f(x) E F(x) tem um co-r-po de mízes sobre F. 

P rova.-ver (19] 

2.4 Teorema Chinês do R esto 

Nesta seção estudaremos este teorema que é bastante conhecido. Existem 

dois casos no qual usaremos este teorema, o an~l dos inteiros e polinômios. Estes 

dois casos podem agrupar-se num conj unto mais abstrato como são os Domínios 

Euclidianos. (ver (11]) . 

Teorema 2.4.1. Sejam mt, m2 , ... , m,. intei·ros positivos que sào prinws Telalivos em 

pCL?·cs; isl.o é pam O $ j, k $ 1"1 

j =I= k, 

Se.iam m = m 1.1n 2 ... m,. e a, u1, tt2 , ... , u,. inteiros. Então existe mn 1Ínico inleim tL 

q1te satisfaz as condições: a $ tt < a + m, e 

7L - 'tlt mod ??lt 

u tLr mod m.,. 

Prova. Por clefiniçã.o, se 

u =v rnod mj, 

então 

para todo J 
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como os mj são primos entre si, enLão temos: 

PorLanto existe no máximo uma solução. 

Para completa.r a prova, mostremos que existe a.o menos uma solução, c usamos a 

forma construtiva por adequar-se a métodos computacionais.Pretendemos achar um 

método prático para converter (ut, u2, ... , u,.) até U, segundo Ga.rner (ver (22]) diz que 

pode lcva.r-se a cabo usando só 

(;) T! 
(r- 2) !2 ! 

constantes c;1, 

para 1 < i < j ::; 1·, onde 

1 mod m.i (2. 'I) 

As Ci.i obtém-se usando o Algoritmo Estendido de Euclides que nos permite achar a 

e b tais que 

c podemos fazer a = c;1. Toda vez que se acham as Cij satisfazendo 2.1 , fa%;emos, 

v1 f- u 1 mod m.1 

Entã.o 

27 



é um número que satisfaz as condições: 

{O < u < m, u = Uj mod mj, 1 < J < 1'} 

o 

Um teorema Chinês dos Restos mais geral pode ser enunciado: 

T eorema 2.4.2. Sejam ·u1, u 2 , ..• , tL,. polinômios sobTe um coTpo F', com 

M DC('ui(x ), ttk(x )) = 1, j =f:. k 

Pam qnaisque1' w 1 ( x), w 2( x), ... , w,.( x) polinômios em F[x], existe mn único polinômio 

v(x) E F[x) lal que 

o(v(x)) < o(ut(x)) + ... + o(tt,.(x)) 

e 

v(x) w 1(x)( mod 'ttt(x)) 

v(x) w,.(x)( mod u,.(x)) 

Prova.- Ver [22] . 

E xemplo.- Dados 

e 

U J = 1; 1L2 = 6; U3 = 5, 
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achar um número u que satisfaz as condições do teorema 2.4.1, usando o algoritmo 

cxteucliclo de Euclides (ver (22]pp.325-327), obtemos 

c1,2 = 2; c1,3 = 1; c2,3 = -2, 

usando o algoritmo de Garner temos que, 

VI = 1; V2 = O; V3 = 6, 

e 

Assim temos que 91 cumplc com todas as condições do teorema Chinês dos Restos. 
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3 CORPOS FINITOS 

Neste capítulo trataremos de ca.racteriza.r corpos finitos . Usaremos re­

sultados desenvolvidos no capítulo anterior, para mostrar como são e que ordem têm 

essas estruturas algébricas, que são o ambiente ele trabalho para os a lgoritmos que 

apresentamos no capítulo seguinte. 

3.1 Introdução 

Já vimos que Zp, o anel dos inteiros módulo pé um corpo com p elemen­

tos, se pé primo. Este fato é urr.1<t conseqüência. elo teorema 2.1.1, que diz que todo 

domínio ele integridade fin ito é um corpo. 

Esses corpos são muito importantes em Computção Algébrica, por várias 

razoes . A principal é que a aritmética em ZP é simples e principalmente eficiente, 

pois o tamanho dos números é limitado por p. Esse fato permite que vários proble­

mas sobre os inteiros sejam mapeadas módulo p e resolvidos aí nesse domínio. Tais 

procedimentos são chamados de Métodos Modulares. Exemplos ele problemas resol­

vidos medularmente são fatoração ele polinômios inteiros, Bases ele Grobner e até o 

isolamento de raízes reais. Na busca ela. caracterização dos corpos finitos, veremos sua 

estrutura e como construi-los, basicamente como extensões algébricas de Zr· Nesse 

sentido as operações entre seus elementos já estão definidas como no capítulo anterior. 

Vamos mostr<U' que os corpos finitos têm ca.rdina.lida.de uma potência de 

um número primo. Além disso, os corpos de mesma ordem são isomorfos , quer dizer 

que existe apenas um corpo de cada ordem possível. Além disso, mostraremos que os 

corpos finitos são cíclicos, isto é todos os seus elementos são gerados a partir ele um 

elemento. 
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Como os corpos finitos são essencialmente úni cos, uma notação especial 

é usada, G'P(q) denota o "Corpo de Galois de q elementos", com q = pn 

3.1.1 Estnltura Cíclica dos Corpos Fin·itos 

Mostraremos agora o resultado principal sobre a estrutura dos corpos 

fin itos que seu grupo mltiplicativo é cíclico. 

Lema 3.1.1. Se_jam a e b elem,entos de gtupo abeliano com OTdem m e n, Tespccti­

uamente. Se 111 DC(m, n) = 1 então , 01'dem de a · b = m · n 

Prova.-Ver [19]. 

Teorem.a 3.1.1. S eja G ·um gTupo abeliano finilo e se;a Tn a 01Ylem de algum ele­

mento de o1·dem ma.úm,al de G. Então a onlent de qualqueT elemento de C divide 

m .. 

Prova.-Ver [19]. 

Teorema 3.1.2. S ejct GF'(q) um corpo finito. Então GF(q)"' = GF(q)- {0}, o .'J1'1tpo 

nwlliplicativo de GF(q), é cíclico. 

Prova. Seja !GF(q)l = q o número de elementos de GF(q), e seja a E GP(q)* com 

ordem maximal m . 

Queremos mosLrar quem = q - l ou m. ~ q - 1 ou m ~ q - 1) . 

Pelo teorema de Lagra.nge, a. ordem ele quaJquer elemento de G'F(q)* divide a ordem 

deGF(q)"',cntãom :::=; q - 1. 

Agora para mostrar rn ~ q - 1, examinamos as raízes de xm - 1 em GP(q)*. Para 

qualquer b E CF(q)", o(b) = n, logo n!rn pelo teorema 3.1.1, assim que rn = kn . 

Entã.o 
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logo bm -l =O, isto é cada elemento de GF(q)"' é uma raíz de xm -l. 1\ifas xm - 1 

tem no má.ximo m raízes distintas, logo m. 2: q - l. D 

Qualquer gerador do grupo cíclico GF(q)* é um chamado de elemento primitivo de 

GF(q) . Assim temos provado que qualquer corpo finito tem um elemento primi tivo. 

A questão de achar um elemento primitivo, é importante para a construção do corpo 

fi11ito e, por conseguinte, para a eficiência da aritmética nesse corpo. Questões proba­

bilfstice:ts são importantes aq ui . Dado um elemento O' E GF(p), qual a probabilidade 

de ser primitivo. O seguinte resultado nos fornece de uma ferramenta nessa direção . 

Teorema 3.1.3. Seja !GF(q)! = q. Então GF(q) tem </J(q- 1) elem.entos p·rimitivos
1 

onde <P é a j1mção de Euler. 

Prova.- Ver [25]. 

Por exemplo num corpo de 9 elementos , GF(32
) , existem <fy(8) = 4 geradores. 

3.2 Corpos Finitos como Extensões Algébricas 

Aplicaremos a teoria de extensão de corpos à teoria de corpos finitos, com 

o objeti vo ele descrever a estrutura das extensões finitas. A propriclacle cíclica tem 

influência dominante sobre a estrutura dos corpos finitos, como poderemos observar. 

Lema 3.2.1. S eja GF(q) 1tm co·rpo finüo IGP(q)l = q. E'ntão pant todo f3 E C:F(q)* 

é Taiz de xq-l - l. 

Prova. !CF(q)*l = q - 1 

ora para todo f3 E GF(q)", o(/3) I q- l (pelo teorema de Lagrange) , isto é, 

k o(/3) = q- l 

D 
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Como corolário óbvio, vale o seguinte teorema, 

Teor em a 3.2.1. Seja F COT'JJO finito e G'P(q) uma extensão finita de F. Então para 

todo {3 E C: F( q) é algébrico simples sob1·e F . 

Teorema 3.2.2 . Seja F wn co1·po finito e GF(q) uma extensào finita de F, enl{io 

Gfi'(q) ~ F[x]j(ma(x)) 

onde ma(x) é o 1Jolinômio de 1tm elemento prim.Úivo a de GF (q). 

P rova. Do teorema 3.2.1, GF(q) é F( a) a extensão sim ples de F, então 

F, (rv) ~ F[x] , l 3 .... ( ( )) pc o teorema 2. · .1. 
171a X 

Pelo corolário 2.3.1 do teorema 2.3.1, cada {3 E G'F'(q) , extensão ilni ta de Ji', pode ser 

escrito de forma t'inica como 

e 

n = â(ma(x)). 

o 

Isso nos garanta o seguinte resultado: 

Corolario 3.2.1. Seja F coTpo finito com IFI - p e GF(q) uma extensão finita . 

Enlil.o IG F( q) I = pn 1 pam alg·um inteiro n > O 

Exemplo: Supondo p = 2, n = 4, então analisam os o Corpo GF'(2'1) . 

Sejam z2 = {0, 1} e o polinômio p(x) = x4 +X+ 1, verifica-se que p(x) é irreduiível. 
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Agora p(x) = x'1 +:v + 1 tem uma raiz o em uma extensão de Z 2, 

e também x4 + X+ 1 é o polinômio mínimo ele Cl' sobre z2. Onde cada elemento de 

G F(24
) pode-se represent.ar de uma única maneira: 

Assim Z 2(o) = Z/(x2 + x + 1) é um corpo Extensão de Z 2 com 16 elementos. Ob­

servemos uma tabela 3.2 dos elementos de Z 2(a) junto com seus poli nômios mínimos 

sobre Z2. Sabemos que a4 + a: + 1 = o 
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{J a o 0;1 a2 0;3 Pol inômio mínimo sobre Z 2 

o o o o o X 

1 1 o o o x+l 
O; o 1 o o x4 + x + 1 

0;2 o o 1 o x4 + x + 1 

0:3 o o o 1 x4 + x3 + x2 + x + 1 

1+ a = d 1 1 1 o o :1:
4 +X+ 1 

0: + 0:2 = 0:5 o 1 1 o x2 + x + 1 

0;2 + 0:3 = 0;6 o o 1 1 x4 + x3 + a;
2 + x + 1 

1 + O; + 0:3 = 0:7 1 1 o 1 x'1 + :~;3 + x2 + x + 1 
o: + o? + o:4 = o:s .I o 1 1 x4 + x3 + 1 

o:+ a3 = a9 o 1 o 1 x4 + x + 1 

o:z + a'' = 0:10 1 1 1 o x'1 + x3 + x 2 + x + 1 

o:3 + a2 + a = 0 11 o l 1 1 x2 + x + 1 
0;12 1 1 1 1 x 4 + ~z;3 + 1 

0:13 1 o 1 1 x4 + x3 + x2 + x + 1 

a H 1 o o 1 x'1 + x3 + 1 

1 = 0;15 1 o o o x+ 1 

Tabela.: Uma R ep resentação de GF (2'1) 

Queremos veri fica.r que a 5 tem polinômio rnínimo x 2 + x + 1 sobre Z 2, 

entã.o notemos que x 2 + x + 1 é irredutível sobre Z 2, pois não tem raízes em Z 2, 

ta.mbérn 

0;10 + 0;5 + 1 

= ( o:
2 +o: + 1) + (c?+ a)+ 1(Da tabela..) 

o, 
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se reduz para zero , usa.uclo a.ritméLica módulo 2, c assim c mostramos que :~; 2 + x + l 
é polinômio mínimo de a 5

. Da mesma maneira se verifica para os ouLros polinômios. 

Na Labela observamos que as potências ai formam GF(24
); devido a. que o polinômio 

irredutível x'1 +x+ 1 tem um elemento primitivo de GF(24
) como raiz, Lal polinômio 

é chamado Primitivo. Em geral um polinômio irredutível de grau n sobre G F( q) é 

dito Primi tivo se tem um elemento primitivo de GF(qn) por raiz. 

Podemos verificar que nem todo polinômio irredutível é primitivo, por 

exemplo 

x'1 + x3 + x2 + x + 1 é irredutível sobre Z 2 • Assim cada elemento de, 

pode represenLa.r-se corno, 

onde /3'1 + {33 + {32 + f3 + 1 =O, mas /3 não é primitivo. 

A ordem de /3 é 5, pois 

{J<I + /33 + /32 + {J + 1 o 
/35 + /3'1 + /33 + {32 + /3 o 

/34 + /33 + /32 + /3 + 1 + 1 - {35 

o+ 1 /35 

3.3 E x istência e Unicidade de Corpos Finitos 

.Já vimos no capítulo anterior que se um domínio de InLegriclacle tem 

característica finita esta tem que ser prima. Por tanto um corpo finito tem que ter 

.necessariamente característica um número primo. 
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É fácil ver que um corpo CF(q) de característica p contém um subcorpo 

de p elementos que podemos identifica-lo como Zp. Com essa identificação aplicada 

ao teorema 3.2.2, podemos caracterir.a.rmos corpos finitos: 

Teorema 3.3.1. Qualque1· corpo finit o GF(q) tem pn elementos pa·ra algum p·rimo 

p e algum n E N. Onde p é camctedstica de G F( q) e n é o gmu do polinômio 

minimo de um elemento pTimitivo Ct de GF(q) sobTe z1,. 

Ainda. existe a questão da unicida.cle e existência . Por exemplo Z 2f( x2 + 
x + l) e Z2j( x'1 + x + 1) são isomorfos? . Para cada p e cada n exis te um corpo finito 

com pn elementos? . 

Para. respondermos tais questões , necessitamos de algums resultados auxil iares . 

Agora most raremos a unicidade dos corpos finitos. 

Lema 3.3.1. Sejam a1(x), a2(x), ... , a1(x) jato1·es distintos irn~dtdíveis de f(x) E F[:v], 

então 
fJ 

IT a1(x) I f(x) 
1=1 

Proposição 3.3.1. S e,ja GF(qn) com elementos a0 = O, o:1,a2 ,··· ,aQ . J!)ntâo sobTe 

G F' ( qn) , xQ - l tem a seguinte fatomçâo irredutível: 

Q 

:c Q - 1 = II (X - CYi) 
i=l 

Proposição 3.3.2. Sejam m1(x), ... ,m1(x) todos os polinômios mínimos distintos 

dos elem.enlos x de GP*(qn) sob·rc GF(q). 

Então sob·rc GP(q), xQ- l tem. (L seguinte fatomção: 

L 

x0 - 1 = II m1(x) 
1=1 

Prova. Ver [25]. 
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Corolario 3.3.1. Se a E GF(qn) tem ]Jolinômio mínimo ma(x) sobre GF(q) , ent<io 

m a ( x) tem mízes distintas em G F ( qn) 

Exemplo 3.3.1. Se 

Q = 2'1 
- 1, e·ntão x 15 

- 1 = xQ - l , queTenws a falomção i1Tedutível, 

i) Sobre C F(2'1) , temos 
Jtl 

X 15 - 1 = rr (X - at 
i=O 

onde a é um elemento pT?>milivo de GF'(2'1), isto é, a é uma ·raiz de x4 + x + 1. 

ii} Sobre GF(2) 

x 15
- 1 - (x + l)(x2 + x + l)(x4 + x + l) 

(x4 + x3 + l)(x4 + x3 + x2 + x + 1) 

O próximo resultado garante a unicidade de GF(q). 

Teorema 3.3.2. {Unicidade de GF(pn)) QuaisqueT dois coTpos com pn elementos 

são isom01:{os . 

Prova. Se F é um corpo com pn elementos, então tem característica p, logo F é 

uma exknsão de Zp. Pela proposiçã.o anterior, fazendo Q = pn - 1, xP"- l - 1 tem 

a seguinte fatoração irredutível sobre Z p; 

/, 

X 7)"-l - l = rr mt(X) 
1= 1 

Onde os m1(x) sã.o polinômios mínimos dist intos dos elementos ele F*. 

Escolhendo a um elemento primitivo de F, então 
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Suponhamos agora que O é um outro corpo com pn elementos e por 

exatamente as mesmas razões que as de acima xP"- I - 1, tem a seguinte fatoração 

irredutível sobre 'llp 

L 

xp"- l - 1 = II mt(x) (3.2) 
1=1 

Onde os 1T!.1(x) são os polinômios mínimos sobre 'llP de G* . Mas 3.1 e 3.2 conducem 

a duas fatorações de xP"- t - 1. Pela unicidade da fatoração, a família de m1(~c) deve 

coincidir com a famíli a de il~t(x). E tn particular rnt(x) = m.e(:t) para algum (:J E G. 

Logo pelo teorema anterior 

Como 
2

( ·) ~F tem pn elementos, assim como o subcorpo 'llp((:J) de G, por tanto 
'nl0 X 

o 

Resta-nos mostrar a existência de corpos finitos, isto é, 

Teorem.a 3.3.3. Para cada p1·imo p e inteú·o n > O, existe um CO?'po com pn 

elementos. 

Prova. Consideremos o polinômio 

f( x) = xP" - x em 'llv(x). 

8 ntão f( x) tem. um corpo de raízes 2.3.2: Uma. extensão C:F(q) de 'llp, que contém 

todas as raízes de f(x) é tal que nenhum subcorpo, próprio de G'F(q) ten ha todas as 

raízes de f(x). Agora mostremos que o corpo de. raízes de .f(x) tem exatamente pn 
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elementos. Observamos que .f(x) tem 7J11 raízes não necessariamente distintas. Corno 

pelo criterio de multiplicidade de raízes, temos que as 7J11 ra,ízes sã.o distintas . Prova­

remos que as ra.ízes de f(x) = x7}"- x forma.n um corpo. De fato, 

Se 7't, '~'2 são raízes de f(x) , então, 

o 

Assim temos provado que as raízes de f( x) são fechadas com respeito da. 

adição, e se 

1,7>" rP" - .,. 1" 
- 1 2 L 2 

é fechado com respeito ao produto. É fá.cil verificar as ouLras proprieda.des de corpo. 

Portanto, ternos construido um corpo com 7J11 eleme11tos, o corpo de raízes ele xPn - x 

o 

3.4 Aritmética em Corpos finitos 

Teremos aqui alguns fatos importantes sobre a aritmética de corpos fini­

tos. Um primeiro fato bem conhecido, é o chamado ele Pequeno Teorema de Fermat 
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que junto com suas conseqüencias, é uma das razões mais importantes da eficiência 

da aritmética em Corpos finitos . 

Lema 3.4.1. Todo elemento a E C F(p) satisfaz aP =a. 

Prova.- Ver [19] . 

Lema 3.4.2. Em mn domínio de camcle1·ístíca p, tenws 

Prova . 

o k-ésimo termo O ::; k ::; p: 

a = a P (
77) kbk P(P - L) ... (p- (k - l) kb -k 
k k ! 

ora como 

(~.) r. é inteiro 

k ! I p(p- l) ... (p- k + 1) mas 1\1! DC(k !,p) = 1 

assun k ! I p(p - 1) ... (7J - k + 1). e cada k-ésimo termo entre O e pé do tipo p.rn =O 

pois o domínio tem característica p. o 

Corolario 3.4.1. (a+ b)P" = aP" + bP" em mn domínio de caracte'rÍstica p. 

Na seçào anterior caracterizamos corpos finitos como sendo anéis quocientes de Zp[x]/( m( x )) 

com m(x) polinômio irredutível em Z1,[x]. 

Ainda resta a tarefa de encontrarmos um polinômio irredutível de grau n e em Zr. O 

resultado seguinte nos dá. um critério de irredutibilidade. 

Le1na 3.4.3. S ejam L1, ... , lk, todos os divisores pr·imos de n e denotemos ~ mi. 

Unt polinômio g( x) E Z 71[ x] de gmu n é hTedntível em Z 1Ax] se e somente .se, 
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i) g(x) I xP" - x 

ii) M DC(g(x ), xP"'• - x) = 1, 

Prova.- Ver [l 9] 

O próximo resultado nos mostra. a. quantidade de polinôm ios irredutíveis 

de um grau dado. 

Lema 3.4.4. Denotemos por m(n) o número dos dije1·entes polinômios mônicos em 

Zv(x] de gnm n que são Í1TedtLtÍveis . Então 

1 m(n) "' 1 -< --=-
2n - ]J11 n 

onde Ji~ é o núm.e1·o de todos os polinômios mônicos de grau n. 

Prova.- Ver [27] . 

OPERAÇOES 

• Os e lementos em 

Z v[x] mod (m.(x)) = {1J(x) E Z 7>[x]: 

ô(p(x)) < ô(m(x))} 

• A soma e resta são definidas como em Z 7>(x], e o produto e o elemento 

inverso se definem da seguinLe manei'ra, 

p(x) * q(x) = Tm(x)(p(:c )q(x )) 

1 
-( ) = s(x) mod m,(x) 
]J X 
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onde M DC(p(x ), m(x )) = 1 c p(x )s(x) = l 

• O elemento zero e a unidade são, 

(m(x)) = {m(x)p(x") : p(x) E Zv[x]} 

e 

·1 + (m(x)). 

A seguir apresentamos dois algoritmos para determinarmos polinômios 

irredutíveis de grau nem Zv[x], com isso concluindo a tarefa ele construção de GF(pn). 

3.4 .1 Algoritmo de Rabin para Polinômios Irredutíve·is 

Algoritmo 3.1. 

Repetir: 

(1} Gem1· ·nm. polinômio m,ônico aleatÓTÚJ) g(x)) de gmn n sob1'e G'F(p) . 

(2} Se g(x) I (xq- x) = 1, enlão a condição (i) ocorre. 

(3) S e J\'fDC(g(x),(xPi- x)) lJCL1'CL todo ni = njk;, onde os k; são todos os 

divisoTes p1'imos de n, então a condição (2} oco1-re. 

!lté que (1} e (2} (condições de 3.4. 3 oco.,.mm. 

A prova deste algoritmo é direto de 3.4.3. 
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3.4.2 Algor'itmo de Calmet para Polinômios Irredutíveis 

Em (14] se prova que um método melhor resulta da subsLi t ução do passo 

(1) e (2), e a. construção da matriz Q de Berlekamp,( ver capítulo seguinLc) 

Algoritmo 3.2. 

Flcpeíir: 

{i} Gem·r um polinômio mônico aleatÓ1'Í01 g(x) de gmu n sobTe GF(p) 

(2} S e g(x ) é liv·l'e de qnadmdos, então o passo (1) ocorre. 

{3) S e o passo (1) ocorre, const·rui·r a matriz Q segundo f5 . Se o número 

de velol'es linea1·mente inde71endentes é 1, enlão o Jmsso {2) oco1·re. 

Alé que o passo (2) oco1-re. 

O tempo médio computacional para o método de Rabin é o(n"(log P?), 

e o de Calmet é levemente melhor, o(n'1(log p)2 + n3 (1og p)3) .(Ver (12]) 
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4 FATORAÇÃO DE POLINÔMIOS EM UMA 
VARIÁVEL 

Apresentamos e clesenvol vemos algoritmos para a fatoração de polinômios 

ern corpos finitos. 

4.1 Introdução 

A fa.toração polinomial é uma operação importante na manipulação algé­

brica, é importante não somente como rnaneira de achar raízes ou fatores, mas 

também por ser usada como suba.lgoritmo em outros processos tais como a integração 

simbólica, simplificação , solução ele equações polinomiais, etc. Naturalmente deseja­

mos ter um método rápido e eficiente ( e assim nos clirig.imos a estudar a eficiência 

elos algoritmos para fatorar). 

Todos os problemas de fatoração polinomial são reduzidos ao problema 

de fatoração de polinômio mônicos com coeficientes inteiros a uma. variável, mesmo 

problemas de fatoraçã.o de polinômios a vá.ria.s variáveis em extensões algébricas. 

O método de Kronecker (ver [22]) foi o primeiro método usado para 

fatorar polinômios univariáveis sobre os inteiros. Mas o algoritmo é ineficiente e se 

mostra que o custo cresce exponencialmente com o grau do polinômio a ser fatorado . 

Esta ineficiência fez que se desenvolvessem métodos homeomórficos. Es­

tes métodos reduzem o problema para o caso de uma variável, com o polinômio 

reduzido módulo um primo p. O polinômio resultante é então fatorado sobre o corpo 

fin ito Z1) = GF(p). Alguns destes fatores serão usados para determinar os fatores 

sobre Z. 
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Vemos portanto que a fatoração de poli nômios em corpos fini tos é impor­

tante não só por si mesmo, mas também como urn subalgori tmo para vários métodos 

homomórficos. 

Varios métodos são considerados neste trabalho, entre os quais, o método 

de Berlekamp, o ele Cantor-Zassenhaus, e o de Rabin (ver [15], [22]) . Nosso problema, 

principal é achar um f"ator sobre Z 71• Muito do trabalho nesta á rea foi feito por Ber­

lekamp [5], ele desenvolveu o primeiro algori tmo ele Fatoração completa que trabalha 

na ordem de o(n3 p) passos, para fatorar um poli nômio de grau n sobre Z . Uma das 

desvantagem deste método foi o termo p usado na análise do tempo. Tsto restringiu o 

método para corpos relativamente pequenos. Depois o mesmo Berlekamp [6] refinou 

seu método de tal maneira que o problema de fatorar se reduz a encont rar raízes ele 

um polinômio num corpo finito. Ele most ra que o problema pode ser resolvido num 

tempo proporcional a p1/ 4 log p3/2. 

Neste capítulo estudaremos métodos -para a decomposição de polinômios 

numa variável em corpos finitos . Inicialmente veremos como é possível obter um 

algori tmo efi ciente para uma decomposição li vre de quadrados, a seguir varias métodos 

probabilísticos para a fatoração serão discutidos. 

Dado U(x) E GF(q)[x] onde F é um corpo finito, é poss ível obter únicos 

polinômios distintos u 1 (x ), u 2(x ), ... , ttn(x ), irredutíveis com coeficientes em G F( q), de 

ta.l modo que 

U(x) = tl~ 1 (x ) . u~2 •••• tt!'(x) 

onde s 1 , s2 , •. , s.~ são inteiros maiores do que zero. A ga.rantia el a. existência e unicidade 

elos ui é dado pelo fato de GF(q)[x] ser um Domínio Euclidiano portanto ele Fatoração 

UI1 1Ca. 

Neste capítulo trataremos justamente de como obter os tLi . Entretanto a maioria dos 

métodos requerem que a potência de Ui seja 1, isto é, que o polinômio seja livre de 

qua.clrados. Por isso precisamos conhecer ta.! decomposição. 
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4 .2 Decomposição livre de quadrados 

Seja. um polinômio p(x) de GF(q)[x] onde R é um anel de característica 

zero. É posível que p(x) ~enha fatores múltiplos, quer dizer, que exista um polinômio 

q tal que q2 divida. p(x) (talvez numa potência maior que 2 divida p(x ), ainda neste 

caso é verdade que rP divide a p(x)).Obvia.mente podemos encontrar todos os fatores 

múltiplos fazendo uma fatoração completa de p(x ), mas existe uma forma mais simples 

que descreveremos. É suficiente considera.r p(x) mônico. Suponhamos que p(x) seja 

fatorado num produto de fatores lineares: 

p(x) = IT(x - a;t', 
i=l 

onde os a; podem ser quantidades algébricas sobre R (fazemos esta fatoração só para 

a prova). 1\. der i va.cla ele p( x) é: 

i =l i= I 
i 'I: i 

Supondo que p'(x) =fi O, é óbvio que para cada i, (.x - ai)n,-l divide p(x) c p'(x ) . Por 

outro lado cada polinômio que divide p(x) é um produto elos (x - ai) para uma potência 

menor ou igual que n;. Por tanto o MDC (máximo divisor comum) determinado é o 

produto dos (x -ai), para uma potência ni- 1 ou n;. Mas esta potência não pode 

ser n;, pois (x- ai)n; divide todos os termos de p'(x) exceto um, c portanto não pode 

d ividir p'(x ). Assim que ternos provado o seguin te resultado: 

n 

d(x) = M DC(p(x ), p'(x )) = II (x- a;r;- t , 
i=l 

J\ssim 
) 

n 
px 

q(x) = fltfDC(p~~:),p'(x)) = g (x- a;) 
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Então 
n 

MDC(q(x),NJDC(p(x) ,p'(x))) =TI (x-ai), 

pelo que deduzirnos 

h(x) = q(x) 
Nf DC( q(x ), M DC(p(x ), p' (x )) ) 

i=l 
n,>l 

n rr (x-ai) · 
i = l n,= l 

O lado direito desta equação é o produto de todos os fatores não-múltiplos de p(x) e 

most ramos como calcula-lo usando só operações de derivação, divisão exata e MDC. 

Estas operações não sairarn de CF(q)[x] o que implica que este produto pode ser 

calculado em GP(q) [x] por um método eficiente e rápido. Em resumo, ca.lcularnos 

como um resultado intermediário o MDC(p(x),p'(x)), que tem os mesmos fatores 

múltiplos de p(x), mas com a potência reduzida em 1, o mesmo procedimento que se 

aplicó à p(x) agora é aplicado ao M DC(p(x ), p'(x )), então estamos calculando iodos 

os fatores de J\!IDC(p(x),p'(x)) de multiplicidade um, é dizer os fatores de p(~;) de 

multiplicidade 2. E similarmente para os fatores de multiplicidade 3, ... etc. isto é, por 

meio de cálculos simples em GF(q)[x] podemos fatorar da forma l1 p(x)ii, onde Pi(x) 

é o produto de todos os fatores de p(x) de multiplicidade i. Nesta decomposição de 

p(x), cada Pi(x) não tem fatores múltiplos, c os Pi(x) são relativamente primos entre 

s1. Esta decomposição é conhecida com o nome de Livr·e de qua<lmdos,vcr[30] . 

Se U'(x) =O, entã.o o coeficiente ak de xk, somente é diferente de zero se 

k é múltiplo de q. Isso quer dizer que p(x) pode ser escrito corno U(xCJ), ou seja 

Nesse caso a decomposição pode ser feita em U(x) tomando as q-ésimas potências de 

U(q). 

Exemplo 4.1 . Seja o seguinte polinômio em Zt3 
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E se_ja pl.(x) a de1·ivada de p(x) 

Usamos o método de Decomposição livre de qtwdmdos J)(n·a. elimina1· o 

fato ·res m'IÍ.ltiples de p(x ). Se o JV! DC é igual a 1, então p(x) não t êm fatoTes múltiples, 

de oulm modo p(x) têm fatores Tepetidos . 

Agom achando o NIDC rle p(x) e pl(x) temos, 

d( x) := x'1 + 11 x3 + 10 x 2 + 4 x + 4 

Assim fazendo a divisão de p(x) com d(x) obtemos o polinômio Livre de quadmdos, 

q( x) := x5 + 5 x'' + 6 x3 + 6 x 2 + 5 x + 1. 

Achando o M DC(q(x), d(x)) , obtemos o fatoTes de multiplicidade .1. 

ql(x) := x2 + 12 x + 11 

E dividendo q( x) entre o q 1 ( x) lemos os jato1·es de multiplicidade I. 

h( x) := x 3 + 6 x 2 + x + 6 

Finalmente conhecemos os .{ato1·es (x3 + 6x2 + x + 6) de mttlliplicídade 1 

(x 2 + 12x + 11) de mttlli7Jlicidade 3 E o polinômio lim·e de quad·mdos s e·rá o prochtto 

de 

Ve1·~ficamos 1n-ttlliplicando os .{ato1·es anleTioTes usando s1ws multiplicidades como 

7JotênC'ias. 
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4.3 O Método de Berlekamp 

Seja U(x) = ttnXn + ... + tLtX + tt0 , um polinômio com coeficientes no 

conjunto {0, 1, 2, . .. , p- 1}. Usando aritmética módulo p , queremos expressar U(x) 

num produ to de polinômios irredutíveis. Assumimos que U (x) é li vre de quadrados, 

isto é, cada fator Lem no máximo potências 1. 

Por tanto, como estamos num Domfnio de Fatoração Única, supomos que 

(t! .l) 

é o produto de fatores primos entre si. 

Para descobrir os p1(x) a partir ele U(x), a .idéia de Berlekamp é fa,zer 

uso do 'Teorema Chinês dos Restos, que é válido tanto para polinômios como para 

inteiros. Se (.s 1 , 82, ... , 8,. ) é uma r-upla de inteiros módulo p , o T.C.R. implica que 

existe um t'mico \1 ( x) tal que, 

onde, 

V(x) = St mod P 1 (x) 

V(x) 52 moclJJ2(x ) 

V(x) = Sr mocl p,. (x) 

('1.2) 

ô(V) < ô(pt) + 8(p2) + ... + 8(p,.)= 8(U) . O conhecimento deste polinômio dá 

uma maneira de obter os fatores de U(x) . Pot' exemplo, se ·r = 2 e s1 =f:. s2, 
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111 DC(U(x) , V(x)- s1) é divisível por p1(x) e não por p2(x). Já observamos que 

pode-se obter informação a respeito de elos fatores de U(x) , partindo de soluções 

apropriadas para o sistema 4.2, tratamos agora. de obter ditas soluções 

Em primeiro lugar , observa-se que V(x) satisfaz a condição : 

{ 

V(x )P = s~ = s.i = V(x) mod Pi(x) 

V(x)P _ V(x) (mocl U(x)) 
( 4.3) 

onde, 1 ::; j ::; r e ô(\1) ::; ô( U) Em segundo lugar, temos a identidade polinomiaJ 

básica: 

xP- x =:(x-O)(x - l) ... (x - (p - 1)) modp 

e d<:tÍ segue que 

V(x )P - V(x) = V(x )(V(x) - l) ... (V(x) - (p - 1 )) ( 4.4) 

Se V(x) satisfaz 4.3, segue que U(x) divide o lado esquerdo de 4.4, (por definição de 

módulo); ass im cada fator irredutível de U(:c) eleve dividir um dos p-fatores primos 

do lado direito da equação em 4.4. 

Em outras palavras todas as soluções· de 4.3 devem ter a forma ele 4.2, ou 

seja para alguns s 1 , s2 , ... , s,. existe exatamente p'. soluções de 4.3 . As solução V(x) 

para 4.3 são essenciais para. a fatoração de U(x ). Até pode parecer mais difícil achar 

todas a.s soluções para 4.3, que fa.t;orar U( x ), mas isto não é verdade, corno veremos 

a segutr . 

Seja â( U) = n, podemos construir a matriz n x n : 

qo,o qo,t qo,n- 1 

Q = 

qn -I,n - 1 
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onde, 

X 7Jk n ,.,.n -l + q x·n- 2 + + rt X+ (j = '(k,n- 1·" k-l,n-2· · · · 'lk,l• k,O (mod U(x)), k = o, ... ,n-1. 

Então 

é uma solução para ?? se e somente se, 

A última equação se segue de: 

V(x) =L Vjx1 =L L VkQk,jXi- L vkx1
>k = V(x1

') = V(x)P (mod U(x)). 
j j k k 

1t importante notar, portanto, que o problema de acharemos soluções 

V(x) de 4.2 é reduzido a um problema de álgebra linear, de resolução de equações 

lineares. 

O posto da mcüriz Q - I é o número de fatores irredutíveis . 

A seguir a.presentamos o algoritmo de Berlekamp. 

4.3.1 O Algoritmo de B erlekamp 

Para fatorar procede-se ela seguinte maneira: 

Algoritmo 4.1. 

B 1.- Constata'/' q1Le U ( x) é Livre de quadmdos. 

B2.- Formm· a JV!aLTiz Q. 
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B3.- T1·iangulariza1· a mat1·iz Q- ! , onde f é a identidade n x n, achando seu 

posto 1· e seus veto·res línea1·mente independentes: vl11, vl21, ... , vH, tal que 

vlil(Q- I) = (0,0, ... , 0), 

O p1·imeim veto·r é sempre ( 1, O, ... O) e Tezn·esenta a sol7tçâo l·rivial v[ll ( x) = 

1 pam ?? j 1' é o ntÍme1'0 de jato1·es in·edutíveis ele U ( x) . As soluções pam 

?? srio os p•· polinômios C0'1'1'esponden,tes aos vetoTes l t'V[l), ... , l,.vl•·], para 

todas as escolhas O :::; t 1 , ... , t,. < p. Po1·tanto se 1' = 1, U(X) é irre­

dutível e o 7Yrocedimento acabct. 

B4.- CalculaT 

J\1 DC(U(x ), vl2l(x) - s) paTCL O :::; s < p 

onde vl2l ( x), é o polinômio 1·epresenlado po·r vl2l, o resultado será mna 

fatomçcio não trivial de U ( x L pois vl~l ( x) - s =f: O e tem o gmu meno1· que 

o gm1t de U ( x). S emp·re e quando \1 ( x) satisfaz ?? , prova-se a seguinte 

equaçao: 

V(:~;) = I1 i\1DC( \I(x) - s, U(x)) 
0$s<p 

S e quando 7LSaTemos vl2l(x) não sepct·ra U( x ) em 1'-fato1·es, os fato ·res 

seguintes JJOdern-se obtc·r calculando 

JV!DC(vlkl(x)- s,tv(x)) JHL1'a O :S s < p 

e todos os jat01·es de w( x) serão encontmdos, JJam /.; = 3, tl, ... até que 

os 1· fcd01 ·es sejam obtidos. Se escolhemos Si =/: s.i em 4-2, obtem-se a 

soluçâo V ( x) pa1·a ? ? que distingue Pi ( x) de Pi ( x); algmn vlk] ( x) - s será 

divisível po1· Pi(x) e nào po-r 7J.i(x), assim este p·,·ocedúnento achará Lodos 

os f alo·res. 
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Exemplo 4.3.1. Pntom1·: 

U(x) = x8 + x6 + l0x'1 + !Ox3 + 8x2 + 2x + 8 (mocl l3) 

7tsando o algoTilmo de E-uclides t emos: 

NI DC( U(x ), U'(x )) = 1 

Po·r lnnto U(x) é livre de quadrados, não tem fatoTeS 1"C]Jetidos, se não fosse assim 

usa1· o método de DecomzJosição livTe de q1wdmclos1 z;oTtanto o passo Bl é satisfeito. 

No passo B2 .fo1·mamos a mat1'iz Q de ordem 8 x 8. Podemos obte1· as .filas de Q 

encontmndo solução par·a: 

x0 mod U(x) 

x 13 mocl U(x) 

x26 mod U(x) 

x91 rnod U(x) 

Em geTal pam obtc·r xk mod U ( x) temos: S eja 

Pam valoTes pequenos de k, xk mod U(x) pode ser achada da seguinte foTma: 

.k - .n-L + + a x + a X X = ak,n- tX ... k,l• k,O· mod U(x) 
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Enleio 

ou seja pam O ::; j ::; n - l temos a seguinte fó·rm·ula : 

admitindo qne: 

Po1· e:~;emplo obtemos o coeficiente de x 7 usando a jó1·mula ante1·ior 

as1 = a1o- a1 1tt1 = -2 = 11 (mod 13). 
' ' ' 

e assim achamos a matTiz Q. 

No passo B 3, obtemos o posto da mat7·iz Q - ! 1 onde 1' é o mhnem de vetores linea?'­

menlc independentes: v [lJ , .. . , v[>·] Lal q1te) 

v[2J.4 = v[2JA = ... = v[2J.4 = (0, ... ,0), 

onde f1 = Q - I 1tsando nm algo·,.ilmo azn·ozn·ícido . (J(nulh sugere o algor·ilmo elo 

espaço nulo) ({22}pp .425) . Em nosso exemplo achamos r= 3 1 então V ( x) deve I e1· 

exatam.en.te 3 j'ato1'es ÚTedutíveis: 

v[ll = (1, O, ... , O) 

v[21 = (0, 5, 5, O, 9, 5, 1, O) 

v[3J = (0, 9, 11, 9, 10, 12, O, 1) 
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Finalmente no passo B4 1 ao calcula1· J\IJDC(U(x),vl21(x)-s)
1 

pam. O :::; s < 13, onde 

vl21 ( x) = x6 + 5x5 + 9x'1 + 5x 2 + 5x, e obtemos para: 

s = 2 -+ x 3 + 8x2 + 4x + 12 

s = O -t x 5 + 5x4 + 9x3 + 5:t; + 5 

PoTtanlo com vl21 obtemos só dois dos lTes fato ·res) (para os outTos valoTes de s
1 

temos 

que o MDC é a unidade} . Então agom usamos o teTceim vetoT e fazemos o mesmo 

p1·ocedim ento. 

De 

/11{ DC( vl3l - s, x 5 + 5x4 + 9x3 + 5x + 5) 

obtemos, 

s=8 -t x+3 

PoTtanto 

U(:r) = (x'1 + 2x3 + 3x2 + 4x + 6)(x3 + Sx2 + 4x + 12)(x + 3) 

4. 3. 2 O custo do AlgoTitm.o 

Vamos a est imar o tempo de rodagem do método de Berlekamp, quando 

um polinômio de grau n é fatorado módulo p. Primeiro assumimos que pé relativa­

mente pequeno (p < 25), de tal maneira que as quatro operações aritméticas podem 

ser feitas módulo p em essencialmenLc uma certa ·quautidade de tempo, proporcional 

al. 

A compuLação do passo Bl, toma. o(n 2 ) unidades de tempo, o passo 132 

toma o(pn2
), para o passo B3, usar o algori tmo para tri a.ngulizar mat ri7-es requer 
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110 máximo o(n3
) un idades de tempo. Finalmente no passo B4 observamos que a 

computação do JV[ DC(f(x ), g(x) ), via algori tmo de Euclides, toma o(grau(f) · grau(g)) 

unidades de tempo, logo a computaçã.o do M' DC(v lil(:~;)- s, w(:c)) para j,s fixos e 

pa.ra iodos os fatores w(x) de U(x ), se encontram no máximo em o(n2 ) unidades de 

tempo. Potanto no passo B4, requer-se de o(prn2
) unidades de tempo como máximo. 

O procedimento de Berlekamp para fatorar requer o(n 3 + prn2 ) passos, 

quando pé um primo pequeno. 

4.4 O Método de Cantor-Zassenhaus 

Em 1981, Cantor e Zassenha.us ([15]) introduz um novo algoritmo pmba­

bilístico para fa.tora r polinômios , cujo ternpo esperado de rodagem é polinomial em 

n, o gra.u de f, e logq, q = p'\ isto é q é a cardinalidade do corpo GF(q), tornando-o 

adequado para valores grandes de q, o que fa:r, deste procedimento mais eficiente que 

o algoritmo delen ninístico1 ele Berlekarnp, cujo tempo de rodagem é proporcioHa.l a 

q, o que não é bom quando q é grande. 

A lgoritmo 4.2 (CZ) . 

CZ1 .- \le1·ifica1· que f nc'io tem j alo1·es repetidos) é mônico e f(O) #-O . 

CZ2. - PatoTa?' f nwn pmdulo : 

n 

f(x) = IT h;(x ). 
i=1 

onde cada h;(x) contém jato1·es i1-redutíveis de grau i. 

CZ3. - Fatomr cada h; ( x) 

1charna-sc determinístico porque testa todos os posíveis valores de G'F(q) 
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Para executar CZ2 temos que usar o a lgori tmo cham ado Fatomção de 

gnm dife·rente e no passo CZ3 usaremos o algoritmo Falomçtio de gm'lt unifo7'me, 

ambos serão estudados a seguir. 

4.5 Fatoração de grau diferente 

O algoritmo de Fatoraçã.o de grau dife rente(DDF) se baseia no seguinte 

lema 

Lema 4.5 .1. O polinômio xqm - x é o prodnlo de lodos os polinômios mônicos, 1.1'­

Ted·utíveis e distintos em GF(q)[x] com gmu dividindo m. 

Este algoritmo revela o número e os graus dos fatores irredutíveis de f . 

A lgoritmo 4.3 (DDF) . 

DDFl.- Seja i r 1; 1·0 (x) r x. 

DDF2.- Seja 1'i(x) r (1·i-d9 mod f(x) 

DDF3.-

S eja hi(x) r i\IIDC(f(x),Ti(x)- x) 

S e hi =f. 1, .faça .f(x) r li~~j) 
Se .f(x) = 1, acaba. 

DDF4. -

S eja i r i+ 1 

S e 2i :::; gmu ({(1:)), vai para o passo 2, 

de out1'0 m.odo, faça hgratL{f ) r .f(x) , logo acaba. 

58 



4. 5.1 Custo do Algoritmo 

O maior custo do algoritmo está no passo 2, em geral para elevar ·r;( x) 

a uma potência grande, se usa o método binario [5] (o método binário para qm com 

q primo e aritmética modular é ótimo) . 

O número de multiplicações módulo .f(x) é de ordem, (log q) 2 . 

Ba.seados no método de Berlekamp, se recomenda fazer o seguinte procedimento: 

supondo que 

1'i-l(x) = bn- iXn- l + ... + b1x + bo E C'F(q)[x] 

então, se 

Portanto se calculamos: 

i = O, 1, ... , n - 1 

e armazenamos Q; como sendo a i-ésima fila da matriz Qnxn, Lemos: 

1·;(x) = 1'i- J(x) .Q (4 .5) 

Ao formar a matriz Q, 4.5 dá uma forma rápida para calcular 7'i(x) a partir de 7'i-1· 

Segundo [22]pp.426, podemos completar a matriz Q, usando o seguinte método: Seja 

xq mod f(x) = Cn- JXn- l + ... + Ct X +Co 

Então 

xq+l mod .f(x) - Cn- tX" + ... + CtX
2 + CoX = (cn- 2- an- ICn- dx"-

1 + (4.6) 

+ (cn-3- CL n.- 2Cn-dXn-2 + ... + (co- CLJCn- t )X + CLoCn-1(4.7) 
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O custo para completar cada linha é: np multiplicações, e para toda a rnatrií.\ Q é : 

n 2 q operações em GP(q) . 

Em for.rna gera l se pode determinar xk mod f(x) com o uso cl<:t seguinte f'órmu la de 

recurrenc1a: 

onde 

Ck,- J = O, 

Quando se acha Q, se faz a seguinte reformulação do a lgoritmo DDF. 

4.5.2 O algoritmo NDDF. 

A lgoritmo 4 .4 (NDDF). 

NDDF1 .-

NDDF2.-

NDDF3. -

NODF4--

Faça i~ 1; 

r(x)~xq modf(x) 

Faça hi ~ MDC(f(x),r( :~;) - x), 

Se hi(x) = f(x), então acaba; 

rle o1Ltm modo .f(x) ~ h~~~f e i ~ i+ 1 

Se 2i > gmu(f(x)), então h9 ,-a1,(J) ~ f( x ) e acaba; 

de out1·o m odo,r(x) ~ 1·(x ).Q e voltá pam o ]Jasso 2. 

Usaremos o mesmo exemplo dado para Berlekamp. 
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Exemplo 4. 2. Seja o polinômio 

f(x) = x8 + x6 + 10x4 + 10x3 + 8x2 + 2x + 8 (mod 13) 

Aplicando o al,qm·ilnw NDDF temos 

> nddf(pol,13); 

1 o 
2 

3 6 

4 
Q = 

3 

2 11 

6 11 

5 11 

3 3 

i= 1 

o o 
7 ] 1 

4 3 

6 5 

8 8 

8 6 

7 10 

12 5 

i= 2 
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o o o o 
10 12 5 11 

o tl 7 2 

1 6 2 3 

3 1 3 11 

2 7 10 9 

o 11 7 12 

o 11 9 12 



o o o o o o o 
2 1 7 11 10 12 5 11 

3 6 4 3 o 4 7 2 

Q= 
4 3 6 5 1 6 2 3 

2 11 8 8 3 1 3 11 

6 11 8 6 2 7 10 9 

5 11 7 10 o 11 7 12 

3 3 12 5 o 11 9 L2 

i= 3 

f foi decomposto num produto de fatores, onde todos os subfa.tores têm o 

mesmo grau. Agora analisamos como decompor estes s fatores, x + 3 deve ter fatores 

de grau 1 

x3 + 8x2 + 4x + 12 deve ter fatores de grau 3 

x'1 + 2x3 + 3x2 + 4x + 6 deve ter fatores de grau 4. Neste caso, cada um dos fatores é 

irredutível e portanto não será necessário usar o seguinLc algoritmo 
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4.6 Fatoração de grau Uniforme 

Seja 
n 

f(x) = IT hi, 
·i= l 

onde cada hi(x) contem só polinômios irredutíveis de grau i, mônicos, e supondo que 

temos a tarefa de achar os l/i fatores de grau i . A fatoração seria trivial se L =i 

Definição 4.6.1. .- Um polinômio t(x) {aleatório) E GF(q) [x], se chama polinômio 

Separador para h(x ), se O < gmu{MDC(t,h)) < L. 

Agom o pr·oblema fica 1·eduzido a achaT polinômios sepanLdores pam h( x). 

Daremos dois separadores para o polinômio h( x). 

4.6.1 O Algoritmo Separador de Cantor Zassenhaus 

Algoritmo 4.5 (CZSEP) . 

1.- Escolher um polinômio em forma aleatória, t(x), em GF(q) [x ] de grau 

menor q1te 2i - 1. 

8.- Calwlar 

g(x) = N!DC(h(x)) = 1\IIDC(h(x) ,t(x) - 1) 

Em Knuth [33] prova-se que o polinômio g(x) tem a probabil idade de 

quase 1/2 para que seja. não trivial. Se h(x) =fi g( x) =fi l, então substituímos h(x) por 
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h(x)fg(x). Se o grau de g(x) ou h(x) é maior que i, aplicamos de novo o algori tmo. 

O processo termina quando achamos todos os m = lf i fatores irredutíve is de gra.u i . 

Exemplo 4.3. S eja o polinômio h(x) := x4 + 3x3 + 3x + 4 em Z 5[x]. 

> sepcz(h,2); 

{--> enter sepcz, args = x-4+3*x-3+3*x+4, 2 

h := x4 + 3 x3 + 3 x + 4 

L := 1\ 

rn := 2 

cO:= 1 

lt := 2 

l := 4 x2 + 3 x + 2 

t1 := 3 x + x 3 + 4 x 4 + 3 x5 + 1\ x6 + 3 x 8 + 2 x
9 + x 15 + x 18 + 3 x

16 + 1 
+ 2 x 21 + 4 x2o + 4 x19 + x2't + 4 x23 

< -- como 1'esultado lemos dois fato-res do mesmo gnw x2 + l, x2 +3x+4 
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P rova. (Probabilidade de 1/2) 

Se V(x) é uma solução para ?? , sabemos que V(x) divide 

V(x)q - V(x) = V(x)(V(x)(q - l/2) + l)(V(:r)(q-l/2) - 1). 

Isto sugere que calculemos: 

LV!DC(U(x), V(x)(q- l/2) - 1) (4.8) 

Com uma pouca de sorte 4.8 será um fator não trivial de U(x) . De fato podemos 

determinar exatamente quanto de sorte está envolvida; cons iderando 4.2, seja 

para1 :S .i < T; 

então <Jj(:r) divide V(x)(q- l)/2 - 1, se e somente se, 

(q- l)/2 - 1 
sj = mod q. 

Sabemos que exatamente ( q - 1) /2 dos inteiros s no intervalo O :S s < q satis f"az 

s(q- l)/2 = 1 mod q, 

logo a. metade dos <Ji ( x) aparecerá no NI DC 4.8. 

Precisamente, se V( x) é uma solução aleatória ele 4.8, onde todos os q'· 

soluções sã.o parecidas, a probabilidade de que o JV! DC seja o U(x) é exatamente 

((q + 1)/(2p))", 

e a. probabilidade de que seja igual a. 1 é, ((q- 1)/2p)' .. 

()5 



A probabilidade de que um fator não trivial será obtida é portanto 

1 - (! - 1 Y - ( q .+ 1 r = 
2p 2p 

(4.9) 

1 ( (r) _2 (T) _4 ) > _4 =1-2,·- 1 1+ 2 q + 4 q + ··· - g' ( 4.10) 

para. todo r 2: 2 e q 2: 3. D 

4-6.2 Custo do Algor·itmo 

A complexidade elo passo 2 deste algoritmo é dominante. Note que elevar 

um polinômio t(x) a potência qi mod h(x) é muito mais fácil do que elevar o mesmo 

polinôm io <.l. potência (qi -1)/2 mod h(x) o que se necessita para este procedimento. 

Observe-se que 
qi - 1 q- 1 i - 1 -- = --(1 + q + ... + q ). 

2 2 

Portanto para elevar t(x) a potência qi - 1/2 mocl h(x) necessitamos 

i- 1 multiplicações polinomiais módulo .f(x), a um custo de n2 multiplicações em 

cada GF(q). Elevar t(x) as potências q, ... ,qi- l mocl h(x) pode ser executado em l2 

multiplicações em GF(q), usando a matriz Q gera.cla por h(x) . 

O custo total para CZSEP é portanto 

(2(i - 1) + o(logq))l2 

e o tempo esperado para achar todos os fatores de hi (x) é 

operações em GF(q), onde m =l/i é o número de fatores irredutíveis de hi(x) 
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4.6.3 Algor'itrno Separador de Ben-Or 

E um processo muito similar ao de Cantor-Zassenha.us; tambén é proba-

bilistico. Dados 

h(x) = hi(x) e g(x) E G F( q)[x], polinômio aleatório 

O operador Me Eliece é definido por: 

( ) 
1- 1 

t?· g = g + gq + .. . + gq 

Ben-Or mostra que t?·(g) é um polinômio separa.dor para h(x) com pro­

babilidade 1 - g"f_1 , onde m = l/i é o número de fatores irredutí veis de hi(x ). E le 

também mostra que com uma probabilidade de 1 - m(~1-l) , tr(g) separará. todos os 

fatores de h(x). Assim, h( :~:) pode ser fatorado mediante o algoritmo seguinte 

Algoritmo 4 .6. 

( 1) Escolhe1· um polinômio aleatório g( x) 

em GF(q)[x] de grau~ L 

(2) Fazer s(x) <- t1·(g) mod hCr ). 

(3) Se gnw(s)=O entii.o vai para passo (1) . 

(1) Se gmn(h)= i ·retorne h(x ). 

(5) Fazc·r s(x) +--- s(x) mocl h(x). 

(6) S e grcw(s)=O então vai para passo ( 1). 

(1) Pam um t aleatÓ?'io em GF(q), 

fazer g(x) +--- ((s(x) + t)<q-t)/ 2 - 1) 
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{8) Faze1· 9(x) r 111 DC(g(x ), h(x )) 

{9) Se (g·Nm{g) = O ou grau(g) = gmu(h)) 

então vai pam ]Jasso (7) 

{10) Vai pa1·a o passo {4) com h r g e h r hjg 

i\ desvantagem deste algorilmo radica em que o candidato separador, 

t1·(g), que é fácilmcnLe obtido, tem que ser elevado varias vezes á poLência (q -1)/2, 

que é uma operação custosa. O custo do Algoritmo é similar ao de Cantor-Zassenhaus. 
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5 ENCONTRANDO RAíZES DE 
A 

POLINOMIOS EM CORPOS FINITOS 

Desenvolvemos algoritmos para o cálculo de raízes polinomiais em corpos 

finitos . 

5.1 Introdução 

Naturalmente que raízes de polinômios podem ser obt idas como fatores 

lineares , portanto aplicando os algoritmos do capítulo anterior. Entretanto, é de se 

esperar que o seu cálculo seja mais simples que fatoração . De fa.to, vários algoritmos 

de f<.J.toração sã.o baseados no cálculo de raízes polinomiais em extensões finitas. 

Nesta capítulo estudamos alguns algoritmos modulares para achar raízes 

de polinômios em GF(q), apresentados por Moenck [26] e Rabin [28], ambos são 

métodos que melhoram o método ele fatoração ele Berlekamp [6], um método baseado 

no cá.lculo de raízes polinomiais da unidade, isto é geradores de corpos finitos , no 

final ap resentaremos um algoritmo de Rabin. 

Definição 5.1.1 (r aiz n-ésima primitiva da unidade). Seja R 'Um Anel, w E R 

e chamado ·taiz n-ésima ]J1'Ímitiva da unidade se 

1. w=/=l 

3. w" # l, se k < n) 

Lema 5.1.1. Pam todo a E R (anel), n = 2k, então 

n - 1 k - 1 

L ai = IT (1 + a2') 
i=O i=o 
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Lema 5.1.2. Se.ia m = wn/2 + 1, onde w =/= O E Z, então pam 1 < p < n t entos 

n- 1 

I: wip =O mod m 

i=O 

Teorema 5.1.1. Sejam n e w potências de 2 e seJa m = wnf2 + 1, entiio n tem 

inve1·so multiplicativo em, Zm e w é uma raiz n-ésima pTimitiva da unidade. 

Este teorema nos garante que se pé primo da forma wnf2 + 1, o corpo Z 71 

tem w como n-ésima rai :t primitiva, desde que n e w sejam potências ele 2. Portanto, 

para certos corpos Z p, é muito fácil encon trar raízes primitivas. 

Exemplo.- Tomando p = 24 + 1 = 17, o corpo Z 17 tem 2 como raiz oitava primitiva 

da unidade. 

Outro aspecto importante do teorema anterior é a possibilidade de se 

computar a transformada rápida de Fourier em corpos fin itos, o que não será discutido 

aqui. 

Discutiremos como achar elementos primitivos, isto é, geradores de cor­

pos fi11i tos, ou seja, ( q-1)-ésima rai z primitiva da unidade em corpos ele card inalidade 

q. 

Teorem.a 5.1.2. No co·rpo finito G F(q), w é uma (q- 1)-ésima raiz 7J1'imitiva da 

unidade se e somente se, 

w(q- l )fa' =/= 1 mod q 

pam Lodos os divisons zn'imos a1 , a2, ... ,a,. de q - 1. 

Prova. Ver [ 1] 

Teorema 5.1.3. Seja w nma miz p·rimiliva de q. .Então wcx é também uma mzz 

zwim,i Li v a se c somente se NI D C (o:, q - 1) = 1. 

Prova. ver [1] 
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Exemplo 5.1.1. Seja z7 = {0,1,2,3,4,5,6}, os únicos divisoTes pTimos de 6 SelO : 

a1 = 2, a2 = 3. VeTifiq~temos o teor·ema para 2, 23 = lJfalha) . Agora podemos provar· 

manualmente que é uma raiz pTimitiva sexta da unidade. Podemos achaT ottlm miz 

·usando o teoTema 5.1.3. Sabemos qtte 

32 = 2· 33 = 6· 34 = 4· .35 = 5· 36 = ] ) ) ' ) .. , 

entüo a = 51 pois JV[ DC(5, 6) = l.PoTtanto a otdm miz p1·imitiva é 5. E po1·que paTa 

lodo q ]JTÍmo existem 4>( q - 1) mízes pTimitivas de q1 sabemos que existem só duas 

mízes p·rimitivas1 pois 4>( 6) = 2 

5.2 O Método de Moenck 

Podemos observar que se temos a liberdade de escolher como carac-

terística. um número primo, então também pode-se escolher corpos que facilitem o 

apressem a descoberta das raízes dos polinômios . 

Em particular, é útil escolher primos p tal que p - 1 seJa altamente 

composto ( p = L · 21 + 1, onde L é pequeno e L ~ L). Neste caso, podemos usar a 

técnica Divide e Conq1J.ista para refinar o subgrupo multiplicativo ele Z 1> que contém 

uma ra1z. 

No máximo L ~ log p de tais refinamentos são necessários para encontrar 

uma ra1z. Isto significa que o tempo para achar as raízes elo polinômio é uma função 

de logaritmo de p, melhor do que p. 

Assumimos que as raízes de g( s) são diferentes entre si e não nulos, de 

outro modo usase o método ele Decomposição livre de quadrados, para evitar repetir 

raízes . 

Um caso especial do lema 4.5.1 é que f(s) = sp- l - 1 é produto de todos 

os termos lineares sobre Zp. Suas raízes são membros do subgrupo multiplicativo z;, 
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os membros deste grupo são chamadas (p-1)-ésimas raízes ela unidade e um gerador 

do grupo é uma (p-1)-és ima raiz primi tiva da unidade. 

Note que f(s) = (s(p- l)/2 + l)(s(p- l)/ 2 - 1), tal que a metade elos (p - l)­

ésimas raízes da unidades são também (p - 1)/2-ésimas raízes da unidades. Em geral, 

f ( s) têm l + 1 fatores da. forma: 

.fi(s) é o produto de todas as (p-1)/2i-ésimas raízes da unidades de Zr· Usando este 

fato, podemos separar as raízes de um polinômio g( s) em raízes que são, 

Agora., podemos descrever o processo ele refinamento. Sej a ri-l um pro­

duto ele L · 21- i+1 = (p- 1)/21- 1-ésima raízes da unidade. Então 

( 5.1 ) 

é um produto de todas as raízes de 7';(s) que são as (p-l)/2i-ésimas raízes da unidade. 

Se 

T;-1(s) = ?'i(s) · t;(s) (5.2) 

Então t1(s) é o produto de todas as raízes ?'i - 1(s) que são as (p- 1) · 2i- l _ ésimas 

ra.ízes ela unidade, mas não (p - 1) · 2i-ésimas raízes da unidade. Logo ti tem a forma.: 

onde w é uma (p - 1 )-ésima raiz ela unidade e as j são ímpares. 
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Se 'lj; é outra (p-1)-ésima raiz ela unidade (não necessariamente distinta), 

então 

'1/; = wm, onde MDC(p -l,m) = 1 

Em particular, m é ímpar. 

Consideremos formar 

'( ) -rr( j -2·-· ·'·2·-·) t, s - s - w · r rr (s - w(i+m) . 2i-1) 

rr (s - w2'{i+m)f2), (5.3) 

com J e m ímpares. Assim as raí~es de t~ são (p - l /2i)-ésima raiz da unidade e o 

processo de refinamento pode ser aplica.do recurs ivamente a Ti(s) e ti(s) . Uma vez 

que as raízes de ti(s) são achadas, as raízes de ti(s) podem ser calculadas div idindo-se 
?. 1 por .,P-'- . 

Pode-se expressar a transformação de l i( s) a tH s) em termos elos coefi­

cientes de ti(s). Se 
k 

ti(s)= L aisi, ak =l 
j:O 

então expandendo 5.3, vemos que 

k 

t~( s) = L aix·i 'lj; (k -.i )2i- a. 

j=O 

(5.11) 

Isto quer dizer que a transformação de ti(s) para. l~(s) pode ser executada em /c­

operações , para dar os coeficientes de ti( s) e 'l/;2i-a. O procedimento para executar 

esta transformaçã.o será. chamado de 'Convert' . 

Agora podemos costruir um a.lgoritmo para encontrar as raízes de um 

polinômio baseados nas relações 5.1, 5.2, 5.4. 
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5.2.1 O Algoritm.o de Moenck 

Algor itmo 5.1 (Algorit mo: R aízes (7'1 '1/J,i,JJ ).). 

Enlmrlas: (1) o polinômio T( s); 

(2) 'lj; é uma (p- Lj2i)-ésima miz da ·tmidade; 

(3) um inteÍ1'o i; 

(4) H uma lista dos polinômios da fonna: 

hi = s(p-J)/2' - 1 mod T(s ) , O <i ::; l . 

Saidas: As mízes de 1·(s) em Zp. 

Passos: (1} Base : 

(2) Bw;ca Di?·eta: 

Se gnm(T}= l , então TetoTne { - 7'0 }; 

De outm maneim, se 2 f (p - 1) /2i 

então 1·etoTne 81tsca 

Direta(7'1 'lj;, (p - l )j2i}; 

(3) Sepamção de mízes: Se não , inícia1· 

(4) R ecw·são : 

g(s) = MDC(1·(s),hi(s)); 

p(s) = Conve·rt(T(s )/ g(s ), 'lj; ); 

R= </J; 

Se gmu(g) > O 

então R= RU Raízes (g, '1/;2 , i+ 1, H); 

se gmu(f)> O 

então R= RU Raízes(f, 'lj;2
, i+ 1, H )/'1/J; 

Retome R 

fim. 

O algoritmo poderia ser invocado como 

R= Raí~cs(1·es , 'lj;, l, li); 

onde 'ljJ é uma (p- I )-ésima raiz primitiva da unidade. A operação U é a união . 
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O algoritmo Dusca direta, é invocado para encont rar as raízes de r(s) no 

grupo multiplica.t,ivo de '!f; por avaliação direta. c ·omo existem só L membros de este 

grupo e L é escolhido pequeno, então fazer as operações toma pouco tempo. 

5.2.2 C7lsto do Algoritmo 

Teorema 5 .2.1. Em um cor·po finito 7l71, onde 7J = L· 21 + 1 e L ~ L, as raízes de 

um polinônúo de g-ra1t /;; pode ser calc1dado em o( k2 log p + /c log2 p) passos 

Prova. Os polinômios H; = s(71- t)/2;- 1 mod r·(s), 1 < i < L, podem ser 

calculados em o(k 2 log p) passos, onde/.;= gr·att(r) . Similarmente, cada MDC pode 

ser calculado em o( k2 + k log p) passos. O pior caso ocorre quando o refinamento dos 

subgrupos não separa todas as raízes . Em este caso o algoritmo ele Busca Direta eleve 

ser usado para separar elas . ent,ão podem existir_ como máximo log p refinamentos, 

de t,al maneira que o cust,o total é o(k2 log p + k log2 7J + k L ). O 

5 .3 O M étodo de Rabin 

Esta seção tratará a respeito ele um algoritmo para achar raízes de po­

li nômios . Uma aplicação desse método é um algori tmo para fatoração que apresen­

tamos logo após. 

5.3.1 Achando Raízes em GF(q) 

Seja f(x) E GF'(q) um polinômio ele grau m, queremos achar uma ou 

todas as raízes de .f(x) = O. Para isto usaremos. o método implementado devido a 

Rabin ([28]) o que é probabilístico ''in natura'\ e é uma geralização elo método de 

.13erleka.mp para corpos primos 7l71 [5] . A ideia básica é muito simples. Assumindo que 

q é ímpar, o primeiro passo natural, para achar as raízes ele f (x) é partí-lo usando o 
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cálculo do lvf DC: 

f1(x) = MDC(I(x ), xq-l - 1) 

Se f 1(x) = 1 e11tào f não tem raízes em GF(q) . 

Nesta. fase fi é da forma.: 

f1(x) = (x- x!)(x - xz) ... (x- xk), /c < m . 

Onde as raízes são diferentes entre se. No seguinte passo us~tTTlOS a elecomposiçào: 

xq- l - 1 = (xd- 1)(xd + 1), com d = (q- 1)/2. 

Se para calcular o NIDC(f1(x),xd -1) algumas das Xi satisfaz xf -1 =O enquanto 

que as outras saLisfazem xf + 1 = O, então o NJDC será um divisor não trivial de 

f 1 (x ), c com isto temos logrado achar um fator x - Xi, isto é uma raiz, de f(x ). 

Em geral ao calcular o J\!J DC (fi ( x) , xd - 1), ninguém garante que esLe MDC vai ser 

diferenLe ele 1, ou ele f 1 (x ), mas a contribução ele Rabin é mostrar que esta sit uação 

pode ser evitada por aleatoriedade. Um incremento l é aleato riamente escolhido em 

GF(q) c adicionado a x no último cálculo do MDC, onde (xcl- 1) é susLituido por 

((x+l)cl - 1). A provaé dadaem [28) . O métodoresultanteéprontamentetrasladado 

no aJgori trno seguinte: 

5. 3.2 O Algordmo de Rabin para achar ra'Ízes em GF{q) 

(1) Seja .fJ(x) = MDC(f(x),xq-l _1); se o grau de / 1 é zero, então reLorna 

negativo. 
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(2) Escolhemos t aleatoriamente em GP( q); 

repetir 

ft = Nf DC(ft(x ), (x + t)d - 1) , 

até que .ft # 1 e .ft # .f1· 

(3) Seja 

onde d = (q- 1)/2 

se grau(.ft) ::; grau (f1)/2 

o.c. 

Se f2 é linear, então retornamos }2. 

( 4) f = h, vai para passo (2) . 

Quando q é par, no passo (2), ((x + t)d- 1) é substitui do por x + x 2 + 
2"-1 ... +x . 

5.3.3 O C'usto do Algoritmo 

O número de operações aritméticas necessárias para achar }'1 e J2 é 

o(n.m L(m) log p). Como ô(J2) ::; l/2m, temÓs que o número ele operações para 

achar 13 é no máximo a metade do número ele operações para achar 12; c a.~sim su­

cessivamente. No total o número de operações usadas para achar as raízes de .f(x) é 

o(nnt L(m) log p) . 

Em Lermos de operações em Z11, cada operação requer o(nL( m)) operações com resto 

módulo p. Assim o número de operações em Z 11, para acl1ar raízes é 

o(n,2 m log (m) log (p) L(n)) , 
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onde L(n) = log(n) log(log n), pode-se ver que o maior tempo é gasto du rante as 

cxponenciações. 

5.4 Uma Aplicação do Método de Rabin para 
Fatorar Polinômios em GF(p) 

Embora os métodos probabilíst icos não tem provados por si mesmos 

ser tão eficientes quanto os determinísticos, eles tem sido implementados por várias 

razões. Uma ele elas é que podem ser usados para designar modelos em extensão de 

corpos. Esta. é a causa pela qual o método de Rabin, ver [28], que sempre é mais caro 

que o de Ca.ntor-Zassenhaus; ver[l 5], é estudado aqui. O 1\lfetodo de Rabin faz uso elo 

algoritmo para achar ra.ízes da secção anterior , e pode ser dado da seguinte maneira. 

Seja f(:~:) com grau n, sobre GF(p), seja g(x) o J\1DC, onde 

9m(x) = J\1DG(f(x),xP"'- :t:), l<m. <n 

Pelo algoritmo de Cantor-Zassenhaus, sabemos que 9m(x) é o produto de todos os 

fatores irredutíveis h(x)lf(x) de grau ilm. Portanto tem-se que achar gm(x) =f. 1 com 

o menor m possível. Seja grau(g)=l. Sabemos que 9m(x) é da forma 

9m(x) = h1(x) ... hk(x) (k.m. = l) 

onde hi é irredutível e de grau m . 

Neste caso é suficiente encontrar uma raiz a ele 9m(x) =O em GF(pm) . 

Esta será a raiz de um único h; . O próximo passo é a reconstrução de h; . 

Rabin dá dois métodos para alcançar esta meta. Selecionamos um deles, 

que consiste em calcular em GF(pm) a expresão 

· (·) - (· )(· 1} ) (·- pm- 1) h 1 X - X - a X - a . . . X a 
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o corresponclieuLc algoritmo esta dirigido nesse sentido. A é o polinômio para fatorar. 

5.4.1 O Algoritmo de Rabin para Fatorar em GF(q) 

(1) (Fatoração de grau diferenLc).Seja m=grau(A)/2; escolher o primeiro 

L E {"l, ... ,m} tal que 

do contrario retorne. 

(2) (Agora 
k 

9t(x) = IT h;(x),g?'CL'tLhi = ... = g1·atdtk =L .) 
i=J 

Encontrar uma raiz a ele 9t E GF(Ji) . O correspondente fator hi(x) 

está dado por 

(3) Juntar os fatores ht, A = A f ht, volte para (1) 

5.4.2 O custo do Algoritmo 

O número total de operações em Z para fatorar um polinôm io f(x) E ZTJ 

de grau n é: 

o(n3 1ogn L (n) log p) + o(n3 L(n? log p) + o(n?). 

Aqui estão incluídas as operações necessárias para achar um polinômio irredutível 

g;(x) o que vai dar origem ao corpo GF'(pm). O tíltimo termo representa as operações 

usa.das para resolver equações lineares usando o algoritmo de polinômios irredutíveis. 
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6 CONSIDERAÇOES FINAIS 

Neste t rabalho apresentamos corpos finitos como um importante sistema 

algébrico que é adequado para a álgebra computacional. Caracterizamos os corpos 

finitos apresentando, sua estrutura, as possíveis cardinalidades, a existência, a uni­

cidade e a sua construção . Nossa prin cipal preocupação foi a aritmética efetuada 

nos corpos finitos e, como conseqüencia. a sua eficiência. Estudamos dois problemas 

(que são im portantes por si mesmo, mas que têm outras aplicações ): A fatoração c 

cálcu lo de raízes de polinômios . 

Concluímos que usando as rotinas apresentadas aqui, podem-se achar os 

fa tores irredutíveis ele polinômios , assim como suas raízes. A implemen tação é feita 

principalmente para dar os exemplos e não para comparar eficiências ele tempos ele 

corrida. 

8stes são os principais pontos que ident.ificamos em nosso trabalho. 

• Para fatoração de polinômios sobre corpos finitos, em pnme1ro lugar 

fatoramos sobre corpos com característica p pequena (p < n), usando o 

algori t mo de Berlekamp , que é determinístico. 

• Quando fatoramos sobre corpos finitos grandes usamos o método de Can­

tor Zassenhaus. 

• Para fatorar sobre corpos de Galois G P(Ji), k > 1 cujos codicientcs 

estão em GF(p), usamos o método de Rabin. 

• Dados um corpo finito com uma. característica especial da forma. p = 

1·21 +1, onde L ~ L podemos fatorar um polinôm io, usando o método de 

Moenck, que consiste em reduzir o passo final do algoritmo de Bcrlekamp 

[6] ao problema de achar raízes de um polinômio ern um corpo Z 7>. 
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• Para achar raízes temos os algoritmos de Nioenck c de Rabin, onde para 

uma característica especial p = L · 21 + 1, o de Moenck é melhor que o 

de Rabin . 

Quanto aos tempos computacionais elos diferentes algoritmos estudados neste traba­

lho, façamos é"IS comparações teóricas. 

O algoritmo de Berlekamp faz no pior caso, o(n3 +r p n2
) operações em GF(p), onde 

7· é o número de fatores irredutíveis, r ~ log n, n é o grau elo polinômio . NoLc que 

o tempo de corrida é proporcional a p, o que não é muito bom, quando p é grande. 

Neste caso o mesmo Berlekamp aconselha usar um outro algoritmo. 

O tempo de corrida do Algoritmo ele Cantor Zassenhaus é polinomial em n, o grau 

do poliuômio c log q, sendo q a cardinalidade elo corpo, o que faz este procedimento 

melhor que o de Berlekamp. J\ desventagem esLa no fato em que esLes algoriLmos 

precisam executar a ariLmética dentro do corpo, o que é bastante custoso quando se 

traLa de uma extensão de ZP. 

O problema de fatorar mais comúm é quando um polinômio .f( :z;) com coeficientes em 

Zp vai ser fatorado sobre GF(Ji); podemos acelerar o método de Cantor-Zassenhaus 

fatorando em primeiro lugar, sobre GF(p) e logo sobre GF(7i ) aqueles fatores que 

sã.o irredutíveis sobre ZP[x]. O seguinte resu ltado usa-se sem custo algúm para obter 

o número de fatores irredutíveis e seus respeitivos graus em GF(7l) . 

Teor ema 6.0.1. Se,ja f mn polinômio Í1'Tedntível·de gmu nem GF(q) . Se k é natuml 

e d = J\1{ DC(n, k) então f tem d j'ato1·es i-rredutíveis sob·re GF(qk) todos de gra'tt njd. 

Observe que quando n e /c são primos, o fator já é irredutível sobre a 

extensão e não é preciso parti-lo. Por Exemplo, se temos o polinômio irredutível, 

p(x) = x4 + 1 E C'F(3) 
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Suponha que k = 6 c d = 2 = l\1! DC(4, 6), logo pelo teorema anterior temos que o 

polinômio têm 2 fatores em GF(36 ) de grau 2 = njcL. Ditos fatores podem-se achar 

usando a. implementação do algoritmo de Ra.bin . 
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-ANEXO A-1 IMPLEMENTAÇAO DOS 
ALGORITMOS 

leste capíLulo apresentamos os exemplos elaborados em MAPLEV .3. 

Ambos programas precisam ter como entradas um polinômio em GF(q) e um número 

positivo primo como módulo. E teremos com sa.ídas os faLores irredutíveis. 

A -1.1 Algoritmo NDDF 

Usamos os mesmos exemplos em diferentes módulos. 

> pol ; 

> nddf(pol,13); 

> nddf(pol,19); 

[ x + 3, x'1 + 8 x3 + 7 x2 + 2 x + 9, x 3 + 8 x 2 + 15 x + 1] 

> nddf(pol,19); 

> nddf(pol,31); 

[ x 2 + 5 x + 13, x 2 + x + 18, x 4 + 25 x3 + x2 + 14 x + 26] 

87 



poli:= x
12 + 6lx11 + 20x10 + 31 x9 + x8 + 69x7 + 4x6 + 55x5 + 32x4 

+ 7 x3 + 49 x 2 + 52 x + 46 

> nddf (poll, 13); 

> nddf(pol1,19); 

[x + 8, 1, 1, x'1 + 15 x3 + 13 x2 + 15 x + 9, 

x
7 + x5 + 3 x'' + 12 x3 + x 2 + 8 x + 17} 

> nddf (poli, 31); 

[x + 19,1,1,x'1 + ll x3 + 12x2 + lOx + 29, 

x
7 + 16x5 + 26x4 + 23x3 + 16x + 20] 

> nddf(pol2,19); 

> nddf(pol2,23); 

[ x + J 8, 1, 1, x 8 + 17 x 7 + 16 x6 + 13 x 5 + 7 x'
1 + 18 x3 + x + 4] 

> nddf(pol2,31); 

[ x3 + 27 x 2 + 30 x + 11, x 2 + 5 :z; + 23, x"1 + ll x3 + 25 x 2 + 25 x + 13 ] 
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A -1.2 Algoritmo de Cantor- Zassenhaus 

Da mesma maneira, também usamos diversos módulos. 

> canzas (pol,23); 
pol; 

> canzas(pol,5); 

> canzas(pol,31); 

[x + 17,x + 19,:c2 + x + 18,x'1 + 25x3 + x2 + 14x + 26) 

> canzas(pol,19); 

> canzas(pols,ll); 

> canzas(pols,13); 
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[ x + 3, x + 9, x 7 + 3 x 6 + 2 x5 + x 4 + 12 x3 + 3 x + 11] 

> canzas(pols,23); 

[x + 22,x + 21,x2 + 7x + 20,x2 + 20x + l,x3 + x2 + 9x + 2] 

> canzas(pols, 19); 

> canzas(pols,31); 

A -1.3 Algoritmo para achar raízes 

Este algoritmo encontra uma raiz em GF(p) . 

pol := x 7 + 3 x5 + 6 x 2 + x 6 + 9 x'1 + 6 x + 11 x 3 + 3 

> pol ; 

> getroot(pol ,S); 

X+ 11 
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> getroot(pol,S); 

x+3 

> Ra: = 

x12 + lOxu + 9x10 + 17 x9 + 18x8 + 22x7 + l4x6 + 7 x5 + 21 x'' + 10 x3 

+ 9 x 2 + 11 x + 13 

> getroot(Ra,13); 

yJOlinomio sem jato1'es lin ea1'es 

> get root(Ra, 11); 

polinomio sem fatores linea7'es 

poll := x 11 + 8x6 + 13 x8 + 3x3 + l6x9 + 9x4 + 12 x + 6x 10 + 2x5 + 8x7 

+ l6x2 + 3 

> getroot(pol1 ,13); 

x+7 

> getroot(pol1,13); 

x+6 

> getroot(pol1,13); 

x+l 

91 



> getr oot(pol 1, 19); 

x+7 

> getroot (pol1,19); 

x + 6 

> getr oot(pol 1 , 31); 

x+7 

pol2 := x 16 + 2x L'1 + 9x9 + 5x7 + 6x 11 + 16x'1 + 15x2 + 13 x15 + 6 x 13 

+ 14 x8 + 16 x6 + 10 x 10 + 4 x3 + 11 :~; + 16 x 12 + 3 x5 + 1 

> getroot(pol2, 17); 

x + 5 

> getroot(pol2 ,17); 

X+ IJ. 

A-1.4 Algoritmo de Rabin 

Este Algori tmo encont ra os fatores em GF (pl\ ). 

> pol; 
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> r ab i n(pol,31) ; 

[ x - 12, x- 14, x 2 + x + 18, x4 + 25 x3 + x 2 + 14 x + 26] 

> R:=rabin(juno, 23) ; 

R:= [x + 2, x2 + 20x + 17, 20 x4 + 19 x3 + x2 + J2 x + 9] 

poli := x 13 + 10 x 12 + 17 x 11 + 9x10 + 19x9 + 30x8 + 8x7 + 21 x6 + 26 x5 

+ 16 x 4 + 5 x 3 + 2 x 2 + 2 x + 2 

> r abin(pol1,11) ; 

[ x - 4, x - 7, x'1 + 7 x3 + 9 x 2 + 4 x + 2, 

x 7 + 3 x6 + 3 x 5 + 7 x4 + 6 x 3 + t1 x
2 + 9 x + 2] 

po/2 := 

x 10 + 2 x8 + 76 x7 + 7 x6 + 66 x5 + 28 x4 + 24 x3 + 32 x2 + 17 x + 47 

> r abin(pol2,41) 

( x 2 + 26 x + 16) ( x 2 + 18 x + 28) ( x 4 + 34 x3 + 4 x 2 + 15 a;+ 19) 

( x 2 + 4 x + 15) 
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ANEXO A-2 
, 

CODIGO MAPLE PARA 
FATORAR POLINÔMIOS 

Estes programas foram elaborados em código Mi\PLEV.3. 

Programa. P rinci pai para Fatorar segundo Cantor-Zassenhaus. 

with(J .inalg) : 

canzas := 

proc(pol,modo) 

local i,n,j,h ,rlist,czfac; 

h : = nddf(pol,modo); 

end 

n := 1; 

for i in indices(h) do 

if degree(h [i[1]] ) = i[l] then 

rlist[n] := h[i[l]]; n : = n+1 

elif degree(h[i[1]]) <> O then 

fi 

czfac := sepcz(h[i[l]] ,i[l],modo); 

for j to nops(czfac ) do rlist[j+n] .- czfac[j] od; 

n := j+n 

od; 

RETURN(convert(eval(rlist),list)) 

Subprogra.ma para obter todos os fatores de grau diferente. 

nddf : = 

proc(pol,modo) 

local i,n,r ,h,g,Q ,rest,rlis,variax,f,tmp,rli,T,ind,q; 

f := pol; 

q := modo; 

n := degree (f); 
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end 

Q array(1 .. n,1 .. n); 

i . - 1; 

r .- Rem(x- q,f,x) mod q; 

g := f; 

while i < n do 

od; 

h[i] : = Gcd(g,r-x) mod q; 

print(i); 

if g = h[i] then i .- n+1 

else 

fi 

g := Quo(g,h[i],x) mod q; 
i := i+1; 

if degree(g) <= 2*i then h[degree(g)] := g; i .- n+1 
else 

fi 

Q := forma(f,q); 

rest := getcoef(r,n); 

print(Q); 

rest := convert(rest,matrix); 

tmp := evalm(transpose(rest) &* Q); 

print(tmp); 

rli := map(modp,tmp,q); 

rlis := convert(rli,vector); 

r := getpol(rlis) 

T := convert(eval(h),list); 

ind := nops(T); 

RETURN(h) 

Subprograma para obter coeficientes. 

getcoef := proc(r,deg) 

local rest,i; 

rest := array(1 .. deg); 

for i to deg do rest[i] := coeff(r,x,i-1) od; 

RETURN(eval(rest)) 
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end 

Subprograma. para formar a matriz de Berleka.mp. 

forma := 

proc(f,q) 

local n,i,j,k,Q; 

end 

n := degree(f); 

Q := array(1 .. n,1 .. n); 

for i to n do 

for j to n do 

Q[i ,j] .- coeff(rem(x-((i-1)*q),f,x) mod q,x,j-1) 
od 

od; 

evalm(Q) 

Subprograma para obter um polinômio corno resultado da multiplicaçã.o da matriz de 

Berlekamp por um vetor. 

getpol := proc(v) 

local r,j,vari; 

end 

r:= vectdim(v); 

vari := vector(r,[vari[j]]); 

for j to r do vari[j] .- x-(j-1) od; 

print(vari); 

r := dotprod(v,vari); 

print(r); 

RETURN(r) 

Subprograma para separar um polinômio, dado por o NDDF, em fatores elo mesmo 

grau . 
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sepcz := 

proc(pol,i,p) 

local h2,t,g,t1,11,12,h1,l,m, c0,lt,fa; 

h1 := pol; 

end 

l := degree(h1,x); 

m := l/i; 

cO := O; 

while cO < m do 

od; 

12 := rand(1 .. 2*i-1); 

lt := 120; 

t := Randpoly(lt,x) mod p; . 

ti := Expand(t-(1/2*p-i-1/2)) mod p; 

t := Rem(t1,h1,x) mod p; 

g := Gcd(hi,t-1) mod p; 

if h1 <> g and degree(g,x) <> O then 

h1 := Quo(h1,g,x,'r') mod p; 

if degree(h1,x) = i then 

cO := c0+1; fa[cO] := h1; h1 := h2 

fi; 

if degree(g,x) = i then cO := c0+1; fa[cO] g 

else h2 := g 

fi 

fi 

fa := convert(eval(fa),list); 

RETURN(fa) 

Programa Principal para Fatorar segundo Rabin. 

rabin := 

proc(pol,p) 

local L,i,ind,h,f,k,k1,k2,numk,fak,conta,g,m,j; 

L:= nddf(pol,p); 
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end 

L := convert(eval(L),list); 

ind := nops(eval(L)); 

i := 1; 

conta := 1; 

fak[l] := factlin(L[l],p); 

fak[l] := convert( eval(fak[1]) ,list); 

i := 2; 

conta: = degree(L[l],x)+l; 

while i <= ind do 

od; 

h L [i]; 

m := degree(h,x); 

if m = O then i .- i+l 

elit' m = i then 

else 

fi 

fak[conta] : = h; conta := conta+l; i i+l 

f := Randprime(i,x) mod p; 

alias(a = RootOf(f)); 

k := Roots(h,a) mod p; 

numk := m/i; 

if k = [] then fak[conta] h 

else 

fi; 

j : = 1; 

while j <= numk do 

k1 : = k[j]; 

od 

k2 := kl[l]; 

fak[conta] := 

Expand(product(x-k2-(p-(l-1)),1 = 1 . . i)) 

mod p; 

conta := conta+1; 

j : = j+l 

i : = i+1 

fak : = convert(eval (fak),list); 

RETURN(fak) 
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Subprogra.ma. encarregado de sacar os fatores lineares. 

factlin := 

proc(pol ,p) 

local h,ml, fak,k,i,l; 

ml := degree(pol,x); 

if 1 < ml then 

k := Roots(pol) mod p; 

end 

for i to ml do 1 k[i]; 1 

fi; 

if ml = 1 then fak[l ] 

RETURN(eval(fak)) 

pol fi; 
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