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RESUMO

Iiste trabalho descreve algoritmos algébricos para computagao em cor-
pos de Galois GF(q), com g = p", onde p é a caracteristica do corpo, que pode ser
arbitrariamente grande. Para fundamentar esse estudo é condensada e apresentada
toda a ferramenta algébrica necessaria. Os corpos finitos sao caracterizados, é mos-
trado como construi-los e sua aritmética é analisada. Algoritmos deterministicos e
probabilisticos sao desenvolvidos para o calculo de raizes polinomiais e a fatoracao
de polinémios sobre esses corpos. Este trabalho é materializado pela implementacao
de dois algoritmos, o de Cantor-Zassenhaus e o de Rabin, ambos implementados no

Sistema de Computacao Algébrica MAPLE V Release 3.
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ABSTRACT

This work describes algebraic algorithms for computing in Galois Fields
GF(q), with ¢ = p", where p is the characteristic of the field and may be arbitrarialy
large. By justifying this work we give a colection of results about topics of Algebra.
Deterministics and probabilistics algorithms are developed to compute polynomials
roots and for polynomial factorization in (¢F(¢).This work is materialized by the
implementation of two algorithms, Cantor-Zassenhaus’s algorithm and Rabin’s algo-

rithm, both implemented in MAPLE V Release 3 Computer Algebra System.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo o estudo de corpos finitos. Além da
sua caracterizagao também nos preocupamos com a sua estrutura e aritmética. Adi-
cionalmente, dois problemas foram estudados com detalhe: A fatoracao polinomial e

o céalculo de raizes de polinémios em corpos finitos.

As motivagoes para este trabalho foram muiiltiplas. Além da utilidade
como um modulo de algoritmos na Computagao Algébrica, os corpos finitos represen-
tam uma estrutura apropriada para introduzir a idéia de algoritmos probabilisticos
nestes corpos. Iistudamos o algoritmo deterministico de Berlekamp [5] e os algo-
ritmos probabilisticos de Cantor-Zassenhaus [15], de Rabin [28] e de Moenck [26],
aprofundando naqueles que foram implementados. Os algoritmos de fatoracao sao
importantes pelas aplicagoes dentro da prépria Computacao Algébrica, que incluia
resolucao de integrais simbdlica, fatoragao de polinémios inteiros. Além disso uma
das motivagoes para a fatoracdo em corpos finitos sdao as aplicagdes em Teoria dos

Codigos ([4]) e aplicagdes na teoria de comunicagoes .

Os algoritmos probabilisticos apresentados aqui sao assim chamados por-
que fazem uso de polindmios aleatorios para a sua execugao . Nesse sentido, o custo
dos algoritmos sao determinados baseados em uma distribu¢ao uniforme dos coefici-
entes polinomiais. Neste trabalho nao nos preocupamos com esse importante e fasci-
nante assunto que é a geracao de numeros aleatorios. A referencia mais significativa

para essa area ¢ [22],cap.3.

Apresentamos uma colecao de resultados conhecidos que sao a base para
a caracterizacao de corpos finitos. Damos as provas dos teoremas que julgamos im-

portantes.

Quanto ao tempo computacional dos algoritmos, fazemos as analises de

custo somente daqueles que sao importantes e necessarias para o nosso trabalho.



Ainda neste capitulo, damos uma descri¢io da computacio Algébrica, e
mostramos, usando exemplos do MAPLE V.3, as vantagens e desvantagens desta dis-
ciplina. Issa descrigao se justifica pois Computagio Algébrica é a drea da Matematica

na qual este trabalho se insere.

No capitulo 2, estudamos todos os pré-requisitos algébricos para a com-
preensao e fundamentagao deste trabalho, em particular ao que nos leva ao desenvol-

vimento de corpos finitos.

No capitulo 3 caracterizamos os corpos finitos. Mostramos como cons-
truir tais corpos de Galois e como a aritmética é conduzida nesses corpos. Iisse

capitulo apresenta-se como definidor de nosso ambiente de trabalho.

No capitulo 4, descrevemos detalhadamente os algoritmos de Berlekamp
e de Cantor-Zassenhaus, para a fatoracio polinomial. A obtencao da matriz de Ber-

lekamp utilizada em outros algoritmos ¢ objeto de estudo pormenorizado.

No capitulo 5, nos referimos aos algoritmos de Moenck e de Rabin, para
calculo de raizes polinomiais. Sao dois algoritmos importantes que se adequam para
mostrar a diferenca entre algoritmos deterministicos e probabilisticos. Além disso,

como aplicagao do método de Rabin, introduzimos um outro algoritmo para a fa-

toracao polinomial.

As consideragoes finais sao apresentadas no iltimo capitulo, e no anexo
apresentamos uma implementacao dos métodos de Rabin ¢ Cantor-Zassenhaus para
a fatoragao polinomial em corpos finitos GF(p), Também apresentamos uma imple-
mentagao para o cdlculo de raizes polinomiais e a sua aplicacao para a fatoracao

polinomial.

A seguir faremos uma breve descri¢ao do que é a Computacao Algébrica,
apresentamos alguns exemplos e discutimos algumas vantagens e limitagoes desta

nova ferramenta tecnoldgica.



1.1 O que é a Computacao Algébrica

Historicamente o verbo computar tem sido usado em relacao a com-
putagao de niimeros. A computagdo numérica nio sé esta relacionada com as operacoes
aritméticas basicas, mas também com cdlculos mais sofisticados como funcoes ma-
tematicas de valor numérico; achando raizes de polindmios e calculando autovalores

numéricos de matrizes.

Para muitos cientistas matematicos, computacao e calculo numérico tem-
se convertido em sinénimos. Mas a Computacdo cietifica tem outra componente im-
portante que chamamos de Computagao Algébrica ou Simbélica. Em poucas
palavras, isto pode ser definido como computagao com simbolos representando ob-
jetos matematicos. Lstes simbolos podem representar nimeros tais como inteiros,
racionais, reais e complexos ou nimeros algébricos, eles podem ser usados por obje-
tos matematicos como fungoes polinomiais e racionais, sistemas de equacoes, e ainda

por estructuras algébricas como grupos, anéis e algebras.

O adjetivo simbolico enfatiza que em muitos casos o ultimo intento na
solugao de problemas matematicos é expressar a resposta numa [ormula fechada ou

achar uma aproximacao simbolica.

Por algébrico entendemos que os calculos sao feitos exatamente de acordo
‘om as regras da Algebra. Por exemplo: Fatoragio de polindmios, diferenciaca
com as regras da Algebra. Por exemplo: Fatoragao de polinomios, diferenciagao,
integracgdo, expansao em séries de fungoes, solugoes exatas de sistemas de equagoes e

simplificacdo de expressoes matematicas.

Nos tltimos 20 anos um grande progresso foi feito com respeito a base
teorica dos algoritmos algébricos e simbélicos. Exemplos de todo esse progresso podem
ser encontrados em [17], sendo que os mais significativos dizem respeito a fatoracao

polinomial, redugao de equagdes ¢é integragao simbdlica.



Devido a complexidade dos calculos, geralmente envolvidas em com-
putagao algébrica, sempre que algum software tem de ser desenvolvido, ¢ necessario
um conjunto basico de operagoes (tais como simplifica¢do , redugao , e forma canédnica,
ete), o que implica na obtengao de um sistema de computagao algébrica; um conjunto
de rotinas, geralmente grandes com um objetivo especifico ou de propdsito geral.

‘numeramos aqui alguns desses sistemas mais conhecidos.

1.2 Sistemas de Computacao Algébrica

1. Sistemas de Propdésito especial Sao usadas para resolver problemas em areas

especificas da Fisica e da Matematica. Alguns dos conhecidos sao:

i) CAMAL (Mecanica Celestial)
i1) CAYLEY and GAP (Teoria de Grupos)
iii) CoCoA (Algebra Comutativa)
iv) DELIA (Analise de Equagoes Diferenciais)
v) LIE (Teoria de Grupos de Lie).
vi) PARI (Teoria de Grupos)
vii) SCHOONSCHIP( fisica(energia))
viii) SHEEP and STENSOR (Relatividade Geral)
2. Sistema de Propésito Geral Dio a seus usudrios uma grande variedade de estru-

tura de dados e funcoes mateméticas tratando de cobrir diferentes dreas de aplicagao

como seja possivel. Entre elas temos:

i) AXIOM (1993, para sistemas UNIX)



i) DERIVE

111) MACSYMA (o mais antigo)
iv) MAPLE

v) MATHEMATICA

vi) REDUCE

1.3 Vantagens

A principal vantagem de um sistema de Computacao Algébrica é a sua
capacidade para fazer grandes calculos algébricos, sem erros.
Exemplo.- Para solucionar

o 8 & & g5 B0 @

bt il =
(8:::2(33:2 # dy* * 322) m ((').1'2 v dy?

onde,

nzy\/x% 4+ y* + zz)
\/yz + _-__.2

/:L.‘Z +y2_]_22

Usando MAPLE V Release 3, sobre uma maquina com 64 MB de memédria principal

sin(

mais 200 MB de espaco swap, leva 3.667 segundos.

A computacao Algébrica, freqiientemente precede a computacao numérica.
As férmulas matematicas sao primeiramente manipuladas para que no final sejam
computadas numericamente, por esta razao é importante que um sistema de com-

putagao Algébrica tenha uma boa interface entre estes dois tipos de computagao.



Usando um sistema de computacao Algébrica, podemos nos concentrar

na analise de um problema matemdtico, deixando os detalhes computacionais ao

computador.

Uma outra vantagen da Computaciao Algébrica é a precesao arbitraria
que existe nos sistemas. Isso quer dizer que podemos extrair a precisao que quise-
remos, bastando para isso adequar certos parametros. Naturalmente a precisao fica
restringida pela memoéria da mdquina, mas, em principio, nimeros inteiros como 2 e

200! sao tratados do mesmo modo.

A seguir damos algums exemplos do Maple.
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Exemplos no MAPLEV.3
Exemplo 1.- Se queremos conhecer a raiz quadrada de 3, com uma precisao de 1000
digitos temos

> >evalf(sqrt(3),1000);

N/IB):=:l.?3205080756887729352744634l505872366942805\
25381038062805580697945193301690880003 708114618\
67572485756756261414154067030299699450949989524 \
78811655512094373648528093231902305582067974820\
10108467492326501531234326690332288665067225466
89218379712270471316603678615880190499865373798\
59389467650347506576050756618348129606 100947602\
18719032508314582952395983299778982450828871446\
38329173472241639845878553976679580638183536661 \
10843173780894378316102088305524901670023520711\
14428869599095636579708716849807289949329648428\
30207864086039887386975375823173178313959929830\
07838702877053913369563312103707264019249106768\
23119928837564114142201674275210237299427083105\
98984594759876642888977961478379583902288548529\
03576033852808064381972344661059689722872865264\
15382266469842002119548415527844118128653450703\
51916500166892944154808460712771439997629268346\
29577438361895110127148638746976545982451 788550\
97537901388066496191196222295711055524292372319)\
21977382625616314688420328537166829386496119170\
49738836395495938

Exemplo 2.- Encontrando o fatorial de 700.

> factorial(700);

=1



24220401247502?21798678?509381235221859098338572920T\

29945067966492993816021564742044451905166648481\
92493214566714970498423275250938748173438383937\
576314592284508284999722712?4140l60311057830558\
46363633712407933244782073928110103711266538753\
71807902575779192731082629169047504052350550600\
84012219492892375635136296622020023178109619818\
04617990689745042054891261087058908805650391358)\
45622110376932887829609001950741309997990359707\
11436279339094292032866260496375825461427727555\
71000300775290614147063957439002498851491426444\
98650064588732269519418995459703339103515885592\
32940829569276986080222200289966128343931630028\
78920338265474960347351631476526277225717115468\
67168628141847287411871479363495016531974574556
60413134506049122044947052623384682088864 790673\
30956929238421561178801427495490591414836230322
62002468164413019348460802549986473252706061045\
12088058712293349862185399243309054299576381718\
80624723819523260464261432989407063616375367209\
12327516123783482738407578735677175328792425183\
37119540602943609411629349009566043 720836737401\
09088239297503122461253124564268729671705374773\
45064433149245581195604799014787362095569251615\
L7737110399754730551854066328420014728657896286\
93652378708020647632715713644131877343275100726\
31080569582516938112809572432024601571117786174\
72683761623869704457588005158037495665069625778\
93089809572579471070163923823152811557961912028)\
73786892389343351985086659339172571439752777075\
90597511989345068701735940169672561864713107115)\
01674736899269011608263376217234668896984086251\
72643840000000000000000000000000000000000000000Y\
00000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000000000000000000000000000000000\
0000000000000000000000000000000000000000



Exemplo 3.- O Maple expandindo poténcias de polinémios

%0 maple expande pot\“encias de \pols.
> h:=x"4+3%x"3+3%x+4;

hi=2'+32+3x+4
> hl:=expand(h~3);

hl =224+ 92" +272"0 +362° +662% + 15327 + 1352° + 153 2° + 264 1 +
1712% 4+ 10822 + 1442 + 64

Exemplo 4.- O Maple ordena os polinémios usando o seguinte comando
> sort(hi);

22492 427210 4+ 362 +662°% + 15327 + 1352° + 153 2% + 264 2" + 171 2® +
108 2* + 144 x + 64

Exemplo 5.- O Maple cria um polinémio aleatorio de qualquer grau e com os coefi-

cientes dentro de um infervalo qualquer.
> f:=randpoly(x,degree=18,coeffs=rand(12378..18765));

[ := 14004 2'® + 16201 z'¢ + 13850 2 + 16688 2® + 15133 2 + 12946

Exemplo 6.- Expandindo e ordenando o produto de dois polinomios.

> sort(h2);



18594 2" 4 180351 2% + 619083 2% + 1020519 2! + 1708526 222 + 3835155 222 +
4991329 2*! 4 5564619 22° + 8623878 2 + 10013490 2'® + 8991552 217 +
10011492 ' + 10452894 ' + 8761077 2 + 7347623 '3 + 5803641 22 +

4625192 2" + 3296352 2'° + 1728952 27 + 1996956 «® + 1762020 27 + 1996956 2° +
3445728 &® + 2231892 2" + 1409616 > + 1879488 22 + 835328

Exemplo 7.- O Maple achando o Maximo Divisor Comum de dois polinémios |,

usando modulo 127.
> Ged(hl,h2)mod 127;

212492 4+2720 43622 +662°+26 2" +82°+26 2>+ 102 +44 22+ 108 22+ 172+ 64

Exemplo 8.- O Maple diz quando um polinémio é primitivo médulo 127 ou nao .

> Primitive(hi)mod 127;

Jalse

>Exemplos de C\’alculo;
Exemplo 9.-Integrando

> int(exp(-x)/(1+x~(3/2)), x=0 .. infinity);

Quando o Maple nao pode achar uma solucao devolve o comando.

o0 (:—I
——dx
/0 1 4 a3/2 #

Mas ainda pode-se achar uma solu¢ao numérica aproximada dessa integral.
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Exemplo 10.- O Maple lazendo gralico;

> grafo:=(r,s) -> (r~2-s72)/(r"2+s72);

.
grafo = (r,s) — FT e

% pliotBd{grafo,~1..1,~%..1);

44
'y Jﬁ\ II;;A
/]

:II N\
N &

s
§§$’§$§@

NS
A\
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1.4 Limitacoes

O que tem-se dito dos sistemas de Computagao Algébrica estd longe de
dizer que estes sistemas oferecem oportunidades ilimitadas e que sao um remédio
universal para a solu¢ao de problemas matematicos. Esta é uma impressao muito
otimista. Os sistemas de computacao Algébrica tém tendéncia a usar muito espaco
de memoria e tempo computacional. O pre¢o que se paga para ter uma aritmética
exata ¢ exponencial.

Exemplo: Para acharmos o MDC de dois polinémios com coeficientes racionais,
usando o algoritmo de Euclides, obtém-se coeficientes com 30 digitos, (devido a que

usa a divisao longa).

[Ixistem muitas areas onde o sistema de computacao Algébrica nao é
de muita ajuda, como exemplo temos: Equacoes diferenciais, integracao indefinida
¢ definida com func¢oes de Bessel, integracao de contorno, integracao de superficies,

algebras nao comutativas.

Para que o uso de um sistema de Computagao Algébrica escolhido, seja
adequado, precisamos ter familiaridade com as caracteristicas basicas do Sistema, tais
como estrutura e construgao de dados, o que faz mais facil programar eficientemente
e adivinhar alguns dos perigos latentes da Computacao Algébrica. Iispera-se que em

breve algumas de estas dificultades sejam superadas.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo damos algumas defini¢oes e propriedades importantes da
Algebra. A maioria dos resultados sio bem conhecidos e podem ser encontrados
em qualquer livro texto de Algel)ra, (ver [25]). Achamos conveniente colocarmos os
resultados aqui, por que eles, em conjunto, representam, com boa aproximacéo , os

preliminares de Algebra necessarios ao estudo computacional em corpos finitos.

Algumas provas sao efetuadas quando entendemos que o resultado é im-

portante ou a idéia da prova € interessante.

2.1 Sistemas Algébricos

Nesta secao estudaremos alguns dos sistemas algébricos mais comuns
como sao Anéis, Dominios e Corpos. Admitimos que o leitor esteja familiarizado com

a definigao de grupo.

Definicao 2.1.1. Um conjunto R ndio vazio dotado de duas operagies ( +, - ), forma

um sistema algébrico chamado anel, se as sequintes propriedades sio satisfeitas:

1. (R,+) € um grupo abeliano;
2. a operagdo (- ) € associativa;

3. Para todo a,b,c em R se verifica :

1) a.(b+¢) = ab+ac

i) (a-+b)e = ac+be
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Nota.-

1. R éum anel comutativo, se a operagao (-), é comutativa.

2. Um Subanel /', de um anel R é um subconjunto nao vazio de R, que

com as operagoes de + e - de R, forma um Anel.
Exemplo 2.1.1. O conjunto dos inteiros modulo m (Z,,) formam wm anel.

Exemplo 2.1.2. Scja R um Anel comulativo, consideremos
R[z] = {an2" + ... + a1 + ap : a, # 0,a; € R}

ode-se provar que R[z] junto com as operacées bem conhecidas de adigio e multi-
Pod P que R|z| junt peragoes b hecidas de adig It
plica¢do entre polinomios ¢ um Anel comutativo.

Definigao 2.1.2. Seja a(x) = a,2™ + ... + ayx + ag € R[], entdo definimos e deno-

tamos o grau de a(x) da seguinte mancira

_ n, se a, #0
B(a(z)) =

—oco, sea(z)=0
Proposicao 2.1.1. Em R[z] verificam-se as sequintes propriedades,
i) O(a(z).b(z)) < d(a(z))+ I(b(x))
ii) da(z)+b(z)) <  maz{d(a(z)),d(b(x))}

Prova. Ver [19].

Definigio 2.1.3. A caracteristica de um anel R com unidade é a ordem do elemento
1 no grupo aditivo, islo ¢, a caracteristica m € finita, se existe m € N tal que

m.1=0enl#0, paratodol < n < m.



Se a caracteristica de R ndo é finita, entdo diz-se que tem caracteristica
Zero.
Exemplo: Z,, tem caracteristica m.
Exemplo: Z, @, R, C tém caracteristica zero.
Entende-se que um anel finito deve ter caracteristica finita, mas a reciproca nao é

verdadeira.
Exemplo 2.1.3. Z,[z] € um anel infinito que tem caracteristica finita p.
Definicao 2.1.4.

i) Um elemento a # 0 em R ¢ dito divisor de zero, se a.b =0, para alqgum

b# 0 em R (b também € divisor de zero).

i) Um clemento uw # 0 em R, € dito unidade, se u € invertivel, isto ¢

?

wv =1, para algum v em R (v=u"').

Exemplo 2.1.4.

i) Em Z,={0,1,2,3}, 2 ¢ divisor de zero, pois2 #0e2x2=0
it) 3 ¢ unidade, pois 3 x 3 = 1.
Os conceitos de divisor de zero e unidade, nos conduzem a duas classes
importantes de anéis comutativos, uma caracterizada por nao ter divisor de zeros

e outra pela presenca de unidades. Primeiramente veremos aqueles que nao tem

divisores de zero.

Definigao 2.1.5. Um Dominio de Integridade D ¢ wm anel comutativo nao trivial,

que nao tem divisores de zero; i.e,
ab=0=a=0 ou b=0.

Definigao 2.1.6. Um elemento x € D*, um Dominio de Integridade ¢ dito primo,

se v = a.bla,b€ D*) ¢ a ou b € uma unidade, de outra maneira chama-se composto.



Definigao 2.1.7. Um Corpo € um anel comutativo, onde cada um dos elementos nio

nulos € wma unidade.

Os Corpos sao importantes porque neles podemos executar todas as
operacoes aritméticas.

Exemplos

1) Z é um Dominio de Integridade, mas nao um corpo, pois as tinicas uni-

dades sao 1 e -1.
2) Q,R,C sao corpos.
3) Z,, onde p é um primo, constitui um corpo.
4) Zy ¢ um anel com divisores de zero, se n é composto.
Teorema 2.1.1. Um Dominio de Integridade finito € um Corpo.

Prova. Seja D um dominio de integridade com elementos diferentes e nao nulos,

denotados por

dl ? d'h wy dn

para algum x # 0 em D, temos

ady, xdg, ..., xdy.

Agora cada xd; # 0, pois D é dominio de integridade, e como d; # d; = wd; #
xd;, se 1 # j. De outro modo, terfamos d; = d; (pela lei do cancelamento, logo

ady, xds, ..., xd, sio diferentes ¢ ndo nulos. Em particular, temos:

| = &d; para algum d;

entdo d; = ¢~ O
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Teorema 2.1.2. Se um Dominio de Integridade tem caracteristica finita m, entio

m tem que ser primo.

Prova. Ver [25].

2.2 Ideais e Anéis Quocientes

Definigao 2.2.1. Dado wm Anel R, um conjunto I ¢ dito Ideal, se:

i) a-0be€ I para todo a,b em I
it) r.a e a.restio em I, para todo a € I e todo r € R.

Definigao 2.2.2. Seja a um elemento de R, um anel comulalivo, entdo
(a) ={ra:r € R}

¢ o ldeal gerado pelo elemento, a, chamado Ideal Principal.

Exemplo 2.2.1. Sejam ay, aq, ...,a, em R, R anel comutativo, entdo

(ay,...,an) = {Z ria; 1T € R} s

¢ um ldeal.

Definigao 2.2.3. Um Dominio ¢ Principal, se todo ideal € principal.

Seja R um anel I um ideal de R, definimos a classe de equivaléncia de

um elemento » € R médulo o ideal I como
r+l={r+ai:i€l,a€ R}

I facil mostrar que o conjunto das classes de equivaléncia, definidas desse modo,

formam um anel, chamado Anel Quociente.

L7 yraas
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Definigao 2.2.4. Seja R um anel e [ wmn ldeal, entio

—?—= {a+1,a € R}

¢ o anel quociente madulo 1.

Exemplo 2.2.2. Nos inlciros Z lemse que (m) € um Ideal, e,

_Z_) ={a+(m):a €Z},

(m

¢ um Anel Quociente com as operagées de classes de equivaléncia jd definidas (chama-

se o Anel Quociente de inteiros modulo m), ja definido no exemplo (ver 2.1.1).

A seguir damos um teorema que fornece uma notacao conveniente para
R[z]/(m(x)), isto é a notagao de classe, p(z) + (m(z)) é substituida por notacdo po-

linomial.

Lema 2.2.1. Seja
m(x) = a,a” + s34 b g € Rz) ¢ (m(z)) =1,

entdo, em  Rlz]/I, a(x+1)=a(z)+ 1.

Teorema 2.2.1. Em R[z], seja I = (m(z)), onde m(z) = a™+an,—12™" ' +...4a12+aq.

Seja o = a + I, enlao
a) R[z]/I = R(«)
b) m(a) =0

¢) cada 3 € R(a) pode ser expresso unicamente da forma, by + by + ... +

bp_1a™1(b; € R)
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Prova.

a) Lembre-se que R(a), o anel gerado por R U {a}, consiste de todos os

valores p(a) de todos os polinémios p(z) € R[a]. Assim, temos que

R(a) = {p(a) : ple) € Rla]}
= {pla+1): pl) € R[]}
= {p(z)+ I :p(z) € R[z]} (pelolema 2.2.1)
= Rlal/1.

m(a) = mlz+1)
= m(z)+ 7 (lema2.2.1)
= 0+ 1/, pois m(z) € I
= )

¢) Seja = pla) € Rla]. Para algum p(x) + (m(z)) € R[z]/(m(z)), se

prova que

}’3'(3") + (m(z)) = ?‘m(m)(?}(‘l‘)) o+ (m(?'))

(isto é, cada classe p(x) + (m(x)) tem um unico representante de grau
menor que grau de m(z), denotada por r,,)(p(2))). Logo pelo lema
22.1, pla + 1) = r(x+ 1) (ie. pla) = r(e)). Assim cada 8 € [R[z]

pode ser escrito na forma:

bo + bra 4 ...+ by,
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Para provar a unicidade, supondo que  tem duas representacoes

B = p(zx) e B =q(z), com p#q,

entao

o+ G F vo b Gy = Byt bad i byt
pla+1) = q(z+1)
ple)+ 1 = q(z)+1

Mas o grau de p(z) e o grau de ¢(x) sdo menores que n; logo como
plz) + I = q(a) + I, igualando coelicientes tem-se que ap = bo,a; =

by,y...,a,—1 = b1 (Contradi¢ao). Por tanto p(x)=q(x).

Exemplo 2.2.3. Seja

Z[x]

(’L-"'j-l- 1) :Z(CY): {f’5[}+(~*-ta+(£2€1‘2:ai = Z}

onde p(a) =a” +1=0. Se
pla) =1+ 3a? e ¢(a) =4 — 6a,
entlao

p(a) 4+ qla) = 5—6a+3a?
p(a)gla) = 4—6a+ 12a* —18a°

= 22 —6a+12a* (usando o® = —1)



2.3 Extensao de Corpos
Definigao 2.3.1. Seja E um corpo, wm subanel F'U I ¢ chamado subcorpo de FE,
se I por si mesmo ¢ um corpo; I € chamado wm Corpo Extensao de F'.

Definigdo 2.3.2. Sejam o € E D I, dois corpos, a é dito algébrico sobre F', se
a satisfaz uma equagao polinomial em I, isto € f(a) = 0 para algum f(x) € F[z].

F(a)= I"U{a} € dito extensao algébrica de F.

Observe o seguinte diagrama que ilustra a localizacao da extenséao ,

Exemplo 2.3.1.

1. /2 € algébrico sobre Q, pois /2 € raiz de 2* — 2 € Q.
2. ¢ e w ndo sio algébricos sobre Q.

Definigdo 2.3.3. Seja o € E algébrico sobre I, definimos o polinémio moénico
minimo de a sobre I, denotado por m,(z) como o polinémio monico de menor grau

que tem o como raiz.
Propriedades:

1. m, é tnico
2. m. é irredutivel

3. Para todo f(x) € Flz], fla) =0 m,|f(z)



Teorema 2.3.1. Seja a algébrico sobre I' C IV cujo polinomio minimo é m,(z) sobre

I'. I'ntao

[a) = Iz]/(Mag)

Prova. Aplicando o teorema [fundamental do Isomorfismo, se podemos achar um

Fla] ' Im¢p CFE

Flx]/kerd

Figura 2.1:

homomorfismo

¢ : Ilz] = E cuja imagem ¢ F(a) e cujo nicleo é (mq(x)), entao todo estara feito.

O candidato natural para ¢ é:

provaremaos que

i) kerg, = (ma(x))

i) Im ¢o = Fla)
De [ato,

i) Temos,
keré, = {f(z) € Flz]: f(a) = 0}
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isto é, o kernel ¢ o ideal de todos os polinémios em F[z] que tém o
como uma raiz. Agora qualquer ideal de /7[z] é principal, cujo gerador
pode ser um polinomio monico de menor grau. Para o caso de ker,, este
polinémio é por defini¢ao , m,(x) o polindmio minimo de a sobre I7.

Assim kerg, = (m,(x)) como queriamos.

i1) Qualquer f(a) € I'md¢, deve estar em F'(a), por ser fechado, usando que
I'(e) é um anel contendo I"U{a}. Logo Im¢p, C I'(«). Na outra direcio

. lemos :

Imps = Flz])/kerd = Flz]/(ma(z)).

Agora my(z) é irredutivel sobre F' o que implica queF[z]/(ma(z)) e
por tanto Imd,, ¢ um corpo. Assim Imd, é um subcorpo de F que
contem cada a € I"(pois ¢.(a) = a) e a (pois ¢,(z) = a). Mas entao
F(a) C Im¢,, como I(a), por defini¢ao é o menor subcorpo que incluie
I, temos que:

Im¢, = F(a) COmo queriamos.

Logo concluimos que:

O Ple]/(malz)) — F(a)
a(z) + (m(z)) — ala)

¢ um Isomorfismo.

O

. v - . A . so- L n—1
Corolario 2.3.1. Sejaa € E com polinomio minimo,my(x) = " +a,—12"" " +...+ao.

Enlao todo 8 € IF(«) pode ser unicamente representado na forma:

B=by+bia+..+0b1a™", (bi € ).



Exemplo 2.3.2.
m(z)=z*+z+1€Z

m(0) =1, m(l) =1,

entdo m(x) ndo tem fatores lineares, logo € irredutivel onde a = @ + (a* + 2+ 1) ¢
podemos formar

Zofz)/(2*+ 2+ 1), que € corpo

onde

Zoz)/(z® + 2+ 1) = {a+ bz/a,b e Zy}
Zo(a) ={0,1,a,1 + a},

onde o + a + 1 = 0. As tabelas de adi¢io e multiplicagdo para Z(«) sdio

+ 0 1 ol 1+«
0 0 | a 1+«
1 1 0 |l +a o
Q a 14+« 0 1
l14+a|l4ta a 1 0
1 o 14+«
1 1 a 14+ a
a o I+ a 1
l+a|l+ta 1 et
Observa-se que o' = 1 + a em Zila]. Assim temos construido um corpo com 4

elementos, |Z(a)| = 4.

Exemplo 2.3.3. 2® — 2 ¢ um polinomio irredutivel sobre Q. O Anel Quociente:



¢ um corpo extensdio de Q, onde x® — 2 tem uwma raiz a = x + (2® + 2).

Qo) = {ag + a1 + aza’® : a; € Q},

onde o® — 2 = 0.

Da divisao de 2* —2 pelo falor linear x — o, obtemos wma faloragio explicita de 2 —2

(usando o® = 2):
22 -2 = (2 — a)(2? + az + o?)

Entio em Q(a), a®—2 ¢ redulivel.

Teorema 2.3.2. Seja f(x) € F|2] um polinémio de graun maior ou igual a 1. Fntio

I pode ser estendido para um corpo E no qual f(z) tem n raizes.

Prova. Por indugao sobre n.

1)n=1, entdo £ = F.

i1) Sejan > 1 e supomos que a afirmagao é verdadeira para polinomios de grau k& < n.
Agora seja [ de grau n + 1; existe uma extensao £ de [ que contém uma raiz a de f

(ver [25]). Portanto
f(z) = (z — a)g(z), em [, com d(g)=n

pela hipdtese de indugao existe uma extensao i\’ de I4 onde g tem n raizes de f e logo
f tem n + 1 raizes em K. O
Definicao 2.3.4. Um corpo de raizes sobre I', de um polinomio [(x) € F[z] ¢ um

corpo I que satisfaz

1. Todas as raizes de f(x) estdo em IV

~

2. F € a menor extensao de I' que satisfaz (1).
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Teorema 2.3.3. Qualquer polinomio f(z) € F[x] tem um corpo de raizes sobre I'.

Prova.-ver [19]

2.4 Teorema Chinés do Resto

Nesta secao estudaremos este teorema que é bastante conhecido. Existem
dois casos no qual usaremos este teorema, o anel dos inteiros e polinomios. Estes

dois casos podem agrupar-se num conjunto mais abstrato como sao os Dominios

Euclidianos. (ver [11]).
Teorema 2.4.1. Sejam my, M, ..., m, inteiros posilivos que sao primos relalivos em

pares; isto é para 0 < 3,k < r,

ged(mj,mg) =1, g3 k,

Sejam m = Mm1.Mo... My € A, Uy, U, ..oy Uy inleiros. Enldo existe wm tinico inleiro u

que satisfaz as condigoes: a < u<a+m,e
w = wu; mod my
w = u, mod m,

Prova. Por defini¢ao, se

w=v mod mj,

entao

u—v = k;jm;, para todo j
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como o0s m; sao primos entre si, entao temos:
uw—v=kmymsy..m, =km.

Portanto existe no maximo uma solucao.

Para completar a prova, mostremos que existe ao menos uma solugao, ¢ usamos a
forma construtiva por adequar-se a métodos computacionais.Pretendemos achar um
método pratico para converter (uy, us, ..., u,) até U, segundo Garner (ver [22]) diz que

pode levar-se a cabo usando sé

7 r !
(2 = m constantes Cij,
pata 1 < 1<3<7r, onde

c;m; = 1 mod m; (2.1)

As ¢;; obtém-se usando o Algoritmo Estendido de Fuclides que nos permite achar a

e b tais que

am; +bm; =1
¢ podemos fazer @ = ¢;;. Toda vez que se acham as ¢;; satisfazendo 2.1, fazemos,
v 4+ u; mod m

vy — (uz —v1)eiz mod mo

vy 4+ ((ug —wv1)eis —v2) mod my

vy — (o(up —v1)er — v2)Cor — Voot )Cpmy,, mod m,

Entao

U = VpMpeq... MMy + ... + Vamamy -+ varmy + vy
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¢ um niimero que satisfaz as condigoes:

{0 < u<m, u=u; mod mj, 1 €35 <57}

Um teorema Chinés dos Restos mais geral pode ser enunciado:

Teorema 2.4.2. Scjam wuy, g, ..., u, polinomios sobre um corpo I', com
MDC(uj(z),ur(z)) =1, j#k

Para quaisquer wy(x), wy(x), ..., w.(x) polinomios em I'[z], exisle wm tnico polinomio

v(x) € Pla] tal que

dv(z)) < AN ui(z))+ ... + O(u.(z))

O
I

wi(z)( mod wuy(x))

v(z) = w.(z)( mod u,(x))

Prova.- Ver [22].

Exemplo.- Dados

my =3 Mma=9% mzg=7T

o

1 =1; us =06; us=2>H,

]
oo



achar um nimero u que satisfaz as condigdes do teorema 2.4.1, usando o algoritmo

extendido de Euclides (ver [22]pp.325-327), obtemos
Ci2 = 2; caqa=1 Ca3 = —2,
usando o algoritmo de Garner temos que,

=1 =0 w=4H8

U = vamgmmy + vemy + v = 91.

Assim temos que 91 cumple com todas as condic¢oes do teorema Chinés dos Restos.
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3 CORPOS FINITOS

Neste capitulo trataremos de caracterizar corpos finitos. Usaremos re-
sultados desenvolvidos no capitulo anterior, para mostrar como sao e que ordem tém
essas estruturas algébricas, que sdo o ambiente de trabalho para os algoritmos que

apresentamos no capitulo seguinte.

3.1 Introducao

J& vimos que Z,, o anel dos inteiros médulo p é um corpo com p elemen-
tos, se p ¢ primo. Este fato ¢ uma consequéencia do teorema 2.1.1, que diz que todo

dominio de integridade finito ¢ um corpo.

Ifsses corpos sao muito importantes em Computcao Algébrica, por varias
razoes . A principal é que a aritmética em Z, é simples e principalmente eficiente,
pois o tamanho dos nimeros é limitado por p. [sse fato permite que varios proble-
mas sobre os inteiros sejam mapeadas modulo p e resolvidos al nesse dominio. Tais
procedimentos sao chamados de Métodos Modulares. Exemplos de problemas resol-
vidos modularmente sao fatoragao de polinémios inteiros, Bases de Grobner e até o
isolamento de raizes reais. Na busca da caracterizacao dos corpos finitos, veremos sua
estrutura e como construi-los, basicamente como extensoes algébricas de Z,. Nesse

sentido as operagoes entre seus elementos ja estao definidas como no capitulo anterior.

Vamos mostrar que os corpos finitos tém cardinalidade uma poténcia de
um numero primo. Além disso, os corpos de mesma ordem sao isomorfos, quer dizer
que existe apenas um corpo de cada ordem possivel. Além disso, mostraremos que os
corpos finitos sao ciclicos, isto é todos os seus elementos sao gerados a partir de um

elemento.
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Como os corpos finitos sao essencialmente tinicos, uma notagiao especial

¢ usada, G'I'(¢q) denota o “Corpo de Galois de q elementos®, com ¢ = p"

3.1.1 FEstrutura Ciclica dos Corpos Finitos

Mostraremos agora o resultado principal sobre a estrutura dos corpos

finitos que seu grupo mltiplicativo é ciclico.

Lema 3.1.1. Sejam a e b elementos de grupo abeliano com ordem m e n, respecti-

vamente. Se MDC(m,n) =1 entdo , ordem de a-b=m n

Prova.-Ver [19].

Teorema 3.1.1. Seja G um grupo abeliano finilo e seja m a ordem de algum ele-
mento de ordem mazimal de . Enlio a ordem de qualquer elemento de G divide

.

Prova.-Ver [19].

Teorema 3.1.2. Seja GI'(q) wum corpo finilo. Entio GF(q)" = GF(q)—{0}, o grupo

mulliplicativo de GF(q), € ciclico.

Prova. Seja |GI'(q)| = ¢ o numero de elementos de GF'(q), e sejaa € GF(g)" com
ordem maximal m.

Queremos mostrar que m =q¢—loum <qg—1 ou m > q—1).

Pelo teorema de Lagrange, a ordem de qualquer elemento de GGI'(q)" divide a ordem
de GF(q)", entaom < ¢g— 1.

Agora para mostrar m > ¢— 1, examinamos as raizes de 2™ —1 em GF'(q)". Para
qualquer b € GF(q)*, o(b) = n, logo n|m pelo teorema 3.1.1, assim que m = kn.
Iintao

b = (bn)k. =1
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logo 0™ — 1 = 0, isto ¢é cada elemento de GGF'(¢)* é uma raiz de 2™ — 1. Mas 2™ — 1

tem no méximo m raizes distintas, logo m > ¢ — 1. O

Qualquer gerador do grupo ciclico GF(¢)* é um chamado de elemento primitivo de
G F(q). Assim temos provado que qualquer corpo finito tem um elemento primitivo.
A questao de achar um elemento primitivo, é importante para a construgao do corpo
finito e, por conseguinte, para a eficiencia da aritmética nesse corpo. Questoes proba-
bilisticas sao importantes aqui. Dado um elemento a € GG F'(p), qual a probabilidade

de ser primitivo. O seguinte resultado nos fornece de uma ferramenta nessa direcéo .

Teorema 3.1.3. Seja |GI'(q)| = q. Entio GF(q) tem ¢(q—1) elementos primitivos,

onde ¢ € a fung¢io de Euler.

Prova.- Ver [25].

Por exemplo num corpo de 9 elementos, G'I'(3?), existem ¢(8) = 4 geradores.

3.2 Corpos Finitos como Extensoes Algébricas

Aplicaremos a teoria de extensao de corpos a teoria de corpos finitos, com
o objetivo de descrever a estrutura das extensoes finitas. A propridade ciclica tem

influéncia dominante sobre a estrutura dos corpos finitos, como poderemos observar.

Lema 3.2.1. Seja GF(q) um corpo finilo |G F(q)| = q. Entdo paratodo 8 € GI(q)*

¢ raiz de 297" — 1.

Prova. |GI'(¢)|=q—1

ora para todo 8 € GF(q)", o(8)|¢—1 (pelo teorema de Lagrange), isto é,

ko(lB)=q—1 elogo B9 = p* o) = (g = 1,
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Como corolario 6bvio, vale o seguinte teorema,

Teorema 3.2.1. Seja I' corpo finito e GI'(q) uma extensao finita de F'. Entio para

todo 3 € GGI'(q) € algébrico simples sobre F.

Teorema 3.2.2. Scja I' um corpo finito ¢ GF(q) uma extensdo finita de F', entio

GF(q) = Fla]/(ma(z))
onde my(x) € o polinémio de wm elemento primitivo a de GF(q).

Prova. Do teorema 3.2.1, GF(q) ¢ F(a) a extensdao simples de I, entdao

Iz
Fla)= —Lr]—, pelo teorema 2.3.1.

(ma(z))

Pelo corolario 2.3.1 do teorema 2.3.1, cada 8 € G'F'(q), extenséo finita de I, pode ser

escrito de forma tinica como

rg = b() + bla + eee + bn—lo'“_ls br’ € F

n = d(ma(z)).

Isso nos garanta o seguinte resultado:

Corolario 3.2.1. Seja I corpo finito com || = p e GIF'(q) uma exlensdo finita.

Intao |G F(q)| = p*, para algum inteiro n > 0

Exemplo: Supondo p = 2, n = 4, entao analisamos o Corpo G'I(2").

Sejam Zq = {0,1} e o polinémio p(z) = a* + = + 1, verifica-se que p(x) é irredutivel.
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Agora p(a) = '+ 2 + 1 tem uma raiz o em uma extensio de Z,

Zofz] /(2 + 2+ 1),

e também a* 4+ 2 4 1 é o polindmio minimo de a sobre Z,. Onde cada elemento de

G I'(2') pode-se representar de uma tnica maneira:

B =ao+ aa+aa® +aza®, a;€Zy é GF(2Y).

Assim Zy(a) = Z/(x* + x + 1) é um corpo Extensdao de Z; com 16 elementos. Ob-
servemos uma tabela 3.2 dos elementos de Zs(a) junto com seus polinémios minimos

sobre Z,. Sabemos que o’ + a4+ 1 =10
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I ag | ap | az | as | Polinomio minimo sobre Z,
0 0O[0 1010 3
1 1101070 41
a 0| 1]0]O0 at 241
a? 0101110 at a4 1
o’ 010101 P tn? a1
14+ a=at L1010 et t+a+1
a+a?=qa® O[1 |10 ¥ +a+1
a4+ a® = ab 0101 1]1 I Bt S |
l+a4a®=af 1L {1]0]1 attad 2?41
at+al+at=a® 10| 1] 1 i N |
a+a®=a’ 0111011 et 41
a? 4 ot =0 11 (1|0 el a2t 42t a4
a?+at+a=at 0|1 |1]1 e+l
al? 1 1 1 1 A N N |
ald 1 0 1 1 2ttt a4 a4l
ol 1 0 0 1 2tz 41
L= gt® 1 0 010 T+ 1

entao notemos que z? + x + 1 é irredutivel sobre Zs, pois niao tem raizes em Zo,

também

Tabela: Uma Representagdo de G'F'(2*)

Queremos verificar que @ tem polinémio mimimo 2 + z + 1 sobre Zo,

(r:r:’)2 S

a® 4o +1

(e’ + a+ 1)+ (a® + a) + 1(Da tabela.)

0,




se reduz para zero, usando aritmética médulo 2, e assim e mostramos que x? + a + 1
é polinédmio minimo de o”. Da mesma maneira se verifica para os outros polinémios.
Na tabela observamos que as poténcias o' formam G F(2'); devido a que o polindémio
irredutivel 2*+2 +1 tem um elemento primitivo de GF(2') como raiz, tal polindémio
¢ chamado Primitivo. Em geral um polinémio irredutivel de grau n sobre GF(q) é

dito Primitivo se tem um elemento primitivo de G I'(¢") por raiz.
Podemos verificar que nem todo polinémio irredutivel é primitivo, por
exemplo

' 4+ 2% + 2® + x + 1 & irredutivel sobre Z,. Assim cada elemento de,
(,:'f"(?‘!) =~ Zg/(;r"; +ad+2t+a+1)

pode representar-se como,

ap + a1+ apff* + azB®,  (ai € Zy).

onde 3"+ 3+ B2+ 3+ 1=0, mas 3 nao ¢ primitivo.

A ordem de (3 é 5, pois

B+ +8++1 = 0
B+ ++6+p = 0
B+ +2+8+1+1 = B°
0+1 = g

3.3 Existéncia e Unicidade de Corpos Finitos

J4 vimos no capitulo anterior que se um dominio de Integridade tem
caracteristica finita esta tem que ser prima. Por tanto um corpo finito tem que ter

necessariamente caracteristica um numero primo.
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IS facil ver que um corpo G'F'(g) de caracteristica p contém um subcorpo
de p elementos que podemos identifica-lo como Z,. Com essa identifica¢ao aplicada

ao teorema 3.2.2, podemos caracterizarmos corpos finitos:

Teorema 3.3.1. Qualquer corpo finito GF(q) tem p" elementos para algum primo
p e algum n € N. Onde p € caracteristica de  GF(q) e n € o grau do polinémio

minimo de wm elemento primitivo o de GI'(q) sobre Z,.

Ainda existe a questdo da unicidade e existéncia. Por exemplo Zo/(2* +
a+1) e Zy/(a* + 2 + 1) sao isomorfos?. Para cada p e cada n existe um corpo finito
com p" elementos?.

Para respondermos tais questoes , necessitamos de algums resultados auxiliares.

Agora mostraremos a unicidade dos corpos finitos.

Lema 3.3.1. Sejam ay(x), az(z), ..., a(x) fatores distintos irredutiveis de f(x) € F[x],

entdao
L

Ha;(;r) | f(2)

=1
Proposigao 3.3.1. Seja GF(¢") com elementos ag = 0,01, 0, ..., . Intao sobre

GF(q") , 29 — 1 tem a seguinte fatoragao irredutivel:
Q
29— 1= H(:L: — )

Proposigao 3.3.2. Scjam my(x),...,my(x) todos os polinémios minimos distintos
dos elementos x de GI"™(q") sobre GI'(q).

Entdo sobre GF(q), a9 —1 tem a seguinte fatoragdo:

Prova. Ver [25].



Corolario 3.3.1. Se a € GF(q") tem polinomio minimo m,(x) sobre GI'(q), enlio

me(x) tem raizes distintas em GF(q")

Exemplo 3.3.1. Se
Q = 2" —1, entio x'® — 1 = a9 — 1, queremos a fatoracdo irredulivel,

i) Sobre GI'(2'), temos
14

2’ -1 = H(’b —a'),

i=0
onde o € um elemento primitivo de GF'(2%), isto €, a ¢ uma raiz de " + = + 1.

i) Sobre GF(2)

=

a® 1 = (z + l)(:r2 + a + l)(:z:” +a2+1)
(z* + 2% + l)(::.:‘l +a3 4+ 42+ 1)

O proéximo resultado garante a unicidade de GF(q).
Teorema 3.3.2. (Unicidade de GI'(p")) Quaisquer dois corpos com p" eclemenlos

sao isomorfos.

Prova. Se I é um corpo com p" elementos, entdo tem caracteristica p, logo I’ é
uma extensao de Z,. Pela proposi¢ao anterior, fazendo @ = p™ — 1, a”"~!' —1 tem
a seguinte fatoracao irredutivel sobre Z,;
l’.-’
L ‘
2l -1 = Hm;(n:] (3.1)
=1

Onde os my(x) sdo polindmios minimos distintos dos elementos de /.

Escolhendo o um elemento primitivo de I, entao

F= Z?;(ﬂ} = Zp[x]/(?nn(m))
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Suponhamos agora que ¢/ é um outro corpo com p" elementos e por
exatamente as mesmas razdes que as de acima 2 ~! — 1, tem a seguinte fatoracio
irredutivel sobre Z,

L
p"—l - g &
2" —1 = [[ () (3-2)
=1
Onde os my(x) sao os polinémios minimos sobre Z, de G*. Mas 3.1 e 3.2 conducem
a duas fatoragoes de z”"~! — 1. Pela unicidade da fatoragao, a familia de m(z) deve
coincidir com a familia de my(2). Em particular my(z) = mg(a) para algum g € @
Logo pelo teorema anterior
Zy[z]
ol

ma(a)

.

. Z - 1
Como ﬁ = ' tem p" elementos, assim como o subcorpo Z,(3) de G, por tanto

oy | b

GT,(p)=F

Resta-nos mostrar a existéncia de corpos finitos, isto ¢,

Teorema 3.3.3. Para cada primo p e inteiro n > 0, existe um corpo com p"

elementos.
Prova. Consideremos o polinomio
f(z)=2" —z em Z,z].

Entao f(z) tem um corpo de raizes 2.3.2 : Uma extensao G/F'(q) de Z,, que contém
todas as raizes de f(z) é tal que nenhum subcorpo, préprio de G'I'(q) tenha todas as

raizes de f(x). Agora mostremos que o corpo de raizes de f(z) tem exatamente p"
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elementos. Observamos que f(z) tem p* raizes nio necessariamente distintas. Como
2, n__
Jz) =paP ! —1=—-1£0,

pelo criterio de multiplicidade de raizes, temos que as p* raizes sio distintas. Prova-
* . mn
remos que as raizes de f(x) =2 — 2 forman um corpo. De fato,

Se 11,719 sdo raizes de f(x), entao,

f(ri+72) = (r1 +13)"" = (r1 +12)
- '*"?1]‘I + 18" = (ry + 1),
=ty eyl ),
= B

Assim temos provado que as raizes de f(x) sao fechadas com respeito da

adigao, e se

flri,re) = (rra)” =i
T T

— ?'? T‘g — g

= rmrog—mriry =0,

é fechado com respeito ao produto. Ii facil verificar as outras propriedades de corpo.
Portanto, temos construido um corpo com p”* elementos, o corpo de raizes de z?" — =z

sobre Z,. O

3.4 Aritmética em Corpos finitos

Teremos aqui alguns fatos importantes sobre a aritmética de corpos fini-

tos. Um primeiro fato bem conhecido, é o chamado de Pequeno Teorema de Fermat
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que junto com suas conseqiiencias, ¢ uma das razées mais importantes da eficiéncia

da aritmética em Corpos finitos.

Lema 3.4.1. Todo elemento « € GF(p) satisfaz a® = a.

Prova.- Ver [19].

Lema 3.4.2. Em wm dominio de caracteristica p, temos
(a+b)F =d” + b

Prova.

p
(a+b)" = (‘:) akpr=*
k=0

o k-ésimo termo 0 <k < p:

(i:) a*bF = Pp - I)E: gl s 'l)akbp_k

(,'n) o
s ¢ inteiro

Ellplp—1)...(p—k+1) mas MDC(k!,p)=1

ora como

assim  k!| p(p—1)..(p—k+1). e cada k-ésimo termo entre 0 e p é do tipo p.m = 0

pois o dominio tem caracteristica p. O

. T T o4 , -
Corolario 3.4.1. (a+b)"" = a?" + " em um dominio de caracteristica p.

Na secao anterior caracterizamos corpos finitos como sendo anéis quocientes de Zj[z]/(m(z))
com m(x) polinémio irredutivel em Z,[x].

Ainda resta a tarefa de encontrarmos um polinémio irredutivel de grau n e em Z,,. O
resultado seguinte nos da um critério de irredutibilidade.

Lema 3.4.3. Sejam ly,...,ly, todos os divisores primos de n ¢ denolemos + = m;.

L

Um polinomio g(x) € Z,[x] de grau n ¢ irredutivel em Z,[z] se e somente se,
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i) glz) | 2" —a

ii) MDC(g(zx),z”" —z)=1, 1 >12>2k

Prova.- Ver [19]

O proximo resultado nos mostra a quantidade de polinémios irredutiveis

de um grau dado.

Lema 3.4.4. Denolemos por m(n) o numero dos diferentes polinomios monicos em

Zylz] de grau n que sao irredutiveis. Entao

o7 n/2logn n
) /) )
; ! <mn) < —
n n
1 m(n 1
1, L
2n — p* n

onde p" ¢ o mimero de todos os polinomios monicos de grau n.

Prova.- Ver [27].

OPERACOES

e Os elementos em

Zy[x] mod (m(z)) = {p(z) € Z,[z]:
o(p(x)) < (m(x))}

e A soma e resta sao definidas como em Z,[z], e o produfo e o elemento

inverso se definem da seguinte maneira,

p(x) * q(x) = rme) (p(e)q(@))

.5 =s(z) mod m(x)
(@)
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onde MDC(p(z),m(z)) =1 e p(x)s(z) =1

e O elemento zero e a unidade sao,

(m(z)) = {m(2)p(z) : p(z) € Z,[z]}

1+ (m(z)).

A seguir apresentamos dois algoritmos para determinarmos polinémios

irredutiveis de grau n em Z,[z], com isso concluindo a tarefa de construgao de GF(p™).

3.4.1 Algoritmo de Rabin para Polinomios Irredutiveis

Algoritmo 3.1.
Repetir:

(1) Gerar um polinomio monico aleatorio, g(x), de grau n sobre G F(p).
(2) Se g(x) | (29 —a) =1, enldo a condicao (i) ocorre.

(3) Se MDC(g(z),(xP" — a)) para todo n; = n/k;, onde os k; sao todos os

divisores primos de n, entao a condi¢do (2) ocorre.
Até que (1) e (2) (condigoes de 3.4.3 ocorram.

A prova deste algoritmo é direto de 3.4.3.



3.4.2 Algoritmo de Calmet para Polinomios Irredutiveis

Em [14] se prova que um método melhor resulta da substitugio do passo

(1) e (2), e a construgao da matriz () de Berlekamp,(ver capitulo seguinte)
Algoritmo 3.2.
Repetir:
(1) Gerar um polinomio ménico aleatorio, g(z) de grau n sobre GF(p)
(2) Se g(x) ¢ livre de quadrados, entao o passo (1) ocorre.
(3) Se o passo (1) ocorre, construir a malriz Q sequndo 4.5. Se o numero
de velores linearmente independentes € 1, enldo o passo (2) ocorre.

Alé que o passo (2) ocorre.

O tempo médio computacional para o método de Rabin é o(n*(log p)*),

e o de Calmet é levemente melhor, o(n'(log p)* + n*(log p)?).(Ver [12])
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4 FATORACAO DE POLINOMIOS EM UMA
VARIAVEL

Apresentamos e desenvolvemos algoritmos para a fatoracio de polindémios

em corpos finitos.

4.1 Introducao

A fatoragao polinomial é uma operagao importante na manipulagao algé-
brica, ¢ importante nao somente como maneira de achar raizes ou fatores, mas
também por ser usada como subalgoritmo em outros processos tais como a integracao
simbdlica, simplificagao , solugao de equagdes polinomiais, etc. Naturalmente deseja-
mos ter um método rapido e eficiente ( e assim nos dirigimos a estudar a eficiéncia

dos algoritmos para fatorar).

Todos os problemas de fatoragao polinomial sdo reduzidos ao problema
de fatoracao de polinémio ménicos com coelicientes inteiros a uma variavel, mesmo

problemas de fatoragdao de polindomios a varias variaveis em extensoes algébricas.

O método de Kronecker (ver [22]) foi o primeiro método usado para
fatorar polindmios univariaveis sobre os inteiros. Mas o algoritmo é ineficiente e se

mostra que o custo cresce exponencialmente com o grau do polinémio a ser fatorado.

Fsta ineficiéncia fez que se desenvolvessem métodos homeomorficos. Ios-
tes métodos reduzem o problema para o caso de uma variavel, com o polinémio
reduzido moédulo um primo p. O polindmio resultante é entao fatorado sobre o corpo
finito Z, = GF(p). Alguns destes fatores serao usados para determinar os fatores

sobre Z.



Vemos portanto que a fatoragao de polindmios em corpos finitos é impor-
tante nao s6 por si mesmo, mas também como um subalgoritmo para varios métodos

homomérficos.

Varios métodos sao considerados neste trabalho, entre os quais, o método
de Berlekamp, o de Cantor-Zassenhaus, e o de Rabin (ver [15], [22]) . Nosso problema
principal é achar um fator sobre Z,. Muito do trabalho nesta area foi feito por Ber-
lekamp [5], ele desenvolveu o primeiro algoritmo de Fatora¢do completa que trabalha
na ordem de o(n®p) passos, para fatorar um polinémio de grau n sobre Z. Uma das
desvantagem deste método foi o termo p usado na analise do tempo. Isto restringiu o
método para corpos relativamente pequenos. Depois o mesmo Berlekamp [6] refinou
seu método de fal maneira que o problema de fatorar se reduz a encontrar raizes de
um polinémio num corpo finito. Ele mostra que o problema pode ser resolvido num

tempo proporcional a ;ul’m log Pgﬂ-

Neste capitulo estudaremos métodos para a decomposi¢ao de polinomios
numa variavel em corpos finitos. Inicialmente veremos como é possivel obter um
algoritmo eliciente para uma decomposicao livre de quadrados, a seguir varios métodos

probabilisticos para a fatoracdo serdao discutidos.

Dado U(z) € GF(q)[x]onde I'é um corpo finito, é possivel obter tinicos
polinémios distintos u(z), ua(z), ..., u,(2), irredutiveis com coeficientes em G F'(q), de
tal modo que

U{z) =ud(z)ug..u(z)

onde sy, Sg, .., 85 530 inteiros maiores do que zero. A garantia da existéncia e unicidade
dos u; é dado pelo fato de G F(q)[2] ser um Dominio Euclidiano portanto de Fatoragao
unica.

Neste capitulo trataremos justamente de como obter os u; . Entretanto a maioria dos
métodos requerem que a poténcia de wu; seja 1, isto é, que o polinomio seja livre de

quadrados. Por isso precisamos conhecer tal decomposicao.
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4.2 Decomposicao livre de quadrados

Seja um polinémio p(x) de GF(q)[z] onde R é um anel de caracteristica
zero. I posivel que p(z) tenha fatores multiplos, quer dizer, que exista um polindémio
q tal que ¢* divida p(z) (talvez numa poténcia maior que 2 divida p(z), ainda neste
caso ¢ verdade que ¢* divide a p(x)).Obviamente podemos encontrar todos os fatores
muiltiplos fazendo uma fatoragiao completa de p(x), mas existe uma forma mais simples
que descreveremos. I suficiente considerar p(x) monico. Suponhamos que p(z) seja

fatorado num produto de fatores lineares:

T

plz) = H(.’I.‘ — @)™,

t=1

onde os a; podem ser quantidades algébricas sobre R (fazemos esta fatoragao s6 para

a prova). A derivada de p(z) é:

p(z) = Z(ng(m R H(‘L —a;)").
i=1 a=1
i#j

Supondo que p'(z) # 0, é dbvio que para cada i, (z — a;)™ " divide p(z) ¢ p'(z). Por

outro lado cada polinémio que divide p(x) ¢ um produto dos (z—a;) para uma poténcia

menor ou igual que n;. Por tanto o MDC (maximo divisor comum) determinado é o

produto dos (z — «;), para uma poténcia n; — 1 ou n;. Mas esta poténcia nao pode
. T b ! et . o -

ser n;, pois (x —a;)™ divide todos os termos de p'(x) exceto um, e portanto nao pode

dividir p/(z). Assim que temos provado o seguinte resultado:
d('L) — H%DCT(?}(T),?}F(T)) s H(:L - “‘_)n,‘—l,

i=1

Assim

N p() =T T —a
1) = M DC(p(a), 7 (@) He=ed

=1
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Entao
n

M DC(q(z), MDC(p(z),p'(2))) = H(:r.— a;),

pelo que deduzimos

hiz) = q(:l:) = i T — ay).
) MDC(q(x), MDC(p(z), p'(x))) II ¢ :

i=th;=1

O lado direito desta equagao é o produto de todos os fatores nao-muiltiplos de p(z) e
mostramos como calcula-lo usando s6 operagoes de derivagao, divisao exata e MDC.
Estas operacgoes nao sairam de G'F'(q)[z] o que implica que este produto pode ser
calculado em G'F'(q)[z] por um método eficiente e rapido. IEm resumo, calculamos
como um resultado intermediario o M DC(p(x),p'(x)), que tem os mesmos fatores
miultiplos de p(a), mas com a poténcia reduzida em 1, 0 mesmo procedimento que se
aplico a p(x) agora é aplicado ao M DC(p(x),p'(x)), entao estamos calculando todos
os fatores de M DC(p(z),p'(x)) de multiplicidade um, ¢é dizer os fatores de p(x) de
multiplicidade 2. E similarmente para os fatores de multiplicidade 3....etc. isto é, por
meio de célculos simples em GF(q)[z] podemos fatorar da forma [] p(2)z;, onde p;(x)
é o produto de todos os fatores de p(z) de multiplicidade i. Nesta decomposicao de
p(a), cada p;(x) nao tem fatores multiplos, e os pi(x) sdao relativamente primos entre

si. Esta decomposigio é conhecida com o nome de Livre de quadrados,ver([30].

Se U'(z) = 0, entdo o coeficiente a; de z*, somente é diferente de zero se
k é miltiplo de ¢. Isso quer dizer que p(x) pode ser escrito como U(x?), ou seja

p(z) = Ua?) = (U(2))".
Nesse caso a decomposicao pode ser feita em U(z) tomando as q-ésimas poténcias de
U(q)-
Exemplo 4.1. Seja o sequinte polinomio em Z3
p(a):=a+32%+62" +92%+ 122° + 42" +52° + 2z 411z +4
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I seja pl(x) a derivada de p(x)

pl{ ) = 928+ 242" +4225 +542° + 602" +162° + 1522 + 42 + 11

Usamos o mélodo de Decomposi¢io livre de quadrados para elimiar o
Jalores muilliples de p(z). Se o MDC' € igual a 1, entio p(x) ndo tém falores mailtiples,
de oulro modo p(x) tém fatores repetidos.

Agora achando o MDC de p(x) e pl(z) temos,

d(z)=2*+112°+102% + 42 +4
Assim fazendo a divisao de p(x) com d(x) oblemos o polinomio livre de quadrados,

q(z):=2>+52"+62> +62>+52+1

Achando o M DC(q(x),d(z)), obtemos o fatores de multiplicidade 3.

ql(z) =2 +12z + 11

E dividendo q(zx) entre o ql(x) temos os [alores de multiplicidade 1.

h(z)=a®+62*4+2+6

Finalmente conhecemos os fatores (a2 + 62% + x + 6) de multiplicidade 1
(22 + 122 + 11) de multiplicidade 3 E o polinémio livre de quadrados serd o produto

de

(2% + 62% + 2 + 6)(2* + 122 + 11)

Verificamos multiplicando os fatores anleriores usando suas multiplicidades como
potléncias.

p(z) = (2% + 62% +6)(2? + 122 + 11)°.
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p(z)i=2"+32%+62" +92°+122° +4a' + 523+ 222 + 112 + 4

4.3 O Método de Berlekamp

Seja U(z) = wpz™ + ... + wg@ + up, um polindomio com coeficientes no
conjunto {0,1,2,...,p — 1}. Usando aritmética médulo p, queremos expressar U(x)
num produto de polinomios irredutiveis. Assumimos que U(x) é livre de quadrados,

isto é, cada fator tem no maximo poténcias 1.

Portanto, como estamos num Dominio de Fatoracao Unica, supomos que
3 5 |

U(z) = pi(x)p2(2)....pr(2) (4.1)

¢ o produto de fatores primos entre si.

Para descobrir os p;(z) a partir de U(x), a idéia de Berlekamp ¢é fazer
uso do Teorema Chinés dos Restos, que é valido tanto para polinémios como para
inteiros. Se (s1,92,...,9,) ¢ uma r-upla de inteiros médulo p, o T.C.R. implica que

existe um tinico V(z) tal que,

( V(z) = s; mod py(z)

V(z) = s3 mod py(x)

| V(z) = s, mod p,(x)

onde,
V) < d(p1) + A(p2) + ... + d(pr)= O(U). O conhecimento deste polinémio da

uma maneira de obter os fatores de U(x). Por exemplo, se r = 2 ¢ s; # s,

50



MDC(U(z),V(z) — s1) ¢ divisivel por pi(z) e ndo por py(ax). J4 observamos que
pode-se obter informagao a respeito de dos fatores de U(x), partindo de solucgoes
apropriadas para o sistema 4.2, tratamos agora de obter ditas solucoes

Em primeiro lugar, observa-se que V(x) satisfaz a condigéo :

V(z)

st =s;=V(z) mod p;j(z)

Il

(4.3)
V(z)» =V(z) (mod U(z))

onde, 1 < 7 <redV)<adU) Em segundo lugar, temos a identidade polinomial

basica:
F—z=(z—0)(z—1)...(z2—(p—1)) modp

e dal segue que

V(z) =V(z)=V(2)(V(z) = 1)...(V(z) = (p—1)) (4.4)

Se V(x) satisfaz 4.3, segue que U(z) divide o lado esquerdo de 4.4, (por definigao de
modulo); assim cada fator irredutivel de U(z) deve dividir um dos p-fatores primos

do lado direito da equagao em 4.4.

Em outras palavras todas as solugoes de 4.3 devem ter a forma de 4.2, ou
seja para alguns s, sg, ..., $, existe exatamente p” solugoes de 4.3 . As solugao V()
para 4.3 sdo essenciais para a fatoracao de U(x). Até pode parecer mais dificil achar
todas as solucgoes para 4.3, que fatorar U(x), mas isto nao é verdade, como veremos
a seguir.

Seja (U) = n, podemos construir a matriz n X n :

do,0 do,1 v Jo,n—1

qn—l,O Qn—l,l s {n—1,n-1

Urnes
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onde,

Pk = Ten12" "+ Gporp—22® 4+ @ar + @ (mod U(z)), k=0,..,n—1.

[Entao

\/(:‘"’) = '”n-]-'l:u_l +-rtmz+y

¢ uma solugao para 7?7 se e somente se,

(?J(], v, ...,‘U,;-])Q = ('L?u, 1, ---,Un—l)

A udltima equagao se segue de:

¥iz)= Z'ijj — Z kaqk,j:::"- - ka:t:?’k = Y{zP)= V(e [(mod U{z)).
7 k

J k

D importante notar, portanto, que o problema de acharemos solugoes
V(x) de 4.2 é reduzido a um problema de algebra linear, de resolucao de equacoes
lineares.
O posto da matriz @ — [ é o nimero de fatores irredutiveis.

A seguir apresentamos o algoritmo de Berlekamp.

4.3.1 O Algoritmo de Berlekamp

Para fatorar procede-se da seguinte maneira:

Algoritmo 4.1.

Bl1.- Constatar que U(zx) € livre de quadrados.

B2.- Formar a Matriz Q).



B3.-

BJ.-

Triangularizar a matriz Q — I, onde I ¢ a identidade n x n, achando seu

posto v ¢ seus vetores linearmente independentes: ol ol ol tal que
JU(Q - 1) = (0,0,...,0), 1<j<r

O primeiro velor ¢ sempre (1,0,...0) e representa a solugdo trivial vM(x) =
1 para??; v ¢ o numero de falores irredutiveis de U(x). As solugoes para
?? sio os p’ polinémios correspondentes aos vetores Lyl ... 1,0V para
todas as escolhas 0 < iy,...,t, < p. Portanto se r = 1, U(X) € irre-

dutivel e o procedimento acaba,

Caleular
ﬁJDC(LI(.’E),U[Ql(.’E)—S) para 0 < s< p

onde v13(x), ¢ o polinomio representado por v, o resultado serd wma
fatoragdo ndo trivial de U(), pois v!¥(z)—s # 0 ¢ tem o grau menor que
o grau de U(x). Sempre e quando V(&) salisfaz 77, prova-se a sequinte
CquUagao:

Ue)= [] MDC(V(x)-s,U(x))

0<s<p

Se quando usaremos v (x) ndo separa U(x) em r-fatorves, os fatores

sequintes podem-se obler calculando
MDC(v¥™(z) — s,w(x)) para 0 < s <p

¢ todos os fatores de w(z) serdo encontrados, para k = 3.4,... até que
os 1 fatores scjam obtidos. Se escolhemos s; # s; em 4.2, obtem-se a
solu¢do V(z) para 7?7 que distingue p;(x) de p;(x); algum ol¥l(z) — s serd

divistvel por p;(x) e ndo por pj(x), assim este procedimento achard todos

os falores.



Exemplo 4.3.1. Fatorar:
U(z) = 2® 4+ 2°+ 102" + 102° 4+ 82° + 22 +8 (mod 13)
usando o algoritmo de Fuclides temos:
ﬂ-ﬁ'.DC(U(:a:),U"(;r}j =1

Por tanto U(x) € livre de quadrados, ndo tem falores repetidos, se nao fosse assim
usar o método de Decomposicdo livre de quadrados, portanto o passo Bl ¢ satisfeito.
No passo B2 formamos a matriz Q de ordem 8 x 8. Podemos obter as filas de Q

encontrando solugdo para:

z° mod U(z)
2" mod Ulz)

2*® mod U(x)

2 mod U(x)

IBm geral para obter ¥ mod U(x) temos: Seja

Uz) =2" + tp2™ 4 .+ uz +uo
Para valores pequenos de k, x* mod U(x) pode ser achada da sequinte forma:

¥ = appo12™ + . F apar + arpor mod U(z)



Fntao

k+1 __
"t = a;\.‘,,_l.'c“ + ..+ ak,lxz + apox

— n—1 . =
= Apyn—1(—Un-12"7" — ... — w2 — ug) + Qp—2T" kg il

n=—1
= (—Uk,n—lﬂu—t + A2 + oo+ o — Qpp s )-?f — Qfn—1Ug.

ou seja para 0 < 53 < n — 1 temos a sequinte formula :
Qfy1,j = Qkj—1 — Qkn—1t;

admitindo que:

a1 =0 € @arp10=—arn-1U0

Por exemplo oblemos o cocficienle de 27 usando a formula anterior
gy = 79— a7 = —2 =11 (mod 13).

e assim achamos a matriz Q.
No passo B3, oblemos o posto da malriz () — I, onde r € o nimero de velores linear-

mente independentes: v, ..., ol tal que,
vlA = ollA = ... = vBlA = (0,...,0),

onde A = @ — I usando um algoritmo apropriado. (Knuth sugere o algorilmo do
espago nulo) ([22]pp.425). Em nosso exemplo achamos r=3 , entio U(x)deve ler

exatamente 3 fatores irredutiveis:

o'l = (1,0,...,0)
o = (0,5,5,0,9,5,1,0)

oPl = (0,9,11,9,10,12,0,1)

o
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Finalmente no passo Bf , ao caleular MDC(U(z),v®(z) —s), para 0 < s < 13, onde

vl(2) = 2% 4 52% 4 92 4 522 + 5z, ¢ obtemos para:

§=2 —Sa*4+82%+42+12

s=0 —2°+52'+92°+52+5

Portanto com v oblemos sé dois dos tres fatores, (para os outros valores de s, temos

que o MDC' ¢ a unidade). Entio agora usamos o lerceiro vetor e fazemos o mesmo

procedimento.
De
MDC® — s, 2% + 52* + 92° + 52 + 5)
obtemos,
s=6 —a'4+2>2+32% +42+6
s=8 —9a+3
Portanto

U(z) = (2" + 22° + 322 + 42 + 6)(2® + 8% + 4z + [12)(x + 3)

4.3.2 O custo do Algoritmo

Vamos a estimar o tempo de rodagem do método de Berlekamp, quando
um polindomio de grau n ¢ fatorado médulo p. Primeiro assumimos que p é relativa-
mente pequeno (p < 25), de tal maneira que as quatro operacoes aritméticas podem
ser feitas médulo p em essencialmente uma certa quantidade de tempo, proporcional

al.

A computacao do passo Bl, toma o(n?) unidades de tempo, o passo B2

toma o(pn?), para o passo B3, usar o algoritmo para triangulizar matrizes requer
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no maximo o(n*) unidades de tempo. Finalmente no passo B4 observamos que a
computagao do M DC(f(x), g(x)), via algoritmo de Euclides, toma o(grau(f)- grau(g))
unidades de tempo, logo a computacio do M DC(vl)(z) — s,w(x)) para j,s fixos e
para todos os fatores w(z) de U(x), se encontram no maximo em o(n?) unidades de

tempo. Potanto no passo B4, requer-se de o(prn?) unidades de tempo como méximo.

O procedimento de Berlekamp para fatorar requer o(n® + prn?) passos,

quando p é um primo pequeno.

4.4 O Método de Cantor-Zassenhaus

[Em 1981, Cantor e Zassenhaus ([15]) introduz um novo algoritmo proba-
bilistico para fatorar polinémios , cujo tempo esperado de rodagem ¢é polinomial em
n, o grau de f, e logq, ¢ = p", isto ¢ ¢ é a cardinalidade do corpo GF(q), tornando-o
adequado para valores grandes de ¢, o que faz deste procedimento mais eficiente que

s £ TN, e P o | 1 ]3 .l l.. 1 l . 1, 5 o S . l
o algoritmo deterministico' de Berlekamp, cujo tempo de rodagem ¢ proporcional a

¢, 0 que nao é bom quando ¢ é grande.

Algoritmo 4.2 (CZ).

CZ1.- Verificar que [ ndo tem fatores repetidos, € monico e f(0) # 0.

CZ2.- Fatorar f num produlo:
f(2) =[] hue)-
i=1

onde cada hi(x) contém fatores irreduliveis de graw 1.

CZ3.- Fatorar cada h;(z)

Lehama-se deterministico porque testa todos os posiveis valores de G F(¢)
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Para executar CZ2 temos que usar o algoritmo chamado Fatoracdo de
grau diferente e no passo CZ3 usaremos o algoritmo [Falora¢ao de grau uniforme,

ambos serao estudados a seguir.

4.5 Fatoracao de grau diferente
O algoritmo de Fatoragao de grau diferente(DDI") se baseia no seguinte
lema

. - . m ’ - - . - . -
Lema 4.5.1. O polinomio ¥ — x € o produlo de lodos os polinomios monicos, ir-

redutiveis e distintos em GF(q)[x] com grau dividindo m.

iste algoritmo revela o niimero e os graus dos fatores irredutiveis de f.

Algoritmo 4.3 (DDF).

DDFl.- Seja i + 1; ro(z) « .

DDF2.- Seja ri(z) ¢ (ri-1)? mod f(z)

DDF3.-
Seja hi(z) «+ MDC(f(x),ri(z) — )
Se hi#1l, faga  f(z) f'{;((:;))
Se f(x) =1, acaba.

DDF}.-

Sejai 141
Se 21 < grau (f(x)), vai para o passo 2,

de outro modo, faga hypa 5y < f(z), logo acaba.



4.0.1 Custo do Algoritmo

O maior custo do algoritmo estd no passo 2, em geral para elevar r;(2)
a uma poténcia grande, se usa o método binario [5] (0 método binario para ¢™ com
¢ primo e aritmética modular é 6timo).
O nimero de multiplicagoes médulo f(z) é de ordem, (log ¢)°.
Baseados no método de Berlekamp, se recomenda fazer o seguinte procedimento:

supondo que

?'i_](ﬂf) = bn_lllfn_l + ...+ b].ﬁL’ +bg = GIP(Q)[(L]

entao, se
ri(x) = (rici(2))? = (ri=i(x)")

Portanto se calculamos:
Qi(z) =2 mod f(z), i=0,1,..,n—1
e armazenamos Q; como sendo a i-ésima fila da matriz Qnxn, temos:
ri(z) = rimi(2).Q (4.5)

Ao formar a matriz Q, 4.5 da uma forma répida para calcular r;(x) a partir de r;_;.

Segundo [22]pp.426, podemos completar a matriz (), usando o seguinte método: Seja
z? mod f(a)= Ci1 @™V L6488 + co
Entao

2™ mod f(z) = cp1a”+ . a2 + ot = (Camz — Gno1Ca—1)x" ™ + (4.6)

+ (ep—s — an_gcn_l):z:'“—'z + oo+ (€0 — @1¢p—1)T + apCn-1(4.7)
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O custo para completar cada linha é: np multiplicagoes, e para toda a matriz ) é :

n*q operagoes em G F(q).

Iim forma geral se pode determinar ¥ mod f(z) com o uso da seguinte férmula de
recurréncia:

Ck+l.j = Ck,j—l =+ {.‘,JCL.,,,_.l
onde

k-1 =0, Ck4+1,0 = —Chkn-100

Quando se acha @, se faz a seguinte reformulacao do algoritmo DDF.

4.5.2 O algoritmo NDDF.

Algoritmo 4.4 (NDDF).

NDDF'1.-

Faga 1 + 1;

r(z) « 2? mod f(x)
NDDF2.-

Faca h; < M DC(f(z),r(z) —x),
NDDI3.-

Se hi(z) = f(x), enldo acaba;

de outro modo [(x) ?{L(% e 1¢—1+1
NDDF.-

Se 21 > grau(f(z)), entdo hyrauiy) — [(z) € acaba;

de outro modo,r(z) < r(x).Q e volta para o passo 2.

Usaremos o mesmo exemplo dado para Berlekamp.
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Exemplo 4.2. Seja o polinomio
J(z) = 2® + 2% + 102" + 102° + 82® + 22 +8  (mod 13)

Aplicando o algoritmo NDDF temos
> nddf (pol,13);

2 1 71 10 13 5 1

5 6 4 8 0 4 7 2

I 3 € & 1 6 2 3
Q=

211 B 8 3 1 § 1

6 2 7T 10 9
0 12
5 0 11 9 12

—
—
e |

11+3a24+222 4622 +102" +122° 4+ 92°

-~
Il
&
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[1 0 0 0 0 0 0 o]
2 1 7 11 10 12 5 11
3 6 4 3 0 4 7 2
o |* 3 6 5 1 6 23
21 8 8 3 1 31
611 8 6 2 7 10 9
511 710 0 11 7 12
(3 312 5 011 9 12|

[1 z 22 2% z' 2% 2® :L‘?]

24102z +522 412234+ 1220 + 72+ 427

1 =3

[n:+3,l,;1:3+83:2 +42 412, 2" +22° +32% + 42 + 6]

[ foi decomposto num produto de fatores, onde todos os sublatores tém o
mesmo grau. Agora analisamos como decompor estes s fatores, z + 3 deve ter fatores
de grau 1
a? + 82? + 4z + 12 deve ter fatores de grau 3
'+ 22% + 32% + 4z + 6 deve ter fatores de grau 4. Neste caso, cada um dos fatores é

irredutivel e portanto nao sera necessario usar o seguinte algoritmo

()2 R
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4.6 Fatoracao de grau Uniforme

Seja
fle) =] #
f==1

onde cada h;(x) contem sé polinémios irredutiveis de grau i, ménicos, ¢ supondo que
Ale) =lulzs) = g +dig .. b diz + do,

temos a tarefa de achar os [/1 fatores de grau i. A fatoragao seria trivial se [ =i

Definigao 4.6.1. .- Um polinomio t(z) (aleatorio) € GF(q)[z], se chama polinémio

Separador para h(z), se 0 < grau(MDC(L,h)) < L.

Agora o problema fica reduzido a achar polinémios separadores para h(z).

Daremos dois separadores para o polinémio h(x).

4.6.1 O Algoritmo Separador de Cantor Zassenhaus

Algoritmo 4.5 (CZSEP).

I.- Escolher um polinomio em forma alealoria, ((x), em GF(q)[x] de grau

menor que 2t — 1.
2.- Fazer t(z) « (t(x))" /2 mod h(z) "
3.- Calcular
g(z) = MDC(h(z)) = MDC(h(z),t(z) — 1)
Em Knuth [33] prova-se que o polinémio g(x) tem a probabilidade de
quase 1/2 para que seja nao trivial. Se h(x) # g(a) # 1, entao substituimos h(x) por

63



h{zx)/g(x). Se o grau de g(x) ou h(z) é maior que 7, aplicamos de novo o algoritmo.

O processo termina quando achamos todos os m = [ /i fatores irredutiveis de grau 1.

Exemplo 4.3. Seja o polinémio h(x) := " + 32 + 3z + 4 em Zs[z].

> sepcz(h,2);
{--> enter sepcz, args = x"4+3*x"3+3*x+4, 2

hi=2'+32°+3z+14

{ =4

m:=2
elliv=1
It =2

t:=422+32+2

t1 =3z +2°+4z?+32° +42° +32° 4222+ +2®4+32%41
+22M 4420 + 4219 4 22 4 423

t =323 +22+3x+2

q:= 2?41

2 P
< —— como resultado temos dois falores do mesmo grau 22+1, 2?2 +3z+4
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Prova. (Probabilidade de 1/2)

Se V(x) é uma solucao para 77, sabemos que V(z) divide
V(z)! = V(z) = V(2)(V(2) 2 4+ 1)(V(e)H/D) —1).
Tt diigeis Hiis ealcilenion:
MDC(U(z),V(x)e=1D — 1) (4.8)

Com uma pouca de sorte 4.8 serda um fator nao trivial de U(x). De fato podemos

determinar exatamente quanto de sorte estd envolvida; considerando 4.2, seja
V(z)=s; mod g;(e), paral < 7 <r;

entdo ¢;(z) divide V(2)#=9/2 — 1, se e somente se,

e

] mod ¢.

Sabemos que exatamente (¢ — 1)/2 dos inteiros s no intervalo 0 < s < ¢ satislaz
D2 =1 mod q,

logo a metade dos ¢;(z) aparecera no M DC' 4.8.

Precisamente, se V(z) é uma solu¢ao aleatéria de 4.8, onde todos os ¢

solucoes sao parecidas, a probabilidade de que o M DC seja o U(x) é exatamente

((¢+1)/(2p)",

e a probabilidade de que seja igual a 1 ¢, ((¢—1)/2p)".



A probabilidade de que um fator nao trivial serd obtida é portanto

"= A C
27 2p ) 43

_ 1 T T 4
=1 —=—\1 =t ot OO . WG y
=1 ( + (2)(1 + (4>q + ) 2 (4.10)

para todo r > 2 e g > 3. m

4.0.2  Clusto do Algoritmo

A complexidade do passo 2 deste algoritmo ¢ dominante. Note que elevar

. ~ . A . i » e et v & X
um polinémio ¢(z) a poténcia ¢¢ mod h(z) é muito mais facil do que elevar o mesmo
polinémio a poténcia (¢° —1)/2 mod h(x) o que se necessita para este procedimento.

Observe-se que

g—1 -
= (1 gt kg ).
Portanto para elevar #(z) a poténcia ¢ — 1/2 mod h(z) necessitamos

i — 1 multiplicagdes polinomiais médulo f(z), a um custo de n* multiplicagoes em

cada G'F(q) . Elevar t(x) as poténcias ¢, ...,¢"~" mod h(z) pode ser executado em {2

multiplicagoes em G F(q), usando a matriz @ gerada por h(z).

O custo total para CZSEP é portanto
(2(i = 1) + o(log q))1*
e o tempo esperado para achar todos os fatores de hi(z) é
o(l*m(i + log q)) = o(l® + I*mlog q)

operacoes em GF'(q), onde m = [/i é o nimero de fatores irredutiveis de h;(x)
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4.6.8  Algoritmo Separador de Ben-Or

5 um processo muito similar ao de Cantor-Zassenhaus; tambén é proba-

bilistico. Dados

h(z) = hi(z) e g(x) € GF(q)[z], polindmio aleatério

O operador Mc Eliece é definido por:

(@) =g+¢" +..4+g"

Ben-Or mostra que ¢r(g) ¢ um polinémio separador para h(z) com pro-

babilidade 1 — q—,,%:y ,onde m = /i ¢ o nimero de fatores irreduti veis de h;(x). Ele
. ‘s m{m—1 ,
também mostra que com uma probabilidade de 1 — % , tr(g) separard todos os

fatores de h(z). Assim, h(z) pode ser fatorado mediante o algoritmo seguinte

Algoritmo 4.6.

(1) Escolher um polinomio alealorio g(x)

em GF(q)[x] de grau <
(2) Fazer s(z) < tr(g) mod h(x).
(3) Se grau(s)=0 entio vai para passo (1).
(4) Se grau(h)=i retorne h(z).
(5) Fazer s(x) < s(z) mod h(zx).
(6) Se grau(s)=0 entio vai para passo (1).

(7) Para wm t aleatorio em G'F(q),
fazer g(a) + ((s(x) + )l=D/2 1)
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(8) Fazer g(x) + MDC(g(z),h(z))

(9) Se (grau(g) = 0 ou grau(g) = grau(h))

entdo vai para passo (7)

(10) Vai para o passo (4) com h < g e h <+ h/g

A desvantagem deste algoritmo radica em que o candidato separador,
tr(g), que é facilmente obtido, tem que ser elevado varias vezes a poténcia (¢ — 1)/2,

que é uma operagao custosa. O custo do Algoritmo é similar ao de Cantor-Zassenhaus.

68 ek ‘:4 S DE BIBLIOTECAD
BIST=MA
SIMLIOTECA SETORIAL DE MATEMATIOS



5 ENCONTRANDO RAIZES DE
POLINOMIOS EM CORPOS FINITOS

Desenvolvemos algoritmos para o cdlculo de raizes polinomiais em corpos

finitos.

5.1 Introducao

Naturalmente que raizes de polinémios podem ser obtidas como fatores
lineares, portanto aplicando os algoritmos do capitulo anterior. Entretanto, é de se
esperar que o seu calculo seja mais simples que fatora¢io . De fato, varios algoritmos

de [atoracao sao baseados no calculo de raizes polinomiais em extensoes finitas.

Nesta capitulo estudamos alguns algoritmos modulares para achar raizes
de polinémios em G'F(q), apresentados por Moenck [26] e Rabin [28], ambos sdo
métodos que melhoram o método de fatoracao de Berlekamp [6], um método baseado
no calculo de raizes polinomiais da unidade, isto é geradores de corpos finitos , no

final apresentaremos um algoritmo de Rabin.

Definigao 5.1.1 (raiz n-ésima primitiva da lillidade). Seja R um Anel, w € R

e chamado raiz n-ésima primitiva da unidade se

B ik 1
2w =1
3 w1, se k<n)

Lema 5.1.1. Para todo a € R (anel), n = 2%, enldo

n—I1 k—1
Zai = H(l g )
i=0 i=0
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Lema 5.1.2. Seja m = w"? 4+ 1, onde w # 0 € Z, enldo paral < p < n temos

n=1

E w?=0 modm
i=0

Teorema 5.1.1. Sejam n e w poténcias de 2 e seja m = w™? + 1, entdo n tem

inverso mulliplicalivo em Zy, € w € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Este teorema nos garante que se p é primo da forma w™/? 4 1, o corpo Z,
tem w como n-¢sima raiz primitiva, desde que n e w sejam poténcias de 2. Portanto,
para certos corpos Z,, ¢ muito facil encontrar raizes primitivas.

Exemplo.- Tomando p = 21 + 1 = 17, o corpo Z'n tem 2 como raiz oitava primitiva

da unidade.

Outro aspecto importante do teorema anterior é a possibilidade de se
computar a transformada rapida de Fourier em corpos finitos, o que nao sera diseutido

aqui.

Discutiremos como achar elementos primitivos, isto é, geradores de cor-
pos linitos, ou seja, (q-1)-ésima raiz primitiva da unidade em corpos de cardinalidade

q.

Teorema 5.1.2. No corpo finito GF(q), w € uma (q — 1)—¢ésima raiz primitiva da
unidade se e somente se,

WD L1 mod ¢
para lodos os divisores primos ay, as, ..., a, de q— 1.

Prova. Ver [1]

Teorema 5.1.3. Seja w uwma raiz primiliva de q. Entao w® € também uma raiz

primiliva se ¢ somente se MDC(a,q—1) = 1.

Prova. ver [1]
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Exemplo 5.1.1. Seja Zr = {0,1,2,3,4,5,6}, os tnicos divisores primos de 6 sdo :
ay = 2,ay = 3. Verifiguemos o teorema para 2, 2° = 1,(falha). Agora podemos provar
manualmente que € wma raiz primitiva sexla da unidade. Podemos achar oulra raiz
usando o lteorema 5.1.3. Sabemos que

F=2 P=F =4 P=5 $F=1
ent@o o =5, pois MDC(5,6) = 1. Portanto a outra raiz primitiva é 5. I porque para
todo q primo existem ¢(q — 1) raizes primitivas de q, sabemos que existem sé duas

raizes primitivas, pois ¢(6) = 2

5.2 O Método de Moenck

Podemos observar que se temos a liberdade de escolher como carac-
teristica um numero primo, entao também pode-se escolher corpos que facilitem o

apressem a descoberta das raizes dos polinémios .

IEm particular, é util escolher primos p tal que p — 1 seja altamente
composto ( p= L-2' 41, onde L é pequeno e [ = L). Neste caso, podemos usar a
técnica Divide ¢ Conquista para refinar o subgrupo multiplicativo de Z, que contém

uma raiz.

No maximo!l < log p de tais refinamentos sao necessarios para enconfrar
uma raiz. Isto significa que o tempo para achar as raizes do polinémio é uma funcao

de logaritmo de p, melhor do que p.

Assumimos que as raizes de g(s) sao diferentes entre si e nao nulos, de
outro modo usase o método de Decomposi¢ao livre de quadrados, para evitar repetir
raizes.

1

Um caso especial do lema 4.5.1 é que f(s) = sP7' —1 ¢é produto de todos

os termos lineares sobre Z,. Suas raizes sdao membros do subgrupo multiplicativo Z;._



os membros deste grupo sao chamadas (p — 1)-ésimas raizes da unidade e um gerador

do grupo ¢ uma (p-1)-ésima raiz primitiva da unidade.

Note que f(s) = (s?=D/241)(sP=1/2 _ 1), tal que a metade dos (p— 1)-
ésimas raizes da unidades sao também (p—1)/2-ésimas raizes da unidades. Em geral,
Sf(s) tém [ + 1 fatores da forma:

fils) =81, 0<igl.

fi(s) é o produto de todas as (p— 1)/2'-ésimas raizes da unidades de Z,. Usando este

fato, podemos separar as raizes de um polinémio g(s) em raizes que sio,

ria(s) = ﬂ"[DC(g(S)‘SL-QI_. _1)

Agora, podemos descrever o processo de refinamento. Seja r;_y um pro-

duto de L - 2! = (p — 1)/2-'-ésima raizes da unidade. Entao
ri(8) = MDC(rioy(s),s%% = 1) (5.1)

é um produto de todas as raizes de r;(s) que sao as (p—1)/2'-ésimas raizes da unidade.

Se

rici(s) = ri(s) - ti(s)

—_—
o
Do

—

Entéo t;(s) é o produto de todas as raizes r;_(s) que sdo as (p— 1) - 2"~'— ésimas

raizes da unidade, mas nio (p—1)-2'—ésimas raizes da unidade. Logo {; tem a forma:

ti(s) = [J(s —*™)

onde w ¢ uma (p — 1)-ésima raiz da unidade e as j sao impares.



Se tp é outra (p—1)-ésima raiz da unidade (ndo necessariamente distinta),

entao

Yp=w", onde MDC(p—1,m)=1
Tig % £
[Em particular, m é impar.

Consideremos formar

t(s) = H(_q R %5,2-—1) - H(S _ litm) | gi-1)
= I -w0rmr, (53)

com j e m impares. Assim as raizes de ¢! sao (p — 1/2')-ésima raiz da unidade e o
processo de refinamento pode ser aplicado recursivamente a r;(s) e ti(s). Uma vez
(ue as raizes de t'(s) sao achadas, as raizes de t;(s) podem ser calculadas dividindo-se
por %1,

Pode-se expressar a transformagao de t;(s) a ti(s) em termos dos coefi-
cientes de #;(s). Se

k
tfe)= Zajsj, ap =1

J:D
entao expandendo 5.3, vemos que
k ¢
; AEPAT T
i) = E ajalopF=ITT (5.4)
=0

Isto quer dizer que a transformacgio de t;(s) para ti(s) pode ser executada em k-
i i =1 .
operacoes , para dar os coeficientes de #;(s) e * . O procedimento para executar

esta transformacao sera chamado de ‘Convert'.

Agora podemos costruir um algoritmo para encontrar as raizes de um

polinémio baseados nas relagoes 5.1, 5.2, 5.4.

73



5.2.1 O Algoritmo de Moenck

Algoritmo 5.1 (Algoritmo: Raizes(r, 1,1, [).).
Entradas: (1) o polinomio r(s);
(2) 1 € uma (p— 1/2%)-ésima raiz da unidade;
(3) wm inteiro i;
(4) H uma lista dos polinémios da forma:

hi = sP=D/% —1 mod r(s), 0<i<lL

Saidas: As raizes de v(s) em Z,.
Passos: (1) Base : Se grau(r)=1, entdo retorne {—ro};
(2) Busca Direta: De outra mancira, se 24 (p —1)/2

entao retorne Busca
Direta(r,,(p—1)/2');
(3) Separagio de raizes: Se ndo , iniciar
g(s) = MDC(r(s), hi(s));
pls) = Convert(r(s)/g(s),);
R=¢;
(4) Recursdo : Se grau(g) > 0
entdo R = RU Raizes(g,v* i+ 1, H);
se grau(f)> 0
entao R = RU Raizes(f, % i+ 1, H)/v;
Retorne R
fim.

O algoritmo poderia ser invocado como
R = Raizes(res, ¥, 1, H);

onde ¢ é uma (p — 1)-ésima raiz primitiva da unidade. A operacao U é a uniao .
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O algoritmo Busca direta, ¢ invocado para encontrar as raizes de r(s) no
grupo multiplicativo de @ por avaliacao direta. Como existem s6 L membros de este

grupo e L é escolhido pequeno, entao fazer as opera¢des toma pouco tempo.

5.2.2 Custo do Algoritmo

Teorema 5.2.1. Em um corpo finito Z,, onde p = L-2' + 1 e L = I, as raizes de

wm polinémio de grau k pode ser calculado em o(k® log p+k log® p) passos

Prova. Os polinémios H; = s~/ — 1 modr(s), 1 < i < [, podem ser
calculados em o(k® log p) passos, onde k = grau(r). Similarmente, cada MDC pode

or calculado e k+k 1 O pior cas lo o refin to dos
ser calculado em o(k* + k& log p) passos. O pior caso ocorre quando o refinamento dos
subgrupos ndo separa todas as raizes . Em este caso o algoritmo de Busca Direta deve
ser usado para separar elas. entao podem existir como maximo log p refinamentos,

de tal maneira que o custo total é o(k? log p+k log®p + kL). a

5.3 O Método de Rabin

Esta secao tratara a respeito de um algoritmo para achar raizes de po-
linémios . Uma aplicacao desse método é um algoritmo para fatoracdo que apresen-

tamos logo apos.

5.3.1 Achando Raizes em GF(q)

Seja f(x) € GIF(q) um polinémio de grau m, queremos achar uma ou
todas as raizes de f(x) = 0. Para isto usaremos o método implementado devido a
Rabin ([28]) o que é probabilistico “in natura®; e é uma geralizacdo do método de
Berlekamp para corpos primos Z, [5]. A ideia basica é muito simples. Assumindo que

¢ ¢ impar, o primeiro passo natural, para achar as raizes de f(x) ¢ parti-lo usando o
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calculo do M DC";
fi(x) = MDC(f(x), 2%~ — 1)

Se fi(x) =1 entao f nao tem raizes em GF(q).

Nesta fase [ é da forma:
filz) = (z — 21)(x — 22)...(x — xp), k<€ m
Onde as raizes sao diferentes entre se. No seguinte passo usamos a decomposi¢ao:
g —1=(2?=1)(2*+1), com d=(¢—1)/2.

Se para calcular o M DC(fy(z),2? — 1) algumas das z; satisfaz ¢ — 1 = 0 enquanto
que as outras satisfazem ¢ + 1 = 0, entdo o M DC serd um divisor nao trivial de
fi(z), e com isto temos logrado achar um fator = — z;, isto é uma raiz, de f(z).
Em geral ao calcular o M DC(fi(x), 2% — 1), ninguém garante que este M DC vai ser
diferente de 1, ou de fi(x), mas a contribugao de Rabin é mostrar que esta situacao
pode ser evitada por aleatoriedade. Um incremento ¢ ¢ aleatoriamente escolhido em
GI7(q) e adicionado a & no dltimo calculo do MDC, onde (2 — 1) é sustituido por
((z+1)"—1). A prova é dada em [28]. O método resultante é prontamente trasladado

no algoritmo seguinte:

5.3.2 O Algoritmo de Rabin para achar raizes em GF(q)

(1) Seja fi(z) = MDC(f(z),z?"' —1); se o grau de f; é zero, entao retorna

negativo.
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(2) Iscolhemos t aleatoriamente em GI'(q);

repetir
Ji = MDC(fi(2),(z+t)* —1), onde d=(q—1)/2

até que fy #£ 1 e f; # fi.

(3) Seja

fi(z), se grau(f,) < grau (f;)/2
fa(2)/ fi(z), o.c.

fo(z) =

Se fy e linear, entao retornamos f.

(4) f = f2, vai para passo (2).
Quando g é par, no passo (2), ((& +t)* — 1) é substituido por @ + z2 +
e

gn=1

5.8.8 O custo do Algoritmo

O numero de operagoes aritméticas necessdrias para achar f; e f, é
o(n.m L(m)log p). Como d(fy) < 1/2m, temos que o nimero de operagdes para
achar f; é no maximo a metade do nimero de operagoes para achar fy; ¢ assim su-
cessivamente. No total o nimero de operagoes usadas para achar as raizes de f(z) é
o(nmL(m)log p).
Em termos de operagoes em Z,, cada operacao requer o(nL(m)) operagbes com resto

médulo p. Assim o nimero de operagoes em Z,, para achar raizes é

o(n*m log (m)log (p) L(n)),

7 urnas
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onde L(n) = log(n) log(log n), pode-se ver que o maior tempo ¢ casto durante as
; | | g

exponenciagoes.

5.4 Uma Aplicagcao do Método de Rabin para
Fatorar Polindmios em GF(p)

IEmbora os métodos probabilisticos nao tem provados por si mesmos
ser tao eficientes quanto os deterministicos, eles tem sido implementados por varias
razoes. Uma de elas é que podem ser usados para designar modelos em extensao de
corpos. Esta é a causa pela qual o método de Rabin, ver [28], que sempre é mais caro
que o de Cantor-Zassenhaus; ver[15], é estudado aqui. O Metodo de Rabin faz uso do
algoritmo para achar raizes da sec¢ao anterior , e pode ser dado da seguinte maneira.

Seja f(x) com grau n, sobre GF(p), seja g(x) o MDC, onde
gm(z) = MDC(f(z),2" — z), 1 £ m < n

Pelo algoritmo de Cantor-Zassenhaus, sabemos que g,,(x) é o produto de todos os
fatores irredutiveis h(z)|f(z) de grau i|m. Portanto tem-se que achar g,,(z) # 1 com

o menor m possivel. Seja grau(g)=I[. Sabemos que g, () é da forma
gm(x) = hy(2)...h(z) (Bm=1)

onde h; é irredutivel e de grau m.

Neste caso é suficiente encontrar uma raiz a de g, (z) = 0 em GF(p™).

Esta sera a raiz de um tnico h;. O préximo passo ¢é a reconstrugao de h;.

Rabin da dois métodos para alcancar esta meta. Selecionamos um deles,

que consiste em calcular em G'F'(p™) a expresao

hife) = (¢ = a)(w = @) = @)

=3
o3]



o correspondiente algoritmo esta dirigido nesse sentido. A é o polinémio para fatorar.

9.4.1 O Algoritmo de Rabin para Fatorar em GF(q)

(1) (Fatoragdao de grau diferente).Seja m=grau(A)/2; escolher o primeiro

[ € {1,...,m} tal que
g = MDC(A(z),2""") # 1

do contrario retorne.

(2) (Agora

k
gi(z) = H hi(z), grauh; = ... = grauh;, = l.)
=1

Encontrar uma raiz @ de ¢¢ € GF(p'). O correspondente fator h;(z)
esta dado por

hi(z) = (& — a)(z — a®)...(z — a”'™1).

(3) Juntar os fatores h;, A = A/hy, volte para (1)

5.4.2 0O custo do Algoritmo

O nimero total de operagoes em Z para fatorar um polinomio f(z) € Z,
de grau n é:
3 3 2 3
o(n”logn L(n)log p)+ o(n” L(n)"log p)+ o(n”).
Aqui estao incluidas as operacoes necessarias para achar um polinéomio irredutivel

gi(x) o que vai dar origem ao corpo G'I'(p™). O 1ltimo termo representa as operagoes

usadas para resolver equacoes lineares usando o algoritmo de polindmios irredutiveis.



6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho apresentamos corpos finitos como um importante sistema
algébrico que é adequado para a algebra computacional. Caracterizamos os corpos
finitos apresentando, sua estrutura, as possiveis cardinalidades, a existéncia, a uni-
cidade e a sua construgao . Nossa principal preocupagao foi a aritmética efetuada
nos corpos finitos e, como conseqiiencia a sua eficiencia. Estudamos dois problemas
(que sao importantes por si mesmo, mas que tém outras aplicagoes ): A fatoracao e

calculo de raizes de polinémios .

Concluimos que usando as rotinas apresentadas aqui, podem-se achar os
[atores irredutiveis de polinomios , assim como suas raizes. A implementacao é feita
principalmente para dar os exemplos e nao para comparar eficiéncias de tempos de
corrida.

istes sao os principais pontos que identificamos em nosso trabalho.

e Para fatoracao de polinomios sobre corpos finitos, em primeiro lugar
fatoramos sobre corpos com caracteristica p pequena (p < n), usando o

algoritmo de Berlekamp, que é deterministico.

e Quando fatoramos sobre corpos finitos grandes usamos o método de Can-

tor Zassenhaus.

e Para fatorar sobre corpos de Galois G/F(p*), & > 1 cujos coeficientes

estao em (G F(p), usamos o método de Rabin.

e Dados um corpo finito com uma caracteristica especial da forma p =
L-2'+1, onde L = [ podemos latorar um polinémio , usando o método de
Moenck, que consiste em reduzir o passo final do algoritmo de Berlekamp

[6] ao problema de achar raizes de um polinomio em um corpo Z,.



e Para achar raizes temos os algoritmos de Moenck e de Rabin, onde para
uma caracteristica especial p = L - 2! + 1, o de Moenck é melhor que o

de Rabin.

Quanto aos tempos computacionais dos diferentes algoritmos estudados neste traba-
lho, fagamos as comparagoes teoricas.

O algoritmo de Berlekamp faz no pior caso, o(n® +r p n*) operagées em G F(p), onde
r ¢ o numero de fatores irredutiveis, r = log n, n é o grau do polinémio . Note que
o tempo de corrida é proporcional a p, o que nao é muito bom, quando p é grande.
Neste caso o mesmo Berlekamp aconselha usar um outro algoritmo.

O tempo de corrida do Algoritmo de Cantor Zassenhaus é polinomial em n, o grau
do polinomio e log ¢, sendo g a cardinalidade do corpo, o que faz este procedimento
melhor que o de Berlekamp. A desventagem esta no fato em que estes algoritmos
precisam executar a aritmética dentro do corpo, o que é bastante custoso quando se
trata de uma extensao de Z,.

O problema de fatorar mais comiim é quando um polinémio [(x) com coeficientes em
Z, vai ser fatorado sobre GF(p*); podemos acelerar o método de Cantor-Zassenhaus
fatorando em primeiro lugar, sobre G'F'(p) e logo sobre GF'(p*) aqueles fatores que
sao irredutiveis sobre Z,[z]. O seguinte resultado usa-se sem custo algim para obter

o mimero de fatores irredutiveis e seus respeitivos graus em G F'(p*).

Teorema 6.0.1. Seja [ um polinomio irredutivel de graun em GI'(q). Se k € natural

e d = MDC(n,k) entio f tem d fatores irredutiveis sobre GF(q*) todos de graun/d.

Observe que quando n e k sao primos, o fator ja é irredutivel sobre a

extensdo e nao é preciso parti-lo. Por Exemplo, se temos o polinémio irredutivel,

plz)=a*+1 € GF(3)



Suponha que k =6 e d =2 = MDC(4,6), logo pelo teorema anterior temos que o
polinémio tém 2 fatores em GI7(3°) de grau 2 = n/d. Ditos fatores podem-se achar

usando a implementacgao do algoritmo de Rabin.
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ANEXO A-1 IMPLEMENTACAO DOS
ALGORITMOS

Neste capitulo apresentamos os exemplos elaborados em MAPLEV.3.
Ambos programas precisam ter como entradas um polinémio em G'F'(¢) e um nimero

positivo primo como modulo. E teremos com saidas os fatores irredutiveis.

A-1.1 Algoritmo NDDF

Usamos os mesmos exemplos em diferentes modulos.

> pol;

e+ 2%+ 102" +102° + 822+ 22+ 8

> nddf(pol,13);

[z4+3,1,2° +82% +4a + 12,2 +22° +32% + 42 + 6]

> nddf(pol,19);

[ -l—3,;{:'1 +8:1:3—|—7;1.'2+2:C—I—9,:1:3+3;r.2 + 152 + 1]

> nddf(pol,19);

[243,2° +82° +Ta? + 22+ 9,2 + 82 + 152 + 1]

> nddf(pol,31);

[22 +5a+13,2° + o+ 18,2" +25 2+’ 4+ 142 + 26]

oo
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poll = 2% + 612 + 202" + 31 2° +28 46927 +42°%+552° 4+ 3224
+ 72® + 492 4+ 52z + 46

> nddf (pol1,13);

[:1:3 +5x+4a+ 9,2+ a2 +4,2°+32°+62"+32°+522 +22+ 2]

> nddf (polil,19);

[z4+8,1,1,2" +152° + 1322 + 152 + 9,
' +2° 4+ 32" +122° + 2 + 82 4+ 17]

> nddf (poll,31);

[z 4+19,1,1,2" + 112° + 1222 + 10z + 29,
T4 162° +262" +232% + 162 + 20]

pol2 =2 + 122 + 692" +482° + 112° +62" + 22 +242° + 452 + 3

> nddf (pol2,19);

[z49,1, 1.28 4327 +4254+122° + 172"+ 522 + 1422 + 122 + 13]

> nddf(pol2,23);

[+ 18,1, 1,z% + 172" +162° +132° + Ta* 4+ 182° + 2 + 4]

> nddf (pol2,31);
[2% 4 272% +302 + 11,22 + 52 + 23,2 + 112° + 252 + 252 + 13|
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A-1.2  Algoritmo de Cantor- Zassenhaus

Da mesma maneira, também usamos diversos médulos.

> canzas(pol,23);
pol;

22+ 254102 +102° +822 +22 4+ 8

[22 + 162 +20,2° + T2® + T2t + 23+ 1522 + 32 + 5]

> canzas(pol,5);

[ +4,2° + 22 + 4,2 + 2® + 2 + 3]

> canzas(pol,31);

[+ 17,2 + 19,2° 4+ 2+ 18,2 + 252 + 2% 4+ 14 2 + 26|

> canzas(pol,19);

[¢+3,2 +4a+ 9,2 +42 +1,2° + 822 + 152 + 1]

pols := 2% +22® 4+ 22° + 22" + 152° + 82® + 5z + 11

> canzas(pols,11);

[z,2 + 6,2 +1022 + 10z +5,2" + 82 +4z + 2]

> canzas(pols,13);



[z +3,2+9,2" +32%+22° + 2" + 1223 + 32 + 11 ]

> canzas(pols,23);

[z +22,2 + 21,2 + T + 20,22 + 20z + 1,2° 4+ 22 + 92 + 2]

> canzas(pols,19);

[z 45,25 +162" +152°+32° + 42 +2° + 102% + 152 + 6]

> canzas(pols,31);

[+ 13,2 + 202" +192° + 32° + 232" + 132° + 2% + 262 + 8]

A-1.3 Algoritmo para achar raizes

[iste algoritmo encontra uma raiz em GF(p).

pol :=2" +32° +62>+2°+92" +6x+112°+3

> pol;

2" +32°+622+a®+92'+62+112°+3

> getroot(pol,5);

x4+ 11
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v

getroot(pol,5);

x4+ 3

> Ra:=

2?4+ 102" + 920+ 1722 + 1828 + 222" + 1428 + 725 + 21 21 + 10 23
+ 9 $1le$+13

v

getroot(Ra,13);

polinomio sem falores lincares

v

getroot(Ra,11);

polinomio sem falores lineares

poll = e 4 82% 4+ 1328 +322 416224+ 92" +122462'°+22°+ 827
+ 1622 +3

> getroot(poll,13);

47
> getroot(poll,13);

r+6
> getroot(poll,13);

z + 1
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> getroot(poll,19);

i
> getroot(poll,19);

406
> getroot(poll,31);

z+T7

pol2 :=2"% 4+ 22" 4+ 922+ 52"+ 62 + 162" + 1522 + 132"° + 6213
+ 1428 +162° +102"° +42° + 112+ 1622 +32° +1

> getroot(pol2,17);

> getroot(pol2,17);

x4+ 11

A-1.4 Algoritmo de Rabin

Este Algoritmo encontra os fatores em GF(p™).

> pol;



e+ 28+ 102* +102° + 822+ 22+ 8

> rabin(pol,31);

[t =12,z — 14,2 + o + 18,2 +252° + 2% + 14z + 26

juno :=202" +2225 4+ 182° + 32" +102® + 1922 + 2+ 7

> R:=rabin(juno,23);

R:=[z+2,2°+202+17,202" +192° + 2* + 122 + 9]

poll = 2B 41022 4172 4920 +192% +302% + 827 + 21 2® + 26 2°
+162* +52° +222 + 22+ 2

> rabin(poll,11);

[2 —4,2 —T, '+ 722 +922 +42 42,
o +328 4328+ 721 +622+422+ 92+ 2]

pol2 := ,
204228 47627 +72% +662° + 282 +242° +322% + 172 + 47

> rabin(pol2,41)

(224262 416) (2% + 18z +28) (2* +342° +42* + 152 4 19)
(2 +42+15)
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ANEXO A-2 CODIGO MAPLE PARA
FATORAR POLINOMIOS

listes programas foram elaborados em cédigo MAPLEV.3.
Programa Principal para Fatorar segundo Cantor-Zassenhaus.
with(linalg):

canzas =

proc(pol,modo)
local i,n,j,h,rlist,czfac;
h := nddf (pol,modo);

n o= 1s

for i in indices(h) do
if degree(h[i[1]]) = i[1] then
rlist[n] := h[i[1]]; n := n+1
elif degree(h[i[1]]) <> 0O then
czfac := sepcz(h[i[1]],i[1],modo);
for j to nops(czfac) do rlist[j+n] := czfacl[j] od;
n := j+n
fi
od;
RETURN (convert(eval(rlist),list))
end

Subprograma para obter todos os fatores de grau diferente.
nddf :=

proc(pol,modo)

local i,n,r,h,g,Q,rest,rlis,variax,f,tmp,rli,T,ind,q;
f := pol;
q =
n %

modo;

degree(f);
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Q := array(l .. n,1 .. n);
i, 524y

r := Rem(x"q,f,x) mod q;

g := £;

while i < n do
h[i] := Ged(g,r-x) mod q;

print(i);
if g = h[i] then i := n+i
else

g := Quo(g,h[i],x) mod q;

i = i+1;
if degree(g) <= 2xi then h[degree(g)] := g; i := n+1
else
Q := forma(f,q);
rest := getcoef(r,n);
print(Q);
rest := convert(rest,matrix);
tmp := evalm(transpose(rest) &* Q);
print(tmp);
rli := map(modp,tmp,q);
rlis := convert(rli,vector);
r := getpol(rlis)
fi
fi
od;
T := convert(eval(h),list);
ind := nops(T);
RETURN (h)

end

Subprograma para obter coeficientes.

getcoef := proc(r,deg)

local rest,i;

rest := array(l .. deg);
for i to deg do rest[i] := coeff(r,x,i-1) od;
RETURN (eval(rest))



end

Subprograma para formar a matriz de Berlekamp.

forma :=

proc(f,q)
local n,i,j,k,Q;
n := degree(f);
Q := array(1 .. n,1 .. n);
for i to n do
for j to n do
Qli,j] := coeff(rem(x~((i-1)*q),f,x) mod o Ay L
od
od;
evalm(Q)

end

Subprograma para obter um polinémio como resultado da multiplicacao da matriz de

Berlekamp por um vetor.

getpol := proc(v)
local r,j,vari;
r := vectdim(v);
vari := vector(r,[varil[jl]);
for j to r do wvaril[j] := x~(j-1) od;
print(vari);
r := dotprod(v,vari);
print(r);
RETURN (1)

end

Subprograma para separar um polinéomio, dado por o NDDI, em fatores do mesmo
Prog ] p I s ! 3

grati.

96



sepcz :=

proc(pol,i,p)
local h2,t,g,t1,11,12,h1,1,m,c0,1t,fa;
h1l := pol;
1 := degree(hi,x);
moe= 1/4:
c0 := 0;

while c0 < m do
12 := rand(1 .. 2%i-1);
1t := 12();
t := Randpoly(lt,x) mod p;
tl := Expand(t~(1/2%p~i-1/2)) mod p;
Rem(t1,h1,x) mod p;
Ged(hi,t-1) mod p;
if hl <> g and degree(g,x) <> 0 then
h1 := Quo(hl,g,x,’r’) mod p;
if degree(hl,x) = i then
¢0 5= e0+1; falc0] 3= hil: h1l := h2

o
i

£33
if degree(g,x) = i then cO := cO+1; falc0] := g
else h2 = g
£i
fi

od;

fa := convert(eval(fa),list);

RETURN (fa)

end

=
1

Programa Principal para Fatorar segundo Rabin.
rabin :=
proc(pol,p)

local L,i,ind,h,f,k,k1,k2,numk,fak,conta,g,m,j;
L := nddf(pol,p);
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L := convert(eval(L),list);

ind := nops(eval(L));

i=1;

conta := 1;

fak[1] := factlin(L[1],p);

fak[1] := convert(eval(fak[1]),list);
i:= 2;

conta := degree(L[1],x)+1;

while i <= ind do

h 2= LE1];
m := degree(h,x);
if m = 0 then 1 := i+1

elif m = i then

fak[contal] := h; conta := conta+l; i := i+1
else

f := Randprime(i,x) mod p;

alias(a = RootOf(f));

k := Roots(h,a) mod p;

numk := m/i;
if k = [] then fak[conta] := h
else
joi=1;
while j <= numk do
ki := k[jl;
k2 := ki1[1];
fak[conta] :=
Expand (product (x-k2~(p~(1-1)),1 = 1 .. 1))
mod p;
conta := conta+l;
j o= j#1
od
£15
i = i+1
fi
od;
fak := convert(eval(fak),list);
RETURN (fak)

end



Subprograma encarregado de sacar os fatores lineares.
factlin :=

proc(pol,p)
local h,mil,fak,k,i,1;
ml := degree(pol,x);
if 1 < ml then
k := Roots(pol) mod p;

for i toml do 1 := k[i]; 1 := 1[1]; fak[i]

fis
if mi = 1 then fak[1] := pol fi;
RETURN(eval (fak))

end
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