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TÍTU LO: "VIBRAÇÕES FORÇADAS COM FORÇA AXIAL NUM MODELO DE 

EULER-BERN OULLI PARA VIGAS'' 

RESUMO 

O objetivo deste trabalho é calcular as vibrações forçadas de uma viga 

longa e fina descrita pela equação de Euler-Bernoulli com a influência de uma força 

axial e da carga f(t, x ). 

Os cálculos simbólicos são realizados utilizando a base espectral clássica, 

obtida a partir das raízes da equação característica , e a base dinâmica, caracterizada 

pelas condições iniciais impulsivas. 

São apresentados resultados simulados da função de Green com diversas 

condições de contorno e das vibrações forçadas em vigas apoiadas em uma extrem

idade livre, fixa, deslizante e apoiada na outra, sujeitas a ação de cargas do tipo 

pontuais e oscilatórias. 
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TITLE: "FORCED VIBRATION WITH AXIAL FORCE IN THE EULER

BERNOULLI MODEL FOR BEAMS" 

ABSTRACT 

The objective of this work isto calculate the forced vibrations of a long 

and fine beam described by the equation of Euler-Bernoulli with the influence of an 

axial force and of the load f(t,x). 

The symbolic calculations are accomplished using the classical spec

tral basis, obtained starting from the roots of the characteristic equation, and the 

dynamical ba.sis, characterized by the impulsive initial conditions. 

Simulations for the Green function and forced vibrations are presented 

for a beam supported at one end and free, fastened, sliding and supported at the 

other end and subject to the action of punctual and oscillatory loads. 

Xlll 



-INTROD UÇAO 

A dinâmica de uma estrutura é modelada, em geral, por equações dife

renciais parciais, obtidas a partir da aplicação de leis e princípios físicos , sujeitos a 

um conjunto de condições iniciais e condições de contorno. 

Neste trabalho, estuda-se, através da formulação matricial dinâmica, 

introduzida por Claeyssen [CLA 90a], [CLA 99a], [CLA 99b], a obtenção da Função 

de Green relativas às vibrações transversais de vigas longas e finas, descritas pela 

equação de Euler-Bernoulli com a influência de uma força axial e de uma carga f(t,x); 

e um estudo das vibrações forçadas para vigas apoiadas em uma extremidade e na 

outra deslizante, fixa , apoiada ou livre, sob a influência de quatro cargas distintas. 

Esta abordagem é feita em termos de uma base genérica para uma 

equação diferencial ordinária linear de quarta ordem. Os cálculos simbólicos são 

realizados utilizando a base espectral clássica, obtida a partir das raízes da equação 

característica, e a base dinâmica , caracterizada por condições iniciais impulsivas. A 

seguir, f ar-se-á uma breve descrição dos capítulos que formam este trabalho. 

No capítulo 1 é dada uma descrição do modelo matemático correspon

dente a uma viga longa e fina, através da obtenção das equações de Euler-Bernoulli 

e das condições de contorno. 

No capítulo 2 é introduzido o Modelo espectral de Fourier; propriedades 

dos modos de vibração e a formulação para vibrações forçadas em termos da função 

de Green. 

Busca-se a solução geral da equação diferencial parcial não homogênea: 

1 
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No Capítulo 3 apresentar-se-ão simulações das Funções de Green obti

das para diversas vigas. 

No Capítulo 4 mostrar-se-ão os resultados considerando o estudo da 

viga apoiada em uma extremidade e na outra deslizante, fixa, apoiada e livre, sob a 

influência de quatro cargas distintas. 

Por fim, far-se-ão as conclusões pertinentes. 



1 MODELAGEM MATEMÁTICA 

Nas equações das teorias estruturais clássicas para vigas, as descrições 

geométricas são grandemente simplificadas ,necessitando-se apenas de uma dimenssão 

(comprimento), uma propriedade da secção transveral( área ou momento de inércia) 

e uma propriedade constitutiva (Young ou cisalhamento).[FON 99] Entre dezenas 

de teorias de vigas há duas teorias elementares para a análise infinitesimal de vigas 

isotrópicas,isto é, vigas que apresentam as mesmas propriedades físicas,quaisquer 

sejam as direções de propagação dos fenômenos que incidem sobre elas,que são: a 

Teoria de Euller-Bernoulli [CRA 81], onde o cisalhamento e a inércia de rotação são 

desprezados e a teoria de Timoshenko,[DIM 95] que inclui o efeito de deformação 

causado pelo cisalhamento . 

Neste capítulo é deduzido o modelo matemático para uma viga flexível 

sujeita à ação de uma força axial constante que interage com os deslocamentos 

laterais segundo a teoria de Euller-Bernoulli. Faz-se a suposição de que as seções 

transversais planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao eixo longitu

dinal da viga após o deslocamento. Considera também que as forças cisalhantes nas 

superfícies superior e inferior são nulas, porque o carregamento é transversaL 

1.1 A teoria de Euler-Bernoulli 

A viga em estudo está sujeita ao efeito de uma força paralela ao eixo 

horizontal além da força lateral já existente. É assumido por simplicidade que a 

força axial é constante e que o equlíbrio transversal não é afetado pela força axial , 

por que sua direção não muda com o deslocamento da viga. 

3 



1.1 A teoria de Euler-Bernoulli 4 

Figura 1.1 Viga fixa livre sob ação da força axial N 

A figura (1.1) mostra o esquema de uma viga fixa-livre de comprimento L, onde 

v(t,x) é o deslocamento transversal modificado por uma força axial N e f(t,x) é a 

força externa ou carga. 

S·~ . r~ 
\ 
\ 

+1 
M~ .. r) 

Mb' • J~. il 

Figura 1.2 Vistas do corte transversal da viga fixa livre 

No corte transversal da viga ilustrada na figura (1.2) ternos M(t, x) o 

momento fletor da viga e S(t, x) a força cisalhamento.A viga é retangular com seção 

transversal A(x ), com largura CTy, espessura CTz e comprimento x. Também associada 

à viga está a rigidez fl.exural EI(x), sendo E o módulo elástico de Young para a viga 

e I( x ), o momento de inércia sobre o eixo z e p a massa por unidade de volume, ou 

densidade de massa. 
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A teoria de Euller-Bernoulli supõe que: 

a) Existe um eixo da viga o qual não é submetido a extensão ou contração . O eixo 

x é localizado ao longo do eixo neutro. 

b) O corte transversal é perpendicular ao eixo neutro e permanece plano e perpen

dicular à deformação do corte, portanto, a força de cisalhamento é desconsiderada. 

c )O material é linearmente elástico e a viga é homogênea em qualquer secção do 

corte transversal; 

d) O plano xy é o plano principal; 

e)ay e O"z são desprezíveis comparando com U z • 

Supõe, ainda, que é feito uma análise estática da viga onde se assume 

que a rotaç.ão de inércia pode ser desprezada na equação do momento.[CRA 81) 

Da cinemática a tensão pode ser relacionada pela curvatura ,1/ Jl-, da 

v1ga por: 
-y 

e.=-
!1-

(1.1) 

onde J1- é a massa específica do material e y é a distância da secção do corte transversal 

ao eixo neutro. Então, para uma viga linearmente elástica cujas p ropriedades são 

independentes da posição na secção do corte transversal, o momento fletor pode ser 

escrito para a curvatura por: 
E I 

M(t,x) =
!1-

(1.2) 

A equação do momento para ~assa b.m no caso da viga fixa-livre pode 

ser representada através da segunda lei de Newton que diz: 

(1.3) 

e 

I>w-G = (b.IG)a (1.4) 
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onde G é o cent.to de massa de b..m e a é a aceleração angular. Citou-se anteriormente 

que a rotação de inércia poderia ser desprezada na equação do momento ,reduzindo 

a equação (1.4) para 

que fornece a relação 

S =ôM 
âx · 

(1.5) 

(1.6) 

Se o giro,~~ ,da viga permanece pequeno, a curvatura pode ser aproxi

mada por ~:;, então a equação(l.2) que representa a equação de flexão, vem: 

(1.7) 

Segundo a mecânica dos materiais, a viga sustenta o momento fletor 

onde relaciona a rigidez de Young EI com o deslocamento v(t,x) .[MOS 99) Aplica

se a equaç ao(1.3) na figura (1.2) ,tem-se 

(1.8) 

que representa a força de cisalhamento S e o deslocamento transversal v(t,x). 

A segunda relação de equibbrio é obtida quando aplica-se a equação(1.5) 

na figura (1.2). 

M(t ,x + ôx) - M(t ,x) + N[v(t,x + ôx) - v(t,x)]- S(t,x + b..x )b..x =O, (1.9) 

divide-se a equação (1.9) por ôx e fazendo-se o limite ôx --+ O, tem-se: 

S = âM +Nâv, 
âx âx 

(1.10) 
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deriva-se a equação (1.10) em relação a x 

(1.11) 

e substitui-se (1.11) em (1.8) vem, 

(1.12) 

decorre que, 

(1.13) 

Por fim, da equação (1. 7) chega-se à expressão: 

(1.14) 

tal expressão representa no segundo termo o carregamento distribuído ao longo da 

viga que está relacionado ao momento fletor.[CLO 93) 

1.2 Condições inicias e de contorno 

Para um problema clássico de uma viga de comprimento L, modelada 

pela equação (1.14), são necessárias quatro condições de contorno , duas em cada 

extremidade, x = O e x = L (ocorrem derivadas de até terceira ordem de v(t , x) 

em relação a x ). A equação é de segunda ordem no tempo, portanto é necessário 

conhecer as condições iniciais, que correspondem ao deslocamento e à velocidade 

inicial da viga, dadas por v(O,x) = v0 (x) e Vt (O,x) = v0 (x) onde v0 e v0 são funções 

conhecidas. A configuração comum é fixa livre como se ilustra na figura (1.1). Além 

da fronteira ser fixa ou livre, a extremidade da viga poderá estar apoiada sobre um 

suporte rest ringindo o momento fletor e o deslocamento. Esta situação é chamada 

de simplesmente apoiada. Uma fronteira deslizante é aquela em que o deslocamento 
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é permitido, mas não a rotaçao. A força de cisalhamento para a fronteira deslizante 

é zero. 

Se a viga em vibração transversal é livre em uma extremidade, o deslo

camento e o giro para a extremidade são irrestritos, mas o momento fletor e a força 

de cisalhamento devem dissipar-se: 

Momento Fletor: EI~~~ =O, 

Força de cisalhamento: /x[EI~~~] =O 
(1.15) 

Se, por outro lado, a extremidade da viga é fixa (ou engastada), o 

momento fletor e a força cortante são irrestritos, mas o deslocamento e o giro devem 

dissipar-se na extremidade: 

Deslocamento: v = O, 

Giro: ~ = O. 
(1.16) 

Para um suporte simples ou extremidade apoiada (rotulada), o giro e 

a força de cisalhamento são irrestritos, e o deslocamento e o momento fletor devem 

dissipar-se: 

Deslocamento: v = O, 

Momento fletor: Elg:~ =O. 
(1.17) 

Para a extremidade deslizante, o giro ou a rotação é zero, e nenhuma força cortante 

é permitida. Por outro lado, o deslocamento e o momento fletor são irrestritos. 

Conseqüentemente, para a fronteira deslizante, 

Giro: ~= O, 
Força de cisalhamento: /x [Elg:~] =O. 

(1.18) 

Outras condições de fronteira são possíveis pela conexão ~a extremidade para uma 

variedade de dispositivos iguais, tais como massas concentradas, molas, etc.[MOS 99]. 



-
2 VIBRAÇOES FORÇADAS COM A 

.... 
INFLUENCIA DA FORÇA AXIAL 

Apresentar-se-á neste capítulo a utilização dos modos no estudo de 

um problema relativo a uma viga sujeita ao efeito de uma força paralela ao eixo 

horizontal, além da força lateral já existente. A solução deste problema é obtida 

através do Método Espectral de Fourier . 

2.1 Apresentação do problema 

(2.1) 

A equação (2.1) representa uma equação diferencial parcial evolutiva. 

de segunda ordem no tempo e de quarta ordem espacial que descreve o Modelo de 

Euler-Bernoulli modificado pela ação da força axial,cujo m representa pA, sujeitas 

às condições iniciais v(O,x) = v0(x) e Vt(O,x) = v0(x). As condições de contorno 

deste problema, podem ser escritas na forma genérica (CLA 99b],(NAI 67]. 

e 

{ 
Auv(t,O) + Bu vx(t, O) + CuVxx(t,O) + DnVxxx(t, O) =O 

x=O 
A12v(t, O)+ Bt2Vx(t , O)+ Ct2Vxx(t, O)+ Dt2Vxxx(t , O) =O 

ou, matricialmente, 

B 1v(O) = O 

9 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 
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Au Bu Cu Du v(t,O) o 
A12 B12 c12 D12 v%(t,O) o 

- (2.5) 
o o o o Vn(t, O) o 
o o o o v%%%(t, O) o 

B2v(L) = O (2.6) 

o o o o v(t, L) o 
o o o o v%(t, L) o 

-
A21 B2l c21 D2l Vz:r:( t, L) o 

(2.7) 

A 22 B22 c22 D22 V%n(t, L) o 

A equação(2.1) por ter coeficientes constantes pode ser escrita na forma 

()2v 
M ôt2 + Kv = f(t,x) (2.8) 

onde M é o operador mi, onde I denota o operador identidade e K é o operador 

diferencial linear espacial de quarta ordem 

(2.9) 

que satisfaz as condições iniciais v(O,x) = v0(x) e vt(O,x) = vo(x) e as condiçoes de 

contorno B1 v(O) = O ,B2v( L) = O. 

2.2 Os Modos de vibração e a freqüência 
característica 

Uma vez que a viga em estudo não está sujeita à ação de uma força 

externa,isto é, f(t,x) = O, a equação é descrita na forma, 
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(2.10) 

que representa a vibração livre da viga onde a oscilação ocorre sob a ação de foças 

que lhe são inerentes e sobre a ausência da ação de qualquer força externa. [THO 78]. 

No Método Espectral procuram-se encontrar soluções do tipo oscilatório 

na forma: 

v(t,x) = eiwtX(x), (2.11) 

na representação exponencial ou, 

v ( t, x) = [a cos ( wt) + b sen ( wt)], X ( x) (2.12) 

na forma real. 

Aplica-se (2.11) em (2.8) e considera-se f(t,x) = O decorre a relação 

KX(x)- mw2 X(x) = O, (2.13) 

cujas condições de contorno são B1X(O) =O e B2X(L) =O. 

Outra relação é obtida, substituindo-se (2.11) em (2.10) de onde extrai

se a equação modal 

(2.14) 

cujos coeficientes g2 e a4 são dados por: 

2 _ N 4 mw2 
g - EI a = EI. (2.15) 

Da relação (2.15) chega-se à expressão: 
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(2.16) 

que representa a freqüência característica dos modos de vibração . 

2.3 Propriedades dos Modos de Vibração 

Os modos de vibração gozam das propriedades de simetria e ortogona-

lidade. 

Para demonstrar a simetria dos modos considera-se o caso da viga fixa 

livre, cujas condições de contorno são: 

v(O)=O ~~v(L)=O 
e x 

~;(o)= o. ~!;(L)= o. 
(2.17) 

Para tanto, escreve-se a equação modal (2.14) em termos de </>(x), 

(2.18) 

multiplica-se (2.18) à esquerda por '1/;(x) e integra-se de O a L 

(2.19) 

Integra-se por partes quatro vezes a primeira integral e duas vezes por 

partes a segunda integral e aplicam-se as condições de contorno, vem 

(2.20) 
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Comparam-se as equações (2.20) e (2.19) verifica-se a propriedade de 

simetria em relação aos modos </> e 'lj;. 

A ortogonalidade mostrar-se-á escrevendo para dois modos distintos,no 

caso 'lj; e </> e pelas freqüência w e I· 

Substituim-se os modos e as freqüências na equação (2.13), 

K'lj;(x) = w2'lf;(x), (2.21) 

K </>(X) = , 2 </>(X) (2.22) 

que satisfaz as condições de contorno citadas em (2.17). 

Multiplica-se (2.21) por </>(x) e (2.22) por tf;(x) vem, 

</>(X )K 'lj;( X) = </>(X )w2tf;( X) (2.23) 

e 

'lf;(x)K</>(x) = 'tf;(x)/2</>(x) (2.24) 

Subtrai-se (2.24) de (2.23), decorre a expressão: 

</>(x)K'lf;(x)- tf;(x)K</>(x) = (w2 -12)tf;(x)</>(x); (2.25) 

integra-se (2.25) de O a L e sabendo-se que K é um operador simétrico, escreve-se: 

(2.26) 

se w # /, tf; e</> são ortogonais. 



2.4 A equação modal 

A solução da equação diferencial homogênea 

cujas condições de contorno são: 

e 

Au X(O) + BuX'(O) + CuX"(O) + DuX111(0) =O 

A12X(O) + B12X'(O) + Cr2X"(O) + D12X111(0) =O 

X= L { A21X(L) + B21X'(L) + C21X"(L) + D2tX"'(L) = o 
A22X(L) + B22X'(L) + C22X"(L) + D22X111(L) =O, 

é dada por uma combinação linear das soluções: 

14 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

onde Ct, c2 , c3 , c4 são constantes e o conjunto </>1 , </>2 , </>3 , </>4 é uma base de soluções, 

onde o Wroskiano (x) é não nulo. 

Escreve-se matricialmente a solução da equação modal (2.14): 

X= </>c, 

onde, 

· ' 

(2.31) 

(2.32) 

I 

,.L:. '..\n::ú~ 
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Substituem-se, as condições de contorno indicadas em (2.28) e(2.29) na 

equação (2.30) 

e 

Au</>(O)c + 8n</>'(O)c + Cu</>"(O)c + D11 </>111(0)c =O 

A12</>(0) + 812</>'(o) + c12</>"(o) + n12</>111(o) =o 

matricialmente, tem-se 

An 8n Cu Dn <I>( O) o 

AI2 812 cl2 D12 <1>'(0) o 
c= 

o o o o </>"(0) o 

o o o o </>111 (o) o 

e 

o o o o </>(L) o 

o o o o </>'(L) o 
c= 

A21 821 c21 D21 </>"(L) o 

A22 822 c22 D22 </>m(L) o 

(2.33) 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

onde , 8 1 e 8 2 são as matrizes das condições de contorno,</> é o vetor da base espectral 

e c vetor das constantes. 

Escreve-se (2.35) e (2.36) de forma compacta descrita por, 

B<f!c = O, (2.37) 
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onde, 

Au Bu Cu Du o o o o cl 

B= 
A12 B12 c12 D12 o o o o Cz 

c- (2-38) ' -o o o o A21 B21 c21 Dz1 C3 

o o o o Azz Bz2 c22 D22 c4 

e 
<I>( O) <1>1 (O) 4>2(0) <1>3(0) <l><t(O) 

<1>'(0) <I>~ (O) 4>2(0) 4>~(0) 4>~ (O) 

<1>"(0) <1>~(0) <1>~(0) <1>~(0) <1>~(0) 

~ = 
<1>111(0) </>~"(O) <1>~'(0) 4>3'(0) <1>~"(0) 

(2.39) = 
<f>( L) <f>!( L) 4>2(L) 4>3(L) 4>4(L) 

<I>'(L) <I>~ (L) <I>~(L) <t>; (L) 4>~ (L) 

<I>"(L) <t>f(L) <I>~(L) <I>~(L) <P~'(L) 

t/>m(L) </>~'(L) <I>~'(L) 4>3'(L) <P~" (L) 

representam a matriz das condições de contorno, o vetor das incógnitas e a matriz 

da base respectivamente. 

2.5 O método espectral para vibrações forçadas 
com a influência da força axial 

Supõe-se que o problema de contorno simétrico possua um conjunto 

or tonormal completo de autofunções [BIR 62} com respeito ao produto interno fun

cional 

(2.40) 

para </>, 'lj;, funções contínuas no intervalo [O,L]. Denota-se por 

(2.41) 

a norma de uma função [DAV 90] 
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A solução geral da equação (2.8), pelo método espectral, escreve-se na 

forma: 
00 

v(t, x) =L Vn(t)Xn(x) (2.42) 
n=l 

onde Xn ( x) são os modos relativos às condições de contorno do problema e os coe

ficientes temporais vn(t) obtêm-se da seguinte maneira: 

Substitui-se a equação (2.42) na equação (2.8): 

00 00 

(2.43) 
n=l n=l 

Da equação (2.13) vem: 

00 

L [mvn(t) + mw2vn(t)]Xn(x) = f(t,x) . (2.44) 
n=l 

Efetua-se o produto interno com o modo X p( x) nos dois termos da equação 

(Xp(x ), I)vn(t) + w2vn(t)]) = ! (Xp(x ), f(t, x )} , (2.45) 
n=l 

e assim , 

(2.46) 

Pela a ortogonalidade dos modos (2.26), 

(2.47) 

decorre que: 

(2.48) 

em que 
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1 {L 
Qn(t) = miiXnll 2 Jo f(t , x)Xn(x)dx (2.49) 

Busca-se encontrar a solução da equação (2.48) , para tanto, considera-

se 

h(t) = sen(wnt), 
Wn 

(2.50) 

que satisfaz o problema de valor inicial 

(2.51) 

onde 

h(O) = O e h(O) = 1 (2.52) 

Escreve-se a equação(2.48) em termos de r 

(2.53) 

e multiplicam-se ambos os lados da equação (2.53) por 

h( ) 
senwn(t- r) t - r = __ ...o__ _ _,_ 

Wn 
(2.54) 

decorre que 

l t_ ( )scnwn(t -'T)d 2 1t ( ) senwn(t- 'T)d -1tQ ( )senwn(t -'T)d 
tln T 7' + W tln T T - n T 'r 

o Uln 0 Wn O Wn 
(2.55) 

Integram-se duas vezes por partes o primeiro termo e resolve-se para vn(t) ,tem-se: 

sen(wnt). 1t senwn(t- r) 
Vn(t) = cos(wnt)vn(O) + Vn(O) + Qn(r) dr 

Wn 0 W n 
(2.56) 

Da equação(2.41) e das condições iniciais prescritas no problema, v(O, x) = 
vo(x ) e Vt(O, X) = vo(x ), obtêm-se os valores iniciais Vn(O) e Vn(O). Mais precisamente, 
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da relação 
00 

v(O,x) = vo(x) =L vn(O)Xn(x)dx; (2.57) 
n:::: l 

Aplica-se a ortogonalidade dos modos para obter 

(2.58) 

Igualmente, com a derivada inicial, decorre 

(2.59) 

Utilizando (2.58) e (2.59), chega-se a expressão: 

v(t, x) :::: ~[cos(wnt)(foL vo~~~~~~(x)dx )+ sen~:nt) ( foL vol~~~~:(x)dx )+ ~ <l Qn(T)senw:~- T) d(T))]Xn(x) 

(2.60) 

Troca-se a ordem do somatório pela integral em (2.60), vem 

{L 8h { t 
v(t,x) = l o [Ft(t,x,s)mvo(s) + h (t, x, s)mv0 (s ) + l o h (t- r ,x,s)f (r,s )dr ]ds 

onde 

h( ) = ~(Xn(s)Xn(x))senwnt _!_ 
t,x,s ~ IIXnll2 Wn m 

(2.61) 

(2.62) 

vem ser a Função de Green de valor inicial ou resposta impulso do sistema dis

tribuído, onde IIXn ll denota a norma integral quadrática do modo X n. Na equação 

(2.61) tem-se nos dois primei ros termos a vibração livre e no terceiro termo a vi

bração forçada de uma viga sujeita à força axial e à carga externa f(t,x) 



-·-~ ...... ovuv <::::~pectrru para v1brações forçadas com a influência da força axial 20 

Para condições iniciais nulas,isto é ,v(O) =O e v(O) =O a equação (2.61) 

pode ser escrita na forma compacta 

v(t,x) = 1t h(t- T)F(T)dT, (2.63) 

onde h é abreviação do operador 

h (t)</>(x) = 1L h(t, x, s )</>( s )ds. (2.64) 

Para cada T, F(T) denota a função f( T, s ), no intervalo O ::; s ::; L. 



3 CÁLCULO MODAL DA FUNÇÃO DE 
GREEN 

Mostrar-se-ão neste capítulo simulações da Função de Green, equação(2.62), 

para vigas sujeitas a diversas condições de contorno citadas no Cap.l, para tanto, 

serão utilizados os modos obtidos em [SOD 00]. 

Consideram-se duas bases: a base espectral clássica, obtida a partir 

das raízes da equação característica, associada com a equação diferencial ordinária 

linear de quarta ordem e a base dinâmica, introduzida por Claeyssen [CLA 90a], 

[CLA 95], [CLA 99a] , [CLA 99b], que se consegue a partir de uma solução com 

condições iniciais impulsivas. 

Os modos são obtidos resolvend<rse o sistema : 

Xiv(x) + lXii(x)- a4X(x) =O 

sujeito as condições de contorno 

e 

A11X(O) + BuX'(O) + CuX"(O) + DuX111(0) = O 

A 12X(O) + B12X'(O) + C12X"(O) + D12X111(0) = O 

Isto equivale a obter soluções não nulas da equação modal 

21 

(3.1 ) 

(3.2) 

(3.3) 
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Uc= O, (3.4) 

onde, 

(3.5) 

e por sua vez, a s matrizes U e q} são indicadas por: 

tP1 (O) </>2(0) 4>3(0) 4>4(0) 

</>~ (O) <P;(o) 4>~(0) 4>~ (O) 

[ A, 
Bu Cu Du o o o 

o l 4>~'(0) 4>;'2(0) <P;'3 (O) <P;' (O) 

A12 B12 c12 D12 o o o o 4>~"(0) cfo~'~(O) <~>r~ <o> <I> i'~ (O) 
B= . ~ = 

o o o o A21 B21 c21 D21 </>1 (L) h(L) 4>3(L) cP4 (L) 

o o o o A22 B22 c22 D22, <Pi (L) <I>~(L) 4>~(L) </>~(L) 

<t>i' (L) ,P!j(L) if>~(L) <t>~' (L) 

<~>r' <L> .P!j'(L) <l>t(L) <I>~"(L) 
(3.6) 

3.2 A Matriz Base <I> na base espectral clássica e 
na base dinâmica 

A solução da equação modal (2.14) é feita da maneira usual com a 

introdução da solução espectral 

(3.7) 

onde se extrai a equação característica 

(3.8) 

cujas raízes fornecem os autovalores >. e as autofunções associadas X. 

Resolve-se o polinômio característico de ordem 4 onde se obtem os 

seguintes autovalores : 

(3.9) 
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cujo ó e E estão indicados por, 

em que, 

92- .1!.... a4 - mw2 
- EI - EI 
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(3.10) 

(3.11) 

Escreve-se a solução encontrada na forma trigonométrica e sua corre

spondente na forma hiperbólica, chega-se à solução geral da equação (2.14): 

(3.12) 

Da solução geral, apresentada em (3.12) com relação à base espectral 

clássica, obt iveram-se as seguintes funções: 

</>1 = sen( óx ), </>2 = cos( óx ), <h = senh( EX), </>4 = cosh( EX) (3.13) 

Assim, apresenta-se a matriz clássica: 

o 1 o 1 

ó o é o 
o -82 o é2 

-§3 o é3 o 
(3.14) <T>c= 

sen(óL) cos(óL) senh(EL) cosh(EL) 

ócos(óL) -ósen(óL) Ecosh(EL) Esenh(EL) 

- 8 2sen(óL) -82cos( óL) E2senh(EL) E2senh( éL) 

-83cos(óL) ó3sen(óL) E3cosh( EL) E3 senh(EL) 
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Já na Base Dinâmica, a resposta impulso h(x) é determinada quando 

se resolve o sistema homogêneo 

(3.15) 

com as condições iniciais impulsivas h(O) = h'(O) = h"(O) = O, h"'(O) = 1 , o conjunto 

h, h', h", h"' é uma base de soluções, dado por: 

wl = h(x) = c2~ó2c·~/ sen(óx) + ~senh(éx)), 
Wz = h'(x) = ,2!52 (-cos(óx) + cosh(éx)), 

W3 = h" (x) = ,2! 52 ( Ósen( óx) + ésenh( éX )), 

\114 = h111(x) = c2! ó2(ó2cos(óx) + é2cosh(éx)), 

cujo ó e é estão indicados em (3.10) . 

'lld= 

Neste caso, a matriz Dinâmica é indicada por: 

o o o 
o o 1 

o 1 o 
1 o -J2 + (:..2 

-Sen(6L) + senh(<L) -COS(óLl+COSb(!Ll sen( óL ló+Senh( cL )c 
ó2+c2 ó2+c2 cS2+c2 

-COS( óL }+COSh( cL l 
ó2+c2 

sen(óL}ó+senh(cL}c 
ó2+c2 

COS(óL)ó2+COSh(cL)2 
cP+c2 

sen(óL}ó+senh(cL)c 
ó2+c2 

COS(óLW+COSb(cL}c2 
ó2+c2 

-sen(óLW+senh(cL}c3 

ó2+c2 
COS( óL )c52 +COSb (c L )c2 

ó2+c2 
-sen(óL)c53 +senh(cL)c3 

ó2+c2 
-COS(óL}ó1 +COSb(cL}c1 

cS2+c2 

Para maiores detalbes,cita-se [SOD 00]. 

r ...,.... 
... 
?f· 

...... 

'•' 

1 

o 
- 82 + é2 

o 
COS( óLW +COSb( c L lc2 

ó2+c2 
-sen(óL)ó3+senh(cL)c3 

ó2+c2 
-cos(óL}c54+cosh(cL}c4 

c52+c2 
sen(SL)ól'+senh(cL)c5 

ó2+c2 
(3.16) 

r ~ ... e . " ··"' • 
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3.3 A Função de Green 

Mostrar-se-á aqui o gráfico da Função de Green, 

(3.17) 

para diversas vigas, em intervalos finitos de t. 

Para melhorar a visualização foi realizado uma simplificação de forma 

linear nos parâmetros encontrados em (MOS 99]: 

L= lm 

EI = 8Nm2 

N= 16 N 

m = 3 kg/m 

l= l 

(3.18) 

A escolha do do valor de t foi determinada através de testes, na busca 

de uma melhor apresentação da Função de Green, o qual foi aproximada com o uso 

dos primeiros cinco modos. 
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3.3.1 Viga Apoiada Deslizante 

F'igura 3.1 Linhas de contorno da Função de Green para a Viga Apoiada Deslizante 

em t=3.6 

2 
1.5 ) 

1 
0.5 
o 

o 

Figura 3.2 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Apoiada Deslizante em t= 3.6 
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3.3.2 Viga Apoiada Livre 

Figura 3.3 Linhas de contorno da Função de Green para Viga Apoiada Livre em 

t= 3.5 

0.2 

o 
-0.2 

-0.4 
1 

Figura 3.4 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Apoiada Livre em l=3.5 
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3.3.3 Viga Biapoiada 

Figma 3.5 Linhas de Contorno da Função de Green para Viga Biapoiada em t=4.45 

0.8 . ...;,:,...:___, 

0.6 

0.4 

0.2 

o 

Figura 3.6 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Biapoiada em t = 4.45 

"i"> . !-/.t. , .• ·~t0li:CA~ 
818~ i O. A 3ETOHIP I. OI: r,,\' · ,1 
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3.3.4 Viga Deslizante - Deslizante 

Figura 3.7 Linhas de contorno da Função de Green para Viga Deslizante-Deslizante 

em t= 0.9 

0.5 

o 

·0.5 
1 

Figma 3.8 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Deslizante-Deslizante em 

t=0.9 
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3.3.5 Viga Fixa Apoiada 

Figuxa 3.9 Linhas de contorno da Função de Green paraa Viga Fixa Apoiada ern 

t=3 

0.6 
0.4 
0.2 
o 

-0.2 
1 

0.8 
0.6 

X 0.4 
0.2 

o o 

Figura 3.10 Gráfico 3D da Função de Green paJ·a. Viga Fixa Apoiada em t= 3 
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3.3.6 Viga Fixa Deslizante 

Figura 3.11 Linhas de contorno da Função de Green da Viga Fixa Deslizante em 

t=1.9 

0.008 
0.006 

0.004 
0.002 

o 
-0.002 
-0.004 

1 

z 0.5 

o~1~~0~_8~70_~6 ~x~0~.4~õo?_2~Õo 

Figura 3.12 Gráfico 30 da Função de Gree.n pa.ra.a Viga Fixa Deslizante em t=l.9 



3.3. 7 Viga Fixa - Fixa 

Figura 3.13 Linhas de contorno da Função de Green da Viga Fixa-Fixa em t=2.85 

o 

-0.2 

1 

n n 

Figw·a 3.14 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Fixa-Fixa. em t= 2.85 
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3.3.8 Viga Fixa Livre 

Figura 3.15 Linhas de contorno da Função de Green para Viga Fixa Livre em t= l 

2 /( 

1.5 '/. 
, . I 1., 

1 
/ l'·l 
~-

0.5 /\ 
~ 

o 

Figura 3.16 Gráfico 3D da Função de Green da Viga Fixa Livre em t=l 
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3.3.9 Viga Livre Deslizante 

Figura 3.17 Linhas de contorno da Função de Green da Viga Livre Deslizante em 

t=l.2 

2.5 
2 

~ 

1.5 
I 

0.5 
o 

1l.5 
l o 

o 

Figura 3.18 Gráfico 3D da Função de Green para Viga Livre Deslizante em t=l.2 

~-. o 
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3.3.10 Viga Livre - Livre 

Figura 3.19 Linhas de Contorno da. Função de Green da Viga. Livre Livre em t= 3 

0.~ 

0.2 

-0.2 

·0.4 

-0.6 

-0.8 

00 

--

\ 
I 

\ 

Figura 3.20 Gráfico 3D da. Função de Green para Viga Livre Livre em t= 3 



4 VIBRAÇOES FORÇADAS DECORRENTES 
DE CARGAS PONTUAIS E , 
OSCILA TO RIAS 

Apresentar-se-à, neste capítulo, os resultados simulados para as vigas 

apoiadas em um extremo e deslizante, livre, apoiada e fixa no outro extremo. Para 

estas vigas estuda-se a ação de cargas do tipo :pontual e de pulso oscilatório 

4.1 A Carga f(t,x) 

Nesta parte expor-se-ão os tipos de cargas que serão aplicadas às vigas 

apoiada em uma extremidade. Considera-se o comprimento da viga igual a um 

(L= 1). 

4.1.1 Carga Pontual 

Sobre um ponto a da viga aplica-se-á uma carga cuja equação e os 

parâmetros de entrada estão indicados na t abela a seguir: 

Valores de Entrada Carga 

Po w a f(t,x) 

1000 10 1/2 Posen(wnt)o(x-a) 

Tabela 4.1 Valores de entrada e carga pontual 

36 
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4.1.2 Soma de Cargas Pontuais 

Observar-se-á a influência de um conjunto de cargas pontuais aplicados 

em diferentes pontos da viga indicadas na tabela abaixo: 

Valores de entrada Carga 

n Po.n Wn an f(t,x) 

1 1000 20 
2 250 40 1/3 

N 

3 1000/9 60 1/2 "E Po,nsen(wnt)ó(x- an) 
=1 

4 125/2 80 2/3 
.... v 40 100 5/6 

Tabela 4.2 Valores de entrada e soma de cargas pontuais 

4.1.3 Pulso Oscilatório 

Sobre uma região da viga, [a , b] ,aplicar-se-á uma carga de pulso os

cilatório a qual é constituída pela função Heaviside, conforme tabela: 

Valores de entrada Carga 

Po 
A b f(t,x) w a 

1000 10 1/2 4/5 P0 sen(wnt)[H(x- a)- H(x- b)] 

Tabela 4.3 Valores de entrada e pulso oscilatório 
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4.1.4 Soma de Pulsos Oscilatórios 

Apicar-se-ão ao longo da viga mais de um pulso, neste estudo assumir

se-' ao os seguintes valores de entrada e a carga descri ta na tabela: 

Valor es de Entrada Carga 

n POn wnL an bn j(t, X) 

1 1000 20 0.2 0.3 
N 

2 250 40 0.5 0.6 LPo,nsen(wnt)[H(x- an) - (H - bn)] 
n=l 

3 1000/9 60 0.8 0.9 

Tabela 4.4 Valores de entrada e soma de pulsos oscilatórios 
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4.2 Simulações da Vibração Forçada em Vigas 

Nesta seção apresentar-se-ão os resultados obtidos através de simulações 

realizadas com auxílio do software Maple V para vigas apoiadas em uma extremidade. 

Utilizou-se condições iniciais nulas para que se possa observar o efeito 

da parte forçada quando a viga está sujeita a ação da carga f(t, x) em estudo. 

Para melhor visualização dos resultados mostrar-se-ão os seguintes gráficos: 

(a) Deslocamento 3D ao longo da viga 

(b) Deslocamento 3D da viga no tempo 
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4.2 .1 Viga Apoiada Deslizante 

{p, A , E , I} 
v(t, x) 

N 

o 
L 

Equação governante: 

pAvtt(t ,x) + Elvxxxx(t, x) + Nvxx(t,x) = f (t, x) 

Condições de contorno: 

v(t, O) = Vxx(t, O) =O, 

Vx(t, L) = Vxxx(t, L)= O 

Equação modal: 

Equação característica: 

cos(óL)cosh(€L) = O 

Condições de contorno: 

X(O) = X"(O) =O 

X'(L) = X 111(L) =O 

ó = J ( a4 + ~ )1/2 + ~ 
E = J ( a4 + ~) 1/2 _ ~ 

Freqüência natural e Autovalores 

n Wn ÓnL €nL 

1 5.421652980 1.570796327 2.1136227 431 

2 37.86103515 4.712388981 4.9200213321 

3 102.3511951 7.853981635 7.9802899401 

4 199.0595023 10.99557429 11.086146941 

5 327.9981076 14.13716695 14.207726401 



xc 
n 

</>1 (x) 

41 

Modos Clássicos e Dinâmicos e a Função de Green 

xd 
n 

a:d 
n h(t,x,s) 

wl(x)a~ + w3(x) (COS(ô,.L)ô~+COSh(EnL~~) 
(COS(ó,.L)-COSh(E,.L)) 

Í:::oo Xn(s)X,.(z)) sen(w,.t) 
n=l miXnll~ Wn 

Onde, 

</>1 = sen(óx), 

W1 = e2!52 (61sen(óx) + ~senh(Ex)), 

W3 = E~!52 (ósen(óx) + €Senh(€x)). 

(4.1) 
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4.2.1.1 Solução para Viga Apoiada Deslizante sob ação da carga pontual 

(a) 

v(t ,x) - f:Q_ "Ç"'OO 
pA L..Jn=1 

sen(óna)(wSen(wnt)-wnSen(wt) )Sen(ónx) 
Wn(w2 -w~) f0L Sen(ónx)2 dx 

(b) 

Figura 4.1 Viga apoiada deslizante sujeita a carga pontual 

4. 2.1.2 Solução para Viga Apoiada Deslizante sob ação de uma soma de cargas 
pontuais 

v(t, x) 

0 .06 

0.04 - 0 .04 

0.02 0.02 

..().02 

.04 

-o.os -

(a) (b) 

Figura 4.2 Viga apoiada deslizante sujeita a soma de cargas pontuais 



4.2.1 Viga Apoiada Deslizante 

4. 2.1.3 Solução para Viga Apoiada Deslizante sob ação da carga de pulso 
oscilatório 

"'oo ( - Po(-C0S(óne>)+C0S(ónb))(-S€ll(wt)wnl+Sell(wnt)w) sen(B ) 
(t ) L m=l 6'n(w+wn)(w wn ) nX 

V ,X = L 
pAwn f0 sen(6nx)2dx 

(a) (b) 

Figura 4.3 Viga apoiada deslizante sujeita a um pulso oscilatório 

4-2.1.4 Solução para Viga Apoiada Deslizante sob ação da soma de cargas de 
pulso oscilatório 

o 000-1 

00002 

-o Q002 

-o 0004 

(a) (b) 

Figura 4.4 Viga apoiada deslizante sujeita soma de pulsos oscilatórios 

•' 
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4.2.2 Viga Apoiada Livre 

4.2.2 Viga Apoiada Livre 

L {p,A,E,I} 

L 

0: origem 

Equação governante: 

pAvtt(t, x) + Elvxxxx(t, x) + Nvxx(t, x) = f(t, x) 

Equação modal: 

Equação característica: 

Condições de contorno: 

v(t,O) = Vxx(t,O) =o, 
Vxx(t, L) = Vxxx(t, L) = O 

Condições de contorno: 

X(O) = X"(O) =O 

X"(L) = X"'(L) = O 

6 = J(a4 + u;-)1/2 + ~ 
€ = Jca4 + u;)l/2 _ ~ 

Freqüência natural e Autovalores 

n Wn 6nL EnL 

1 27.85077116 3.960454421 3.699351189 

2 81.07357187 7.078764482 6.936058637 

3 159.1635112 10.21501429 10.11664554 

4 212.9233849 13.35458816 13.27949641 

5 371.8612939 16.49510583 16.43447034 

44 



4 . :2.2 Viga Apoiada Livre 

Modos Clássicos e Dinâmicos e a Função de Green 

xc 
n 

xd 
n h (t, x, s) 

a~t/>1 + senh(EnL) 4>3 a~W1 + W3 Eoo ( Xn(.!)Xn~X)) sen(wnt) 
n =l miiXnll Wn 

M 

a c 
n 

E2 
;Fsenn(ónL) 

Onde, 

ad 
n 

sen(õnL)õ~ - senh(EnL)s 
Sen(ón L)ôn +Senli ( EnL )En 

t/>1 = sen(óx), 

4>3 = senh(tx), 

W1 == E2~;F(61Sen(óx) + : senh(tx)), 

W3 = é~62(ósen(óx) + tsenh(tx)) 

45 

(4.2) 



4.2.2 Carga pontual 

4.2.2. 1 Solução para Viga Apoiada Livre sob ação da carga pontual 

v(t x) = .& Loo ((a;.sen(c5na)+Senh(Enc:t))(wsen(wnt) - wnsen(wt))(a;.sen(6nx)+Senh(Enx)) 
' pA n=l wn(w2-w;) J0"(anSen(6nx)+Senh (Enx)2dx 

o 00,4 
o 00,2 

0 .001 
oooou 
00000 
o 0004 
o 000~ 

-o 0002 
-o 0004 
-o 0000 
-o ooou 

.001 
-o 0012 -
-o 0014 
-o 0016 

(a) 

. . 
.. ~z::fP~~~E:~ ::·. . :~·ii!: 

1

:::: :; fil!!i: :: !ffij'. ~: !: il:!: I ~~~~~~~ i: i!\,:: 
. ~; -o 0014 

-o 0010 

(b) 

Figura 4.5 Viga apoiada livre sujeita a carga pontual 

4.2.2.2 Solução para Viga Apoiada Livre sob ação da soma de cargas pontuais 

>.oo:a .002 
. . 

0 .001 . . ,· •• ·: •• :!.!.n.,•. i. :.:,!,·i. t:·,.,·:,:j · ... · .• ·,. ,,;:: ::: 
iH!;:;~:: ~:;: : ::::!i1Hlii , 1H lll!:~~: ~;i 

l!ll 
'• 

p .001 . 

- ) .002 

(a) (b) 

Figura 4.6 Viga apoiada livre sujeita a soma de cargas pontuais 
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4.2.2 Carga de pulso oscilatório 47 

4. 2.2.3 Solução para Viga Apoiada Livre sob ação da carga de pulso oscilatório 

v(t , x) 

- o o 

(a) 

Loo Po(wnsen(wt )-wSen(wnt))( -2e~senh(enL)COS(õnb)+2E~Senh(enL)COS(6na.)H;sen (õnL)e•nb) + 
n= l 2pA(en (w+wn}( -w+wn)õ~sen(õnL}wn) J0~,(u .. sen (õnx)+Senh(enx)}2 dx 

õ3 sen( ÕnL )e- •nb - e•naõ3 sen ÕnL) - e- •! Gõ3 sen (õn L )(unsen Ônx)+Senh( EnX)) 
2pA(en(w+w,.)( -w+wn)ó~Sen(ónL)wn ) f0 (unSen(ónx)+Sen (enx)) 2dx 

.· i 

l i i;:!;: i~ :; 

(b) 

Figura 4.7 Viga apoiada livre sujeita a um pulso oscilatório 

4.2.2.4 Solução para Viga Apoiada Livre sob ação da soma de cargas de pulsos 
oscilatórios 

(a) 

.014 -

. 0 "12 
0 , 0 , 

.o o o . 

. 000 

(b) 

Figura 4.8 Viga apoiada livre sujeita a soma de pulsos oscilatórios 



4.2.3 Viga Biapoiada 

4.2 .3 Viga Biapoiada 

{ p,A,E,I} 

L 
0: origem 

Equação governante: 

pAvtt(t, x) + Elvuxx(t, x) + Nvxx(t, x) = f(t, x) 

Equação modal: 

Equação característica: 

sen(<5L)senh(eL) =O 

I v(t, x) 

~N 

Condições de contorno: 

v(t, O) = Vxx(t, O) =o, 
v(t, L) = Vxx(t, L)= O 

Condições de contorno: 

X(O) = X"(O) =O 

X(L) = X"(L) =O 

c5 = J ( a4 + ~) 1/2 + ~ 
€ = J ( a4 + ~) l/2 - ~ 

48 

Freqüência natural e Aut ovalores 

n Wn ÓnL EnL 

1 17.67471263 3.141592654 3.4452292231 

2 66.08080492 6.283185308 6.44037 40271 

3 146.6768717 9.424777962 9.5302906371 

4 259.4997993 12.56637062 12.645697711 

v 404.5546100 15.70796327 15.771496761 

I 
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4.2.3 Viga Biapoiada 49 

xc 
n 

c/>1 (X) 

Modos Clássicos e Dinâmicos e a Função de Green 

xd 
n 

(Jd 
n h(t,x,s) 

wl(x) + a~w2(x) (Sen(ónL)en-Senh(enL)ón) 
Ónen(CónSenCónLHEnSenliCeni))) 

Loc ( Xn(s)Xn(x)) Sen(wnt) 
n=l miiXnll2 Wn 

Onde, 

c/>1 = sen( óx), 

wl = v(x) = E2~§2 Clsen(óx) + ~senh(€x)) 
W2 = v'(x) = e2!sz(-cos(óx) +cosh (€X)) 

(4.3) 



4.2.3 Carga pontual 

4.2.3.1 Solução para Viga Biapoiada sob ação da carga pontual 

(t ) _ .fu "oo sen(óna)(wSen(wnt)-wnSen(wt))(Sen(ónx) 
v 'X - pA L.Jn=l Wn(w2 -w~) foL sen(ónx}2 dx 

.004 .00., 

p.002 .002. 

p .002 li 
- .004 .004 

(a) (b) 

Figura 4.9 Viga biapoiada sujeita a carga pontual 

4.2.3.2 Solução para Viga Biapoiada sob ação da Soma cargas pontuais 

p .004 . ·::· .. ::::;:::: 
··· .: · 

.002 

- .002 

.. :·· ··· ·· ··· 
- >.004 

(a) (b) 

Figura 4.10 Viga biapoiada sujeita a soma de cargas pontuais 

1f 
I 

10 
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4 .2.3 Carga de pulso oscilatório 

4.2.3.3 Solução para Viga Biapoiada sob ação da carga de pulso oscilatório 

u .... oa 

- o-OB 

- o-+00 ~ 

(a) 

V (t x) = ~oo (cos(óna)-cos(Õnb))Po( -sen(wt)wn +sen(wnt)w)ón(w-wn)(w-wn)sen(ÕnX) 
' L...m=l pAwn f

0
Lsen(Õnx)2dx 

.. o ... oo 

o-oe 

- u ... oo 

(b) 

:: t • l . ·:.: ., . . .. . ... 

li:'·; ' :·!!: · l~::.i~:: i~~·· 
' I ~ o : .. ' : 

Figura 4.11 Viga biapoiada sujeita a pulso oscilatório 

'. 
I ; ~ f ! 

4.2.3.4 Solução para Viga Biapoiada sob ação da soma de cargas de pulsos 
oscilatórios 

51 

(t ) = ~oo ~M (cos(Õna,) - cos(ónb,))Po.,(-sen(w,t)wn+sen(wnt)w,)õn(wp-wn)(wp-wn)sen(Õnx) 
V ,X L..Jn= LL..Jp=l pAwnfo sen(Õnx)2dx 

H p .. ; : 
o-oo 

- e .. -oo - n...OG 

_ .. ~OG 

.. 
d "l 

.. 
;i . .I 

.. q :: 
.. 
:i 

- o-oa t ; ~ 

(a) (b) 

Figura 4.12 Viga biapoiada sujeita a soma de pulsos oscilatórios 
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4.2.4 Viga Fixa Apoiada 

{p,A,E,I} 

I v(t,x) 

o 

L 

0: origem 

Equação governante: 

pAvtt(t,x) + Elvxxxx(t,x) + Nvxx(t,x) = f (t,x) 

Equação modal: 

Equação característica: 

Freqüência natural e Autovalores 

n Wn ÓnL EnL 

1 26.43920005 3.960454421 3.699351189 

2 84.20109935 7.078764682 6.936058637 

3 184.1258615 10.21501429 10.11664554 

4 415.5114114 13.35458816 13.27949641 

5 535.0851734 16.49520583 16.43447034 

Condições de contorno: 

v(t, O) = Vx(t, O) =O, 

v(t, L) = Vxx(t, L)= O 

Condições de contorno: 

X(O) = X'(O) =O 

X(L) = X"(L) =O 

6 = V ( a4 + ~) 1/ 2 + ~ 
E = V ( a4 + ~) 1/2 _ ~ 
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Modos Clássicos e Dinâmicos e a Função de Green 

xc 
n 

xd 
n h(t, x, s) 

-~:<Pl + a~(<P2- <P4) + <P3 'lf1 +a~'lf2 Eoo (Xn(s)Xn(x))sen(wnt) 
n=l mi !Xnll~ Wn 

(Jc 
n 

ad 
n 

-senh~EnL}ó'n+Sen~ó'nL}En -senh~EnL}ó'n+Sen~ó'nL}En 
-COSli(EnL)+COS(ó'nL)))ÓnEn -COS(EnL)+COS(ó'nL) 

Onde, 

1>1 = sen(6x), 

c/>2 = cos(8x), 

4>3 = senh(€x), 

4>4 = cosh(€x) 

'l/1 = E2!Ó2 ( -;/sen(6X) + ~Senh(€X)), 
'lf2 = E2!J2 ( -COS(8x) + C0Sh(€x)). 

(4.4) 



4.2 .4 Carga pontual 

4.2.4.1 Solução para Viga Fixa apoiada sob ação da carga pontual 

(a) 

v(t,x) .f2. Eco -seotno)<n +<r.i(cos(c5na)-cosh(c5na))+sen(t:na) 

pA n=l Wn J
0
L( -seo nn» <n +u:=,(cos(c5n::t) -cosh(5n::c))sen(€n::t))2d::c 

(wseo(wnt)- wnsen(wt)) -sen~~no:)<n +u:'.(cos(5n::c)-cosh(c5n::c)) 

Wn J0L( sen?nno:)<n +uf.(cos(c5nx)-cosh(5n::t))+seo(€nX))2dx 

(b) 

Figura 4.13 Viga fixa apoiada sujeita a carga pontual 

4.2.4.2 Solução para Viga Fixa apoiada sob ação da soma de cargas pontuais 

(a) 

v(t,x) 

sen( €na)(wpsen(wnt)- wnsen(wpt)) - senk:no:)<n +u;. (cos(5nx )-cosb(Õn:.c)) 

Wn J0L( seo~:no:l•n +uf.(cos(5nx)-cosb(c5n::t))seo(~;n:.c))2dx 

' ·~_.,, ; 
1 • o-1 1 .i: 

:;;!. 

(b) 

" ::!\ ~·:;·;·:~~ ~·!ilj jl!;:1''W' I 

;• 

0

: " • 
0 

I : 1 • jo 

Figura 4.14 Viga fixa apoiada sujeita a soma de cargas pontuais 
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4.2.4 .3 Solução para Viga Fixa apoiada sob ação de carga de pulso oscilatório 

(t ) p, "oo ( (Sen(w~wn-sen(wnt)w) ) 
V 'X = 0 6n=l 2(w+wn)(w- wn)EnCOS(6nL)- COS (EnL)~ f

0
L((unSen(6nx)+Senh(Enx))dx)2 

0 .6 

0.4 

0 .2 

-o.2 

-Q.4 

-o.s · 

(a) 

(ó~eenbcosh(EnL)- senh(EnL)ó~e~b + 2E!cos(ónb)cosh(EnL) + 2senh(EnL)sen(ónb)ónEn 

+2E~cos(óna)cos(ónL) + cos(õnL)õ~eEna- õ~eEnbcos(õnL) - 2E~cos(Õna)cosh(EnL) 

+senh(EL)o~eEna - e-enaó"~senh(EnL)- 2sen(ó"nL)E!sen(Õnb)- sen(ÕnL)énOneEna_ 

e-E,.aó"~cosh(EnL) - ó~e-Enbcos(ónL)- sen(ónL)Õnéne-e"aÓnsen(ónL)En + 2sen(ÕnL)é~ 

sen(óna)- 2senh(EnL)sen(8na)ónEn- 2E!cos(8nb)cos(8nL)- cosh(EnL)ó~eena 

+senh(EnL)ó~e-Enbcosh(EnL))(unsen(Õnx) + senh(~:nx))~ 

·· .. : .. . 

0 .6 

0.4 

-o.4 

-o.s · 

(b) 

t i 

Figura 4.15 Viga fixa apoiada sujeita a um pulso oscilatório 
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4.2.4.4 Solução para Viga Fixa apoiada sob ação da soma de pulsos oscilatórios 

v(t, x) = 

(a) 

Eoo EM [R (sen(wpt)wn-sen(wnt)wp) ] 
n=l v=l O.p 2(wp+wn)(wp- wn)enCOS(5n l.)-COSh(enL)5~ J

0
r;((u:;.sen(5nx)+Senh(enx))dx)2 

(ó~eEnb"cosh(€nL) - senh(EnL)ó~e~bv + 2E~cos(ónbv)cosh(EnL) + 2senh(EnL) 

sen(ónbp)Ón€n + 2€~cos(ónap)cos(ónL) + cos(ónL)ó~eEnap - ó~eenbpcos(ónL) - 2€~ 

cos(ónap)cosh(En) + senh(€L)ó~eEnam- e-Enamó~senh(€nL)- 2sen(ónL)€~Sen(ónbp)

sen(ónL)€nÓneenap- e-ena,ó~cosh(€nL)- Ó~e-enb~>cos(ónL) - sen(ónL)Ón€ne-Ena"Ón 

sen(ónL)€n + 2sen(ónL)€~sen(ónap)- 2senh (€nL)sen(c5nap)c5n€n- 2E~cos(ónbp) 

cos(ónL)- cosh(EnL)ó~eena, + senh(EnL)c5~e-Enb"cosh(€nL))(o-nsen 

( c5nx) + senh ( €nX) )~ 

0 .2 ·; 

! I t 
í.; .. ' 0 .1 

! ! 2. 
:: . 

1, ;: 

-0.1 

- 0 .2 -

(b) 

Figura 4.16 Viga fixa apoiada sujeita a uma soma de pulsos oscilatórios 



5 CONCLUSOES 

Neste trabalho, apresentaram-se: 

- O cálculo aproximado da resposta forçada de uma viga segundo o 

modelo de Euler-Bernoulli sob a ação de uma força axial e de uma carga f(t,x), 

baseados nos modos detenninados em [SOD 00]. 

- A determinação da função de Green para o modelo de Euller-Bernoulli, 

mediante a identificação do núcleo K(x, Ç) a partir da resposta forçada da viga. 

- Observa-se a simetria das Funções de Green com respeito aos eixos x e 

z nos gráficos das linhas de contorno.Este fato já era previsto analiticamente .O uso 

da base clássica ou dinâmica é irrelevante para o cálculo da função de Green devido 

à nonnalização dos modos e no que se refere às freqüências Wn não se alteram. 

- Para o cálculo da resposta forçada utiliza-se um software simbólico 

com objetivo de aproximar a expansão de Fourier com Ultl número finito de tennos. 

Consideraram-se cargas do tipo pontuais e de pulso oscilatóro de diversas freqüências 

de entrada, dando origem , em alguns casos, ao fenômeno de ressonância (figura 4.12) 

e á aparição de nós . Mostram-se os perfis longitudinais da viga bem como a variação 

da amplitude no tempo. 

Trabalhos futuros: 

- Nas Vibrações Forçadas dependendo da complexidade simbólica , as 

cargas podem ser generalizadas a funções mais elaboradas. 

-O procedimento de identificação da Função de Green pode ser exten

dido pra outros modelos de Euler-Bernoulli, pois o que distingue um caso de outro 

é simplesmente os modos. 
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