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TITULO: “VIBRACOES FORCADAS COM FORCA AXIAL NUM MODELO DE
EULER-BERNOULLI PARA VIGAS”

RESUMO

O objetivo deste trabalho € calcular as vibragdes forcadas de uma viga
longa e fina descrita pela equagao de Euler-Bernoulli com a influéncia de uma forca

axial e da carga f(t,z).

Os célculos simbdlicos sao realizados utilizando a base espectral classica,
obtida a partir das raizes da equacao caracteristica , e a base dinamica, caracterizada

pelas condigdes iniciais impulsivas.

Sao apresentados resultados simulados da fun¢ao de Green com diversas
condicdes de contorno e das vibragoes for¢adas em vigas apoiadas em uma extrem-
idade livre, fixa, deslizante e apoiada na outra, sujeitas a acao de cargas do tipo

pontuais e oscilatérias.
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TITLE: “FORCED VIBRATION WITH AXIAL FORCE IN THE EULER-
BERNOULLI MODEL FOR BEAMS”

ABSTRACT

The objective of this work is to calculate the forced vibrations of a long
and fine beam described by the equation of Euler-Bernoulli with the influence of an

axial force and of the load f(t,x).

The symbolic calculations are accomplished using the classical spec-
tral basis, obtained starting from the roots of the characteristic equation, and the

dynamical basis, characterized by the impulsive initial conditions.

Simulations for the Green function and forced vibrations are presented
for a beam supported at one end and free, fastened, sliding and supported at the

other end and subject to the action of punctual and oscillatory loads.
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INTRODUCAO

A dinamica de uma estrutura é modelada, em geral, por equagcoes dife-
renciais parcials, obtidas a partir da aplicacao de leis e principios fisicos, sujeitos a

um conjunto de condicdes iniciais e condigdes de contorno.

Neste trabalho, estuda-se, através da formulacao matricial dinamica,
introduzida por Claeyssen [CLA 90a], [CLA 99a], [CLA 99b], a obtencao da Fungao
de Green relativas as vibragdes transversais de vigas longas e finas, descritas pela
equacao de Euler-Bernoulli com a influéncia de uma forga axial e de uma carga f(t,x);
e um estudo das vibragdes forcadas para vigas apoiadas em uma extremidade e na

outra deslizante, fixa , apoiada ou livre, sob a influéncia de quatro cargas distintas.

Esta abordagem é feita em termos de uma base genérica para uma
equagao diferencial ordinaria linear de quarta ordem. Os cdlculos simbdlicos sao
realizados utilizando a base espectral classica, obtida a partir das raizes da equagao

-----

seguir, far-se-a uma breve descricao dos capitulos que formam este trabalho.

No capitulo 1 é dada uma descrigdo do modelo matematico correspon-
dente a uma viga longa e fina, através da obtencéo das equagdes de Euler-Bernoulli

e das condi¢oes de contorno.

No capitulo 2 é introduzido o Modelo espectral de Fourier; propriedades
dos modos de vibragao e a formulagio para vibragoes for¢adas em termos da funcao

de Green.

Busca-se a solucao geral da equagdo diferencial parcial nao homogénea:

EI(z)8%(t, z)

d*v(t, z) 4 o?
oz?

ot? Oz?

9*v(t, z)

pa 0z?

( )+ N

= f(i,:l:)
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No Capitulo 3 apresentar-se-ao simulagoes das Funcgoes de Green obti-

das para diversas vigas.

No Capitulo 4 mostrar-se-do os resultados considerando o estudo da
viga apoiada em uma extremidade e na outra deslizante, fixa, apoiada e livre, sob a

influéncia de quatro cargas distintas.

Por fim, far-se-ao as conclusdes pertinentes.



1 MODELAGEM MATEMATICA

Nas equacOes das teorias estruturais classicas para vigas, as descri¢bes
geomeétricas sdo grandemente simplificadas ,necessitando-se apenas de uma dimenssao
(comprimento), uma propriedade da secgio transveral( drea ou momento de inércia)
e uma propriedade constitutiva (Young ou cisalhamento).[FON 99] Entre dezenas
de teorias de vigas ha duas teorias elementares para a andlise infinitesimal de vigas
isotropicas,isto €, vigas que apresentam as mesmas propriedades fisicas,quaisquer
sejam as diregoes de propagacao dos fenomenos que incidem sobre elas,que sdo: a
Teoria de Euller-Bernoulli [CRA 81], onde o cisalhamento e a inércia de rotagao sdo
desprezados e a teoria de Timoshenko,[DIM 95] que inclui o efeito de deformagio

causado pelo cisalhamento .

Neste capitulo é deduzido o modelo matemdtico para uma viga flexivel
sujeita a acdo de uma forga axial constante que interage com os deslocamentos
laterais segundo a teoria de Euller-Bernoulli. Faz-se a suposicao de que as sec¢oes
transversais planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao eixo longitu-
dinal da viga ap6s o deslocamento.Considera também que as forcas cisalhantes nas

superficies superior e inferior sao nulas, porque o carregamento € transversal.

1.1 A teoria de Euler-Bernoulli

A viga em estudo estd sujeita ao efeito de uma forga paralela ao eixo
horizontal além da forca lateral ja existente. E assumido por simplicidade que a
forca axial é constante e que o equlibrio transversal nao é afetado pela forca axial ,

por que sua dire¢ao nao muda com o deslocamento da viga.



1.1 A teoria de Euler-Bernoulli

AR L

Figura 1.1 Viga fixa livre sob agao da forca axial N

A figura (1.1) mostra o esquema de uma viga fixa-livre de comprimento L, onde

v(t,z) é o deslocamento transversal modificado por uma forga axial N e f(t,z) é a

forca externa ou carga.

Shi £l My = 3x.4]
% \ »
? IJ.'.«'
Slx = A= 2!

Figura 1.2 Vistas do corte transversal da viga fixa livre

No corte transversal da viga ilustrada na figura (1.2) temos M(%,z) o
momento fletor da viga e S(¢, z) a forca cisalhamento.A viga é retangular com secao
transversal A(z), com largura o, espessura o e comprimento z. Também associada
a viga esta a rigidez flexural FI(z), sendo E o médulo elastico de Young para a viga

e [(z), o momento de inércia sobre o eixo z e p a massa por unidade de volume, ou

densidade de massa.
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A teoria de Euller-Bernoulli supde que:

a) Existe um eixo da viga o qual nao é submetido a extensdo ou contragao . O eixo
x € localizado ao longo do eixo neutro.

b) O corte transversal é perpendicular ao eixo neutro e permanece plano e perpen-
dicular a deformagao do corte, portanto, a forga de cisalhamento é desconsiderada.
¢)O material é linearmente eldstico e a viga é homogénea em qualquer seccao do
corte transversal;

d) O plano xy € o plano principal;

e)oy e 0. sao despreziveis comparando com o, .

Supde, ainda, que é feito uma analise estatica da viga onde se assume

que a rotagao de inércia pode ser desprezada na equacao do momento.[CRA 81]

Da cinemdtica a tensio pode ser relacionada pela curvatura ,1/u, da
viga por:
g=—Y (1.1)
I
onde ;1 € a massa especifica do material e y € a distancia da secgdo do corte transversal
ao eixo neutro. Entdo, para uma viga linearmente elastica cujas propriedades sao
independentes da posi¢ao na seccao do corte transversal, o momento fletor pode ser
escrito para a curvatura por:

M(t,z) = % (1.2)

A equacgdo do momento para massa Am no caso da viga fixa-livre pode

ser representada através da segunda lei de Newton que diz:

> Fy=(Am)a, (1.3)

Y Mg = (Alg)e (1.4)
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onde G é o centro de massa de Am e « é a aceleragio angular. Citou-se anteriormente
que a rotacao de inércia poderia ser desprezada na equagao do momento .reduzindo

a equacao (1.4) para

Z: MG = 0'} (1‘5)
que fornece a relacao
oM
§ = P (1.6)

Se o giro,%,da viga permanece pequeno, a curvatura pode ser aproxi-
mada & enta do(1.2 t ao de flexa -
por 5%, entao a equacao(1.2) que representa a equagao de flexao,vem:

M(t,z) = EI(:«:)%. (1.7)

Segundo a mecanica dos materiais, a viga sustenta o momento fletor
onde relaciona a rigidez de Young EI com o deslocamento v(t,x) .[MOS 99] Aplica-
se a equag ao(1.3) na figura (1.2) ,tem-se

as 0%

—=— fll.2) = pABt_i”

dz g

que representa a forca de cisalhamento S e o deslocamento transversal v(t,x).

A segunda relagao de equilibrio é obtida quando aplica-se a equagao(1.5)

na figura (1.2).

M(t,z + Az) — M(t,z) + N[v(t,z + Az) —v(t,z)] — S(t,z + Az)Az =0, (1.9)

divide-se a equagao (1.9) por Az e fazendo-se o limite Az — 0, tem-se:

_3M+N3v

. il 1.10
@ oz oz’ ( )



1.z vondigoes de niciais e de contorno

b |

deriva-se a equagao (1.10) em relagio a z

?ﬁ 0*M 0%*v

9z 0z2 +N@’ (A1)
e substitui-se (1.11) em (1.8) vem,
M d*v 0%
~— 50z N@] + f(t,z) = pAW, (1.12)
decorre que,
*M v 9%
6:82 + Naxz + pAW = f(t'.«‘ :C). (1'13)
Por fim, da equacao (1.7) chega-se a expressio:
d*v(t,z) 9% El(z)8%(t,z) 9*v(t,z)
e 4R e e ), (1.14)

tal expressao representa no segundo termo o carregamento distribuido ao longo da

viga que estd relacionado a0 momento fletor.[CLO 93]

1.2 Condicoes inicias e de contorno

Para um problema cldssico de uma viga de comprimento L, modelada
pela equagao (1.14), sdo necessarias quatro condi¢des de contorno , duas em cada
extremidade, = 0 e ¢ = L (ocorrem derivadas de até terceira ordem de v(t, z)
em relacao a z). A equacao é de segunda ordem no tempo, portanto é necessario
conhecer as condicoes iniciais, que correspondem ao deslocamento e a velocidade
inicial da viga, dadas por v(0,z) = vo(z) € v4(0,z) = ¥o(z) onde vy e vy sao fungoes
conhecidas. A configuragao comum é fixa livre como se ilustra na figura (1.1). Além
da fronteira ser fixa ou livre, a extremidade da viga podera estar apoiada sobre um
suporte restringindo o momento fletor € o deslocamento. Esta situa¢do € chamada

de simplesmente apoiada. Uma fronteira deslizante é aquela em que o deslocamento
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¢ permitido, mas nao a rotagao. A forca de cisalhamento para a fronteira deslizante

é zero.

Se a viga em vibracao transversal é livre em uma extremidade, o deslo-
camento e o giro para a extremidade sao irrestritos, mas o momento fletor e a forga

de cisalhamento devem dissipar-se:

Momento Fletor: EI g;i— =0, (1.15)

5 . 0 vy _
Forca de cisalhamento: #-[EIZ] =0
Se, por outro lado, a extremidade da viga é fixa (ou engastada), o
momento fletor e a forca cortante sdo irrestritos, mas o deslocamento e o giro devem

dissipar-se na extremidade:

Deslocamento: v = 0,

(1.16)
Giro: g% = 0.

Para um suporte simples ou extremidade apoiada (rotulada), o giro e
a forca de cisalhamento sdo irrestritos, e o deslocamento e o momento fletor devem
dissipar-se:
Deslocamento: v = 0,

(1.17)

Momento fletor: ET g% =).

Para a extremidade deslizante, o giro ou a rotacao é zero, e nenhuma forca cortante
é permitida. Por outro lado, o deslocamento e o momento fletor sdo irrestritos.

Consequentemente, para a fronteira deslizante,

.. Ov _
Giro: 5= 0, , ” (1.18)
Forca de cisalhamento: Virs [Ef_gi%] =0

Outras condi¢des de fronteira sao possiveis pela conexao da extremidade para uma

variedade de dispositivos iguais, tais como massas concentradas, molas, etc.[MOS 99].



2 VIBRAgéEs FORCADAS COM A
INFLUENCIA DA FORCA AXIAL

Apresentar-se-a neste capitulo a utilizacao dos modos no estudo de
um problema relativo a uma viga sujeita ao efeito de uma forca paralela ao eixo
horizontal, além da forca lateral ja existente. A solugdao deste problema é obtida

através do Método Espectral de Fourier .

2.1 Apresentacao do problema

me + Elz— + Na— = f(t,2) (2.1)

A equagdo (2.1) representa uma equacgao diferencial parcial evolutiva
de segunda ordem no tempo e de quarta ordem espacial que descreve o Modelo de
Euler-Bernoulli modificado pela agao da forga axial,cujo m representa pA, sujeitas
as condigoes iniciais v(0,z) = vo(z) e v4(0,z) = vo(z). As condicoes de contorno

deste problema, podem ser escritas na forma genérica [CLA 99b],[NAI 67].

0 A“U(t,O) : o Bllvz(ta 0) i Cllvzz(ta 0) + Dllvxrz(t& 0) =0 (2 2)
I = 3
Alzv(i, 0) 5 312?»’3:@, 0] + Cnvz.—,(i, 0) -+ Dmﬂmz(f, 0) =0
e
AmU(f., L) + Bglﬂx(t, L) -+ Cz]?)zz(i, L) + Dgl szx(t, L) =0
z=1 (2.3)
Aggv(t, L) + ngv,_(t, L) + sz'f)z_,-_-(t, L) + ngvzam(t, L) =0
ou, matricialmente,
Biv(0) =0 (2.4)
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o =3 |' - o =
An Bll 011 Dn ‘U(t, 0) 0
Ay By Cio D vz(%,0 0
12 B2 Ci2 Dio (2,0) - 2.5)
0 0 0 0 vee(t, 0) 0
0 0 0 0 I Vzzz(t,0) 0
Bw(L)=0 (2.6)
0 0 0 0 v(t, L) 0
0 0 0 0 ol L 0
vt D) | _ (2.7)
Az By Cyu Dy vze(t, L) 0
i A2z Bas Ci Doy 1l Oz, L) i I 0 ]

A equacao(2.1) por ter coeficientes constantes pode ser escrita na forma

M%+Kv—f(t,w) (2.8)

onde M é o operador mZ, onde Z denota o operador identidade e K é o operador

diferencial linear espacial de quarta ordem

T 4

K = Bl Ny, (2.9)

que satisfaz as condigoes iniciais v(0,z) = vo(z) e v:(0,z) = vo(z) e as condigoes de
contorno Byv(0) =0 ,Byv(L) = 0.
2.2 Os Modos de vibracao e a frequéncia

caracteristica

Uma vez que a viga em estudo ndo esta sujeita a acao de uma forca

externa,isto é, f(t,z) = 0, a equagdo é descrita na forma,
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ov? d*v 6%
. 9
Mo+ Bl 4+ N =0, (2.10)

que representa a vibracao livre da viga onde a oscilagao ocorre sob a agao de focas

que lhe sdo inerentes e sobre a auséncia da agao de qualquer forca externa. [THO 78].

No Método Espectral procuram-se encontrar solugoes do tipo oscilatério

na forma:

o(t,z) = e“* X(z), (2.11)

na representacao exponencial ou,
v(t,z) = [a cos(wt) + b sen(wt)], X(x) (2.12)

na forma real.

Aplica-se (2.11) em (2.8) e considera-se f(t,z) = 0 decorre a relagao

KX(z) — mw’X(z) =0, (2:13)
cujas condigoes de contorno sao B, X(0) =0e B, X(L) = 0.

Outra relaciio é obtida, substituindo-se (2.11) em (2.10) de onde extrai-

se a equagao modal

X"(z)+ ¢*X"(z) — a’X(z) = 0, (2.14)
cujos coeficientes g> e a* sdo dados por:

Pl il (2.15)

Da relacao (2.15) chega-se a expressao:
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w=a"\/— (2.16)

que representa a freqiiéncia caracteristica dos modos de vibragao .

2.3 Propriedades dos Modos de Vibracgao

Os modos de vibragao gozam das propriedades de simetria e ortogona-

lidade.

Para demonstrar a simetria dos modos considera-se o caso da viga fixa

livre, cujas condigbes de contorno sao:

_ u7y _
;(0) =0 ZZ”UJ) =0 (2.17)
Z20)=0. (L) =0.

Para tanto, escreve-se a equacdo modal (2.14) em termos de ¢(z),

¢”(z) + g°¢"(z) — a’d(z) =0 (2.18)

multiplica-se (2.18) a esquerda por ¥(z) e integra-se de 0 a L

L = L ae 4 L ’ _
[{, (z)¢" (z)dz +ngc Y(z)¢"(z)dz — a [{, V(z)p(z)dz = 0 (2.19)

Integra-se por partes quatro vezes a primeira integral e duas vezes por

partes a segunda integral e aplicam-se as condi¢bes de contorno, vem

L ) L - L
[ der e+ [ da)(a)da - a | sz =0, )
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Comparam-se as equagoes (2.20) e (2.19) verifica-se a propriedade de

simetria em relagdo aos modos ¢ e .

A ortogonalidade mostrar-se-a escrevendo para dois modos distintos,no

caso ¥ e ¢ e pelas frequéncia w e 7.

Substituim-se os modos e as freqgiiéncias na equagao (2.13),
Ki(z) = w*b(2), (2.21)

K¢(z) = 7v*¢(z) (2.22)
que satisfaz as condigbes de contorno citadas em (2.17).

Multiplica-se (2.21) por ¢(z) e (2.22) por ¥(z) vem,

d(z)Ky(z) = d(z)w’y(z) (2.23)

U(z)K$(z) = ¥(z)7’¢(z) (2.24)

Subtrai-se (2.24) de (2.23), decorre a expressao:

d(z)K¥(z) — P(z) Ko(z) = (w* — 71*)(2)d(); (2.25)

integra-se (2.25) de 0 a L e sabendo-se que K é um operador simétrico, escreve-se:

L
(w? —~%) ]0 ¥(z)d(z)dz = 0; (2.26)

se w # 7y, ¥ e ¢ sao ortogonais.
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2.4 A equacao modal

A solucao da equagao diferencial homogénea
X¥(z) + ¢ X*(z) —a'X(z) =0 (2.27)

cujas condi¢oes de contorno sao:

o A X(0) + B11 X'(0) + C12 X"(0) + D1 X"(0) = 0 (2.28)
A12X(0) + BpaX'(0) + C12X"(0) + D12 X™(0) = 0 '
e
_ AnX(L) + By X'(L) + Con X"(L) + D X™(L) = 0 (2.20)
A X(L) + B X'(L) + C2X"(L) 4+ Dy X™(L) = 0, '
é dada por uma combinagédo linear das solugoes:
X(z) = c1¢1 + 202 + ¢33 + cads, (2.30)

onde ¢y, g, €3, C4 520 constantes e o conjunto @y, P2, #3, P4 é uma base de solucodes,

onde o Wroskiano (x) é nao nulo.

Escreve-se matricialmente a solugao da equagao modal (2.14):

X = ¢c, (2.31)
onde, -
51
Ca
¢5=[¢1 b2 P2 ¢4] c= (2.32)
C3
. C4 -l




Substituem-se, as condigdes de contorno indicadas em (2.28) €(2.29) na

equagao (2.30)

=0 And(0)c + Bui¢'(0)c + C114"(0)c + D11¢™(0)c = 0 (2.33)
A12¢(0) + Blzéf({]) + Cnﬁbﬂ(O) + Dlgqb’”(ﬂ) = 0
e
_ | And(L)e+ Buou(L)e+ Cud"(L)c+ Dud"(L)e =0 (2.34)
Azz(}a(L)C + Bzg(}s’(L)c + 02245”([1)0 + ng(]f)m(L)C = 03
matricialmente, tem-se
All B]l cll Dll Qb((]) 0
A By Cy2 D '(0 0
12 12 12 12 ¢( ) = (235)
0 0 0 0 ¢"(0) 0
i 0 0 0 0 |1 ¢"(0) | | 0 ]
e
(0 0o o o |[er) ] [ol
0 0 0 (L 0
Az By Ca Dp ¢"(L) 0
B A22 -822 022 -D22 B <ﬁm(L) | b. 0 g

onde , B, e B, sao as matrizes das condigdes de contorno,¢ é o vetor da base espectral

e ¢ vetor das constantes.

Escreve-se (2.35) e (2.36) de forma compacta descrita por,

B®c =0, (2.37)
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onde,
Ann B Cu Dy 0O 0 0 0 (5]
A By, Ciy2 Dy 0 0 0 0 c
B 12 12 12 12 | s 2 (2.38)
0 0 0 0 A1 Bay Ca Dy C3
i 0 0 0 0 A2z Baz Cap Do ] | ¢ |
e - -
[ #(0) $1(0) 62000 #s(0) ¢4(0) |
@'(0) $1(0)  #5(0)  ¢3(0)  #4(0)
4"(0) 37(0)  ¢5(0) ¢7(0) ¢(0)
¢ ” ¢I’l’!(0) = éli"(o) ¢¥l(0) égf(o) éi‘l{o) {2‘39)
(L) é1(L)  2(L) ¢a(L) 4(L)
¢'(L) #1(L) 4(L) &4(L) (L)
#"(L) V(L) (L) @3(L) ¢Y(L)
[ ¢"(L) | | &Y(L) ¢3'(L) ¢3(L) <f'(L) ]

representam a matriz das condigbes de contorno, o vetor das incégnitas e a matriz

da base respectivamente.

2.5 O método espectral para vibracoes forcadas
com a influéncia da forga axial

Supoe-se que o problema de contorno simétrico possua um conjunto
ortonormal completo de autofungées [BIR 62] com respeito ao produto interno fun-

cional

L
(¢,9) = ]; ¢pdz (2.40)

para ¢, 1, fungdes continuas no intervalo [0,L]. Denota-se por

ol = [ /0 ) wﬁd.-r] " (2.41)

a norma de uma fungao [DAV 90]
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A solugao geral da equagao (2.8), pelo método espectral, escreve-se na

forma:

= va(t)Xa(z) (2.42)

onde X, (z) sd3o os modos relativos as condicoes de contorno do problema e os coe-

ficientes temporais v,(t) obtém-se da seguinte maneira:

Substitui-se a equacao (2.42) na equagio (2.8):
o0 oo
Y mXa(z) + Y vaK Xa(z) = f(2,2), (2.43)
n=l1 n=1

Da equagao (2.13) vem:

3 [mia(t) + mw?va ()| Xa(z) = f(t,z). (2.44)

Efetua-se o produto interno com o modo X,(z) nos dois termos da equagao
=]
(Xp(2), 3 Jbalt) + Pon(t)]) = —(X,(a), (2, 2)) (2.45)
P 3 =~ n n m P b ? ?
e assim,

i[‘vn(in vn(t ]/ Xp(2)Xn(z)dz = —f flt,2)X, (2.46)

n=1

Pela a ortogonalidade dos modos (2.26),

E O,p#n
X,(z)Xp(z)dz = (2.47)
[0 4 { | X=]I?, sep=mn
decorre que:
Bn(t) + w?va(t) = Qa(1) (2.48)

em que
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1 %
n t) = 2T J‘(n z)dzx -

Busca-se encontrar a solugao da equacao (2.48) , para tanto, considera-

se
_ sen(wnt)

k= =000 (2.50)

Wn

que satisfaz o problema de valor inicial
h+w*h =0 (2.51)

onde

h(0) =0 e h(0) =1 (2.52)
Escreve-se a equacdo(2.48) em termos de 7
Ba(T) + @W?vn(7) = Qn(7) (2.53)

e multiplicam-se ambos os lados da equacao (2.53) por

senwy(t — 7)

h.(t — 'r) — (2.54)

Wn

decorre que

f‘ Sl I =) 5 o2 f wipealt-1), f‘Qn(T]ﬂrﬁ*_ﬂdT (2.55)
0 w, 1] Wn 0 Un

n

Integram-se duas vezes por partes o primeiro termo e resolve-se para v,(t),tem-se:

va(t) = cos(wat)vn(0) + -Sin-g’—"ﬂ?:anm)+ /0 gQ,.('r)&mi:ﬂdr (2.56)

n n

Da equagao(2.41) e das condigoes iniciais prescritas no problema ,v(0,z) =

vo(z) e v:(0, z) = vo(x), obtém-se os valores iniciais v,(0) e v,,(0). Mais precisamente,
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da relacao

[==]

v(0,2) = vo(z) = Y _ va(0)Xn(x)da; (2.57)

n=1

Aplica-se a ortogonalidade dos modos para obter

L
Ji vo(z) X, (z)dz .
va(D) = EAE ; (2.58)
Igualmente, com a derivada inicial, decorre
) f vo(z) Xn(z)dz
Un(z) = =2 ||Xn||2 . (2.59)
Utilizando (2.58) e (2.59), chega-se a expressio:
o L vo(z) X n(z)dz sen(wn L bo(z) X n(z)dz senwn
w(t:2) = Yleos(unt(- D) onln) (o I 5 [ Qo =2 st
(2-60)

Troca-se a ordem do somatoério pela integral em (2.60), vem

L t
v(t,z) = ]; [%(t, z, s)muo(s) + h(t, z, s)mie(s) + /0 h(t — 7,z,8)f(r,s)dr |ds
@.61)

onde

h(t,z,s) = Z( ”X “2 Sezt:"t% (2.62)

n=1
vem ser a Funcao de Green de valor inicial ou resposta impulso do sistema dis-
tribuido, onde ||X,|| denota a norma integral quadratica do modo X,. Na equacao
(2.61) tem-se nos dois primeiros termos a vibragao livre e no terceiro termo a vi-

bragao forcada de uma viga sujeita a for¢a axial e a carga externa f(t,x)

BiBLIv $
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Para condicdes iniciais nulas,isto é ,v(0) = 0 e (0) = 0 a equacao (2.61)

pode ser escrita na forma compacta

v(t,z) = /Ot h(t — 7)F(7)dr, (2.63)

onde h é abrevia¢ao do operador

hift)bls) = fo h(z, z, s)é(s)ds. (2.64)

Para cada 7, F(7) denota a funcio f(,s), no intervalo 0 < s < L.



3 CALCULO MODAL DA FUNCAO DE
GREEN

Mostrar-se-ao neste capitulo simulages da Funcdo de Green, equagao(2.62),

para vigas sujeitas a diversas condi¢oes de contorno citadas no Cap.1, para tanto,

serao utilizados os modos obtidos em [SOD 00].

Consideram-se duas bases: a base espectral classica, obtida a partir
das raizes da equacao caracteristica, associada com a equacdo diferencial ordinaria
linear de quarta ordem e a base dindmica, introduzida por Claeyssen [CLA 90a],
[CLA 95], [CLA 99a], [CLA 99b], que se consegue a partir de uma solu¢iao com

condigoes iniciais impulsivas.

3.1 Calculo dos Modos xie)+exi) - atx() =0

Os modos sao obtidos resolvendo-se o sistema :
X*(z) + ¢*X%(z) — a’X(z) =0 (3.1)

sujeito as condigoes de contorno

o | AuX(©) + Bux(0) + CuX"(0) + Dux"(0) = 0 -
T = )
A12X(0) + B2 X'(0) + C12X"(0) + D12 X™(0) =0
e
L AnX(L) + BuX'(L) + Cu X"(L) + Dy X"'(L) =0 (3.3)
T = :
A X(L) + BX'(L) + CaX"(L) + D X"(L) = 0,

Isto equivale a obter solug¢des nao nulas da equacao modal

21
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Uc=0, (3.4)
onde,

U =8B® (3.5)
e por sua vez, a s matrizes U e ® sao indicadas por:

[ $1(0)  $2(0)  ¢3(0) a(0) |
31(0)  #5(0) ¢5(0) ¢5(0)

Ay By Cn Dy 0 0 0 0 #1'(0) n(0) ¢4(0) (0
p—| %2 Bz G2 D 0 0 0 0 | |40 50 450 )
¢ & @ O .du By OCn Du 6u(L)  $2(L) 6a(L)  éa(L)
e & @ © 4u Ba Cn Da $i(L)  #5(L)  S(L)  #4(L)

SY(L)  HH(L) SH(L) (L)
| ¢1'(L) ¢5"(L) &3'(L) 44'(L) |
(3.6)

3.2 A Matriz Base ® na base espectral classica e
na base dinamica

A solugdo da equacdo modal (2.14) é feita da maneira usual com a

introducao da solucao espectral
X(z) = %, (3.7)
onde se extrai a equagao caracteristica
M4 g*?—a* =0, (3.8)

cujas raizes fornecem os autovalores A e as autofungdes associadas X.

Resolve-se o polinémio caracteristico de ordem 4 onde se obtem os

seguintes autovalores :

/\1‘2 - :I:z(S /\3?4 = :I:é (39)
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cujo § e € estdao indicados por,

b=t + &4 L = \/(a4 +Lpn_ & (3.10)
em que,
F=4 o'=% (1)

Escreve-se a solucdo encontrada na forma trigonométrica e sua corre-

spondente na forma hiperbdlica , chega-se a solucdo geral da equacio (2.14):

X(z) = ersen(dz) + cocos(6z) + casenh(ez) + cscosh(ex). (3.12)

Da solucao geral, apresentada em (3.12) com relagao a base espectral

cléssica, obtiveram-se as seguintes funcoes:

¢ =sen(dz), 2 =cos(éz), 3 =senh(ex), ¢4 = cosh(ex) (3.13)

Assim, apresenta-se a matriz classica:

0 1 0 1
) 0 € 0
0 —§? 0 €
-5 0 e 0

(I)c

(3.14)
sen(dL) cos(6L) senh(eL)  cosh(eL)

dcos(S8L) —ésen(6L) ecosh(eL) esenh(el)
—6%sen(dL) —d%cos(86L) €’senh(eL) e*senh(eL)
—8%cos(dL) &%sen(8L)  €cosh(eL) e€*senh(el) |
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Ja na Base Dinamica, a resposta impulso h(z) é determinada quando

se resolve o sistema homogéneo

k™ (z) + g*h(z) — a*h(z) = 0

(3.15)

com as condigoes iniciais impulsivas 2(0) = h’(0) = h”(0) = 0,~"(0) = 1, o conjunto

h,h',h" h™ é uma base de solugdes, dado por:

¥, = h(z) = z15 (5 sen(dz) + isenh(ez)),

U, =h'(z) = w15z (—cos(8z) + cosh(ex)),
U3 = h'(z) = ziz(8sen(éz) + esenh(ex)),
Uy = h"(z) = 55 (dcos(6z) + €*cosh(ex)),

cujo § e € estdao indicados em (3.10) .

Neste caso, a matriz Dinamica é indicada por:

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 —6% + ¢

1 0 —6% + ¢? 0

Pl = oh

=Seler) , SENel)  _co5(5L)+-cosh(eL) sen(sL)s+senh(eL)e COS(8L)5?+Cosh(eL)e?
52+(2 52+€2 52+£2 52+€2

—COS(8L)+cosh(cL) sen(sL)s+senh(eL)e COS(5L)562+cosh (L)< —sen(sL)s*+senh(cL)e®
5242 8242 52 4e2 §24e2

sen(sL)s+senh(cL)e  cos(sL)s2+cosh(eL)e —sen(sp)s®+senh(eL)e®  —cos(sL)s*+cosh(cL)c
6242 5242 524€2 62462

cos(sL)s2+cosh(eL)e  —sen(sL)s*+senh(eL)® —cos(sL)s*+cosh(eL)e!  sen(sL)s*+senh(eL)c®

B 5242 52+4¢2 §24-¢2 5242
(3.16)

Para maiores detalhes,cita-se [SOD 00].
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3.3 A Funcao de Green

Mostrar-se-a aqui o grafico da Fungdo de Green,

h(t, z,s) Z( m”;{)Xm)ﬁ? Seif“t (3.17)

para diversas vigas, em intervalos finitos de ¢.

Para melhorar a visualizagao foi realizado uma simplificacao de forma

linear nos parametros encontrados em [MOS 99]:

L=1m

EI = 8Nm®

N=16 N (3.18)
m = 3 kg/m

F=1

A escolha do do valor de t foi determinada através de testes, na busca
de uma melhor apresentacao da Fungao de Green, o qual foi aproximada com o uso

dos primeiros cinco modos.
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3.3.1 Viga Apoiada Deslizante

T

Figura 3.1 Linhas de contorno da Fungao de Green para a Viga Apoiada Deslizante

em t=3.6

Figura 3.2 Grafico 3D da Funcdo de Green para Viga Apoiada Deslizante em t=3.6
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s.3.24 Viga Apolada Livre

3.3.2 Viga Apoiada Livre

""2&%’1@%’3%?
\

oo

Figura 3.3 Linhas de contorno da Fungao de Green para Viga Apoiada Livre em

t=3.5

Figura 3.4 Grafico 3D da Fungao de Green para Viga Apoiada Livre em t=3.5



3.3.3 Viga Brapoiada

3.3.3 Viga Biapoiada

Figura 3.6 Grafico 3D da Fung¢do de Green para Viga Biapoiada em t=4.45
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3.3.4 Viga Deslizante - Deslizante

{

i

r‘" -

FFigura 3.7 Linhas de contorno da Funcao de Green para Viga Deslizante-Deslizante

em t=0.9

Figura 3.8 Gréfico 3D da Funcdo de Green para Viga Deslizante-Deslizante em

t=0.9
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3.3.5 Viga Fixa Apoiada

Figura 3.9 Linhas de contorno da Fungao de Green paraa Viga Fixa Apoiada em

t=3

Figura 3.10 Grafico 3D da Fungao de Green para Viga Fixa Apoiada em t=3
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3.3.6 Viga Fixa Deslizante

\'ﬁ % \ k\djj I} \ ®x,
.

Figura 3.11 Linhas de contorno da Fun¢ao de Green da Viga Fixa Deslizante em

t=1.9

Figura 3.12 Grafico 3D da Fungdo de Green paraa Viga Fixa Deslizante em t=1.9
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3.3.7 Viga Fixa - Fixa

Figura 3.14 Grafico 3D da Funcao de Green para Viga Fixa-Fixa em t=2.85
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3.3.8 Viga Fixa Livre

Figura 3.16 Grafico 3D da Func¢ao de Green da Viga Fixa Livre em t=1
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3.3.9 Viga Livre Deslizante

Figura 3.17 Linhas de contorno da Funcao de Green da Viga Livre Deslizante em

t=1.2

Figura 3.18 Grafico 3D da Funcdo de Green para Viga Livre Deslizante em t=1.2
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3.3.10 Viga Livre - Livre

\ 5
\kﬂ_,,{f/\

Figura 3.20 Grafico 3D da Fungao de Green para Viga Livre Livre em t=3



4 VIBRACOES FORCADAS DECORRENTES
DE CARGAS PONTUAIS E
OSCILATORIAS

Apresentar-se-a, neste capitulo, os resultados simulados para as vigas
apoiadas em um extremo e deslizante, livre, apoiada e fixa no outro extremo. Para

estas vigas estuda-se a acdo de cargas do tipo :pontual e de pulso oscilatério

4.1 A Carga f(t,x)

Nesta parte expor-se-ao os tipos de cargas que serao aplicadas as vigas

apoiada em uma extremidade. Considera-se o comprimento da viga igual a um

(L=1j.

4.1.1 Carga Pontual

Sobre um ponto a da viga aplica-se-a uma carga cuja equacao e os

parametros de entrada estao indicados na tabela a seguir:

Valores de Entrada Carga

Py w a f(t1$)

1000 | 10 1/2 Posen(&,t)é(z — a)

Tabela 4.1 Valores de entrada e carga pontual

36
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4.1.2 Soma de Cargas Pontuais

Observar-se-a a influéncia de um conjunto de cargas pontuais aplicados

em diferentes pontos da viga indicadas na tabela abaixo:

Valores de entrada Carga
n Pon Wn an f(t, "'r)
1| 1000 20

2| 250 | 40 |1/3

N
1000/9 | 60 | 1/2 | X Ponsen(@nt)d(z — ay)
n=1

125/2 | 80 |2/3
40 | 100 |5/6

o) TN L

Tabela 4.2 Valores de entrada e soma de cargas pontuais

4.1.3 Pulso Oscilatorio

Sobre uma regiao da viga, [a,b],aplicar-se-4 uma carga de pulso os-

cilatério a qual é constituida pela funcido Heaviside, conforme tabela:

Valores de entrada Carga

a b f(t,z)

1000 | 10 | 1/2 | 4/5 | Posen(w,t)[H(z —a) — H(z — b)]

£

Fo

Tabela 4.3 Valores de entrada e pulso oscilatério
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4.1.4 Soma de Pulsos Oscilatdrios

Apicar-se-ao ao longo da viga mais de um pulso, neste estudo assumir-

se-" ao os seguintes valores de entrada e a carga descrita na tabela:

Valores de Entrada Carga

n PO, | @, L | a, | b, ft,z)

1 1000 | 20 | 0.2 0.3

N

250 | 40 | 0.5 | 0.6 | X Ponsen(wnt)[H(z — a,) — (H — b))
n=1

1000/9 | 60 | 0.8 (0.9

Tabela 4.4 Valores de entrada e soma de pulsos oscilatérios
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4.2 Simulacoes da Vibracao Forcada em Vigas

Nesta secao apresentar-se-ao os resultados obtidos através de simulagoes

realizadas com auxilio do software MapleV para vigas apoiadas em uma extremidade.

Utilizou-se condigoes iniciais nulas para que se possa observar o efeito

da parte forcada quando a viga estd sujeita a acio da carga f(f,z) em estudo.

Para melhor visualizagao dos resultados mostrar-se-do os seguintes graficos:

(a) Deslocamento 3D ao longo da viga

(b) Deslocamento 3D da viga no tempo



4.2.1 Viga Apoiada Deslizante

4.2.1 Viga Apoiada Deslizante

{p,A,E, I}

40

Equacao modal:

cos(dL)cosh(eL) =0

Equacgao governante:

X"(z) + ¢’X¥(z) — a’ X (z) = 0

Equacgao caracteristica:

pAvu(t,.’J:) ¥ E‘h}zux(t: I) e N'Uzz(t: $) = f(t: :C)

Condigoes de contorno:

v(t,0) = vz2(,0) = 0,
(8, £) = B2, L) =D

CondigGes de contorno:

X(0) = X"(0) =0
X'(L) = X"(L) =0

4 2
b=+ 5y + 4

E =

4 2
(a4 + 94_)1,(2 -2

Freqiiéncia natural e Autovalores

Wn

onL

€nL

= W N = |3

o

5.421652980
37.86103515
102.3511951
199.0595023
327.9981076

1.570796327
4.712388981
7.853981635
10.99557429
14.13716695

2.1136227431
4.9200213321
7.9802899401
11.086146941

14.2077264%
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Modos Classicos e Dindmicos e a Fungao de Green

U3 = 155 (dsen(dz) + esenh(ex)).

Xa X; os h(t,z,s)
(COS(6,L)62+COSh(enL)e2) Xn(8)Xn(z)\S€D(wnt)
¢1(2) "Ill(x)ag + ¥s(z) (COS(6nL)—COSh(en L)) 1?;1 mfx,.nf ) wn
Onde,
¢, = sen(0z),
U, = z15(Fsen(dz) + 1senh(ex)), (4.1)



4.2.1Viga Apoiada Deslizante

4.2.1.1 Solugdo para Viga Ap

otada Deslizante sob acdo da carga pontual

Zoo Sen(dna)(WSEN(wnt)—w,SeN(wt))SEN (5, x)

wa (@2 —w?) f;[’_S&Il{Jn z)2dz

42

1018 b.oa

e pois], ! |

:'81021 E 012 - ! E

o 3 0.01 ¢

b.oon | h.008 if i

p oce - Foof ] I

. E i |

h.ooz b ooz || ;] ]l il [l'
—h.ooz h.oo2 = L | i’l] P
-bh.oos | -p.ona |
—§2.006 ~.006 ]
—.goa 4 -p.ooa

|4 3 |—0.01 t
~b.o12 - —phoiz 1
—;,8:; ] - 3.014 i 1 ‘
—h. = —p.o16
—p.o1s 5 -fpora i i

Figura 4.1 Viga apoiada deslizante sujeita a carga pontual

4.2.1.2 Solugdo para Viga Apoiada Deslizante sob acao de uma soma de cargas

pontuais

v(t,3) = ;1 nty Lpm

M Po,,sen(a,.ap}(w,,sen(u,.:)—unsen(u,:))sen{a,.z)
(w,,—w’)fo Sen(fnz)2dz

in

T

' ]

Figura 4.2 Viga apoiada deslizante sujeita a soma de cargas pontuais
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4.2.1.3 Solugdo para Viga Apoiada Deslizante sob a¢do da carga de pulso
oscilatorio

oo [(—Pg(—COS(#na)+COS(65b))(—SCIN (0t)wn ) +S€N (wn t)a)
v(t, ) = === 5 (@ tun)(@—wn)
! pAwn [ SENN(éaz)2dx

sen (&1 3)

b 004 - b.ooa | | |
b.002 4 pooed i 1 ‘II
ooz | booa | | I
§ TR boosq | ]
(a) (b)

Figura 4.3 Viga apoiada deslizante sujeita a um pulso oscilatério

4.2.1.4 Solug@o para Viga Apoiada Deslizante sob a¢do da soma de cargas de
pulso oscilatorio

(= Po.p(—=COS (5rap) +COS(6n bp) ) (—S€IN(apt)wn ) +SEI (wnt)ip)

_ oo M on{@ptwn)(wp—wn)
U(t, .'I:) o En:l Ep:l pAwn fo' Sen(d,z)%ds

ojoona - oloooa -

ojoooz - olooo:z |

-0 0002 “

-o’m:oq - —oloooa
(a) (b)

Figura 4.4 Viga apoiada deslizante sujeita soma de pulsos oscilatérios



4.2.2 Viga Apoiada Livre

4.2.2 Viga Apoiada Livre

w
z {p,AE, I}
v(t, %)
$0
= L —
0: origem

Equagao modal:

Equacao governante:

X®(z) + ¢°X%(z) —a'X(z) =0
Equacgao caracteristica:

etg(1/€% + g2L) — \/€® + g*tgh(eLl) =0

pAvy(t, ) + ElVz00:(t, ) + Nveo (8, 2) = f(t, )

Condigoes de contorno:
it 0) = 1..(0.0) = 0,
Veakty L) = "ee(t, L) =0

Condigoes de contorno:
X(0)=X"(0)=0
X"(L) == Xm(L) — 0

4 2
5=1/(at+ L)+ ¢

e=q/(at+ L2 -2

Freqiiéncia natural e Autovalores

Wn

OnL

€nL

A

27.85077116
81.07357187
159.1635112
212.9233849
371.8612939

3.960454421
7.078764482
10.21501429
13.35458816

16.49510583

3.699351189
6.936058637
10.11664554
13.27949641
16.43447034




4.2.2 Viga Apoiada Livre

Modos Classicos e Dinamicos e a Func¢ao de Green

.4 X8 h(t,z,s)
1 d Xn(s)Xn(z)y SEN t
R o ¥y + Y3 ik nfﬁ}r,,ug e
M
al ol

L

Sen(s, L)s3 —senh (e, L)

S€N (4, L)d,+SeNN (e, L)en

Onde,

¢1 = sen(dz),

@3 = senh(ez),

¥) == o5 (Fsen(dz) + Lsenh(ex)),

o157 (dsen(8z) + esenh(ez))

- F e
¥ “‘\.'.

45

(4.2)
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4.2.2.1 Solugdo para Viga Apoiada Livre sob a¢do da carga pontual

v (t IL') — Py ((ofsen (5,,a)+senh(f,, a)){(@SeN{wn t)—wn SeN (wt)) (ol SEN (§nz) +senh (enz))
? pA Lm=1 wn (@2 -w2) [ (onSEN (6 7)+S€NN(er7)2dn

o014 o
oo A
0. .00 -
DO -
jooos
o004
oooz -

oooz 4 '
(D004
looos 4
lonon -
. 00T -
o012 -
jon1a -
loo1e -

(a) (b)

obb bbb cocs oo

Figura 4.5 Viga apoiada livre sujeita a carga pontual

4.2.2.2  Solugdo para Viga Apoiada Livre sob agdo da soma de cargas pontuais

00 =M Po ((05S€N(6nap)+S€NN (€nap))(@pSEN (wnt)—wnSEN (@pt)) (oS SEN (5 z)+SeNh (e, z))
U(t’ :E) - Z":l Ep:l ;f Un[d.};jw?])j:.oL(gnsen(énl:)‘}'senil(inﬂ:)zdz

p.002

0,001 -

~0.001 - i

—p.ooz —p.ova

(a) (b)

Figura 4.6 Viga apoiada livre sujeita a soma de cargas pontuais
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4.2.2.3 Solugao para Viga Apoiada Livre sob a¢do da carga de pulso oscilatorio

v(t 1:) - Eoo Po(wnSEN(&t)—&SeN (wnt))(—263 Senh (e, L)COS(6, b) +2¢3S€Nh (€n L)COS(5na)+53SEN (5, L)en?) o
4 n=1 2pA(en (@+wn ) (~@+wn )63SEN(8n L)wn ) [ (00 S€N(5nz)+S€NN (€nz))2dx
§3SEN (8, L)e~nb —etnag3 SON (5, L) —e~%%63 SN (6, L) (0 SEN (8, 2)+Senh (e, 7))
2pAen (@+wn )(~@+wn )63 S€N(6n L)wn) [y (0nSEN (Snz)+SENN (6n 7)) 2da

-4

Figura 4.7 Viga apoiada livre sujeita a um pulso oscilatério

4.2.2.4 Solugdo para Viga Apoiada Livre sob agdo da soma de cargas de pulsos
oscilatorios

_ oo M Py.p(wnsen(iyt)—@psen(wnt))(—2€3 senh(en L)cos(dn bp)+2€3 senh(en L)cos(dnap )+
'U(t, :L') i Zﬂ‘—‘l EP=1 2pA(en (Wp+wn)(—@+wn )63 sen(dn L)wn ) fa‘"[:rnsen(ﬁnx)+senh{e,.m))2dz T
83 sen(8, L)entp)53 sen (5, L)e~nbp —enap §3 sen (8, L) —e~n%» §3 sen(6n L)(cn 5en(6n3) +senh(enz))
2pA(en (@p+wn ) (—ip+wn )63sen(dn L)wn) f;’(a',.sen (dnz)+senh(enz))?dz

] O 9 0 |

il BB iR AR
Q
a
[

Figura 4.8 Viga apoiada livre sujeita a soma de pulsos oscilatérios



4.2.3 Viga Biapoiada

4.2.3 Viga Biapoiada

48
w
z {p,A,E, I}
v(t, z)
$0 N
F L {
0: origem

Equacao governante:

Equagao modal:

X%(z) + ¢?°X¥%(z) —a'X(z) =0

Equacao caracteristica:

sen(6L)senh(eL) = 0

PAV(t, 3) + Elvyaze(t, 3) + Nvgo(t, 3) = £(t,2)

Condigoes de contorno:
o(%, 0) =u..(%,0) =0,
U(t, L) = vzx(ta L) =0

Condigoes de contorno:
X(0)=X"(0)=0
X(L)=X"(L)=0

4 2
s= @5+ g
4 2
e=1/(at+ L2 -2

Freqiiéncia natural e Autovalores

3

Wn

OnL

€L

17.67471263
66.08080492
146.6768717
259.4997993
404.5546100

> W N =

(1]

3.141592654
6.283185308
9.424777962
12.56637062
15.70796327

3.4452292231
6.4403740271
9.5302906371
12.645697711
15.771496761

L UE MATEMATILA
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Modos Classicos e Dinamicos e a Fungao de Green

X¢ X ol h(t,z, s)
d ___ (sen(énL)en—senh(enL)sn) o [ Xn(3)Xn(z)y S€N(wnt)
$1(z) | ¥a(2) + 07 ¥a(2) Snen((nS€N(3n L) +€x 5NN (en L)) 2on=1 CHialE )™ o

Onde,

¢, = sen(dz),
¥, = v(z) = g3 (Fsen(dz) + isenh(ez)) (4.3)
U, = v'(z) = ziz(—cos(6z) + cosh(ez))




4.2.3 Carga pontual

4.2.3.1 Solucdo para Viga Biapoiada sob agdo da carga pontual

_ By x\~0  S€N(6n0)(@SEN (wnt)—wn SEN(@t))(SEN (6 7)
v(t,z) = pA £sn=1 wn(@2—w2) [y’ SeN(6nz)?de

2.004 - [1.004

. 002 D002

i
—h.ooz —h.ooz i £

: I i i
—p.ooa ~p.0ooa : 14 i I I

(a) (b)

Figura 4.9 Viga biapoiada sujeita a carga pontual

4.2.8.2 Solucao para Viga Biapoiadae sob a¢do da Soma cargas pontuais

b= T ZM Po.p S€N(8nap)(@pSEN (wnt) —wn SEN (@pt)) (SEN (6n3)
! n=1 £«p=1 pA wn (@2-w?) [ S€N (6, 7)2dz
b.0o4 . ; b.0ooa
; Rt |
1
b.ooz h.ooz - E ; | Il ! { : 1
L it AN
gy i Ii | | .1 Eél : l'la‘: il i1
H T a T E LI 10
e Tl 'i‘iléla?'i;
—b.ooz ooz " “ i | b
: i
I
-p.ooa T : —p.on4

(2) (b)

Figura 4.10 Viga biapoiada sujeita a soma de cargas pontuais



4.2.3 Carga de pulso oscilatério o1

4.2.8.3 Solugdo para Viga Biapoiada sob a¢do da carga de pulso oscilatdrio

U(ﬁ -’E) — N (cos(dna)—cos(dn b)) Po(—sen(@t)wn +sen(wn t)i)dn (@ —wn ) (@ —wn Jsen(5nz)
) n=1 pAwn J"o‘f" sen(6,3)%dx

Qo066 : R~ iR

Figura 4.11 Viga biapoiada sujeita a pulso oscilatério

4.2.8.4 Solugdo para Viga Biapoiada sob a¢do da soma de cargas de pulsos
oscilatorios

— 00 M (c08(8nap)—cos(dnbp)) Po.p(—sen(@pt)wn +5en (wn t)irp)dn (Wp—twn ) (@p—wn Jsen(dnz)
’U(ﬁ, 3") = Zn:l Zp:l . : = pAw: j'ol‘ sen(&nm}Qda:p . ;

B+ 006 qos0a 1 i
o084 -
2
He
—des08 | —-T’-ﬂoﬁ'l’..‘
—der06 —davos | il
(a) (b)

Figura 4.12 Viga biapoiada sujeita a soma de pulsos oscilatérios



4.2.4 Viga Fixa Apoiada

4.2.4 Viga Fixa Apoiada

BEAANRARANNNY

{p,AE, I}

92

v(t, z)

0: origem

)

Equacao modal:

Equagao governante:

X"(z) + ¢’°X%(z) —a’X(z) =0

Equacao caracteristica:

V€ + g*tgh(eL) — etg(~1/€® + ¢?L) =0

pAV(t, T) + Elvspes(t,z) + Nvgo(t,z) = f(t,2)

Condigoes de contorno:
v(t,0) = v,(¢,0) =0,
v(t, L) = vzz(¢, L) =0

Condicgoes de contorno:
X(0)=X'(0)=0
X(L)=X"(L)=0

4 2
o= \/(a“ + &) 2+ &
4 2
g= \/(a“ + 52— %

Freqiiéncia natural e Autovalores

Wn

OnL

€xnL

W= W b

(S]]

26.43920005
84.20109935
184.1258615
415.5114114
535.0851734

3.960454421
7.078764682
10.21501429
13.35458816
16.49520583

3.699351189
6.936058637
10.11664554
13.27949641
16.43447034
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Modos Classicos e Dinamicos e a Funcao de Green
Xe x4 h(t, z,s)
—-%@1 +05(Py — By) + D5 W, + O’,dl"lfz > Xnm{ﬁ}é'ig:))selﬁrnt)
o, oy
—senh(e, )5, +S€n(s, L)e, —senh(en L)8n +SEN (60 L)en
—COS(en L)+COS(dn L) —COSh(en L)+COS(5,L)))dn €n
Onde,
¢1 = sen(dz),
¢2 = cos(6z),
= senh(ezx),
#a (e2) (4.4)

¢4 = cosh(ex)
U, = 1z (5tsen(dz) + senh(ex)),

€
U, = Ezﬁ(—cos(&n) + cosh(ex)).




4.2.4 Carga pontual

4.2.4.1 Solugdo para Viga Fiza apoiada sob agdo da carga pontual

5 ( " .’5) _ R Em Len_gﬂ‘"—"&+0§(cos(d'..a}—cosh(é,-.a))+sen(e,.a)
? T pAEm=L [ (FERER2kn | e (cos(6n ) —cosh(8n))sen(en)) 2dT

(@sen(wnt)—wnsen(@t)) =SEABnZ)n 4 4¢ (cos(by z) —cosh(nz))

wn fo (Z2R8n2)en | ge (cos(8n z)—cosh(dnz))+sen(enz))2dz

54

Q9000 Q00
oooQ0 00O

1
0

i
[*]

* SiiiasnTe gafl -
P g .
Mgttt -0

sbo b

Figura 4.13 Viga fixa apoiada sujeita a carga pontual

4.2.4.2  Solugdo para Viga Fiza apoiada sob a¢do da soma de cargas pontuais

—Sen(fnaplen
= 0 M Py, — g +of(cos(dnap)—cosh(bnap))sen(enz))+
v(t, SL‘) Zn:l P=1 pA uy [( _J_L-Eﬂen(?z % 406 (cos(dnz)—cosh(dn z))sen(en z)) 2dz

sen(ena)(Wpsen(wnt)—wnsen(@pt)) ﬂl(;‘::‘—”ﬁ+c:r;§(i::l:nzi(m‘fﬂ z)—cosh(dnxz))

wn fo (=EB8nzlen | ¢ (cos(6az)—cosh(Gnz))sen(enz))2dz

e
g
1
X
-

SR b 1
b1 ¢ 3
-1
-1
-—10
-—10
a0

A yhan
[]
+
-+
a

.
e
10
L]

-

-
-

b4l
!
0

Sl g 23

1}
-
P

(a) (b)

Figura 4.14 Viga fixa apoiada sujeita a soma de cargas pontuais
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4.2.4.8 Solucdo para Viga Fiza apoiada sob ac¢do de carga de pulso oscilatério

v(t, o) = B Y2, (Sen (@t)wn —SeN (wn t)i) |

N=119(@+wn )(@—wn)enCOS(8n L) —COSN(n )62 [ ((0nSEN(6nz)+SN N (en))dz)?
(82enbcosh(e, L) — senh(e, L)62esb + 2€2cos(0,b)cosh (e, L) + 2senh(e, L)sen(d,6)dn €,
+2€2cos(6,a)cos(8, L) + cos(8,L)d2e* — §2e**cos(d, L) — 2€2cos(dpa)cosh(e, L)
+senh(eL)d2e® — e*r%§2senh (e, L) — 2sen (0, L)e2sen(d,b) — sen(d,L)e,0ne®—
e~%§2cosh (e, L) — 62e*Pcos(6, L) — sen (6, L)dnene *Spsen (0 L)€y + 2sen(d, L)e?
sen(0,a) — 2senh(e, L)sen(d,a)0,€, — 2€2cos(d,b)cos(d, L) — cosh(e, L)d2e®

+senh (e, L)d2e~"*cosh(e, L)) (o,sen(8,x) + senh(e,z))?

1
06:

Figura 4.15 Viga fixa apoiada sujeita a um pulso oscilatério
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4.2.4.4 Solugdo para Viga Fiza apoiada sob a¢ao da soma de pulsos oscilatérios

_ 00 M (SEN (Gpt)wn — SN (wn t)iry)
v(t,2) = Yl ZFI[P“'F 2@ +wn )(@p —wn )enCOS(6, L) —COSh (e, 1)52 f}_{(agsen(a,,x)+senh(enz))dz)2]

(62e‘m’rcosh (e, L) — senh (e, L)d2etb, + 2€2cos(d,b,)cosh (e, L) + 2senh(e, L)
sen(8,b,)0n€n + 2€2c0s(8,a,)c08(0, L) + cos(8,L)d2e% — §2enbrcos(d, L) — 2¢2
cos(0rap)cosh(e,) + senh(eL)dzerem — e~mom §2senh(e, L) — 2sen(d, L)eZsen(8,b,)—
sen(0nL)endner — e~ §2cosh(e, L) — d2e*rPrcos(0,L) — sen(d,L)dpene %4,
sen(6,L)e, + 2sen(d, L)e2sen(6,a,) — 2senh (e, L)sen(8,a,)0,6, — 2€2c08(0,bp)
cos(6,L) — cosh(e, L)d2en% + senh (e, L)d2e~*’cosh(e, L)) (o,sen

(0nz) + senh(e,z))¥

0.2 0.2
¢ 1
0.1
il
i
Td|
~0.1-
i b
0.2 0.2 ;

(a) (b)

Figura 4.16 Viga fixa apoiada sujeita a uma soma de pulsos oscilatérios



5 CONCLUSOES

Neste trabalho, apresentaram-se:

- O célculo aproximado da resposta forcada de uma viga segundo o
modelo de Euler-Bernoulli sob a acdo de uma forca axial e de uma carga f(t,x),

baseados nos modos determinados em [SOD 00].

- A determinagdo da funcio de Green para o modelo de Euller-Bernoulli,
mediante a identificacdo do nicleo K(z,£) a partir da resposta forcada da viga.

- Observa-se a simetria das Funcoes de Green com respeito aos eixos x e
z nos graficos das linhas de contorno.Este fato jd era previsto analiticamente .O uso
da base cldssica ou dinamica é irrelevante para o cdlculo da fungao de Green devido

a normaliza¢do dos modos e no que se refere as freqiiéncias w, nao se alteram.

- Para o cdlculo da resposta forcada utiliza-se um software simbélico
com objetivo de aproximar a expansao de Fourier com um numero finito de termos.
Consideraram-se cargas do tipo pontuais e de pulso oscilatéro de diversas fregiiéncias
de entrada, dando origem , em alguns casos, ao fendmeno de ressonéncia (figura 4.12)
e 4 aparicao de nés . Mostram-se os perfis longitudinais da viga bem como a variacao

da amplitude no tempo.
Trabalhos futuros:

- Nas Vibragdes Forcadas dependendo da complexidade simbélica , as

cargas podem ser generalizadas a fungOes mais elaboradas.

- O procedimento de identificacio da Fungao de Green pode ser exten-
dido pra outros modelos de Euler-Bernoulli, pois o que distingue um caso de outro

é simplesmente os modos.
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