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RESUMO

Neste trabalho demonstra-se que para uma classe grande de bilhares com
fronteiras de curvatura positiva, negativa ou nula, a regidao de Pesin
tem medida um. Também demonstra-se que a condigdo de Wojtkowski para
curvas focalizadoras n&@o € necessédria para ter regido de Pesin de medi
da um; mais precisamente, encontram-se condicdes abertas para curvas
c4
aqui apresentadas tornam-se bem mais simples que as dos trabalhos até

focalizadnras distintas das dadas por Wojtkowski. As demonstracgdes

aqui existentes pois utilizamos procedimentos desenvolvidos por
Lewowicz sobre o comportamento assintdtico de certas formas quadrati-
eas:



ABSTRACT

We prove that for a large class of billiards with boundaries of
positive, negative or null curvature the region of Pesin has measure
one. We also prove that Wojtkowski's condition on focal curves is
not necessary for Pesin's region of measure one; more precisely,

we give open conditions for Ca focal curves which are distinct from
those of Wojtkowski. The proofs presented herein are much simpler
than the previously existing ones since we use Lewowicz's results

on assymptotic behaviour of certain quadratic forms.
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Na base do estudo das propriedades estatisticas dos
sistemas dinimicos estd a hipbétese de Boltzmann respeilo 4 ecrgodici-
dade do modelo (de Boltzmann—-Giblbs) dos gases. 0O modelo mais simples
dos paces ideais consiste em bolas rigidas contidas om uima caixa pa-
ralelepipeda, batendo elisticamente.

. A prova de Sinai (S1), anunciada em 1963, do caso wais
Pl ST SRS sdniples desrts hipotese, 8 -Leite no planme @
com’ duas bolas:representa-se uma caixa qua
+ drada pelo toro {(x,y)mod 1} tomi-se uma das
i bolas fixa e o movimento d¢a outra, batendo

contra ela .com.a propriedade "o dngulo de
incid@ncia € igual ao dngulo de reflexdo",
& o sistema dindmico estudado(fig.l).

Arnold (A3) diz gque "esta prova serve
como medida da madurez desta teorfa™, Na
mesma obra de Arnold encomtram-se¢ outras
. : referéncias histéricas sobre estes asuntos.
Fig. 1. . . 0 mesmo Arnold, usando ideias ji co
nhecidas por G.Rirkhoff ((B1), ch VI.C) o
Krylev, deu uma interpretagiio intuitiva da relagdo entre os bilhares
planos e os fluxos gecdésicos em superffcies. 0O estudo destes flunos
foi a origem da utilizag¢do das felhea¢@es transversais para demons-
trar propriedades estatfisticas dos sistemas dindmicos. Isto foi feito
‘pela primeira vez por Hopf e liedlund, em separado (1939) e utilizado
proveitosamente por Anosov e Sinai (ver, por exemplo (Al)) nos anos
60 para estudar os nomeados sistemas de Anocsov (C~§Sistemas, na nomen-—
clatura soviética) e problemas conexos.

i 0 movimento.da bola de bilhar em u
ma mesa plana limitada por uma clipse pod?
ser considerado como o limite do fluxo geco
désico na supecrficie de um elipsoide, quan
do um eixo tende a zero(fig.2). As gcohéﬂi
i cas do elipsoide tranformam—se¢ nas trajeto
rias do bilhar, a elipsc pode ser considera
da como tendo duas faces ¢ os balementos
| com a fronteira como o passagem da geodési
ca de uma face para a outra. Da mesma manci
ra o bilhar ¢tdrico pode ser considerado
como o limite dos fluxos geodésicos cm una
superficie suave. Esta resulta de conside-
rar o toro com o© buraco da bola fixa como
uma superficie de duas faces, passando-se
de uma delas a outra pelo bordo do buracc
(fig.3). Esta superficie & homcomorfa a una
esfera com duas alcas (fig. 4).

0 elipsoide tem curvatura total

4" , e a esfera cowm duas algas —41 (Teor,

| de Gauss-Boncet). Nos casos em conslderagio
as curvaturas acumnulam-se nas fronteiras
(elipse e bordo do buraco, respectivamente)
quando passa-se ao limite. Pordm pode-se
intulr =nf%o -& obviamente uma demonstragios
que o0s comportamentos cstocasticos dos -

lhares e os INuxos sao semelhantes: a do-
J::lO:\.SLl'uq?fo da ergodicidade dos [luxos peoe—
= déglcos em varicdodes de¢ curvatura negali-
va descenvolvem as tdéenicas que 8o uttliza-




das na demonstracio das propriedades ergddicas dos bilhares téricos.
A situvagio ew que os bilhares tem fronteiras com curvatura posi-

"tiva apresenta-sce mais complicado. De fato, os trabalhes piloneiros do
Birkhoff permitiam conjeturar a ndo ecrpedicidade do bilhar plano cu-
ja fronteira & ura curva suave de curvatura positiva, 0 sistema dini-
mico na elipse & nfio erpgbdico (Ver (Cl)Ch 3 3). Bunimovich (B2),(B3)
com os mesmos métodos de Sinai mostrou que os billhares que possuem
‘algum arco de cirrumfctvnria como parte da fronteira, as partes foca-
T ! 1izadoras =-arcos de circumferencia- sufi-
' cientemente separados ¢ sem arcos de curva-
tura negativa (o stadium -fipg.5-, por exem-
plo) sdo Bernouilli.Sinai (e Bunimovich) u-
tiliza as propriedades das "frentes de on-
. da" ‘para construir pelo método das aproxi-
Fig. 5 y macoes sucessivas as fibras contratoras e
- - e ... ) expansoras do sistema. "As provas destes re
sultados reqierem ceatenas de pdginas e contem uma teoria generaliza-
da dos C-sistemas con folheagdes descontinuas™ (Arnold-Avez(A2)ch 3).
Também eles usavycw o estudo detalhado das curvas de discontinuidade
da transformagio do bllhar para construir partig®es de Markov e obter
propriedades dos gases de Lorentz (B4) , (B5).

$ Neste trahalho demonstra-se que para uma clase. grande
‘de bilhares com fronteiras de curvatura positiva, negativa ou nula,
a repifo de Pesin tem medida 1. A regido de Pesin &, grosso modo, o
conjunto dos pontos onde existe uma diregdo de expansdes e outra de
contrag¢fes, assintdticas, mas sem exigir nenhuma classe de uni-
formidade como na hiperbolicidade. Ver def. Cap. 2.8,

0 estudo da regido de Pesin dos bilhares planos & o
objeto de um artigo de Wojtkowski (W1l) onde usa o método dos conos.
Neste trabalho demonstra-se que a condigdo obtida por Wojthowski
para curvas focalizadoras n&o & necessaria para ter regido de Pesin
.de medida um. Mais precisamente, encontram-se condigOes abertas para
curvas céh focalizaderas, distintas das dadas em (W1l).

' As demonstragBes aqui apresentadas tornam—se bem mais
simples que mnos trabalhos antes referidos pois utilizam—-se procedi-
mentos desenvolvidoes por Jorge Lewowicz que trazem no comportamen=-
to acsintdtico de certas formas quadriticas a presencgca das folhea-
¢6es estdveis e inestavels. Estas folheagdes ndo sdo em geral uni-
formes em ¢comprimente e no dngulo que formam entre si, mas suva exis-
tencia & "detectada®” por dito comportamento assintdético e permite
aplicar a teoria de Pesin. Ver (P4) p.58, 61-2, 71-3.

No .primeiro capfitulo deste trabalho expo&m-se o5
resuvltados fundamentals da teorfa de bilhares nescsslirios para a
"constru¢gfo da medida invariante e a prova de que as singularidades
da fungdo do bilhar tem medida nula. Tambem dam-se provas de proprie-
dades das f{rentes de onda plana,

No segundo capftulo se definem e "apresentam proprieda-
des importances das formas de Liapunov, e construem-se algumas for-
mas que perwmitem c¢oncluir o resultado principal deste traballio:
certos bilhares tem regido de Pesin de medida 1. _

No terceirc capftulo se dido exewmplos de bilbares que
cumprem as condigbes das formas antes referidas

Demostracdes de resultados gerais s¥o dadas no anexo.

——




1. BILRBAR'E S

A ‘exposigdo das duas primeiras sccdes deste capitulo segue e

linhas gerais o 41, ch 6, do livro de Cornfeld, Fomin e Sinai (Cl).

e

(A). Sciam, Qo uma variedade ricmanniana €* de dimensido d,

£

-

€ dita uma "variedade ricmanniana compacta com fronteira suave po:

Q,~Ry j=i,2,...N, fungles c” . Q={q6 Q_: £,(9)70, 1 i&N

0

partes se;
(i) Q & compacta
(1) f;l(O) nio contem pontos criticos das funr;oeslfi e &, por
tanto, uma variedédc de co&imensgo Iy 1€ 45 R,
(1iii) grad fi’ grad.fj sdTo linearmente-indepondesgcs‘gm
q € fII(O) N f31(0'), 1#35.
E obvio que se Q =R2, Q €& uma regido uiimitadu por algpumac

partes das curvas fino_

Seja agora dQ,= flT]'(omQ 144 <£N, aq=0?=l 20, .

Componentes regulares da fronteira sio 0s conjuntos
3Q;=23Q;~ U a0

deg <
Cada componente regular & uma subvaricdade aberto C% de codi-

-

mensio 1, 0. pontos qEU aQi sao os pontos repnlares de fron-
T :

teira em conuvraposigao aos pontos singulares,

Se GqC TqQ &€ o espago tangente a f;l(O) cm qE()da;,

y . . i
n(q) € TqQ & o vector normal unitario a Gq, dirigido para dentro
de Q. Sec Ho & o fibrado tangente unitario a Q

d-1

R pontos de M, sao

x=(q,v) qEQO, vES (esfera de dimensfio d-1).
Se MiM —Q ¢ a projecdo candnica TM(q,v)= q, scja M= ﬂnl(Q)
Com as condig¢bes da definigao inicial, M ¢ uma variedade de dimen-
s30 2d-1 do mesmo tipo que ¢ com as fronteiras satisfacendo
8 =T e86Y; 9N, =1 2P0.) & una con : :
1) = ‘i) € uma componente regular da

fronteira Bzw O 8Tﬂ.
i



Enm Qo a métrlea ricmanniana induz um clemento de volume d via
a utilizagHo da forma de volume canbnlca w tal que a aplicag¥o d-1i-

near alterni.a w verifica wq(vl,...,vd_l,“ﬂ(ﬁ))=1

=W, !
a "T.Q,

onde ]vl,v?,...,vd_l,—n(q)l é uma base ortonormal positivamente

orientada de (Ho) : Se q & 2Q, faz-se a ecleigio de modo que

q

{Vl,vz,...,vd_l}seja uma base ortonormal positivaﬁcntc orientada
de Gq para que d?i seja o elemento de volume inducido pela métrica
riemanniand via Wy tal que (wi)q(vl""’vd"})”l' Verifica-se

n(q}A(wi)qniwq. No caso e¢m que a varicdade & com borde orien-

tivel, tem—-se n A(w,) ==w ., >
(@) A (wy) == _

Entiio define-se a medida u em ”0 por dpm = d?(q)d]q onde Tq

& a medida de Lebesgue na esfera Sd_l='ﬁ_l(x). Essa dcfiniggo deve-

2 7 a 3 ¢
se interpretar assim: s¢ A C Mo & um boreleano

MA(a) = Séod?(q) SA nsclfl(q)“'iq(x)

.

Esta definig¢do & andloga a da medida de Liouville para fluxos
geodésicos e halmiltonianos. Naturalmente}&dénota também a restriglo

dessa medida a M, que considera-se normalizada: )KH)=1

Com as cbservagoes anteriores dvV = d?i(x)d]q_l(n(q),x)[,

x & aMi define uma medida em M onde ¢ produto interno & definido

1

por a metrica riemanniana: (n(q),x)=(n(q),v), x=(q,v). O0s detalhes de

3 5 b 5 ~r Sty & =
compatz LllllZiIQélO das medidas sao neccessari1os, om primelro ].ugar, para

H - g . % .
a aplicagao do teorema da divergencia no Teorvema 1,

B). 0 bilhar como sistema dinfimico.

Seja Nij o conjunto dos pontos interiores =€ M tal que o seg-
mento da gcecodésica em Q(em realidade geodésica cm Qo, restringida a

Q) construfda na dire¢ao x=(q,v) dntersecta 0Q em BQirlan. Em

virtude das definigBes de geodésica e variedade ricmanniana com fron-

teira suave por mnartes, pode—-se supor que & uma subvariedade de

By
codimensao 1 =3 f% L)Nji)to. Esta & a situagdo nos bilhares cm
] ==

d ~ i
R (pecdiésicas retas) ou toérico que cstudam—se habitualwmente,



5

Se x € int N % 4 ﬁi” o ponto final do segmento da geodési

, g3y
ca & um pontc regular da fronteira 9Q. Seja s a minima distancia (ou

tempo pois'considera—sc_o movimento sobre a peodésica com vu]oc{dade
unitaria) em que isso succde. Observe-se que se x € 3M,(n(q),x)< 0=
s=0.

Se y € o vetor tangente obtido a partir de x por traslagio para-
lela ao longo da geodésica, entdo y' & o rofletiéo de y em q=1M(y) de
acsrdo'a lei "o dngulo de incidencia. & igual ao dngulo de reflex3do",

au seja y'=y=-2(n(y),y) n{q). Se (d(q),y)nd, y' serd divigideo para

dentro de Q.

Se y' ¢ Nij’ scpue—se a trajetoria da

mesma maneira tomando & segmento de geod@é-

sica por y', sendn scu outro extremo a Sse-=

uinte intersecihio com a fronteira. Ver fig.
5 :

6 para Qoa uz ; 2¢#(q,v) €N

! 12°
|

-Fiqg. & o i ; ~
g8 ; Em M estd definida uma involuc¢do natural

ol . R

I tal que se x=(q,v)& M, Ix=(q,-v). Uma construcao semelhante a que

se fiz para s2 0 pode—~se fazer no sentido contririo.
Se Qo ¢ qualquer varicdade poderfa sucecder que a geodésica por
x, ou y', ou..., nZo intcrceptara Q (exemplos simples podem—sec mos-—

trar em um hipertoloide de uma folha); nessa situac¢do mais geral s

consideram—-se 0s casos em que isso sucede ¢m conjuntos de -medida
1 J

nula. .

Seja agora Nl o conjunto dos x &€ M que cstam contidos em L}Nj1
em alguma etapa da constru¢fo anterior. Prova-—sc facilmente que
p(Nl)=0 ((Cl) c¢h 6, lemma 3). En }1\?h scja N? o conjunto dos x
para os quais o procedimento anterior leva a infinitras reflexces cm
tempo finite. Prova-se tambem que }(Nz)mo. Ver comentarios que si-
guem 4 demosira¢¥o do tcecorcma I.SQ_N'“M\(NJ()N?) define-se o gru-

. PTRTO sy - 1 S s Lot !uL 1 r-t
po a wum pariametro de transformacgoes 1 } cm M facendo T "x dipual

ao vetor tangente obtide pela traslagfo de x ao longo da trajetoria,



o A s

e

b

uma distancia (tempo) t, —ow<lL<eo , Se Lt & o momento em que a fron-

.

r.l'

teira ¢ alcavgada, toma-se 1t nh;iw*T- x. 8e nesta Gltdma sltua-

¢io identificamos y (tal 'que TI(y)=q € 2Q) com y' antes referido, re-

€Y g
sul e bim T &, Lin T x
ta ™!

L

sempre identificados. 0 conjunto obtido

a partir de M' por tal identificagdo scrd nomecado tamb&m M',

0O grupo de transformagoes {Tt} € o bilhar em Q. Pode-se nomear

espaco de configuragoes do bilhar a Q (ou simplesmente bilhar, se n@do

ha confus@o ‘entre a dindmica e a geometrfa do problema).

0 bilhar {T'} esta

diretamente relacionado com a transformagdo

T do conjunto Ml ={x_€ aﬁ;(u(q),x)> 0, gq= ﬂYk)} definida.- da seguin-

te maneira: considera-se o segmento de geodésica na diregao xGE M

com origem cu q= T(x) € 9Q, ponto final em a primeira interces¥o com

1

a fronteira, e refléta-se o vetor tangente no final do segmento. O

# i e - . |t -
vetor resultante & Tx. Se X estd no conjunto- em que T  estd defi-

T
\‘:‘Hﬁ

~——

e

Fig. 7

Fig. 8

Previameiwte G

. wELx) "
nido, entao Tx=T x onde f(x) & o com-
primento do segmento de geodésica (Fig. 7).
Observe—-sec que se Txﬁfﬁl, T pode ser

ndo continua em x. 0 estudo dos pontos como

0o % da fig. 8 & fundamental nos metodos de

Sinai para bilhares dispersores. Mas se

Tx € Ml’ T estéd definida ¢ & continua em

uma vizinhanza AT 9M de x.

0O resultado sepuinte & a chave para mos-

4 55 i e t
trar a invaridincia do/#-e v sob T e T res

pectivamente. Sua demonstragdo permite en-—

tendey o significado dc'o,c trabalhar em “l

uril recordar uma versdo do teorema da divergéncla

em varicdades (Lang (L4), ch IX; Abraham-Marsdem (A&4), ch2), Sejam V

uma variedade ricemanniana, W a forwma de volume ricmanniana candnica

em V, w a forma de volume em V, N o campo vetorial dos vetores uni-

tarios dirigidos pava afora de V e X um cawno vetorial C] a

supor-

te compacto. Entdo 5 (div X)w: S (N,X)U., G teorema da divergéncia
v ¥ av ’

¢ peneralivavel ao zaco

medida nula, que & » situagdo utilizada na dnmo&trﬁ

gue  JV tem singnlavidades em conjuntos de

¢ido scpuinte,



Teorcma I SQ A & um aberto de Ml tal.que T(A)C’Nl, cntdo a res-
trigdo de T a A preserva a medida
.Prova: I Uma demonstracgao direta para Qoz.Rz foi, dada por Bif—
khoff em 1927 ((B1l)ch8). Sejam C gqualquer boreleano debA,

X o campo geodésico em TQO; ou seja o campe cujo fluxo & o fluxo

geodésico (Kx(t)’ ¥' (t)) e  onde 5X ¢ a geodésica de Q  por

. ,#mm_@v_—w x=(q,7) € M. Rl={(xx(tj,y‘x(t): x=(q,v,)ec)
com vle TqQo fixoy dcfine.umé subvarie-
dade de M, difeomorfa a {Kx(t)}cQ. Pode-
se escrevetz eﬁ'cada.ponto (Hx(t),g'x(c))
de M, X=(E'%(t),0) e, em particular, se

d

Q, = R%, ¥',(6) = vy, X = (vj,0)

onde a indica as d-1 coordenadas nos veto-

res l.1. que com uma base de TRl formam

uma base de TM.

SIS

Sejam agora ME:{xE oM:(n(q),x)< OE e & transformagao T_:Ml M

: 4 )=&
“dada por T =x= lim Tf(h)
g—o*

1

;: entao V=R, MM & um “"tubo de fluxos

1

geodésicos" limitado por C, T (C) & uma superficie-cilindrica parale-
- la a X onde (N,X)=0 (ver Fig. 8). Como os fluxXos geodiésicos preservam
a medida gerada por w de M, o tecorecma de Liouville permite concluir

que div X=0 (cf. Mafié (M1)I.3). Ent3do 5 (=N,X)u= 5 (N,X)W.
w =
> . . C TT(C)
Este resultado indica a igualdade dos fluxos atraves de C e Ty

-

Mas N=-n(q) e temos demostrado S dv = (-n(Cq),X)HW onde X
C

ET - (C)
pode sexr interpretado como o vetor tangente das trajetorias de bilhar
. - ~y :
em 9OM, sem refletir.

Para terminar, seja " a restricio de?V a HI ¢ S:M,— M, defi-

1 1
nida por Sy=y- 2(n(q),y)ﬂ(q), g= T{y). Parta y fixo ecotd transformagﬁo

)

0o que termina a prova do teorema.

isométrica de V7 em V e T=ST . Entdo:

avy =5 (-n(q),X)u= d\)“u_j dv = dv

C T=(C) TG ST 6 T(C)
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A prova da invariinecia de }\sob{Tt} sepue—se sim muita dificul-

dade deste teorema, mas. ndo & necesaria para este trabalho.
Para assegurar o bom comportamento de T restringa-se agora o con=

junto M.. Se Ny & o conjunto dos x€ M, tais que Tx ndo & defi-

1
nido, entao N3 & unifo de um aumero finito de subvariedades de co-

mensdo 1 e J(N3)=0. Se N, & o conjunto ‘dos x € M, tais_  que

di
' Tkx € N, .para algum k & Z, entdo ©V9(N,)=0. Pode-se ﬁostular que ©
3 P g 4 g

.conjunto NS dos xEEMl tais que Tkxe_ﬂl para algum-k € Z tem

tambem v-medida -nula. Esta & de fato a si-

tua¢io nos bilhares planos que estudam—se

em detalhe neste trabalho(Fig. 10).
. ¢
Assim, aplicando o teorema’l no conjunto

Hi\(NAUNSE pode—-se considerar H C Ml,

V(H)=1 tal que T:H—H & wensuravel, bije-

I tiva, continua e preserva a medida .

X E g, 3(’.'1«15_

Entdo pode-se aplicar o teorema de reco-

Fig. 10 _ rréncia de Poincaré para .concluir que

o TS| S 0 Z‘]‘::lof('r"‘x) = s+ P-q.t.xEH,

Efetivamente: f(x)>0 2d-q.t.x€ H=) se AmL{er:f(x)>1/m} m=d;2, ..

y i :
cumpre=-se V{iy:T y& Am para infinitos k€& H})nﬂ(ﬁn) =

L

%imZZE;éf(Ti} = 4+ yY-q.l.X Am'e a concluso [inal sail

de gque H = Uw

me1fy, - O conjunto de V-medida nula que n@o cumpre

essa condi(;?l'o & o corrv::pcndéntc para T, do.N2 para {Tt}; porém
esta & a base da demonstrag¥o que ﬂ(NZ)HO (Cf.(Cl),ch & 1 Lemma 2).
Nota: A transformacfo T definida <este trabalho, seguindo (Cl) é a
inversa da transformagdo dos artigos infciais de Sinai, Bunimovich,
‘Gallavotti,. .ete., mas ¢ a .mesma dos artigeos mais rccentes de

Sinai-Bunjmovich. Algo scmelhante sucede com o conjunto em que T

atGa e porém com o signo de cos© na seguinte segdo.



e

(C). Bilhares planos ~
2 3 s
A sepgulry neste trabalho Q0= K™, e as geodésicas sdo retas. As
componente:s regulares da fronteira sao curvas aQi que conside~
ram=se paranctrizadas por o(s) (s comprimento de arco) de modo que

n = id'(s) seja a normal dirigida para o interior do bilhar Q.
1

-~
T

Se ot'=

|

=kn=kie{! & a definig¢io da curvatura com sinal,k > 0(k< Q)

a.

indica que curva e normal estam no mesmo (distintos) semiplano res-

-pé?to a d' (Ver fig, 11). Resultam assim partes da fronteira 6Q+

2Q" aQO respectivamente componentes re

o . -
/ gulares com curvatura positiva. (partes fo-

/ l . -
I
i B2 " o -~
;:?\§: : ' calizadoras), curvatura negativa (partes
I

dispersoras) e nula (partes ncutras) da
. ]
fronteira. .

! Nota: Novamente esta nomenclatura & a opos-
Fig. 1 ; 1 ;
| ta dos trabalhos classicos sohre bilhares;

os bilhares dispersores de Sinai-Bunimovich tem curvatura pdsitiva.
-~ O-'sistema de coordenadas matural em x=(q;v) € aﬁi € (s, ®) com ¢
) 5nggl§ de n(q) com v deldo no sentido antihorario. Assim, para

x € Hl tem-se ~TM/2 < & < 1M/2, cos® > 0.

E claro que as discontinuidades de T em M. vem dos batimentos
. i X

1
tangentes a aQi no caso dispersor; O(NS) = 0. Por iéso considerasec
H‘1N4 f:llﬁl%f:¢, Ainda mais, demonstra—-se que T:iH - I, Ti(x)=Tx

- & um difcomorfismo de ordem uno menor que 66. ((Kl), Part V, Th 4,1).

Considera—-se agora uma "frente de onda" que sai de um arco ane

bate em an.Uma frente de onda € dado por

RS

uma curva ( {(s),v(s)) contida em M

—_

onde v & o vetor da freante, ¢ scu estado a-

pés o batimento ew BQj & (B(o(s),w(o(s)).

\“\M“WL//ZN " Ou seja T(el,v)=(¥,w). ' designara indistin-

: Fig. 12 ; tamente a derivada respeito a s ou @ (com-
]

primento de arco de §). Ver fig. 12,

UFRGS
SISTEMA BE BIBLIOTECAS )
OMUBTECA SETORIAL DE MATEMATICA
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No que segue neste capftulo todos os calculos estam referidos &
o— O oniomen by fdg, 13, Se O e ¢ sio os respec-

tiveos dngulos com as mnormales das

. g
A A

frentes que saem de 0Q; e apés
bater em anf tem-se

v(s)= 1 &' (s) oi0(s)

w(s)= i ¥' (o (5)) (@)

(1) ¥(o(s))=0l(s)+E(s)ie! (5)elOCS)
onde...f(s) E o temes  Coowpelmento)
entre umbpatimeptole outro. Também .
2y Tarelfe jyemib

Derivando respeito a. s, e wusando

as definig¢Ges das curvaturas k

O’

; kl em 301’ 2Q. respectivamente
Fig. 13 -]

resulta

1 _‘f“"e%e - 0rwel? o L gy greio grgrgremid

('k0+ Q‘)og'eie = o' (~k;+§") g'e"i“'_
(et 0'}aveie= =o' (=ky®d") d'eie
(3) ko+d0 ﬂ(k _g_ri) do (*)
ds do! ds .
Derivando agora tl), e multiplicando escalarmente por ot'elg )
tem—-se ) '
o 8 el yatarers eV irtorelP oo et®, wrelly
i0

ot (i 3,1 eyt xre®yr 0 —fr -5 0

Tt (LB, -1 §'e 1% )=cos0 £kt B')

(*) Outra manciva de provar csta formula & assim:
Em lugar de¢ tomar o donpgulo D da frente saliente recpelito @ normal,
toma=-se¢ ‘5 respeito a um cixo fixo: tem-se

E+(1T - T")"(E_”)):ﬂ — d€ _ap +§_G. =0 =) k_+ th.-_d_pl
; 2 . ds ds ds ds

=  (3)
(T -1;>+(L_&) o YA AL SRy PO
w M

do  doo  do do-



T

(4) = g'cosd=cosl —f(k0+ 0')
e usando (3)
(5) cosB= do& [ £ (kl_ﬂi) - cosé]
‘ ~ds do '
Estas formulas correspondem ao lema 2.3 de Sinai(Sl) corrigida em
lema 3 de (B2) e sdao fundametais para a construg3o das fibras contra-
toras e dispersoras no caso ergodico. Mais precisamente, de (3) e (4)

resulta:

(6) _1° dé_ Ik, g 1
cps& do cost . : 1
1 (ko + d8)
cos0 ds

que permite deducir imediatamente, Sgﬁ<<0(hilhar¢s dispersores):

d0z0 (frente decrescente)=$dé'40(imagen da frente decrescente’)
ds™ . do = y

¢
e

do
(ﬁk)min £ - gi < (hk)max -+ 1

do .fmin

Na mesma situag@o, (4) permite deducir

doo cosd 3Lk £ L (~K)
ds cos@

Edntad, se I” , T I ,..;T-kr' & uma seqlidncia de curvas sua-

A (def)

min o

ves tails que T“kr é decrescente (porém 17 & decrescente para

todo 0K$i%k, e defincm~sc os comprimentos do-arco ACH

1
p(A )= SLCUSO ds ,' s(A)a-.A ds
resulta p(T"ir‘) F4 A;i p() : 2
i )\;_(i_l) ‘
s(T 7 )& —— s([M)
, Ay~1

Segue da limitag¢do uniforme da derivada -d¢ /do que o comprimen-
to euclidiano de A no s, 0 )-plano & equivalente ao s—-comprimento
(proje¢¥o sobre o eixo s). E resulta natural buscar uma fibra

AT ! T 5 %
éxpansora como uma curva r; tal que T Pe’ T r; € uma seqiiencia de

fibras decrescentes,
A construg¥o da fibra em x se faz por aproximacOes sucessivas

(Metode Hadamard-Perron). Se Pz(y) & a, solugio de dO | k(s)

ds

WERGH .
GISTEMA DF DIBLIOTECAS

WSLIETECA SETORIAL DE MATERATEA-
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num certo intervalo,(usando (*) observa—-se que corresponde a uma

frente refletida plana), rﬂi(x) & a curva Tk(l":(T"kx))

que cu&prc a condigdo de ter sﬁas iterad=ss para tras decrescentes
Epor ser iteradas para frente de fﬂz(T_kx)).

Na- mesma forma construem=-se curvas "pre-~contratoras”.

As conplexidades da demonstracio surgem quando-csthda—se a suave-
dade dessas curvas, seus conmprimentos quando x aproxima—-se as curvas
de discontinuidade de T, & obviamente, quando.utilizg—se a existencia
‘de estas fibras locales para deduzir pr0pied?des ergpbdicas.,

O propdsito dos comentarios ﬁue seguem a4 férmula. (5) & dar uma

explicacdao "intuitiva" de sua importdncia. Neste trabalho as fdérmu-

las - (3) e (5) usam—-se em um contexto muito mais formal no seguinte
i’ d

capftulo.’
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2. FORMAS QUADRATICAS EMNM BILHARES

(A). Dada uma variedade M, B:TM — R & uma forma quadratica em M se

=] & uma forma quadritica no sentido algébrico.

B & ndo degenerada se a wmatriz associad? a Bx para cada x & M
nio tem valores propios nulos ¢ tem valores propios negatlvos e posi-
tivos, B & positiva (B > 0) se_ﬁxgﬁ?o para todo vé&TxM, v#0 e todo
x € M,

Se £ & um difeomorfisme & B uma fofma quadritica em M, denota-se
por £Hp ("pull-back” de B poxr £) é,f?rmaIQUadréFica definida por

45 ' ) . =
(f B)xu = Bf(x)(fxd) para todo uGETxM.
Normalmente nZXo, se escrevem os pontos de M onde aplicam-se as
- . a

formas ou os operadores derivadas,

-

-

Lewowicz (L1) %rovou que se " f & um Cr"difeomorfismo,'r 21 enm
uma variedade compacta M, entdo f & Anosov se e somente se existe
uvma forma quadrdtica continua nfo degeueradaJ B : T -~ R tal que
f#ﬁ 2 ﬁ)’d. Ainda mais, no mesmo'trabalho & demostrado que a existén-
cia de uma fungdo (de Liapunov) V:MxM — R continua ¢ que cumpre cer-
tas condig¢des relacionadas com a hiperholicidaéé de f

(U(x,exva) £ 0, veE& Sx’ por exemplo), tal que para algum a > 0,

vkx,y)=V(£(x), f(y)) = V(x,y)>0 se x,y € M e 0L dist(n,y) <€ a, &

suficiente para que £ 5¢ja topologicamente estavel. (Outras

-

aplicagTes do mesmo método em (L2), (L&4)).

o

Em um sentido laxo as formas de Liapunov s¥o os primeiros termos
do desenvolvimento de Taylor das fung®cs de Liapunov:
V(X,Y)EB_(expﬁly"x)+b{x,y) com b(x,y) “y-—xn_z“‘5 0 se y—rx

x X 3
& a diferenga QQ uma fungZ@o de Liapunov que permite denostrar a esta-
bilidade estructural do difcomorfismo de Anosov f.

OIprobloma nos bilhares & que d-aplicaqﬁo T.induzida pelas suce-
ssivas batidas .Uo estd definida nem & continua em toda uma varicdade
compavta. Por jsto & necessario trabalhar com conjuntos mails gerais,

dando resultados mats fracos do qua no caso compacto mas

¥

“ . Lt "t
relaclonados com propriedades crpgbddicas da funcle T,
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No caso .o difeomorfismos em que nido se tem hiperbolicidade Lewo-
ﬁiqz e Lima de Sa (L3) considerawm fungdes de Liapunov com termos qua-
driticos degenerados em conjuntos de medida nula para provar que f &
Bernouilli, via o estudo da regifo de Pesin. A motivagfo principal
desta Tesls foi aplicar um resultado desse tipo aos bilhares e ten-

tar obter algumas condig¢des abertas que aseguraram propriedades er-

g6dicas ew bilhares focalizadores.,

(B). x € M & um ponto repgular de f t M —> M difeomorfismo se existem

nGmeros _Al(x) » Az(x) > waw )-Xm(x).ﬂ uma_ descomposigdo
TxM e El(xj & Ez(x)-@ s D Em(x) téis que
b -h]-'»log ICE™) vl =X (x)  para todo OAVEE,(¥) ¢ todo 1€ j<m

RS =]

Demonstra—se que para cada x os numeros (expoentes de Liapunov)

. G e o Rl - . >
e a descomposico em espacos préprios de f sio Gnicos.

Oseledec (01) demonstrou o nomeado teorema multiplicativo ergd-

dico, um res=:ltado mais geral que o seguinte.

-

Teorema (Osedelec). Sejam: X variedade compacta con probabilidade 9,

YC X, oY)=1 , f:¥Y—X, f preservabd, Z;+F; er, f difeomor-
: =-C0

fismo sdb}e Zin log+“(f 1)11& Ll(Z,O) onde 1;g+55max{log s, 0}.

'Entao o“ conjunto dos Qontos regulares de f tem d-medida um.

A condigdo sobre |[f'|l & neeessaria para aplicar o tcorecma de

Birkhoff~Khinchin.

A Ee&iﬁo de Pesin de £ (Z(f)) é o conjunto'dos pontos regulares

que nao tém expoentes de Liapunov nulos.
Scja agora M com uma mlétrica riemanniana e ¥ gerada por uma foruwa
de volume

st(x5= (y'G}f : lim d(fN(x), f“(y))EO},

N 4 . _
WU(x)= {y&M : lim d(L70(x),f 0(y))=0},
n-— -0
os conjuntos estivel ¢ instdvel para x. Para tada ponte regular, scjnm
ES(x)= @ ]'1..-!(:{) EW(x)= O If.}(}()
>H(x)<0 : h1(x)b 0
Se x€ T(r) T M=2"(x) © LY (x)

b4

ey . v

e L [ £ 4 e e

"

Y e e e e e AV TR AR

——

T TR TN

]
H

L]

i
;




Teorema (Pesin (Pl)). Nas condlg¢Oes do enunciado de acima e defini-
: ) N )
+ ¢0es posteriores ¢ f€C”, entdo was(x)ﬂhhgx),wa”(x)=ﬁu(x).

Se V9(Z(L))>0 centao existem boreleanos diujuntos?ﬁﬁ,

m=l,... l'-.’:.kékm que cobrem q.t. Z(f) e tais que
T ER L R ||
a) FCZ =2y 18kSk -, f(?:km)_'?"l

b) x,yezﬂ implica w”(x)r\h’“(y)CZT{l
c) para todo xeZ™ q.t. ponto de Us(x).(ou w'(x)) pertence aZIE
d) f &€ ergodica em L)Z:E para todo m=>1
k ' '
k

e) £ “m &€ Bernouilli para todo m>1

a8

~:Sobrc todos cstos teorcmas e definig¢Ses pode-se consultar, além
dos artigos oriéinais citados, o livro de Maﬁé,<%ap IV (M1)
A demostracdo do teorema seguinte (feita no anexo deste trabalho)
esta sugerida no arvtigo citado d¢ Lewowicz e¢ Lima de Sa&.
Teorema 2. Sejam, f: H-— H, cr- difeomorfismos, r 21, ymedida inva-
- riante sob f; H = Hl\ K,IHl_variedade compacta de dimensao 2,
v(K)=0, tais jque log+ “(f+l)’n G Ll(H, V)
éejam, B:TH, — R uma forma quadritica liﬁilada em Tﬁl, conti-

nua e niu degenerada em TH tal que sz(f# H"B)x& definida po-

sitiva p:ra todo x€H, e
: \ n
8= {u €@ I 01 BLLE") w0y uBD

Ux= fu € TxH: BCCEM)'u) D 0{ n< 0

Ent3do v(Z(f))=1l, e os espagos proprios de f'em x sFo Ux e Sx'

0 teorema de Pesin destaca a importancia deste teorema pols pro-
va a hiperbolicidade nTo uniforme do sistema ¢ asegura a descomposi=
gﬁo-de H em um conjuntoe numerable de componentes cergbdicas para f. O
estudo do nimero de componentes crpédicas ¢ dos tipos de uniformida-
de que possem verificar os conjuntos cstéivel ¢ inestdvel & o caninho
natural para aprofundar o conhccimcnto'dns propricdades evgddicas.

Obscrve=-se tambén que o comportamento assintético de B (definigfo

q - - - - o
de ¥ U\.) permite descobrir a existluncela de subespagos (proprios
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de T) assoclados pelo tecorema de Pesin a os conjuntos estdvel e inés-

‘gtavel g.t.x & H.

(C). A secglo C do capfitulo anterior mostra que para aplicar o

Teorema 2 sd debem—se construlr formas B com as propriedades indica-
das. Ou seja formas 'que para as curvas fronteira dos bilhares que se
indicam, ¢ £ a transformag¥o T:H — H , H=M; \ K, V(K)=6, estam nas
- e ) i ‘
condigoes do tecorema,
_Para definir uma forma B em TH debem-se considerar curvas
(A(s(t)), v(s(t))) em H tais que para t=0 passam por x&H, e a cada

vetor tangente u = (m,v)ltzo(. derivada respeitd a t) facer-le co-

L

rresponder o nimero Bxu, As curvas a considerar gao como as da se-

¢do C cap 1, excepto que o comprimento de arco s na fronteira do bi-
lhar depende do parfmetro t par¥a assdim poder gerar todas as curvas
diferenciaveis en ll por x.

Em primeiroe lupar consideram—se bilhares com compouncentes regula-

res da fronteira de curvatura negativa ou nula (bilhares quasi-dis-
persores). O analise deste caso & util pois permite entender melhor o
caso seguinte, mais geral.

Se Bx“ = (Mo’ 1V0)(V0, ivo) resulta

C-C'oelau)_‘x' 01 ® )=

O B . o i0, A -
B_u=(' s o e ) (sixt” e Oos & . .

(e}

a2 , ~ y
Ffsocosao(kofao'). Esta expressao pode vresultar mais clara

no caso de se escrever na linguagem do (*) do capftulo-1l, pois tem-se
-fds 2 cosﬁo EE o —c0500 ds dp ondo {ds ,ab V& uma ba

dt ds _ dt dt dt .
se do espago tangente gqguando parametriza-se a superficie 3M

4

i} por
(s, P). Assim considerada a nfo degeneracgio da {forma resulta evidente

pois & do tipo

R

. a ’ 2 2 - : a
axgx, = 7 Bxl+x?) “(xl~x2) ]com valoves prépries -7,

rol

¢ vetores proprios (1,-1), (1,1) respectivamente,.
Para calcular (Tﬁu}yu :HTy{T'yu} deve-se aplicar B ao vetor

tangente em Tx d curva (¥(o(s(r)), w(afs(:))) = T((s(e)),v(s(L))).
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1

Porém T7'B tem a mesma forma que B, mas aparcce a derivada o' do com-
“primento de arco na imagem, em cada derivada da definigdo de B:
(T#B) u=~-(s 04')2cos$ (k.+4& ). Assim, sem ;ﬁcrover os sub indices
X 0 0 o 1 o’" sy = e y = o
e usando (3) e (5) do cap. 1,
= "1# AL, == _:2[ l?‘ - L i e P - L] =
P u (T7B-B)_u 5 e cosé(th’& )=cos0(k _+0 )] =
. 2 : : ’
& (sc‘)2[-2klcos&+f(kl—éﬂ)“] que & definida positiva para bordes
dispersores ou neutros (k<% 0) a menos de conjuntos de V-medida nula

em H.: (L s _ ; K

Nota: Se kluO, s6 cumpre-se P_20. Mas isto & suficiente se quasi

toda trajetoria bate em componentes nio neutras en tempo finito; ou

seja, para quasi todo x€ H existe k €N tal que 'H(Tkx) pertence a

‘uma componente n3e neutra. Esta hipdtcse permite aplicar uma versdo
f a

levemente mod.ficada do teorema.2, (P.>0 "eventualmente”).

"Esta nota é vdlida nas segbes D e E deste capitulo.

(D.) No <caso geral dos bilhares com componentes regulares da
fronteira com qualquer curvatura C2 veram=~se dois tipos de formas.
Em primeiro lugar, seja (sem escrever os subindices)
Bou = PO, Iv Y FOOR, T 1920
Utilizando os calculos anteriores

’ -2 ry2a02? B ) g " :
By = £s5 (ko+@ Y =25 icos (k0+9 )=8s (k0+9 ) I(k0+9 Y-2cos0

e Novamente, no lenguapem de (%) do Cap 1l tem-se

Byu = f(_dg']'z - 2cost ds db : ou scja una forma do tipo
dt dt dt ; 7 2
fxz—axlxz com valores préprios (F X Vic+a™)/2 e veLores

préprios (tl,—(f+ f2+32)/a), respectivamente. Obscerve—-se que
estas nio sWo as diregles estdveis e inestdveis, pois clas vem dadas
por o comportamcnto assintdtico de B (ver definigoes de I Ux)‘
As mesmas condigoes que antes permitem escrever
(E#B}xu m(hw')?Ckl+&') [fl(kl+&')~2cos&J onde fl ¢ o tempo
2

transcurrido entre Ty o Tx' Utdilizando novemente (3) e (5) do

cupftulo 1, resulta
> y R G [ J v Fcens L . 2
{X) Pyu = (o)« [(Epef )4 <=2 (=104 +Lj(fj+f)—4LJcoué]

8¢ k=0, Pxu = {:_r_é)? (f14£) =3 Px>0
dt

b

A—
PR L |

) R E

Xz |

D
s L

——
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Se kl<0; o discriminante do termo [...] em (1), como expressao

?tlo

“de grau em &' & do signo de

' 2 ol i Poos _
kl(f_fl)-—(fl+r)[gl(fl+f)—ﬁleOb&] = ~4klffl+4kl(fl+f)c05é <0

Se kl>0, buscam-se condig¢des na distancia f entre os hatementos

na fronteira para que (l) scja positivo. Ver Buunimovich (B3),pp 296

e 302; Wojtkowski (W1l). Se Ll é o tempo que a trajetoria estd no

circulo osculatriz de radlo Rlnlfkl antoes
(ou depois) do batemento, obscrve—-se na

figﬁra 14 ‘que cosd = Llkl, e o estudo do
2

signo do discriminante anterior conduce

a 212 [~2£F 3L, (£,+£)] 20. Ou seja que
1 Tl R . J

se a trajetoria bate em lmna compodente

focalizadora, Px>0 se Ll(f1+f)< 2ff1.

(E). Seja agora Bxu=L(G, iv)2+2(&, iv)(v, iv) onde, para

k40, L=0

£>-o,,L & 9 tempo que a Lrajctoria esta no cfrculo osculatriz an-
tes (ou depoic) deo batimento.

Nomina=-se circulo de semicurvatura ao cifdulo que tém radio mitad

que o circulo osculatriz, centro dentro da superficie do bilhar, tan-

gente d curva.
Os cdlculos anteriores permitem obter

L,
Bou = §°(ky+g") [I.(I;O‘FG')-—chs?] e

(f# B) v = (.«%cy‘)z(kﬁ-y) [Ll(kl+é,--‘)-—2 cosé]

Usando (3) ¢ (5) do cap. 1., tem-se o o=

= (éc")z{(kl-l-&-')[I,](l:l-l‘&')-Zc:os;é’ “(ky=&') L(ky=§')-2(f(k;-4¢") -coser)])

s b 2 I 2 o ?
= (sq') B. (Ll“L+21)+¢kléf(Ll+L-?f)+kl(Ll"L+2f)"ﬁklcus&]

‘Para kléﬂ a forma €& positiva se 2L >0 que implica que as com-
ponentes da fronteira sio "suficientemente separadas™: as componentes
rectllinecas ou dispersoras ndo tém interse¢do com os cfrculos de se-

micurvatura se k0> 0. Se-k £ 0 nfo & condig@o adicional.

Para IH > G deve s=er negative o discriminante do polinomio de
o
29Y praw om 3':

: — : 2 X '
A o e s AT YR . B T
( |}.¢].ll 8!41] )]‘.I { IL.}.L.”.IA(LJ. ];!JI ) I\llal(?]a {Jflla-] 121 L:]é 0 o0 ]|]41<2j-.
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3. conNplLedrs NHNAS PRONTEYIRASE EXEHMNPLOS

Analisam-se aqul, por separado os casos das seg6es D e E do capi-
tulo anterior.
(A.) No caso da forma Bwu=f(6,iv)2+2(é:,iv)(G,iv) as condigGes do
teorema 2 verificam—se sempre se TM(Tx) pertence a uma componente neu-
tra ou dispersora. Se T(Tx) pertence a uma componente focalizadora u-
ma condigﬁo suficiente para estar nas condiglces do teorema 2 &
1) L. CE +E £
(1) Ly(f +£)L2£f,
Neste caso, se as trajetorias verificam
2) L ;
(2) L,< £, £, _
tem-se (se, por exemplo f £ f£.), 28F: > W fL 2 L CEHEL) e
4 i} . i =R T 1
assim (1) cumpre-se com apenas supor que os circulos osculatrices de
cada componente focalizadora n&o cortam outra componente. Porém o
dngulo interior de contato de duas componentes focalizadoras deve ser
maior que Tl .0 dngulo de contato entre componentes dispersoras o neu-
f i

{ras com focalizadoras deve ser maior o igual a Tr,

Mas (2) nao verifica-sc em geral se os batementos s30 numa mesma

rasante. (Recordar que se .k(s) & mondtona o

| circulo osculatriz corta a curva). Entdo

\""_“”“*"““““*““"'““‘—‘*“ componente focalizadora e a trajetoria é
1

|

|

]

considera~se a curva em um cntorno do ponto
de batemento, parametrlzada por

¥A) = r(a) yreoyert , x(0)=0

£, = r(A)=%(D)A+E(0)A212+¥(0)A3/6+...

£ = ~r(=A) = £(0)A-F(0)A%/2+4¥(0)A%/6+. .
Fig. 15 ' : ;
= _‘-_TT = (58 2 A 5 ——— A= o -
SN—— _jA-é /?, L) =2RsenA=pogy (A=A /6. .)
4 SRIGEER0 (1) perevaas f*scnﬂ(r(A)—r(-A)}(—gr(a)r(—a).
s _

Se a curva & simétrica, r(A)==r(~A), obtem=sec a condig¢lo simples

(3) sen AL r(A)k({

2
No caso geral, usando o5 desenvolvimentos

4]
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2 (A=A3/6...)(28C0)A+%(0)03/3..7.) < 5[52(0)A2+A4(££923121 hEZ).“]

leq 3 4
0) 2444 "r(_fl_)_:L._(_Z e S ERURTHA SPITRO) = 2(0))”"
k 3
1
Como ©(0)= 2/kl (para as relagdes entre as derivadas de r

e as derivadas de k, ver apéndice), para A pequena rem-se

2(0)4 + r(0) = 3kk < 2k2
. 3k 3,

Sustituendo por as derivadas respeito a ' s
S 3kk" & 4kt 2 & i_gfifi >0
. ' . d52
onde R=1/k & o radio de curvatura,
= Observe—-se que t3) & uma condicio vdlida em um ponto, para as
trajetorias que vem.de gualquer ponto da mesma éompbncnte focalizado-
ra, mas sendo (1) uma condigio aﬁerta, sua validade é em algum entor-
no do fonto para trajetorias compridas (cf.(2)). Emquanto (4) & uma
condi¢lo aberta valida em curvas Cé, Qas 56 garaﬁtc a posltividade
dée P£ para trajetorias pertas da tangente que & a situagTFo mais
éificil de elucidar. Assim, curvas que verificam com simultaneidade

G o e A :
as condigdes (3) 2 (4) dawm familias C'»abertas que cumprem (1) para

batimentos sucessivas na mesma componente focalizadora.

Seja 1r(A)=A, ‘—AO'<A«:AO> 0, que tem

0242 - preay= = 03-40 | yepys 30941702-4
L A) 02+l)3; (02+1)3 (92+1)9/2

e verifica (3) « (4).

No caso da clipse da fig 16

=1
2a%beg A @' T
r(A)_ __ . e L AL ——
(b2+a2tng)cos A 2 2
v k(O)u—E— e a condigfo (3) e equivalente
2
a
2.2 ¥ .
a a“{b” ou seja que A=0 corresponde ao ver-
Fig. 16 C tice do eixo malor. Se agora parametriza-se
L_-_ L}

a elipse na forma usual x=acost y=bscnt.



21

2
' 5 ' : : /- .

0<e <2 resulta k(t)y= A2 clnlf-’ - pt/2

DB/Z
' - : 4 4 .
é dle/3 - (azmhz)(bzcoz*t—uzsen‘t+(b2—az)sun2tcoszt)
g 9 )
ds D

Cj constantes reails D = azscnzt + b2c052t

Assim (4) cumpfeuse para b2>-az se bz-(bzﬁaz)senthQO ou

' sitin S - 2

. 2 b s
seja sen’t )-7?~jy que corresponde,
b +a”™

no primeiro quadrante, a parte da curva
sobremarcada na fig. 16.

Esta; consideraéﬁcs perniten construir
bilhares’ com regiao de Pesin de medida um,
. como na figura 17, onde a parte curva & do

. tipo dos exemplos anteriores,
Fig. 17 P P -

&EL.ISe Bxu=L(G,iv52 -+ 2(&,iv)(ﬁ,iy), ;ondiqges suficientes para
que seja valido o téorcma'R foremnm da&ﬁs paralos-casos de componentes
neutras ¢ dispersoras. No caso focalizador a condigao

£D) L+Ll<2f ¢ verificada quando os batimentos s¥o .entre componentes
nao neutras diskintas (ko, k1=0) se 0S8 c%rculos de semicurvatura

sao disjuntos.
Quando os batimentos sao em uma mesma componente focalizadora.
3(s) a condigao (5) & equivalente ((W1l), Theor. 3) a

(6) 2k'2¢Z Kk* &3 . R"(s) = i.’_% Z b
2 = ’ ds

Efetivamcnte, se o sistema de coordenadas Oxy & como na fig. 18 (a

trajetoria, em 0Ox), o arco K(so), U(sl)
tem y(s)&£ 0 ¢ ce A & o dngulo do eixo

Ox com ¥'(s)=(ros A, sen A)

—-..dl':.?

Sq. s e i
f=g lx'(s)d5= lcosAdnﬂ 1ﬂ££p A ds
ds an

o o ©
- L

[¢] 0 (o]

H . il_;:_g__tj.ﬁ R{s)du=
ds




e
I

s

1 b
= R(51)SF“A(ﬂl?;R(SQ)GUHA(SO)"i seud(s)R'"(&a)ds .

L . J s
o)
i ' L %1
Mas A(So)+@ “:g, A(sl)“ﬁ ““'% oz f“(Ll+L) %"E senA(s)R'(s)ds =)
‘85,
s
£~ MLy o ol lyr(s)ri(s)dss y
2 8
.0

: 4 | i -
“"Y(GI)R'(si)+y(so)R'(sO)+ g .y(sji (s)ds=

o

()

5 ' ;
= S ly(s)R“(a)ds. Assim, se R"(s) & 0 =p285 PL+L, .

s

0
Inversamente, se R"(5) »0 para algua 5, sol: s,, 6y suficiente-
' ' - LT - £
mente pertos de s. Tem-se 2f < L+T, .

A expressdo (6) tem » vantagem de ser global, E verificada por

qualquer arcce de epiclicloide, hipocicloide ¢ cicloide. Em particular

por a cardioide r(A)=l+cos A .

No caso da elipse x=acost, y=bsent -~ T/24t437/2
Sfaz—bz)cos 2t ) quando hﬁl'ﬂg g6 cos 2t D0
R (8) = 40 ;
pt/2  ~Whetra W on 3T /h<cr< ST /4

.

i a 2 ~r " .
que & uma parte da elipse disjunta com a iandicada na regao anterior.

e Tt

C). Em lugar de T pode—se considerar a trausformag?®o S:HO——bHO

Ho 8 o conjunto dos x=(q,v) e H tais ocue g 00; orde 2Q, & uma

i
win B : N -
component: ndo neutra (ki=0) de Q ; Sx=y oace y=% x com k minimo

3
tal que mFx & H . Isto tem sentido se quasi tode trajetoria passa
por Ho em tempo finito que & uma hipotcene adiclonal verificada em

todos os ‘excmplos simples que interesam, Azsinm, supoando dque £ & a

distancia entre os batementos em duas componentes nao neutras, igne-

rando o8 batementos em componentes rectilineag, as condigﬁes (1) e
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—

Fig.19

pontos cercanos da mesma

b et s S

(r‘) e A = ¥ I 5 ” _ = x "
parecem secgulr scendo suficientes para

que os bilhares tenham regifo de Pesin de

medida um, Mas agora podem-—se juntar uma

componente feocalizaodora com uma neutra com

angulo interior maior que T/2. Esta condi-
G320 & necessdria para evitar que S trausfor

me: portos de uma componente focalizadora em

componente apds bater numa componente neu-



C ONCLDSTOTEE 8§ -« Neste tfnbalhn demonstra—se a exdstencia de

dois tipos de bilhares com regido de Pesin de medida um, com condi-
¢Ses abcrtas-nns curvaturas o que permite reaiizar_pcqunnés modifi-
cagles e manter as propriedades erpgddicas,

As componentes C2 da fronteira podem ser de qualquer forma, com
as seguintes condigles suficientes adicionales (udo obrigatoriamente
nbccssérias). )

1. No caso A.deste capitulo as componentes focalizadorgg cumprem (1)
(com as observacdes das expreésges (35 e (4) para os tipos de curva

£

ct que sirvem), os circulos osculatrices das componentes focaliza-

doras n¥o "tém interseq¢iec com outras componentes ndo adjacentes, as
componentes focalizadoras formam dngulo Interior ?TT; componénges fo-
; ¢

calizadoras e dispersoras formam .AZngulo interior T ; componentes fo-
calizadoras e neutras suficientemente compridas formam dngulo inte-
rior >T/2.
2. No caso B, as componentes focalizadoras Cé cumprem (6), os cir-
culos de semicurvatura de componentes focalizadoras sio disjuntcs, as
componentes com k<0 nfo cortam os cfrculos de semicurvatura das com-
ponentes focalizadoras; as condi¢Oes para coﬁﬁonentcs adjacentes sdo
as mesmas que em 1.

Os biiharqo do tipo 2 530 os estudados por Wojtkowski, mas a am=
plitude.da classe 1 demonstra que sua conjetura de que: "tipically”™ a
condi¢do (6) "€ em algum sentido uma condig¢do necessaria para a nao

anulag¢3do dos expoentes de Liapunov” ndo & certa.



APENDICE
R ‘
of = K (g) " (s)=k(s)i o' (s)
. derivada respeito ao dngulo A
L 2 '}0‘2*’ -:
s (M = B(0). = A
© elep2y3/2 : k(0)
) JYE ~ L ,
keoy = 735 (0IX(0) oy g0y = -AKCO)
7 0y 3k% (0)
: : i ?
o ol N _5 A

1‘:(0) - k(0) { 8k(0) 16 & 16k (C)} :;.i_.(o)_____‘}_\_{:_(}_l 2 i 3k (0)

8 3oy K20y k%o k200)  k(0)  K3(0)
ds= \/;E(A)-i-i-‘?(_fx) dA ; em A=0, k>0, 48 = r(0)

O ; dk

2 i o g ) 2
d”s 0 s I = ; em A=0, k?‘.f) d”s _ 700)
il ety ix?
& 9 oa /5 |.=2l 0
k(0) = _..l_<'__(_0_)_ K(0) = kK"(0) _ & :_HE__J'

" k(0) 20y 3 k3¢0)
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ANEXO
As demonstragoes dos dois lemas seguintes estdo sugeri-
das_cm (L3).

Lema 1 Sejam: f:U—H Cr~difeomorfismo, rzl; ¥ medida invariante
_sob £3 H=Hl\ K, Hl varicdade compacta de dimensdo 2; v(K)=0;
B:'I'Hl-—-bR uma 1;.::)!‘3!:1 quadritica limitada em TH,, continua e
n?o degeneradu em TH tal gue qu(f#BNH)x é def%nida posi-
-tiﬁa para todo x& H,

Entae d=-g.t,x N

"4

S.= {u & T H:B((£")'u)< 0,

> 0}
)

n
= {u & T_H:B((£")'u)>0, n£0

c:
I

X
sao subespagos linecares unidimensionais dexTYH que dependem

continuamente de x, e '1'}‘._-}1'-—:5_c ) u,.

P : P seja =S = T ' e B
rova ara n>0, e ‘nc;qu(x)“ tal quc,ffn(x)wn< 0. Como

1

P}?O, bfn-l(x)((f- )'“n><nf“(x)‘*';-1< 0 e aplicando isso

i

mesmo .reiteradamente B_((f )_'Wn)<0. Mas (f ")'w_ tem parcial

n

convergente a gne TKH com (fni)an convergente a_(fni)'gp

Se B((fN)'mb) 20 para algum N 20 serfa B((inj)'wn) > 0 para
nj >N e a mesma desigﬁaldade serfa vdlida pa;a 0s W ée algum entor
no de (:Fnj)'-ww i absurdo. Assim B((fn)‘wm Y<£ 0 AF n‘}O e W S,

0 mesmo & valido para os miltiplos de w

e w pois B(Av) = AzB(V);

n

per tanto S«( contem um subespago A-dimensional. Idem para U}c

Sejam agora u,v & S, vetores 1.1, e DC N compacto tal que
ny - ‘
£ (%) € D para uma seqiitnecia crescente &“}-} > D existe para

(I].t.}:(“:‘ll pois se I,Ci!l aberto, KCL, J(L)> 0, Q(Eyeu; fn(y)élf\h

2
para infinitos n?}{)‘;]m J(INL) pelo teorema de recorriéncia de Poinca-

&,

- ny,
Entao 1 e

\ im ytull =0, Efetivamente comn iz exlatem b
A ey E )

tals que c”szé waS b”w“z, cvinf{Pyu: ”u[lul} ; por ser D compacto
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b,c podem ser ‘escolhidos de tal modo que a relag¥%o anterior seja vi-

1 n
. k ]
lida para w=(f " )Tu, u GTyH y= f ((x),lcEPL Assim

: - h e ;
BCCEM =BG = £ gr s e o 2N e Fyro

= k=

n,£ wm-1%4n

n
N N+1 e se |l(f k)‘u”%& 0 serfa B((f™)'u) — + para

m— +®@ | uma contradigdo. Idem para v. Daf segue que
n '
k 4
(1) |iim fics )'(hu +pvill = 0 ¥ X, 0 € R, |
Isto dmplica B((L™) ' (Au tHv)) £ 0 para todo n20 pois se existe um N
com B((TN)'(ku + Mv)) 20 tem~se para n, 2 N

14
. .

! % : ) .
B((£f L)'(Xuﬁyv)):!B((EN)'(Xu+/Mv));>O; uma contradic¢io com (1).
Mas entdo, todo o subespacgo geradorpor_h,v estarfa em Sx =D

S =T _H;

x x 2 biq

absurdo. 0 que impliga qué S; e U, sio uniﬁimensiouais.‘
Como f faz crescer os valores de B, tem-se que S#@Ux={ox}_
Pﬁgé deducir a continuidade de Sx respeito a x, seja‘uné 3
4. <py EI&H. Pela continuidade de B e a positevidade de P (mesmos

argumentos gue para W, ) resulta B((fn)'u)CC):gxxeSx,

No lewma seguinte necessita-se usar o teorema multip?icativo ergé-.
dico de Oscdelec que assegura a exist&gcia dos expoéntes de Liapunov
€ dos espagos proprios v-—q.t. ponto; por isgo.aparecc a condig?o en
log \if'#\\qué & em realidade uma restricido do comportamento de. f
perto de K,

1

Lema 2 Além das hipotescs do lema 1, ]og+n(f

' e Lt

'{' = t p - . - "
onde lopg s+max {0,10355 . Entao, se R & a regiao de Pesin

para f, 9(R)=1 e os espacos proprios de f em x sdo Ux’ -
Prova Sejam Ux, SX como no lema antevior para todo x€ N ¢ DG N

compacto. Existe a>0 tal que P(u)>a B(u) para todo u&:Ux

x€D pois caso contrario, para cada x, existivia U ““u" =1 cownw

; ]
Bl St 1 ) g . ry - , . a € -
P(U )& =L(u, ) e para um ponto de acumvlagdio u de uy  resul
taria P(u)=0; absurdo. A conmpacidadec assegura que a secrve N xeDb,
n :
Porém BCL'(u))=B(u)+P(u)> (1l4a)Bu e se f k(x)é D para uma se-

giiéncia erescente lury resulta
Y
.l‘
ny 1 n Mi=-1

BO(L Iru) (]-T-:'.)‘l}((f k)'u) B Cldad Bl YT Y uy>

1. fa ."x.- i
?’(l‘lﬂ)?“(jll. J)‘“).'- >’(]§f1)|\n({l)
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(0 passo em que o fator (lla) nfo muda de expoente poderfia nfo exisg-
N

te, se nk—nknjml). Assim B((fn)‘u) >(1+a) nB(u}‘ondc

Nn = card {j: f](x)E.D, 0« jérvﬂj £ n,

Por ser B limitada existe b> 0 tal que [B(w)l £ b Hw|ﬁ‘4wéETH

: N
(bﬁmax{ [BCud)l + Ylull =1} ). Por tanto len)‘u”22=%(l+a) nB(u)
para todo n 20 ¢, em conscqiiéncia, como 4 (B(u))l/n -1
s : . T
B b

‘(2) lim _,J_’_.log H(fn)'uﬂ > ilog(l%-al)lim E_r_‘l_
n '

o

n

Entio, ccasiderande a funcio caracteristica XD e aplicando o

teorema de Birkhoff-Khinchin, resulto .que existe 9-q.t.ponto

= - ." 3 e TAL o Al w3 N_(x) B o
hD(x) = lim E'E:j=0 AD([ 3% 05 l1im n ¢ como
: Nes +0 ’ n—+co B
’n e vy . W o) = * .
0{D)=1 X dy = X.d? temos gue lim _nY . & positivo em
n ° g ' n

=4 too

— — —

D com 9(D) > (D) pois 05X £ 1

Agora, se v:vl+v2, viE-Ri(x) espagos proprios de £ no ponto

-

regular x, associado a expoente hi(x),xl{x)>-kz(x) (Ver Cap 2.B),

1 ny gy i 1 : S ” }\

lim =log (L ) 'vll lim =log 2Y(E£ ) 'vll = A, (x).

n n k& 1
n=4 4o n = -+eo :
Desta inequacgZo ¢ (2) deduce-se que o major expoente de Liapunov &
positivo em D. Come D pode ser tomado de medida t36 proxima a 1 como
se quiser, resulta que o maior expoente de Liapunov & positivo para
um conjunto de medida 1, 0 mesmo raciocinio & valido para demonstrar
a negatividadic do menor expoente de Liapunov (-=q.t.p.

A descomposigZo de Txﬂ en Ux’ SY coincide com a resultante

da definiqgfo dos cexpoentes de Liapunov positive e negativo, respecti-

vamente, pois seg WIEE?(x)

S 1lim %Jngle“)'wHéi} =¥ Ldm iogH(fn)'w[Iﬂ wfy: 20 limH(fn)'wH =0 =
n=-» -0 1=l ‘ 11— oo

B((fn)'w) <0 para todo n€Z. Isto ultimo resuwlto do carater limitadoe
de B (BCI™ 'web M) 'w H?':PB(_(IHJ"-J.‘EO) ¢ da pesitividade de P,

'or tanto E?(E)C:Kﬂ Tdew para RI(X)Cluﬁ traballiando com n— - |
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