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RESUMO

Esta dissertagao ¢ o resultado de um estudo sobre a Teoria de Grandes Desvios, no qual deu-se enfase
ao contexto de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (v.a’si.i.d.). Com a finalidade
de discutir alguns dos principais resultados sobre Grandes Desvios, inicialmente apresentamos as definigoes
e propriedades basicas. Numa etapa seguinte apresentamos o teorema de Cramér-Chernoff para v.a’s i.1.d.
a valores em R. A seguir enunciamos um principio de Grandes Desvios para quaisquer abertos e fechados
de R. Numa etapa posterior estendemos o teorema de Cramér-Chernoff para v.a’s i.i.d. a valores em RS,
No Capitulo final apresentamos, de maneira sintética, outras extensoes do teorema de Cramér-Chernoff, tais
como: o teorema de Sanov para v.a's i.i.d. e o principio de Grandes Desvios para Cadeias de Markov finitas.

Além disso, apresentamos algumas aplica¢des de Grandes Desvios em Estatistica Matematica.

ABSTRACT

This thesis is the result of a study about the Large Deviations Theory, in which the context of indepen-
dent and identically distributed (i.i.d.) random variables was emphasized. Aiming to discuss some of the
main results about Large Deviations, first we present the definitions and the basic properties. In a second
moment, we present Cramér-Chernoff’s theorem for i.i.d random variables in R.. After, we enunciate a Large
Deviations principle for any open and closed sets in R. In another stage, we extend Cramér-Chernoff’s
theorem for i.i.d. random variables in R¢. In last chapter, we present, briefly, other extensions of Cramér-
Chernoff’s theorem, such as Sanov’s theorem for i.i.d. random variables and the Large Deviations principle

for finite state Markov Chains. Besides, we present some applications of Large Deviations in Mathematical

Statisitics.
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0 - INTRODUGAO

O objetivo da teoria de Grandes Desvios consiste em estimar probabilidades de eventos raros. A de-
nominagao “eventos raros” refere-se a determinados eventos cuja probabilidade tende a zero.
Para compreendermos melhor a qualificagao “Grandes Desvios” consideremos a situa¢ao mais simples

possivel, ou seja, assuma que {X, },,5, é umaseqiiéncia de v.a’si.i.d. a valores em R, com lei de probabilidade
"

it e esperanga m. Seja X, = = . e jin a lei de probabilidade de X, isto é, pn(A) = P(X, € A) para
A € B(R), sendo B(R) a o—algebra de Borel em R. Gostariamos de estudar o comportamento assintético
de P(X, € A), comm & A (onde A é o fecho de A), quando n — oo. Pela Lei Fraca dos Grandes Nimeros,
sabe-se que lim,—.oo P(Xn € A) = 0. Isto quer dizer que para n muito grande [X, € A] é um evento muito
raro, ou seja, sua ocorréncia seria “atipica” ou um “Grande Desvio” em relagio a Lei dos Grandes Nimeros.

Uma questdo a qual o leitor poderia indagar é o porqué da restricio m ¢ A. Para responder a essa
questdo suponha A = (m,+c0) e que u, é absolutamente continua em relagdo & medida de Lebesgue,
ou seja, existe uma fungdo f, ndo negativa, mensurdvel e finita tal que pn(A) = [, fo(z)dz. Entdo,
[4 fa(z)dz = [; fa(z)dz, e portanto, pn(A) = pa(A), Vn > 1. Ora, como m € A entdo pela Lei dos
Grandes Nimeros lim, .o #n(4) = 1, levando-nos a concluir que [X, € A] nio é uma situagio de Grande
Desvio em relagdo a esperanga m. Logo, a restrigio m ¢ A ¢é para garantir que [X, € A] seja um evento do
tipo Grande Desvio.

Atualmente os teoremas-limite na teoria das probabilidades dividem-se em trés grandes grupos: teoremas
do tipo Lei dos Grandes Nimeros, Teorema Central do Limite e Grandes Desvios. No contexto de v.a’s i.i.d.,
analisaremos a seguir quais informagdes podemos obter sobre o comportamento assintético de P(X,, € A),
A € B(R), em cada um destes grupos.

Param ¢ A, A€ B(R), a Lei dos Grandes Nimeros afirma que limn—oo P()h(n € A) = 0. Ja o principio
de Grandes Desvios para a média X,, de v.a’si.i.d. diz quelim,_ . 1In P(X, € A) > —infyeae A(y), sendo
A® o interior do conjunto A4, e limy—c £ INP(X, € A) < —infy¢ 4 A(y), onde A é a transformada de
Cramér, a qual sera definida rigorosamente no Capitulo 1. No caso de A ser uma semireta, por exemplo

A = (—00,z], z < m, veremos no Capitulo 1 que

InP(X,<z)

(0.1) lim =11,

TV — 00 —ﬂ}t(:l:)

Quando (0.1) é valido, diz-se que existe uma “equivaléncia logaritmica” entre P(X, < z) e ¢ "A%). De
(0.1) vemos que In P(X, < 2) e —n)(z) convergem para —oco na mesma velocidade, logo, pode-se concluir

que A(z) é a taxa de decaimento exponencial de P(X, < z) para zero quando n — oo.
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Se m € A entio limy_o +1n P(X, € A) = 0, pela Lei Fraca dos Grandes Niimeros, e pelo principio
de Grandes Desvios limy, o, ,—11- In P(X,, € A) = —infeq A(z) = =A(m) = 0, como seri provado no Capitulo
1. E claro que nao estamos interessados na situagio m € A pois, como vimos anteriormente, neste caso
[X. € A] nao seria um evento do tipo Grande Desvio. A intengio aqui é apenas mostrar que nesta situagio
ambos teoremas-limite fornecem o mesmo resultado.

Agora iremos comparar o Teorema Central do Limite e o principio de Grandes Desvios para a média
amostral. Para isto, considere A = [m + 76;,+oo) 0508 {X"}nzl uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. de
2

esperanca m e variancia . O evento [X, € A] ¢ denominado de um “Pequeno Desvio” em relagao a

esperan¢a m. Podemos observar que [m + 76;,+00) tende a [m,+oc) quando n — oo, ao contrario de

uma situagio de Grande Desvio, onde o conjunto em questao seria [m + 6,+00). Sendo E(X,) = m e

Var(fa) = 2,
P(ff,,eA}:P(X,, 3m+_j.§) :P(\/,—l({'_n_&—_m) 2%)

e pelo Teorema Central do Limite v/n (inc'—"') converge em distribui¢ao para uma normal padrao. Logo,

lim P(X, € A)=1-@ §_ L™ =124, >0
LB el = 7l ddide © Tt

onde ® ¢é a fungdo de distribui¢do de uma normal padrao.

Como veremos no Capitulo 1, o principio de Grandes Desvios para a média amostral de uma seqiiéncia
de v.a’si.i.d. a valores em R dependera da transformada de Cramér. Isto significa que sera preciso conhecer
a lei de probabilidade da seqiiéncia de v.a’s. Exemplificando, assuma {X, ]»“21 como sendo uma seqiiéncia
de v.a’s com distribui¢do de probabilidade normal de esperanga m = 0 e varidncia 0 = 1. Considere o

evento [|Xn| > 6], § > 0. Logo,

_ LI | 2
P(|Xa| > 6 =2/ 12,

Agora observe que

(0‘2) —_ Le—ﬂﬂzfz — ./
]



Disso vem que P(|X,| > 6) < Wf?;e‘“"}“. Y n>1. De(0.2)

/+'\.’ ‘_::f‘alf +/+'—\-' 1 _:!J'fzf 1 _"62!.,
€ az el adz = —==¢ =S
N PN z4 5ﬁ

e pelo fato de

e 279 FD% 71 2
/ e 12z 2] —e *%dz, para 6/n> 1,
5 5

vn VO
tem-se
2/+m “PU2gy > L2 ge > 1
2 2> ——e , se 6y/n>1.
N VA
Portanto,
(0.3) L -n?2 ¢ P(|Xa] > 8) < 2 -no2 v/ > 1
8v/2mn - " = 6V27mn & =
e segue de (0.3) que limy_oo 2 InP(|Xn| > 6) = —%i. Esta iltima igualdade nos da a transformada de

Cramér (ver Defini¢do 1.1.2) para uma v.a. com distribui¢do de probabilidade normal de esperanga zero e
variancia 1, isto é, A(§) = %. No Exemplo 1.1.3 do Capitulo 1 mostraremos como obter A quando X é v.a.
com distribui¢do normal de esperanga m e variancia ¢ quaisquer.

Os primeiros resultados sobre Grandes Desvios sao devidos a Cramér [8], o qual provou que para
uma seqiiéncia {Xn},5, de v.a’siid., P(X, < z) tem uma “equivaléncia exata” em relagio a e="*(®),

z < m, isto é, lim,_ ’:_{‘;f:) = 1. As hipéteses por ele consideradas foram: X, com lei de probabilidade

absolutamente continua em relacdo 2 medida de Lebesgue e E (e'X1) < 400, com t € (=§,8) para algum
6 > 0. Se pensarmos em termos de limite, a equivaléncia exata diz que para Ye > 0, AN > 0 tal que se

Vn > N entido

(0.4) (1—€)e" ) < P(X, < 2) < (14 €)e™ ™M),

Através de (0.4) também vemos que A determina a taxa de convergéncia exponencial de P(X, < z) para
zero quando n — oco.
N » -t aia 1=-Fa.(z
Neste trabalho inicial, Cramér estava interessado em estudar o comportamento assintético de ﬁ(%)-,
onde F,(z) = P(X, < z), quando z = z,, tende a +c0 com n e z, = o(y/n). Posteriormente, Cher-

noff [7], eliminando a hipdtese de v.a’s absolutamente continuas considerada por Cramér, provou que
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limp—oo 2 In P(X, € 2) = =A(2), 56 2 <m, € limyeo LInP(X, > &)= —A(z). se £ > m, permitindo que
os resultados de Cramér fossem estendidos para um universo maior de v.a’s. Chernofl ainda abordou questoes
sobre Estatistica Matematica, como a eficiencia assintética de testes de hipéteses. Um dos exemplos trata
do caso em que {Xﬂ}ngl é uma sequéncia de v.a’s i.i.d. com distribui¢io de probabilidade de Bernoulli,
onde deseja-se estimar a probabilidade dos erros tipo 1 e 11 no teste da razio de verossimilhanga simples. No
Exemplo 1.2.1 do Capitulo 1 analisaremos com maiores detalhes este exemplo. Assim, no universo de v.a’s
i.i.d. a valores em R, os resultados de Cramér e Chernofl passam entao a constituir o que hoje chama-se de
"contexto classico de Grandes Desvios”.

Posteriormente aos trabalhos de Cramér e Chernoff houve generalizagdes basicamente em duas direces:
quanto ao espago onde as v.a’s estdo definidas (R?, espagos de medidas, espacos infinito-dimensionais e
espagos mais gerais) e quanto a existéncia de algum tipo de dependéncia estocastica entre as v.a’s. Para
detalhar essas generaliza¢Ges, considere {X,},, uma seqiiéncia de vetores aleatérios i.i.d. a valores em R,
d > 1. Assuma f : R — R uma fungio mensuravel e limitada. Analogamente ao caso da média amostral

em R, tem-se interesse em estimar o comportamento assintético de

1 {2
(0.5) P ;Z;fl(xs‘) 3 Jb s : ;2)"&(}(.‘) >
= =
quando n — oo, sendo f = (fy,- -, fa). Naturalmente, a média em R é um caso particular de (0.5), com

f(z) = =z ed = 1. Generalizagdes como em (0.5) foram tratadas por Lanford [20]). Donsker-Varadhan
[11] fizeram generalizacoes para espagos gerais, tais como: Banach, Polonés, Hausdorff e espagos infinito-
dimensionais, e consideraram varidveis aleatérias com dependéncia fraca, ou seja, processos de Markov.
Também no contexto de vetores aleatérios assumindo valores em espagos gerais (Hausdorff, Banach) Bahadur
& Zabel [3] fizeram importantes contribuigdes.

QOutra importante generalizacio do Teorema de Cramér-Chernoff é o principio de Grandes Desvios para
a medida empirica de uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d., devido a Sanov [26]. No contexto de Cadeias de Markov
finitas, Gartner [14] estabeleceu um principio de Grandes Desvios para a medida empirica. No Capitulo 3
discutiremos estas duas generaliza¢des.

Generalizagoes do Teorema de Cramér-Chernoff para familias de processos Markovianos tem sido feitas
por varios pesquisadores, tais como Gartner [15], Mackean [24], Freidlin & Wentzell [13] e outros. No
contexto de familias de processos de difusio, caracterizados pela introdugdo de um pequeno parametro, a
teoria de Wentzell-Freidlin, sintetizada na referéncia [13], é de fundamental importancia.

Entre as aplicagdoes de Grandes Desvios, a Mecanica Estatistica tem se destacado nos udltimos anos,
contribuindo com o surgimento de novas técnicas. Para maiores detalhes citamos Ellis [12], Holley &

Stroock [16], Varadhan [29], Lanford [20] e Cassandro et alii [6].
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Na [statistica Matematica encontramos aplicacoes em testes de hipoteses e estimacao de parametros.
Uma generalizagao do contexto tratado por Chernoff [7], em testes de hipdteses, pode ser encontrada em
Dembo & Zeitouni [9]. Ja em Bucklew [5] encontramos aplicagoes em estimagao de parametros, discerni-
mento entre duas populagdes e na teoria da informagio.

Nesta monografia ficaremos restritos a alguns dos principais resultados sobre Grandes Desvios no con-
texto de v.a’s i.i.d. a valores em R e RY d > 1, assim como uma breve exposi¢io no contexto de Cadeias
de Markov. Na se¢ao 1.1 do Capitulo 1 abordaremos as principais propriedades da transformada de Cramér
e na se¢ao 1.2 daremos énfase ao teorema de Cramér-Chernofl para a média amostral. Na se¢io 1.3 desse
mesmo capitulo enunciaremos alguns conceitos gerais em Grandes Desvios, além de estabelecer um principio
de Grandes Desvios para quaisquer conjuntos abertos e fechados de R. No capitulo 2 iremos estender os
resultados do Capitulo 1 para R?, além de fazer uma comparacio com o teorema de Cramér-Chernoff em
R. No Capitulo 3 apresentaremos, de forma suscinta, algumas extensdes do teorema de Cramér-Chernoff,
como o teorema de Sanov para medidas empiricas de v.a’s 1.i.d., e também algumas aplicagoes.

Como principais referéncias bibliogréficas foram utilizadas as obras de Azencott [2], Bucklew [5] Dembo
& Zeitouni [9], Stroock [28] e Vares [30].



CAPITULO 1

GRANDES DESVIOS PARA A MEDIA AMOSTRAL DE VARIAVEIS
ALEATORIAS LLD. EM R

Neste capitulo discutiremos a formulagao de um principio de Grandes Desvios para a média amostral

P : . g 3B 5
Keszm 2%; de v.a's Xy, X9, -+, X, Lid. a valores em R. Na secdo 1.1 daremos definigbes basicas e as

principais propriedades da transformada de Cramér, a qual permitird enunciar na se¢ao 1.2 um importante
tecorema sobre Grandes Desvios envolvendo conjuntos do tipo (—oco,z] ou [2,400). Na se¢io 1.3 daremos
algumas defini¢oes gerais em Grandes Desvios, além de estabelecer um principio de Grandes Desvios para

quaisquer conjuntos abertos e fechados de R.

1.1 - A transformada de Cramér e suas propriedades

Definigao 1.1.1. Seja ¢ uma medida em R.. A transformada de Laplace ji : R. — (0, +o0] para a medida
i € definida por
4o

i) = f e“du(z), t € R.

-0

Se i é uma medida de probabilidade ento a correspondente transformada de Laplace é denominada de
fungio geradora de momentos da v.a. cuja distribuigfio de probabilidade é u. Note que fi pode assumir +o0

para todot # 0 e (0) = 1.

Definigao 1.1.2. A transformada de Cramér A,: R — [0,+4o0] para a medida de probabilidade u €
definida por

Aa(z) =sup {tz —Inp(t)}, ze€R.
teR

Observe que A, > 0, pois {z —Inja(t) = 0 quando 7 = 0 seja qual for z. Por outro lado, A, pode ou
nao assumir 4-o0o. Posteriormente veremos os casos onde A,(z) = +0co para x pertencente a um subconjunto

de R. Na segdo 1.3 mostraremos que ), é uma “funcdo taxa” e além disso a seqiiéncia de medidas {pn},5,,
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onde un(A) = P(X, € A) para 4 C R, satisfaz umn principio de Grandes Desvios através de As. A notagao
Ay para a transformada de Crameér serd substituida por A quando nio houver dividas quanto a medida de
probabilidade em questao.

Uma interpretacdo geométrica de ) é dada na figura 1.1.1. Quando existe * € R tal que A(z) =

-lr{f

z7 — In () entdo da equagdo % (tz — Inji(t)) = 0 segue que L=z,

O préximo objetivo serd estudar as propriedades da fungdo A, as quais serdo tteis nesta e em segdes

posteriores. *

figura 1.1.1 - Interpretagdo geométrica de A

Proposigao 1.1.1. Seja X uma v.a. com distribuicao de probabilidade p e respectiva transformada de

Laplace [i(t). Entao:

(1.1.1) ~Mz) = In jnf {e“i(0)}, z€R.

Prova:

-i{Ff=-muplE~- T = B-Egepil s mrh (e™*a(2)) .

Vamos definir g(t) = e~ **ji(t) e I = infier g(¢). Entdo Ing(t) > Inl, Vi € R. Logo, infierlng(t) > Inl =
Ininf;er g(t). Agora suponha inf;eg Ing(t) > InI. Disso decorre que 3¢ > 0 tal que inf;erIng(t) > Inl+¢,
e dai, Ing(t) > InI +¢, Yt € R, o qual implica em g(t) > e+ > ¢"/ = [, Vi € R, ou seja, I nio é mais

o infimo de g(t), levando-nos a uma contradi¢io. Assim,
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- R £ - z —tr |
r|é11f‘ln (e77p(t)) = ||1r|é|1|; {e~""ult)] -

Proposi¢ao 1.1.2. Seja A a transformada de Cramér para a medida de probabilidade p. Entio:

(1) A é semicontinua inferiormente;
(ii) A é convexa;
+co

(iii) A(m) = 0, onde m = [ ydp(y) é finita;

— 00
(iv) A(z) é nao decrescente para r > m e nao crescente para r < m;

(v) Se A for duas vezes diferencidvel em z = m, m finita, entao A'(m) =0e A" (m) > 0.
Prova: A prova que segue é baseada em Stroock [28].

(1) Uma definigdo equivalente para uma fungao semicontinua inferiormente (s.c.i.) é A(z) <lim _ __ A(z,)
para qualquer seqiiéncia {z,}n>1 em R tal que z, — z, com € R (ver Proposi¢ao A.2.1 do Apéndice
2). Assim, tome uma seqiiéncia qualquer {z,}n>1 tal que z, — z. Da defini¢ao de A temos que para todo

t € R, A(zn) > tzn —Inj(t). Logo,

lim Mzn) 2 sup{tz — Inji(t)} = Mz).
teER

n—oQ

(i1) Sejam z,y € R e 0 < a < 1. Para qualquer t € R, tem-se

aA(z) + (1 — a)A(y) 2 a(tz —Inj(t)) + (1 = a)(ty —Ina(t)) = t(az + (1 = a)y) — In a(t),
e portanto, aA(z) + (1 — a)My) > Maz + (1 — a)y).

(111) Pela desigualdade de Jensen,

+oo +oo
(1.1.2) In / eVdu(y) >t / ydp(y) =tm, ¥t € R.

Assim, tm — Inji(t) < 0 para Vi € R e disto conclui-se que A(m) = 0, jd que A(z) > 0, Vz € R.
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(iv) Tome m < oy < xg ¢ 0 <a <1 tal que &) = (1 —a)m+ ary. Por (ii) e (iii)

Mz) =AMl —a)m4 azs) < (1 = a)Aim) +adze) = od(z2) < Mza).

Agoratome zy; < 2o <m e 0 < o<1 tal que x5 = (1 — a)m + axy. Novamente por (ii) e (iii)

Mzs) = AM(l—a)m+azy) < (1l —a)d(m)+alz) =al(z;) < Mzy).

(v) Uma vez que & = m ¢ um minimo local entao A‘(m} =0e )\”[m} > 0.

Na proposigao abaixo adotaremos pux(f), Ax(z) e px para denotar, respectivamente, a transformada

de Laplace, de Cramér e a lei de probabilidade de uma v.a. X.

Proposigao 1.1.3. Seja (X,),s, uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. com lei de probabilidade comum p, trans-

formada de Laplace ji(1) e transformada de Cramér A(z). Tem-se:

(1) Se Y = aX, + b, onde a,b € R, entao

Ay(z) = A (”;") , z€R;
(i) Se Sp =", X; entdo

I

Xs, (z) = nA (;) , TER;

(iii) Se W = S, — na, onde a € R, entao

x
(1.1.3) Aw(z) = nA (; +a) , z€R;
(iv) Se Z = %?’:%, onde m e o sao, respectivamente, a esperanqga e variancia da v.a. Xy, entao

)\z[:]:n/\(%+m), z€R.

Prova: Utilizaremos as propriedades da fungao geradora de momentos (ver Proposigio A.1.1 do Apéndice

1).



(i) Sabe-se que py (1) = ¢*p(at). Disso decorre que

Ay (x) = sup{at — Inpy (1)} = sup {xt — In (¢"*ji(at)) }
teER teR

= sup{zt — th—Inp(at)} = sup {at (3: - b) - Inp(ar}} ;
teR a

teR

Fazendo a mudanga de variavel s = at, finalmente vem

r—b z—1b
sup {s ( ) —In ;}'.(s)} ==\ ( ) :
seER a

(ii)
i ; = & iR = Zt-dnad=ar (E
As, (z) = tsgg{zt —Injs, (1)} = ?gr]:; {n ni nln,u(t)} = n?élg{n t lnp(f)} =nA (n) ;
(iii)
Aw (z) = sup {at —In i (1)} = sup {zt — In(e™* (t))" }
teRL teR
x . r .
= félfl: n;t +nat — n In,u(t)} = n?tejg (; + a) t— Inp(f]}
z

=nA (‘r—l' + G) .

(iv)

Az(z) = ?glli{a:t —Injz(t)} = f:r]: {Ii —In ('3-.;%}"‘:*EI (ajf’ﬁ))n}
oz

cenglogs (G5 +) e o)}

Fazendo a mudanga de varidvel s = ﬁ;, tem-se
o or
nsup{s| —=+m| —Inj(s :n)\(—+m).
aeg{ (\/‘E ) #( )} \/H

a

Proposicao 1.1.4. Seja u uma medida de probabilidade e ji sua respectiva transformada de Laplace. Para

a transformada de Cramér A, tem-se:

(i) Se ji(t) = +oc para Vt € R* entdao A(z) = 0 qualquer que seja z € R.
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(11) Suponha p(t) > | parat € (—x.0]. Entao p(t) = 4 para f € (0,4¢) se ¢ somente se A(z) = 0 para
r € [0,400). Suponha u(f) > 1 parat € [0.4+). Entdao p(f) = +~x para t € (—>.0) se e somente se
M) = 0 para 2 € (—oc,0].

(iii) Suponha p(t) > 1 para t € (—oc,0]. Existe 7 > 0 finito tal que pu(7) < +> se e somente se

limy—, 4o Az) = +00. Suponha p(t) > 1 para { € [0.400). Existe 7 < 0 finito tal que j(r) < +0 se

e somente se limz—_., A(x) = 4oc.

(iv) Se m = ff;;:.!:dp(:u) for finita entao p(t) = 400, ¥t > 0, se e somente se AMz) = 0, Vo > m, e

fi(t) = 400, V1 < 0, se e somente se AM(z) =0, V2 < m.

(v) Sem= fj{: zdp(z) for finita entdo 37 > 0 finito tal que j(7) < +00 se e somente se lim;_ ., Az) =

+00, e 37 < 0 finito tal que ji(7) < +0co se e somente se limz__ A(z) = 4o0c.

Prova: A prova é segundo Azencott [2]. Em (ii), (iii), (iv) e (v) provaremoso casot > 0,z > 0 e z — 400,

pois parat < 0,z <0 e z — —o0 o procedimento é analogo.

(i) Suponha ji(t) = 400, Vi € R". Entao, tz — Inf(t) = —co, Vi € R", seja qual for z € R. Portanto,
Alz) =0.

(ii) Assuma ji(t) > 1,Vt € (—o0,0]. Supondo f(t) = +oo, VI € (0,+00), teremos tzx — In i(t) = —oco
seja qual for € R. Logo, A(z) = sup,coftz — Inji(t)}. Mas pelo fato de j(t) > 1,Vt € (—o0,0],
tem-se tz — Inji(t) < 0 se ¢ € [0,+00) e assim A(z) = 0. Para compreender-se a razdo da suposi¢io
a(t) > 1, Vt € (—o0, 0], suponha que exista § € (—o0,0) tal que fi(6) < 1. Sendo assim, podemos encontrar
z € (0,400) de tal maneira que 6 — In j1(§) > 0, o que contraria a suposigio fi(t) = +co para todo t > 0.
Para provar a reciproca suponha que exista 7 > 0 tal que fi(r) < 4o0o. Entao, da definicdo de A temos
A(z) > rz —Inj(7) e dai limy— oo AM(2) > limp— oo {72 — In &(7)} = +o00, ou seja, A nao é identicamente

nula para z € [0, +c0). Portanto, A(z) = 0 para Vz € [0,+00) implica em ji(t) = +o0, Vi € (0, 400).

(iii) Na prova da reciproca de (ii) vimos que se 37 > 0 tal que i(7) < 400 entao lim;_ 4o A(z) = +00. Para
provar que limz_ 1o A(z) = +oco implica na existéncia de 7 > 0 finito tal que ji(7) < 4oc utilizaremos a
demonstragao por absurdo. Sendo assim, assuma ji(t) = +o0 paraV, t € (0,+occ). Entao, pela prova do item

(ii), temos que A(z) = 0 seja qual for z € [0, +00), isto €, chega-se a uma negagao de limy_ o A(z) = +o0.

(iv) Suponha que ji(t) = +oo, Vt > 0. Entdo, sup,yq{tz — Inji(t)} = —oco. Portanto, A(z) = sup,co{tz —
In fi(t)}. Por outro lado, por (1.1.2), se > m entao tx — Inu(t) < 0 para todo t < 0. Assim, A(z) = 0,

Yz > m. Suponha agora que A(z) =0, Yz > m, e que 37 > 0 com p(7) < +oc. Sendo assim,
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:.-hr+“m Alz) > :-—[-“-Fm (r = Inp(r)) = +¢,

que ¢ uma contradigao.

(v) Aqui a prova é feita como em (iii).
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Para compreendermos melhor a transformada de Cramér, bem como suas propriedades, veremos alguns

exemplos envolvendo algumas distribuicoes de probabilidade conhecidas. No cileulo de A usaremos (1.1.1).

Exemplo 1.1.1. Considere X uma v.a. constante, isto é, g(a) = P(XN = a) = 1. a € R. A transformada

de Laplace é p(f) = ¢'*, ¥t € R, e a de Cramér ¢é
400, T a
AMaz) = { # .
0. r=a
Note que A nao ¢ diferenciavel para nenhum z € R..

Exemplo 1.1.2. Seja X uma v.a. com lei de probabilidade g = pé, + (1 —p)éy,ondew <v e 0<p< 1.

As fungoes &y, e 6, sao definidas como

5w={1 se X =w . 6‘,={1 se X =v

0 caso contrario 0 caso contrario

A transformada de Laplace é fi(t) = pe'* + (1 — p)e*’, t € R, a qual é de classe C*°(R). Minimizando

e~ i(t) em relagao a t obtemos

e=[(57) )™ wecm

onde 7 € o ponto de minimo. Logo, apds alguns calculos, obtém-se

p (v—1z)

-((=5)(5)+ (=0) e (555) oo -0

~ln (7)) = ~In ((I;P)(_’ (;w)‘““) (1) —w))

Se z = w,

- v—mw 1
AMw)=-In tlélll; {Pe" '+ (1- P)} =-In(l-p)=1In (i—) )

ese =1,

x Hw—v 1
A(v):—lntlgli;{p+(l—p)e( )}——-—lnp:ln(g).
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No casoz < w, Az) = —=limge cncln (pe™ P4 (1 =p)e!™=%)) = 4ox ¢ paraz > v, A2) =

—limy— oo In (petW=F 4 (1 = p)et™=71) = 4.

Assim,

In (TT ; z=w

2
L) p (%) 4 (=2 ) n (&) -In(v—-w), w<z<v
Alz) = (‘ “) ( P ) (v w) (1 p) ‘

In L) r=1u
p/)

166, z ¢ [w, ]

Sendo EX = pv+ (1 — p)w, por (iii) da Proposi¢ao 1.1.2, AMEX) = 0. Uma vez que A é de classe

C* ((w,v)) entdo por (v) dessa mesma proposi¢io temos que AM(EX)=0e M(EX)= E:T:}p(_l—_r') > 0.

Exemplo 1.1.3. X tem distribui¢io Normal com parametros m = EX e ¢? = VarX, isto ¢, du(z) =

7%:56—%(5;02):(11:, e R.

Sabe-se que fi(t) = e+t {eR,a qual é uma funcao de classe C*(R). Minimizar e~ ji() equivale

WO N 2 i e o 3
a minimizar —tz + mit + "th. Portanto, obtemos o ponto de minimo 7 = =,z € R, e isto resulta em

A(E) = =T (e~ "i(r)) = —te 55 = (= m)?

202 !

para z € R. E claro que A(m) =0, A'(m) =0 e X\'(m) = 2 > 0, visto que A ¢ de classe C*(R.).

Exemplo 1.1.4. X tem distribui¢ao de Cauchy com pardmetros § € R e § > 0, ou seja, du(z) =

o ds T €R.
A funcao geradora de momentos de X € tal que fi(t) = +oo, Vi # 0. Logo, pela Proposi¢ao 1.1.4 (i),
A(z) = 0 para Vz € R.

Exemplo 1.1.5. Seja X v.a. com distribuigio Gama de parametros @ > 0 e k > 0. A densidade e a

transformada de Laplace de X' sao respectivamente:

L—k
e 21 r>0,k>0.0>0 e ,(z(t):{(l 7 4 t<e

+o00, 120.

T(k)

Observe que 1 é de classe C™ ((—0, a)).
Minimizando e~ **ji({) em relagao a t temos que o ponto de minimo é 7 = a — %, z > 0. Logo,
Mz)=az—k+kin(X) se >0 e Mz) = lim——wo {t:: —In(1- -c';)_k} = 400,se < 0. Sendo £ a
esperanga de X, entdo A (£) = 0. Uma vez que A ¢ de classe C* ((0,+00)), X (2)=0e 3 () =%>0.
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Sabe-se que quando £ = |. tem-se a distribuigao exponencial. Quando k& = % (n inteiro positivo) e
o = L tem-se a distribuigao qui-quadrado. Logo, através da expressio de A obtida para a distribuicio

Gama podemos obter A para estas duas distribui¢oes.

1.2 - O teorema de Cramér-Chernoff

Nesta se¢do nos concentraremos no importante teorema de Cramér-Chernoff, cuja demonstracao é ex-

traida de Vares [30].

Teorema 1.2.1. Seja {X,},,, umaseqiiéncia de v.a’sii.d. definidas noespaco de probabilidade

(R,B(R), n), com m = fj’:: zdu(z) finita, transformada de Laplace pi e transformada de Cramér A. Seja

L Y A’l -
Kijyi= = = ﬁnl Entao:

(i) limy o 2 In P(Xp < 2) = =A(z), 2 <my
(i) limp—~co £ In P(X, > 2) = =A(z), 2> m.

Prova: Decorréncia do teorema de Cramér-Chernof, a seguir.

Teorema 1.2.2 (Cramér-Chernoff). Seja {X,}n>1 uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. definidas no espago de

probabilidade (R, B(R), n), com m = EX,, transformada de Laplace ji e transformada de Cramér .

(i) Se E|X;| < 4o entao

(1.2.1) P(Xa<z)<e ™) se z<m, e

(1.2.2) PXp>z)<e™®), se z>m;

(ii)

(1.2.3) —-Az) < lim %m P(Xn<z), Y2€ER, e
(1.2.4) —A(z) < lim iln P(X, >z),Yz€R.
n—0oo
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Prova:

(i) Sem perda de generalidade podemos supor r = (). pois como veremos adiante é possivel reduzir a este

caso particular se x # 0. Primeiro consideraremos o caso m > 0. Para { <0

P{X, €0) = PS5, =) =P 3 1).

Logo, pela desigualdade de Markov e independencia das v.a’s X; temos que P (e~ > 1) < E (e'5+) =

(f1(t))". Disso segue que

P(Xn < 0) < (i(t)", VL <0.

Por outro lado, através da desigualdade de Jensen, tem-se que

pt)=E(e®) > ™ > =1=4(0), se t20,

e isto permite-nos concluir que inf;er j1(f) = infi<o ft(t). Uma outra maneira de ver isto, quando fi(t) é de
classe C*°(R.), € observar que como ji € convexa (ver Proposicao A.1.2 do Apéndice 1) e m = ﬁ'(O) > 0 entao

infyer fi(t) ocorre quando t < 0, conforme a figura 1.2.1(a), na qual é possivel ver que inf;egr f(t) € [0,1].
Logo,

P(Xn < 0) < (inf a(t))" = enninfrenflt) = ¢=nA(O),
te

onde a ultima igualdade é justificada por (1.1.1).

Agora trataremos o caso m < 0. Tomando ¢ > 0 e aplicando novamente a desigualdade de Markov,

obtém-se

P(R. 2 0)= P (e 3 1) € E(e"*) = ()™

Aplicando a desigualdade de Jensen quando t < 0, chega-se a ji(t) > 1, e portanto, infier f2(t) = infy>0 A(t).
Geometricamente, considerando fi(1) de classe (" (R), pela figura 1.2.1(b) vemos que o infimo de i ocorre

quando ¢ > (. Disso vem que

BRa £0Y 2 (uf B = ¢ ifientt) o gnho),

Para z # 0, com z < m, E(X, —z)=m -2z > 0 e assim podemos reduzir ao caso particular acima

provado, ou seja,
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P(Xa < 2) = P(Sa —nz <0) < inf s, ar(t) = e e Sonmnaltl = g7 RsaonstO),
te

Mas por (1.1.3), e7*s~-22(0) = ¢=nA(#) ¢ disso segue P(X, < z) < e~ Analogamente P(X, > z) <

ﬁ. Aat)

e M2) ser£0 e m<z.

A it)

/ 0 P 0 \ > ¢
(a) (b)
figura 1.2.1

(ii) Se P(X; > 0) = 0 entdo P(X, < 0) =1 e LInP(X, < 0) = 0,Vn > 1, e isto resulta em
lim __ iInP(X, <0)> —X(0). Analogamente, se P(X; <0) =0 entio P(X, >0)=1 e LinP(X, >
0) = 0,Vn > 1, resultando em li_r'nn_m;l‘-lnP(){’,. > 0) > =XA(0). Logo, nos casos P(X; < 0) =0e
P(X; > 0) = 0, (1.2.3) e (1.2.4) sao facilmente verificadas. Por isto vamos supor P(X; < 0) > 0 e
P(X; > 0) > 0 no que segue. A demonstragao sera dividida em duas partes: caso onde X; é v.a. discreta e

o caso geral.

Caso Discreto:

Seja {Xﬂ}rIZL uma sequéncia de v.a’si.i.d. cuja distribui¢do de probabilidade tem suporte em
{z1,22,---},isto é, P(Xy =z;) =p; >0 parai€ {1,2,:--} e 3.;2, pi = 1. Da suposigdo P(X; < 0) >0
e P(X; >0) > 0 temos que 3r € N* tal que min; i<, z; < 0 < max;<i<r z;. Disso, tem-se E:=1 pi <1l.
Defina pi(t) = ):f=1 pie'*', k > 1. A seqiiéncia {tp;}tzl é tal que 9y (t) < ¢2(t) < ---, ou seja, €
mondtona crescente, convergindo pontualmente para ji(t) = Y o, p;e'**, quando t € R. Uma vez que existe
um conjunto compacto C tal que C C {t : fi(t) < +oo} (de fato, mesmo que fi(t) = +oo para todo t # 0,
tem-se (0) = 1 e dai C = {0}, o qual é compacto) entdao pelo Teorema A.2.2 do Apéndice 2 temos que

{¥k}r>, converge uniformemente para ji em ¢t € C. Logo,
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(1.2.5) 1-IHI_~1-_ ::g(i; wr(l) = rlélg: k]ll‘l{::‘ wr(t) = t]g‘g ji(t).

Vamos admitir, sem perda de generalidade, que z; = minj<i<r 2 e 2, = max;<;<, z; Observe que
limy oo 21(t) = limp_gn pie™ = 0 e limg—e_o p1(t) = limy—m oo p1e™** = +o0, isto é, nio podemos
afirmar que para k < r. (1) converge para +oc quando |t| — co. Entretanto, ¢, (1) = pye™ ' + -+ ppe”!
converge a -+oc quando [t| — +2¢, pois limg—_c p1e*' = 400 e liMy—nyoo pre”™t = 400, e assim @i (1)
converge a +oc quando |{| — 4=, para k > r. Também vale que p(t) converge a +o¢ quando |t| — +oc
(ver Teorema A.1.1 do Apendice 1).

Fixe k > r > 1 e defina a; = infien pr(t). Pelo fato de ¢ e ji serem convexas, estritamente positivas e
limygj— oo @k (1) = limy o p(t) = 400 entao existem 7 e 7 finitos tais que ax = (1) e p(7) = infier p(t).
Tomando C compacto tal que 7, 7 € C' teremos aj = infiec @i(t) e infier f(t) = infiec p(t). Assim, por
(1.2.5)

li = inf A(t) = e~ M9,
5, = R A = e

Sejam Ay = {21}, 42 = {22}, -+, Ax = {z} e Ar41 = {Zk41,---}. Sendo assim, {A;,---, Ax41}
pode ser considerado como o espago amostral de um experimento aleatério £ com k + 1 resultados possiveis,
onde P(A;) =pi,i=1,--- ,k,e P(Ag41) = 1—p1—---—px. Definindo as v.a’s M; = { niimero de vezes que
A; ocorre em n repeticdes independentes do experimento £}, i € {1,---,k + 1}, segue que (My,---, Mi41)
tem distribuigdo de probabilidade multinomial (ver James [17]) com parametros (n,py,--- ,pe. 1 — p1 —
c«+—pi). Pelofatode [X;+--+ X, <0 : X; € {z1,---,a:}, =1, 0] C[X1+---+ X< 0] e
Xi+---+Xn <0 : X; € {z1,---,2zx},i = 1,---,n] ser equivalente ao evento [Myz; + --- + Mz <
0, Mi4y = 0], tem-se

P(Xpn<0)=P(X;+ -4 Xp <0)> P(Mizy + -+ Mpzp <0, M4 = 0)

= Y P(Mi=my,-, My =my, Miy =0)

(my, - mg)ES
>P(My=ny, - My =np, My =0)
k n,
= “!1-_[;:'_! =p(ny, -+, ne),
i=

onde S = {(ml,l -, my) :ZLI m;z; <0, Zf:l m; = n}. Note que (ny,---,n;) € S.
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Pelo Lema A.2.2 do Apendice 2, 3¢, > 0. %¢ € N7 tal que para n > N; existem inteiros positivos

- k k .
ny,..., ng tais que Z::l n, =n, Z;:: nr, <0epln, - . ng) 2 ce ;—;1-;,-7(0*}". Dai vem que

1 2 |
;lnP(;\ﬂ <0)>In (‘/E;Tm) + ln ag,

e consequentemente lim, _ %In P(X, <0) > Inag, paratodo k> r> 1.
Uma vez que Inaz converge para Ininfiepp(t) = —A(0) quando k& — oo, chega-se a

lim,__ Lin P(X, < 0) > —X(0). O procedimento para P(X, > 0) é semelhante. Para z # 0 observe

n

" (X.-z1) - . ; ; , : ; .
que [Z-G-'n— < U] e [Xn < r] sdo equivalentes. Sendo assim, repetindo o mesmo procedimento acima

para a seqiiéncia de v.a's {X, —z},,,, chega-se a lim____ XInP (Eﬂgﬁ 2 0) > —Ax,-=z(0). Pela

Proposigdo 1.1.3(i),com a = 1 e b= ~z, vem que Ax,_-(0) = A(z). Portanto, lim,___ 1InP (Xa<z)>

—X(z). Para P (X, > z) o raciocinio é o mesmo.

Caso Geral:

Utilizaremos o caso discreto acima. Assuma X, ---, X, v.a’s i.i.d. quaisquer e defina

; ' S RN
XM(w) = i"(#-%l(‘m""” e X{(w)= ;ZXL (w),
k=1

onde s,k € N* e i € Z. Observe que as v.a's X,(‘” s3o i.i.d. Na figura 1.2.2 vemos que Xi"(w) -Xp(w) <1

* Xi(w)

e Xi(w) < X{(w).

1

1

!

!

1

I

I
o s e

Y

figura 1.2.2
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Seja prs a lei comum de {.\',." '[u')} . Entao
n>l

o - l - -| 5 - ]
i,\'g-ﬁt,\;fJSf(,\;--i——). se (20 e f.\;,ZL\L’Jz:‘(.\;-—i-—). se < .
8 s

Assim, ji(t) < i (t) < e’*pu(t) e p(t)e™t* < p(t). para t > 0. Por outro lado, se I < 0 temos u(t) =
Jis(t) > et/sa(t). Dai vem que g (t) > e~ 145 p(t). Por (1.1.1),

e =X (1)s) _ —tfs . s =)/
(1.2.6) € = :1311;. {(. ;1_.{!)} > rlgrft {r, ‘ ;:{1‘.)} .

sendo A a transformada de Cramér para ;\'L”.

A sequéncia {e‘:’"”‘ﬂ(t)}wl é monotona crescente, e portanto, converge pontualmente para f(t)
quando s — oo. Considerando novamente o conjunto compacto C C {t : ji(t) < +oo}, pelo Teorema
A.2.2 do Apéndice 2, e~2t1/*i(t) converge uniformemente para f(t), ¢ € C, quando s — co. Além disso,

pelo Teorema A.1.1 do Apéndice 1, existem A, B reais positivos tal que f(t) > AeBl!l. Logo, pelo fato de
lim e~V q0) > fim AelI(B-2/9) = 2
Ifil-r-nooc a(t) > I‘IE_I'Hm e =400, se s> B

e por e~2I4/3 3(1) ser convexa, entdo existe T € R finito tal que e~2I"1/¢i(7) = infier e~ 212 i(2). Tomando

C compacto tal que 7 € C teremos que infrec e 21/%ji(1) = inf,er e~ 218/%ji(2). Assim,

. inf e~ 21t/ - inf lim e=2t/2 = s = R
s ) = (g 56 = (g 0) =0
e por (1.2.6) concluimos que lim,_ —A,(':-) > =XM0).

De X; < X}:} decorre que X, < X e por sua vez P(X, <0) > P[)E'};’] < 0). Uma vez que X,(cs} é

v.a. discreta, pelo caso anterior

= = 1
lim ~1n P(%, <0) > lim ~In P(XY) < 0)> ~A,(3),

=00 n n=—0g

e quando s — oo, lim,___ ZIn P(X, < 0) > —=A(0). Por outro lado, de XL” < X + % temos que

X< X+ 1 e isto implica em PXa+120)> P(XY) > 0). Novamente pelo caso discreto,

tim 2P (%, 2 1) 2 lim TP 202 -0 ()

— 00 n n—0o0
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e quando s — oc. lim,, _ %ln P(X, >0)> =\0).

Observagao 1.2.1. No caso em que p(f) = +oco para ¥{ # 0, o Teorema 1.2.2 continua valendo, mas
A(z) = 0 seja qual for ¢ € R (Proposi¢io 1.1.4 (i)), e por isso P(X, < x) < ¢7"**) = |, ou seja, ndo

ganhamos nenhuma informacao relevante sobre P(X, < z).

Observacao 1.2.2. De (1.2.1) e (1.2.3). se 2 < m, entio

=Az) < lim %in P(X,<12)< "ﬁjl; % In P(X, < z) < =XMz),

N=—00

ou seja, lim,,_,‘x,%ln P(Xn < z) = =A(z). Para z > m, também chega-se a lim, Ln P(Xn, > z) =
—A(z), por (1.2.2) e (1.2.4). Assim, o Teorema 1.2.2 nos diz que a probabilidade de X, pertencer ao intervalo

(=00, z], com z < m, e [z,+0oc), com z > m, é da ordem e ") istoé, Ve >0,3N >0 tal queVn> N

e~ (Ma)te) P(X’n <)< e~ MA(z)=¢€)

Além disso, se = m entao limp g %ln P(X, < z) = =\(m) = 0, ou seja, a mesma informagio que a Lei

dos Grandes Nimeros nos fornece.

Observagao 1.2.3. Dizemos que existe uma equivaléncia logaritmica entre P(X, > z) e e~"*#) quando
limp~co *In P(X, > 2) = —A(z) e denotamos por P(X, > z) ~ e ™). Analogamente, existe uma

equivaléncia logaritmica entre P(X, < z) e ¢ ™) se lim, LIn P(X, < z) = —X(2).
Observacao 1.2.4. Sob as hipéteses:

(1a) E (e**1) < +00, se |t] < & para algum 6 > 0;
(2a) X; com lei de probabilidade p absolutamente continua em relagao a medida de Lebesgue,

P(Xn.<z) _

Cramér [8] mostrou que limn,—o =555 = 1, se z < m, ou seja, com estas hipdteses tem-se uma

equivaléncia “exata” para a probabilidade do evento [X, < z]. Contudo, estas duas hipéteses restringem

o universo de v.a’s. Ja a equivaléncia logaritmica ¢é um resultado mais abrangente. embora fornega

limp oo 2 In P(X, < z), z < m.

Observagao 1.2.5. A equivaléncia exata é um resultado mais “forte” do que a equivaléncia logaritmica,

PiX.<1)

pois se tivermos, por exemplo, limn—o =555 = 1, ¢ < m, entdo isto implica em limp—co linP(X, <
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) = AMx). Além disso, a equivalencia exata nos da uma estimativa de P(X,, < ) quando n — >, enquanto

a logaritmica estima In P(X, < r).

No exemplo abaixo, extraido de Chernoff [7], apresentamos uma interessante aplicagio em Estatistica

Matematica.

Exemplo 1.2.1. Sejam Xy, ---.X, v.a's i.i.d. com distribuigio de Bernoulli de parametro 0 < p < 1.
Supondo p desconhecido é natural formular as hipdteses Hy :p=pg e Hy:p=pj,com0<pg<p <1. O
método da razao de verossimilhanga para testar hipéteses simples nos diz que a regra de decisao é: decidir
por Hg se X,, < z, caso contrario decidir por Hy, sendo 0 < z < 1. Seja a, e 3, as probabilidades dos

erros tipo I e 1l respectivamente, isto é,

an = P(X, > z|Ho) e Bn = P(X, < z|H)).
Uma maneira de estimar &, e (8, paran fixo é utilizar a aproximacgao normal, uma vez que pelo Teorema

Central do Limite, \/n (f“ﬁ-) converge em distribui¢io para uma normal padrdo quando n — oo. Assim,
p(1-p

para n fixo

— - T —po » " L o e T e
an =1 @(J‘(——-————m)),0< a5 B @(\/‘(m)),0< - |

Entretanto, quando n — oo os quocientes y/n (7:—'(‘%) e \/f_l( I ) tendem a +oo, e portanto,
o\i—Fo

pi(l=p1)
as probabilidades a serem obtidas correspondem a uma drea muito extrema sob a curva normal padrao, a

qual nao fornece uma aproximagao adequada.

Qutra alternativa para estimar a,, e 3, ¢ utilizar a equivaléncia logaritmica. Note que nao podemos
utilizar a equivaléncia exata, pois X; ndo tem lei de probabilidade absolutamente continua. Sob Hy o evento
[Xn > z], > po, ¢ uma situagio de Grande Desvio em relagdo a esperanca py, pois pela Lei dos Grandes
Nimeros lim,—oo P(X, > z) = 0. Por outro lado, sob H; o evento [X, < z], z < p;, é uma situagio de

Grande Desvio em relagio a esperanga py.
Seja A(z,p) denotando a transformada de Cramér para uma distribuigao de Bernoulli com parametro p

desconhecido. Pelo Exemplo 1.1.2, comw =0ev =1, A(z,p)=zIn (%) +(l=2z)ln (-11—-3-;-) A equivaléncia

logaritmica nos diz que

P(Xn>z|Hy)me ™EP) 25p, e PXn<z—blH)xe™E0n) z2p e §>0.
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Quando § — 0 temos que P(X, < r — 6|H;) converge para P(X, < z|H;), e além disso,

li_r'r‘:]/\(g:_é.p ):éi_::rr]} [(.r—é)ln (f—p-(s) +(1—z+6)In (%)] =rln (E)-}-(l—z)]n(i:;).

Entao, P(X, < z|H,) = e~ "*=P1) 1 < p;.

Suponha que se deseje A(z, po) = A(z,p1), ou seja, que a taxa de convergéncia para zero das probabili-

dades dos erros tipo | e Il sejam iguais. Obtendo « tal que Az, po) = A(z,p1):

I I xr l—=z
i (5) +a-am(1=5) =am () v -0 (157)
I (In (P_1) +ln(1_pn)) =In (_1-Pa)
Po 1-p; l—p
n (152)

In (%ﬂ-) +In (:—:g—‘:) .

3(P0sP1) =

Logo, as probabilidades dos erros tipo I e II sio da ordem e~ "*(=(PoP1)Po) - Ge A(z(po,p1),po) for grande

entao havera uma chance maior de decidir corretamente entre py e pj.

Nas duas proposi¢des que seguem mostraremos a importancia do Teorema de Cramér-Chernoff para a

prova de algumas propriedades adicionais de A. A prova destas duas proposicoes é baseada em Azencott [2].

Proposigao 1.2.1. Seja {Xn}n>1 uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. com p(A) = P(X, € A), para A boreliano

de R. Seja [z,v] C [—o00, +00] cobertura convexa fechada do suporte de pu. Entio:

(i) A(z) = +oo para z € [z, v], enquanto A(z) € finita e continua em z € (z,v);
(ii) Se z é finito, A(z) = +oo equivale a P(X; < z) = 0 e se v é finito, A(v) = +oc equivale a P(X, > v) = 0;
(iii) A é continua a esquerda em v, se v é finito, e continua a direita em z, se z é finito.

Prova: =

(i) Primeiro observe que m = EX; € [z,v] e XnE [z, v] com probabilidade 1. Logo, P(X, < z)=0 para
¥Yn > 1,se z < z, e entdo por (1.2.3), M(z) = +oc. Por outro lado, P(X,, > z) =0 para¥n > 1,se z > v, e

por (1.2.4), A(z) = +o0. E claro que A deve ser finita em z € (z,v), pois P(X, <z)>0 e P(X, >z)>0.
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Pela Proposicao 1.1.2 (ii). A é convexa em R e, em particular. em [z.v]. Segue que uma funcao convexa
em um intervalo (fechado ou aberto) ¢ continua no interior desse intervalo (Coroldrio A.2.1 do Apendice 2).

Portanto, A é continua em (z. v).

(i1) P(X} < 2) =0 resulta em %In P(X, €z)==00,¥n 2 1|, e por (1.2.3), A(z) = +oo. Reciprocamente,

se M(z) = 400 entao P(XN, < z) =0, por (1.2.1). Para v o raciocinio ¢ analogo usando (1.2.2) e (1.2.4).

(iii) Faremos a prova da continuidade a direita em z, pois a continuidade a esquerda em v € provada de
forma semelhante. Seja L = lim,_.+ AMz). Hd dois casos possiveis: P(X) < z) =0 e P(X; < z) > 0.
Quando P(X; < z) = 0, por (ii) tem-se Az) = 4oc. Pela semicontinuidade inferior de A segue que
AMz) <lim, _  Mzn) = L, onde {rn},,Zl € (z,+0) € zp, — z. Isto implicaem +oo=lim_ _  A(z,) =L,
e portanto, A(z) = L. No caso P(X; < z) > 0, P(X, < z) > 0 para ¥n > 1. Assim, A(z) ¢ finita, por
(1.2.1). Pela Proposi¢ao 1.1.2(iv), temos que A é nao crescente para z < = < m, logo, A(z) > L. Agora
suponha A(z) > L e tome uma seqiiéncia {n:,.}“21 € (z,400), £, — z. Uma vez que lim _ _ A(z,) = L,
isto leva-nos a uma contradigao do fato de A ser s.c.i. em R (ver o item (1) da Proposi¢do 1.1.2). Logo,

Alz) = L, permitindo-nos concluir que A é continua & direita em =.
O

Na figura 1.2.3 temos algumas das formas que A pode assumir, de acordo com a Proposi¢ao 1.2.1. Em
(a), P(X=z)=1l,em(b) P(X =2)>0 e P(X=v)>0.Jiaem(c), P(X =2)=P(X =v)=0,eno
caso (d), nao existem z,v € R tais que P(X <z)= P(X >v) =0.
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figura 1.2.3 - Formas que A pode assumir, segundo a Proposi¢ao 1.2.1
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Exemplo 1.2.2. Com relagao ao Exemplo |.1.1, Ma) = 0 se w = a ¢ Mz) = +2¢ se z # a, pois

PiX <a)=0 e PlX >a)=0.

Exemplo 1.2.3. No Exemplo 1.1.2, P(X € z) =1—=p e P(X > v) = p. Logo. pela Proposigao 1.2.1,
pode-se constatar que A ¢ continua e finita em (z,v), continua 4 esquerda em z, continua a direita em v e

Az) = +0c se r ¢ [z, v].

Exemplo 1.2.4. No Exemplo 1.1.3 nao existem z,v finitos tal que P(X > v) =0 e P(X < z) = 0. Por

isso. pelo item (iii) da Proposi¢ao acima, A nao assume +4oo seja qual for 2 € R..

Exemplo 1.2.5. X com distribui¢ao Gama (Exemplo 1.1.5) é tal que z = 0, P(X < z) = 0 e entdo

A(z) = 40c. Contudo, nao existe v finito tal que P(X > v) = 0. Logo. A assume +0o somente para z < 0.

Proposigao 1.2.2. Seja p uma medida de probabilidade em R. tal que ff:; |z|du(z) seja finita. Tem-se:

(1) ff:: e du(z) ¢é finita para todo s < 1;

(ii) fa(t) é finita para todo t > 0 se e somente se limg_. 400 éi:;l = 400 e j(t) ¢ finita para todot < 0 se e

somente se limz_. _ o i&ﬂ = —0o0.

Prova:

(i) Primeiro consideremos o caso p((—00,2)) = p((v,40o0)) = 0, com z,v finitos e u({2})) > 0, u({v} > 0
(ver a figura 1.2.3(b)). Pela Proposigao 1.2.1, verifica-se que

+oo v
/ e M) dy(z) =f e* ) du(z) < +o0.

o0

No caso de z e v serem finitos, com pelo menos um deles de medida nula, utilizaremos a formula de

integragao por partes (ver Billingsley [4]). Suponhamos que p({z}) > 0 e p({v}) = 0. Entao

e m Y
/ e"*(rjd_u(l'):/ et A E) dﬂ(-’:)‘*‘/ e*A(T) dﬂ(-f),

m

sendo m = ff:: z du(z) finita.
Ja sabemos que fzm M) du(z) < 4oo. Para mostrar que a segunda integral é finita, notemos que
s e M dp(z) = [7 e*M*) dF(z), onde F(z) = p(—00,z]. Agora defina G(z) = p([z, +00)) e observe que
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F(x)=1-=G(a)+ p({z}). Note que p({z}) > 0 no maximo em wm mimero contavel de pontos. Verifica-se,
entio, que [ "M dF(r) < + se e somente se [, &M dG(x) < +oc.

Pela formula de integragao por partes,

(1.2:7) /I: M AG(2) = M ([, +00))

1

—f ([, +00))s) (2)eA ) da,

onde ,\'(:u) é a derivada de A(z). Note que pela convexidade de A(z), A’(.r) existe (exceto talvez em um

conjunto contavel de pontos).

Se i(t) = +oo, VI > 0 (figura 1.1.2(b)), temos que A(z) = 0 para » > m (Proposicao 1.1.4(iv)),
e trivialmente f'; eM#) dp(z) < +oo. Por outro lado, se 37 > 0 tal que j(r) < +oo (figura 1.1.2(c)),
entdo, pela Proposi¢ao 1.1.4(v), limz— 4o A(z) = +oo. Além disso, pelo Teorema de Cramér-Chernoff,
e A p([z, 4+00) < e~ 2 > m. Destes dois fatos, segue que limz— 4o €27 p([2, 400) = 0, permitindo-

nos concluir que o primeiro termo de (1.2.7) é finito. Pelos mesmos fatos acima referidos,
.[ P([J:.—{—oo))s.\'(z)e"‘(’) dx 5/ s\ (2)eC~ VM) dr < 4o,
m m

Os outros casos: p({z}) =0, z ou v infinitos, sdo analisados de forma semelhante.

(it) Considere fi(t) finita parat > 0. Entao Mzﬂ >t— 1lnj(t), e portanto, lim; . 4oo ﬁzﬂ >t Comot é
arbitrario, limz_ 4o -“—5_31 = 400. Reciprocamente, vamos supor limg_. 4 5(,—’1 = +o00. Parat > 0 arbitrério
e fixo, podemos encontrar um z; suficientemente grande tal que ﬂrﬂ > 2t, para todo z > z;. Agora observe

que fi(t) = [*! edu(z) + f:;w e'*dp(z). Uma vez que tz < FA(z),

400 400 L
/ e du(z) < / e dy(z) < +oc,

t T

sendo a iltima desigualdade justificada por (i). Por outro lado, [*'_ e**du(z) < 400, e entdo ji(t) < +oco.

oo

Na prova comt < 0 e  — —o00 o procedimento é 0 mesmo.

1.3 - Alguns conceitos gerais

Defini¢ao 1.3.1. Uma fungao I : R — [0,+00] é denominada fungao taxa se:
(i) I # +o0, ou seja, I nao é identicamente +co;
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{(11) I é semicontinua inferiormente;

(1i1) para qualquer L € [0, 40¢), o conjunto {z : [(a) < L} é compacto.

Defini¢ao 1.3.2. Uma familia de medidas de probabilidade {pi }, ., no espaco mensurivel (R, B(R)),

satisfaz o principio de Grandes Desvios com taxa | se:

(1) Eﬁflu elnp (F) < —inf.ep I(z), para todo fechado ¥ C R,

(i) lim e In p(G) > —infzeq I(z), para todo aberto GC R e G # 0.

As definigoes 1.3.1 e 1.3.2 podem ser estendidas para espagos gerais, que sejam completos e separaveis.
Na verdade, a reta real é um espago métrico completo e separdvel (ver Lima [22]). Mostraremos que a

transformada de Cramér satisfaz as duas defini¢des acima, utilizando o roteiro da prova de Stroock [28)].

Lema 1.3.1. A transformada de Cramér é uma fungao taxa.

Prova: E preciso verificar se A satisfaz (i), (ii) e (i1i) da Definigao 1.3.1.
(i) A ndo é identicamente igual a +o0: Por (iii) da Proposigao 1.1.2, A(m) = 0, sendo m = sz zdu(z).
(ii) A é semicontinua inferiormente: ver item (i) da Proposigao 1.1.2.

(i) Kp = {2 : M(z) < L} é compacto se L € [0, +00):
Sejaz € Kg. Parat =1 temos z —Infi(1) < L e parat = —1, —z — Infa(—1) < L. Segue que

Ki C {—=L—-Inj(-1),L+1na(1)},
isto é, K ¢é limitado.

Seja [z, v] C [~o00, +00] cobertura convexa fechada do suporte da lei de probabilidade g, na qual A esta
definida. Seja [a,b] o fecho de K. Se [a,b] C [z,v] entdo pela Proposigdo 1.2.1 (i), A(a) < L e A(b) < L, ou
seja, a,b € K. Por outro lado, se [a,b] = [z,v], com zew finitos, temos A(z) < L para Vz € (z,v). Entao,
segue da Proposigdo 1.2.1(iii) que A(a) < L e A(b) < L. Logo, [a,b] = K, e isto significa que K, é fechado.

Portanto, concluimos que Ky é compacto, pois é limitado e fechado.

O

Teorema 1.3.1. Seja {Xp}a»1 uma seqiiéncia de v.a’sii.d. definidas noespago de probabilidade
(R, B(R), 1) tal que ji(t) < +oo, YVt € R. Seja pt, a lei de probabilidade de X,,. A seqiiéncia {pp : n > 1}

satisfaz o principio de Grandes Desvios da Definigdo 1.3.2 com fungao taxa A e e = L

n'
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Prova: I preciso verificar se {1, : n > 1} satisfaz (i) e (ii) da Definicao 1.3.2.

(1) Seja F~ um conjunto fechado de R. Se F' = @ entdo p,(F') = 0 e por sua vez Inp, (F) = —o0, ¥n = I
logo, nao ha nada para provar. Se m = EX, € F, pela Lei Fraca dos Grandes Nimeros u,(F') converge a

1 quando n — o, e entao limy, .. %ln ol F') = 0= A(m), isto é, também nao hd nada para provar. Assim,

assumiremos F £ 0 e m ¢ F.

Primeiro consideraremos F' C (m.+0oc). Definindo a = inf{y : y € F}, tem-se

hm —Inp,(F) < Iim —Inp,([a.+x)) < =Aa),
n—oo 71 n—oo 1

onde a tltima desigualdade é justificada por (1.2.2), poisa > m ¢ a € F (observe que F é fechado e limitado

inferiormente por m). Pela Proposigao 1.1.2 (iv),

AMa)= iInf Ay) = inf AMy).
(a) yEm - (y) L (v),

[a|+

uma vez que a > m e a € I. Portanto,

ces .
Jim = Injpn(F) < —ylgfp Ay)-

Para F C (—o0,m), definimos b = sup{y : y € F}, e de maneira analoga mostra-se que limy .o ;ll-ln un(F) <
—infyer A(y), utilizando (1.2.1) e a Proposigao 1.1.2 (iv).

Agora considere F' um conjunto fechado qualquer tal que m ¢ F, I} = (—co,m)NF # @ e Fy =
(m,400)NF # 0. Sejaa=inf{y : y € F2} eb=sup{y:y € F1}. Novamente pela Proposicao
1.1.2 (iv), A(b) = infye(oop)My) e Aa) = infyepa,400) A(y), visto que b < m < a. Segue que
fn((—00,b]) < e8| por(1.2.1), e pn([a,4+00)) < e~ por(1.2.2). Como F C (—o0,bJU[a, +00),

entao

pin(F) < in((=00, ]) + pin([a, +00)) < €70 4 ¢7nAC) < gemnmin{AM@A®),

e isto resulta em limy .o L In ptx(F) < —min{A(a), A(b)} = —infyer A(y).

(ii) Mostraremos que para Yz € G, [i_mn_m%lnp,.(G') > —A(z). No caso AMz) = 420, 2 € G, temos
lim, __ +Inu,(G) > —oo0, ou seja, nio hd nada para provar. Portanto, assumiremos que z € G é tal que
Alz) < 4o0.

Suponha que nao existe t € R tal que A(z) = fz — Inpu(f). Entao r # m, uma vez que A(m) =

0 = tm —Inp(t) quando £ = 0. Suponha 2 > m. Por (1.1.2), tz — Inji(t) < t(x —m) < 0,se t <0, e
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entao A(r) = sup,yofte = Inp(t)}. Logo. existe uma seqiiencia {1,,},5, € (0.+>) tendendo a o tal que

{yr —Inp(t,) converge para AMz) quando n — o, e conseqilentemente

lim f_““fnf—lﬂ;:l{fnJJ & C—J\{J'i < +ox.

n—od

Por outro lado,

- +m
o= (tnz=Ini(tn)) :f e du(y).

o

¢ portanto.

(=]

+
(1.3.1) lim eI dy(y) = e M),

=
0o f_ s

A sequiéncia {e‘“(y"‘)}n“, com y € (—00, z), converge uniformemente para a fungao f(y) = 0 quando

n — 0o, logo,

lim et =2)dp(y) = f lim et dpu(y) = 0.

n= J(=00,7) (=o0,z) T

Por outro lado, para que

lim e V=2du(y) < +oo

= J(z,400)

é preciso que p((z,+00)) = 0. Para ver isto, suponha que p({z}) = p({z}) = 3, = > z. Logo,

/ e Idu(y) = 1 4 setnG),
[z, +00) 22

e entdo, lim, .o (5 + %e"‘(‘ ~%)) = +o0. Portanto, p((z,+00)) =0 e

p({z}) = lim /[ . )e"‘“""”dp(y)‘

n—oo

Mas por (1.3.1) temos que e~*) = u({z}), resultando em

1n(G) > pn({z}) > (p({=}))" = e~
e dai lim,__ +Inu,(G) 2 —A(z). Similarmente, prova-se para x < m.
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Consideremos agora que existe 7 € R tal que M2) = 7o — Inp(7), 2 € G. Assumiremos r > m. o qual
implicaem 7 > 0. pois Ma) > 0 e 7z = Inp(r) < 7(x — m), por (1.1.2). Pelo fato de ¢ ser aberto, existe

& >0 tal que (2 — 8,2 + 8) C . Notemos que

n

[-\1 4.4+ Xy E(r—-ﬁ.r-}-ﬁ}] o ”Zi:l{«'\ri—lf)
n

<

sao equivalentes. Defina S = {y.-_. i=1,---.n: ‘;-‘-J:Ty:-l—

<6}. Dai

un(o')zpnux—a,xnn=/sdp(m)---duty,.m

Mas de Bt 'Ey'_rj < & vem que €’ 2wy Vi nT(EHE) < 1, e assim,

/sdﬂ(yl)-'-d#(yn) >e""(‘"'+“fs€f”‘ eeTdp(y) - dp(yn) =8_"7(’“)(,&(1'))"/sdv(yl)”-dV(yn}‘

onde dv(y) = %d,u(y). Pela hipétese ji(t) < +oo, Vt € R, e pela Proposicao A.1.1(v) do Apéndice 1,

tem-se que fi(t) é de classe C™(R). Sendo assim,

+co

% » edu(y) = j_.m (%e‘y) du(y) = /4-00 ve¥du(y),

(=] -0
ou seja, ji' (t) = [13 yeYdp(y). Logo,
+o0 +00 TY .
e a(r)
ydv(y) =f Yy~ dp(y) = —= ==z,
L. o Vil MO = G
onde a ultima igualdade é justificada pela equagao d%('r:: —Inj(r)) = dif,\(z). Logo, concluimos que » é a

esperan¢a de uma v.a. cuja lei de probabilidade é v. Agora assuma que {Y5}, 5, é uma seqiiencia de v.a’s

i.i.d. com lei de probabilidade v. Seja Y, = £ "7 V;. Entdo P(Yn € (z — 6,2+ 8)) = [gdv(w) - - - dv(yn),
e pela Lei dos Grandes Numeros, lim,_.. P(Y, € (z — é,z + 6)) = 1, uma vez que EY; = z. Assim,

lithy s fs dv(yy) - - -dv(ys,) = 1. Das consideragbes acima segue que

n(G) > =T+ (7)) ]s dv(m1) -+~ dv(yn),

resultando em
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lim l Inpa(G) 2 —(re —Inp(7)) — 76 = =A(2) — 2.
1

Como é > 0 ¢ arbitrdrio, vem que lim, ___ & Ingt, (G) > =A(z). No caso & < m o procedimento ¢ anilogo.

O

Observagao 1.3.1. Dembo & Zeitouni [9] (Teorema 2.2.3), mostram que o principio de Grandes Desvios
da Defini¢ao 1.3.2 é valido para qualquer medida de probabilidade p, ou seja, nao sio necessarias as restri¢oes

i j:j I'vld#(x) < 400 ou f‘i'“‘{frdp(r} < 4oc.

-0

Observacao 1.3.2. Uma vez que A° ¢é aberto e A é fechado, com A C R, pelo teorema acima podemos

conclulir que

; - 5 - —_— —_— = :
gz & < et = = —
:Enju Alz) < lim 3 Inp, (A°) < lim = Inp,(A) < nango = Inp,(A) < nll.ngc 5 Inpn(A) < ;2{{ Alz),

n—od n—og

tendo-se igualdade se infz¢ 40 A(z) = inf,¢ 5 A(T).

Observacao 1.3.3. Pela Observagio 1.3.1, pode-se obter (i) e (ii) do Teorema 1.2.1. Para mostrar isto,

considere z < m. Entao
B~ ((=00,2]) < inf A(z) = —Mz)
= - - T)=-— .
nl'ngﬂ n i 11 S z€(—co,z]
Tomando § > 0,
lim llnu"((--oo r+6]) > lim lln;u,,((;a:—é z+8))>— inf  My).
i B ’ = s D - T ye(r—b2+9)

Como é é arbitrario, lim L

oo w0 pta((—=20,2]) > =A(z). De forma semelhante, mostra-se para z > m.
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CAPITULO 2

GRANDES DESVIOS PARA A MEDIA AMOSTRAL DE VARIAVEIS
ALEATORIAS LI.D. EM RY

2.1 - Estabelecendo um prinecipio de Grandes Desvios para a média amostral

O principio de Grandes Desvios de Crameér-Chernofl possui uma extensio para a média amostral de
v.a’s i.i.d. assumindo valores em RY.

[nicialmente iremos enunciar e demonstrar dois lemas, os quais serdo necessirios para definir a trans-
formada de Cramér em R e para provar a Proposi¢ao 2.1.2 adiante. A prova destes dois lemas é feita de

acordo com Stroock [28].

Lema 2.1.1. Seja f : Zt — [—o00, 0] superaditiva, ou seja, f(m+n) > f(m)+ f(n), para todo m,n € Z*.

Se para algum ng € Z*, f(n) > —oo para todo n > ng, entdo lim,_ :“ = SUP3n, {ﬂ?ml} é finito.

Prova: Seja ng € Z* tal que f(n) > —o0,Vn > ng. Defina o = zn}up{-!-%'-l ‘n > ﬂo}. Uma vez que

—o0 < f(n) < 0 para n > ng entao ﬂnﬂ é finito, e por isso a ¢é finito. Dado m > ng, defina ¢, = [Z]

como sendo o maior inteiro de X erp =n— [ﬁ] m, onde n > m. Para n > 2m, utilizando a propriedade

de superaditividade:

J(n) _ fgnmtrn) _ f((gn —Vmtm+ra) | f((gn = )m) + f(m +1n)

n n n n
s ln=m f(m) | f(m+ra) o (o= Dmfm) L fR)
i n m n n m m<k<2m—-1 n

Note que tomamos n > 2m para que (¢, — 1) > 1, pois f esta definida em Z*. Também observe que

0<r, <m-—1, pois 0 < r, < mery, ¢ inteiro.

. & . a1 s
Uma vez que lim__ _ minm<r<am—1 L{,—f—}- =0elim, _ %-)ﬂ =1, tem-se lim___ ﬂ:] = i’%l para

m > ng e dai vem que lim [n) 5 SUPm>n, {M} = a. Por outro lado, como a = sup,,>,, {ﬁmﬂl} >

T — 00 n m
infhen- SUPLs, {!—&ﬂ} =hmyae ﬂ“ﬂ entdo lim,_ o !-E-:-'—l = a. Logo, concluimos que limy, —o Ln) existe,

n

¢ finito e igual a sup,,3,, {ﬁr;_"l}
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Lema 2.1.2. Seja {X,},>, uma seqiiéncia de v.a’s iid. definidas em (R4, B(R?).u), sendo B(R?) a
o—dlgebra de Borel em RY. Defina fin) = InP(X, € C). onde € ¢ conjunto convexo. Entio [ é
superaditiva e se f(n) = —oc ou f(n) > —x para todo n > ng. ng € Z7, tem-se que limy_ .o L"{U existe

em [—oo, 0]. Além disso, lim,, ’-ri:—' existe para todo aberto e convexo (',

Prova: Considere C' convexo. Entao para m.n € Z°%

v v Xi+Xa4--+ Xy X v i
P(X,.EC}P(X,,.GC)=P(‘ e s ec.)P( it +\+"ec)

mn m

s (.\'1 + X ::+ Xn c o Xnnr m+ Xntm o C) ’

onde a iltima igualdade justifica-se pela independencia das v.a’s. Vamos definir 7z = XutXadodXa

— X ot Xngm : v 7 ) Y
W = &Lﬁm_'h_u-_ Disso decorre que Xpim = n:mz + n—f:-;w. Por C' ser convexo e X, ., ser uma

combinagio linear convexa de Z e W, tem-se que [Z € C,W € C] implica em [Xn4m € C]. Portanto,
P(Z € C,W € C) < P(Xntm € C). Dai vem que P(X, € C)P(Xm € C) £ P(Xpn4m € C) e aplicando
logaritmo obtemos f(n) 4+ f(m) < f(n + m), ou seja, f é superaditiva.

Agora suponha que 3ng € Z* tal que f(n) > —oo, Vn > ng. Entao, pelo Lema 2.1.1, limp—. o0 J—gl =

SUPm 31, {ﬁmﬂl} > —o0. Por outro lado se P(X, € C) = 0,¥n > 1, entdo f(n) = —oo, e portanto,

limp—co ﬂnﬂ = —oo. Em ambos os casos diremos que lim,— ﬁnﬂ existe, uma vez que f(n) pode assumir
—00.
Resta ainda provar que se C ¢ aberto convexo entao f(n) = —oco ou f(n) > —oo para n suficientemente

grande. Seja K cobertura convexa fechada do suporte de p. Se CNK = @ entao P(X, € C) = 0 para
¥n > 1, e portanto, lim,, .o ﬂ:—‘ = —oc. No caso em que P()?m € C) > 0, m € Z*, prova-se (ver Deuschel
& Stroock [10], Lema 3.1.2) que 3N € N~ tal que paran > N, f(n) > —co.

O

Defini¢ao 2.1.1. Seja {Xn},,, uma seqiiéncia dev.a’si.id. definidas no espagode probabilidade
(R4, B(R?), ). Seja

(2.1.1) I(C) = lim %111 P(X, €C), para C convexo.

Define-se A : R — [0, 4c0] como
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(2.1.2) A(x) = —=inf {{(C) : C aberto convexo, x € C'} = sup {=I(C') : €' aberto convexo. r € (G50

Definicao 2.1.2. Secja A € B(R4). Definimos

. = . — -
[(A)= lim ;ln P(X, € A) e I(A) = l1mﬁ_%1n P(X, € A).

n—oo

Quando [(A) = I(A), denotamos por I(A) o valor comum, conforme (2.1.1).

Lema 2.1.3. A funcao A, definida em (2.1.2) é:

(1) semicontinua inferiormente;

(ii) convexa.

Prova: A prova ¢ extraida de Vares [30].

(i) Provaremos que A(z) < lim, _ A(y) para Vz € R Seja z € R%. Entéo, por (2.1.2), tem-se que para
Ve > 0,3C aberto e convexo, com z € C, tal que —{(C) > A(z) —¢. Por outro lado, se y € C entdo
-l(C) < My). Assim, Mz) — € < —I(C) < A(y)- Logo, A(z) — € < li_my__.z A(y), e como € é arbitrario vem

que AM(z) < lim _ _ A(y), isto é, A é semicontinua inferiormente em z.

(i1) E preciso provar que Maz+(1—a)y) < aMz)+(1—a)A(y) para Vz,y € R? e todo a € [0, 1]. Utilizando
o Teorema A.2.4 do Apéndice 2, basta provar que A (%Y- < %(,\(a:) +A(y)), Vz,y € R% Sejam z,y € R e
C um aberto convexo tal que %’L € C. Afirmamos que existe C, Cy, abertos convexos comz € C| ey € Cs,
tal que 3 (Cy + Cs) = {#% : 2 € Cy,w € C2} C C. Para verificar isto, tome C; = Bs(z) e C2 = Bs(y),
com & > 0, isto é, assuma que C; e C, sao bolas abertas em RY. Agora tome = € C; e w € Cy. Entéo

|z—2z| <6 e |w-y| <8, e portanto,

1
E(Iz—x|+|w—y|)<6.

itw zty| |-z w-y
2 2 171 2 2

E

Logo, %% € B; [%-"’-) e conseqiientemente *£% € (', para 6 > 0 suficientemente pequeno. Assim, z € Cy

e w € Cy implicam em #£% ¢ C, ou seja, %(Cl + Cy) C C. Utilizando este fato,

[«\1+"'+An Eclln[e\n+1+"'+xzn ECz] g [/\1+'+a\’_7r|

n n 2n

ec|.
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resultando em P(X, € C1)P(X, € Cs) < P(Xa, € ('), ¢ assim,

1 /1 1 l
7 (w PN, eCy)+—=InP(X, € (2_‘)) < §_l|n P(Xon € C), para¥n > 1.
n 1

n

Disso resulta em % (—I(Cy)—U(Ca)) = =l(C) e consequentemente -;-{A(.t) + Ay)) = —=l(C), para todo aberto

convexo C' com £ € C. Logo, 3 (AMz)+ A(y)) > A (5.

Proposicao 2.1.1. Para 4. B € B(R?), tem-se:

(2.1.3) max{l(4),(B)} <I(AUB) <I(AU B) < max {I(A4),I(B)} .

Prova: A prova ¢é feita de acordo com Azencott [2]. Claramente [(A) < [(AUB) e I(B) < (AU B), e disto

decorre a primeira desigualdade. Para provar a terceira desigualdade de (2.1.3), tome ¢ > max{f(A),?(B)}.
Como ¢ > I(A) = infpen SUPE>n +In P(X) € A), entao 3ng € N tal que ¢ > SUPE>n, Lin P(Xx € A) e disso
decorre que ¢ > ¢In P(Xy € A), para k > no. Dai, e > P(Xx € A),k > ng. Analogamente, 3m, € N*

tal que e“* > P(X; € B) para todo k > mg. Segue que para k suficientemente grande

P(Xi € AUB) < P(X; € A) + P(Xy € B) < e + ¢,

e portanto, I(A U B) < c¢. Agora suponha que max {I(4),1(B)} < I(AU B). Sendo c arbitrario, podemos
toma-lo de tal forma que max {?(A),T(B]] < e < (AU B). Mas isto contradiz a conclusdo anterior de que

1(AUB) < c. Logo, (AU B) < max {I(A),1(B)}.
O
Proposigao 2.1.2. Seja A o fecho de A e A° o interior de A, com A € B(R?). Tem-se:
(i) —infzeo A(z) < I(A);
(ii) se A for compacto, (A) < —inf ¢4 M2);
(iii) se A for compacto e infre 40 A(z) = inf ¢ 5 A(2) entdo I(A) existe e I(A) = —infrea A(z);
(iv) se A é uma uniao finita de abertos convexos entao I(A) existe e [{A) = —infreq A(2).

Prova: A prova é extraida de Vares [30].
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(1) Inicialmente suponha A4 aberto (A = A°). Tome r € A. Como A ¢é aberto. 38 > 0 tal que Bs(z) =
{y:]y—a] < b} C A Poroutro lado, sendo Bs(z) aberto convexo temos pelo Lema 2.1.2 que [(Bs(x)) =

[(Bs(x)). Como Bs(z) C A implicaem [(Bs(z)) < {(A) vem que

—A(z) = inf {{(K) : K aberto convexo, 2 € N} < {(Bs(x)) = [(Bs(2)) < [(A),

ou seja, —A(z) < I(A) para Vz € A. Logo sup,¢4 {—A(2)} < I(A), o qual é equivalente a —infreq A(z) <
I(A). Nocaso de A nao ser aberto, usamos o fato de A® ser aberto e A° C A. Assim, —inf g 10 A(z) < {(A°)

e conseqilentemente — infye 0 A(z) < [(A).

(ii) Suponha A compacto (4 = A). Seja

a> - igg A(z) = sup inf{{(C') : C aberto convexo, z € C}.
* TEA

Entao, para cada z € A, 3C, aberto convexo, contendo z, tal que a > I(C;) e também A C U:e.a C:. Uma
vez que A é compacto, pode-se obter uma subcobertura finita para A, isto é, Im>1e zy,---,2,, € A

tal que A C Uf;l Cz,. Sendo C;, aberto convexo, pelo Lema 2.1.2, [(C;,) = [(C%,), e assim

i(a) <1 (CJ cr.) < _max I(C.)<a,

onde a segunda desigualdade justifica-se por (2.1.3).
Suponha que —infze4 A(z) < maxi=1,....m [(C:,). Entao, como a ¢ arbitririo podemos tomad-lo de tal

forma que —infzes A(z) < a < maxj=y,.. m [(Cr,). Mas isto contradiz o fato de max;=y ... m [(C:,) < a.
Logo,

T(A) .<_ ? (O Cz.) < izrﬂﬁ'?fm!(cx.) < “;25’\(3):

=1
isto &, I(4) < —infzea A(z).
No caso de A néo ser compacto utilizamos o fato A C A, o qual implica em I(A) < I(A), completando
a prova.
(iii) De (i) e (ii), — infzepe A(z) < I(A) < 1(A) < - inf ¢ 4 AM(z). Logo, I(4) = I(A) = I(A) = —infoea Mz).

(iv) Suponha A = U;’;1 Ci,onde Cy, - ,Cy, sio abertos convexos (m > 1). Pelo Lema 2.1.2 [(C;) = 1(C;) =
[(C;). Assim, pela Proposigao 2.1.1,

G I(Ci) < i(CJ C.') <1 (CJ Ci) s e I(Cs),




e portanto, ((A) = maXi=y,... m ((C5).

Vamos definir A(A) = infrea Mz) ¢ MC5) = infree, A(x). Observemos que A(A) = min;=y,

m

{A(C})} e equivalentemente —A(A) = maxi—; ., {=A(C})}. Quer-se provar que

_max {—A(C))} = _max {3} = U A).
Para isto, basta verificar que I(C;) = —A((,), onde i = 1,--- 'm. No caso I(C;) = —o0, a igualdade é facil-
mente verificada, pois {(Cj) = —oc implica em Mz) = 400, Yz € C}, e consequentemente — infyec, A(z) =

—o20. Agora suponha I(C;) > —oc. De (i) temos —A(C;) < I(C;) parai = 1,--- ,m. Falta-nos ainda provar
{(Cy) € =A(C;). Pelo Lema 2.1.2, existe liny,; f—llnpn[C-',-), sendo y1,(Cy) = P(X, € Cy). Isto quer dizer
que dado ¢ > 0, 3n, € N* tal que se N > n, entio |% Inpupn(Ci) — l(C,']] < €. Assim,

(214) —e+1(C;) < ;ll—lﬂpn‘(c',‘).

Sendo C; aberto convexo, existe um conjunto K., compacto e convexo, tal que K, C C; e p, (K.) >

(I = €)un,(Ci) para € € (0,1) (ver Deuschel & Stroock [10], Lema 3.1.1). Deste fato e por (2.1.4),

Inpn (K¢) 2 Inpn (Ci) + In(1 = €) > n(I(C;) — €) + In(1 — ¢).

Defina f(n) = In p,(K,). Pelo Lema 2.1.2, f(m + n) > f(m) + f(n), visto que K, é convexo, e assim

f(mne) > mf(ne) > mnc(I(C;) = ) +mIn(1- ) para m € N".
Logo,
f(mﬂt-] ; lln(l—c)l
fnne) s ey = (e 1229,
resultando em
(i) = Jim 122 > yicy) - (c + L‘_(ﬂ) |

n¢

Por outro lado, como K¢ C Cj, tem-se sup,cc, {—=A(z)} > sup,ck, {—A(x)}, ou seja, =A(C;) > —A(K).
Portanto, por (ii)

_A(Ci) e _A(I\.r) 2 “I\.() 2 i'(Cl) e (f + llL“'L__f)_l) :

.
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Como ¢ > 0 ¢ arbitrdario. tomando-se ¢ suficientemente pequeno ¢ concomitantemente n, suficientemente

i
grande, vem que (-' + M

) pode tornar-se arbitrariamente pequeno, e portanto, —A(C;) > (). Isto

prova que [((5) = —A((}) parai=1.2.--- .m. permitindo-nos concluir que /(A) = —A(A).

Observagao 2.1.1. A Proposigao 2.1.2 permite-nos enunciar um Principio Fraco de Grandes Desvios
(segundo a definicio de Dembo & Zeitouni [9]) para a familia {‘u"}“Zi’ pn(A) = P(X, € A), isto
é:

(1) limy oo £ In pa(F) < —infzer M), para F C R e F compacto;

(i) lim, ___ Lnpa(G) > —infrec M), para G C R? e G aberto,

sendo A definida como em (2.1.2).

Observacao 2.1.2. Para a Proposigao 2.1.2 ser uma generalizagido do Teorema 1.3.1 é preciso eliminar a
hipétese de compacidade no item (ii). Pelo fato de {,, : n > 1} ser uma familia de medidas de probabilidade
exponencialmente “tight”, isto é, {, : n > 1} é tal que para todo & < +00 existe um compacto K, C R¢
tal que Tim, — o Lnpn(KE) < —a, e por (i) da Observagao 2.1.1, é possivel provar que limp—co Linpan(F) <

—infzep A(z), para qualquer fechado F C R? (ver Dembo & Zeitouni [9], Teorema 2.2.30).

2.2 - Generalizando a transformada de Cramér para R

Analizando a expressdo (2.1.2) ndo é de imediato deduzir que se trata de uma generalizagao da Defini¢ao
1.1.2. Na proposigiao abaixo obteremos uma extensao “natural” da Definigao 1.1.2.
Definigao 2.2.1. Seja i uma medida de probabilidade em R%. A transformada de Laplace i : R —
(0, +0c0] para p € definida por

() =f e"IHdp(z), te R4,
Rd

onde t = (41, -+ ,tq), 2 = (27, -+ ,2q) e (t,z) =tz + -+ tazqg.

Proposicao 2.2.1. Se E|X,| = fn.-f |z|du(z) < co entao

AMz) = —inf {I{(C) : C aberto convexo,z € C} = sup {(t,z) —Inj(t)}.
tER4
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Prova: Segundo a prova de Vares [30]. dividiremos em duas partes: casod =1¢d > 1.

Caso d = 1:
Sem perda de generalidade assuma EX; = (. Defina Mz) = supertfz—Inp(t)j. A fungio A : R — [0, +oc]

¢ semicontinua inferiormente e convexa (Proposigao 1.1.2) e A : R — [0, +x] também € semicontinua

inferiormente e convexa (Lema 2.1.3). Além disso,

Ma) = —inf {{(C) : C aberto convexo, x € U} = — ]T;]] {((x —c.x+¢€)).

Entdo, A(0) = —lim_ol((—¢,¢)). Mas {((—=¢,¢)) = limp—oo ~In P(X,, € (—¢.c)), e pela Lei Fraca dos

n

Grandes Nimeros, Ye > 0, P (lin| > €) converge a zero quando n — oo. Assim, P (

Xa| <€) converge a
1 quando n — co. Logo, I((=¢,¢€)) = 0, e disso temos A(0) = 0. Por outro lado, A(0) = 0, pela Proposicio
1.1.2 (iii).

Supondo que A assume +oo temos pela Proposiio 1.2.1 (i) que 3r € (=20, 0] tal que :\(::) = 400 se
r<re 3pé€[0,+00) tal que :\(:c) = 400 se > p. Além disso, A é finita e continua em (r,p). Também
pelo item (iil) dessa mesma proposicao, ) ¢ continua A esquerda em p e A direita em r. Analogamente &
prova da Proposigao 1.2.1, mostra-se que se A assume +o0o entao existem s € (—o0,0] e ¢ € [0,+00) tal

que A(z) = 400 se z ¢ [s,q], A € continua e finita em (s, ¢), continua i direita em s continua a esquerda
em q.

No que segue utilizaremos as notagoes:

lim A(y) = AMz~), lim A(y) = A(zh), lim AMy) = AMe™) e lim A(y) = MzH).
Y=z~ y—zt y—z— y—zt

Seja z > EX; =0 e € > 0 suficientemente pequeno de maneira que z — € > 0. Pelo Teorema 1.2.1(ii),

{(z—¢€,2+4¢€) nliugo % InP(X,€(z—¢,z+¢)) < l‘Ii_'ng(J % In P(X, € [z — ¢,40))

I([z — ¢, 400)) < —Mz —¢),

e assim —A(z) = lim,—o I((z — €,z 4+ ¢)) < lim_g —A(z — €) = —=A(z™), ou seja.

(2.2.1) Mz) > A(z™), se z>0.

Seja x > 0. Por (1.2.4) e (2.1.3),

~\z) < I([z,+00)) < W[z, +00)) < max {I({z}),/(z, +20))} .
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Pelo Lema 2.1.2. I((x,+00)) = l((x.+x)). e pela Proposicao 2.1.2 (iv).

(2, 4+x)) = — ;:;!L AMuy).

Além disso, pelo item (ii) dessa mesma proposicao, ?{{.r}} < —infyeqr) My) = —A(x). Dai vem que

y>r

max {{({z}).1{(z,+2¢))} < —min {A(r]. inf )«(y)} :

e portanto, —A(z) < — min {Mz),infy5- A(y)}. Como z > 0, entdo infys - Ay) = lim,_o+ Az +€) = A(2T),
pois A(+) é convexa e A(y) > A(0) =0 para y > r. Logo,

(2.2.2) min{\(z), Mz*)} < Az), se = >0.
Supondo p < ¢, iremos discutir os seguintes casos:

(19 0<a<p<q

Pelo fato de A ser continua em (r,p), A(a~) = Ma) e por (2.2.1) Ma) < A(a). Por outro lado, como A
¢ continua em (s,q), A(at) = A(a) e por (2.2.2) A(a) < Ma).
(2°) 0<p<g<a

Quando z ¢ [r,p), A(z) = +o0, e quando y ¢ [s,q],AM(y) = +oco. Assim, A(a~) = A(a) = +o0 e
Aat) = A(a) = +oo.
3% 0<p<a<yg:

Neste caso A(a™) = 400, A(a) < 400 e A(a*) = A(a) < A(a) = +cc.

No (12) e (2°) casos temos A(a) = A(a), mas o (32) caso nio satisfaz (2.2.1). Assim, vemos que nio
¢ possivel p < q. Supondo ¢ < p e fazendo uma discussao andloga, conclui-se que este caso também nio é
possivel. Logo, p = ¢, e portanto A(z) = Mz) para z > 0. Seguindo o mesmo raciocinio acima, chega-se
ar=s e Az)= Az) para z < 0. No Exemplo 1.1.3, A e A nio assumem +o0o, motivo pelo qual nio é

necessario fazer a discussdao acima para peq.

Caso d > 1;

A prova consistira em utililizar o caso unidimensional. Antes provaremos

(2.2.3) A(z) = —inf {{(H) : H semiespago aberto, z € H} = sup {—I(H) : H semiespago aberto, z € H}.
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Sabe-se que um semiespago ¢ convexo, logo.

Az) = sup {={(C') : C aberto convexo, x € C'} > sup {—I(H) : H semiespago aberto, 2 € H}.

Para provar a desigualdade reciproca vamos supor A(z) > 0, pois

0= Mz) > sup {—I(H) : H semiespago aberto, 2 € H} > 0,

visto que —{(H1) > 0.

Defina C' = {y : My) < Mz) — ¢}, para ¢ > 0 fixo. A seguir mostraremos que C' ¢ convexo e fechado.

C é convexo:

Sejam y1,y2 € C e «a € [0,1]. Disso, tem-se

ad(y) Se(Mz)—¢) e (1-a)d(y:) < (1 - a)(Mz) - o),

e assim, aA(y1) + (1 —a)A(y2) < A(z) — €. Sendo A convexa, A(ay; + (1 — a)y2) < aA(y1) + (1 — a)A(y2) <

A(z) — ¢, isto é, C é convexo.

C é fechado:

Provaremos que o complementar de C' é aberto, ou seja, C°® = {z : A(z) > A(z) — €} é aberto. Uma
vez que A é s.ci. em z temos que para Ye > 0,36 > 0,Vz € R? com |z —z| < §, A(2) > Az) — e
Logo, Yz € R4, |z —z| < 6, tem-se z € C°. Como também z € C*, Bs(z) C C*. Seja v € C*. Logo,
A(v) > Ma) —e. Por outro lado, como A é s.ci. em v, Ve > 0,3y > 0, Vy € R?, com |y — v| < 9,
Aly) > A(v) — € > A(z) — 2¢, e portanto, y € C°. Assim, concluimos que para Vv € C° podemos obter uma

bola aberta contida em C*. Logo, C* é aberto e por conseguinte C' ¢é fechado.

Agora provaremos que o fato de r ¢ C' implica na existencia de um hiperplano, o qual separa estrita-
mente z e C.

O ponto pe(z) € C tal que ||z~ pe(z)|| < [lz =y, Yy € C, denomina-se de projegao de z sobre C,
e além disso pe(z) ¢ unico (ver Teorema A.2.5 do Apendice 2).

Seja u = & — pc(z) e defina h(y) = (y, u). Entdo, h(z) —h(pc(z)) = (& — pe(z), z —pc(z)) = ||u]]? > 0.
Logo, h(z) > h(pc(z)). Por outro lado.

h(y) = h(pc(z)) = (¥, u) = (pc(2)),u) = (v = pc(2), = — pc(z)),
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e pela Proposicao A.2.2 do Apendiece 2. (y — pe(a), 2 — pe(a)) < 0 para Yy € ('. Por conseguinte. tein-se
hy) < hlpe(r)) < h(r). Yy € C. ou seja, M = Sup,ec h(y) < h(z). Portanto. hiy) = hipc(x)) ¢ um
hiperplano o qual separa estritamente » ¢ (.

Prosseguindo, seja Il = {z: (z,u) > M}. Note que H é um semiespago aberto e r € If se e somente se
h(z) > M. Suponha H N C' # 0. Entao, paraw € HNC, tem-se (w,u) > M e (w,u) < M, a qual é uma
contradigao. Logo, H NC =B, e porisso H NC* # 0, H C C°. Tendo em vista que H C C* e utilizando a

Proposicao 2.1.2(iv), temos

=l(H) = :iéljl; Alz) > Mz) — ¢,
pois para todo z € H, A(z) > A(z) — . Isto significa que

sup {—I(H) : H semiespago aberto, z € H} > AMz) — ¢

para € > 0 arbitrario, provando (2.2.3).

Todo semiespago que contém z pode ser expresso como

H(t,r)= {zeR‘i: {z,1) < r}, onde teR? e reR.
Portanto, (z,{) < r. Seja {(t,Xn}},5, seqiiéncia de v.a’s i.i.d. com lei de probabilidade comum g, e
respectiva transformada de Cramér A,,. Denotemos Ai(-) = A,,(-). Note que o dominio de A,(-) é R. Seja
l((I) = limy—~co = In P({t, X;,) € I) para I intervalo em R. Por (2.2.3), comd =1,
A(s) = max{sup {=li(=00, 1)}, sup {—=l¢(r,+00)} } , SER.
r>s r<s

Mas (t, X,) € (—oo,r) equivale a X,, € {yeRI:(t,y) <r} = H(t,r) e (t,X,) € (r,+>) equivale a

X, € {z€RY4:(~t,z) < —r} = H(~t,—r). Disso vem que

- nlmiln P(Xn € H(t,r)) = I(H(t,1)) e

li(r,+2c) = lim %mp(){',, € H(~t,—1)) = l(H(~t, —r)).

Segue que

r>(t,x

M({t,z)) = max{ sup II{—-I{!—I(t,r))}, sup ’{—-J(H(-t, —r)}]} ,
r< (t.r
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onde usamos o fato de (=1, z) < —r e (l.x) > r serem equivalentes.
Lembrando que g é a lei de P(X,, € A) e A é a transformada de Cramér para ji, temos por (2.2.3) que

Ala) = sup,epa Ad({t, ). Pelo caso d =1 decorre que

Ae({t,2)) = :2}: {s{t.z) — Inp(s)}.

Notando que

ft(s) = BetltX1) = EelstX) = (1)

Lemos

A(z) = sup sup {(ts,z) — Inji(st)} = sup {{t,z) —Inp(t)}.
teRd seR te R4

Através da Proposi¢io 2.1.2, Observagao 2.1.2 e da Proposigao 2.2.1 agora podemos enunciar o teorema

a seguir, o qual generaliza o Teorema 1.3.1.

Teorema 2.2.1. Para {p, :n > 1}, pu.(A4) = P(X, € A), tem-se:

(i) imp— oo ;l;p,,(F) < —infzer A(z), para qualquer fechado F C RY;
(i1) im__ L4.(G) > —infzeg M=), para qualquer aberto G C R?,

sendo A(z) = sup,cgre {{t,z) — Ina(t)}.

2.3 - Alguns exemplos

Exemplo 2.3.1. Seja Z = (X,Y) um vetor aleatério com distribuicio Normal com parametros m =

(mx,my), o0 =(ox,0y) e |p| <1, onde p é o coeficiente de correlagao entre XeY .

A densidade do vetor Z é

1 - {_Q(u. v)}
2roxoy+/1 — p? > 2 '

onde
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Oy i) = 1 ; {(u— my )2 e (u - mx) (t-‘ - my) " (; — my )_’}
1 —p? Tx Ty 7y '_u_"r‘."",'

ez =(u,v) € R2

A extensao da Proposicao 1.1.1 é A(z) = —Ininf,er2 {e"{"‘};i(t)}. Sendo

2 2
0% 2 oy "
u(t) = exp {mxh + myls + —2‘-‘-!; + poxaytits + —5—-15} , L= (11.12) € R?,

tem-se e~ {43 ji(t) = g(t,,12), com

2
o’}'
2

2
3

2t";’+

glt1, 1) = exp {—t;u —tov+myty +myts + i% +prrxo'y!1f3} :

As derivadas segunda de g sao: g, ¢, =0% >0, 91,1, =03 >0 e g4, = poxoy > 0. Como

Gty Gtarts — (Gt1.02)° = 0%0%(1 = p?) > 0 e gi,q, > 0 segue que g(ty,{3) tem um ponto 7, o qual é um

minimo absoluto. Analogamente ao Exemplo 1.1.3, para obter 7 minimizamos

ok

ti(mx — u) + ta(my —v) + B

2, 0% o
151 +Tf§+pﬂ'x0‘rf|fg

em relacgdo a t; et,. Mas isto resulta no sistema de equagdes

{-u +my + cr?(‘rl + poxoym =10
—v+my + 0y + poxoyr =0

cuja solugio é

s o3 (u — mx) = poxoy(v—my) . s oy (v —my)— poxoy(u—mx)
ok (1 - p?) o303 (1—p?)
Assim,
e - oyv(u—myx)? + 6% (v —my)? = 2poxoy(u—my)(v —my)
1=t -0y - B ke ~
0<p<l

Suponha A = {:=(u,v)ER? : —x <u<z e —x<v<y}, onde r,y € R. Gostariamos de

calcular lim, .o L In P(X, € A). Analogamente ao caso d = 1, a transformada de Cramér em R? é tal que
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Almy ,my) =0 e Mu.v) >0 s (w.v) # (my.my). No caso de nma distribuigao normal bidimensional, o

grafico de A é um paraboléide eliptico centrado em (my.my ). Se e > my e y > my entao

inf A(z) = inf A(z) = 0= Almy,my),
TEA® zEA

e assim lim, _ . }Iln P(X, € A) = 0. Por outro lado, se x < my e y < my entio

inf A(z) = inf A(z) = Alz,y) >0,
z€A° ZEA

e portanto, lim, — . %]n P(X, € 4) = =\(z,v).

b ]
Quando p=0e X =Y, Mu,v) = QI-%L. isto é, o mesmo resultado que chegariamos utilizando o

item (ii) da Proposigao 1.1.3.

Neste exemplo vemos como a Proposigao 2.2.1 fornece-nos uma maneira pratica de calcular A em RY.
Ja a expressao (2.1.2) nao tem a mesma operacionalidade, embora seja um instrumento valioso na prova da

Proposigao 2.1.2.

Exemplo 2.3.2 (extraido de Bucklew [5], exemplo 6 - pag. 21). Seja Z um vetor aleatério d-dimensional com

d

distribui¢do normal de esperanga m = (m;,---,mg) e matriz de covariancias V = {”*'J}ij=1' Assumindo

que V possui inversa, a densidade de Z ¢é

Vdet(V-1)

1
Wexp {—-2*(2 —m)T V" Yz~ m)} . s ER®

onde (z — m)T indica o vetor transposto de (z — m). A transformada de Laplace é

u(t) = exp{(!,m) o+ —;-tr‘."f} JA=(ty, - ,1a).

Quer-se calcular

A(z) = sup {{t,z) — Inp(t)} = sup {(t,:) —(t,m) — %tTVt}
teR4 teRd

1 1
sup {(t,: —m) — —tTVt} = sup {fT(z —m) — »iTW} y
iER‘ 2 IER‘ 2

Para isto, defina
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d

d d
1l .. : ]
g(l}:!r(:—r:r)—gf‘r\ = E tilzy — ) — 2 E E Lityug g
=1 =1 )=l

- % . 7kl d d . . .
A matriz hessiana de g é H(g) = {0—“:—{—} = {uf;,-.j},.ju_l,ou seja, H(g) = —V. Uma vez que V é matriz
s Jis=1 2=
positiva definida, entdo todos seus autovalores sao reais positivos (ver Strang [27]). Mas isto implica que os
autovalores de —1" sao todos reais negativos. Sendo assim, o indice da matriz hessiana de g (definido como o
nimero de autovalores positivos) € zero, e por isso g tem um ponto de maximo absoluto = (ver Lima [23]).
Para calcular 7, note que o gradiente de (7 (z —m)— %PTI-’! ¢ (z—m)—Vi. Entao 7 é obtido através

da solugdo da equagdo (2 —m)— VI =0, ouseja, 7 =V~!(z —m), z € R4 Segue que

AM2)=1T(z=m) - —;-TTVr =(z=-m)TV i z=m)- %{: -m)Tv-Yz-m)= —;-(z -m)TV-1(z —m).

Nos exemplos do Capitulo 1 podemos observar que lim, . %ln P(X, € A) sempre existe quando A é
uma semireta. Nos exemplos 2.3.1 e 2.3.2 este limite também existe quando A é um semiplano. No exemplo

a seguir veremos um caso em que limp_q % In P(X, € A) nao existe, mesmo para um semiplano.

Exemplo 2.3.3 (extraido de Dembo & Zeitouni [9], exercicio 2.2.37). Seja {Xn},,, uma seqiiéncia
de v.a’s i.i.d. a valores em R? tal que P(X, = (1,0)) = P(X; = (0,1)) = % Considere o semiplano
F = (=o0,] x (~o0.3].

Suponha n = 2. Entdo [X, € F) se e somente se [X; = (1,0), X2 = (0,1)] ou [X; = (0,1), X2 = (1,0)]
e dai vem que P(X, € F) = 2-2-15. Se por exemplo a amostra aleatéria tivesse resultado em z; = (1,0) e

x5 = (1,0), entdo #, = (1,0) ¢ F. Para n = 4, [X,, € F] sc e somente se ocorrer um dos seguintes eventos:

[X1=(1,0), X2 = (1,0), X3 = (0,1), X4 = (0, 1)],
[X: = (1,0), X2 = (0.1), X3 = (1,0), X4 = (0, 1)),
(X1 = (1,0), X2 = (0,1), X3 = (0,1), X4 = (1,0)],
[X1 = (0,1), X2 = (1.0), X5 = (1,0), X4 = (0, 1)],
(X1 =(0,1), X2=(0.1), X3 =(1,0), X4 = (1,0)] ou
[X) = (0,1), Xz = (1.0), X5 = (1,0), X4 = (0, 1)].

Logo, P(Xnp € F) = 63. Generalizando, para um n par, P(X, € F) = (1) 3=
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o ’ T —+ - A . - 1.OJ401,0) 1.0}
Se n for impar. P(X,, € F) = 0. Para ver isto, assuma por exemplo n = 3. Entao, =200 -

(1.0) ¢ F. Q”_H’E'_ﬁﬂﬂ = (0,1) ¢ F. ﬂﬂ”_“ﬂﬂ = [1;1;) g Fp RERLDEN o {:;l,) ¢ F.

3 3 3

Portanto,

)

se n ¢ par

w3
rg!,_

se n ¢ impar

(2.3.1) P(Xn€ F)= { ((]
Uma vez que infz>, II- InP(Xi € F) = —0, ¥n € N, entdo
.1 = . | 3
lim —InP(X, € F)= sup inf —InP(Xy € F) = —.
mn

n—oo neN® k2n

Por outro lado, a subseqiiéncia {;]‘- InP(X, € Fy:n é par} converge para zero. Para ver isto, recorde

a aproximacao de Stirling: 1imn-007§;.ﬂ+‘!ﬁ?;__.. = 1, cuja notagio é n! ~ 2rn"*/2e~"  Logo, pela

aproximacao de Stirling,

1
In T=_'f"

e como limy—eo = =0entdo {XInP(X, € F) : n épar} converge para zero. Por conseguinte,

— 1 - ; 1 5
lim ;lnP(X"eF)_n’enrg supIInP(Xk € F)=0.

n=—oo = ’-’2“

Logo, concluimos que o limite ndo existe. De fato, por (2.3.1), vemos que as hipéteses do Lema 2.1.2 nao

sao satisfeitas.
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CAPITULO 3
ALGUMAS EXTENSOES E APLICACOES

No Capitulo 2 apresentamos um principio de Grandes Desvios para médias de v.a’s i.1.d. a valores em
R4, o qual é uma extensao do teorema de Cramér-Chernofl. Outras extensoes dizem respeito basicamente
ao espac¢o onde as v.a's estao definidas e a existencia de alguma interagao entre elas.

O objetivo deste capitulo é apresentar de maneira suscinta algumas extensdes e aplicagées do teorema
de Cramér-Chernoff, dando-se uma maior enfase a interpretagao destes resultados do que as suas respectivas

provas laboriosas.
3.1 - O teorema de Sanov para a medida empirica de v.a’s i.i.d. em R4

No decorrer desta secao consideraremos {X,}, 5, uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. a valores em R? com lei

de probabilidade p.

Considere a medida de Dirac § em X;, isto é,

1 se Xiw)eA
0  caso contrério '

bx,w)(4) = {
A€ BRY) e we N, onde B(RY) é a o-algebra de Borel em RY e Q é tal que X; : @ — R4, A medida

empirica de {X,},, é

1 mn
Ln(w,4) = — > bx.w)(A), neN".
=1

Observacao 3.1.1. Se A = 0 entdo L, (w, A) é por defini¢o igual a zero.

Observagao 3.1.2. Quando w esta fixo, L,(w,-) define uma medida de probabilidade sobre o espago

mensuravel (R4, B(R4)). Por outro lado. se A € B(R?) esta fixo entdo L,(-, A) é uma variavel aleatoria.

Observagao 3.1.3. As varidveis aleatérias 8x,(,)(A), i = 1,---,n com A € B(R?), sdo i.i.d. e também

E (8x,(w)(A)) = u(A). Além disso, E (L,(-. A)) = p(A). Sendo assim. pela Lei dos Grandes Nimeros, para
Ve>0
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lim P{w € Q:|Lo(w. )= pu(A)| >} =0. A€ BRY,

n— 00

isto €, o evento {w € Q: |L,(w, A) — p(A)| > ¢} representa uma situacao de Grande Desvio em relagao a Lel
dos Grandes Nimeros para a medida empirica. Note ainda que para cada w € €, L,(w,-) é um elemento

de M;(R%), onde

(3.1.1) Mi(RY) = {n: B(R*) — [0.1] | n é probabilidade o — aditiva} .

Observagao 3.1.4. Por simplicidade de notagao utilizaremos L, para denotar a medida empirica da

sequencia {Xn}, 5
Definigao 3.1.1. A informacao de Kullback de v em relagao a u é definida como

f!’t‘ flz) In f(z)du(z) se v K p

- . ]
+o00 caso contrario

K(p,v) = {
onde f(z) = j;‘; e” & ” denota que v é absolutamente continua em relagao p.

Teorema 3.1.1 (Sanov). Seja {X,},s, uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. a valores em R¢ com lei de proba-
bilidade pu. Entao:

(i) Para todo B € B (M;(R?)), onde B (M, (R?)) é a c—élgebra de Borel de M;(R?), tem-se que

1 _—
~ inf K < lim —Inpa(B) € Tim —Inpn(B) < — inf K(p,v),
A K(p,v) < lim —ln pa( ) € lim —Inpa(B) < B (1,v)

n—od

sendo pn(B) = P(L, € B);

(ii) Se B for uniio finita de abertos convexos de M (R?), limy—o & Inpn(B) = —inf,ep K(p,v).

n

Prova: A prova é omitida nesta dissertagao. mas pode ser encontrada em Azencott [2] e Vares [30].

Observagao 3.1.5. A familia de medidas de probabilidade {;tn}nal é tal que py, : B (M 1(R%)) — [0,1].

Para uma seqiiéncia {Xn},5, de v.a’s i.i.d. a valores em R? com lei de probabilidade p considere

g:R% — R e defina S, = :—32:;1 g(X;). Também neste caso podemos indagar sobre o comportamento

assintético de S,.



Observe que S, pode ser escrito como

" B l " ” ' B i mn ' B
Sp=i= Z;]m gly)ox, (y) dy = /my(y} (” ; éA.(.u)) dy = fm gl dLa(y).

ou seja. S, ¢ o valor esperado de g(-) sob a lei de probabilidade definida por L.
Pcla Lei dos Grandes Nimeros, sabe-se que para ¥¢ > 0, limy—o P(|S; —m| > ¢) = 0, onde m =
fnd g(y)du(y), permitindo-nos concluir que o evento [IS,, —m| > c] é uma situagao de Grande Desvio em

relagdo a esperanca m. Em particular, [Sn >m+ (] também é um evento do tipo Grande Desvio.
Além da informacao dada pela Lei dos Grandes Nimeros gostariamos de saber qual é a taxa de con-

vergéncia de In P(S, > m+¢) para —oo quando n — oo, Esta informagio é obtida pelo seguinte corolério
do Teorema 3.1.1:

Coroldrio 3.1.1. Seja (X, },-, uma seqiiéncia de v.a’s i.i.d. a valores em R¢ com lei de probabilidade .

Considere a transformagao g :R* — R e S, = -3; > ey 9(Xi). Entdo para o evento [5',, >m+e|, €>0,

tem-se que

il Kt )2 Bm llnp(/ g(y)dLn(y]>m+c) % T llnp(/ g(y)dL,.{y]>m+e)
VEAS n R¢ n—ocon R4

n—od

< — inf K(p,v),
vEA

sendo A° e A o interior e o fecho de A, respectivamente, e

A= {veMl(R‘) [ s > m+c}'

3.2 - Grandes Desvios em Cadeias de Markov finitas

Considere uma Cadeia de Markov {X,}, -, com espaco de estados S = {1,--- , N'}, espago de parametros

T = {0,1.---} e matriz de transigao P = {p(i,j)}?}___l. Assuma também que essa cadeia é irredutivel e
aperiodica, e portanto, ergédica. A medida empirica dessa cadeia € definida como L, = (La(1), -+, La(N)),

onde

y T y . 1 se Xp=1 )
L“U)-;kzﬁéx*(l) ¢ 6‘\*(!}_{ 0  caso contrério ' Fee.
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La(1), 1 € 5, tem como interpretacao a proporcao de tempo em que a Cadeia assume o estado © nas n

primeiras transigoes.

Seja a seqilencia {Qy j},5, tal que

(321} QnJ{B} =~ P] [{Lﬂ{” =HD g Ln(f\")) € B] '

onde j € 5 é o estado inicial da cadeia e B € B(M,(S)), sendo M,(S) = { espaco de todas medidas de

probabilidade sobre S} e B(M;(S)) sua respectiva o—algebra de Borel. Note que @, j : B(M,(S)) —
[0,1].

Agora considere o evento [(Ln(1), -+, La(N)) € Be], onde € > 0, B, = {(v1, -+ ,vn) € B(M,;(9)) :
lvi —m| > ¢i=1,---,N} e = (m,---,7n) € a medida invariante da cadeia. Entao, pela Lei dos
Grandes Nimeros para Cadeias de Markov (ver Teorema A.1.6 do Apeéndice 1), lim,_.o Lp(i) =7, i€ S,
e conseqiientemente limp oo @n j(B¢) = 0 para Ye > 0 e ¥j € S. Portanto, o evento [(Ln(1),---, Ly(N))

€ B,] é uma situagdo de Grande Desvio em relagdo a medida invariante 7.

A seguir enunciamos o Teorema de Sanov para a medida empirica de Cadeias de Markov finitas.

Teorema 3.2.1. Seja {X,},., uma Cadeia de Markov irredutivel e aperiédica com espago de estados
S={1,---,N} e matriz de transigio P = {p(i,j)}?:jﬂ. Seja L, = (La(1),---, La(N)) a medida empirica

da cadeia. Para cadat = (t, - ,ty) € RN defina P, = {p;(i,j)}?;.:l, onde py(i,j) = p(i,j)e's. Portanto,

para a seqiiéncia {Qn ;}, 5, conforme (3.2.1), tem-se

— inf I(q) € lim LT Qn;(B) < lim l1:14:;:,,_3-(13] < — inf I(q)
qEB° s T n—oo n qeB

n—od

para VB € B(My(S)) e Vj € S. sendo I(g) = sup,cp~{(t,q) —Inp(P)}, ¢ € M1(S) e p(P,) denotando o

maior autovalor positivo da matriz P;.

Prova: Dembo & Zeitouni [9].

Observagao 3.2.1. Uma expressao alternativa para I(-) é dada por

i
14y = Supu}02j=i(!'j In ((T’;%,—’) se g€ M(S)
+o< caso contrario
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onde u > 0 significa que o vetor u deve ter todas componentes estritamente positivas e (ul?); & a j—ésima

J

componente do vetor uP.

3.3 - Aplicagoes

As aplicagdes aqui apresentadas foram extraidas de Bucklew [5].

Aplicagao 3.3.1. Considere {X,}, 5, uma seqiiéncia de v.a’s i.L.d. a valores em R. com densidade de

probabilidade p(x.8). 0 € ©. Seja g(-) uma transformacao tal que g : © — R.. Suponha que se descje
estimar g(0). Assuma que T,,(X), X = (X1, --,Xn), € um estimador consistente para (), ou seja, para
Ye>0

(3.3.1) lim

j pu(z,0)dz =0,
=00 JUreR" : |Talzr)—g(0)]>¢)

onde p,(z,0) = p(z1,0).- - .p(zn,0) ez = (21, ,Zn).

Em (3.3.1) vemos que o evento [z € R" : |T,(z) — g(0)] > €] é uma situacao de Grande Desvio em
relagao a g(f). Note que nio estamos exatamente diante da Lei dos Grandes Numeros, pois T,,(X) nao é
necessariamente uma média aritmética das n observagoes.

Para € > 0 defina:

an(€e,y) = f pnlz,7) dz,
{z€R" :|Tn(z)=g(7)|>€}
Ale,7)={6 : 6 €0, |g(8) — g(7)| > ¢},

inf {K(p(-,8),p(:,7)) : 6 € A(e,7)} se Ale,7) #0
+00 caso contrario

ble,y) = {

sendo

)
K(p(-,6),p(-7) = fnptr-é)ln%dx-

Note que K(p(-,8).p(-.7)) é a informagao de Kullback de p(z,é) em relagao a p(x,v), conforme a Defini¢do
3.1.1. Agora podemos enunciar o teorema de Bahadur-Zabell-Gupta (cuja prova encontra-se em Bucklew
[5], pdg. 160), o qual diz:
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. 1
(3:3.2) Im — Ina,(e,v) > —be.v).
n—oo Nl
Através de (3.3.1), sabe-se que a probabilidade do evento {z € R" : |T,,(z) — ¢(0)| > ¢}. € > 0, tende a
zero quando n — oo. Além dessa informagao, a desigualdade (3.3.2) fornece uma cota superior para a taxa

de decaimento exponencial de an(€,7) para zero quando n — oo (no sentido descrito em (0.1)).

Aplicagao 3.3.2. Seja (X, -+, X;) uma amostra aleatoria de n observagoes i.i.d. a valores em R.. Sendo

assim, as seguintes hipdteses podem ser formuladas:
Hg : a amostra vem de uma populacao cuja densidade é g(-);
Hy : a amostra vem de uma populagao cuja densidade é p(-).

O lema de Neyman-Pearson tem como principio fixar a probabilidade do erro tipo I (a) e maximizar
o poder do teste (1 — ). Uma forma alternativa do Lema de Neyman-Pearson é fixar o poder do teste e
minimizar a probabilidade do erro tipo I. Logo, pelo Lema de Neyman-Pearson, o teste de hipétese 6timo,

o qual minimiza a, (mantendo 1 - g fixo), é da forma:
rejeita-se Hogse 237  In %‘&% < ki

nao rejeita-se Hg se £ 37"\ In E(%:% =

onde k, é escolhido de tal maneira que

1, p(Xi) . .
1-8=P| - In———< &k, H, é verdadeira | .
(Fxmig <t 1 o )

Uma vez que In %%, e ,lng—g.——:]}- sdo v.a's i.i.d. com esperanca my = [ p(z) lng—g—:— dz, sob H,, e

esperanga mg = [p q(z) In ’;—({% dz, sob Hy, entao pela Lei dos Grandes Niimeros

fi—00

lZln p(Xi) i
n

(3.3.3) lim P( 2 o)

5 | H0)=0‘ Ve>0, e




Dado n € N™, denotemos o erro tipo | por

u,,_..P(”;] q[\ [ 1‘1’”).

Por (3.3.3), se k, < mg entio lim,_..a, = 0, levando-nos a concluir que o evento

H Yooy In ;': i:: < ky | Hp| ¢ uma situagao de Grande Desvio em relagao a esperanga mg. Portanto, pelo

lema de Stein (ver Bucklew [5], pag. 93)

(3.3.4) lim i Ina, = =K(q,p),
n=—02 7

sendo K(q,p) = [ p(x) ln d:: (ver a Definigao 3.1.1).

Além da informagao obtida por (3.3.3), (3.3.4) nos fornece uma estimativa de In e, e também uma idéia

da velocidade de convergéncia para —oo quando n — co.

Aplica¢ao 3.3.3. Considere o problema de discernir entre duas Cadeias de Markov com espago de estados
S={1,---, N}, isto é, quer-se discernir entre as hipéteses:

Ho = q(|), q();

Hy = p(|), p(-),

onde p(:]-), p(-) e q(:|-), ¢(-) s@o as probabilidades de transi¢ao e a distribuigao inicial sob H; e Hy, respec-

tivamente.

O teste da razao de verossimilhanga tem a seguinte forma:

rejeita-se Hg se Ty (X1, -+, Xn) < k;

nao rejeita-se Hg se T (Xy,--+,Xp) 2 k.

i 5 P(Al]n,_l pXalX0)
onde Th(Xy, -, X,)=1In ) q(J\--nIJH Mas

¥ X1 X
T (X voni ) = I p{ 1) Z zﬁ\:l:\;

e como ;L%-H- é limitado e independe de n entio podemos considerar a estatistica Tl X, < ,Xn) =

Z?:_ll In %‘;—:% para calcular os erros tipo [ e II.

Denotemos por
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I ; i P(Nig1]\}) )
a = P (T Xy X k Hs) , & =F|In=—0"—— y ).
aa = P (Th(Xy ) & | ) < my ( " 1Kt IX0) | H

como o erro tipo | e por

i : (1 P i 1Y) )
O = P {Ta( Xy, Xp) 2 F Hi}y ksimy=E| im0k H
; ( 3 )2 | 1)' R ( IQ('\l'-i—ll‘\l') I :

o erro tipo 1l. Segue que (segundo Bucklew [5], pag. 95)

(3.3.5) lim L Ina, = —sup{tk — Ingo(t)},
teR

n—oc n

N
sl i
onde ¢o(t) é o maior autovalor de MTQ (M7 indica a matriz transposta de M), com M = { (q‘(: j}) }
iji=1

g s {q(i|j)}§\l;=l. No caso do erro tipo II,

(3.3.6) lim = Ing; =—supftk=~ lngi(d)],
n telL

T —+00
onde ¢;(t) é o maior autovalor de MTP e P = {p(£|j)}?’;:l.

A interpretagao de (3.3.5) e (3.3.6) esta relacionada com a taxa de decaimento exponencial para zero

dos erros tipo I e tipo II, respectivamente (ver a interpretagao de (0.1) na Introdugao).



APENDICE 1
RESULTADOS DE PROBABILIDADE E PROCESSOS ESTOCASTICOS

Defini¢cao A.1.1. Seja Q um conjunto e A uma ¢ — algebra em §2. Denominamos de espago mensuravel
ao par (2. A).

Definiciao A.1.2. Seja (2. A) e (Q'.A') espacos mensurdveis. A aplicagiov : Q — Q é dita A — A’

mensuravel se

v (A) = {u €N yYw) € AJ} € A,paran'l; ed.

Quando Q' =R e A = B(R) dizemos que ¥ é A—mensurdvel. Se também Q@ = R e A = B(R) entio

diremos simplesmente que ¥ é mensuravel.
Definigao A.1.3. Seja(Q, A, P) um espago de probabilidade. Dizemos que X : Q@ — R é varidvel aleatoria

neste espago se X ¢ A—mensuravel, ou seja, X~1(B) € A paraVB € B(R).

Desigualdade de Markov. Seja X uma v.a. definida no espago de probabilidade (2, A. P). Seja ¥ uma

fungao mensurdvel nao negativa neste espago. Se E((X)) for finita, entao para qualquer ¢ > (

(A.L1) P($(X) 2 c) < ——=.

Prova: Seja Z = ¢ Iyy(x)>¢ (w), onde

1 se P(X(w)) >e

0 caso contrario

Iy(x)2q (W) = {

Entao Z é v.a. discreta e 0 < Z < (X). Logo, E(Z) < E(¥(X)). Sendo

E(Z)=0P(Z=0)+cP(Z=c)=cP(¥(X)2c)
vem que ¢ P(¥(X) > ¢) < E(¥(X)).
O

Desigualdade de Chebychev. Seja X v.a. definida no espago de probabilidade (2, A, P). Se X tem

variancia finita, entao para qualquer real a > 0,

VarX

P(IX - EX| 2 a) S —5—.
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Prova; P(|N = EXN|>a)= P(|N = EX|* > o”). Tomando v(N) = [N = EX|* e ¢ = o”, temos por (A.1.1)

ViarX
P(IX - EX|>a) < 02,

(4 5

O

Desigualdade de Jensen. Seja X v.a. tal que E(X') ¢ finitae v(X): R — R ¢ funcao mensurdvel.

Se 1 é convexa enlao

E((X)) 2 v(EX)

e se 1) é concava

E(¥(X)) < ¥(EX).

Prova: James [16].

Desigualdade de Holder. Sejam X, Y v.a's tais que E(

XI) < 400, E([Y]) < +00 € p,gq € (1,+00)
satisfazendo il; + -;- = 1. Entado E(|XY]) existe e

E(IXY|) < (E(IXIP)/P(E(Y]9))9.

Prova: Billingsley [4].

Definicao A.1.4. A fungao geradora de momentos Mx : R — (0, +o00] para a v.a. X € definida como

Mx(t) = E(e‘x) , teR.

Proposigao A.1.1. A funcao geradora de momentos My () tem as seguintes propriedades:
(i) Mx(0)=1;

(i1) Seja X uma v.a. Entao a funcao geradora de momentos de ¥ = aX + b, coma,b € R, é

My (t) = e Mx (at):
(iii) Se XY sao v.a’s independentes com fungdes geradoras Mx ({) e My(t), respectivamente, entao
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My 1y (1) = Mx (1) My (1);

(iv) Sejam X;, Xo,--- . X, v.a's iid. com fungao geradora de momentos comum Mx (). A func¢ao geradora

1 _
deSs =37, X 8

Ms, (t) = (Mx (£))";

(v) Se Mx(t) < +oo parat € (—6,6). 6 > 0, entao My (t) ¢ de classe C*™ ((—6,4)).

(vi) Se Mx(t) < 4+oc parat € (=6,8), & > 0, entdo Mx(t) = Y 1y ’k’f.,l’\'* . Além disso, a n-ésima derivada

de My (t) aplicada em ¢ = 0 dd o momento ordindrio de ordem n, ou seja,

mn

d
— My = X%,
g \x(0)] = EX

Prova: Billingsley [4].

Proposicao A.1.2. A fungao geradora de momentos M(t) é convexa.

Prova: Suponha que M(t) < +oo parat € (—4,8), § > 0. Dividiremos a prova nos seguintes casos:

(10) t1,12 € (=6,6) e a € [0,1]:

Provaremos que In M (%) é convexa. Pela defini¢ao de fungio geradora de momentos temos que

M(aty + (1 — a)tz) = E(exp{at: X + (1 — a)t2X})
M(at1 X) = E (exp{at; X})

M((1 = a)ts) = E(exp{(1 — a)t2X})

Aplicando a desigualdade de Holder com ’% =, ;— =1-a, exp{at; X} e exp{(l — a)t2X} temos

In E (exp{at; X + (1 — a)taX}) < alnE(exp{t1 X}) + (1 — a)In E (exp{t2X}).
Portanto, M (t) é convexa para t € (—4,4).

(QQ) i1 <—b e la<—b a€ [0, 1)
M(aty + (1 — a)ts) = +oc, pois aty + (1 — a)ts € (—oo,—6], e M(t1) = M(l2) = +o0. Logo,

;".-!{afl + {1 - G)tg) = Q'M(tlJ + (1 - D.')M(tz) = +00.
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(30)t1 > 6 e ta>éb. a€0.1]:

Analogamente a (20) M(aly + (1 — a)ls) = aM(ty) + (1 — a)M(l2) = +<.

(do) 1y < =6, 12> 8 e a€[0,1]:

Se at; + (1 — a)ts € (—8,6) entao estaremos diante do (10) caso, e se aty + (1 — a)ts € (—6,8) entao

estaremos nos casos (20) ou (30).

O

Teorema A.1.1 . Seja X' v.a. tal que P(X < 0) >0 e P(X > 0) > 0. Entdo existem A. B reais positivos

tais que M(t) > AePl!l | e conseqiientemente limgj w00 M (1) = +c0.

Prova: Pelo fato P(X > 0) > 0, 3a € (0,+00) tal que P(X > a) > 0. Tomandot > 0, P(X > a) =
P(e'X > €'%). Por (A.1.1), com $(X) = e'X e c=e'?,

e P(e'X > e'%) < B (e'X) = M(t).

Denotando A = P(X > a) e B = |a|, vem que AeBltl < M(¢).

De P(X < 0) > 0, tem-se que 3a € (—o0,0) tal que P(X < a) > 0. Aplicando novamente (A.1.1),
comi <0,

M(2)

eta

P(X <a)=P(eX > e <

Observando que ta = [t||a|, entdio AePll < M(t), onde A = P(X < a) e B = |a|. Finalmente

im0 AePll = 400, e assim, limyg w00 M (2) = +c0.

O

Definigao A.1.5. Seja X, X, Xo,-- v.a’s definidas em um mesmo espago de probabilidade. A seqiiéncia

{Xn},>, converge para X em probabilidade se para todo € > 0

P(|Xn — X| > €) — 0, quando n — oo.

Definigao A.1.6. Seja X, X, Xy, - v.a’s definidas em um mesmo espago de probabilidade. A segiiéncia

{Xn},s, converge para X quase certamente se

P(lim Xp(w) = X(w)) = 1.
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Definigao A.1.7. Sejam X, Xy, No, -+ v.a's com respectivas funcoes de distribuicao F, Iy, Fa. -+ -, Dizemos

que X, converge em distribuicao para X se limp_o Fo(2) = F(z), para todo x ponto de continuidade de

F,

. . + ) e . - . . - S
Teorema A.1.2. Considere a seqiiéncia {Xp},>, de v.a’s i.i.d. integriveis com EX, = m. Entao =
converge para m quase certamente.

Prova: James [17].

Teorema A.1.3. Nas mesmas hipoteses do Teorema A.1.2, -&"'* converge para m em probabilidade.

Prova: E conseqiiéncia do Teorema A.1.2 (ver James [17]).

Teorema A.1.4 (Teorema Central do Limite). Seja {X,}n51 seqiéncia de v.a’s i.i.d., com esperanga

m e variancia o® finita e nao nula. Entao a fungao de distribuigao de \/n (Elf-’ﬁ) converge em distribuicio

para a fung¢do de distribui¢ao de uma normal padrio.
Prova: Billingsley [4] ou James [17].

Defini¢ao A.1.8. Sejam os espagos de medida (R, B(R?), ) e (R¢ B(R?),v). Dizemos que a medida p
é absolutamente continua em relagdo a v, denotando-se j1 < v, se u(A) = 0 para todo A € B(R?) no qual
v(A)=0.

Definicao A.1.9. Uma Cadeia de Markov {X,},., com espago de estados S = {1,---,N} e matriz de

transicao P = {p(i,j)}::fj:l € dita irredutivel se para qualquer par (i, j), comi,j € S, existe m = m(i,j) €

N* tal que p™(i,j) > 0, sendo p™(1,j) a entrada (i, j) da m-ésima poténcia da matriz P.

Teorema A.l.5 (Teorema Ergddico). Seja {X,},., uma Cadeia de Markov, com espaco de estados

S={1,--+,N} e matriz de transicio P = {p[i‘j)}f\:,-:l, irredutivel e aperiédica. Entao:

(i) lima—oo p" (3, 4) = limn—co p"(5,5) = 7(5), Vi €ES;

(ii) 7 = (n(1), -, 7(N)) & tal que 7(j) > 0, 7(j) = Ties 7(i) € Tjes 7() = 1
(iii) a distribuigao de probabilidade x, em (i) e (ii), é tinica.

Prova: Karlin & Taylor [18].
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Definicao A.1.10. Denomina-se de medida invariante de uma Cadeia de Markov a distribuicao de proba-

bilidade = satisfazendo (i) e (ii) do Teorema A.1.5.

Teorema A.1.6 (Lei dos Grandes Niimeros para Cadeias de Markov). Considere {X,}, ., uma
Cadeia de Markov irredutivel e aperiodica, com espago de estados S = {1.--- N} e maltriz de transigao

P = {p(i,j)};j=1- Seja

h’
Lo = (La(1).--- ,La(N)), onde L,(i)= L Eﬁx.(f) e 1€ 85,
L 1i=1
a medida empirica da Cadeia de Markov e m = (7(1),---,7(/N')) a medida invariante. Entao, para qualquer
distribuic¢ao inicial @ = (a(1),---,a(N)), tem-se:

(1) limp—oo Ej (Ln(?)) = w(i) i€ S, onde E; denota a esperanca condicionada ao estado inicial j € S;
(ii) para qualquer € > 0, limu—oc P; (|Ln(i) —7(3)]| > €) =0, Vi,j€S.

Prova: Kemeny & Snell [19].
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APENDICE 2
RESULTADOS DE ANALISE REAL

Definigao A.2.1. Seja I C R. A fungao f : I — R. é dita semicontinua inferiormente (s.c.i.) ema € | se

para¥Ve>0.36 >0,z €I,|zr—a]<é tal que f(a) — e < f(z).

Proposicao A.2.1. A fungao f : I — R, com I C R, é semicontinua inferiormente em a € I se e somente

se para qualquer seqiiéncia {zn}n>1 em I, onde z, — a, f(a) <lim___ f(zy).

Prova: Suponha f s.c.i.. Pela Definicao A.2.1. paraVe > 0,36 > 0. r € . [z —a| < ¢ tal que f(a) —¢<
f(z). Seja {In}“21 € I uma seqiiéncia qualquer tal que z, — a. Entao, ¥4 > 0. 3ng € N tal que se n > ng,
|zn — al < 7. Tome y = §. Segue que ¥n > ng, f(a) < f(zn) + ¢, e portanto, f(a) < lim,___ f(zn). Para
provar a reciproca, suponha que 3¢ > 0 tal que Vn € N, 3z, € I, |z, —a| < L e f(a) > f(zn) + ¢. Entdo

fla) 2 lim f(za)+€2> lim f(za),

n—oo n—oo

ou seja, chega-se a uma contradi¢ao da Definigao A.2.1.
Definigao A.2.2. Uma fungao € dita convexa no intervalo I se e somente se

flez + (1 - a)y) < af(z) + (1 - )f(y),

para todo z,y € I e todo real a € [0,1].

Teorema A.2.1. Seja f : I — R convexa. Entao existem as derivadas laterals f_',_(c) e f'_(c) em todo
cel°.

Prova: Acker & Dickstein [1] ou Lima [21].

Corolario A.2.1. Uma fungio convexa f : I — R € continua no interior de I.

Prova: Corolario do Teorema A.2.1 (ver Lima [21]).

Outras propriedades das fungoes convexas podem ser consultadas nas referencias [1] e [21].

Teorema A.2.2 (Dini). Se a sequéncia {f.},-, de fun¢ées continuas, com f, : I — R. e I compacto,

converge monotonicamente para a fun¢ao f : I — R entdo a convergéncia € uniforme.

Prova: Lima [21].

64



Lema A.2.1. Para A > 0 fixo e y variando em | C R, onde I é um intervalo limitado fixo, existe uma

constante real K > 0 tal que

= Av+ty p A AY
(Av = 3}) > K (I) , paratodo v>1 com Av+y> 1.

Av4y
Prova: Quer-se mostrar que existe uma constante ' > 0 tal que (M‘—ﬂr) AV > K, v>1e Av+y > 1.

= I _— Av+y
Vamos supor que [ = [a,b]. Facamos a mudanca de varidvel u = Av + y. Entao (Hui»_y) AR =

('—‘551)u A~ comu Pl e B 3T,
Se A < 1 entdo uma cota inferior para A™Y é A~%. No caso de A > 1, a cota inferior sera A~?,
A fim de encontrarmos uma cota inferior para f(u,y) = ("—f-"i]“, naregiao S = [(u, y) cuzl, EHl>1,

y € [a, b]}, vamos considerar os seguintes casos:

(lo)A>lea<l—A:
Observe que neste casou > l,sea<y<l—Aeu>A+ysel—-A<y<hb.

Para y € [a,1 — A] fixo, f(u,y) é crescente em u. Logo, miny>; f(u,y) = 1 -y, e portanto, f(u,y) >

1—y> A. Sea<y<b<1- A entdo também teriamos A como cota inferior para f(u,y).

Aty
Para y > 1 — A temos que u > A + y. Assim, miny> a4y fu,y) = (%ﬁ) . Portanto, quando
A \AHY
ponto critico, o qual é um méximo, entdo o minimo de g estd nos extremos do intervalo [1 — A,b]. Logo,

flu,y)A™Y > K, (u,y) € S, sendo

Aty
para Vu > A +y. Uma vez que g(y) = (A“‘Ty) tem um tnico

A A+b
K = min{A‘ (—) }A"’.
A+

(20) A>1el-A<a

Aty .
Para a < y < b, temos u > A+ y, e portanto, ming> a4y f(u.y) = (A“Ty) . Como o tnico ponto

critico de g(y) é um ponto de maximo, entao

A A+a A A4b
-l LA,

Assim,



"l .‘1.+t1 /‘l 11+5
- . . y -5
I _mm{<—~A+”) '(—__—’.—HJ) }.1 .

(30)0< A<l ea<]l—A:

A4 A4b
Neste caso, verifica-se que f(u,y) > (Aib) ,(u,y) €S. Logo, K = (A’;b) AT

(o) 0< A<l el-A<a:

A+b
Nesta situagao g(y) ¢ decrescente em 1 — A < a <y < b. Logo, K = (ﬁ‘i) ATE,

O

Lema A.2.2. Sejam x;,p; reais, onde i € {1, r}, tais que p; > 0 e min;{z;} < 0 < max;{z;}. Defina
m(t) =3 _ pie'™, t € R, e a = infier m(t). Entdo existem ¢ > 0, N € N*, tais que para n > N, pode-se

obter nimeros ny,- -+ ,n, Inteiros positivos tais que:

(A.2.1) Y w=;

(A.2.2) Zn;x.— <0;

i=1

= . pl'n' £ n
(A.2.3) p(nl,‘--‘n,)-_—nllzll:n—‘_lz":n a™
Prova:

Seja I'(z) a fungdo gama para = € [0,+oc) e s(z) = V2mz*z%¢~*. A aproximagao de Stirling (ver
s{2}) 3

Mitrinovié [25]) diz que lim, 4~ Ltl) — 1 ¢ quando n € N*, limy—co '("—,',) =1, pois '(n+1) = nl.

Dadon € N*, 3z, -,z reais positivos taisque n = z;+---+2z,. Sendon e z € Rt suficientemente

grandes vale a aproximagao de Stirling, isto é,

Ye>0,AINeN"  Vn> N, (l—¢€)s(n)<Tn+1)<(l+¢)s(n) e
Ve>0,3AeRY, V22> A4, (1 —¢)s(z) <T(z+1) < (1+€)s(z).
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Logo, Ve > 0, 3N eN" e AcR* talque para¥n > N e Vz; > A, com n=z; + -+ z,, tem-se

(1=e)s(n) < Tn+ 1)< (L+e)s(n) e (1—¢)s(z) < D(zi+ 1) < (1 +e)s(z).

Segue que
; T T pt _(1—¢ ni (npe)*
W Zp e vze) = T(n4 1 - —¢)s(n ’
L b=H )El(swl) ol 1:[1 T+0s(z)  (1+07 (Vam)y—! Hl 523
Como n% > z;%, visto que z; < n para todo i € {1,---,r}, entdo
L r 2 N 3
&) n H(npa) > (1-¢) n 1 H(“P-)
(L+€) (Vo) L5 a5 zt T (149 (V2r)y- In¥ j=1 \ %
Uma vez que ((11+:)) —7%),—1 > 1 para n suficientemente grande e ¢ é arbitrario, tem-se p(zy,---,z,) >

L (2

Defina q(z1,-+-,2r) = -ﬂ—‘;]‘[’;:l (E:P—)z‘ Pela Definigao 1.1.1, vemos que m(t) é a transformada de
Laplace de uma medida p concentrada no conjunto finito {zy,---, 2.}, sendo p(z;) = p;. Além disso, m(t)
é fungdo convexa (a prova é analoga a Proposi¢ao A.1.2 do Apéndice 1) e estritamente positiva, pois pu(z;) > 0
para i € {1,---,r}. Pela hipétese min;{z;} < 0 < max;{z;} temos que p((—00,0]) > 0 e p([0,+o0)) > 0,
e portanto, por um argumento analogo a prova do Teorema A.1.1 do Apéndice 1, m(t) converge para +oo
quando |t| — oco. Das consideragdes acima segue que 3 € R tal que @ = m(7) = ) [_, pie’™™. Mas por 7

ser ponto de minimo absoluto, m'(r) = 0.

Através de multiplicadores de Lagrange, mostra-se que existem zj,---,z. satisfazendo as restrigdes
Soszi=neYi zzi=0 Sjag: R  — R eh:R" — R,onde g(21,---,2,) = Y[ zi—ne
h(z1,-- ,2r) = Yoy 2i®i. Assim, as restri¢oes ficam g(z1,+--,2,) = 0 e h(2z1,:++.2:) = 0, e 0 problema

consiste em obter a solugao de

dq dg dh .
a— +’\16 +A26; 0: 3—1""511

onde Ay, A2 € R. Uma vez que ¢(:) é nao negativa, entao podemos substituir por Ing(:) na equagao acima.

Assim, o problema fica

dlng dg dh
82,‘ +’\la.+A26 0
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Como

= I,

Ii f)z,- -

() ; ) A
(lnq_ln(np)_l' 9 _ dh

6;,— - f}:,' - £
tem-se In (51'—‘-) — 14X + Asx; = 0 e disso decorre que z; = np;e*'+227:=1 Gubstituindo a expressao obtida

para z; nas equagoes g(zy,---,z.) =0 e h(z1,-+-,z.) =0 obtemos

r r
Z;Jie)“+’\":‘_1 =] & inpge'\l+l3x'_i =0.

i=1 =1

Tomando Ay = —=lna+1 e Ay = 7, tem-se:

b g r ¥

1 1 o
E ,A\-H-t’.-l_E:_—lna+f-t‘.__§:_fr.__ By
: lp‘e PESE —. lple = a 4 IP:B = aﬂ'l(f)— = =1e
1= 1= 1=

T r 1 r 1
'
Z ripieaﬁ-/\::.-—l - Z zipie Inatrz, _ E Z Z‘,:p,'em' = ;m (‘r) =0.
i=1

i=1 i=l1

Logo, concluimos que z; = ZEte™ ¢ a solugio da equagdo _aé;g: + Al-gf: + Azg-& = 0 com as restrigdes

9(z1,-+-,2z:) =0 e h(z1,---,2z) = 0. Substituindo a solu¢io em g(-) obtemos, apés algumas simplificagoes,
q(z1, -+ ,2) = n—}ﬁa".
Sem perda de generalidade suponha z; = min; z; < 0 < max; z; = z,. Definanj; =[],/ =2,---,r,

sendo [z;] o maior inteiro de zj e ny =n—3 ._,n;. Comon e Y ;_,n; sdo inteiros entdo n; também deve
ser um inteiro e além disso n = Y|_, n;, ou seja, satisfaz (A.2.1). Para provar (A.2.2) basta que verifiquemos

a desigualdade z;ny < — Y_7_, zin;. Pela definigao de n; e por z; = min;{z;},

r r r r
zyn =z121 + 1y Z(zi —nm) <z + ) zi(zi—ni)= ZIiZi - szﬂi-
i=2

i=2 i=1 =1

Lembrando que tinhamos a restrigao y.._, r;z; = 0, (A.2.2) esta provada.

Aplicando o Lema A.2.1, com z = 2E2e™ e i € {l,---,r}, temos:

y=ni—z, yeli;

=(-1,r—1),pois—-1<ni—z<0sei=2,---,re0<n—z=(22—n2)+--+(zr—n,)<r—1;

A< o et
' np, o

> 0;
v=np; >1 e Ajv+y=mn; >1 para n suficientemente grande;
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Assim, 3K; > 0 tal que (%{'—') I > K; (3—-—‘)' para todo n > N. Tomando K" = min;{K;} > 0, entao

1, <
(3}‘1'7‘-) > K ('—t’j—‘) para todoi € {l.---.r} en > N. Portanto,

1 < fap\™ o Lo (e )\ 1
"(”"""”"):ﬁn(n_.-) 2 (K) H,HH(? —CQ(SI“",-"-'r}:‘-'"rigﬂ'n-

Como p(zy,-++ ,2s) > “—lﬁ i Y (%&) =q(z1,-.2) temos p(ny,-++ ,n.) > g(ny, -+ ,ny) > cr—Flﬁa“.
O
Defini¢ao A.2.3. Uma fungao f : I — R, com I C R, ¢ dita convexa no sentido de Jensen (ou simples-
mente J-convexa) se para quaisquer z,y € I vale a desigualdade
F(2y) < @)+ fy)
2 = 2
Teorema A.2.3. Suponha f J-convexa no intervalo I C R. Para quaisquer pontos zy,z3,--+,z, € I €

quaisquer racionais nao negativos ri,rs, -+ ,Tp temMos

(A.2.4) f (Z rﬂ’i) < 2 rif(@).

Prova: A prova a seguir é extraida de Mitrinovié¢ [25].

(12) rj = &= 1,2,smy n € N":

Provaremos por inducao. Para n = 2, (A.2.4) vale pela propria Defini¢io A.2.3. Suponha que (A.2.4)

vale para n = 2%, onde k € N*. Para zy,29.--- .2y € I e m = 28+ = 282 = 2, tem-se

T+ 2o+t T, < %Z;":i ri+%z}‘=1’:j+n < f(%z.'f;lxj) +f(%z;}=l'rj+")
/ m s 2 = 2
?:1 f(z;)+ Z;‘lzz f(2j4n) " Zf:l f(xj).

<
= 2n 2n

Assim, (A.2.4) vale para todo natural n € {2.2?, 2% ...}. Falta provar que se (A.2.4) vale para n > 2 entdo
também vale para n — 1. Seja (21,22, -+ .2n_1) € € 2o = —25(21 + 22+ -+ Zn_1). Pelo que provamos

acima temos que
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I(J'L+J'E+"'+xn—-i+fn) < f(J:l)—i_f(z'.’]—i""'+I(zii—l)+f('rﬂ).

n n

Mas 23+ 2o+ 4+ Znoy + (“”’:;f"‘") - ""“"'”:'_'1""”“" , € portanto,

ry+rat -+ Tpa

n-—1

(n;— 1) f (3:1 +:cz+‘,‘+:€.,_1) S%(f(”l)+f(1'3j+ oot f(Zn-1))

n—1

/

n—1

) S%(f(rll + f(@2) + -+ f(@nm1)) + %f (”‘ S +”’”"“)

f (z; + 29 +---+xn_1) Sf(l'l) + @)+ -+ f(En1)

n—1 n—1

(22) (r; ¢ racional nao negativo:

Uma vez que ry, - - - , rp sao racionais nao negativos, existe um niimero natural m e inteiros nao negativos

Ply'*" yPn La]quemzpl-f-----f-pn e I',':E‘- i:l‘---,n‘ Pelo(lQ}caso,

m'

f(Bayto+ Ba,) =f((xl+”'+I’)+"'+(:"+"'+’“))

m

L U@+ o+ f@) + -+ (f(@n) + -+ £(2n))

m

= Z @)+ -+ B f(an).

O

Teorema A.2.4. Seja f : I — R J-convexa, onde I € intervalo contido em R. Se f € semicontinua

inferiormente em I entdo f é convexa.

Prova: Seja 2,y € I e a € [0,1]. Por f ser s.ci. em az + (1 —a)y € I, para Ve > 0, 36 > 0,2 €
I, |z=(ar+(1—a)y)| < é tal que f(az+(1-a)y)—e€ < f(z). Sejar;,ra,---,ry € 51,82, -, Sm racionais

nio negativos tais que Y i ri+ ey si=1 e oz +(l—a)y— (i, r)z — (1i2; si) yl < 8. Entédo

flaz+(1—a)y) —€< f ((;r) z+ (és) y) :
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() E)) <)o (£

z n m = . s
Uma vez que para n, m suficientemente grandes podemos tomar 3_:_, r; e 3", s; arbitrariamente préximos

de @ e (1 — a), respectivamente, e que ¢ € arbitrdrio, entao f(az + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y).
O

Teorema A.2.5. Seja C C R? convexo e fechado. Para todo z € R¢ existe um iinico ponto pc(z) € C

tal que
(A.2.5) llz=pc@)ll < llz—ull, YyeC.

Prova: Acker & Dickstein [1].

Definicao A.2.4. Denomina-se a projegdo de z sobre o conjunto C C R?, convexo e fechado, ao ponto

pe(z) € C satisfazendo (A.2.5).

Proposigao A.2.2. Sez € R4 e zq € C, com C C R? convexo e fechado, entio zo = pc(z) se e somente

se (¢ —zo,y—20) <0, VyeC.

Prova: Acker & Dickstein [1].
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