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RESUMO 

Esta dissertação é o resultado de um estudo sobre a Teoria de Grandes Desvios, no qual deu-se ênfase 

ao contexto de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas (v.a's i.i.d.). Com a finalidade 

de d iscutir a lguns dos principais resultados sobre Grandes Desvios, inicialmente apresentamos as definições 

e propriedades básicas. ~uma etapa seguinte apresentamos o teorema de Cramér-Chernoff para v .a's i. i .d. 

a valores em R . A seguir enunciamos um princípio de Grandes Desvios para quaisquer abertos e fechados 

de R. Numa etapa posterior estendemos o teorema de Cramér-Chernoff para v.a's i.i.d. a valores em R d. 

No Capítulo final apresentamos, de maneira sintética, outras extensões do teorema de Cramér-Chernoff, tais 

como: o teorema de Sanov para v .a's i.i .d. e o princípio de Grandes Desvios para Cadeias de Markov finitas. 

Além disso, apresentamos algumas aplicações de Grandes Desvios em Estatística Matemática. 

ABSTRACT 

This thesis is the result of a study about the Large Deviations T heory, in which the context of indepen­

dent and identically distributed (i.i.d.) random variables was emphasized. Aiming to discuss some of the 

main results about Large Deviations, first we present the definitions and the basic properties. In a second 

moment, we present Cramér-Chernoff's theorem for i.i.d random variables in R. Mter, we enunciate a Large 

Deviations principie for any open and closed sets in R . In another stage, we extend Cramér-Chernoff's 

theorem for i.i.d. random variables in Rd. In Jast chapter, we present, briefly, other extensions of Cramér­

Chernoff's theorem, such as Sanov's theorem for i.i.d. random variables and the Large Deviations principie 

for finite state Markov Chains. Besides, we present some applications of Large Deviations in Mathematical 

Statisitics. 
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O- I NTRODUÇAO 

O objeti vo da teoria de Grandes Desvios consiste em estimar probabilidades de eventos raros. A de­

nominação '·eventos raros" refere-se a determinados eventos cuja probabilidade tende a zero. 

Para compreendermos melhor a qualificação "G randes Desvios" consideremos a situação mais simples 

possível, ou sej a, assuma que {Xn ln~l é uma seqüência de v.a's i .i.d. a valores em R , com lei de probabilidade 

J1 e esperança m. Seja Xn = L:~~~ x, e Jln a lei de probabilidade de Xn, isto é, J.ln(A) = P(Xn E A) para 

A E B{R ), sendo B(R) a u-álgebra de Borel em R. Gostaríamos de estudar o comportamento assintótico 

de P(Xn E A), com m f/: Ã (onde Ã é o fecho de A) , quando n-+ oo. Pela Lei Fraca dos Grandes Números, 

sabe-se que limn-oo P(Xn E A) = O. Isto quer dizer que para n muito grande [Xn E A] é um evento muito 

raro, ou seja, sua ocorrência seria "atípica" ou um "Grande Desvio" em relação à Lei dos Grandes Números. 

Uma questão a qual o leitor poderia indagar é o porquê da restrição m f/: Ã. Para responder a essa 

questão suponha A = ( m, + oo) e que J.ln é absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue, 

ou seja, existe uma função fn não negativa, mensurável e finita tal que J.ln(A) = IA fn (x)dx. Então, 

IA fn(x)dx = h fn(x) dx, e portanto, J.ln(A) = Jln(Ã), Vn ~ 1. Ora, como m E Ã então pela Lei dos 

Grandes Números limn-oo J.ln(Ã) = 1, levando-nos a concluir que [Xn E A] não é uma situação de Grande 

Desvio em relação à esperança m. Logo, a restrição m ~ Ã é para garantir que [Xn E A] seja um evento do 

tipo Grande Desvio. 

Atualmente os teoremas-limite na teoria das probabilidades dividem-se em três grandes grupos: teoremas 

do tipo Lei dos Grandes Números, Teorema Central do Limite e Grandes Desvios. No contexto de v .a's i.i.d., 

analisaremos a seguir quais informações podemos obter sobre o comportamento assintótico de P(Xn E A), 

A E B(R), em cada um destes grupos. 

Param f/: Ã, A E B(R), a Lei dos Grandes Números afirma que limo-oo P(Xn E A)= O. J á. o princípio 

de Grandes Desvios para a média Xn de v.a's i.i.d. diz que limn-oo ~In P(Xn E A) 2:: - infyeAo Ã(y), sendo 

A0 o interior do conjunto A, e limn-oo ~ In P(Xn E A) ~ - infyEÃ >.(y) , onde À é a transformada de 

Cramér, a qual será definida rigorosamente no Capítulo 1. No caso de A ser uma semireta , por exemplo 

A= ( -oo, x] , x < m, veremos no Capítulo 1 que 

(0.1) lim In P(Xn ~ x) = 1. 
n-oo -n..\(x) 

Quando (0.1) é válido, diz-se que existe uma "equivalência logarítmica" entre P(Xn ~ x) e e-n>.(z)_ De 

(0.1) vemos que In P(Xn ~ x) e -n>.(x) convergem para - oo na mesma velocidade, logo, pode-se concluir 

que >.(x) é a taxa de decaimento exponencial de P(Xn ~ x) para zero quando n ~ oo. 
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Se m E A então lim11 _ 00 ~ In P(Xn E A) = O, pela Lei Fraca dos Grandes Números, e pelo princípio 

de Grandes Desvios limn-oo ~ In P(X, E A) =- inf:ce tl À(x) = - À(m) =O, como será provado no Capítulo 

1. É claro que não estamos interessados na situação m E A pois. como vimos ant.e ríormente, neste caso 

[Xn E A) não seria um evento do tipo Grande Desvio. A intenção aqui é apenas mostrar que nesta sit uação 

ambos teoremas-limite fornecem o mesmo resultado. 

Agora iremos comparar o Teorema Cent ral do Limite e o princípio de Grandes Desvios para a média 

amos trai. Para isto, considere A= [m + ~,+oo) , ó >O, e {Xn}n>l uma seqüência de v.a's i.i.d. de vn -

esperança m e variância a 2 • O evento [Xn E A) é denominado de um "Pequeno Desvio" em relação à 

esperança m. Podemos observar que [m +f,; , + oo) tende a [m, +oo) quando n -.. oo, ao cont rário de 

uma situação de Grande Desvio, onde o conjunto em questão seria [m + ó, +oo) . Sendo E(Xn ) = m e 

Var(Xn) = ~: , 

- ( - Ó ) ( r.: (Xn - m) Ó) P(Xn E A) = P Xn ~ m+ ..fii. = P yn a ~-;; , 

e pelo Teorema Central do Limite ...;n ( ~";;m) converge em distribuição para uma normal padrão. Logo, 

- (6) 1 l+oo 2 

lim P(Xn E A)= 1 - 4> - = liC e-• 12dz > O, 
n-oo a v27r ~ 

" 

onde 4> é a função de distribuição de uma normal padrão. 

Como veremos no Capítulo 1, o princípio de Grandes Desvios para a média amostrai de uma seqüência 

de v.a's i.i.d. a valores em R dependerá da transformada de Cramér. Isto significa que será preciso conhecer 

a lei de probabilidade da seqüência de v.a's. Exemplificando, assuma {Xn}n?:l como sendo uma seqüência 

de v .a's com distribuição de probabilidade normal de esperança m = O e variância a 2 = 1. Considere o 

evento [IXn I > ó], ó > O. Logo, 

Agora observe que 

(0.2) 
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e pelo fato de 

e-• 12 dz > - e- z 12 dz para ó 'n > 1 l +oc 2 l+oo 1 2 

- .., ' V''- ' 6fo 6fo z-

tem-se 

Portanto, 

(0.3) 

e segue de (0.3) que limn-oo ~In P(IXn I > é) = - 6
;. Esta última igualdade nos dá a transformada de 

Cramér (ver Definição 1.1.2) para uma v.a. com distribuição de probabilidade normal de esperança zero e 

variâ.ncia 1, isto é, >.( 6) = 6;. No Exemplo 1.1.3 do Capítulo 1 mostraremos como obter >. quando X é v .a. 

com distribuição normal de esperança m e variância (1
2 quaisquer. 

Os primeiros resultados sobre Grandes Desvios são devidos a Cramér (8], o qual provou que para 

uma seqüência {Xn}n~l de v.a's i.i.d., P(Xn :::; x) tem uma "equivalência exata" em relação a e -n>.(:r), 

x < m, isto é, limn-oo ~(!,.~~)) = 1. As hipóteses por ele consideradas foram: X 1 com lei de probabilidade 

absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue e E ( etX 1 ) < +oo, com t E ( - ó, ó) para algum 

é > O. Se pensarmos em termos de limite, a equivalência exata diz que para 'V f > O, 3N > O tal que se 

'r/n ~ N então 

(0.4) 

Através de (0.4) também vemos que>. determina a taxa de convergência exponencial de P(Xn :::; x) para 

zero quando n ---.. oo. 

Neste trabalho inicial, Cramér estava interessado em estudar o comportamento assintótico de \-_~((:l, 

onde Fn(x) = P(Xn :::; x), quando x = Xn tende a +oo com n e Xn = o(.fii). Posteriormente, Cher­

noff (7], eliminando a hipótese de v.a's absolutamente contínuas considerada por Cramér, provou que 
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limn-ro *In P(Xn $ J;) = - >.(x), se x ~ m, e lim,._ 00 t In P(Rn "2: x) = ->.(x). S(' J: "2: m. permit.indo que 

os resu ltados de Cr11mér fossen1 estendidos para um universo maior de v.a's. Chernoff ainda abordou questões 

sobre Estatística l\la temática, como a efi ciencia assintót.ica de t.estes de hipóteses. ~m dos exemplos t rata 

do caso em que {Xn}n?J é uma seqüência de v.a's i.i.d. com distribuição de probabi lidade de Bernoulli, 

onde deseja-se est imar a probabilidade dos erros t ipo I e ll no teste da razão de verossimilhança simples. No 

Exemplo 1.2. 1 do Capitulo 1 analisaremos com maiores detalhes este exemplo. Assim. no universo de v .a 's 

i.i.d. a valores em R , os resultados de Cramér e Chernoff passam então a constituir o que hoje chama-se de 

" contexto clássico de Grandes Desvios". 

Posteriormente aos trabalhos de Cramér e Chernoff houve generalizações basicamente em duas direções: 

quanto ao espaço onde as v .a's estão definidas (R d, espaços de medidas, espaços infinito-dimensionais e 

espaços mais gerais) e quanto à existência de algum tipo de dependência estocástica entre as v .a's. Para 

detalhar essas generalizações, considere {Xn}n?l uma seqüência de vetores aleatórios i.i.d. a valores em Rd, 

d "2: 1. Assuma f: R d---. R d uma função mensurável e limitada. Analogamente ao caso da média amostrai 

em R , tem-se interesse em estimar o comportamento assintótico de 

(0.5) p - Lh(X;) > ó, ......... I - L f&(X;) > ó ( 
1 n 1 n ) 

n i=l n i=l 

quando n -+ oo, sendo f = (h, · · · , /&). Naturalmente, a média em R é um caso particular de (0.5) , com 

f (x) = x e d = 1. Generalizações como em (0.5) foram tratadas por Lanford [20). Donsker-Varadhan 

[11) fizeram generalizações para espaços gerais, tais como: Banach, Polonês, Hausdorff e espaços infinito-

dimensionais, e consideraram variáveis aleatórias com dependência fraca, ou seja, processos de Markov . 

Também no contexto de vetores aleatórios assumindo valores em espaços gerais (Hausdorff, Banach) Bahadur 

& Zabel [3) fizeram importantes contribuições. 

Outra importante generalização do Teorema de Cramér-Chernoff é o princípio de Grandes Desvios para 

a medida empírica de uma seqüência de v.a's i.i.d. , devido a Sanov [26}. No contexto de Cadeias de Markov 

finitas, Gartncr [14} estabeleceu um princípio de Grandes Desvios para a medida empírica. No Capítulo 3 

discutiremos estas duas generalizações. 

Generalizações do Teorema de Cramér-Chernoff para famílias de processos Markovianos tem sido feitas 

por vários pesquisadores, tais como Gartner [15}, Mackcan [24), Fteidlin & Wentzell [13} e outros. No 

contexto de famílias de processos de difusão, caracterizados pela introdução de um pequeno parâmetro, a 

teoria de Wentzell-Freidlin, sintetizada na referência [13], é de fundamental importância. 

Ent re as aplicações de Grandes Desvios, a Mecânica Estatística tem se destacado nos últimos anos, 

contribuindo com o surgimento de novas técnicas. Para maiores detalhes citamos Ellis [12), Holley & 

Stroock [16), Varadhan [29), Lanford [20} e Cassandro et alii [6}. 
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Na 8statística tVlatcmática encontramos aplicações em testes de hipóteses e estimação de parâmet.ros. 

Uma generalização do contexto tratado por Chcrnoff [7). e111 testes de hipóteses, pode ser encontrada em 

Dembo & Zeitouni [9]. Já em Bucklew [5] encontramos aplicações em est.imaçào de parâmetros, discerni­

ment.o entre duas populações c na teori a da informação. 

Nesta monografia ficaremos restritos a alguns dos principais resultados sobre Grandes Desvios no con­

texto de v.a's i.i.d. a va lores em R e R d, d > 1, assim como uma breve exposição no contexto de Cadeias 

de Markov. Na seção 1.1 do Capítulo 1 abordaremos as principais propriedades da transformada de Cramér 

e na seção 1.2 daremos ênfase ao teorema de Cramér-ChcrnofT para a média amostrai. Na seção 1.3 desse 

mesmo capítulo enunciaremos alguns conceitos gerais em Grandes Desvios, além de estabelecer um princípio 

de Grandes Desvios para quaisquer conjuntos abertos e fechados de R. No capítulo 2 iremos estender os 

resultados do Capítulo 1 para Rd, além de fazer uma comparação com o teorema de Cramér-Chernoff em 

R . No Capítulo 3 apresentaremos, de forma suscinta, algumas extensões do teorema de Cramér-Chernoff, 

como o teorema de Sanov para medidas empíricas de v.a's i.i.d., e também algumas aplicações. 

Como principais referências bibliográficas foram utilizadas as obras de Azencott [2] , Bucklew [5] Dembo 

& Zeitouni [9], Stroock (28] e Vares (30]. 
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CAPITULO 1 

GRANDES DESVIOS PARA A MÉDIA AMOSTRAL DE VARIÁVEIS 

ALEATÓRIAS I.I.D. EM R 

Neste capítulo discutiremos a formulação de um princípio de Grandes Desvios para a média amostrai 

Xn = L~~.· x. de v.a's x ,, x2, ... l Xn i.i.d. a valores em R. Na seção 1.1 daremos definições básicas e as 

principais propriedades da transformada de Cramér, a qual permitirá enunciar na seção 1.2 um importan te 

teorema sobre Grandes Desvios envolvendo conjuntos do tipo ( - oo, x] ou [x, +oo ). Na seção 1.3 daremos 

algumas definições gerais em Grandes Desvios, além de estabelecer um princípio de Grandes Desvios para 

quaisquer conjuntos abertos e fechados de R. 

1.1 - A transformada de Cramér e suas propriedades 

Definição 1.1.1. Seja J.I. uma medida em R. A transformada de Laplace ft : R-----+ (0, +oo) para a medida 

J.I. é definida por 

+oo 

jl(t) = j e1:rdp(x), t E R. 
-oo 

Se J.I. é uma medida de probabilidade então a correspondente transformada de Laplace é denominada de 

função geradora de momentos da v.a. cuja distribuição de probabilidade é J.I.. Note que ft pode assumir +oo 

para todo t ::ft O e [1,(0) = 1. 

Definição 1.1.2. A transformada de Cramér Àp: R ----+ [0, + oo] para a medida de probabilidade J.I. é 

definida por 

).. 11 (x) = sup {tx -lnft(t)} , x E R. 
tER 

Observe que )..11 ~ O, pois tx- lnft(t) =O quando t = O seja qual for x. Por outro lado, >.~' pode ou 

não assumir +oo. Posteriormente veremos os casos onde À1, ( x) = +oo para x pertencente a um subconjunto 

de R . Na seção 1.3 mostraremos que)..~' é uma "função taxa" e além disso a seqüência de medidas {J.ln}n~l' 
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onde J.ln(A) =?(,\;,, E A) para A Ç R, satisfaz urn princípio de Grandes Desvios através de À~" . A notação 

À~" para a transformada de Cramér será substituída por À quando não houver dú vidas quanto à medida de 

probabilidade em questão. 

Uma interpretação geométrica de À é dada na figura 1.1.1 . Quando existe T E R tal que À(.r) = 

zT -lnjs(T) então da equação 1; (t.r -lnis(t)) =O segue que i/:l = x. 

O próximo objetivo será estudar as propriedades da função À, as quais serão úteis nesta e em seções 

posteriores. 

jJ' ( T) 
--=x 
jJ(T) 

T 

figura 1.1.1 - Interpretação geométrica de .À 

Proposição 1.1.1. Seja X uma v.a. com distribuição de probabilidade JJ e respectiva transformada de 

Laplace jJ(t). Então: 

(1.1.1) 

Prova: 

-À(x) =In inf{e- 1rjJ(t)}, x E R . 
tER 

-Ã(x) = - sup{ tx- In jJ(t)} = inf { -tx +In jJ(t)} = inf In (e-tr jJ(t)) . 
tER tER. tER 

Vamos definir g(t) = e-'rjJ(t) e I= inf1ER9(t). Então lng(t) ~In!, Vt E R. Logo, inf,en.lng(t) ~ lnl = 

In inf1eR g(t). Agora suponha inf1eR lng(t) >In/. Disso decorre que 3c > O tal que infaER lng(t) ~In I+ c, 

e daí, In g(t) ~ In I+ c, Vt E R, o qual implica em g(t) ~ e1" l+t > e1" 1 = I, Vt E R, ou seja, I não é mais 

o ínfimo de g(t), levando-nos a uma contradição. Assim, 
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Proposição 1.1.2. Seja >. a transform ada de Cramér para a tllcdida de prohabilidarle J.l.· Então: 

(i) >. é semicontínua inferiormente; 

(ii) >. é convexa; 

+oo 
(iii) >.(m) = O, onde m. = f ydJ.1.(Y) é finita; 

- 00 

(iv) >.(x) é não decrescente para x ~ me não crescente para x ~ m; 

(v) Se>. for duas vezes diferenciável em x = m, m finita, então >.' (m) =O e >." (m) >O. 

Prova: A prova que segu~ é baseada em Stroock [28] . 

o 

(i) Uma definição equivalente para uma função semicontínua inferiormente (s.c.i.) é >.(x)::; limn-oo .\(xn) 

para qualquer seqüência {xn}n ~l em R tal que Xn -+ x, com x E R (ver Proposição A.2.1 do Apêndice 

2). Assim, tome uma seqüência qualquer {xn}n;,::l tal que Xn - x. Da definição de>. temos que para todo 

t E R , >.(xn) ~ txn - In jL(t) . Logo, 

lim >.(xn) ~ sup{tx -luft(t)} = >.(x) . 
n-oo tER 

(ii) Sejam x, y E R e O ~ o- ~ 1. Para qualquer t E R , tem-se 

o->.(x) + (1 - a)>.(y) ~ o-(tx - ln~(t)) + (1 - o-)(ty -In ~(t)) = t(o-x + (1- a)y) -In ~(t), 

e portanto, a..\(x) + (1- o-).\(y) ~ ..\(o-x + (1 - o-)y). 

(iii) Pela desigualdade de Jensen, 

+oo +oo 

(1.1.2) In f e'YdJJ.(Y) ~ t f ydJ..L(Y) = t m, Vt E R .. 
- 00 - 00 

Assim , tm- ln~(t) ~O para Vt E R e disto conclui-se que ..\(m) =O, já que ..\(x) ~O. V x E R. 
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(iv) Tome m< x 1 < x2 ( ' O< r1 < 1 La l que ~: 1 = ( I - cr) 111 + OJ;~. Por (ii) c (iii) 

.-\(x!) = .-\((1 - 0) 111 + ox:d ~ (1 - r1)À(m) + oÀ(.c~) = o.À(x:!) ~ À(3· 2) . 

Agora tome x 1 < X2 < m e O< n <I La] que x 2 = (I- o)m + o.c 1• 1\ovameutc por (ii) e (iii ) 

.-\(x2) = ,\((1 - o)m + oxl) ~( I - o),\ (m) + oÀ{.t!) = oÀ(xl) ~ A(xt). 

(v) Uma vez que :t: = m é um mínimo local enLão ,x ' (m) =O e .,\" (m) >O. 

o 

Na proposição abaixo adotaremos flx(t) , .-\x(x) e JLX para denotar, respectivamente, a transformada 

de Laplace, de Cramér e a lei de probabilidade de uma v .a. X. 

Proposição 1.1.3. Seja (Xn)n~l uma seqüência de v.a's i.i.d. com lei de probabilidade comum J.L, trans­

formada de Laplace jt(t) e transformada de Cramér .X(x). 1em-se: 

(i) Se Y = aX1 + b, onde a , b E R , então 

(ii) Se Sn = 2::7=1 X; então 

Às.(x) = nÀ (~) , x E R; 

(iii) Se W = Sn - na, onde a E R , então 

( 1.1.3) À w ( x) = nÀ (;; + a) , x E R ; 

(i v) Se Z = 5~J!t, onde m e u são, respect.ivament.e, a esperança e variância da v .a. X 1, então 

Àz(x) = nÀ (::.;, + m), x E R. 

Prova: Utilizaremos as propriedades da função geradora de momentos (ver Proposição A.l.l do Apêndice 

1) . 
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(i) Sabe-::.e que l'l'(/) == r 1bJt(at). Disso decorre que 

>.}'{.c)= sup{xt - lnpl'(t)} == sup {xl - In (e 1bit(ot.))} 
t ER tER 

= sup{xt - tb -lnJ-L(at)} = sup {at (x-b) - lnj1 (at)}. 
t ER tER a 

razendo a mud ança de variável s = at , finalmente vem 

{ (X- b) } (X- b) ~~K s -
0

- -In ji.(s) == >. -a- . 

(i i) 

.>.sn ( x) = sup { xt - In fLsn (t)} = sup { n .:_ t - n In jL( t)} = n sup { .:_ t - In jJ(t l} = n >. (.:_) . 
t ER tER n tER n n 

(i i i) 

>.w(x) = sup {xt -In iiw(t)} = sup { xt -ln(e-01 {L(t)t} 
tER lER 

= sup {n .:_t + nat- n ln{L(t)} = nsup {(.:_+a) t -In [t(t)} 
tER n tER n 

(i v) 

>.z(x) = sup {xt -lnftz(t)} = sup {xt -In (e--!Tn [1, ( t~))"} 
tER lER Uy n 

= n~~k { u~ ( fo + m) -lnjL (u~)}. 
Fazendo a mudança de variável s = ufo• tem-se 

o 

Proposição 1.1.4. Seja J-l uma m edida de probabilidade e jL sua respectiva transformada de Laplace. Para 

a transformada de Cramér .>., tem-se: 

(i) Se jJ(t) = +oc para Vt E R" então >.(x) =O qualquer que seja x E R. 
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(i i ) S uponha j1(L) 2: I para I E (-:x:.O). l::ntão p (l ) = + :x: para I E (O,+x) ,;e(' so nwnt c sr ..\(.r) = O pa ra 

x E [O ,+oo). Suponha 1'(1) 2: l para tE [O.+x.). Então fl(l) = +x para f E (-x. O) se<' som<>ntc se 

À( x) =O para J: E ( -<x·, 0) . 

(iii) Suponha íi(t) 2: 1 para l E ( -oo, O]. Existe r > O fini to tal que Jl(r) < +x se e sorncnte se 

limx- +oo ..\(x) = + oo. Suponha j.l{f) 2: I para f E [0, +oo). Existe T < O fini to tal que jt(r) < +oo se 

e soment.e se lim, __ 00 ..\( x) = +<x. 

(iv) Se m = r:: X dp(x) for finita então j1(t) = +oo, 'V t > o, se e somente sr ..\(x) 

jt.(t) = +oo, 'ift <O, se e somente se >.(x) = O, 'V x S m. 

O, 'V x > m , c 

(v) Sem= J~: xdl;,(x) for finita então 3r >O finito tal que /l(r) < +oo se e somente se limr-+oo ..\(x) = 

+oo, e 3r <O finito t.al que j.t(r) < +oo se e somente se limx- -oo >.(x) = + oo. 

Prova: A prova é segundo Azencot.t [2]. Em (ii) , (iii) , (i v) e (v) provaremos o caso t > O, x ;:::: O e x ~ +oo, 

pois para t < O, x :5 O e x -. -oo o procedimento é análogo. 

(i) Suponha j.t(t) = +oo, 'ift E R" . Então, tx- lnjL(t) = -oo, 'Vt E R" , seja qual for x E R. Portanto, 

t\(x)=O. 

(ii) Assuma jL(t) ~ 1, 'ift E (-oo,O). Supondo j.L(t) = +oo, 'ift E (O,+oo), teremos tx -Jnj.L(t) = - oo 

seja qual for x E R. Logo, ..\(x) = sup1$ 0{tx- lnj.t(t)}. Mas pelo fato de j.t(t) 2: 1, "'t E (-oo, O], 

tem-se tx - In jL(t) :5 O se x E [0, +oo) e assim >.( x) = O. Para compreender-se a razão da suposição 

j.t(t) ~ 1, Vt E (-oo,O], suponha que exista 6 E (-oo,O) tal que jL{6) < 1. Sendo assim, podemos encontrar 

x E (O,+oo) de tal maneira que x6 - ln j.t(ó) >O, o que contraria a suposição [.t(t) = +oo para todo t >O. 

Para provar a recíproca suponha que exista r > O tal que [.t( r) < +oo. Então, da definição de ,\ temos 

..\(x) ~ rx -ln[.t(r) e daí limr-+oo ..\(x) 2: limr-+oo {rx -lnj.t(r)} = +oo, ou seja,..\ não é identicamente 

nula para x E [O,+oo) . Portanto, À(x) =O para "'x E [O,+oo) implica em [.t(t) = +oo, 'Vt E (O,+oo). 

(iii) Na prova da recíproca de (i i) vimos que se 3r > O tal que [.t( r) < +oo então limx- +oo ..\(x) = +oo. Pa ra 

provar que limz- +oo >.(x) = +oo implica na existência de T >O finito tal que Jt(r) < +oo utilizaremos a 

demonstração por absurdo. Sendo assim, assuma {t(t) = +oo para V, tE (0, +oo). Então, pela prova do item 

(ii), temos que >.(x) =O seja qual for x E [O, +oo), isto é, chega-se a uma negação de limz-+oo ..\(x) = + oo. 

(iv) Suponha que jL(t) = +oo, 'ift >O. Então, sup1>0{tx - ln ft(t)} = -oo. Portanto, ..\( x ) = sup 1<o{tx­

In [.t(t)}. Por outro lado, por (1.1.2) , se x 2: m então tx- ln{.t(t) S O para todo t S O. Assim, >. (x) = O, 

Vx 2: m. Suponha agora que ..\(x) =O, "'x 2: m, e que 3r >O com íl(r) < +oo. Sendo assim, 
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lim À(J:)2 lin1 (TJ:- InJ1.(r))= +oo, 
J' -+"'- J·- +N 

que é HnHt cont. ra diçiio. 

(v) Aqui a. prova é f<' ita como em (iii). 

o 
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(a) 

(b) 

(c) 

p (tl À( r ) 
-x TÃ 

+oo 

' ' ' ' ' 

o 

o 

1 

jl( t) 

+ oc 

I 
I 

I 
~ y = e tm 

I 
I 

jl( l) 

, y = etm ..... /" ......... 

----------------~--------------~~ r o 

..\ ( .~: ) 

........... _ -------+-------·t o 

À(x) 

o 

figura 1.1.2 - Relação entre jl e À 
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P i\ra compreendermos melhor a transformada d(> Cra mér, h<'uJ rOJllO :;uas propriedades. \'Cremos a lgu us 

t:xemp los envolvendo algu uHlS distribuições d<' probabilidade ronlwrida,. \ o cálculo de À usaremos ( 1.1.1 ). 

Exemplo 1.1.1. Considere X uma v.a. constante. isto é, p (o) = P(X = o) = 1. o E Il. A transformada 

de Laplace é íJ.( t ) = e1a, Vt E R , e a de Cramér é 

{ 
+oo, x f. a 

À(x) = 
O. x = a 

Note que À não é diferenciável para nenhum x E R. 

Exemplo 1.1.2. Seja X uma v.a. com lei de probabilidade f.L = p611 + (1- p)ów , onde w < v e O< p < L 

As funções Ów e Ó11 são definidas como 

se X =w 

caso contrário 
e 

se X = v 

caso contrário 

A transformada de Laplace é jJ.(t) = p e11 1 + (1- p)ew t , t E R , a qual é de classe C00 (R ). Minimizando 

e- t:cjt(t) em relação a t obtemos 

onde r é o ponto de mínimo. Logo, após alguns cálculos, obtém-se 

_ A ((1 - p)-(::::; )(x -w) -(:::)(1-p)(v-w)) 
-ln(e ":cJ.l(r)) = -In -- --

p v-x (v -x) 

(x- w) (x-w) ( v-x) (v- x) = -- In -- + -- In -- -ln(v -w). 
v-w p v-w 1-p 

Se x = w, 

À(w) = - In ,i~lÁ {p et(v-w) + (1 - p)} = - In( I - p) = In C~ P) , 

e se x = v, 

.\(v)= -In 1i~~ {P+ (1- p)e1
(w-v)} = - lnp = In (t). 
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0/o caso :c < w. À(x) = -li rrr1_ --.:. In (pt 1(v- x ) + (1 - 7J)e1(w-x)) = +<X e para x > v. ..\(:1:) 

-limr- +co ln (pe1(v-:rl+( l-p)r. 1(u-.r 1) =+x . 

Assim , 

ln c~p)· x=w 

..\(x) = ( !..=.!!:.) In (~) + (.!L=E.) In(~) - In( v - w) w < x <v v- w p v-w 1- p ' 

x f/: [w,v] 

Sendo EX = pv + (1 - p)u: , por (iii) da Proposição 1. 1.2, ..\(EX) = O. Uma vez que À é de classe 

C00 ((w , v)) então por (v) dessa mesma proposição temos que ,\' (EX)= O e ,\" (EX) = (w - v);p(l-p ) >O. 

E x emplo 1.1.3. X tem distribuição \ ormal com parâmetros m = EX e u 2 = VarX, ist-o é, dp(x) = 
I 1.( r-m )2 

.,;
2

'1(
02

e- 2 - ,- dx , x E R . 

Sabe-se que {.t(t) = emt+ "2

2 
12

• I E R , a qual é uma função de classe C00 (R ). Mini mizar e- t:r {.t(t) equivale 

a minimizar - tx + mt + 0

2

2 
t2 . Portanto, obtemos o ponto de mínimo r = :r;.;n, x E R , e isto resulta em 

para X E R. É claro que À(m) = O, À
1 

(m) = o e " " (m) = ft >o, visto que À é de classe C00{R). 

Exem plo 1.1.4. X tem distribuição de Cauchy com parâmetros B E R e ó > O, ou seja, dJ.l(x) 

r(P +(:z:-e)'l)dx , x E R. 

A fu nção geradora de momentos de X é tal que {.t(t) = + oo, Vt =/= O. Logo, pela Proposição 1.1.4 ( i), 

À(x) =O para Vx E R. 

E x emplo 1.1.5. Sej a X v.a . com distribuição Gama de parâmetros o- > O e k > O. A densidade e a 

transformada de Laplace de X são respectivamente: 

k 
O' - crr 1:- 1 0 1. 0 0 f(k) e X ,X>,/\ > , a > e 

Observe que {.t é de classe C 00 ((- oo, o-)). 

Minimizando e- t:r:{.t(t) em relação a t temos que o ponto de mínimo é r = a - ~ . x > O. Logo , 

À(x) = Q'X - k + kln c::r ), se X> o e À(x ) = limr- -oo {t x - In (1- ;r i:}= +oo, se X ~ o. Sendo ~ a 

esperança de X, então À(~) =O. Uma "ez que À é de classe c oo ({0 , + oo)) , À, ( ~) = O e ,\" (~) = ~ > O. 
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Sabe-se qtH' quando/; = I. tem-sr a distribuição exponencial. Quando k = ~ (11 inteiro posit.ivo ) <' 

o = ~ · tem-se a d istribuição qui-quad rado . Logo . através ela exprcssiio de À obtid a para <t d isLribuiçiio 

Gama podemos obter >. para estas duas distribuições. 

1.2 - O teore m a d e C ramér-Cherno ff 

Nesta seção nos concentraremos no importante teorema de Cramér-Chernoff, cuja demonstração é ex­

traída de Vares (30]. 

Teore ma 1.2.1. Seja {Xn}n~l um a seqüência de v.a's i.i .d. definidas no espaço de probabilidade 

(R , B(R ), J.l) , com m =r::: X dj.t(x) finita, transformada de Laplace fJ c traHsformada de Cramér >.. Seja 

Ln X Xn =·-• ' = h. Então: n n 

(i) limn-oo *In P(Xn ~ x) = - >.(x) , x <m· - , 

(ii) limn-oo *In P(Xn ;=:: x) = - >.(x) , x > m. 

Prova: Decorrência do teorema de Cramér-Chernoff, a seguir. 

Teorema 1.2.2 (Cramér-Chernoff). Seja {Xn}n~ l uma seqüência de v.a's i.i.d. definidas no espaço de 

probabilidade (R, B(R), J.l), com m = EX 1 , transformada de Laplace fi e transformada de Cramér >.. 

(i) Se EIXd < +oo então 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

(i i) 

( 1.2.3) 
1 . 

- >.(x) ~ lim - In P(Xn ~ x), V x E R, e 
n-oo n 

(1.2.4) 
1 -

->.(x) ~ lim -In P(Xn ~ x), V x E R. 
n-oo n 
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Prova: 

(i) Sem perda de generalidade podemos supor J: = O. pois corno vcn•mos adiante é po:,sívcl reduzir a este 

caso part icular se x -:f O. Primeiro consideraremos o caso m ~ O. Para l :::; O 

P(Xn:::; O)= P(lS11 ~ O) = P (c'5
• ~ ! ) . 

Logo, pela desigualdade de f\.Jarkov e indepcndéncia das v.a's X; t.emos que P(e15• ~ l) < E(e15") 

(it(t))". Disso segue que 

P(Xn S O) S (jl(t)t, V t:::; O. 

Por out ro lado, através da desigualdade de Jensen , tem-se que 

e isto permite-nos concluir que infteaii(t) = inf1 ~o jl(t). Uma outra maneira de ver isto, quando il(t) é de 

classe C00 (R), é observar que como il é convexa (ver Proposição A.l.2 do Apêndice 1) em = il' (O);::: O então 

inftea/l(t) ocorre quando t ~O , conforme a figura 1.2.l(a) , na qual é possível ver que inf1eaii(t) E [0, 1]. 

Logo, 

P(Xn <O) < (inf jl(t))" = enlninf,eRJ1<t ) = e-nÀ(0)
1 

- - lER 

onde a última igualdade é justificada por (l.l.l). 

Agora trataremos o caso m S O. Tomando t ~ O e aplicando novamente a desigualdade de Markov , 

obtém-se 

Aplicando a desigualdade de J ensen quando t:::; O, chega-se a ji(t);::: 1, e portanto , inf,ea/l(t) = inf, ;::oil(t ). 

Geometricamente, considerando [t(t) de classe C00 (R) , pela figura 1.2.l(b) vemos que o ínfimo de ji ocorre 

quando t ;::: O. Disso vem que 

Para x -:f O, com x S m, E(Xn- x) = m - x ~ O e assim podemos reduzir ao caso particular acima 

provado, ou seja, 
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Mas por (1. 1.3), e-As,.- ... (O) = e-nA(z), e disso segue P(.Yn ~.r)~ e-nA(z J. Analogamente P(Xn ~ x) ~ 

e-nA(r l, se x :f: O e m ~ x . 

o 
(a) 

jl(t) 

jl' (O) = m 

figura l. 2 .l 

jl( t) 

jl' (O)= m 

o 
(b) 

(ii) Se P(X1 > O) = O então P(Xn ~ O) = l e ~In P(Xn ~ O) = O, Vn ~ 1, e isto resulta em 

limn-oo ~ ln P(Xn ~O)~ -À(O). Analogamente, se P(Xt <O)= O então P(Xn ~O)= 1 e ~In P(Xn ~ 

O)= O, Vn ~ 1, resultando em limn-oo ~lnP(Xn ~O)~ ->.(O). Logo, nos casos P(X1 <O)= O e 

P(X1 > O) = O, (1.2.3) e (1.2.4) são facilmente verificadas. Por isto vamos supor P(X1 < O) > O e 

P(X1 >O) > O no que segue. A demonstração será dividida em duas partes: caso onde X; é v.a. discreta e 

o caso geral. 

Caso Discreto: 

Seja {Xn}n!:!l uma seqüência de v.a's i.i.d . cuja distribuição de probabilidade tem suporte em 

{z1, z2, ···},isto é, P(Xt = x;) = p; >O para i E {1, 2, · · ·} e l:~ 1 p; = 1. Da suposição P(X1 <O)> O 

e P(X1 >O)> O temos que 3r E N• tal que min1~i~r x; <O< maxl$i$r x;. Disso, tem-se L:;=l p; < 1. 

Defina cpk(t) = L:~= 1 p;e 1 r• , k ~ 1. A seqüência {'Pth~ 1 é tal que 'Pt(t) ~ 'P2(t) ~···,ou seja, é 

monótona crescente, convergindo pontualmente para jl(t) = L:~ 1 p;e1r,, quando t E R. Uma vez que existe 

um conjunto compacto C tal que C Ç {t : jl(t) < +oo} (de fato, mesmo que jj(t) = +oo para todo t :f: O, 

tem-se jl(O) = 1 e daí C = {0}, o qual é compacto) então pelo Teorema A.2.2 do Apêndice 2 temos que 

{'Pkh!:! 1 converge uniformemente para jl em tE C. Logo, 
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( 1.2.5 ) li nt inf C,Ok(l ) = inf lim cpk(l) = inf [t(t). 
k-x. tE C tE C k-oo tE C 

Vamos admitir , sem p1•rda de generalidade, que x 1 = mm 1$i$r X; e Xr = max1$i$r x; Observe que 

li mr-+oo :P1 (t) = limr- +:>- Jl l ér,r = O e limr- - oo IPI (t) = limr- -oo P1 ex,t = + oo. isto é, não podcrnos 

afirmar que pa ra k < 1· , ,:;k(l ) converge para +oo qu ando !ti - <X>. EnLreLanto, I,Or( t ) = P1 Cx,r + · · ·+ JJrC.r,r 

converge a + oo quando !ti - +x-, pois limr--oo PtC:r,t = +oo e limt-+oo Pr C:r ,r = +co . e assim <p1:(t) 

converge a + oc quando !ti - +x . para k ;::: r. Também vale que jJ.(t) converge a + oc quando !ti -. + oo 

(ver Teorema A.l.l do Apendice 1). 

Fixe k;::: 1·;::: 1 c defina a1: = inf1en.c.ok{t). Pelo fato de i.{)k c fi serem convexas , estritamente positivas c 

limltl- oo I,Ok(t ) = limlt(- oo Ji(t ) = +oo então existem Tk e r finitos tais que o-1: = l.{)k(rk) e Ai( r) = infren. /t(t). 

Tomando C compacto tal que r~: , r E C teremos o-1: = inf1ec<pk(t) e inf1en./t(t) = inf1ec j.L (t ). Assim , por 

(1.2.5) 

lim o-1: = inf /t(t) = e->.(o) . 
1:-oo tER 

pode ser considerado como o espaço amostrai de um experimento aleatório & com k + 1 resultados possíveis , 

onde P(A;) = Pi, i = 1, · · · , k, e P(A~:+t) = 1-P1- · · ·-Pk. Definindo as v .a's M; = { número de vezes que 

A; ocorre em n repetições independentes do experimento&}, i E {1, · · ·, k + 1}, segue que (M1, · · ·, Mk+t) 

tem distribuição de probabilidade multinomial (ver J ames [17]) com parâmetros (n,p1,··· , p~: , 1- P1-

· · ·- Pk)· Pelo fato de (XI +· · ·+ Xn S O : X; E {x1 , ·· · ,xk}, i= 1, · · · ,n] C [X1 + · · · + Xn S O] e 

(Xt + ·· · + Xn S O : X; E {x1 , ··· ,x~:}, i= 1,··· ,n] ser equivalente ao evento [M1x1 + ··· + M~:XJ: S 

O, Mk+J = O], tem-se 

= 
(m 1 ,·· ,m~)ES 

/c 
p·"· = n!IT-'- = p(n1, · · ·, nk), 
n ·' i=l , . 

onde S = { (m1 , · · · , m1:): L~=l m;x; S O, '2:7=1 m; = n }· Note que (n1, · · ·, n~c) E S. 
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Pelo Lema .·\ .2.2 do Apendice 2. 3co > O. Sk E N. tal que para n ~ .Vi: existem intei ros positivos 

n1 •... . 11 < tais que L~= l n, = TI. L:=l n,x, SOe p(n 1, · · · . né) ~c~: nfr,;(ezk)" . Dai ~·em que 

1 - ( 1 ) ;In P(Xn S O)~ In y'ê; 'yt;;-I + In ez1: , 

e conseqüentemente ~-oo ~In P(.~n S O)~ In Ctl: , para todo k ~ r~ 1. 

Uma vez que In O't converge para In infteR jt(t) = -A( O) quando k - oo, chega-se a 

limn-oo ~In P(Xn S O) ~ -A(O). O procedimento para P(Xn ~ O) é semelhante. Para x ::/: O observe 

que (L:~ ,~x.-r ) S o] e [.\",, S .r] são equivalentes. Sendo assim, repetindo o mesmo procedimento acima 

para a seqüência de v.a 's {Xn - z}n ;::P chega-se a limn-oo ~In P (L:~- ~~X, -.rJ S O) ~ -Ax,-r(O). Pela 

Proposição l.l.3(i ), com a = 1 e b = - x , vem que ..\x,-AO) = ..\(x ). Portanto, fu!!.._
00 

~In P (Xn S x) ~ 

-A(x). Para P (Xn ~ x} o raciocínio é o mesmo. 

Caso Geral : 

Utilizaremos o caso discreto acima. Assuma X1 , · • · , Xn v.a's i.i.d. quaisquer e defina 

onde s, k E N• e i E Z . Observe que as v.a's xi•J são i.i .d . Na figura 1.2.2 vemos que xi'J(w)- X.t(w) S ~ 

e X.t(w) S xr•>(w). 

s 

i - 1 

s 

xi')(w) 

1 
------~------------~~ 

figura 1.2.2 
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Seja 11 .• a lei comun1 d P {x:/ 1(tt·)} . Então 
rl~l 

Assim , Jl.(t ) ~ fi~(/) ~ e11• Jl(l) e jl(t)e-r f• ~ p, (l). para t ~ O. Por out.ro lado, :-c I < O tCIIIOS jt(l) > 

j1.,(t) ~ e11·'jJ.(I ). Daí vem que /1~(1) ~ e-lrl/• p (l). Por ( 1.1.1 ), 

(1.2.6) 

sendo >., a transformada de Cramér para Xk'' '. 
A seqüência {e- 2 1t l/•;:t(t)}.~ 1 é monótona crescente, e portanto, converge pontualmente para jJ.(t) 

quando s --+ oo. Considerando novamente o conjunto compacto C Ç {t : Jl.(l) < +oo}, pelo Teorema 

A.2.2 do Apêndice 2, e-Zitl/• íi(t) converge uniformemente para ji(t), t E C, quando s --+ oo. Além disso, 

pelo Teorema A.l.l do Apêndice L existem A , B reais positivos tal que ji(t) ~ Ae8 1'1. Logo, pelo fato de 

2 
lim e-Zltll• jt(t) ~ lim Aelti(B-Z/•) = +oo, se s > B , 

ltl-oo ltl-oo 

e por e-Zitlf•ji(t) ser convexa, então existe r E R finito tal que e-21rlf•jl(r) = inf1Eae-Zitl/•j:t(t). Tomando 

C compacto tal que r E C teremos que inftEC e-21tlf• jJ.(t) = infrER e-Zitl/• jJ.(t) . Assim , 

lim In (inf e-21tl/•jJ.(t)) = In (inf lim e-21tlf•ii(t)) = In (inf ji(t)) =->.(O) , •-oo tER IER•-oo tER 

e por (1.2.6) concluímos que lim, _ 00 ->.,(~) ~ ->.(0). 

De Xk ~ x~· > decorre que Xn ~ x~•> e por sua vez P(Xn ~O)~ P(x~• l ~ 0). Uma vez que x~·> é 

v .a. discreta, pelo caso anterior 

e quando s --+ oo, limn-oo ~In P( ,\;n ~ O) ~ - >.(O) . Por outro lado, de xi•> ~ X~; + ~ temos que 

x~·) ~ Xn + ~ e isto implica em P(Xn +~~O)~ P( .Y~·> ~O). Novamente pelo caso discreto, 
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c quando s - oo. lim, _-» ~In P(,\, ;::: O);::: - ..\(0). 

o 

Observação 1.2.1. No caso em que J1 (l) = + oo para '</ t -:p O, o Teorema 1.2.2 continua valendo. mas 

,\(x) = O seja qual for x E R (Proposição 1.1.4 (i)), e por isso P(5: 11 ~ x) ~ e-r~ A! r ) = 1, ou sej a. não 

ganhamos nenhuma informação relevante sobre P(in ~ x) . 

Observação 1.2.2. De (1.2. 1) e (1.2.3). se x ~ m, então 

1 - - 1 -
- >.(x) ~ lim - In P(X n ~ x) ~ lim - In P(X, ~ x) ~ - >.(x ). 

n-oo n n-oo n 

ou seja, limn-oo ~In P(Xn ~ x) = - À(x). Para x 2: m, também chega-se a lim 11 -oc ~ In P(Xn 2: x ) = 

- >.(x), por (1.2 .2) e (1.2.4). Assim, o Teorema 1.2.2 nos diz que a probabil idade de .f{, pertencer ao intervalo 

(-oo, x), com x ~ m, e [x,+oo), com x 2: m, é da ordem e-nA(~), isto é, '<I f> O, 3N >O tal que '<In ;::: N 

Além disso, se x = m então limn .... 00 ~ ln P(Xn ~ x) = - >.(m) =O, ou seja, a mesma informação que a Lei 

dos Grandes Números nos fornece. 

Observação 1.2.3 . Dizemos que existe uma equivalência logarítmica entre P(Xn ;::: x) e e-n>.(~) quando 

limn- oo ~ In P(Xn 2: x) = ->.(x) e denotamos por P (Xn 2: x) ~ e-n>.(~> . Analogamente, existe uma 

equivalência logarítmica ent re P(Xn ~ x) e e-n>.(~) se limn-oo ~ In P(Xn ~ x) = - >.(x). 

Observação 1.2.4. Sob as hipóteses: 

( I ª) E (e1x') < + oo, se ltl < ó para algum ó > O; 

(2ª) X 1 com lei de probabilidade Jl. absolutamente contínua em relação à medida de Lebesgue, 

C • [8] 1· P(X ft<r) 1 ramer mostrou que lffin-oo c-•~Cr l = , se x ~ m, ou sej a, com estas hipóteses tem-se uma 

equivalência "exata" para a probabilidade do evento [Xn ~ x) . Contudo, estas duas hipóteses restringem 

o universo de v.a's. Já a equivalência logarítmica é um resultado mais abrangente. embora forneça 

I - ) limn-oo n In P (Xn ~ X , X ~ m . 

Observação 1.2.5. A equivalência exata é um resul tado mais "forte" do que a equivalência logarítmica, 

· · I 1· P ( Xft<z) __ pms se t ivermos, por exemp o , lmn-oo e -•~lrl 1, x ~ m, então isto implica em limn-oo ~In P(X n ~ 
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.1:) = .-\(:z:). A lém disso , a.equivalcncia exala nos dá uma.est.imativade }J(/\', :5 J') qu ando n - x. cnquant.o 

a logarítmica e::;tim a In P(S:, :5 J'). 

No exemplo abaixo, extraído de Chernoff (7], apresentamos uma interessante aplicação em F:st.at.íst.ica 

l\'iat.emática. 

Exe mplo 1.2.1. Sejam X 1, .. ·,X, v.a's i.i.d. com distribuição de Bernoulli de parâmetro O < 7> < I. 

Supondo p desconhecido é natura l formula r as hipóteses H o: p = Po e H1 : p = P1 , com O< ]Jo < Pt < 1. O 

m étodo da razão de verossimilh ança para testar hipóteses simples nos diz que a regra de decisão é: decidir 

por Ho se Xn < x , caso contrário decidir por f-1 1 , sendo O< x < 1. Seja a , e {3, as probabilidades dos 

erros t ipo I e IJ respectivamente, isto é , 

e 

Uma maneira de estimar O'n e f3n para n fixo é utilizar a aproximação normal, uma vez que pelo Teorema 

Central do Limite, ,fii (Jn-P ) converge em distribuição para uma normal padrão quando n- oo. Assim , 
p(l-p 

para n fixo 

<l' n =: 1 - ~ (vn ( x - Po ) ) , O < x < 1, 
v'vo(l - Po) 

e f3n ::: ~ (vn ( x- Pl ) ) ' 0 < x < 1. 
VPt(l- pt) 

Entretanto, quando n -+ oo os quocientes ,fii (..; :r-po ) e ,fii (..; :r-p, ) tendem a +oo, e portanto, 
Po(l-po) p,(l -p1 ) 

as probabilidades a serem obtidas correspondem a uma área muito extrema sob a curva normal padrão, a 

qual não fornece uma aproximação adequada. 

Outra alternativa para estimar <l'n e f3n é util izar a equivalência logarítmica. Note que não podemos 

utilizar a equivalência exata , pois X 1 não tem lei de probabilidade absolutamente contínu a. Sob H o o evento 

[Xn ~ x], x > Po, é uma situação de Grande Desvio em relação à esperança Po, pois pela Lei dos Grandes 

Números lim11 _ 00 P(Xn ~ x) = O. Por outro lado, sob Ht o evento [Xn :5 x], x < Pt . é uma situação de 

Grande Desvio em relação à esperança P1. 

Seja >.( x, p) denotando a transformada de Cramér para uma distribuição de Bernoulli com parâmetro p 

desconhecido. Pelo Exemplo 1.1.2, com 'W =O e v= 1, .-\(x ,p) = x In(~)+ ( 1- x) In ( ~::::;). A equivalência 

logarítmica nos diz que 

e 
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Quando 6- O temos que P(in ;:; x - 6jH t) converge para P(.':n < x iHI). e além disso , 

limA(.c-6,p )= lim (.z:-6) ln -- +(1-x+é)ln = xln - +(1 - x )ln -- . [ ( x - 6) (l-x+6)] (x) (1-.z:) 
6- 0 6- 0 p 1 - p p 1 - p 

Então, P(.Yn < xjH!) :::::: e-n>.tx ,pt), X< Pl· 

Suponha que se deseje A(x , Po) = A(x , p1 ) , ou seja, que a taxa de convergência para zero das probabili­

dades dos erros tipo l e li sejam iguais. Obtendo x tal que A(x ,p0 ) = A(x , p!): 

x In(-=-)+ (1 - x) In(~) = x In(-=-) + ( 1- x) In(~) 
Po 1 - Po P1 1 - Pt 

x (tn (PI) +in (
1

- Po)) = in(~) 
Po 1- P1 l - P1 

x(po, Pt) = ( ) ( ) . In fl. +In l -po 
Po 1- p, 

tn (~) 1-p, 

Logo, as probabilidades dos erros tipo I e 11 são da ordem e-n>.(x(po,pJ),po). Se A(x(p0 , pl), p0 ) for grande 

então haverá uma chance maior de decidir corretamente entre Po e p1 . 

Nas duas proposições que seguem mostraremos a importância do Teorema de Cramér-Chernoff para a 

prova de algumas propriedades adicionais de .À. A prova destas duas proposições é baseada em Azencott [2] . 

Proposição 1.2.1. Seja {Xn}n~l uma seqüência de v.a's i.i.d. com JJ(A) = P(X1 E A), para A boreliano 

de R . Seja [z, v] C [-oo, +oo) cobertura convexa fechada do suporte de J.l· Então: 

(i) A(x) = +oo para x rfi. [z, v], enquanto A(x) é finita e contínua em x E (z, v); 

(ii) Se z é finito , .Ã(z) = +oo equivale a P(X1 ;:; z) = O e se v é fini to, A(v) = +oo equivale a P(Xt 2: u) =O; 

(iii) .À é contínua à esquerda em v, se v é finito , e contínua à direita em .;, se z é finito. 

Prova: 

(i) Primeiro observe que m= EX1 E [z, v] e Xn E [z, v] com probabilidade 1. Logo, P(Xn ;:; x) =O para 

Vn 2: 1, se x < z, e então por (1.2.3) , Ã(x) = + oo. Por outro lado, P(Xn 2: x) =O para Vn 2: 1, se x > v, e 

por (1.2.4), A(x) = + oo. É claro que .À deve ser finita em x E (z , v), pois P(Xn ;:; x) >O e P(Xn 2: x) >O. 
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Pr la Proposição 1.1.2 (ii). >. é ronwxa <' tU ll e. em parti r ul a r. f' t ll [: .r]. Segue q tw Ullla função ro uvexa 

<' 111 um inl.rrv<.tlo (fer h::ttlo ou a bert o) f. contínua no int r rior de~~r in tr rndo (Corolá rio A.:l. l do Apendi\c 2) . 

Portanto , >. é w ntíttlta 1' 111 (.:- . r). 

(ii ) P(X1 :::; .::) = O resu lt a. em ~I n P(X, :::; : ) = - oo. V 11 2:: I , c po r ( 1.2. :{). >.(.:: ) = + oo. Reciprocamente, 

se À(z) = +oo cnt.ào P(.\:, ::; .::) = O, por (1.2. 1) . Para v o raciocí nio é a ná logo usa ndo (L.:l.2) e (1.2.4). 

(ii i) Faremos a prova da continuidade à direita em .:: , po is a cont inuidade à esque rda em v é provada de 

forma sem elhant e. Sej a L = lim.c-:+ >.(.z: ). Há dois casos possí\'eis: P(Xt :::; z) = O e P(X1 :::; z) > O. 

Quaudo P (X1 :::; .::) = O, por (ii) Lem-se >.(.::) = +oc . Pel a semicontinuidade inferior de >. segue que 

À( :) :S lim
11

_
00 

>.(xn) =L, onde {x,} 11~ 1 E (z , + oo) e x, - z . Isto implica em + oo = lim,_
00 

>.(x, ) = L, 

e portanto, >.( z) = L. No caso P(X1 :::; z) >O, P(X, :::; z) >O para Vn 2': 1. Assim,>.(.::) é fi nita, por 

(1.2. 1). Pela Proposição l.l.2(iv) , temos que >. é não crescente para .:: :::; x :::; m, logo, >.(z) 2:: L. Agora 

suponha >.(z) > L e tome uma seqiiéncia {x,},~ 1 E (z, +oo) , x, ~ z. Uma vez que lim,_
00 

>.(xn) = L, 

isto leva-nos a uma contradição do fato de>. ser s.c.i. em R (ver o item (i) da Proposição 1.1.2). Logo, 

.>.(.::)=L, permitindo-nos concluir que>. é contínua à direita em ::. 

o 

Na figura 1.2.3 temos a lgumas das formas que >. pode assumir, de acordo com a Proposição 1.2.1. Em 

(a), P(X = z) = 1, em (b) P(X = z) >O e P(X = v) > O. Já em (c), P(X = z) = P(X =v) =O, e no 

caso (d), não existem z, v E R tais que P(X:::; z) = P(X 2:: v)= O. 
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m 

figura 1.2.3- Formas que,\ pode assumir, segundo a Proposição 1.2.1 
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E xelllplo 1.2.2. Co111 relação ao ExPmplo 1.1.1. Ã(:v) 0 SI' .1' a <' Ã(x) = +oo se 3; f a, pois 

P( X <a)=O (' P(X >u)=O. 

Exemplo 1.2.3. i\o Cxentplo 1.1.2 , J>(X :5 .::) = 1 -1' c P(.\ 2: l') = p. Logo. pela Proposição 1.2.1 , 

pode-se constatar que À é contínua c finit. a em(.::. u), contínua à esquerda em.::, contínua à direita em v c 

Ã(x) = +oo se l ' rt [.::.v]. 

Exe mplo 1.2.4. No Cxemplo 1.1.3 não existem .::,v finitos tal que P(X '2:: v)= O e P(X :5 z) = O. Por 

isso. pelo item (iii) da Proposição acima, À não assume +oo sej a qual for J: E R . 

Exemplo 1.2.5. X com distribuição Gama (Exemplo 1.1.5) é tal que z = O, P(X :5 z) = O e então 

À(z) = +oo. Contudo, não existe v fin ito ta l que P(X '2:: v) = O. Logo, À assume +oo somente para x :5 O. 

Proposição 1.2 .2 . Seja f.L uma medida de probabilidade em R tal que r~:: jxjdp(x) seja finita. 1em-se: 

(i) r~:: e•Ã(.:)dp(x) é finita para todo s < 1; 

(ii) [l(t) é finita para todo t > O se e somente se lillls: ..... +oo Ã~j = +oo e ft(t) é fini ta para todo t < O se e 

somente se lim.:--oo Ã~) = -oo. 

Prova: 

(i) Primeiro consideremos o caso p((- oo,z)) = p((v,+oo)) =O, com z ,v finitos e p({z})) >O, p({v} >O 

(ver a figura 1.2.3(b)). Pela Proposição 1.2.1, verifica-se que 

No caso de z e v serem fini tos, com pelo menos um deles de medida nula, utilizaremos a fórmula de 

integração por partes (ver Billingsley [4]). Suponhamos que p({z}) >O e p({v}) =O. Então 

sendo m =r~: X dp(x) finita. 

Já sabemos que fzm e•Ã(.:) d11(x) < +oo. Para mostrar que a segunda integral é fin ita, notemos que 

J~ e •Ã(r l dJ1(x) = J::. e•Ã(x) dF(x) , onde F(x) = p( - oo, x]. Agora defina G(x) = p([x, +oo)) e observe que 
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P(x) = 1 - G (:v) +fi( {x } ). :Jote que fJ.( {x}} >O no rnáxi11 10 NJJ Ulll número conLá \·cl d1' pontos. Verifi ca-SI' . 

enLào, que J~, e•À(.cJ dF( J: ) < + :x:. se c somente se J.:; e•À(.r:J dG(.r-) < +:x:.. 

Pela fórmula de int egração por partes. 

(1.2.7) !.'' e•A!rJ dG(x) = e•A(r )fi ([x. +oo)) lv -1'' fJ( [x, +oo))s>.' (x)cú(r ) dx, 
Ul nl n1 

onde >.' (x) é a derivada de >.(x) . Note que pela convexidadc de >.(x) , >. ' (x) existe (exceto talvez em um 

conjunto conLávcl de pontos). 

Se íl(t) = + oo, Vt > O (figura 1.1.2(b)) , temos que >.(x) = O para 1: 2 m (Proposição l.l.4(iv)), 

e trivialmente J,~, e•A(r) dfJ.(x) < +oo. Por outro lado, se 3 r > O tal que j.I(r) < +oo (figura 1.1.2(c)), 

então, pela Proposição 1.1.4(v), limr-+oo >.(x) = +oo. Além disso, pelo Teorema de Cramér-Chernoff, 

e•À(x)fJ.([x , +oo) ::; e(•-t).\(x), x 2m. Destes dois fatos , segue que lim:c-+oo e'.\(r)fJ.([x , +oo) = O, permit indo­

nos concluir que o primeiro termo de (1.2.7) é finito. Pelos mesmos fatos acima referidos, 

Os outros casos: fJ( { z}) = O, z ou v infinitos, são analisados de forma semelhante. 

(ii) Considere jt(t) finita para t > O. Então À~) 2 t- ~ In jL(t) , e portanto, lim:c-+oo .\~) 2 t. Como t é 

arbitrário, lim:c-+oo À~) = +oo. Reciprocamente, vamos supor lim:c-+oo .\~) = +oo. Para t >O arbitrário 

e fixo, podemos encont rar um x1 suficientemente grande tal que À~) 2 2t, para todo x > x1 • Agora observe 

que jL(t) = f~~ e1"df1.(x) + J.,~00 e1:cdf-t(x). Uma vez que tx::; ~>.(x), 

sendo a última desigualdade justificada por (i). Por outro lado, J~:X, e1"'dp (x) < + oo, e então jL(t) < + oo. 

Na prova com t <O e x---+ -oo o procedimento é o mesmo. 

o 

1.3 - Alguns conceitos gerais 

D efinição 1.3.1. Uma fun ção I : R - [0, + oo) é denominada função taxa se: 

(i) I~ + oo, ou seja, I não é identicamente + oo; 
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(ii) 1 é s<>micontínua inferiormcnLe: 

(iii) para qualquer L E [O , + oo ), o conjunt o {:1:: 1(3·) 5 L} é compact.o. 

Definição 1.3.2. Uma família de medidas de probabilidade {Jl<} c>o• no espaço mensurável (R , B( R )) , 

satis faz o princípio de Grandes Desvios com taxa I se: 

(i) lime l O c lnJ.Lc(F) :S- infrEF J(x) , para todo fechado F C R ; 

(i i) limd 0 c In JJc(G) ~ - infxEG J(x) , para todo aberto G C R e G :f 0. 

As definições 1.3.1 e 1.3.2 podem ser estendidas para espaços gerais, que sejam completos e separáveis . 

Na verdade, a reta real é um espaço métrico completo e separável (ver Lima [22]). Mostraremos que a 

transformada de Cramér satisfaz as duas definições acima, utilizando o roteiro da prova de Stroock (28) . 

Lema 1.3.1. A transformada de Cramér é uma função taxa. 

Prova: É preciso verificar se>. satisfaz (i), (ii) e (iii) da Definição 1.3.1. 

(i)>. não é identicamente igual a +oo: Por (iii) da Proposição 1.1.2, >.(m) =O, sendo m = J~: xdp(~) . 

(ii) >. é semicontínua inferiormente: ver item (i) da Proposição 1.1.2. 

{iii) [(L= {x: >.(x) 5 L} é compacto se L E [O,+oo): 

Seja x E ](L· Para t = 1 temos x -lnft{1) :S L e para t = -1, -x- lnft( - 1) :S L. Segue que 

J(LÇ {-L-lnft{-1), L+ lnft{l)} , 

isto é, ](L é limitado. 

Seja (z, v] C (-oo, +oo] cobertura convexa fechada do suporte da lei de probabilidade p , na qual >. está 

definida. Seja [a, b] o fecho de I< L. Se [a , b] C [z, v] então pela Proposição 1.2.1 (i), >.(a) :S L e >.(b) :S L, ou 

seja, a,b E I<L. Por outro lado, se [a,b] = [z,v], com zev finitos , temos >.(x) 5 L para Vx E (z,v). Então, 

segue da Proposição 1.2.l{iii) que >.(a) :S L e >.(b) :S L. Logo, [a,b] = I<L , e isto significa que KL é fechado. 

Portanto, concluímos que f\ L é compacto, pois é limitado e fechado. 

o 

Teorema1.3.1. Seja {Xn}n~l uma seqüênciade v.a'si.i.d. definidas noespaço deprobabilidade 

(R,B(R),p) tal que ft(t) < +oo, Vt E R. Seja lln a lei de probabilidade de Xn. A seqüência {JJn: n ~ 1} 

satisfaz o princípio de Grandes Desvios da Definição 1.3.2 com função taxa>. e f= ~· 

29 



Prova: 1:: preciso verificar se {!1 11 : 11 2:: I } satisfaz (i) e (ii) da Definição 1.:3.2. 

(i) Seja F um conjunto fechado de R . Se F = (/) então J-1 11 (1-') =O e por sua ,-e~. lnJ.L,( F) = -oo, 'r/n 2:: 1, 

logo, não há nada para provar. Sem= EX 1 E F, pela Lei fraca dos Grandes i\úmeros J.ln( F) converge a 

1 quando n ~ oo , e então lirn,_00 ~In J.ln (F) = O = À( m) , isto é. lambém não há nada para provar. Assim , 

assumi remos F ::j:. (/) e m (/.F. 

Primeiro consideraremos F C (m. +oo). Definindo a :: inf{y: y E F}, tem-se 

-1 - 1 
lim - lnJ.Ln(F) ~ lim -lllJ.Ln([a.+:x:))~-.À(a) , 
n-oo n n- oo n 

onde a úl t ima desigualdade é justificada por ( 1.2.2), pois a> m c a E F (observe que F é fechado e limitado 

inferiormente por m). Pela Proposição 1.1.2 (iv), 

Ã(a) = inf Ã(y) = inf Ã(y) , 
yE[a,+oo) yEF 

uma vez que a > m e a E F. Portanto, 

lim ~ lnJln (F) ~ - inf .\(y). 
n-oo n yEF 

Para F C ( -oo, m), definimos b = sup{y: y E F}, e de maneira análoga mostra-se que limn-oo ~In Jln(F) ~ 

- infy EF >.(y), utilizando (1.2.1) e a Proposição 1.1.2 (iv). 

Agora considere F um conjunto fechado qualquer tal que m f/: F , F1 = ( -oo, m) n F f. 0 e F2 = 

(m, +oo) n F f. 0. Seja a = inf{y : y E F2} e b = sup{y : y E Ft}. Novamente pela Proposição 

1.1.2 (iv) , >.(b) = infye(- oo,b) >.(y) e >.(a) = infye[a,+oo) >.(y) , visto que b < m < a. Segue que 

Jln ({-oo,b]) ~ e-nÀ(b), por( l.2.1), e Jln([a, +oo)) ~ e-nÀ(a), por(l.2.2) . ComoF Ç (-oo,b]U[a,+oo), 

então 

Jln (F) ~ Jln (( -oo, b]) + Jln ([a , +oo)) ~ e- nÀ(b) + e-nÀ(a) ~ 2e- n minP(ap(b)}, 

e isto resulta em limn-oo ~In Jln(F) ~ - min{.Ã(a) , Ã(b)} = - infyeF >.(y). 

(ii ) Mostraremos que para. 'r/x E G, limn-oo ~ lnJln(G) ~ ->.(x). ;\o caso Ã(x) = +oo, x E G, temos 

lim .!. In " n(G) > - oo, ou seja, não há nada para provar. Portanto, assumiremos que x E G é tal que -n-oo n r -

Ã(x) < +oo. 

Suponha que não existe t E R t.al que .À(x) = tx - lnJL(l) . Ent ão x ::j:. m, uma vez que >.(m) = 

O = tm- In ft(t) quando t = O. Suponha x > m. Por (1.1.2), lx - In {t(t ) ~ t(x - m) S O, se t S O, e 
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<>ntào ..\(.1:) = sup,> 0{Lx - lnJt(i)}. Logo. <'XÍSt e uma scqÜ('Il('Ía {1,.},.~ 1 E (0. +x..) Lcndcudo a IX tal qu<: 

I ,J: - lllft(tn) conYcrgc para ..\(1·) quando n -IX . e conscqiÍ<'IIl <'llll'llt c 

Por out.ro lado, 

c portanto. 

(1.3.1) 

Ji rn e - l ln :r- ln,l( ln)) = c- À(~· )< +o::. 
n-o::. 

A seqüência {e'"(y-:r)}n~t ' com y E (-oo,x) , converge uniformemente para a função f(y) =O quando 

n -. oo, logo, 

Por outro lado, para que 

é preciso que J.L((x, +oo)) = O. Para ver isto, suponha. que J.L( { x}) = p( { z}) = t, z > x. Logo, 

e'"(y-:r)dJ1(Y) = - + -etn(z-:rl , 1 1 1 

(:r,+ oo) 2 2 

e então , limn-oo (~ + ~etn(:-:r)) = +oo. Portanto, J.L((x,+oo)) =O e 

J.L({x}) = lim 1 e1n(y-:c)dJ.L(y ). 
n-oo (:r,+ oo) 

Mas por (1.3.1) temos que e- >.(r) = J.l ( {x }), resultando em 

e daí lim l. Jn 1/n(G) > - À(x ). Similarmente, prova-se para x < m. - n- oo n r- -
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Consideremo~ agora qll(' existe r E R tal que À( x ) = r x - lnJi(r) , 2: E G. Assumiremos;· ;::: m. o 4ua l 

implica em r ~O. pois À(J·) ;::: O I' r .c- In tl( r ) ~ r( .t- m), por ( 1. 1.2). Pelo falo dt' ( ; ser aberto. ··x istc 

b >O t.al que (:r- 6,:1: + 6) C C: . .\olen,os qtH' 

são equivalentes. Defin aS= { y;, i = I. ··· . n : I L~= ·,~y , -.r) I < 6}. Daí 

J.ln(G');::: Jln((x- 6, X+ 6)) = fs dp(yt) · · · dp(y,.) . 

Mas de L~-~~y,-r) < ó vem que er L~=• y,-nr(r+~) < 1, e assim, 

onde dv(y) = ;~;) dp(y). Pela hipótese jl(t) < +oo, Vt E R , e pela Proposição A.l.l(v) do Apêndice 1, 

tem-se que P,(t) é de classe C 00(R). Sendo assim, 

d J+oo J+oo ( d ) J+oo -d e1"dp(y) = -d e1
" dp(y) = ye1"dp(y), 

t -oo - oo t -oo 

ou seja, [l'(t) = J~:ye1"dp(y). Logo, 

j +oo !+co ery [l'(r) 
ydv(y) = y-;:--( ) dp(y) = ~( ) = x, 

-oo - oo Jl T Jl T 

onde a última igualdade é justificada pela equação 1. (rx -ln{l(r)) = fr À(x). Logo, concluímos que .z: é a 

esperança de uma v.a. cuja lei de probabilidade é v. Agora assuma que {Yn}n~l é uma seqüência de v.a's 

i.i.d. com lei de probabilidade v. Seja Yn = ~ 2:::7= 1 Yi. Então P(Yn E (x- ó, x + 6)) = fs dv(yl) · · · dv(yn) , 

e pela Lei dos Grandes Números, limn-= P(Yn E (x- 6, x + 6)) = 1, uma vez que EY1 = x. Assim, 

limn-oo fs dv(yd · · · dv(yn) = L Das considerações acima segue que 

resultando em 
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~ ~In p 11 ((;) ~ - (n· - lliJt (r)) - Tb = - .À(J:) - d. 
11-C\;. ll 

Como ó >O é a rbiLrário , ve lll que lim.,_cv ~ In f/ 11 (C)~ - >.(x). No caso x < m o procedimento é a ná logo. 

o 

Observação 1.3.1. Dembo & Zeitouni [9) (Teorema 2.2.3), mostram que o princípio de Grandes Desvios 

da Defin ição 1.3.2 é válido para qualquer medida de probabilidade p , ou seja , não são necessárias as restrições 

J:.-: lxl dp.(x) < +oo ou J:_-;: c": dp (x) < +oc. 

Observação 1.3.2. Uma ve~ que A 0 é aberto e .4 é fechado, com A Ç R , pelo teorema acima podemos 

concluir que 

1 1 ---- 1 ---- 1 -
- inf.>.(x) ~ lim - lnJ.tn(A0

) ~ lim - lnpn(A) ~ lim -lnp,.(A) ~ lim - lll J.ln(A) ~- inf_>.(x) , 
xE A n-oo n n-oo n n-oo n n-oc n xEA 

tendo-se igualdade se infxEA" >.(x) = inf:tE Ã >.(x). 

Observação 1.3.3. Pela Observação 1.3.1, pode-se obter (i) e (ii) do Teorema 1.2.1. Para mostrar isto, 

considere x ~ m. Então 

Jim .!.lnp,.(( -oo, x]) ~ - inf >.(x) = - >.(x). 
n-oo n :r E( -oo,:r] 

Tomando ó >O, 

lim .!.IDJ.ln((-oo,x+ó])~ lim !_lnpn((x-ó,x+ó)) ~- inf >.(y). 
n-oo n n-oo n yE(.e-6,:r+6) 

Como ó é arbitrário, limn-oo ~In J1n(( -00, x)) ~ ->.(x) . De forma semelhante. mostra-se para x ~ m. 
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CAPÍTULO 2 

G RANDES DESVIOS PARA A MÉDIA AMOSTRAL DE VARI ÁVEIS 

ALEATÓRIAS I.I.D. EM R rl 

2.1 - E s tabelecendo um princípio d e Grandes Desvios para a média amostrai 

O princípio de Grandes Desvios de Cramér-Chcrnoff possui uma extensão para a média amostrai de 

v.a's i.i.d . assumindo valores em nf 

Inicialmente iremos enunciar e demonstrar dois lcma.s, os quais serão necessários para definir a trans­

formada de C ramér em Rd e para provar a Proposição 2.1.2 adiante. A prova destes dois lemas é feita de 

acordo com Stroock (28] . 

Lema 2.1.1. Seja f: z+ _. (-oo, O] superaditiva, ou seja, f(m+ n) ~ /(m) + J(n ), para todo m, n E z+. 

Se para algum no E z+, f(n) > - oo para todo n ~no , então limn-oo /(~l) = SUPm;::no { /(:;: ) } é finito. 

Prova: Seja no E z+ tal que J(n) > - oo, Vn ~ no. Defina a :: sup { L~n) : n ~no}. Uma vez que 

- (X)< f(n) :::; O para n ~ n0 então /~) é finito , e por isso a é finito. Dado m ~ no, defina Qn = (;?;-) 

como sendo o maior inteiro de f.t e 1'n = n- (;?;-] m , onde n ~ m. Para n ~2m , utilizando a propriedade 

de superaditividade: 

f(n) = f(qnm + rn) = f((qn- l)m + m + rn) > f((qn- l)m) + /(m + rn) 
n n n n 

(qn - l)m f(m) f(m + rn) (qn - l)m /(m) . f(k) > + > + mm --
- n m n - n m m$l:$2m-l n 

Note que tomamos n ~ 2m para que (qn - 1) > 1, pois f está definida em z+. Também observe que 

O:::; rn :::; m- 1, pois O:::; rn < me rn é inteiro. 

Um a vez que lim
0

_
00 

minm$1:9m-l 4P =O e !l!!:!n-oo (qn~l )m = 1, tem-se limn-oo /~) ~ /~) para 

m ~ no e daí vem que limn-oo ~~~) ~ SUPm;::no { '~:)} =a. Por outro lado, como a = supm~no { /~) } ~ 

. f {/(1:) } -1. 11
" ' - 1· / (n) L I . 1· lJ!:1J. . t 111 neN• supk~n k = lmn-oo 7". entao lmn-oo n =a. ogo, cone u1mos que lmra-oo 11 ex1s e, 

. fi . . I {!..0!l} e mto e lgua a SUPm;::no m . 

o 
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Lema 2.1.2. Seja {X,.} .. ~ 1 uma scqiii?ncia de 1·.a's i.i .rl . delinidru; em (R d, B(R d). Jt), senrlo 6 ( R.d) a 

li - álgebra. de Borcl Clll Rd. Defina f (n) = lu P(i;, E C) . o nde c· r conjriiiiO COII\'CXO. Então f é 

superadit iva e se f(n) = -oo ou J (n) > -X parA (.odo 11 ~ 11o, IIO E z+. Lem-.~e que limu - oo /(~• ) existe 

em (-oo, 0). Além disso, limn-oo /(,;' 1 exis te para todo al>erto c convexo C . 

Prova: Considere C convexo. Então para m. n E z+ 

P(Xn E C)P(Xm E C)= P ( Xt + .\":1: ... +X, E c) P ( Xn+t + ·:7~ + X,. +rn E C) 

= p (Xt + X2 +···+X, E C' Xn+t + · · · + Xn t m E c), 
n n1 

onde a última igualdade justifica-se pela independência das v.a's. Vamos defi nir Z = XJ±X"t"" +X" e 

W =: Xnt•+·~+Xntm. Disso decorre que Xn+m = n~mz + n~'m W. Por C ser convexo e Xn+m ser uma 

combinação linear convexa de Z e W , tem-se que [Z E C, W E C) implica em [Xn+m E C]. Portanto, 

P(Z E C, W E C) ::; P(Xn+m E C). Daí \'em que P(Xn E C)P(Xm E C) ::; P(Xn+m E C) e aplicando 

logaritmo obtemos f(n ) + f(m) ::; f(n + m), ou seja, f é superaditiva. 

Agora suponha que 3n0 E z+ tal que f(n ) > - oo, Vn ~no. Então, pelo Lema 2.1.1, limn-oo / (,:') = 

supm~no { /~)} > - oo. Por outro lado se P(Xn E C) = O, V n ~ 1, então f(n) =: -oo, e portanto, 

limn-oo 't) = -oo. Em ambos os casos diremos que limn-oo 't) existe, uma vez que f(n) pode assumir 

-00. 

Resta ainda provar que se C é aberto convexo então f(n) = - oo ou f(n) > -oo para n suficientemente 

grande. Seja /( cobertura convexa fechada do suporte de J.L. Se C n I< = 0 então P(Xn E C) = O para 

V n ~ 1, e portanto, limn-oo 't) = -oo. No caso em que P(Xm E C)> O, mE z+, prova-se (ver Deuschel 

& Stroock [10], Lema 3.1.2) que 3 N E N" tal que para n ~ N, f(n) > - oo. 

o 

D efinição 2.1.1. Seja {Xn}n ~l uma seqüenciadev.a'si.i.d. definidas no espaçode probabilidade 

(Rd ,B(Rd),J.L). Seja 

(2.1.1) I( C)= lim .!.In P( .. Yn E C), para C convexo. 
n-x n 

Define-se >. Rd --+ (0, +oo) como 
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(2.1.2) >.(.r)=- inf {/(C): C aberto con,·exo, .r E C} = sup { - /(C' ): C aberto <"011\'I'XO. x E C}. 

D efinição 2.1.2. Seja A E B(Rd). Defin irnos 

l(A)::: lim .!_ In P( í\;n E A) 
n-o:> n 

e 
- - I -
/(A)::: lim - In P(Xn E .-\ ). 

n-~ n 

Quando {(A)= l (A), denotamos por I(A) o valor comum, conforme (2.1. 1). 

L ema 2.1.3. A f11nção .>., definida em (2.1. 2) é: 

(i) semicontínua inferiormente; 

{ii) convexa. 

Prova: A prova é extraída de Vares (30] . 

(i) Provaremos que >.(x) :::; limy ..... z >.(y) para '</1; E R d. Seja :r; E R d. Então, por (2.1.2), tem-se que para 

V!> O, 3C aberto e convexo, com x E C, tal que -/(C)> >.(x) - f. . Por out ro lado, se y E C então 

-/(C) ::=; >.(y). Assim, >.(x)-! < -l(C) ~ >.(y) . Logo, >.(x)- t: < limy-r >.(y), e como c é arbitrário vem 

que >.(x) ~ limy-r >.(y), isto é, >. é semicontínua inferiormente em x. 

(ii) É preciso provar que .À(o-x+(l -o-)y) ~ a.À(x) +(l- a)>.(y) para Vx , y E Rd e todo a E (0 , 1] . Utilizando 

o Teorema A.2.4 do Apêndice 2, basta provar que .À(~) ~ ~(>.(x) + ).(y)), Vx , y E R d. Sejam x, y E R d e 

c um aberto convexo tal que %1!1 E c. Afirmamos que existe cl I c2, abertos convexos com X E cl e y E c2. 
tal que~ (C1 + C2) = { '"}w : z E C1,w E C2} Ç C. Para verificar isto, tome C1 = B6(x) e C2 = B6(Y), 

com 6 > O, isto é, assuma que C1 e C2 são bolas abertas em R d. Agora tome :: E C 1 e w E C2 . Então 

lz- xl < 6 e lw- Yl < 6, e portanto, 

l
z+w x+yl ~::-x w-y~ 1 -- - -- = - - - -- < - (lz - xl + lw- yl) < ó. 

2 2 2 2 -2 

Logo, '1t E B6 ( ";") e conseqüentemente :tw E C, para ó > O suficientemente pequeno. Assim, z E C1 

e w E C2 implicam em :tw E C, ou seja , ~ (C1 + C2) Ç C . Utilizando este fato , 
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res ulta ndo en t J>(S, E C 1 )P(X, E C;!) :5 P(5:2n E C), e assim, 

-
2
1 

(2.1nP(.Yn E C!)+.!_ l11 t>(Xn E C~ )) :5 -
2
1 

In P(J:2, E C'), paralfn ~ I. 
n n n 

Disso resulta em ~ (-I( (;1 ) - /(C2 )) ~ -I( C) e conscqücntc1nenle ~ (Ã(x) + Ã(y)) ~ - /(G'), para todo aberto 

convexo C com r;!' E C . Logo, ~ (Ã(x) + Ã(y)) ~À (=-=}1L). 

o 

P roposição 2.1.1. Para A. 13 E B(R d) , tem-se: 

(2.1.3) max{{(A) , [(B)} :5[(AUB) :5L(AUB) ::;max{I(A),/(13)}. 

P1·ova: A prova é feita de acordo com Azencott [2]. Claramente l(A) :5 [(A U B) e I(B) :5 [(A U B), e disto 

decorre a primeira desigualdade. Para provar a terceira desigualdade de (2.1.3), tome c > ma..x {I(A), L(B)}. 

- I - I -
Como c> I( A) = infn e N supk2:n I In P(Xk E A), então 3no E N tal que c> supl:2:no 'f In P(X~.: E A) e disso 

decorre que c > Í In P(Xk E A), para k ~ n 0 . Daí, eck > P(Xk E A), k ~ n 0. Analogamente, 3 m 0 E N• 

tal que él: > P(X~.: E B) para todo k ~mo. Segue que para k suficientemente grande 

e portanto, I (A U B) :5 c. Agora suponha que max {I(A),/(B)} < l(A U B). Sendo c arbitrário, podemos 

tomá-lo de tal forma que max {I( A), L(B)} < c< l(A U B). Mas isto contradiz a conclusão anterior de que 

l (A U B) :5 c. Logo, L(A u B) :5 max {I( A), L(B)}. 

o 

Proposição 2.1.2. Seja .4 o fecho de A e A0 o interior de A, com A E B(Rd). Tem-se: 

(i) - inf.:eAo Ã(x) :5 [(A); 

(ii) se Ã for compacto, L( A) :5- infxeÃ >.(x); 

(iii) se Ã for compacto e infreAo >.(x) = infxEÃ >.(x) então l(A) existe e l(A) =- infzeA >.(x); 

(iv) se A é uma união finita de abertos convexos então /(A) existe e /(A) =- infzeA >.(x). 

Prova: A prova é extraída de Vares [30]. 
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(i) lnicia lmenle suponha A aberto (A = .4° ). Tom<-' .r E :1. Como .·1 é aberto. 36 > O tal que B6(x) = 

{y: IY- ~:1 < 6} Ç A. Por outro lado, sendo lh(~;) aberto convexo temos pt>lo Len1a 2.1.2 que L( BJ( ~·)) = 

t(B6(x)). Como Bb(x) Ç A implica em L(Bb(x)) :5 [(A) vem qur 

- À(x) = inf {l(K) : [\'aberto convexo, x E [\'} :5 l (Bó(x)) = L(Bó(l;)) :5 L( A). 

ou seja, - .>.(x) :5 L(A) para \;/ x E A. Logo supxE A { - .>.(x)} :5 {(A), o qual é equivalente a - inf:r EA .>.(x) :5 

L( A). No caso de A não ser aberto, usamos o fato de A0 ser aberto e N Ç A. Assim,- inf:reA• >.(x) :5 {(N) 

e conseqüentemente- infxe A• >.( x) :5 L( A). 

(ii) Suponha A compacto (A = Ã). Seja 

a>- inf .>.(x) = sup inf{l(C) : C aberto convexo, x E C}. 
xEA x EA 

Então, para cada x E A, 3Cx aberto convexo, contendo x , tal que a > l(Cx) e também A Ç UxeA C:r. Uma 

vez que A é compacto, pode-se obter uma subcobertura finita para A, isto é, 3m ;::: 1 e x 1, · · · , Xm E A 

tal que A ç U~1 C:r , . Sendo C:r, aberto convexo, pelo Lema 2.1.2, I(C:r ,) = l (C :r,), e assim 

onde a segunda desigualdade justifica-se por (2. 1.3). 

Suponha que - infzeA À(x) < maxi= l .-·· ,m l ( Cz, ). Então, como a é arbitrário podemos tomá-lo de tal 

forma que- infzeA À(x) <a :5 max;=l .-··,m l(C:r.). Mas isto contradiz o fato de maxt= l.-·· ,m l(Cz,) <a. 

Logo, 

isto é, l(A) :5 - infzeA À(x) . 

No caso de A não ser compacto utilizamos o fato A C Ã, o qual implica em l(A) :Sl(Ã), completando 

a prova. 

(iii) De (i) e (ii) , - infzeAo À(x) :5 I(A) :Sl(A) :5 - infzeÃ À(x}. Logo, {(A)= l (A) = l (A) = - infxEA À(x). 

(iv) Suponha A = U7~ 1 C; , onde C1 , · · · , Cm são abertos convexos (m ;::: 1). Pelo Lema 2.1.2 L( C;) = l(C;) = 

l(C;). Assim, pela Proposição 2.1.1, 
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e por tanto, /(A) = nHlXi: l, · ·,m /( C;). 

Vamos definir A(A) = in frEA ..\(x) r: .\ (C,) = infxe<:, À(x ). Observemos que t\(A) 

{1\.(C';)} e cq uiva.lcnt,ernentc -A(..I) = max:=t. ·"'{-A( C:;)}. Quer-se provar que 

. max { - .\ (C;) } = . max {/(C;)}= /(A). 
r=l,· ,rn r:) .·· ,rn 

mini=l . ,m 

Para isto, basta verificar que /(C;) = - A( C,). onde i= l. · · · , m. ~o caso /(C;)= -oo, a igualdade é facil­

mente verificada, pois /(C;)= -oo im plica em À(x) = +oo, V x E C; , e conseqüentemente - infrec, À(x) = 

- oo. Agora suponha /(C';)> -oc. De (i) temos -A( C;)~ I( C;) para i= I , · · ·, m. Falta-nos ainda provar 

I( C;)~ -1\.(Ci). Pelo Lema 2.1.2, existe limn-oo ~ lnpn(C';), sendo Jln(C'i) = P(Xn E C'; ). Isto quer dizer 

que dado f> O, 3nc E N· tal que se N ~ nc então lt, lnJ.LN(C'i) - I( C;) I < c Assim , 

(2.1.4) 
I 

-c+ /(C';)< -lnJ.Ln.(C';). 
nc 

Sendo C'i aberto convexo, existe um conjunto Kc, compacto e convexo, tal que Kc C C; e J.Ln.(I<c) ~ 

(I- c)J.Ln.(C;) para f E (0, 1) (ver Deuschel & Stroock [10], Lema 3.1.1). Deste fato e por (2.1.4) , 

IDJ.Ln . (/<c) ~ lnJ.Ln,(C;) + ln(l- c)> nc(l(C;)- c)+ ln(l- f). 

Defina f (n) = lnJ.Ln(K,). Pelo Lema 2.1.2 , f(m + n.) ~ f (m) + f(n.), visto que Kc é convexo, e assim 

f(mn.c) ~ mf(nc) ~ mnc(/(C;) - f)+ mln(l- c) para mE N • . 

Logo, 

f(mn,) /(C) ( lln(l- c)l ) 
~-'-'- > ; - c+ , 

mnc - n , 

resultando em 

l(I<c) = lim f (m nc) ~ /(C;) - (c+ lln(l - dl) . 
m-cx: lll11c 11 c 

Por outro lado, como I<c Ç C;, tem-se SUP.rec, {- À(x)} ~ SUPreK. {- ..\(x)}, ou seja, -A(Ci) ~ -A(Kc)· 

Portanto, por (ii) 
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Corno ' > O é nrbit rário. tomando-sr c !;U fi cientemenle pequeno <' concomitantemente 11( suficicntcnrente 

grande. vem qur (c + 1 iut~: ( Jl ) pode tornar-se a rbi lrariatiiCntr p~'queno, e portanto. - A( C;) 2 f( C). Isto 

prova que f(Ci) = -.\ (C,) para i= 1. '2. · · · .111. permitindo-nos concluir que /(A)= - A(A). 

o 

Observação 2.1.1. :\ Proposição 2.1.2 permite-nos enu nciar um Princípio Fraco de Grandes Desvios 

(segundo a definição de Dcmbo 6.: Zcitouni [9]) para a família {J1.,.} 11 ~ 1 , p,.(A) = P(Xn E A) , isto 

e: 

(i) lim,1 _ 00 ~In Jln(F) :S - infxEF >.( x), para F C R d e F compacto; 

(ii) lim
11

_
00 

~ lnJ1n(G) ~ - infxeG >.(x), para G C R d e G aberto, 

sendo>. definida como em (2.1.2). 

Observação 2.1.2. Para a Proposição 2.1.2 ser uma generalização do Teorema 1.3.1 é preciso eliminar a 

hipótese de compacidade no item (ii). Pelo fato de {J.ln : n ~ 1} ser uma família de medidas de probabilidade 

exponencialmente "tighV', isto é, {J.ln : n 2 1} é tal que para todo a < +oo existe um compacto f( e> C R d 

tal que limn-~ k In ftn(I<~) < -a, e por (i) da Observação 2.1.1, é possível provar que li!Tln-oo k In ftn(F) :S 

- infxeF A(x), para qualquer fechado F C Rd (ver Dembo & Zeitouni [9], Teorema 2.2.30). 

2.2 - Generalizando a transformada de Cramér pru·a Rd 

Analizando a expressão (2.1.2) não é de imediato deduzir que se trata de uma generalização da Definição 

1.1.2. Na proposição abaixo obteremos uma extensão "natural" da Definição 1.1.2. 

D efinição 2.2.1. Seja J.l uma medida de probabilidade em Rd. A transformada de Laplace {l Rd ~ 

(0, +oo] para p é definida por 

Proposição 2.2.1. Se EIXd = fnd lxldJl(x) < oo então 

>.(x) = - inf { /(C): C aberto cotwexo,x E C}= sup {{t,x) -ln{l(t)}. 
tERd 
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Prova: Segundo a pro\'a de VarPs [30} . dividi remos em duas partt•s: ra:;o d = I (· d > I. 

Caso d = 1: 

Sem perda de genera li dade assuma EX 1 = O. Defina À(x) = su p1en { l..t-ln fr(l)}. A função À : R - [0, +oo] 

é semi contínua inferiormente c convexa (Proposição 1.1 .2) e >. : R - [O , +x] também é semi contínua 

in feriormente e convexa (Lema 2.1.3). Além disso, 

>.(x) = - inf {/(C): C aberto convexo, x E C} = - lim l((x - <, x + c)). 
( - 0 

Então, >. (O) = - lim,_ o /( (-c , c)) . Mas /(( - t, e)) = lim11 _ 00 ~ In P(Xn E {-c c)), e pela Lei Fraca dos 

G randes Números, 'Ve > O, P (IXn I 2: c) converge a 1.ero quando n- oo. Assim, P (IXn I <c) converge a 

1 quando n ---+ oo . Logo, /((-é , c)) = O, e disso temos >.(O) = O. Por out ro lado, À( O) = O, pela Proposição 

1.1.2 (iii). 

Supondo que>. assume + oo temos pela Proposição 1.2.1 (i) que 3 r· E ( -oo, O] tal que Ã(x) = +oo se 

x <r e 3p E [O, +oo) tal que À(x) = +oo se x > p. Além disso, ~ é finita e contínua em (r ,p). Também 

pelo item (iii) dessa mesma proposição, À é contínua à esquerda em p e à direita em r . Analogamente à 

prova da Proposição 1.2.1, mostra-se que se >. assume +oo então existem s E ( -oo, O] e q E [0 , +oo) ta l 

que >.(x) = +oo se :z: ~ [s, q), ..\ é contínua e finita em (s, q), contínua à direita em s contínua à esquerda 

em q. 

No que segue utilizaremos as notações: 

Seja x > EX1 =O e é> O suficientement.e pequeno de maneira que x-e 2: O. Pelo Teorema 1.2.l(ii) , 

1 - 1 -
l((x- c, x +c))= lim -In P(Xn E (x- c, x +c)) ~ lim -In P(Xn E [x- c, +oo)) 

n-oo n n-oo n 

= l([x- t:, +oo)) ~ -Ã(x - ~:), 

(2.2.1) 

Seja x 2: O. Por (1.2.4) e (2.1.3) , 

-À(x) ~ l([x, + oo)) ~ l([x, + oo)) ~ max {l( {x}) , l((x , +oo))} . 
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Pelo Lema 2. 1.:2. Í((x ,+IXl)) = /((T.+x )) . c pela Proposição 2 .1.1 (i ,·) . 

I ( ( x, +-x ) ) = - i 11 f À ( !J). 
y>.c 

Além disso , pelo itern (ii) dessa mesma proposição. Í( {x}) ~ - infyE(r) ..\(y) = - ..\(x). Daí vem que 

max{i({x}).Í((x, + oo)) } ~ -rnin{ À(x). inf ..\(y)} . 
y>r 

e portanto, -.À(x) ~- min {>.(x) , infy >r ..\(y)} . Como J:;::: O, então infy>x ..\(y) = lim1 _o+ À(:~; + é) = À(x+), 

pois À(·) é convexa c ..\(y);::: ..\(0) = O para y >.r . Logo, 

(2 .2 .2) min{.X(x), .À(x+)} ~ ~(:1: ), se x;::: O. 

Supondo p < q, iremos discutir os seguintes casos: 

(10) O~ a < p < q: 

Pelo fato de X ser contínua em (1·,p) , ~(a-)= ~(a) e por (2.2.1) ~(a) ~..\(a). Por outro lado, como À 

é contínua em (s, q), ..\(a+) = ..\(a) e por (2.2.2) ..\(a) ~ 5.(a). 

(20) O < p < q < a : 

Quando x f/:. (r, p]. ~(x) = +IXl, e quando y f/:. (s, q], >.(y) 

..\(a+)= X( a)= +IXl. 

{3º) O < p < a < q: 

+IXl. Assim, 5.(a-) = >.(a) = +oo e 

Neste caso 5.(a-) = +oo, ..\(a)< +oo e ..\(a+)= >.(a)< 5.(a) = +oo. 

No (1º) e (2º) casos temos 5.(a) =>.(a), mas o (3º) caso não satisfaz (2.2.1). Assim, vemos que não 

é possívelp < q. Supondo q < p e fazendo uma discussão análoga, concluí-se que este caso também não é 

possível. Logo, p = q, e portanto >.(x) = 5.(x) para x ~ O. Seguindo o mesmo raciocínio acima, chega-se 

a r = s e ..\(x) = 5.(x) para x ~ O. No Exemplo 1.1.3, 5. e >. não assumem +IXl, motivo pelo qual não é 

necessário fazer a discussão acima para p e q. 

Caso d > 1: 

A prova consistirá em utililizar o caso unidimensional. Antes provaremos 

( 2.2.3) ..\( x) = -in f {I( H) : H semiespaço aberto, x E H} = sup { - /(H) : H scmiespaço aberto, x E H} . 
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Sabe-se que um semicspaço f. conn~xo, logo. 

À(x) = sup {-/(C) : C aberto convexo, x E C'} 2: sup {-/(H) : 11 sem irspaço aberto, .r E /1} . 

Para provar a desigualdade recíproca vamos supor >.(x) >O, pois 

O= .-\(.r) 2: sup {-/(H): H semiespaço abert.o , x E H} 2: O, 

visto que - l(JJ) 2: O. 

Defina C= {y: .-\(y) ~ .-\(x)- (},para c > O fixo. A segui r mostraremos que C é convexo e fechado. 

C é convexo: 

Sejam Yt , yz E C e a E [O, 1]. Disso, tem-se 

cr.-\(yt) ~ a(.-\(x)- é) e (1- a).-\(y2) ~ (1 - a)(.-\(x)- () , 

e assim, a.-\(yl) + (1- a).-\(yz) ~ .-\(x)- é. Sendo À convexa, .-\(ay1 + (1- a)y2) ~ a.-\(yl) + (1- a),\(y2) ~ 

~(z)- f, isto é, C é convexo. 

C é fechado: 

Provaremos que o complementar de C é aberto, ou seja, cc = {z : .-\(z) > .-\(x)- é} é aberto. Uma 

vez que À é s.c.i. em x temos que para V c > O, 3ó > O, V z E Rd , com lz- xl < ó, >.(z) > >.(x) - é. 

Logo, V z E Rd, lz- xl < 6, tem-se z E cc. Como também x E cc, B6(x) C cc. Seja v E cc. Logo, 

>.(v) > >.(x) - c. Por outro lado, como À é s.c.i. em v, Vé > O, 3-y > O, Vy E Rd, com IY- vi < -y, 

>.(y) >>.(v)- c> >.(x)- 2~: , e portanto, y E cc. Assim, concluímos que para V v E cc -podemos obter uma 

bola aberta contida em cc. Logo, cc é aberto e por conseguinte C é fechado. 

Agora provaremos que o fato de x fi. C implica na existência de um hiperplano, o qual separa estrita­

mente x e C. 

O ponto pc(x) E C t.al que llx- pc (x)il ~ llx- yl!,· Vy E C, denomina-se de projeção de x sobre C', 

e além disso pc(x) é único (ver Teorema A.2.5 do Apêndice 2). 

Seja u = x- Pc(x) c defina h(y) = (y, u). Então, h(x)- h(pc(x)) = {x- Pc(x) , x- Pc(x)) = llulf >O. 

Logo, h(x) > h(pc (x)). Por outro lado. 

h(y)- h(pc(x)) = (y, u}- (Pc(x)), u} = (y- pc(x), x- Pc(x)), 
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e pela Proposição A.'2.'2 do Apcndice '2 . (y- JJc(.t: ) , x - pc (x )) ::S O pa ra Vy E (' . Po r ronscg11in te. t<' rn-:·w 

h(y) ::S h(pc(x)) < h(l'). V y E C. ou sl'ja . . \1 = supyEC h(y) < h(J'). Portanto. h(y) = h(pç(x)) r 11111 

hipe rplano o qual sepa ra est.rita rneme J: c C . 

Prossegu indo, seja ll = {:: (:. u) > M}. Note que H é um semiespaço aberto ex E lf se e sonrentc se 

h(:1:) > M . Suponha H n C i= 0. Então, para w E H n C, tem-se (w , tt) > M c (w, u) ::S M , a qual é urn a 

contradição . Logo, 11 n C = 0, e por isso 11 n cc =/= 0, H C cc . Tendo em vista que fi C cc e ut ilizando a 

Proposição 2. L.2(iv ), te mos 

-/(H ) = inf .X(z) > >.(x) - E, 
zE H 

pois para todo z E H , >.( z) > >.(x)- c Isto significa que 

sup {-/(H): H semiespaço aberto, x E H}~ >.(x) - c 

para (. > O arbitrário, provando (2.2.3). 

Todo semiespaço que contém x pode ser expresso como 

H(t, r)= { z E Rd: (z, t) <r}, onde tE Rd e r E R. 

Portanto, (x,t) < r. Seja {(t ,Xn )}n~l seqüência de v.a's i.i.d. com lei de probabilidade comum J.lt e 

respectiva transformada de Cramér >.,, . Denotemos À1(·):: .>.,..,(-) . Note que o domínio de .>.1(·) é R. Seja 

11(1) = limn-oo ~In P((t, Xn) E/) para I intervalo em R. Por (2.2.3), com d = 1, 

>.,(s) = max{sup {-11(-oo,r)}, sup{-lt(r,+oo)}}, s E R. 
r>3 r<• 

Mas (t, Xn} E ( - oo, r) equivale a Xn E {y E Rd : (t, y) <r} = H(t , r) e (t, Xn) E (r, + ?O) equivale a 

Xn E {z E Rd: (-t, z) <-r} = H(-t ,-1·). Disso vem que 

1 -
11( -oo, r) = lim -In P(Xn E H(t , r))= l(H(t, r)) e 

n -co n 

1 -
/ 1(r,+oo) = lim -lnP(Xn E H(-t , -1·)) = /(H(-t, - r)). 

n -oo n 

Segue que 

À1({t ,x)) =max{ sup {-/(H(t,r))}, sup { - /(H(-t,-r))} } , 
r> (t,x) r< (t ,x) 
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onde usa111os o fato de (-I . x) < - r e {i . .z·} > ,. serem cqui nllrntrs. 

Lembrando que 11 é a lei de P(,\·, E .4) c ,\ é a transfor111ada de C'ramér para''· t.<!rnos por (2.:.! .:n qtw 

.-\(:r) = sup1e n.d -\1({t ,x} ). Pelo caso d =I decorre que 

~ot.ando que 

temos 

À1 ((1, x)) = sup {s(t.x) - lnJt 1(s)} . 
•E R. 

>.(x) = sup sup {(ts ,x) - lnf}(st)} = sup {(t , x) -lnf}(t)}. 
IERd •ER IER.d 

o 

Através da Proposição 2.1.2, Observação 2.1.2 e da Proposição 2.2.1 agora podemos enunciar o teorema 

a seguir, o qual generaliza o Teorema 1.3.1. 

Teorema 2 .2.1. Para {J.Ln: n 2: 1} ,J.Ln(A) = P(Xn E A), tem-se: 

(i) limn-oo ~J.Ln(F) $ - infzeF >.(x), para qualquer fechado F C Rd; 

(ii) limn-oo ~J.Ln(G) 2: - inCrEG >.(x) , para qualquer aberto G C R d, 

sendo .X(x) = suptERd {(t,x) - lnf)(t)} . 

2.3 - Alguns exemplos 

Exemplo 2.3.1. Seja Z = (X, Y) um vetor aleatório com distribuição Normal com parâmetros m 

(mx,ml'), u = (ux,uy) e IPI< 1, onde pé o coeficiente de correlação entre XeY. 

A densidade do vetor Z é 

1 { Q(u,v)} exp ----
2rruxuy~ 2 ' 

onde 
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Q (u, r) = - -., - 'l.p + 1 [(u-mx)" . (11-mx) (11-llll') (L - 1111·)"] 
I- p- crx ax a 1· 171· 

c::= (u, ·r) E R 2 . 

A extensão da Proposição 1.1.1 é Ã( z) = - lninf1ea2 {e- (r,z)ii(t)}. Sendo 

tem-se e - (t ,z) {L(t);;;; g(t1, t::~), com 

As derivadas segunda de g são: 9t 1 ,t 1 = a1 > O, 9t~,r, =a~ > O e Yr, ,r, = paxay > O. Como 

9r,,r, Yt 2 ,r, - (gr , ,r,)
2 = ai-a~(!- p2) > O e Yr, ,r, >O segue que g(t,,t2) tem um ponto r , o qual é um 

mínimo absoluto . Analogamente ao Exemplo 1.1.3, para obter r minimizamos 

em relação a t 1 et2 . Mas isto resulta no sistema de equações 

{ 

-u + mx + al-r1 + paxayr2 = O 

2 ' - v + my + ayr2 + paxayTt =O 

cuja solução é 

a~(u - mx)- paxay(v- my) 
Tt = ai-cr~(l- p2) 

e 
ai(v - my)- paxay(u- mx) 

T2 = ~ ., ( ~) O'); a;. 1 - p-

Assim, 

'( ) __ 1 ( - ( ... ,: ) ' ( )) _ cr~. (tt - mx )2 + ai-(v - my )2
- 2paxal' (u- mx )(v - my) 

"' z - n e Jl T - 2 2 2 (l 2) ' axay - P 

O~p<l. 

Suponha A = {:: = (u,v) E R 2 : --x < u < x e - oo < v< y} , onde x , y E R . Gostaríamos de 

calcular limn-oo *In P(Xn E A). Analogamente ao caso d = 1, a transformada de Cramér em R 2 é tal que 
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À(111x, 111) ' ) = O (' À( H. r} > O ~· · ( u. 1' ) =r ( mx .111)' }. \ o ca:<o df' 11111a disLrihui çito norr1ta l hid itttensiona l, o 

gráfico de,\ é um paraholói(k elípt ico Cf'lll rado e111 ( mx . 1111• ). SP .r:::: lllX c y:::: 111 1• ru tilo 

inf À(.:)= inf ...\(z) = O= ,\(mx, rnl' ), 
:E .4° zEÃ 

c ass im lilll,._cv ~ In P(,':n E .4 ) =O. Por outro lado. s<' x < mx <' y < ml' então 

inf ...\( z ) = in(...\( z) = ,\(x , y) > O, 
ze..t• zEA 

e portanto, limn-co ~ lnP(Rn E .4) = - ...\(.r,y). 

Quando p = O e X = Y , ...\(u, v) = 2(u;;/ , isto é, o mesmo resul tado que chegaríamos util izando o 

item (ii) da Proposição 1.1.3. 

Neste exemplo vemos como a Proposição 2.2.1 fornece-nos uma maneira prática de calcular,\ em R d. 

Já a expressão (2.1.2) não tem a mesma operacionalidade, embora seja um instrumento valioso na prova da 

P roposição 2.1.2. 

Exemp lo 2.3.2 (extraído de Bucklew [5], exemplo 6- pag. 21) . Seja Zum vetor aleatório d-dimensional com 

distribuição normal de esperança m = {m 1 , ... , md) e matriz de covariâncias V= {v;,j}1.i=l · Assumindo 

que V possui inversa, a densidade de Z é 

..:..Y--,--......:......,:-:::-...:..exp --(z - m)TV- 1(z- m) z E R d · ldet(V- 1
) { 1 } 

(2rr)d/Z 2 ' ' 

onde (z - m)T indica o vetor transposto de (z- m). A transformada de Laplace é 

j.t(t) = exp { (t , m} + ~tTVt } , t = (t 1 , • • ·, td)· 

Quer-se calcular 

;.\(.:) = sup {(t, z} - lnp(t)}= sup {(t ,=}-(t,m}--
2

1
tTvt} 

tER4 tER4 

{ 
lT } {T lT } = sup (t, z - m} - -i Vt = sup t (z- m) - -

2
t Vt . 

tER' 2 tER 4 

Para isto, defina 
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I . d I d d 

g (l) == t7 
(.:: - 111 ) - 2t1 

\ ' t == I_)d.::;- lll,) - 2 L L l;l j Vi.j. 
i = l t:l J=l 

,\ mat riz hcs:;ian<~ de g é H(g) == {~,r }d == {-v; i} d ._., ou seja, H (g) = - V . Uma vez que V é matriz 
I J i ,j = 1 , 1 • ) -

positiva definida , ent.âo todos seus aut.ova lores são rea is positivos (ver Strang [27)) . Mas isto implica que os 

autovalores de - I· são todos reais negati\·os. Sendo assim , o índice da matriz hessiana de g (definido como o 

número de autovalores posi t ivos ) é zero. c por isso g tem um ponto de máximo absoluto r (ver Lima [23]). 

Para calcula r r , note que o gradiente de tT(.:: - m)- ~lT \Il é (.:: - m) - \li . Então r é obtido através 

da solução da equação (z- m) - Vl = O, ou seja, • = v- •(z- m) , :: E R d. Segue que 

Nos exem plos do Capítulo 1 podemos observar que limn-oo *In P(Xn E A) sempre existe quando A é 

uma semireta. Nos exemplos 2.3.1 e 2.3.2 este limite também existe quando A é um semiplano. No exemplo 

a seguir veremos um caso em que limn-oo *In P(Xn E A) não existe, mesmo para um semiplano. 

Exemplo 2.3.3 (extraído de Dembo & Zeilouni [9], exercício 2.2.37). Seja {Xn}n~l uma seqüência 

de v.a's i.i.d. a valores em R 2 tal que P(X1 = (1 , O)) = P (X1 = (0, 1)) = ! · Considere o semiplano 

F= (-(X),~) x (-(X), !J . 
Suponha n = 2. Então [Xn E F) se e somente se [X1 = (1, 0) , X2 = (0, 1)] ou [X1 = (0, 1), X2 = (1, O)) 

e daí vem que P(Xn E F) = 2~. Se por exemplo a amostra aleatória tivesse resultado em x 1 = (1, O) e 

x2 == (1,0), então Xn = (1,0) ~F. Para n = 4, [X,l E F) se e somente se ocorrer um dos seguintes eventos: 

[x. = (1, O) , x2 == (1, O), x3 =(O, 1), x-1 =(o, 1)), 

[x. = (1, O), X2 = (o, 1), x3 = (1, O) , x" =(o, 1)], 

[X 1 = (l ,O),X2 = (O , l),X3 = (0, l),X.1 = (1,0)], 

[x. =(O, 1), X2 == (1. O), x3 = (1 , O) , x4 =(O, I)], 

(X1 == (0, l),X2 = (O,l),X3 = {l,O),X4 = (1 ,0)] ou 

[X1 = (0, l),X2 = (l.O),X3 = (l,O),X4 = (0 , 1)]. 

Logo, P(Rn E F)= 6~. Generalizando, para um n par , P(Xn E F)= (~) 2
1
n. 

2 
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Se 11 for ím par. ?(5;, E F) =O. Para ,·cr isto. assu ma por cxe111p lo 11 = :~. Então . 11 Ol+tt:iOl+! t.OI = 

( 1. 0) ct F , 

Portanto, 

(2. 3.1) 

(O, I J+(O.I J+/0 , 1) 
:I 

/O , I J+ (O. IJ+( I ,O) _( I 2) d f:'" ( I.OJ+II lll+!CJ l ) _ :! I (O, l)f/:F. 3 - 3·3 <;; , :J -(3 · :~lctF. 

P( X , E F)= { ~~) .}. 
se n. é par 

se n é ímpar 

Um a vez que infk?n f: lnP( i :k E F) = - oo, Vn E N · . então 

1 - 1 -
lim - In P(X , E F )= sup inf -k In P(Xk E F) = - oo. 

n-oo 11 nEN• J.: ?n 

Por out ro lado, a subseqüência {~In P(Xn E F) : n é par} converge para zero. Para ver isto, recorde 

a aproximação de Stirling: limn-oo J2;n"~!11 ,.- .. = 1, cuja notação é n.! ,..._, .J21rnn+ll2e-n . Logo , pela 

aproximação de St irling, 

(n) 1 1 
% 2",.._, ~· 

e como lim, _ 00 In ( ~) = O então {~In P(X, E F) : n é par} converge para zero. Por conseguinte, 

- 1 - 1 -
lim - In P(Xn E F) = inf sup -k In P(X~.; E F) = O. 

n-oo n neN• k?n • 

Logo, concluímos que o limite não existe. De fato, por (2.3.1), vemos que as hipóteses do Lema 2.1.2 não 

são satisfei tas. 
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C APÍTU LO 3 

ALGUMAS EXTENS ÔES E A P LIC AÇÕES 

No Ca pítulo 1 apresentamos um princípio de Crandes Desvios para méd ias de v.a's i.i.d. a valores em 

R.d, o qual é uma extensão do teorema de Cramér-Ch<'rnoff. Out ras extensões dizem respeito basicamente 

ao espaço onde as v .a's estão defi nidas c à exislencia de algum a int.eraçào ent re elas. 

O objetivo deste capítulo f. apresentar de maneira suscinta algumas extensões e apli cações do teorema 

de Cramér-C hernofT, dando-se uma maior enfase à interpretação destes resul tados do que as suas respect ivas 

provas laboriosas. 

3.1 - O t e orema d e Sanov para a m e dida empírica de v.a's i.i.d. em Rd 

No decorrer desta seção consideraremos {X,},~ 1 uma seqüência de v .a 's i.i .d. a valores em Rd com lei 

de probabilidade J.L. 

Considere a medida de Dirac 8 em X; , isto é, 

óx,(w)(A) = { ~ se X ;(w) E A 

caso contrário ' 

A E B(Rd) e w E n, onde B(Rd) é a o--álgebra de Borel em Rd e Q é tal que X; : n - Rd. A medida 

empírica de {Xn},~ 1 é 

1 ri 

L ,(w, .4) = ;; L 8x ,(w) (A) , n E N " . 
i= l 

Observação 3.1.1. Se .4. = 0 então L,.(..v , A) é por definição igual a zero. 

Observação 3 .1.2. Quando w está fi xo, Ln(w. ·) define uma medida de probabilidade sobre o espaço 

mensurável (R.d, B(R d)) . Por out ro lado. se A E B(Rd) está fi xo então L,(·, A) é uma variável aleatória. 

Obse rvação 3.1.3. As variáveis aleatórias ÔX, (w)(A) , i = 1, · · · , 11 com A E B(Rd), são i.i.d. e também 

E (óx o~wl(A)) = Jt( A). Além disso. E (L,(·, A)) = JJ(.rl ). Sendo assim. pela Lei dos Grandes Números, para 

\/(.> o 
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lim P{..vErl: ILn(..: . ..l )- t'(.4)1>c} = O. AE B(R .t) . 
n - "'-' 

isto é, o evento {w E Q: IL,(w, .-\)- p(A )I > (} repre:;cn~a unw sit,u açào de Graude Desvio em rel ação à Lei 

dos Grandes Números para a medida empíri ca. \ ote ainda que para cada w E n, L,.(..v , ·) é um elemento 

de Mt(R d), onde 

(3.1.1) M 1(Rd) :: {ry: B(Rd)- [0. 1] I 11 é probabi lidade <T- aditiva} . 

Observação 3.1.4. Por simplicidade de notação utilizaremos Ln para denotar a medid a empírica da 

seqüência {Xn}n~t · 

D e finição 3.1.1. A informação de I\ullback de v em relação a J.L é definida como 

I
' ( ) _ { fn.• f(x) In f( x) dJ.L(x ) 
\ J.L , 11 -

+oo 
se 11 4::. J.l 

caso contrário ' 

onde f (x) = ~;~;~ e" 4::. " denota que v é absolutamente contínua em relação J.l. 

Teor ema 3 .1.1 (Sanov). Seja {Xn},~ 1 uma seqüência de v.a's i.i.d. a valores em R d com lei de proba­

bilidade fl· Então: 

(i) Para todo B E B (M1(n.d) ) , onde B (M1(Rd)) é a <T-álgebra de Borel de M 1(R d), tem-se que 

- inf K (J.t , v)$ lim ~In J.Ln(B) $ lim .!_ In J.Ln(B) $ - inf K (!J, v) , 
vEB• n-oo n n-oo n vE B 

sendo !Jn(B) = P(Ln E B); 

(ii) Se B for união finita de abertos convexos de Mt(Rd), limn-oo ~ lnpn (B) = - infvEB K(J.t, v) . 

Prova: A prova é omitida nesta dissertação. mas pode ser encontrada em Azencott [2] e Vares [30] . 

Observação 3.1.5. A família de medidas de probabilidade {Jln}n~t é tal que !Jn: B (Mt(Rd)) ---+ [0, 1). 

Para uma seqüência {Xn}n~I de v.a.'s i.i.d. a valores ern R d com lei de probabilidade Jl considere 

g : R d - R c defina Sn = !; 2:7:t g(Xi). Também neste caso podemos indagar sobre o comportamento 

assintótico de Sn. 
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Observe que S, po d<> ser <'Scri to corno 

.S·,=.!_ t f g(y)6x,(y)dy= f g(y) (.!_t 6x, (u)) dy = f !J(y )dL 11 (y) . 
n i=J Jn.d Jn.d " i= l Jn.d 

ou seja. S, (.o \'alor E'Sperado de g( ·) sob a lei de pro babilidade definida por L 11 • 

Pela Lei dos G randes ~úmeros, sabe-se que para V c > O, limn- oo P(ISn - ml > c) = O, onde m = 
fn.d g(y) dp(y) , permitindo- nos concluir que o evento [ISn - ml > (] é uma situação de G rande Desvio em 

re lação à espera nça m. Em part icula r, [Sn > m + c] também é um evento do tipo Grande Desv io. 

Além da informação dada pela Lei dos Grandes :"' úrueros gostaríamos de saber qua l é a taxa de con­

vergência de In P(S'n > m + e) para -oo quando n- oo. Esta informação é obtida pelo segu inte corolá rio 

do Teorem a 3.1.1 : 

Corohírio 3.1.1. Seja (X,.}n ~ l uma seqüência de v.a 's i.i.d. a valores em R d com lei de probabilidade /t . 

Considere a transformação g: Rd ____. R e Sn = ~ L:7= 1 g(Xi) . Então para o evento [Sn > m +c}, c> O, 

tem-se que 

- inf I<(Jl,v):=; lim ~ lnP(f g(y)dLn(Y) > m+e) ~ lim .!:.lnP(f g(y)dLn(Y)>m+e) 
vEA0 n-oo n }n_d n-oo n }n_d 

~ - inf_ I<(p, v), 
vEA 

sendo A 0 e Ã o interior e o fecho de A, respectivamente, e 

A={vEMt(Rd): fn.dg (y)dv(y)> m+c} . 

3.2 - Grandes Desvios em Cadeias de Markov finitas 

Considere uma C adeia de M arkov {X n} n ~ 1 com espaço de estados S = { 1, · · · . N }, espaço de parâmetros 

T = {0 , 1, · · ·} e m atriz de tra nsição P = {p(i,j)}~~ = t· Assuma também que essa cadeia é irredutível e 

aperiód ica, e portanto , ergó dica. A medida empírica dessa cadeia é definida como Ln :: ( Ln ( 1 ), · · · , Ln ( N)), 

onde 

e 6x. (i) = { ~ 
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IJ,.( i ), i E .':i, t em como in t.crp rct aç~o a proporç<io de \(>JIJ)lO <'I n que a ( 'adeia assu n1e o estado i nas n 

pri meiras t ra nsiçõ<',.,. 

Sej a a seqiiencia {Qu,j},c 1 t al que 

(3.2. 1) Qn,j(B) = Pj[(Ln( l ), · .. , Ln(N)) E B] . 

onde j E Sé o estado inicial da cadeia e B E B (A1 1(S )), sendo M 1(S) = { espaço de todas medidas de 

probabilidade sobre S} e B(Mt (S)) sua respectiva u -álgebra de Borel. Note que Q,,i : B(M 1(S) ) ~ 

[0 , 1]. 

Agora considere o evento [(Ln(l ), .. . ,L 11 (N)) E 8,], onde e. > O, B< = {(v1, .. . ,vN) E B (M 1(S)) 

ll/i - 7Td >c, i = 1, · ·· , N } e ;r= (7rt, · ·· , ;rN ) é a med ida invariante da cadeia. E ntão, pela Lei dos 

Grandes Números para Cadeias de Markov (ver Teorema A.l.6 do Apêndice 1), li mn- oo Ln (i) = 'lri , i E S , 

e conseqüentemente limn-oo Qn ,j(B,) = O para Vt > O e V j E S. Portanto, o evento [(Ln{l) , · · ·, Ln(N)) 

E B<] é umá situaçào de Grande Desvio em relação à medida invariant.e ;r. 

A seguir enunciamos o Teorema de Sanov para a medida empírica de Cadeias de Markov finitas. 

Teorema 3.2.1. Seja {Xn}n?;l uma Cadeia de Markov irredutível e aperiódica com espaço de estados 

S = {1, · · · , N} e matriz de transição P = {p(i , j)}~j=l· Sej a Ln = (Ln(l ), · · · , Ln{N)) a m edida empírica 

da cadeia. Para cada t = {t1, · · ·, tN) E RN defina P 1 = {p1 (i,j)}~i= l> onde p1(i , j) = p(i,j)e1i. Portanto, 

para a seqüência {Qn,j }n?;l' conforme (3.2.1), tem-se 

- inf. I(q) ~ lim .!_In Qn ,j (B ) ~ lim .!.In Qn,j(B) ~ - inf I (q) 
qE B n-oo n n-oo n 9 eS 

para VB E B(Mt(S)) e Vj ES.sendo l (q) = sup1eR"--{{t , q}-ln p(Pt )} , qEMt(S) e p(Pt ) denotando o 

maior autovalor positivo da mat riz P 1 • 

Prova: Dembo & Zeitouni [9). 

Observação 3 .2.1. Uma expressão alternat iva para I(·) é dada por 

l (q) = { SUPu»O '2:~~ 1 qj In ( (u"J)1 ) 

+oo 

se q E M t(S) 

caso contrário 

53 



onde u >> O sigui li ca <.JU<' o vet or u. cll' \ ' <; Ler r.odas conlpo ne lJLcs <'sLrit.amcul<' pusitivas <' (uP )1 (>a J -<~SÍJn a 

COIIl poncme do \'!'\o r u P . 

3 .3 - Aplicações 

As aplicações aqui apresen ladas foram exaaídas de Bucklew (5] . 

Aplicação 3.3.1. Considere { Xn} n;::: 1 Ullla seqiiência de v.a's i.i.d. a \'a lorl:'s em R com densidade de 

probabilidade p(l· . 8). O E 0. Seja g(-) uma transformação tal que fi : 0 - R . Suponha que se deseje 

estimar g(O). Assuma que T,(.X) , X = (X 1, · · • , X 11 ), é um estimador co11sistente para. g(O) , ou seja, para. 

V e> O 

(3.3.1) lim f Pn(x , O) dx = O, 
n-co J {z:E R n : (T.(z:)-g(ll)l>(} 

onde p,(x,B) = p(x1,8). · · · .p(x,,O) ex= (x1, · · · ,xn)· 

Em (3.3.1) vemos que o evento [x E R " : IT,(x)- g(O)I > <:] é uma situação de Grande Desvio em 

relação a g(O). Note que não estamos exatamente diante da Lei dos Grandes Números, pois T,(X) não é 

necessariamente uma média aritmética das n observações. 

Para ( > O defina: 

sendo 

a,(c,/) = J p11 (x , 1) dx, 
{xeRn :(T.(r)-g("')(>c} 

.6.((,-t) = {6 : 6 E e, lg(6)- 9(1)l > (}, 

_ { inf{K(p(-,6),p(· , /)) : 6 E .6.(( ,/)} 
b((,/) = 

+oo 
se .ó.( t, ')') -:f 0 
caso contrário ' 

. 1 p(x ,6) 
1\ (p(- , 6) ,p(·,')')) = p(x , 6) In-(-) dx. 

R p X,/ 

Note que K(p(·, 6) . p( ·. -r)) é a informação de Kullback de p(x,6) em relação a p(x, T), conforme a Definição 

3.1.1. Agora podemos enunciar o teorema de Dahadur-Zabeli-Gupta (cuja prova encontra-se em Bucklew 

[5], pág. 160), o qual diz: 
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(3 .3 .2) I i 111 ~ In a11 (c, ·t) 2: - b( c, ")' ) . 
n- oo 11 

Através de (3.3.1) , sabe-se que a probabilid ade do e\'ento {x E rrn : IT,,(x)- g(O)I >c}. { >O, tende a 

zero quando n ---.. oo. Além dessa informação, a desigualdade (3.3.2) fo rnece uma cota superior para a taxa 

de decaimento exponencial de a 0 (c, 7) pa ra ;r,cro quando n- oo (no sentido descri Lo em (0.1)). 

Aplicação 3 .3.2. Seja (X 1 , · · · , X n) uma amostra a leatória ele n observações i .i.d. a va lores em R. Sendo 

assim , as seguintes hipóteses podem ser formuladas: 

Ho : a amostra vem de uma população cuja densidade é q(·) ; 

H1 :a amostra vem de uma população cuja densidade é p(·). 

O lema de Neyman-Pearson tem como princípio fixar a probabilidade do erro tipo I (a) e maximizar 

o poder do teste (1 - {3) . Uma forma alternativa do Lema de Neyman-Pearson é fixar o poder do teste c 

minimiza r a probabilidade do erro tipo I. Logo, pelo Lema de Neyman·Pearson , o teste de hipótese ótimo, 

o qual minimiza O'n (mantendo 1 ~ j3 fixo), é da forma: 

rejeita-se H o se .!. '"'?_ 1 1n efxx: · ~ < kn ; n L-,,_ q • 

- . . H 1 '"'n I l?..(.!..J. k nao reJeita-se o se n LA= l n 9(Xi) 2: ·n, 

onde kn é escolhido de tal maneira que 

1- {3 = P (.!. tln p(X;) < kn I Ht é verdadeira). 
n i = I q(X;) 

U I E'.1.&l I~ - '" d -J ()I clEld bH ma vez que n q('J.íj•' · ·, n q(X~ ) sao v.a s 1.1. . com esperança m 1 - aP x n q(r ) x , so 1, e 

esperança mo = fa q(x) In~ dx , sob H o, então pela Lei dos Grandes Números 

(3.3.3) . ( 1 ~ p(X;) I ) hm P - ~In (X') - mo > t H o =O, 'r/ t >O, 
n-oo n i=l q i 

e 

lim P (1.!. tln p((~;))- m,l > t I H 1) =O, 'rlt >O. 
n-oo TI i=l q i 
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Dado 7l E N" . denotemos o erro 1 ipo I por 

( 
1 ~ p(X;) ) 

Cl'n =: P - L.J In -( \. ) < k,. I llu . 
7l i:l q >' i 

Por (3.3.3) , se 1.:11 < mo então lim,, _ 00 a, = O, levando-nos a conduir que o evento 

[~ L::;'= 1 ln ~f~:~< I.:, lHo] é uma situ ação de Grande Desvio em relação à esperança mo. Portanto, pelo 

lema de Stein (ver Bucklew [5), pág. 93) 

(3.3.4) lim .!_lnon = -K(q,p), 
n-oc n 

sendo J{(q,p) = JRp(x) In~ dx (ver a Definição 3.1.1). 

Além da informação obtida por (3.3.3), (3.3.4) nos fornece uma estimativa de In Cl'n e também uma idéia 

da velocidade de convergência para - oo quando n ~ oo. 

Aplicação 3.3.3. Considere o problema de discernir entre duas Cadeias de Markov com espaço de estados 

S = { 1, · · · , N}, isto é, quer-se discernir entre as hipóteses: 

H o q(-1·), q(-); 

Ht p(-I·L p(-), 

onde p(-1·), p(·) e q(·l·), q(·) são as probabilidades de transição e a distribuição inicial sob H1 e Ho, respec­

tivamente. 

O teste da razão de verossimilhança tem a seguinte forma: 

rejeita-se Ho se Tn (Xt, · · · ,Xn) < k; 

não rejeita-se Ho se Tn(Xt , · · · ,Xn) ~ k. 

_ p(XJ) ~ p(Xi+dX;) 
Tn(Xt,··· , .\n) =In (X)+ L.Jin (X. IX·)' 

Q 1 i:l Q •+I 1 

e como 5~~:~ é limitado e independe de n então podemos considerar a estatística Tn(Xt,··· ,Xn) -

"n-ll p(X,tdX,) 1 1 t' 1 li 
L,i=l n q(X,t,IX.) para ca cu ar os erros tpo e . 

Denotemos por 
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( - ) ( p ( X,+J! .Y;) ) o,=:P 711 (.\" l ··· · . .Y,) < k I fio . ~·<111o =Í: In . I . I llo . 
q( ,\ i+ l .\;) 

romo o erro t.i po I <' por 

/3 P (T.- ,. I. I f! ) '· - E;" (I TJ(Xi+ll -\;) I 1:1 1) , =: n(XJ ,· ·· , An) ~ .. · J , ~>.>m! - ll ( \' · lv·) 
q . •+1 ·'• 

o erro t ipo 11. Segue que (segundo Bucklcw [5], pág. 95) 

(3.3 .5) lim .!.lnan = -sup{tk - ln ciJo(t)}, 
n-oo n tE n. 

onde <Po(t) é o m aior autovalor de 1\if1'Q (J{T indica a matriz t ransposta de M) , com M = { ( ~~;!jl) t }~. 
• .J=l 

e Q = {q(ilj)}i,i=•· No caso do erro tipo II , 

(3.3.6) lim .!.ln,6, = - sup{tk - ln<P1(t)} , 
n-oo n tER 

onde <Pt(t) é o m aior autovalor de MT P e P = {p(ilj)}i,i=l· 

A interpretação de (3.3.5) e (3.3 .6) está relacionada com a taxa. de decaimento exponencial para zero 

dos erros tipo I e tipo li , respectivamente (ver a interpretação de (0.1) na Introdução). 
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APÊNDICE 1 

n .ESULTADOS DE PROBADILIDADE E PROCESSOS ESTOC.ÁSTI COS 

D efinição A.l.l. Seja D um conjunto e A uma <T - álgebra em D. Denominamos de espaço mensurável 

ao par (D.A). 

D efinição A.l.2. Seja (D. A) c (n'' A') espiiÇOS m ensuráveis. A aplica~·ão v : n - n' é dita A - A' 

m ensurável se 

Quando n' = R e A' = B(R) dizemos que w é A-mensurável. Se também n = n. e A = B(R) então 

diremos simplesmente que t/J é mensurável. 

D efinição A.l.3. Seja (n, A , P) um espaço de probabilidade. Dizemos que X : n - R é variável aleatória 

neste espaço se X é A-mensurável, ou seja, x- 1(B) E A para VB E B(R). 

D esigualdade de Markov. Seja X uma v.a. definida no espaço de pro6abilidade (n, A. P). Seja t/J uma 

função mensurável não negativa neste espaço. Se E(l{I(X)) for fini ta, então para qualquer c> O 

(A.l.l) P(.,P(X) ~c) s; E(.,P(X)). 
c 

P rova: Seja Z = cl[.p(X)~c) (w), onde 

{ 
1 se .,P(X(w)) ~c 

I[.p(X)~c) (w) = O caso contrário 

Então Z é v.a. discreta e Os; Z s; .,P(X). Logo, E(Z) s; E(.,P(X)). Sendo 

E(Z) = OP(Z =O)+ c P(Z = c) =c P(.,P(X) ~ c) 

vem que cP(.,P(X) ~c) s; E(.,P(X)). 

o 
D esigualdade de Chebychev. Seja X v.a. definida no espaço de probabilidade (D, A , P). Se X tem 

variância finita, então para qualquer real a > O, 

P(IX- EXl ~a) s; Va~X. 
O' 
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Prova: P( IX - E X I 2: o) = f>( IX - EX I:! 2: o "). T OIIl a11do l ·(.\ ) = IX - E XI 2 e c = (.1
2, lcn1os por (i\ . 1.1) 

(I . "I I ·,,._y 
p .t\ - E .\ 2: o) :5 - -., - . 

o -

o 
Desigualdade de .lensen. Seja X v.a . t.11 / que E( X ) r fini ta c 11>( .\) :R - R é função m ensurável. 

Se Tj.1 é convexa então 

E(tíJ(X)) 2: Jj;(EX ) 

e se '1/J é côncava 

E( .,P(X)) :5 tj;(EX) . 

Prova: J ames (16] . 

D esigualdade de Holder. Sejam X , Y v.a 's tais que E(IXIP) < + oo, E(IYiq) < +oo e p, q E (1, +oo) 

satis fazendo ~ + t = 1. Então E(IXYI) existe e 

Prova: Billingsley (4]. 

Definição A.1.4. A função geradora de momentos Mx : R -- (0, + oo] para a v.a. X é definida como 

Mx(t ) = E (e1x) , tE R . 

Proposição A.l.l. A fun ção geradora de momentos Mx(t) tem as seguin tes propriedades: 

(i) Mx (O) = 1; 

(ii) Seja X uma v.a. Então a função geradora de momentos de Y = aX + b, com a, b E R , é 

(iii) Se X , Y são v.a's independentes com funções geradoras Mx(t) e Ml'(t), respectivamente, então 
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.\fxH (l ) = lvfx(t)Ml'(l) ; 

(iv) Sejam X1, X2, · · · . .\'n \·.a·s i.i.d. com função geradora de momentos comum Mx(t). A função geradora 

de Sn = 2::::7: 1 X; é 

Ms.U) = (Mx(t))" ; 

(v) Se Mx(t) < +oo para l E (-6, 6) , 6 > O, então Mx(t) é de classe C<x> (( - 6, 6)) . 

(vi) Se Mx(t) < +ex:. para tE (-6,6) , 6 >O, então Mx(t) = L~:o t"~{ k . Além disso, a n-ésimaderivada 

de Mx(t) aplicada em l =O dá o momento ordinário de ordem n, ou seja, 

d" I -d n ,\fx (t ) =EX ". 
t t:O 

Prova: Billingsley [4]. 

Proposição A.1.2. A função geradora de momentos M(t) é convexa. 

Prova: Suponha que M(t) < +oo para tE ( -6, 6), 6 >O. Dividiremos a prova nos seguintes casos: 

(lQ) t 1 ,t2 E (- 6,6) e o E [O, 1): 

Provaremos que In M(t) é convexa. Pela definição de função geradora de momentos temos que 

M(ot1 + (1- a)t2) = E(exp{at1X + (1- a)t2X}) 

M(at1X) = E(exp{at1X}) 

M((l- o·)t2 ) = E (exp{(l- o)t2X}) 

Aplicando a desigualdade de Holder com*= o. ~ = 1- o, exp{at1X} e exp{(l - a)t2X} temos 

Portanto , M(t) é convexa para tE (-6,6). 

(2Q) t1 < -6 e t2 < -6. o E [0,1]: 

M(at 1 + (1 - a)t2) = + oo, pois ot1 + (1 - a)t2 E ( -oo, -6], e M(tl) = M(t2) = +oo. Logo, 

M(ot1 + (1- a)t:!) = aM(ti) + (1- a)M(t2) = +oo. 
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(:3Q) t1 > ó e /2 > ó. o E [0 .1]: 

An alogamente a (2Q) M(tl't 1 + (1- o')t2 ) = o·M(tJ) + ( 1- o )M(l2 ) = +x . 

( 4Q) t1 < -6, t 2 > 6 e o E [0, 1]: 

Se ot1 + (1- o)t2 E (- 6,6) então estaremos diante do (l g) caso, e se ot1 +(I - o)t2 f/. (-6, 6) então 

estaremos nos casos (2Q) ou (3Q). 

o 

Teor ema A.l.l . Seja X \' .a. ~ai que P(X <O)> O e P (X >O)> O. En~ão existem.-\. 8 reais positivos 

t.ais que M(t) ~A eBitl , e conseqiien~emente limltl-oo M(t) = +oo. 

Prova: Pelo fato P(X > O) > O, 3 a E (0, + oo) tal que P(X ~ a) > O. Tomando t ~ O, P(X ~ a) = 

P(e1X ~ e1a). Por (A.l.l ), com '1/J(X) = e1X e c= e1a, 

Denotando A = P(X ~a) e B = JaJ, vem que AeBlti ~ M(t). 

De P(X <O)> O, tem-se que 3a E (-oo,O) tal que P(X ~a) > O. Aplicando novamente (A.lJ), 

com t <O, 

Observando que ta = Jtllal, então AeBitl ~ M(t) , onde A = P(X < a) e B laJ. Finalmente 

I. A Blti · 1' M( ) lmltl-oo e = +oo, e assim, Imltl-oo t = +oo. 

o 
Definição A .1.5. Seja X, X1, X2, · · · v.a's definidas em um mesmo espaço de probabilidade. A seqüência 

{Xn}n ~l converge para X em probabilidade se para todo l >O 

P(IXn - XI ~ i) -O, quando n ...... oo. 

Definição A.1.6. Sej a X, X 1 , X2, · · · v.a's definidas em um mesmo espaço de probabilidade. A seqüêncía 

{Xn}n~l converge para X quase certamente se 

P( lim Xn(w) = X(w)) = 1. 
n-oo 
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D efiuiçiio A.l. 7 . Sejam ,\, X 1, X 2 , · · · v.a's com respecti vas (unçõf's de dist.ribuiçiio F. F1 , F2 , · · ·. Di:tcmos 

que X, converge em distribuição para .X se limn - oo /~, (x) = F(x), para Lodo x pont.o de contin uidade de 

F. 

Teorema A.l.2. Considere a seqüên cia {Xn}n~I de 1·.a's i.i.d. in tegráveis com EXn 

converge p~Jra. m. quase certamente. 

Prova: J ames [17]. 

m. Então !ir.. 
n 

Teor ema A.1.3. Nas mesmas hipóteses do Teorema A.1.2, ~ converge para m em probabilidade. 

Prova: É conseqüência do Teorema A.l.2 (ver James [17]) . 

Teorema A.1.4 (Teorema Central do Limite) . Seja {Xn}n<;:l seqüência de v.a 's i.i.d., com esperança 

m e variância u 2 finita e não nula. Então a função de distribuição de ..jn (X" ; m) converge em distribuição 

para a fun ção de distribuição de uma normal padrão. 

Prova: Billingsley [4] ou James (17]. 

D efinição A.l.S. Sejam os espaços de medida (Rd , B(Rd) , J.l ) e (Rd, B(Rd), v). Dizemos que a medida J.l 

é absolutamente contínua em relação à v, denotando-se J.l ~v, se J.l(A) =O para todo A E B(Rd) no qual 

v(A) =O. 

D efinição A.1.9. Uma Cadeia de M arkov {Xn}n~l com espaço de estados S = {1, · · · , N} e matriz de 

transição P = {p(i,j)}~i =l é dita irredutível se para qualquer par (i,j), com i,j E S, existem= m(i,j) E 

N• tal que pm(i,j) >O, sendo pm(i,j) a en trada (i , j) da m-ésima potência da matriz P . 

Teorema A.1.5 (Teorema Ergódico). Seja {Xn}n;::t uma Cadeia de Markov, com espaço de estados 

S = {1, ... , N} e matriz de transição P = {p(i,j)}~i=Jt irredutível e aperiódica . Então: 

(i) limn-oo p"(i, j) = limn-oo p"(j, j) = 7r(j) , 'V j E S; 

(ii) 1r = (1r(l), · · · , 1r(N)) é tal que 1r(j) >O, 1r(j) = L;es 1r(i) e LjES 1r(j) = 1; 

(iii) a distribuição de probabilidade 1r, em (i) e (ii), é ímica. 

Prova: Karlin & Taylor [18] . 
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D efinição A.l.lO. Denomina-s<: de m edida invariante de utn a CMfeia de Markov a disirilmiçiío de proba­

bilidade ;r sa tisfazendo (i) e (ii) rio Teorema .4 .1..5. 

Teo r ema A.1.6 (Le i dos Grandes Númer os para Cadeias de Mar kov). Considere {Xn}n~ l uma 

Cadeia de Markov irredutível e aperiódica, com espaço de est.ados S = {1 . · · · , N} e maüiz de t ransição 

P = {p(i , j)} ~~=t· Seja 

N 

Ln = (Ln( l ). · ·· , Ln (N)) , onde Ln( i)= ~l: óxk (i) c i ES, 
n i=t 

a medida empírica da Cadeia de .\1arkov e 1r = (rr(l) , · · · , ;r(N )) a medida invariante. Então, para qualquer 

distribuição inicial a= (a{l) , · · · ,a(N)) , tem-se: 

(i) limn-oo Ej (Ln(i)) = rr(i) i E 5 , onde Ej denota a esperança condicionada ao estado inicial j E S; 

(ii) para qualquer f:> O, limn- oc Pi (ILn(i)- rr(i)l >f) = O, Vi,j E S. 

Prova: Kemeny & Snell [19]. 
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APÊNDIC E 2 

RESULTADOS DE ANÁLIS E REAL 

Definição A.2.1. Seja I C R.. A função f: I _. R é dita scmicontínuil inferiormente (s.c .i.) em a E 1 se 

para'V c>0.3ó>O,xE l ,lx-al < ó talque f (a) - (< f (x). 

Proposição A.2.1. A (unção f : I - R , com I C R , é semicontínua inferiorm ente em a E I se e somente 

se para qualquer seqüência {xn}n~J em/, onde Xn- a, f( a) $ lim
11

_
00 

f(xn ). 

Prova: Suponha f s.c.i .. Pela Definição A.2.1. para 't/c > O, 3 6 > O. x E /. i.r - a i < ó la l que f(a)- c< 

f(x) . Seja {xn}n~l E I uma seqüência qualquer tal que Xn--+ a. Então , 't/~r >O, 3 no E N tal que se n ;:::: n0 , 

!xn - ai <I· Tome 1 = 6. Segue que 't/n 2: no, f( a) < f(xn) + l , e portanto, f( a) $ lim
11

_
00 

f(x 11 ). Para 

provar a recíproca, suponha que 3t >O tal que 't/n E N , 3:r:n E I , lxn - a i <~ e f (a) 2: f (xn) + c Então 

n- oo n- oo 

ou seja, chega-se a uma contradição da Definição A.2.1. 

o 
Definição A.2.2. Uma função é dita convexa no intervalo I se e somente se 

f(a:r: + (1 - a)y) $ af(x) + (1- a)f(y), 

para todo :r: , y E I e tçdo real a E [O, 1]. 

Teorema A.2.1. Seja f : I --+ R convexa. Então existem as derivadas laterais f~(c) e f~(c) em todo 

c E 1°. 

Prova: Acker & Dickstein [1] ou Lima [21]. 

Corolário A.2.1. Uma função com•exa f: I--+ R é contínua no interior de I. 

Prova: Corolário do Teorema A.2.1 (ver Lima [21]). 

Outras propriedades das funções convexas podem ser consultadas nas referéncias [1] e [21]. 

Teorema A.2.2 (Dini). Se a seqüência {/n} 11 ~ 1 de funções contínuas, com fn : I --+ R e I compacto, 

com'erge monotonicamente para a função f : I - R então a convergência é uniforme. 

Prova: Lima [21]. 
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Lema A.2.1. J>aw A > O fixo c !J \'flria nclo em I C R , onde I é um int.en'él/o limitado fixo, existe urna 

constan te real f( > O t;t/ que 

( 
v ) Av+y ( I' ) A v 

- - - > I< - para todo v?: 1 com Au + y?: 1. 
Av + y - At: ' 

Prova: Quer-se mostrar que existe uma constante I< >O tal que ( A:+!l) ;\v+y A Av ?: J(, v?: l e Av+y ?: 1. 

Vamos supor que I= [a,b]. façamos a mudança de variável u = Av+ y. Então (Av\y)Av+y AAv = 

( u - y)· u A-Y com u > 1 e u -v > 1. 
u ' - A -

Se A < 1 então uma cota inferior para .4 - y é A - a. No caso de A ?: 1, a cota inferior será A -b. 

A fim de encontrarmos uma cota inferior para f( u, y) = (7t, na região S = { ( u, y) : u ?: 1, u;y ?: 1, 

y E [a,b]}, vamos considerar os seguintes casos: 

(lQ) A> 1 e a$ 1- A: 

Observe que neste casou?: 1, se a$ y $ 1- A, eu?: A+ y , se 1- A< y $ b. 

Para y E [a, 1 - A] fixo, f( u, y) é crescente em u. Logo, minu~ 1 f( u, y) = 1 - y, e portanto, f( u, y) ?:: 

1- y?:: A. Se a$ y $ b $ 1- A então também teríamos A como cota inferior para f(u, y). 

Para y > 1 - A temos que u ?:: A + y. Assim, minu~A+y f( u, y) = ( A!y) A+y. Portanto, quando 

y > 1-A, f(u,y) ?:: (A·!Yf+y paraVu?:: A+y. Umavezque g(y) = (A!y)A+y tem um único 

ponto crítico , o qual é um máximo, então o mínimo de g está nos extremos do intervalo (1- A, b]. Logo, 

f(u ,y)A-Y ?:: I<, (u , y) E S, sendo 

(2o) A > 1 e 1 - A < a: 

Para a $ y $ b, temos ti ?: .4 + y, e portanto, minu~-Hy f (u, y) = (A!y) A+y . Como o único ponto 

crítico de g(y) é um ponto de máximo, então 

{( 
A )A+a ( 4 )A+b} 

a~~~b g(y) = min A+ a ' A.+ b · 

Assim, 
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A = tmn - - , - - / l -b . . . {( .4 )A+a ( A )A+b} 
A+a A+b 

( 3o) O < A ~ 1 e a ~ 1 - A: 

( 
I ) A+b ( A ) A+b Neste caso, verifica-se que f( u, y) 2: A~b , ( u , y) E S. Logo, f{ = A+b A - a. 

( 4o) O < A ~ 1 c 1 - A < a: 

( ) 

A+b 
Nesta situação g(y) é decrescente em 1 - A < a ~ y ~ b. Logo, J( = ,t-:!,b A -a. 

o 

L em a A .2.2. Sejam x;,p; reais, onde i E {1 , ·· ·, r}, tais que p; >O e min;{xi} <O< max.{x;}. Defina 

m(t) ::= I:;=! p; e1:r,, t E R , e a= infreit m(t). Então existem c> O, N E N" , tais que para n 2: N, pode-se 

obter números n 1, · · · , nr inteiros positivos tais que: 

(A.2.1) 

(A.2.2) 

(A.2.3) 

P rova: 

r 

l:n;=n; 
i=i 

r 

~n·x· <O· ~ ', _, 
i=l 

,. .n , 

( ) I II p, > - .!: ri p n1, · · ·, nr ::= n. -.
1 

_ cn 2 a . 
i=l n,. 

Seja r(z) a função gama para: E [O, +oo) e s(:) ::= .J5z:::! e- :. A aproximação de Stirling (ver 

Mitrinovié [25]) diz que limz-+:o r~(;l ) = 1, c quando n E N. J lim,_oo sC~) = 1, pois r(n + 1) = n!. 

Dado n E N• , 3 z1 , · • • , Zr reais positivos tais que n = z1 +···+=r· Sendo n e z E R+ suficientemente 

grandes vale a aproximação de Stirling, isto é, 

'</(.>O , 3N E N " , '<lu 2: N , (l - ()s(n) < r(n + l) < (1 + (.)s(n) e 

'r/f> O, 3A E R +,'</:: 2: A, (1- (.)s(z) < f(z + 1) < (1 +(.)s(z). 
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Logo, Vc >O, 3.\ E N. e A E n.+ tal que para Vn 2. N e V Zi 2. A, com n = :1 + · · · + : ,. , tern-se 

(1 - c)s(n) < r(n + l) < (l + t)s(n) e (1- c)s(z;) < l~ (z; + I)< (I +ds(zi) . 

Segue que 

r r ( 1 r 
~ ~ _ p;'• p;z• _ 1 - f) n1 (np;)'' 

p( ·"! ' . . . ' ~r) - f( n + l) rr r( ~ . + 1) > ( 1 - ( )s( n) rr ( 1 + ) ( . ) - ( 1 + y ( J27r y- 1 rr --! . 
i=l ~ , i=l t s z, t ;r i=l z;' •z; ~ 

Como n~ 2. z;4, visto que z;:::; n para todo i E {1 , ··· , r}, então 

(1- t) n! rrr (np;)'· (1- c) n~ 1 rrr (np;)'' 
(1 + cY (yl2";y- t i= l z;••z;! 2: (1 + cy (y'2;y-t n; i=l ----;;-

U J..!.=Q n ! > ma vez que ('T+(}' (\/i'i')•-• para n suficientemente grande e t: é arbitrário, tem-se p( z1 , · · · , Zr) > 

1 rrr (!!b).z, 
;;-;- i=l z , . 

Defina q(z1, .. · , zr):: * l1~=t (T, r·. Pela Definição 1.1.1, vemos que m(t) é a transformada de 

Laplace de urna medida J.l concentrada no conjunto finito { x1, · · · , X r} , sendo J.l(x;) = p;. Além disso, m(t) 

é função convexa (a prova é análoga à Proposição A.l.2 do Apêndice 1) e estritamente positiva, pois J.l(x;) > O 

para i E { 1, · · · , r}. Pela hipótese min;{ x;} < O < max; { x;} temos que J.l(( -oo, O]) > O e J.l([O , +oo)) > O, 

e portanto, por um argumento análogo à prova do Teorema A.l.1 do Apêndice 1, m(t) converge para +oo 

quando ltl-+ oo. Das considerações acima segue que 3r E R tal que a= m(r) = L~=l p;en:,. Mas por r 

ser ponto de mínimo absoluto, m' (r) = O. 

Através de multiplicadores de Lagrange, mostra-se que existem z1, • · · , z,. satisfazendo as restrições 

I;~= l z; = n e I;~=l z;x; = O. Seja g : Rr --+ R e h : R• ---4 R , onde g(z1, · · · , z,.) = I;~= l z; - n e 

h(zt , · .. , z,.) = L:~=l ZiX;. Assim, as restrições ficam g(z1, · .. , z,.) = O e h(z1, .. · . z,.) = O, e o problema 

consiste em obter a solução de 

Ôq Ôg âh 
-
8 

+>11-
8 

+.>.2-ô =0, i=l, .. ·,r·, 
Zj Zi Z; 

onde >11 , .>.2 E R . Uma vez que q(·) é não negativa, então podemos substituir por In q(·) na equação acima. 

Assim, o problema fica 
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Como 

ô luq =In (np;) _ 1 Ô!J = 1 e ôh = x; 
Ôz; ::; ' Ôz; Ôz; ' 

tem-se In ( ~) - l + .X 1 + À2x; = O e disso decorre que ::; = np;e>.' +>.2 r,-J. Substituindo a expressão obtida 

para z; nas equações g( z1, · · · , Zr) = O e 11(:: 1 , · · · , Zr) =O obtemos 

r r 

Lp;e>.,+>.~r ,-1 = 1 e L X;p;e>.,+>.2x ,- i =O. 
i = l i = l 

Tomando .X 1 = -In a + 1 c .À2 = r , tem-se: 

Logo, concluimos que z; = !!Rl.erx, é a solução da equação J!- + .X1 P- + .X2 ~h = O com as restrições 
O' v.... vz, v:, 

g(zt, · · · , Zr) =O e h(zt, · · · , Zr) =O. Substituindo a solução em q(-) obtemos, após algumas simplificações, 

Sem perda de generalidade suponha Xt = min; x; < O < max; x; = Xr. Defina nj = [zj], j = 2, · · · , r, 

sendo [zi ] o maior inteiro de Zj e n1 = n- 2::;=2 n;. Como n e 2::~=2 n; são inteiros então n1 também deve 

ser um inteiro e além disso n = L:~=l n;, ou seja, satisfaz (A.2.1) . Para provar (A.2.2) basta que verifiquemos 

a desigualdade x 1n1 ~ - L;=2 x;n;. Pela definição de n1 e por x 1 = mini{x;}, 

r r r r 

x 1n 1 = x 1z1 + x 1 'L)z;- n;) ~ x,z1 + l:x;(z;- n;) = l: x;z;- L x;n;. 
i:2 i=2 i=l i= l 

Lembrando que tínhamos a restrição 2:;=, x;z; =O, (A.2.2) está provada. 

Aplicando o Lema A.2.1, com z; = 7e.-r, e i E {1, ···,r}, temos: 

y = n; - ::; , y E I; 

I = ( -1, r - 1) , pois -1 < n; - z; ~ O se i = 2, · · · , r e O ~ n 1 - ZJ = ( Z2 - n2) + · · · + ( Zr - nr) < r - 1; 

A· = ..!.L. = e"'• > O· 
1 np, o , 

v = np; ~ 1 e A; v+ y = n; ~ 1 para n suficientemente grande; 
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A.; v = =i · 

Assim, 31\'; > O tal que (~r· ~ /\'; ("=~·r· para todo n ~ N. Ton1ando K = min;{ !(;} > O, então 

( )
n, ( )z, 

~ ~ f( '2f: para todo i E { 1, · · · . r·} e n ~ 1\ '. Portanto. 

I r ( )n, J r ( )'' } np; "' r np; n 
q(nl ,· ·· ,nr)=/2 IT - ~(/\) -pll- = cq(.::l ,···, Zr)= c-pa. 

nr i = l n; 1lr - i :l .::; nr -

Como p(zl, ... , z,. ) ~ n;/2 n~=l ( 7:-) :, = q(::l , ... ' .::r) temos p(nl , ... ' nr) ~ q(nl , .. . I n,)~ cn:l'>an. 

o 

D efinição A.2.3. Uma função f : I -R, com I C R , é dha convexa no sentido de Jensen (ou simples­

mente J-convexa) se para quaisquer x , y E I vale a desigualdade 

Teorema A.2.3. Suponha f J-convexa no intervalo I C R . Para quaisquer pon tos x 1 , x2, · · · , Xn E I e 

quaisquer racionais não negativos r1 , r2, · · · , rn temos 

(A.2.4) 

Prova: A prova a seguir é extraída de Mitrinovié [25] . 

(12) r;=~ ~ i= 1,2, ... , n , nE N *: 

Provaremos por indução. Para n = 2, (A.2.4) \'ale pela própria Definição A.2.3. Suponha que (A.2.4) 

vale para n = 2k, onde k E N* . Para x 1 , x2. · · · , .r01 E I em = 2k+l = 21.:2 = 2n, tem-se 

f (X>+ x,:. · Hm) :> f ( ~ L.j., Xj \~ L.i'=> XJ+") :> f ( ~ L.j •• Xj) +: u L.j., XJ+") 

< L,'j=l f( xj) + LJ=l f(xj+ n) = L,J~l f(xj). 
- 2n 2n 

Assim, (A.2.4) vale para todo natural n E {2. 22 , 23 . · · · } . Falta provar que se (A.2.4) vale para n ~ 2 então 

também vale para n - 1. Seja (x 1, x2,· · · .Xn - d E I e Xn = n~ 1 (x1 +x2 + · · ·+ xn-d· Pelo que provamos 

acima temos que 
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f ( J' l + J' '.! + ... + X11- l + X 11 ) ~ f (X I) + f ( X2) + · · · + f (X 11 - t) + f( X 11 ) • 

n n 

f (XI+ x2 + · · · + Xn-1) ~~ (f(xt) + f( x2 ) + . .. + f(xn-d) + }:_f (X1 + Xz + · · · + Xn-1) 
n-1 n n n -1 

(n-1) (Xt +x., + ··· + Xu - 1) l -- f - ~- (J(xt) + f( x2) + · · · + f( xn - t}) 
n n - l n 

f(xt+x2+ · ··+Xn-1) < f(xt)+f(x2)+·· ·+ f(xn_t). 
n - l - n - 1 

(2º) (r; é racional não negativo: 

Uma vez que r 1 , · · · , r 11 são racionais não negativos, existe um número natural m e inteiros não negativos 

Pt ,···,Pn talque m=p,+·· · +Pn e r·;=~ , i=l ,· ·· , n. Pelo(!º) caso, 

(
Pl Pn ) ((xt+···+x,)+···+(xn+···+xn)) f -Xt + '' '+ - Xn =f 
m m m 

< ~(f~(X~t~)~+_· ·-·~+~f~(X~t)~)~+_·_··~+~(~f~(X~n)~+~··_·+~J(~X~n)~) 
m 

o 

Teorem a A .2.4. Seja f : I -- R J-convexa , onde I é intervalo contido em R . Se f é semicontínua 

inferiorment e em I então f é convexa. 

Prova: Seja x, y E I e Q E [0 , 1]. Por f ser s.c.i . em ax + (1- a)y E I , para 'Vc > O, 36 > O, z E 

I , iz - (C\.z: +(1 - a-)y)i < {t tal que f(ax +(1-a-)y)- c < f( z) . Seja r, , l'z , · · ·, 7'n e St, s2, · · ·, Sm racionais 

não negativos tais que :z:::::l=lr·; + I:7~, Sj = 1 e iax + (1- a)y - <2:7=1 1'i) X - cL:::I s;) Yi < 6. Então 

Pelo Teorema A.2.3, 
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Uma vez que para n, m suficientemente grandes podemos tomar :L;'= 1 7'; e :L;'~ 1 s; arbi t rariamente próximos 

de <l' c (1- <1'), respectivamente, e que c é arbitrário, então f (<l'x + (1 - o)y) :5 o f (x) + (1 - o)f(y). 

o 

Teore m a A.2.5. Seja C C R d convexo e fechado. Para todo x E Rd existe um único ponto Pc (x) E C 

tal que 

(A.2 .5) llx - Pc(x)ll :5 llx- Yii , '<ly E C. 

Prova: Acker & Dickstein [1]. 

D efinição A.2.4. Denomina-se a projeção de x sobre o conjunto C C R d, convexo e fecbado, ao ponto 

Pc(x) E C satisfazendo (A.2.5). 

Proposição A.2.2. Se x E R d e xo E C , com C C Rd convexo e fechado, então x0 = pc(x) se e somente 

se (x- xo, y- xo) :5 O, '<ly E C. 

Prova: Acker & Dickstein [1]. 
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