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TITULO: “CALCULO SIMBOLICO DE MODOS VIBRATORIOS NO MODELO
DE KIRCHHOFF-LOVE PARA PLACAS”

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo a andlise vibratéria livre de placas
retangulares bem como resultados analiticos precisos e abrangentes, baseando-se na
equacgao biharmonica, obtida a partir das hipdteses de Kirchhoff-Love. Sao fixadas
as condicoes de duas bordas opostas como simplesmente apoiadas e outras seis com-
binacgoes possiveis, para as demais bordas, de acordo com as condigoes engastada
(fixa), simplesmente apoiada (apoiada) e livre. Sao apresentadas as seis equagoes
caracteristicas exatas. Os modos sao determinados simbolicamente através de uma
formulacao matricial genérica a qual permite o uso de uma base espectral classica
ou de uma base dinamica. Este procedimento amplia a metodologia introduzida
por Nawvier e por Lévy, obtendo-se uma equagao matricial singular. Parametros
de freqiiéncia precisos, assim como os modos, sao apresentados para uma faixa de
razoes de aspecto (a/b=2/5,2/3, 1, 3/2 e 3/5) para cada caso avaliado. Observa-se
que para materiais isotropicos as freqiiéncias naturais sao influenciadas significati-
vamente pela razao de Poisson (v). Devido & simetria geométrica existente em
relacao ao eixo y, os modos podem ser separados em uma parte simétrica e outra

anti-simétrica, permitindo diminuir a complexidade computacional.



TITLE: “SYMBOLIC CALCULATING OF VIBRATION MODES IN THE
KIRCHHOFF-LOVE MODEL FOR PLATES”

ABSTRACT

This work has, as its main objective, the free vibration analysis of
rectangular plates as well as comprehensive and accurate analytical results, based
on the biharmonic equation, obtained from Kirchhoff-Love assumptions. We set
the boundary conditions of two opposite edges as simply-supported and other six
possible combinations, for the other two edges, of clamped, simply-supported, and
free conditions. The six characteristic equations are given. The mode shapes are
simbolically determined through general matrix formulation which allows the use
of the classic espectral base or the dynamic base. These procedure enlarge the
Navier and Lévy methodology, producing a singular matrix equation. Accurate
frequency parameters, as well as the mode shapes, are presented for a range of
aspect ratios (a/b = 2/5, 2/3, 1, 3/2 e 3/5) for each case. It has been noticed
that for isotropic materials, the natural frequencys were significantly influenced by
the Poisson’s ratio (v). Because of the geometric symmetry which exists about
the y axis, vibration modes can be separated into a y-symmetric part and a y-

antisymmetric part, allowing to decrease the computational efforts.

x1



1 INTRODUCAO

Neste trabalho, é estudada, através de uma formulacao matricial classica
e dinamica, esta ultima introduzida por Claeyssen [CLA 90a], [CLA 99a], [CLA 99b],
a obtencao dos modos relativos as vibragoes transversais livres de placas, descritas
pela equagao de Kirchhoff-Love. Esta abordagem é feita em termos de uma base
genérica para uma equagao diferencial parcial de quarta ordem denominada equagao
biharmonica. Os célculos simbdlicos sao realizados utilizando a base espectral
classica, obtida a partir das raizes de uma equacao diferencial ordinaria de quarta

ordem, e a base dinamica, caracterizada por condi¢oes iniciais impulsivas.

Placas sao estruturas de superficie reta e plana (ndo-curva), cuja espes-
sura é pequena comparada a suas outras dimensoes. Geometricamente, sao limitadas
ou por linhas retas ou por linhas curvas. Estaticamente, placas tém condigoes de
contorno simplesmente apoiada, fixa e livre, incluindo suportes elasticos e restrigoes
elasticas, ou, em alguns casos, suportes pontuais. Os carregamentos estatico ou
dinamico suportados por placas sao predominantemente perpendiculares a superficie

da placa.

A acao estrutural bidimensional de placas resulta em estruturas mais
leves e portanto oferece numerosas vantagens econdmicas. Isto tem contribuido
consideravelmente para o largo uso de placas em todos os campos da engenharia.
Muitas estruturas, como containers, navios, etc, requerem fechamento completo
que pode ser realizado facilmente por placas, sem o uso de cobertura adicional;

consequentemente, é alcancada uma maior economia em material e mao-de-obra.

Devido as vantagens distintas discutidas acima, placas sao usadas exten-
sivamente em todos os campos da engenharia. Placas sao usadas em estruturas ar-
quitetonicas, pontes, estruturas hidraulicas, calcamento, containers, avides, misseis,

instrumentos, partes de maquinas, etc.
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’

E comum subdividir placas dentro das seguintes categorias principais

baseadas na sua acao estrutural:

1.

Placas rigidas, que sao placas finas com rigidez flexural, bidimensional-
mente suportando cargas, principalmente por momentos internos (fletor
e torgor) e por cisalhamentos transversais, geralmente em uma maneira
similar a vigas. Na pratica de engenharia, placa é entendida como placa

de rigidez média, a nao ser que seja especificado de outra maneira.

Membrana, que sao placas finas sem rigidez flexural, suportam as car-
gas laterais devido a forcas cisalhantes axial e central. Esta acao de
carregamento de carga pode ser aproximada por uma rede de cabos
tensionados, devido a sua finura extrema, sua resiténcia de momento é

de uma ordem de magnitude desprezivel.

Placas flexiveis, que representa uma combinacao de placas rigidas e
membranas e carrega cargas externas pela acao combinada de momen-
tos internos, forgas cisalhantes internas e centrais e forcas axiais. Tais
placas, devido a sua razao peso-carga ser favoravel, sao largamente usa-

das pela industria aeroespacial.

Placas espessas, cuja condicao de tensao interna parece com aquela do

continuo tridimensional.

A dinamica de uma estrutura é modelada, em geral, através de um

conjunto de equacoes diferenciais parciais, obtidas a partir da aplicagao de leis,

principios fisicos e hipdteses assumidas, sujeitos a um conjunto de condicoes iniciais

e condicoes de contorno.

Ha& dezenas de teorias para placas, cada uma com suas hipéteses, porém

dois modelos dinamicos mais comumente usados sao os de Kirchhoff-Love, para pla-

cas finas, e Reissner-Mindlin, para placas semi-espessas. No modelo de Kirchhoff-
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Love [FON 99], [SZI 74], [WAR 76], os termos relativos ao cisalhamento e & inércia
de rotagao sao desprezados. E considerado que as secoes transversais planas per-
manecem sempre planas e perpendiculares ao plano médio da placa apds o desloca-
mento. O modelo de Reissner-Mindlin [RES 45], [MIN 51], é mais complexo, supoe
que as secoes transversais planas permanecem planas, nao necessariamente perpen-
diculares ao plano médio da placa, pois, devido ao cisalhamento, apresenta-se um

giro da secao em relagao a esse plano.

A seguir, é feita uma breve descricao dos capitulos que formam este

trabalho.

No capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos de elasticidade e em
seguida é feita uma descricao do modelo matematico referente a vibracoes transver-
sais em placas retangulares, apresetando-se a forma da equacgao biharmonica. Apds,
sao apresentadas as condigoes iniciais e de contorno classicas que serao consideradas,

e também condicoes nao-classicas.

No capitulo 3 sao introduzidos os conceitos de freqiiéncias e modos de
vibragao. Considera-se o método de separacao de variaveis onde é apresentada, na
forma geral, sua expressao final. Por fim é empregado o método de Lévy [SZI 74]
para solucao do problema abordado, usando tanto a base espectral classica quanto

a dinamica.

No capitulo 4 é apresentada uma formulagao matricial genérica para o
estudo e solugao da equacao diferencial parcial linear, que aparece na forma com-
pacta (V* — 81)IWW = 0. Também é apresentada uma solugao de um caso particular

de condigoes de contorno, empregando-se tanto a base classica quanto a dinamica.

No capitulo 5 sao enunciados os resultados algébricos e graficos, obti-
dos com o auxilio do software MAPLE V5, onde sao determinados os parametros

adimensionais de freqiiéncia e os modos de vibragao da placa nas possiveis com-
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binacoes das condicoes de contorno. E feita uma discussao com relacao a estes

resultados algébricos e graficos.

No capitulo 6 é avaliada e discutida a influéncia da mudanca da razao
de Poisson (v) sobre o parametro adimensional de freqiiéncia (A). Também é apre-
sentada a metodologia para a separacao do modo de vibragao na sua parte simétrica

e anti-simétrica, onde sao mostrados os resultados para os trés casos possiveis.

Para finalizar, apresentam-se as conclusoes pertinentes.



2 MODELAGEM

Neste capitulo é deduzida a equacao de movimento da placa baseada
no modelo de Kirchhoff-Love, onde o cisalhamento é desprezado. Sao assumidas
algumas hipdteses para tal deducao tal como a de que as secoes transversais per-
pendiculares e planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao plano médio
da placa apods a flexao. Neste modelo a dimensao da espessura da placa é pequena
em comparagao com o seu comprimento e largura, em geral uma ordem de grandeza

menor.

2.1 Consideracoes sobre Elasticidade

Na teoria de elasticidade tridimensional a tensao em um ponto é especi-

ficada por seis grandezas:
o, 0y 0, as componentes de tensao direta;
Ozy Oys Oz as componentes de tensao cisalhante.

As componentes de tensao sobre a face ABC'D de um elemento (figura 2.1) tém
a seguinte convencao de sinais: tensoes diretas sao positivas quando tensionarem;
as tensoes cisalhantes o,, agem sobre a face perpendicular ao eixo X na diregao
paralela ao eixo Z e é positiva se agir na direcao positiva do eixo Z sobre uma
face para qual a tensao direta positiva estd na direcao 5)? . Se os comprimentos dos
lados do elemento de volume sao dz, dy e dz, as tensoes cisalhantes o, sobre as faces
ABCD e OFHJ formam um par em relagdo ao eixo Y de magnitude (o,.dydz)dzx.
Considerando as outras componentes de tensao cisalhante, somente as componentes
0., agindo sobre as faces DCHJ e OABF formam um par em relagao ao eixo Y.
Assim, tomando os momentos em relacao ao eixo Y para o equilibrio do elemento,

Oz = 0. Analogamente, 0., = 0y, € 0y, = 0,y.
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Figura 2.1 Componentes de tensao sobre a face ABC'D de um elemento de volume
da placa

A deformacgao em um ponto é definida simultaneamente por:
€z €y €, as componentes de deformacao direta;
Ezy Eyz Ex» as componentes de deformacao cisalhante.

As componentes de deslocamento em qualquer ponto (x,y, z) sd@o u, v e w, positivos

=
nas direcoes O_X> , OY e 07 , respectivamente.

As componentes de tensao e deformacao diretas sao relacionadas pela

lei de Hooke, extendida para incluir os efeitos da razao de Poisson (v),
1
Ep = E[O'x —v(oy + 0.)], (2.1)

com expressoes andlogas para ¢, e €,. As componentes de tensao e deformacao

cisalhantes sao relacionados por

Ezy = =0y, €tC. (2.2)

G
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Nestas equacoes F, G e v sao as constantes elasticas, médulo de Young, mddulo
cisalhante (ou médulo de rigidez) e razao de Poisson, respectivamente. Cabe salien-
tar que estarao sendo considerandos apenas sélidos elasticos isotropicos homogéneos.

Para estes solidos ha somente duas constantes elasticas independentes e

E=2G(1+v). (2.3)

A seguir as relagoes tensao-deformagao serao estabelecidas. Se o deslo-
camento na dire¢do X do ponto (z,y, z) é u, entdo o deslocamento na mesma diregao
do ponto adjacente (z + dz,y, z) é [u + (Ou/0x)]. Assim a deformagao direta na
direcao X é dada por:

Aumento no comp. do elemento

Comp. inicial do elemento

[dz + (Ou/0x)dx] — dx

pu— 2.4
T (2.4)
_
- Ox
Analogamente,
_ Ov o o - ow
Ey ay €= 5

Considerando um elemento ABC'D (figura 2.2), inicialmente retangu-
lar e tendo lados de comprimento dz e dy paralelos aos eixos X e Y, e canto A,
inicialmente no ponto (z,y), é deslocado para A; no plano OXY | com componentes
de deslocamento u e v nas direcoes X e Y, respectivamente. O ponto B é deslo-
cado para Bj, com um deslocamento na diregdo Y de [v + (Ov/dx)dz]; o ponto D é

deslocado
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X

|
l ~— T —

Figura 2.2 Deslocamentos no plano OXY

para Dj, com um deslocamento na diregao X de [u + (0u/0dy)dy]. O formato de-
formado do elemento é o paralelogramo A;B;Ci1D; e a deformagao cisalhante é

(v 4+ «"). Assim para pequenos angulos

ov Ou
= = 2.5
Analogamente,
ow Ov ow Ou
Eyp=—F7—+ 7 € €pp = +
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2.2 Vibracoes Transversais de Placas
Retangulares

O plano nao deformado da placa é definido como OXY, com os eixos
X e Y paralelos as bordas da placa; o eixo Z tera seu sentido positivo tomado para

cima (figura 2.5). As seguintes hipdteses sao feitas:

1. A placa é fina e de espessura uniforme h; assim as superficies livres da

placa sao os planos z = j:%h.

2. A tensao direta na direcao transversal, ., é zero. Esta componente da
tensao deve ser nula nas superficies livres, e dado que a placa é fina, é

razoavel assumir que sera nula em qualquer secao z.

3. Tensoes no plano médio da placa (tensdes de membrana) sao
desprezadas; isto é, forcas transversais sao suportadas por tensoes fle-
toras, como na flexao de uma viga. Para a agdo de membrana nao
ocorrer, os deslocamentos devem ser pequenos comparados com a es-

pessura da placa.

4. Secoes planas que inicialmente sao normais ao plano médio permanecem
planas e normais a este. Com esta hipétese as deformagoes cisalhantes

€2z € €y, 5a0 Nulas.

5. Somente o deslocamento transnversal w (na dire¢do z) tem que ser

considerado.

A figura (2.3a) mostra um elemento da placa de comprimento dz no
estado nao deformado e a figura (2.3b) o elemento correspondente no estado defor-
mado. Se OA representa o plano médio da placa, entao OA = O;A; da terceira

hipdtese; também O;A; = R,df, onde R, é o raio de curvatura do plano médio
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deformado. Assim a deformacgao em BC, a uma distancia z do plano médio, sera

. B,C, — BC
o BC

\
(a)
Figura 2.3 Elemento da Placa. (a) Nao deformado. (b) Deformado

A relacao entre a curvatura e o deslocamento do plano médio, w, é:

1 dw
R,  Oxz?’
Assim
€p = _282_10
T or?’

(2.6)
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Analogamente

11

(2.7)

Da equacao (2.5) a deformacao cisalhante ¢,, a uma distancia z da superficie média

¢ [(Ou/0y) + (Ov/0x)], onde u e v sdo os deslocamentos na profundidade z nas

direcoes X e Y, respectivamente. Usando a hipotese de que se¢oes normais ao plano

médio permanecem normais a este,

u= —zg—l; (figura 2.4).

Analogamente
ow
v=—z—.
dy
Assim
0%w
oy = —2 .
“oy Z@x@y

(Na equagao (2.8) o termo (9%w/dxdy) representa a torcao da superficie).

(2.8)
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Da segunda hipdtese e equagoes (2.1) e (2.2), as relagdes tensao-deformagao
para uma placa fina sao

FEe, =0, —voy

Fe, = o0, — vo,,

que podem ser arranjadas para dar

(2.9)
E
Também
E
Opy = ————Euy-
o214

O elemento de volume da placa com lados dx e dy e espessura h,
mostrado na figura (2.5), esta sujeito a um momento fletor M,, um momento torgor
M, e uma forca cisalhante transversal S, por unidade de comprimento sobre a face
OB; sobre a face OA h4, por unidade de comprimento, um momento fletor M,,, um
momento torgor M,, e uma forca cisalhante S,. Cada momento ¢ denotado por uma
flexa de ponta dupla na dire¢ao de seus eixos. Os momentos fletores M, e M, sao
os momentos resultantes devido as tensoes diretas o, e o,, respectivamente, apds
integracao através da espessura da placa. Analogamente, os momentos torcores sao

as resultantes devido a tensao cisalhante o,.



2.2 Vibragoes Transversais de Placas Retangulares 13

M, + ag;’ydy
My, + 25z dy
C
My, @ plz, ) f(@)
OMy
Ma Sy T My + ajé\)? dx
| dx v h Sy + %dﬁc
AL Mt
My Sy

Figura 2.5 Forcas e momentos sobre um elemento de volume de uma placa

Mantendo uma convencao de sinal consistente entre as defini¢oes para

tensoes na figura (2.1) e os momentos mostrados na figura (2.5), tem-se

h)2
M, = / 0y 2dz,
—h/2

h/2
M, = / oy zdz, (2.10)
—h/2

h/2
My, = My:c:/ Oy 2d2.
—h/2

A figura (2.5) mostra as quantidades incrementais agindo sobre as faces AC' e BC
e a forga aplicada por unidade de area p(z,y)f(t), na direcdo Z. Ha também uma
forca de inércia por unidade de drea , phd*w/0t?, na direcao Z. As equacoes de

equilibrio, obtidas pela resolucao na direcao Z e tomando os momentos em relacao
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aos eixos X e Y, sao apds a divisao por dzdy:

25, 08

5 T a_yy +p(r, ) f(t) = phd*w/oF,
aé\ju@g\iyx -5, = 0,
8£Zy+824;y -5, = 0.
Eliminando S, e Sy,
aggx + 28;%29 + a;ify + p(z,y) f(t) = ph%%” (2.11)

Substituindo as equagdes (2.6) a (2.9) nas equagoes (2.10) e integrando com respeito

a z, obtém-se

M, = -D (?;715 + V?;TI;}) , (2.12)
M,, = —D(1- V)(‘f;gy’
onde
D = 12(1E—ﬁ3y2) = rigidez flexural.

Substituindo as equagoes (2.12) na equagao (2.11) obtém-se a equagao de equilibrio

para um elemento da placa em termos de w e suas derivadas,

0*w J*w O*w 0*w
h—— + D 2 = t): 2.1
Phigm + 0 | gut T 2ammae T r| PO (2.13)
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ou de forma compacta,

phPw y  pla,y) ()
DI Viw = Q5 (2.14)
onde
4 4 4
0 0 0 (2.15)

4
= 2 .
v ox* + 0x201y? * oy*

2.3 Condicoes Iniciais e de Contorno

Para um porblema dinamico, w(z,y,t) deve satisfazer a equagao (2.13)
juntamente com as condigoes iniciais temporais, w(z,y,0) = wy(z,y), wi(z,y,0) =
wi(x,y), e condigdes de contorno espaciais.

As condigdes de contorno classicas sao : simplesmente apoiada (apoiada),

engastada (fixa) e livre. Considerando as bordas OB e AC da figura (2.5), as

condicoes de contorno sao expressas como:

- Simplesmente Apoiada: w =0 e M, = 0; isto é

0*w d*w
- Engastada:
ow
= — = 2.1
w=0 e e 0 (2.17)

- Livre: Para a borda ser livre de forca e momento, M,, M, e S, devem

ser nulos. As duas ultimas grandezas sao combinadas em uma condi¢ao tnica,
seguindo Kirchhoff [WAR 76]. Considerando dois elementos adjacentes da face OB,

H1H2 e H2H3, cada de comprimento dy (figura 2.6). O momento tor¢or M,,dy
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YRS
O | | | | — +—Y
H JHQ Hy
Sq
M,, My, + St dy
=) =)
Hy Hy Hy, Hj
My, My + 2522 dy

Figura 2.6 Derivagao da Forga Cisalhante Efetiva

sobre H1H?2 ¢é trocado por forgas iguais e opostas M,,; o0 momento torcor

OM
M, W dy ) d
( v+ By y) Y

sobre H2H3 é trocado por forcas iguais e opostas

OM,,

M,
Y + ay

dy.

Considerando o equilibrio na direcao vertical em H2,

M,
Ydy + S,dy = 0.
dy

Assim, se
OM,,

dy

Ve=5:+
¢ a forca cortante efetiva, as condicoes de borda livre sao M, =0 e V, = 0; isto é

0*w 9*w

o2 TV =Y
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ABPw L2 03w

ot 255 = (2.18)

Serao encontradas as condigoes correspondentes as faces paralelas ao eixo X trocando-

se x e y nas equagoes (2.16) a (2.18).

Além das condicoes de contorno classicas ou simples, apresentadas ante-
riormente, ha os casos das condi¢oes de contorno nao-classicas ou especiais: restrigao
elastica translacional, restricao elastica rotacional e restri¢oes elasticas translacional

e rotacional. Sao representadas matematicamente pelas expressoes abaixo:

- Restricao Elastica Translacional:

0*w N 0w 0
[ Y— =
0x? 0y?
e
Pw Pw
=k Do +02-v)=—|. 2.19
wer Ox? +2-v) 0x0y? (2.19)
- Restricao Elastica Rotacional:
dw P Pw  Pw
- Restricoes Elasticas Translacional e Rotacional:
Pw Pw
=k 'D |2+ (2—v)——
e {83:3 +(2-v) 8958@;2}
e
ow 0*w 0%w

_— £ -1 —_— —_—
o (s°) D (ax2 +uay2), (2.21)
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onde

k = rigidez translacional do suporte por unidade de comprimento.

k“ = rigidez rotacional do suporte por unidade de comprimento.

Cabe salientar que estes casos nao serao abordados neste trabalho.

18



3 METODOLOGIA DE SOLUCAO

Neste capitulo, é abordado o Método de Lévy [SZI 74|, onde supbem-se
que duas bordas opostas encontram-se simplesmente apoiadas, tanto com o uso da
base espectral classica quanto da base dinamica. Esta metodologia é um caso par-
ticular da separacao de variaveis, cuja limitagao para uma situagao geral é exposta
na segao (3.2). Nos anexos (A-1) e (A-2) sdo considerados um caso que permite a
separacao de varidveis e outro que apresenta a construcao de uma solucao através

da fatorizacao da equacao biharmonica.

3.1 Freqiiencias e Modos de Vibracao

Se nenhuma forga externa é aplicada, isto é, p(x,y) f(t) = 0, da equagao

(2.13) segue que as vibragoes livres s@o geradas pela equagao

ph—— + D +2

o ozt TSm0 T oy (3.1)

0*w J*w 0*w 84w} 0

Para esta equagao, a procura de solugoes do tipo oscilatério w(zx, y,t) =
W (z,y)e™!, com W (x,y) uma fungiao nio identicamente nula, equivale a resolver

o'W (,y) 234W(:c,y) W (x,y)

D
oxt 0x201y? oy

} — phw®W (z,y) = 0. (3.2)

Sob a hipdtese de que W (z,y) satisfaz determinadas condi¢oes nas bor-
das da placa, o valor w sera referido como freqiiéncia caracteristica e W (z,y) como
a autofuncdo ou o modo associado a w. Por simplicidade, a equagao (3.2) é escrita

Ccomo

V4W(£B,y) - 54W(x,y) = 07 (33)

19
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onde 3* = wQ% e V4 é o operador biharménico definido no capitulo anterior.

3.2 Limitacao do Método da Separacao de
Variaveis

Como primeira opc¢ao para resolugdo da equacao biharmoénica (3.3)
pensa-se no método da separacao de varidveis. Para tal assume-se que W(z,y) =

X (2)Y (y) e substituindo na forma expandida desta equagao, obtém-se:

IX(@)Y(y) , O X@)Y(y)  IX@)Y(y)] _
S 2 o T oy — B'X(2)Y (y) = 0. (3.4)
ou
X®Y 4 2X"Y" + XY™ — XY = 0. (3.5)

Dividindo a equagao (3.5) por XY vem

X (iv) X"y" y (iv)

2 —pt =
X * XY * Y F=0,
ou
X(iv) Y(iv) . xny"
= -2 . .
t B ~v (3.6)
—

Pode-se observar que a equacdo (3.6) possui um termo, em destaque, que nao pode
ser separado na sua forma classica. Isto inviabiliza o método da separacao de
variaveis do ponto de vista geral. Porém, é possivel obter alguns tipos de solugoes

separdveis, apresentados no anexo (A-1).
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3.3 Solucgao por Lévy

Serd abordada a metodologia de solugao introduzida por Lévy [SZI 74],
e para isso supoe-se o fato de duas bordas opostas estarem sob a condicao de sim-
plesmente apoiada, e assume-se que isto ocorre em r = 0 e x = a, conforme figura

(3.1).

Y

Figura 3.1 Caso Particular da Placa com Duas Bordas Opostas Apoiadas (A)
Sendo assim, de (2.16) as condigoes de contorno apresentam-se na forma:

Em x =0:

w(0,y,t) = 0 (3.7)

MI(()? y? t)

I
o
—~
w
00
N—
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Em x = a:

w(a,y,t) = 0 (3.9)

M, (a,y,t) = 0 (3.10)

Assumindo o deslocamento transversal na forma w(z, y, t) = W (z, y)e™!
e substituindo este, juntamente com a relagao para o momento fletor dada por (2.12),

nas condigdes de contorno (3.7)—(3.10), tem-se:

Em 2 = 0
W(0,y)=0 (3.11)
8827{42/(0, y) + ,/882;42/(0, y) =0 (3.12)
Em z = a:
Wia,y) = (3.13)
6627142/(&, y) + 1/8827‘2/(@,@ =0 (3.14)

Uma solucao da equacio (V4 — YW = 0, sujeita as condigoes de
contorno (3.11)—(3.14), pode ser obtida na forma W(z,y) = X (z)Y (y) [SZI 74],
onde X (z) deve satisfazer as condigbes de contorno em x =0 e x = a e Y(y) deve

satisfazer as condigoes de contorno em y =0 e y = b.

Como esta sendo abordado o caso especifico em que as bordas z = 0

e x = a estao sempre sob a condicao de simplesmente apoiada, pode-se assumir

X () =sen(™2), onde m = 0,1,2, .... Desta forma tem-se

W(z,y) = Y(y) sen ("”””) .

- (3.15)
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Substituindo (3.15) em (V* — )W = 0 e escrevendo na forma ex-

pandida, tem-se:
oW oW MW phw?
2 — W =0.
oxt * 0x20y? * oy* D

s () s 1 () [ (2] [ e (7)) <o

a 0x20y? a oy* a D a
() som (T v (Y o (M) PV (M) NPT o (M) v~
a a a a dy? a dy* D a
Simplificando
% mm\2 d*Y ma\t  phw?
__2(_) ar (_) _ Y =o0. 16
dy? a dy? + [ a D 0 (3.16)

A solucao desta equacao diferencial ordinaria de quarta ordem deve satisfazer quatro
condigoes de contorno, sendo duas em y = 0 e duas em y = b. Para a solugao de

(3.16) pode-se assumir Y (y) de duas formas distintas: usando a base cldssica ou

usando a base dinamica h(y) [CLA 90b].

3.3.1 Usando a Base Classica
Assume-se Y (y) como sendo da forma
Y(y) = C’le’\l% —+ CQ€>\2% + 036)\3% + 046)\4%, (317)

ou de forma compacta

4
Y(y) =) Cre™v. (3.18)
k=1

Substituindo (3.18) na equagao (3.16), obtém-se:

1 py 4 At M 2 A 2 A2 mm\*  phw? ! AL
ZO’“(?> -2 (=) ;O’“(?> ¢ *’*[(7) "D }Z@ce b=o,

k=1
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saes{ () -2 () (3) () -2

Entao:

(3) =0 () <[ 5] =

2 .
Fazendo ()"“) = ¢ tem-se uma equacao do segundo grau na forma:

b
poa () () -] o

cujas raizes podem ser calculadas, obtendo-se:

<m7r>2 n phw?
o = |—
1 a D )

B (m7)2 phw?
2 a D’

(3) = () =75

onde kK =1 :4, o que leva as quatro raizes.

ou

Definindo
K—-—Y
m ) 2 D
(T) ph
tem-se: )
Ak mm\ 2
— ) =(—) [1+K].
< b ) ( a ) [ ]
Assim,

b
A =E—mrv1+ K.
a

24

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Como a freqiiéncia de uma viga apoiada e de comprimento a é dada por [SOE 81]

(mw>2 D
wp = | — —
b a phv
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tem-se que
K==
Wh
Assumindo K > 1, as raizes \; podem ser escritas como \; = +p1, Ay = —p1,
A3 = +ipy € Ay = —i(py, onde
b
p1 = —mavK+1,
a
(3.22)
b
Yy = —mrvK-—-1.
a

Portanto, substituindo os resultados (3.22) em (3.17), obtém-se:

Y(y) _ Cleng\/K—l-l% + C2e—gm7r\/K+l% + Cgeigmw\/K—l% + 046—7;% mrVK—1%

9

ou

Y(y) = Cre?'h + Coe #'h + Cye™*t + Cye 5. (3.23)

A solugao pode ser escrita em termos de fungoes periédicas como seno e cosseno.

_ ’ _
Fazendo Cy = A+TB, Cy = ATB, Cs = CJFTE e Cy = CTE, tem-se:

e‘pl% + e_(pl% e@l% _ e_tpl%

elv2t + e~ ip2t elp2t _ pip2i
4O ——M———— )+ B [ —— ),

ou

Y (y) = Acosh (gpl%) + B senh (gpl%) + C'cos <<p2%) + F sen <902%> , o (3.24)

onde F =1F'.
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Uma vez calculada a solu¢ao para Y (y) pode-se determinar a solugao

geral W (x,y), lembrando que é dada pela equacao (3.15). Desta forma tem-se:

Wi(z,y) = [A cosh <901%> + B senh <gpl%> +

+C cos (%Q) + E sen (apgyﬂ sen(mmg>, (3.25)
b b a
onde
p1 = —mavK+1,
b
Yy = —mrvK -1,
a
com
K=Y wb_(@f b
Wh a ph

3.3.2 Usando a Base Dinamica

Assume-se a solugao Y(y), escrita em termos da base de Claeyssen

[CLA 90a], [CLA 99a], [CLA 99b] - h(y), na forma
Y(y) = Cih(y) + Col'(y) + Csh" (y) + Cah™(y), (3.26)

onde h(y) é determinada através de

B0 (y) = 2 (22)* W (y) + | (22) " (L= K2)] hly) = 0,
(3.27)
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Resolvendo, obtém-se como solucao

h(y)

a3 [senh (2K +1y) sen(ZZVK — 19)]

- 2K m3m3 B

VK +1 K-1

ou

h(y) = vb lsenh(p(lgm%) B Seng(pfﬁ)] ’ (3.28)

onde v = = (#)2

Aqui a solugao h(y) é definida como a resposta impulso ou a solu¢ao
diamica. Assim, {h, h', ", h"'} constituem uma nova base de solugoes. Uma vez

determinada h(y) pode-se determinar as demais fungoes de base:

R(y) = v [cosh <gpl%> — o8 (g@%ﬂ , (3.29)
h'(y) = % [Senh (@1%) ©1 + sen (@2%) 902] , (3.30)
" (y) = % [cosh (gol%> @7 + cos ((pg%) gpg] : (3.31)

Desta forma Y (y) fica bem determinada e, uma vez calculada, pode-
se determinar a solugao geral W (z,y), lembrando que é dada pela equagao (3.15).

Assim, tem-se

(3.32)

W(z,y) = [Crh(y) + Col/(y) + Csh”(y) + Cah™ ()] sen (mmc> |

a
onde h(y), h'(y), h"(y) e k" (y) sdo dados por (3.28) — (3.31), respectivamente. Cabe
salientar aqui, como discutido no final do anexo (A-1), que a base dinamica também

fornecera as expressoes para o caso limite de o — 0 pela simples aplicagao do limite.



4 ESTUDO DA EQUACAO (V' =YW =0

Neste capitulo, considera-se de maneira unificada o método de obtencao
dos modos de vibracao W (x,y), mais precisamente de Y (y), uma vez que X (x) ja
esta determinada quando da atribuicao da condic¢ao de borda apoiada nas faces z = 0
er=a E aplicada uma formulacao que pode envolver as diferentes condigoes de
contorno para as bordas y = 0 e y = b, dependendo do caso que estd sendo analisado.
Para tanto, é utilizada uma base genérica (®) de solugdes da equagao que descreve
os modos. Na pratica sao consideradas duas bases de solucao: a base espectral
classica, obtida a partir das raizes da equagao caracteristica, associada a equagao
diferencial ordinaria linear de quarta ordem e a base dinamica, introduzida por
Claeyssen [CLA 90a], [CLA 90b], [CLA 99a], [CLA 99b], obtida a partir de uma

solugao com condicoes iniciais impulsivas.

A partir disso é apresentada a aplicacao de tal metodologia, para ambas
as bases de solucao, em um caso especifico onde sao aplicadas as condigoes de con-

torno em y = 0 e y = b como sendo simplesmente apoiada e livre, respectivamente.

4.1 A Equacao Matricial Modal

J4 foi visto que w = We™t, onde W representa o modo de vibracéo e é
) 3

dado por

W(z,y) = Y(y) sen (m”) .

a

Portanto, para sua determinagao é preciso encontrar a forma completa de Y (y), tanto
na sua forma classica quanto na dinamica, que satisfaca as condicoes de contorno

emy=0ey=>h

28
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De maneira genérica, as condicoes de contorno, consideradas neste tra-

balho, podem ser escritas como

AHY + BHY/ + CHY” + D11Y”/ =0
A12Y —l— Bl2Y/ + 012Y// —I— D12Y//l = O

em y=0 (4.1)

A21Y —|— B21Y/ —I— 021Y” + D21Y”/ == O
A + BoY' + CoY" + DY =0

em y=>b. (4.2)

Da teoria de equagoes diferenciais [COD 55], a solugao de W (z,y) é dada por

W = [clgbl + Cg¢2 + 03¢3 + C4¢4] sen <?> = ®&c sen <m;m:> , (43)

onde {¢1, o, P3, ¢4} ¢ uma base de solugoes. Aqui

&

¢ = [¢17¢27¢37¢4}7 c= “

C3

Cy

Substituindo (4.3) em (4.2) e (4.1), tem-se que para y =0
AH(I)(O)C + BH(I),«))C + C’HCIDN(O)C + DH(I)W(O)C = 0,

Algq)(O)C + Blg(P,(O)C + Cqu)/,(O)C + Dlg(I)m(O)C = 0,

eparay =0
AQl(I)(b)C + BQch)/(b)C + 021(1)//<b)c + DQl(I)W(b)C = 0,

AQQ(I)(b)C + ng@’(b)c + 022(1)//<b>c + Dggq)///(b)c = 0.
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An
Arg
0
0

30

As quatro igualdades anteriores podem ser escritas matricialmente como

Bu
Bia
0
0

Cn
Cha
0
0

Dy
Daz
0
0

ou de maneira expandida

A B
A Bi
0 0
0 0

Dy
Das
0
0

0
0
Ay
Agg

0
0
Ag
Agy

0
0
Ba
Bas

0
0
Bx
Bas

0
0
Co
Cao

0
0
Co
Coy

0
0
Dy
Doy

0
0
Doy
Doy

¢1(b)
¢ (0)
¢y (b)

7' (b)

®(0)
@'(0)
®"(0)
3" (0)
o(b)
o'(b)
@7 (b)
" (b)

$2(0)
¢5(0)
5(0)

5'(0)

¢2(D)
¢5(0)

5(b)
¢35 (b)

De maneira compacta, tem-se a equacao matricial

c =0,

(4.4)

¢4(b)
¢4(b)
1 ()
4 (b)

(4.5)

C1

C2

C3

Cy4
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cuja incégnita é o vetor c, sendo

a seguinte notagao abreviada:

31

A B C D 0 0 0 0
B 12 Bz Ci2 Dio (4.6)
0 0 0 0 Ay By Cy Dy
0 0 0 0 Ay By Cy Daiy

Por conveniéncia, é introduzida para os valores ¢;(0), ¢;(b) , *¥(0), o) (b)

Assim,
O P12 P13 Pua
/ / / /
11 12 13 14
/! /! /! /!
An By Ci Dy 0 0 0 0 11 12 13 14 1
/11 /1 /1 /1!
0 0 0 0 Ayy Byy Oy Dy P21 P22 P23 P C3
/ / / /
I 0 0 0 0 Ay By Cy Dai | 51 Py Phs Py Cy4
/! /! /! /!
21 22 23 24
/1! /1 /" /1
21 22 23 24
(4.7)

Desta maneira, nos elementos Aij, Bij, C'ij e Dij, o indice i refere-se
ao ponto onde ha condicao de contorno, isto é, ©+ = 1 paray = 0 e ¢ = 2 para

y = b, e o indice j representa a j-ésima condicao de contorno num mesmo ponto.
(k)

Nos elementos ¢;;, o indice k indica a k-ésima derivada e a auséncia daquele indice



4.2 Solugao Usando a Base Cldssica 32

denota a func¢ao, o indice ¢ representa o i-ésimo contorno, e o indice j é a j-ésima

funcao de base.

Por exemplo, para as condicoes de contorno
Y(0)=Y'(0)=0, e Y(b) =Y"(b) =0,
temos que
App=Bp=1, By =01 =Dy =A1=C= Dy =0,

A21 = BQZ = 17 BZl = C(21 = D21 = A22 = 022 = D22 = Oa

o) = ¢\(0), o8] = o (b)

parak=0:3,5=1:4.

4.2 Solucao Usando a Base Classica

Agora serd apresentada a solu¢ao completa para um caso especifico em
que também sao conhecidas as condig¢oes de contorno em y = 0 e em y = b, usando a
base espectral classica. A borda y = 0 sera considerada como simplesmente apoiada
e a borda y = b como livre . Assim as condic¢oes de contorno, a partir das expressoes

(2.16) e (2.18), apresentam-se da seguinte maneira:

-Emy=20
i 0*w 0w
w=0 e 07 +V_8x2 =0.

-Emy=5
o

o2 Vo2 =
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Pw Pw
I £ WA S
oy3 + V)(?y@xz 0

De acordo com (3.25) o modo de vibracao W (z,y) é dado por:

Wi(z,y) = Y(y)X(z) = [A cosh <g01%) + B senh <gpl%> +

mmnx

+ C cos (g@%) + E sen (gog%)] sen( ), (4.8)

onde as expressoes das derivadas necessarias sao

o = Yo = [Acon () & 2 sent (1 2) + O cos () + B sen ()] [sen(P22) (225)°].

W e[ e () e n (5) s () -0 (5) on ea3) B () e ()
B = G X [A() e () e m () o (o) w0 () s () -8 () o (028) [ sn (7
s =y g = A5 () + B e (o) -0 (o) 85 o ()] [ (7

Pode-se observar que em W(x,y), Y(y) serd dada em funcao da base

espectral classica. Para tanto serao definidos

M (y; p1) = senh(p17), n2(y; 1) = cosh(p1¥),
(4.9)
13(y; pa) = sen(paf), 1a(y; p2) = cos(paf).
Utilizando a notagao introduzida na secao anterior, tem-se
mi1 = senh(p1{) 21 = senh(p1)
= cosh(p 2 = cosh(p 2
M2 (1 b) em y = 0, 122 (1 b) em y = b, (4.10)
s = sen(g@%) 23 = sen(gpg%)
M4 = cos(pa}) N24 = cos(pa})




d(0) 1
d'(0) 0
@'(0) (%)’
(0 0
o | 20|
O(b) cosh (1)
d'(b) “hsenh(¢1)
o (b) (5‘;—1)2 cosh (1)
" (b) (£1)” senh ()
-Emy=0:
W p—
e para nao ter solucoes triviais,
Ainda,
82 82 ®1
9,2 ——tv 92 0= [A(

4.2 Solugao Usando a Base Classica
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Feito isso pode-se construir a matriz ® na forma apresentada em (4.7),

onde as funcoes de base aparecem avaliadas em y = 0 e y = b. Substituindo os

valores adequadamente, decorre

0 1 0
T 0 2
0 - (%) 0
(%) 0 - (%)
senh (1) cos(p9) sen(s)
%COSh(%) —2sen () £2cos(ip2)
(SOb—I)ZSen — (2 ) cos(pa) — (%)QSen(gog)
(5)" co hw (22) sen(ipa) = (%2)” cos(p2)
(4.11)

Agora, aplicando as condigoes de contorno em (4.8), tem-se:

=[A+0+C+0] sen(

mmnx

0,

)

a

A+C=0.

e para nao ter solugoes triviais,

b>2+0_0<iz)2+0} sen(?)—v[/H—O—i—C%—O] (?)2 sen(

mmx
a

)
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-Em y =0:

PwW - PW 20 % ©1)? P22
e + Vo = 0 = {A (7> cosh(y1) + B (?> senh(py) — C (?) cos(p2) +

—F (%)2 sen(gpg)} sen (m;rz) —v[Acosh (p1) + B senh (¢1) +

+ C cos (¢2) + F sen (p2)] (%)2 sen(m;m) =0,

e para nao ter solucoes triviais,

st [ ()" (2| st [ (- (2] -

oo [(2) 0 (22)] e [(2)' 40 (22 <0

3

ﬂ)‘g senh(p1) + B (%)3 cosh(p1) + C (%) sen(ypa) +

—FE (%)3 cos(gog)] sen(m;m) —(2-v) [A (%) senh(py) +

+ B (%) cosh(py) — C (%) sen(ps) + F (%) cos(gog)} (?)2 sen (m;m:) =0,

e para nao ter solucoes triviais,

Asentin) [ (£1)" = 2= )2 (Z5)'] 4 Beoshien) | (1) - 2= 8 (25)] +

a

+ C sen(ip9) {(%)3 —(2- y)% (MY} + D cos(¢2) :— (%)3 —(2- y)% <m>2} = 0.

a
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Feito isso, pode-se determinar a forma da matriz B, que sera dada por

[ 1 000 0 0 0 0]
—v(2x)® 0 1 0 0 0 00
B= , (4.12)
0 000 —v(=) 0 10
0 000 0 —2-v)(m)?* 0 1

Agora escrevendo a equagdo matricial, dada por (4.7), para este caso

particular, tem-se:

1 0 1 0

5 0 5 0
' ? =0, (4.13)

9y cosh(p1) 61 senh(py) dgcos(pa) 0o sen(ps)

& Q T

d3 Seﬂh(%) d3 COSh(%) 04 Sen(%) —04 COS(<P2)

onde

13 o1 (M2 P23 w2 (M2
5y = (—)—2—u—<—) e 0y = (—) 2—u—(—> .
=)~ =) e
Esta equagao matricial apresenta solugoes nao triviais desde que o determinante seja

nulo. Calculando o determinante, obtém-se a equacao caracteristica:
VK —1[K + (1 —v)]*tanh (p1) — VK + 1 [K — (1 —v)]*tan (¢3) =0, (4.14)

onde K é dado por (3.20) e ¢; e o, sdo dadas por (3.22) . As raizes K da equagao

caracteristica fornecem, em tltima instancia, as freqiiéncias caracteristicas.

Agora as expressoes para os modos de vibracao também podem ser

calculadas. Resolvendo a equacao matricial serao determinados os valores das con-



4.3 Solugao Usando a Base Dinamica 37

stantes A, B, C' e E. Para este caso particular obtém-se:

B K —(1—v)] sen(ps)
A=0 B= [K + (1 —v)] senh(y;)

C=0 E=1

Substituindo em W (x,y), obtém-se:

W) = [ U () s 1)

m;”) . (4.15)

4.3 Solucao Usando a Base Dinamica

Agora serd apresentada a solucao completa para o mesmo caso abordado
com a base espectral classica, porém considerando a base dinamica. Novamente a
borda y = 0 sera considerada como simplesmente apoiada e a borda y = b como
livre . Assim as condi¢oes de contorno, a partir das expressoes (2.16) e (2.18),

apresentam-se da seguinte maneira:

-Emy=0
0%w *w
w=0 e 3y2+ 8$2_O
-Emy=5
0w 0w
— +v—=0
0y? 0x?
e
Pw Pw
—+2-v)=—— =0
oy? + V>8y8x2

De acordo com (3.32) o modo de vibra¢ao W (z,y) é dado por:

W (2, 5) = [Cihy) + Coll(3) + Ch"(y) + Cah"(y) ] sen ( (4.16)

mwx)
a )
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onde serao necessarias as expressoes para

nadas. Sendo assim:

) = 2 [senh (5
00 = 3 [eoh (s
000 = 2 [senh (5

38

as demais derivadas ainda nao determi-

%) ] — sen <902%> w%} : (4.17)
%) 1 — cos <902%> 903] : (4.18)
%) @] + sen (c,@%) gog} . (4.19)

Pode-se observar que em W (z,y), Y(y) serd dada em fungao da base

dinamica. Para tanto serao definidos

V1(y; 01, 02) = h(y; o1, 92),

Vs(y; 01, 02) = W' (y; 01, 02),

Utilizando a notacao introduzida na segao

Y11 = h(y; 1, 92)
Pig = h,(% ©1, 902)

em y = 0,
i = B (y; o1, 92)

Y1a = R (y; 1, 92)

Feito isso, pode-se construir a

Va(y; 01, 02) = N (Y 1, 02),

(4.20)
Ua(ys 01, p2) = K" (y; 01, 02).
anterior, tem-se
Vo1 = h(y; o1, ¥2)
= I'(y; ¢1,
Yar (ir,22) em y = b. (4.21)

o3 = h”(y; ©1, 802)
oy = h”’(?ﬁ P1, 902)

matriz ® na forma apresentada em (4.7),

onde as funcoes de base aparecem avaliadas em y = 0 e y = b. Substituindo os

valores adequadamente, decorre
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®(0)
@'(0)
®"(0)
" (0)
o(b)
®(b)
e"(b)
" (b)

[ wo)  w(0
1(0)
1(0)
(0) RO
hd) B (b
OB
B (b)

| W(B) R

ou substituindo as formas de h(y):

[ 2(0)

2'(0)
(b// (O)
¢N/(0)
(b)
2 (b)
2" (b)

L ") |

b |:Senh(go1 _
1

7 [senh (1) 1 + sen (v2) ¢2]

~ = O © ©

sen(eo)
P2

v [cosh (1) — cos (2)]

)

b
| % [cosh (1) 3 + cos (¢2) wg]

r
b
U
b2
v
b3

o = © O

v [cosh (1) — cos (2)]

[senh (¢1) @1 + sen (v2) ¢

3z
[cosh (p1) @3 + cos (v2) W3] %
[senh (#1) ¥3 — sen (p2) wg’] e

7 [senh (¢1) @1 + sen (v2) ¢2]

2]

Aplicando as condigdes de contorno em (4.16), tem-se:

-Emy=0:

w

:o:[amm+@mm+@M@+ammﬂ%4

= [0+0+0+0Cy] sen(

mmnmx

a

e para nao ter solucoes triviais,

)-o

[cosh(m ©3 + cos (p2) Wg}
[senh (1) @F — sen (2) ¥ |
[cosh(m) o1 — COS(‘P2)<P2]

39

3% [cosh (91) 93 + cos (92) ¢3

2]
w5 {senh ©1) 7 — sen (wz)%}
[Cosh(w)wl — cos (p2) wg]

2]

[ﬂenh (1) @5 +sen (v2) 3| |
(4.22)

v
¥
v
5
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Ainda,
8;;2/ + vgif =0 = [ Ch"(0) + Coh(0) + C5h ) (0) + Cah(0) | sem (Z2)
+ v [C1h(0) + Coh!(0) + C5h"(0) + C4h"(0) ] [— (%)2 sen (mg"”)] — 0,
ou

*wW 0*w mm\ 2 mnx
S v =0= [Cor =) () o sen (P2 0,

Para nao ter solugoes triviais,

Cy=0
-Em y =b:
882;2/ + ugij;f =0 = [C1h"(6) + Col"(b) + Coh(™) (b) + Ch™) (1) | sen (25
+v [Chh(b) + Cob/ (b) + Csh” (b) + Cah” (b) ] [— (%)2 sen (m§$)] —0,
ou

aaggwgzg 0= {Cl [h”(b) .y (%)2 h(b)} +Ch [h("”)(b) —v (%)2 h"(b)} } sen(275) =0,

pois Cy e Cy sao nulos. Para nao ter solugoes triviais,

Cy {h”(b) —v (TY h(b)] +Cy [h@v)(b) (T

a a

)2h”(b)] —0,

onde h(b), h”(b) e h™)(b) sio dadas por (3.28), (3.30) e (4.17) aplicadas em b,

respectivamente.
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Ainda,
>FPw FPw " w v v mm
Gy P25 s =0=[Cib (b) + Coh™) (b) + C3h®) (b) + Cyh! >(b)} sen( : )
, 2
+(2 = v) [CLR(B) + Col" () + Col™ (b) + Cal) (1) [— (%5) sen(mf”)} =0
ou
PW PW ,,, mm\2 ,
o7 ( _V>8y8:c2 =0 = {Cl {h (b)) —(2—v) (7) h(b)] +
@) — (2 — ) (TN mrry _
+c3{h (b) — (2 y)( a) h (b)Hsen( . )_o,
pois Cy e Cy sao nulos. Para nao ter solucgoes triviais,
mm\ 2 m 2
" . - / e (v) _ . " et _
Oy R () = (2 y)h(b)( - )}+03 {h (b) — (2 = v)h (b)( - ) } —0,

onde R'(b), h"(b) e h¥(b) sdo dadas por (3.29), (3.31) e (4.18) aplicadas em b,

respectivamente.

Feito isso pode-se determinar a forma da matriz B. Como esta sendo
aplicada a base dinamica para o mesmo caso resolvido anteriormente com a base
espectral classica, as condigoes de contorno serao as mesmas, conseqiientemente a

matriz B sera idéntica a (4.12), obtida anteriormente:

1 000 0 0 00
—v(2x)® 0 1 0 0 0 00

B= ) (4.23)
0 000 —v(=) 0 10
0 000 0 —2-v)(m)?* 0 1
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Agora pode-se escrever a equacao matricial, dada por (4.7), para este
caso particular. Assim, escrevendo de forma geral, sem considerar os valores de Cs

e (4, que foi visto serem nulos, tem-se:

0 0 0 1 c

1 0 2 - (%)2 Cs

R (b) — v (%)2 h(b) R (b) — v (%)2 R’ (b) RV (b) — v (%)2 R (b) () (b) — v (%)2 R (b) Cs

W)~ (2= v) () R m) R 6) — @ - R (b) () R ) — 2 — ) B) () ROD () — (2 — )R (p) (mx)? Ca
(4.24)

Esta equagao matricial apresenta solugoes nao triviais desde que o determinante seja
nulo. Calculando o determinante, obtém-se a equacao caracteristica, que é idéntica

aquela obtida usando-se a base classica:
VK —1[K + (1 —v)]*tanh (p1) — VK + 1 [K — (1 — v)]*tan (¢y) =0, (4.25)
onde K ¢é dado por (3.20) e ¢1 e ¢y sdo dadas por (3.22) . As raizes K da equagao

caracteristica fornecem, em ultima instancia, as freqiiéncias caracteristicas.

Agora a expressao para os modos de vibracao também pode ser calcu-
lada. Resolvendo a equacao matricial serao determinados os valores das constantes

Ci, Cy, C3 e (4. Para este caso obtem-se:

=1
Cy=0
Oy = — Ku K—1[K+(1—v)] senh(yp1) + VK +1[K — (1 —v)] sen(ps)
2VK2 -1 | VK +1[K + (1 —v)] senh(p1) — VK —1[K — (1 —v)]sen(ips)
Cy=0

Substituindo em W (z,y), obtém-se:

W () = [Coh"(y) + h(y)) sen(==).

a
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ou

VK +1[K—(1-v)] sen(p2)

43

e {_ Kv [\/K—l [K + (1 —v)] senh(epq)
2VK?2 —1 [ VK +1[K + (1 —v)] senh(y1)

—_

K—1[K—(1-v)]sen(ps)

% [ senh (gpl%> p1 +sen ((pg%) wg] + vb

senh (<p1 %) sen (<p2 %) ] } sen(mﬂ-x

®1

P2

] .

)

(4.26)



5 CALCULO MATRICIAL DOS MODOS

Neste capitulo serao apresentados os modos relativos aos diversos tipos
de placa avaliados neste trabalho, caracterizados pelas suas condicoes de contorno. A
abordagem considera a base classica e a base dinamica descritas no capitulo anterior.
Para tanto, cada secao deste capitulo contém um determinado tipo de placa. Para
distinguir o uso da base, utilizamos superindices: ¢ para o caso classico e P para o

caso dinamico. Também sera introduzida a matriz
U=B89, (5.1)

que incorpora os valores associados as condicées de contorno. Aqui B é a matriz

(4.6) e ® a matriz definida segundo (4.5).

Uma vez definida U, deve-se resolver o sitema singular /¢ = 0. Tal
solugao é obtida da seguinte maneira: o determinate nulo do sistema fornece a
equacao caracteristica. Para as raizes desta equacgao, a matriz U foi fatorizada na
forma LU e obtidas as solucoes para c, através do método de eliminacao. Os calculos

foram realizados de maneira simbdlica com o auxilio do software MAPLE V5.

Neste capitulo, serao consideradas as bases estudadas:

Base classica:

M (y; ¢1) = senh (m%) , m2(y; 1) = cosh (@1%) :
. _ Y . . Y
773(317 <P2) = sen (9025> ) 7]4(2/7 902) = COs <9025> .

Base dinamica: Formada pela resposta impulso (ou solu¢do dinamica), h(y),
que ¢ a solugao da equacdo h(™(y) — =h"(y) + [ (1 — K*)] h(y) = 0, onde
v = 5 (2 )2, junto com as condigbes iniciais h(0) = 0, A'(0) = 0, A”(0) = 0 e

2K \mnm

44
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R"(0) = 1, e suas derivadas até terceira ordem;

senh (gol%) sen (gpl%)
Y1 V2 ’

V1(y; o1, 2) = h(y;wl,wg):vb[ —

Ua(y; p1,02) = W (y;01,92) = v [Cosh (901%) — cos (@2%)} :

v
%(?J? P15 802) = h"(y; ©1, @2) = b [senh (%%) 1 + sen (@2%) 902} )

v Y Y
@/14(y; P15 802) = hm(y; ©1,p2) = 72 [COSh (%g) 80% + cos (%02E> 903] .

Serao abordados seis casos de placas de acordo com suas condicoes de
contorno: apoiada-apoiada-apoiada-apoiada, (A-A-A-A), apoiada-fixa-apoiada-fixa
(A-F-A-F), apoiada-fixa-apoiada-apoiada (A-F-A-A), apoiada-fixa-apoiada-livre
(A-F-A-L), apoiada-apoiada-apoiada-livre (A-A-A-L) e apoiada-livre-apoiada-livre
(A-L-A-L). E importante salientar que a ordem de indicacao do tipo de condicao
de contorno obedece a seqiiéncia x = 0, y = 0, x = a e y = b, respectivamente.

As formas da matriz B, para os seis casos abordados, estao apresentadas no anexo

(A-3).

Para cada caso abordado sao apresentadas a equacao caracteristica, as
suas raizes, os parametros adimensionais de freqiiéncias (a ser definido), e também a
forma dos modos de vibragao. Sera usada uma convencao gréafica para identificagao
de cada um dos tipos de condi¢ao de contorno consideradas aqui. Através da cod-
ificagdo apresentada na figura (5.1) pode-se identificar qual o caso que estd sendo

tratado.

Na apresentacao das equacoes caracteristicas, é utilizada uma forma
Unica, uma vez que tanto com o uso da base classica quanto da base dinamica,
obtém-se a mesma equacao caracteristica. Conseqiientemente os valores de suas

raizes sao os mesmos para ambas as bases utilizadas.
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Borda Secao Visdo Plana

Livre

Apoiada

Fixa

Figura 5.1 Convengao grafica das condigoes de contorno

Na apresentagao das raizes da equacao caracteristica e dos parametros
adimensionais de freqiiéncia, tais grandezas foram avaliadas para diferentes taman-
hos de placa; isto é, para diferentes valores da relagao a/b (razao de aspecto). Serdo
apresentados os resultados para os casos onde a/b=2/5,2/3,1,3/2 e 5/2 e para os
cinco primeiros valores obtidos pela atual formulagao. Da mesma sao apresentados
os cinco primeiros valores determinados por Leissa [LEI 73], colocando-os de forma
comparativa. Cabe lembrar que também foram calculados valores além daqueles

apresentados, podendo servir como base para demais comparagoes.

Na apresentacao dos modos de vibracao, serao apresentados alguns
daqueles primeiros cinco, assim como outros cujos parametros adimensionais de
freqiiéncia nao encontram-se nas tabelas correspondentes. Foi observado, também,
que tais modos possuem o mesmo formato tanto quando do uso da base classica

quando do uso da base dinamica.
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5.1 Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Apoiada

Neste caso, os deslocamentos e os momentos fletores estao relacionados
como segue:
w(x,0,t) =0, wyy(x,0,t) + v wy,(z,0,t) =0,
w(x,b,t) =0, wy,(x,b,t) +vwy(r,bt)=0.
Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para

Y (y):

Equacao Caracteristica

senh(p1) sen(py) =0 (5.2)

Parametros Adimensionais de Freqiiéncia

Este é o tnico caso em que existe uma expressao fechada para as raizes
da equagao caracteristica. Tal resultado tem sua obtenc¢ao mostrada no anexo (A-4).

Sera introduzido o parametro adimensional de freqiiéncia \; que aparece na literatura
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[LEI 73], [SOE 81] e [MEI 67], de tal forma que:

h
A= Km?n? =wa?y /2 (5.3)
D
Assim,
wa? Ph_ 7 |m? + n? <9)2 (m, n=1,2, ...) (5.4)
D b ) Y 1=
1) a/b=2/5
Raizes K
mn [ 1112 13]14] 21
Atual | 1.16 | 1.64 | 2.44 | 3.56 | 1.04
Parametros A
mn 11 12 13 14 21
Atual | 11.4487411 | 16.18615122 | 24.08183475 | 35.13579168 | 41.05755432
Leissa 11.4487 16.1862 24.0818 35.1358 41.0576
Tabela 5.1 Raizes K e Parametros A\ para placa A-A-A-A e a/b=2/5.
2) a/b=2/3
Raizes K
m n 11 12 21 13 22
Atual | 1.444... | 2.777... | 1.111... | 5.0 | 1.444...
Parametros A
m n 11 12 21 13 22
Atual | 14.25609525 | 27.41556779 | 43.86490846 | 49.34802202 | 57.02438098
Leissa 14.2561 27.4156 43.8649 49.3480 07.0244

Tabela 5.2 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-A e a/b=2/3.
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3)a/b=1
Raizes K
mn |[11]211]12|22 31
Atual | 20 1.25]5.0 2.0 | 1.111...
Parametros A

m n 11 21 12 22 31
Atual | 19.73920881 | 49.34802202 | 49.34802202 | 78.95683523 | 98.69604403
Leissa 19.7392 49.3480 49.3480 78.9568 98.6960

Tabela 5.3 Raizes K e Parametros A\ para placa A-A-A-A e a/b = 1.

4) a/b=3/2
Raizes K
mn 11 21 121 31] 22
Atual | 3.25 | 1.5625 | 10.0 | 1.25 | 3.25
Parametros A

mn 11 21 12 31 22
Atual | 32.07621431 | 61.68502753 | 98.69604404 | 111.0330495 | 128.3048573
Leissa 32.0762 61.6850 98.6960 111.0330 128.3049

Tabela 5.4 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-A e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K
mn | 11 21 31 41 12
Atual | 7.25 | 2.5625 | 1.6444... | 1.390625 | 26.0
Parametros A

m n 11 21 31 41 12
Atual | 71.55463193 | 101.1634451 | 150.5114672 | 219.5986980 | 256.6097145
Leissa 71.5564 101.1634 150.5115 219.5987 256.6097

Tabela 5.5 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-A e a/b=5/2.

Modos

Classico

mnrx mnrx )

Wrgn(x7y) = Seﬂ(%%) sen (T) = n3(y; p2) Seﬂ( p

Dinamico

mnx

Wn?n(x7 y) = [wl(yv ©15 @2) - O—gn,lwa(y; Y1, 902)} sen (T)

b { VK —1 senh(p;) — VK + 1 sen(yps) }
mnt =72\ VRT— 1 [VE + 1 senh(g) + VK — 1 sen(py) ]

Tabela 5.6 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-A-A-A.
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 11)

Modo 3D (modo 11)

o1
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)

! ' 0
-1 ‘I:IV\F\V\'_\'_‘/
0.2 i
04,08 0%

1

52



5.1 Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)

Modo 3D (modo 22)

53



5.1 Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

Modo 3D (modo 24)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

Modo 3D (modo 32)

95
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

Modo 3D (modo 33)

56
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

Modo 3D (modo 42)

o7
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)

Modo 3D (modo 43)

58
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Neste caso, os deslocamentos e os giros estao relacionados como segue:

w(z,0,t) =0, wy(z,0,t)

Y 07
w(x,b,t) =0, wy(z,b,t)=0.

Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para

Y (y):

Equagao Caracteristica

VK2 — 1 [cosh(p1) cos(pz) — 1] — senh(¢y) sen(gpy) = 0. (5.5)
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Parametros Adimensionais de Freqiiéncia

60

1) a/b=2/5
Raizes K
mn 11 12 13 14 21
Atual | 1.229498503 | 1.860736773 | 2.833521458 | 4.128839325 | 1.048121324

Parametros A

m n 11 12 13 14 21
Atual | 12.13466384 | 18.36473585 | 27.96573586 | 40.75001079 | 41.37817134
Leissa 12.1347 18.3647 27.9657 40.7500 41.3782

Tabela 5.7 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-F e a/b = 2/5.

2) a/b=2/3
Raizes K
mn 11 12 21 13 22
Atual | 1.760252771 | 3.581146363 | 1.150740609 | 6.287422842 | 1.578409595

Parametros A

m n 11 12 21 13 22
Atual | 17.37299850 | 35.34449792 | 45.42941833 | 62.05437617 | 62.31311316
Leissa 17.3730 35.3445 45.4294 62.0544 62.3131

Tabela 5.8 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-F e a/b=2/3.
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3)a/b=1
Raizes K
mn 11 21 12 22 31
Atual | 2.933334427 | 1.386658181 | 7.024295090 | 2.395873085 | 1.150740609

Parametros A

m n 11 21 12 22 31
Atual | 28.95085038 | 54.74307076 | 69.32701376 | 94.58527820 | 102.2161912
Leissa 28.9509 04.7431 69.3270 94.5853 102.2162

Tabela 5.9 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-F e a/b = 1.

4) a/b=3/2
Raizes K
m n 11 21 31 12 22
Atual | 5.709252623 | 2.000677520 | 1.386658181 | 14.82001621 | 4.308967342

Parametros A

m n 11 21 31 12 22
Atual | 56.34806483 | 78.98358265 | 123.1719092 | 146.2676973 | 170.1112122
Leissa 56.3481 78.9836 123.1719 146.2677 170.1112

Tabela 5.10 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-F e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K
mn 11 21 31 41 51
Atual | 14.74060359 | 4.172878932 | 2.276654265 | 1.653468402 | 1.386658181
Parametros A

m n 11 21 31 41 51
Atual | 145.4839261 | 164.7386572 | 202.2270927 | 261.1052643 | 342.1441923
Leissa 145.4839 164.7387 202.2271 261.1053 342.1442

Tabela 5.11 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-F e a/b=5/2.

Modos

Classico

mnx )

W (2, y) = {051 M2y 1) — ma(y; 02)] + 05 m (Vi 1) + 13(y; p2) } sen (7

c _ VK —1senh(p1) — VK + 1 sen(ys)
mn,1 VK + 1[cosh(p;) — cos(p2)]

g

c _ _VK-1
Umn,Q K i 1
Dinamico

mnzT )

WD (z,y) = [%(y; 1, p2) + Uf,)mJ o (Y; 1, gog)} sen( T

o0 __ [Kv {\/K — 1 senh(p;) — vVK +1 sen(g02)}
mi,1 2 VK2 —1 [ cosh(p;) — cos(g2) |

Tabela 5.12 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-F-A-F.
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 11)

Modo 3D (modo 11)
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)

Modo 3D (modo 22)
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

Modo 3D (modo 24)
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

Modo 3D (modo 32)
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5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

Modo 3D (modo 33)

68



5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

Modo 3D (modo 42)

69



5.2 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)

Modo 3D (modo 43)

70
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5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

O a

Neste caso, os deslocamentos, o giro e o momento fletor estao relacionados como

segue:
w(z,0,t) =0, wy(x,0,t) =0,
w(z,b,t) =0, wyy(x,b,t) +vwy(x,bt)=0.

Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para

Y (y):

Equacao Caracteristica

VK — 1tanh(p;) — VK + 1 tan(ps) = 0. (5.6)
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Parametros Adimensionais de Freqiiéncia
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1) a/b=2/5
Raizes K
mn 11 12 13 14 21
Atual | 1.190546947 | 1.741423108 | 2.625953350 | 3.833153291 | 1.043786617

Parametros A

m n 11 12 13 14 21
Atual | 11.75022739 | 17.18715718 | 25.91712075 | 37.83170660 | 41.20704397
Leissa 11.7502 17.1872 25.9171 37.8317 41.2070

Tabela 5.13 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-A e a/b = 2/5.

2) a/b=12/3
Raizes K
mn 11 12 21 13 22
Atual | 1.578409595 | 3.148288243 | 1.128828279 | 5.612444229 | 1.506206570

Parametros A

m n 11 12 21 13 22
Atual | 15.57827829 | 31.07235951 | 44.56435422 | 55.39260428 | 59.46265199
Leissa 15.5783 31.0724 44.5644 55.3926 59.4627

Tabela 5.14 Raizes K e Parametros A\ para placa A-F-A-A e a/b = 2/3.



5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

3)a/b=1
Raizes K
mn 11 21 12 22 31
Atual | 2.395873085 | 1.308924666 | 5.942118946 | 2.181811463 | 1.128828279

Parametros A

m n 11 21 12 22 31
Atual | 23.64631955 | 51.67427459 | 58.64636332 | 86.13446410 | 100.2697970
Leissa 23.6463 51.6743 58.6464 86.1345 100.2698

Tabela 5.15 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-A e a/b=1.

4) a/b=3/2
Raizes K
m n 11 21 31 12 22
Atual | 4.308967342 | 1.747869546 | 1.308924666 | 12.25941266 | 3.739646303
Parametros A

mn 11 21 31 12 22
Atual | 42.52780306 | 69.00312388 | 116.2671178 | 120.9955532 | 147.6353185
Leissa 42.5278 69.0031 116.2671 120.9956 147.6353

Tabela 5.16 Raizes K e Parametros A\ para placa A-F-A-A e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K
mn 11 21 31 41 12
Atual | 10.52956605 | 3.250845544 | 1.940642730 | 1.502404422 | 32.50303148
Parametros A

m n 11 21 31 41 51
Atual | 103.9226515 | 128.3382380 | 172.3803843 | 237.2501968 | 320.7920626
Leissa 103.9227 128.3382 172.3804 237.2502 320.7921

Tabela 5.17 Raizes K e Parametros A\ para placa A-F-A-A e a/b = 5/2.

Modos

Classico

mnx )

WS (@,y) = {0G,1 m2(y; ©1) — ma(y; p2)] + 05,0 m(y; 1) + n3(y; 2) } sen (222

¢ _ VK —1senh(p) — VK +1 sen(ps)
mn,1 VK + 1 [cosh(p1) — cos(p2)]

g

c _ _VK-1
Umn,2 K +1
Dinamico

WE (x,y) = [U1(y; o1, 92) + 00,1 V2(y; 1, 02)] sen (222)

D —

KU{
mn,l — — \/ 79

VK — 1senh(p;) — vVK +1 sen(goz)}

o VE?2 -1 [ cosh(¢p1) — cos(p2) |

Tabela 5.18 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-F-A-A.
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 11)

Modo 3D (modo 11)
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5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)
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5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)

Modo 3D (modo 22)

7



5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

Modo 3D (modo 24)
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5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

Modo 3D (modo 32)

79



5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

__'—-\_.\_\_ -

@)

G JJ@

Modo 3D (modo 33)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

Modo 3D (modo 42)
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5.3 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)

Modo 3D (modo 43)

82
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5.4 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Livre

O a

Neste caso, o deslocamento, o giro, o momento fletor e o momento torgor (forga

cisalhante efetiva) estao relacionados como segue:

w(x,0,t) =0, wy(z,0,t) =0,
Wyy (7, 0,1) + VW (2, 0,1) = 0, wyy, (2,0,1) + (2 = V) Wyee = 0.

Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para

Y (y):
Y(0)=0, Y'(0)=0,

Y'(b) — v (22) Y (b) =0, Y"(b) - (2—v) (22)*Y'(b) = 0.

a

Equacao Caracteristica

K2 —1[K*=(1-v)’| +VEK?—1 [K*+ (1 —v)?] cosh(p1) cos(p2) +

+ [K*(1 —2v) — (1 — v)?] senh(y) sen(pz) = 0. (5.7)
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Parametros Adimensionais de Freqiiéncia

84

1) a/b=2/5
Raizes K
m n 11 12 13 14 21
Atual | 1.032340059 | 1.378333951 | 2.036265742 | 3.001325780 | 1.004047881
Parametros A

m n 11 12 13 14 21
Atual | 10.18878799 | 13.60361083 | 20.09713733 | 29.62189814 | 39.63822155
Leissa 10.1888 13.6036 20.0971 29.6219 39.6382

Tabela 5.19 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-L e a/b = 2/5.

2) a/b=2/3
Raizes K
mn 11 12 13 21 22
Atual | 1.112024264 | 2.060420581 | 3.845666612 | 1.020094612 | 1.259719383

Parametros A

m n 11 12 13 21 22
Atual | 10.97523957 | 20.33553604 | 37.95520813 | 40.27172110 | 49.73172788
Leissa 10.9752 20.3355 37.9552 40.2717 49.7317

Tabela 5.20 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-L e a/b=2/3.
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3)a/b=1
Raizes K
mn 11 12 21 22 13
Atual | 1.285498307 | 3.350194019 | 1.056322214 | 1.596184323 | 7.335406801
Parametros A

m n 11 12 21 22 13
Atual | 12.68735975 | 33.06508964 | 41.70192950 | 63.01483130 | 72.39756327
Leissa 12.6874 33.0651 41.7019 63.0148 72.3976

Tabela 5.21 Raizes K e Parametros A para placa A-F-A-L e a/b = 1.

4) a/b=3/2
Raizes K
mn 11 21 12 22 31
Atual | 1.704472577 | 1.147523861 | 6.182391648 | 2.338171727 | 1.056322214

Parametros A

m n 11 21 12 22 31
Atual | 16.82247005 | 45.30242621 | 61.01775984 | 92.30731990 | 93.82934138
Leissa 16.8225 45.3024 61.0178 92.3073 93.8293

Tabela 5.22 Raizes K e Parametros A\ para placa A-F-A-L e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K
m n 11 21 31 12 41
Atual | 3.103230590 | 1.471194618 | 1.188238259 | 15.14315297 | 1.096206549

Parametros A
mn 11 21 31 12 41
Atual | 30.62765830 | 58.08043552 | 105.5469740 | 149.4569292 | 173.1059997
Leissa 30.6277 58.0804 105.5470 149.4569 173.1060

Tabela 5.23 Raizes K e Parametros Apara placa A-F-A-L e a/b=5/2.

Modos
Classico
WS (,y) = {m(y; 01) + 051 02(y; 01) — 1a(y; 92)] + 05,0 13 (5 02) } sen (222)
O . VE-1T[K+(1-v)] senh(p) + VK +1[K —(1—v)] sen(py)
et VE —1{[K+ (1 =v)] cosh(pr) + [K — (1 —v)] cos(p2) }
c _ _VK+1
Omn2 = T 1
Dinamico
WD (2, y) = [1(y; 01, 02) + 01 Va(ys 1, 92)] sen (722)
o0 _ _ [Ev {\/K—l [K+(1—v)] senh(p1) + VK +1[K—(1—v)] sen(gpg)}
et 21 VEKT—T{[K+(1—v)] cosh(er) + [K — (1 — )] cos(g2) }

Tabela 5.24 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-F-A-L.
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 11)

Modo 3D (modo 11)
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5.4 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Livre

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)

s
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Modo 3D (modo 22)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

M S _fff k‘e*’?f

Modo 3D (modo 24)
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5.4 Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Livre

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

. 1}\;”} ]':\“R f:]
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Modo 3D (modo 32)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

Modo 3D (modo 33)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

7 ES

Modo 3D (modo 42)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)

R

Modo 3D (modo 43)
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5.5 Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Livre

O a

Neste caso, o deslocamento, os momentos fletores e 0 momento torgor (forga cisa-

lhante efetiva) estao relacionados como segue:

w(z,0,t) =0, wy,(z,0,t) + vwy(r,0,t) =0,
wyy(as,b, t) + wam('r?bv t) =0, wyyy(x? b, t) + (2 - V) Wyge = 0.

Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para
Y(y):
)*Y(0) =0,

Y"(b) — (2 = v) (25)*Y'(b) = 0.

a

Y(0)=0, Y"(0)—v ("
Y'(b) — v (22)* Y (b) = 0

Equagao Caracteristica

VK —1[K+ (1 —v)*tanh(p1) — VK + 1[K — (1 —v)]* tanh(py) = 0.  (5.8)
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Parametros Adimensionais de Freqiiéncia
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1) a/b=2/5
Raizes K
m n 11 12 13 14 15
Atual | 1.025965630 | 1.322954127 | 1.908793699 | 2.792209981 | 3.985738479
Parametros A

m n 11 12 13 14 15
Atual | 10.12587490 | 13.05703388 | 18.83903870 | 27.55800793 | 39.33766205
Leissa 10.1259 13.0570 18.8390 27.5580 39.3377

Tabela 5.25 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-L e a/b = 2/5.

2) a/b=2/3
Raizes K
mn 11 12 13 21 22
Atual | 1.081215297 | 1.854131629 | 3.414255709 | 1.016522618 | 1.226194315

Parametros A

m n 11 12 13 21 22
Atual | 10.67116726 | 18.29954569 | 33.69735318 | 40.13070443 | 48.40821125
Leissa 10.6712 18.2995 33.6974 40.1307 48.4082

Tabela 5.26 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-L e a/b=2/3.
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3)a/b=1
Raizes K
mn 11 12 21 22 13
Atual | 1.183891095 | 2.812305703 | 1.043523371 | 1.496146867 | 6.267790490

Parametros A

m n 11 12 21 22 13
Atual | 11.68453677 | 27.75634475 | 41.19665143 | 59.06551083 | 61.86061262
Leissa 11.6845 27.7563 41.1967 99.0655 61.8606

Tabela 5.27 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-L e a/b=1.

4) a/b=3/2
Raizes K
mn 11 21 12 22 31
Atual | 1.389223594 | 1.103698145 | 4.848942647 | 2.063884924 | 1.043523371

Parametros A

m n 11 21 12 22 31
Atual | 13.71108730 | 43.57225629 | 47.85714570 | 81.47891094 | 92.69246572
Leissa 13.7111 43.5723 47.8571 81.4789 92.6925

Tabela 5.28 Raizes K e Parametros \ para placa A-A-A-L e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K
mn 11 21 31 12 22
Atual | 1.904931605 | 1.280205717 | 1.128404084 | 11.16822053 | 3.739555775
Parametros A

m n 11 21 31 12 22
Atual | 18.80092136 | 50.54049593 | 100.2321173 | 110.2259185 | 147.6317446
Leissa 18.8009 50.5405 100.2321 110.2259 147.6317

Tabela 5.29 Raizes K e Parametros A para placa A-A-A-L e a/b=5/2.

Modos
Classico
W (@,y) = [05,1 m(y; ©1) + 1s(y; 2)] sen (22)

o _ [K=(=0)] sen(py)

mnl K 4+ (1 — v) ] senh(¢q)
Dinamico

Wo(,y) = {1y o1, 02) + 01 U3(y; 01, 02) } sen (22)
oD __ Kuv { K—l[K—I—(l—v)]senh(g&l)—l—\/K—f—l[K—(l—z/)]sen(g@)}
el oyK2 — 1 | VK + 1 [K + (1 —v)] senh(¢;) — VK — 1 [K — (1 —v)]sen(py)

Tabela 5.30 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-A-A-L.




5.5 Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Livre

Linhas Nodais e Isoalturas (modo 11)
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Modo 3D (modo 11)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)
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SN
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Modo 3D (modo 22)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

Modo 3D (modo 24)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

N7 NS/ N
IEER RSl ANl AN

o 02 D.'AHD.'E 0g 1

Modo 3D (modo 32)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

S
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e
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-
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Modo 3D (modo 33)

80000
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40000
20000

-20000
-40000
-R0000
-50000
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

N *{‘*‘L/f

Yy

o 02 D.'AHD.'E 0g 1

Modo 3D (modo 42)

2eHlb
Te+HlE

-TeHlb
-2eHlk
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)

]

] "Lx&j

Modo 3D (modo 43)

4e+Hl5
Z2eHlb

-2eHlb 1
-4 a1k
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5.6 Placa Apoiada-Livre-Apoiada-Livre

@) a

Neste caso, os momentos fletores e os momentos torcores (forga cisalhante efetiva)

estao relacionados como segue:

Wyy(2,0,8) + v wee(x,0,1) =0, wWyyy(x,0,t) + (2 — 1) Wyee(x,0,¢) =0,
Wyy (2,0, 1) + V Wy (2,0,8) =0, wyyy(x,b,t) + (2 — V) Wyze(x,b,t) = 0.

Essas condigoes de contorno implicam nas seguintes condigoes de contorno para

Y (y):

Y(0) — v (25)*Y(0) =0, Y"(0) — (2 —v)(=%)*Y"(0) =0,
Y'(b) — v (22)’ Y (b) =0, Y"(b) - (2—v) (22)*Y'(b) = 0.

a

Equacgao Caracteristica

Para K > 1:

2VK? =1 [K2 — (1-1)2]" [ cosh(ey) cos(cpg)—l}+{(K—1) (K +(1-v)]* +

—(K+1) [K—(1—-v) ]4} [ senh(ip1) sen(p2)] = 0. (5.9)
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Para K < 1:

2v/1— K2 [K? — (1—V)2]2 [ cosh(p1) cosh(p2) — 1]+ {(K— D[K+0-v)]* +

—(K+1) [K-—(1-v) ]4} [ senh(p1) senh(¢p2)] = 0. (5.10)

Parametros Adimensionais de Freqiiéncia

1) a/b=2/5

Raizes K
m n 11 12 13 14 15
Atual | 0.9888991641 | 1.118264563 | 1.526156909 | 2.199321470 | 3.158899246

Parametros A
m n 11 12 13 14 15
Atual | 9.760043545 | 11.03682886 | 15.06256493 | 21.70643287 | 31.17708591
Leissa 9.7600 11.0368 15.0626 21.7064 31.1771

Tabela 5.31 Raizes K e Parametros A para placa A-L-A-L e a/b = 2/5.

2)a/b=2/3

Raizes K
m n 11 12 13 21 14
Atual | 0.9826455054 | 1.315284720 | 2.325675046 | 0.9905462274 | 4.088922357

Parametros A
m n 11 12 13 21 14
Atual | 9.698322408 | 12.98133987 | 22.95349268 | 39.10519764 | 40.35604610
Leissa 9.6983 12.9813 22.9535 39.1052 40.3560

Tabela 5.32 Raizes K e Parametros A para placa A-L-A-L e a/b = 2/3.
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3)a/b=1
Raizes K

mn 11 12 13 21 22

Atual | 0.9758633153 | 1.634794705 | 3.721085518 | 0.9864873279 | 1.183891095
Parametros A

m n 11 12 13 21 22
Atual | 9.631384874 | 16.13477702 | 36.72564202 | 38.94495871 | 46.73814706
Leissa 9.6314 16.1348 36.7256 38.9450 46.7381

Tabela 5.33 Raizes K e Parametros A para placa A-L-A-L e a/b = 1.

4) a/b=3/2
Raizes K

mn 11 12 21 22 13

Atual | 0.9684456799 | 2.190482725 | 0.9808246773 | 1.389223594 | 6.666144982
Parametros A

mn 11 12 21 22 13
Atual | 9.558175747 | 21.61919795 | 38.72140622 | 54.84434921 | 65.79221387
Leissa 9.5582 21.6192 38.7214 54.8443 65.7922

Tabela 5.34 Raizes K e Parametros \ para placa A-L-A-L e a/b = 3/2.
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5) a/b=15/2
Raizes K

m n 11 12 21 22 31

Atual | 0.9609445371 | 3.406703001 | 0.9717443239 | 1.904931605 | 0.9790825873
Parametros A

m n 11 12 21 22 31
Atual | 9.484142435 | 33.62281094 | 38.36292824 | 75.20368543 | 86.96842034
Leissa 9.4841 33.6228 38.3629 75.2037 86.9684

Tabela 5.35 Raizes K e Parametros A para placa A-L-A-L e a/b=5/2.
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Modos

Classico

mnx

WS (2, y) = [0S0 m(yie1) + 05 me(y; 01) + 13(y; ©2) + 06 3 na(y; p2)] sen (712)

¢ VE—-1[K+(1-v)]
el = K +1 (K — (1—v)]

g

o _VEFT[K - (1—v)?] sen(gs) — VK — 1 [K + (1 —v)*]" senh(py)
min,2 VK +1[K?*—(1—-v)?][cosh(p;1) — cos(ps)]
jo  _VEFT[K - (1—v)?] sen(gs) = VK — 1 [K + (1 —v)*]" senh(py)
K VK +1 [K — (1 —v)]*[cosh(p1) — cos(¢s)]
Dinamico

mmnx )

WE. (2, y) =[085 ,1 01001, 02) + 05,02 (4 01, 02) + ¥3(y; 01, 02) + 0k, 3 1a(y; 01, p2)] sen (™2

D _ 2 JVK—-1[K+(1-— 1/)]2 senh(p) — VK +1 [K — (1 — 1/)]2 sen ()
(2—-v) o5

mn2 = Ko VE? —1 [K* — (1 - v)"] [cosh(p1) — cos(2)]

oD . _ _ [Kuv {\/K —1[K+(1- V)]Qsenh(gol) —vVK+1[K—(1- V)]2sen(¢2)}
V2 VE? =T [K? — (1~ v)’] [cosh(p) — cos(a)]

Tabela 5.36 Modos Classicos e Dinamicos para placa A-L-A-L.
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Modo 3D (modo 11)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 12)

Modo 3D (modo 12)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 22)

Modo 3D (modo 22)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 24)

Modo 3D (modo 24)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 32)

Modo 3D (modo 32)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 33)

Nl

.__..__‘

Modo 3D (modo 33)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 42)

Modo 3D (modo 42)
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Linhas Nodais e Isoalturas (modo 43)
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Modo 3D (modo 43)
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5.7 Analise dos Resultados

A partir dos resultados apresentados anteriormente pode-se observar al-
guns pontos caracteristicos com relagao as raizes da equagao caracteristica e parametros
adimensionais de freqiiéncia, quanto a sua ordenacao; e em relacdo aos modos de

vibragao, quanto a sua configuracao. Tais pontos sao discutidos a seguir.

5.7.1 Raizes e Parametros Adimensionais de Freqiiéncia

Na avaliacao das raizes e dos parametros adimensionais de freqiiéncia
para os diversos tamanhos de placa abordados, o ordenamento pode ser representado
por um esquema. Para o caso de uma placa quadrada,; isto é, razao de aspecto (a/b)
igual a um, com excecao do caso da placa A-L-A-L, tem-se a seguinte configuragao

do esquema:

Figura 5.2 Esquema de ordenagao

Analisando o esquema acima observa-se que o menor termo é aquele
para mn = 11. A partir dai a magnitude dos termos cresce com m + n; isto é, os
termos seguintes serao 21 e 12, os seguintes serao 31, 22, 13, etc., como mostrados

separadamente pelas linhas diagonais (figura 5.2).
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Se a placa possui razao de aspecto menor que a unidade as linhas, que
sao diagonais no esquema acima, tendem a ficar horizontais e se a razao de aspecto

for maior que a unidade tais linhas tendem a ficar verticais.

E observado também que dependendo da condicao de contorno a or-
denacao dos autovalores muda, mas em todos os casos ainda é observada a tendéncia
de horizontalizagao das linhas no caso de a/b < 1 e a de verticaliza¢do no caso de

a/b> 1.

Esta ordenacao é importante pois no caso de vibragoes forcadas os
primeiros termos sao aqueles que terao maior importancia na solucao para o deslo-
camento. Como esta solucao é dada na forma de um somatorio duplo e infinito,
é preciso saber quais os termos de maior significancia antes do truncamento desta

solugao em série.

5.7.2 Modos de Vibracao

Mais uma vez é salientado que os graficos dos modos, aqui apresentados,
referem-se apenas a alguns dos autovalores calculados. Com relagao ao formato dos
modos, de uma maneira geral, um modo corresponde a um parametro de freqiiéncia
especifico e é descrito pelo nimero de meias ondas em cada dire¢gao. Assim, por
exemplo, o modo 34 tem trés meias ondas na direcao = e quatro na direcao y. Para
todos os casos as formas de onda sdo fungdes seno na direcao = (figura 5.3), de
acordo com a equagao (3.15) ou (3.25). Ainda, as formas de onda na direcao y
serdo exatamente fungoes seno (isto é, A = B = C' = 0 na equagao (3.25)) para o
caso A-A-A-A (figura 5.4), enquanto que para os outros casos as formas sao apenas
aproximadamente senoidais (figuras 5.5 e 5.6). Uma conseqiiéncia deste resultado é
que as linhas nodais situadas na dire¢ao y (duas para o modo 34) serao exatamente
retas, paralelas ao eixo y, e igualmente espagadas (figuras 5.7 e 5.8). Por outro lado,

aquelas situadas na diregao x (trés para o modo 34), exceto para o caso A-A-A-A,
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nao serao exatamente retas paralelas ao eixo x, ou igualmente espacadas (figuras 5.7

e 5.8).

Visao 2D para o caso A-F-A-A (modo 34-fig 5.3)

Visao 2D para o caso A-A-A-A (modo 34-fig 5.4)
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Visao 2D para o caso A-F-A-A (modo 34-fig 5.5)

Visao 2D para o caso A-F-A-L (modo 34-fig 5.6)
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Linhas Nodais para o caso A-F-A-L (modo 34-fig 5.7)

s nasy |Sasmy

-

Linhas Nodais para o caso A-A-A-A (modo 34-fig 5.8)




6 DEMAIS RESULTADOS

Neste capitulo, serao discutidos outros resultados observados. Para
um caso especifico de condig¢oes de contorno (A-L-A-L) é avaliada a influéncia da
mudancga do valor da razao de Poisson (v). E também apresentado um enfoque
diferenciado para as equacoes caracteristicas dividindo os casos posiveis em uma

parte simétrica e outra anti-simétrica.

6.1 A Influéncia da Razao de Poisson

Para materiais isotrépicos, a razao de Poisson pode variar entre 0 e 0.5
[VIN 74]. Entretanto, pode-se observar que o parametro adimensional de freqiiéncia
(M) nao depende sobretudo de v a menos que uma ou mais bordas da placa estejam
livres. Entre os casos discutidos apenas trés apresentam A como funcao de v. Para

estes trés casos, v foi fixado com o valor 0.3.

Entretanto, devemos lembrar que D = Eh3/12(1—v?), e assim depende
de v. Portanto, em todo os casos o parametro adimensional de freqiiéncia, por
definicao, ja depende de v. Porém, a influéncia sera notavel apenas naqueles casos

que apresentarem pelo menos uma das bordas da placa como sendo livre.

Para determinar os efeitos de v sobre A, sao obtidos resultados numéricos
para o caso da placa Apoiada-Livre-Apoiada-Livre onde sao usados outros valores
de v. Este caso foi escolhido devido a presenca de duas bordas livres que causarao

mudancas mais acentuadas com a variagao de v.

As tabelas (6.1)-(6.3) fornecem valores de A para v = 0, 0.3, e 0.5. Os
resultados sao apresentados para razoes de aspecto no valor de a/b=2/51e5/2 e
para os nove primeiros modos. Como v varia, a ordenacao dos modos pode também

mudar.
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6.1 A Influéncia da Razao de Poisson

v

a/b

m n

0

0.3

0.5

2/5

11
12
13
14
15
21
22
16
23

9.869604404
11.40983465
15.75314759
22.66104757
32.25114330
39.47841762
41.05206686
44.74690079
45.71556860

9.760043545
11.03682886
15.06256495
21.70643287
31.17708591
39.23867135
40.50349960
43.66978486
44.94158459

9.450591435
10.39008424
14.31597154
20.86501120
30.33340988
38.37708109
39.08260313
42.87804898
43.73180496
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Tabela 6.1 Parametro adimensional de freqiiéncia A = wa®y/ph/D como funcao de
v para placas A-L-A-L na razao de aspecto a/b = 2/5.

14

a/b

m 1

0

0.3

0.5

11
12
13
21
22
23
14
31
32

9.869604404
17.88208838
39.22806618
39.47841762
48.91468038
74.79634084
77.57750287
88.82643964
98.54809960

9.631384874
16.13477702
36.72564202
38.94495871
46.73814706
70.74010801
75.28338261
87.98669468
96.04050531

9.079276213
14.35155537
34.77827504
37.51915623
43.47675326
66.80197316
73.66100096
85.48987931
91.15997940

Tabela 6.2 Parametro adimensional de freqiiéncia A = wa*/ph/D como fungao de
v para placas A-L-A-L na razao de aspecto a/b = 1.
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14

a/b | mn 0 0.3 0.5
11 [9.869604404 9.484142435 8.7042113048
12 ]39.46305872 33.62281094  28.76278144
21 | 39.47841762 38.36292824  35.87989799

5/2 | 22 | 84.93988101 75.20368543  66.01923137
31 | 88.82643964 86.96842034  82.50931137
32 ] 142.1102319 130.3575561  117.3358039
41 | 157.9136705 155.3211447  148.7256043
13 ] 160.3526550 156.1247595 153.1978616
23 | 211.9353752 199.8452489  190.8193863
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Tabela 6.3 Parametro adimensional de freqiiéncia A = wa®y/ph/D como funcao de
v para placas A-L-A-L na razao de aspecto a/b = 5/2.

Nas tabelas (6.1)-(6.3) observa-se que A diminui com o aumento de v,

para o caso A-L-A-L, para todos os valores de a/b. Nao somente A\ diminui com o

aumento de v para todos os modos da tabela, como esta diminuicao se d4 numa taxa

crescente. Este comportamento é demonstrado nas tabelas (6.4)-(6.6) para o modo

22 com a/b = 2/5, 1 e 5/2. Nestas tabelas, A é dado para mudancas incrementais

em v de 0.1. E observado que a variagao em A9y entre v = 0.4 e 0.5 é cerca de 13

vezes a variagao entre v = 0 e 0.1 para o caso de a/b = 2/5, 4 vezes para o caso de

a/b=1 e 1.7 vezes para o caso de a/b = 5/2.

14 )\22

Diferenca

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

41.05206686

40.98380437

40.81554819

40.50349960

39.97125923

39.08260313

0.06826249

0.16825618

0.31204859

0.53224037

0.8836561

Tabela 6.4 Variagao de A com v para o modo 22 e razao de aspecto a/b = 2/5.
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>\22

Diferenca

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

48.91468038

48.44104679

47.73596170

46.73814706

45.36071060

43.47675326

0.47363359

0.70508509

0.99781464

1.37743646

1.88395734
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Tabela 6.5 Variacdo de A\ com v para o modo 22 e razao de aspecto a/b = 1.

>\22

Diferenca

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

84.93988101

82.11210315

78.89015457

75.20368543

70.95792323

66.01923137

2.82777786

3.22194858

3.68646914

4.2457622

4.93869186

Tabela 6.6 Variacao de A com v para o modo 22 e razao de aspecto a/b = 5/2.
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6.2 Simetria e Anti-simetria

Devido a simetria geométrica existente em relagao ao eixo y = b/2, os
modos de vibracao podem ser separados entre aqueles que sao simétricos e aqueles
que sao anti-simétricos em relacao a este eixo. Tal simetria é observada somente
nos casos de placa A-A-A-A, A-F-A-F e A-L-A-L. As novas equagoes caracteristicas
destes modos, simétricos e anti-simétricos, podem ser obtidas a partir das equacoes
caracteristicas apresentadas anteriormente, pela fatoracao , ou por novas derivagoes
em termos de um novo sistema de coordenadas, tendo sua origem no meio da placa.
Para tal parte-se da forma geral da solucdo W (x,y), tanto para o caso da base
classica quanto da base dinamica, e separa-se esta solucao na sua parte simétrica e
anti-simétrica. Feito isso as novas condigoes de contorno sao aplicadas e, a partir
da forma matricial do sistema formado, calcula-se o determinante que resultara na

nova equacao caracteristica para cada um dos casos.

E apresentado, a seguir, o desenvolvimento para apenas um dos treés

casos possiveis. Serd avaliado o caso da placa A-A-A-A.

Usando a Base Cléssicas:

Partiremos da solugao geral dada por (3.25),

W(z,y) = [A cosh <g01%) + B senh <g01%> +

+C cos ((,02%> + E sen (gpg%)] sen(mmy)

a

Esta solugao possui uma parte simétrica e outra anti-simétrica em

relacdo ao eixo y = b/2. Visando um melhor entedimento, pode-se escrevé-la da
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seguinte forma:

a

Wi(x,y) = [A cosh (gp%) + C cos (g@%)} sen (mmc>1+

-~

parte simétrica

+ [B senh (@1%> + E sen ((,02%):| sen(

(.

mwm)
a

~~

parte anti-simétrica

Serao avaliadas as equacoes caracteristicas para o caso da placa apoiada-
apoiada-apoiada-apoiada. Para tal serao consideradas as condigoes de contorno em
y = b/2, tanto para parte simétrica quanto para a anti-simétrica. Cabe salientar que
para o caso avaliado as condicoes de contorno sao dadas por W = 0e Wy, +v W,, = 0

em y = b/2, como se a borda estivesse simplesmente apoiada.

Assim, para a parte simétrica tem-se:

s () [(2) (2] -con () (30 2] -0

ou

A cosh (%) + C cos (%) =0,

aeosh (5) [ (5) v (57) ] - e () [ (5) +# ()| =0
Tal sistema pode ser escrito matricialmente:

cosh (%) coS (5”—2) A

cosh (%) [ (%) v (22)"] —cos (%) [(2)"+v(2)] | | C
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O determinante fornecera a forma simétrica da equacao caracteristica para este caso.

Assim tem-se

cosh (%) cos (%) =0. (6.1)

Para a parte anti-simétrica tem-se:

B senh <g01b/72) + E sen <<p2b/72> =0,
s (5 22) [ (2)" =0 (%) ] - s ()

ou

2 2 2 2
poan (5)[(5) v ()] - msen (5) [(5) 0 ()] =0
Tal sistema pode ser escrito matricialmente:

senh (%) sen (ﬁ) B
2

senh () [ (5)" = v (22)°] —sen () [()" +v ()] | | B

O determinante fornecera a forma anti-simétrica da equacao caracteristica para este

caso. Assim tem-se

senh (%) sen (%) = 0. (6.2)

Usando a Base Dinamica:

Partindo da solugao geral dada por (3.32),

Wi(z,y) = [Cih(y) + Cal(y) + C3h"(y) + Cih"(y)] sen (

mmnx )
a .
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Esta solucao possui uma parte simétrica e outra anti-simétrica em
relagdo ao eixo y = b/2. Baseando-se nas formas das fungoes de base, dadas por
(3.28)-(3.31), pode-se, também, separar a solugdo em uma parte simétrica e outra

anti-simétrica, da seguinte forma:

W(z,y) = [Coh'(y) + Cyh" (y)] sen (T> +

-~

parte simétrica

+[Ch(y) + C5h"(y)] sen (

-

mwx)

-~

parte anti-simétrica

Serao novamente avaliadas as equagoes caracteristicas para o caso da
placa apoiada-apoiada-apoiada-apoiada. Para tal serao avaliadas as condicoes de
contorno em y = b/2, tanto para parte simétrica quanto anti-simétrica. Cabe
salientar que para o caso avaliado as condigoes de contorno sao dadas por W =0 e

Wyy + Wy =0 em y = b/2, como se a borda estivesse simplesmente apoiada.

Assim, para a parte simétrica tem-se:

Ol (b/2) + C4h™ (b)2) = 0,

2 2
C, {h”’(b/Q) .y (@) h’(b/2)] +C, [h(”)(b/Z) .y (@) h’”(b/2)} —0.
a a
Tal sistema pode ser escrito matricialmente:

W (b/2) W (b/2) Oy
R (b/2) — v (m2) R (b/2) BW(b/2) — v (2T) h(b)2) o
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O determinante fornecera a forma simétrica da equacao caracteristica para este caso.

Assim tem-se

W (b/2)h) (b)2) — " (b/2)] = 0.

Fazendo as devidas substituicoes e efetuando-se os cédlculos necessarios, obtém-se:
Y1 P2
h (-) (-) ~0. 6.3
cosh { =~ ) cos ( (6.3)

Para a parte anti-simétrica tem-se:

C1h(b)2) + C3h" (b)2) = 0,

mim mi

cr | w/2) — v (—)2 hb/2) |+ Cy | BV (B/2) — v (—)2 (b/2) | =0
! a s a '
Tal sistema pode ser escrito matricialmente:

h(b/2) B (b/2) e

=0.
B(b/2) = v (22)* h(b/2) B (b/2) — v (22)" W(b/2) | | C

O determinante fornecera a forma anti-simétrica da equacao caracteristica para este

caso. Assim tem-se

h(b/2)h) (b/2) — [h" (b/2)]* = 0.

Fazendo as devidas substituicoes e efetuando-se os calculos necessarios, obtém-se:

senh (%) sen (%) = 0. (6.4)

Para os outros dois casos apenas serao apresentados os resultados finais.
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Placa A-F-A-F:

Parte Simétrica

VE 11 tanh (%) +VE —1 tan (%) —0. (6.5)

Parte Anti-simétrica

VE 1 tan (%) ~ VK —1 tanh (%) — 0. (6.6)

Placa A-L-A-L:

Parte Simétrica

VK —1[K + (1 —v)]*tan (%) +VK+1[K—(1-v)]tanh <%> =0. (6.7)

Parte Anti-simétrica

K+1[K—(1—-v)]*tan (%) ~VE—1[K + (1 -v)]’tanh (%) ~ 0. (6.8)



7 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi abordada a determinagao dos modos relativos ao

modelo de Kirchhoff-Love para placas, diante de condigoes de contorno variadas.

Os modos foram obtidos de uma maneira matricial unificada, per-
mitindo o uso da base cldssica, comumente encontrada na literatura [MEI 67],
[SOE 81], [TIM 59]; e da base dinamica, recentemente introduzida, em termos da re-
sposta impulso, [CLA 90a], [CLA 99a], [CLA 99b]. A resolugao do sistema algébrico
linear singular, para a determinagao dos modos, foi realizada através da decom-

posicao LU e com o uso do software MAPLE V5.

Os resultados obtidos foram apresentados através das condicoes de
contorno, da equagao caracteristica, das raizes da equagao caracteristica (K), dos

parametros adimensionais de freqiiéncia (A) e dos modos classicos e dinamicos.

O uso da base classica ou dinamica é irrelevante para a determinagao
dos parametros adimensionais de freqiiéncia e modos de vibracao. Ambas fornecem
a mesma equacao caracteristica e, portanto, as mesmas raizes. Da mesma forma,

fornecem os mesmos modos de vibracao, embora a sua forma analitica seja distinta.

Os modos dinadmicos, em quase todos os casos apresentados, precisam
de duas fungoes de base, excetuando o caso A-L-A-L que precisa de quatro. Os
modos classicos precisam de uma, duas ou quatro funcoes de base, dependendo
do caso abordado. As duas fungoes da base dinamica necessarias para formar o
modo dinamico, fornecem a mesma informacao do que as quatro funcoes da base
classica para os casos A-F-A-F, A-F-A-A e A-F-A-L. Outro fato observado é que os
modos, tanto classicos quanto dinamicos, apresentam a mesma forma analitica para
os casos A-F-A-F e A-F-A-A, e a diferenciacao se da apenas nas raizes da equagao

caracteristica.
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E observada que a ordenagao dos parametros adimensionais de freqiiéncia,
para os casos abordados, varia de acordo com a razao de aspecto. A partir disso
é possivel montar um esquema grafico para melhor compreensao de como tal or-
denacao se modifica. Quanto aos modos de vibracao, seus formatos apresentam
algumas caracteristicas peculiares a cada um dos casos, possibilitando identificar

comportamentos padrao para eles.

Ainda sobre os parametros adimensionais de freqiiéncia, foi verificado
que variam de acordo com a variagdo da razao de Poisson (v) somente para aque-
les casos que apresentam pelo menos uma das bordas livre, embora v tenha sua

influéncia presente em todos os casos via rigidez flexural (D).

A partir de uma inspecao visual dos modos graficos podemos perceber
a existéncia de alguns eixos de simetria. Tomando o eixo y = b/2 como um deles,
podemos dividir alguns dos casos abordados em uma parte simétrica e outra anti-
simétrica. Isto facilita o trabalho de obtencao das raizes da equacao caracteristica

a partir de uma nova forma simplificada.
Como trabalhos futuros podemos citar:

- analise do caso de vibracgoes forcadas para as mesmas combinacoes
de codigoes de contorno aqui tratadas ou outras ainda, com a inclusao da funcao de

Green através de calculo modal;

- aplicacao da metodologia para casos de placas circulares, de es-

pessura variavel ou até mesmo ortotrépicas;

- tentativa de expandir a metodologia matricial, aqui empregada,
para outras combinacgoes das condigoes de contorno, tanto classicas quanto nao-

classicas.



ANEXO A-1 SEPARACAO DE VARIAVEIS

Parindo da equacao apresentada na forma (3.6), tem-se:

X(iv) X"y Y(iv)
2 = g% A-1.1
X * XY * Y B ( )

Nesta equacgao observa-se que as variaveis nao estao ainda separadas. Para tanto

assume-se:
X(iv) X Y Y(iv)
~ = @), 5 =9@), 3 =k), —— =nly).
Reescrevendo (A-1.1), tem-se
f(@) +29(x)k(y) + p(y) = B*. (A-1.2)

Derivando em relacao a x, obtém-se

f(x) +2¢'(2)k(y) = 0,

f'(x)
g ()

+ 2k(y) = 0.

Para isso ser verdade, deve-se ter f'(x)/¢'(z) = cte e k(y) = cte. Assim

k(y) = —a® = cte. (A-1.3)

137



138

A-1 Separagdo de Variaveis

De maneira andloga, derivando a equagao (A-1.2) em relacao a y obtém-se

2g(x)K' (y) +p'(y) = 0,

P'(y)

k,(y>+29(x) = 0.

Baseando-se nisto, segue:
? = cte. (A-1.4)

Considerando k(y) = —a?,

Y = (A-1.5)

Substituindo a equagao (A-1.3) na equagdo (A-1.1) resulta:

X (i) X"
X — 20(2? -+ 054 = ﬁ4,

X" —20°X" 4+ (o’ = g*) X =0.
Assumindo X = €™, vem:

rt =22 + ot = Bt = (r* — a2)2 = g

Portanto, calculando r obtém-se

r=4+va24 B2, +£+/a2 - (2.
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A-1 Separagdo de Variaveis

Decorre a base espectral geral:
X = ( senh (\/(12 + 32 a:) + Cy cosh (\/oz2 + 32 x> +
+C5 senh (\/oﬂ — 2 x) + C4 cosh <\/oz2 + 32 x) . (A-1.6)

Esta base é dividida em diferentes casos segundo a relacao existente

entre o? e (2.

Casos:

1) o® > 3% para este caso as funcoes de bases sao aquelas dadas pela

equagao (A-1.6)
senh <\/oz2 + 32 :L‘) , cosh <\/a2 + 32 :L‘) ,
senh ( a? — 32 w) , cosh (s/oﬂ — ? .T) .
2) o = 3% as novas fungoes de base serao

senh (\/§a x) , cosh (\/ﬁa x) ,

x, 1.

3) a? < B%: as novas fungoes de base serdao
senh (x/ﬁz + a2 a:) , cosh (x/ﬁ2 + o? x) ,

sen( 52—a2x>, cos( ,32—a2x>.
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Observa-se que as raizes \/a2 + 32 e \/a2 — 32 serdo iguais unicamente se 3 = 0.

Neste caso tem-se a base geral
senh (v z), cosh(ax),

x senh (v x), x cosh(az),

a qual pode ser modifcada segundo o sinal de a.

Agora pode-se construir a solugao a partir dos oito possiveis produtos,

para cada caso particular, lembrando que w(z,y) = X (2)Y (y) e k(y) = —a?.

Analogamente pode-se construir outras possiveis solugoes considerando
g(z) = —y2. A partir disso sdo apresentadas tabelas que resumirao os resultados

aqui obtidos, tanto com o uso do parametro o quanto do 7.

012>62 ’Y2>52 052252 72:/32 Oé2<ﬁ2 72<ﬁ2
senh (\/m a:) senh (\/m y) senh (\/Ea a:) senh (\/57 y) senh <\/m 1’) senh (\/m Y
cosh (\/m x) cosh (\/m y) cosh (ﬂa a:) cosh (\/57 y) cosh <\/m :v) cosh ( B2+~
senh (\/m x) senh ( ~v2 — 32 y) T Y sen (\/m a:) sen (\/m
cosh ( a? — 32 ac) cosh ( ~v2 — 32 y) 1 1 cos ( B2 — a? a:) cos ( B2

Tabela A-1.1 Fungoes de base para os diferentes casos.
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A-1 Separagdo de Variaveis

Em particular, para autovalor nulo (8 = 0):

a? >0 ¥ >0 a’=0|72=0| o?<0 v <0
cosh (a ) cosh (yy) 1 1 cos (ax) cos (vy)
senh (a x) senh (yy) x Y sen (v x) sen (yy)

x senh (ax) | y senh (vy) x? y? xsen(az) | ysen(yy)
x cosh (ax) | y cosh (vy) x3 3 x cos (ax) | y cos(yy)

Tabela A-1.2 Funcoes de base para os diferentes casos com 3 = 0.

Deve ser observado que a base no caso a? = 32 nao pode ser definida

por limite dos casos a? > 5% ou o < 2. Porém, com o uso da base dinamica, a ser

definida na se¢ao (3.3.2), isto se torna possivel.



ANEXO A-2 SOLUCAO ATRAVES DE

FATORIZACAO

E proposta a seguinte fatorizacao para resolver a equagao biharmonica.

Escrevendo

VAW (2, y) — B W (z,y) = 0= (V2 + 5*)(V? = )W (x,y) =0,

onde
0? 0?

2__ —
v _8x2+3y2

é o laplaciano, e fazendo

Wy = (V2= 55w,

obtém-se

(V2 + )W, = 0.

Da equagao (A-2.2), decorre que
W =W,+W,
onde W), é uma solucao homogénea:
(V2 = )W = [V2 + (i8)"]W;, = 0,

e W, é uma solugao particular nao homogenea:

(V2 = AW, = [V? + (iB)*|W, = W,.
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(A-2.1)

(A-2.2)

(A-2.3)
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Esta tltima pode ser obtida da seguinte maneira:

Tem-se que

(VQ + ﬁ2>W1 =0= V2W1 = —52W1.

Adicionando —3?W; em ambos os lados, vem

(V2 = )W, = 25827,

ou
Wi
(VQ _ ﬂQ) _2/82 e Wl-
Assim,
1
Wp = 5W1 == _2_62

é uma solucao particular.

Com a fatorizagao utilizada, deve-se resolver uma equagao homogénea
do tipo
(V2 +¢*u =0,

para (* = % e (* = -2,

Solugao de (V2 + %)u = 0:

Como u = u(z,y) pode-se aplicar o método da separagao de varidveis

supondo que u(z,y) = X (2)Y (y). Assim, substituindo tem-se:

X"Y + XY" + B2XY =0.

Dividindo por XY, obtém-se:

X// Y// 9
=t = = 0.
< v P
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Entao

1) X" +a?’X =0= X = (] sen(azx) + Cy cos(az).
2) Fazendo Y7” = —7? tem-se
Y +~%Y =0=Y = C3 sen(yy) + Cycos(yy) onde 5% = a? +~%

Desta forma
u= XY = [C] sen(ax) + Cy cos(ax)] [Cs sen(yy) + Cy cos(yy)] -
Portanto, W, = éu é da forma

W, = A; sen(ax) sen(yy) + Ay sen(ax) cos(yy) +

+A; cos(ax) sen(yy) + Ay cos(ax) cos(yy), (A-2.4)

onde A;, Ay, A3 e Ay s@o constantes arbitrarias.

Solugao de [V? + (i3)*]v = 0:

Pode-se fazer uma analogia com o caso anterior resolvendo a equagao na
forma (V2 + £2)v = 0, onde € = i3, que conduziria a uma solugio na mesma forma
da solugao para a equagao anterior. Porém, serd apresentada a solu¢ao passando por
todos os passos da separacao de variaveis. Sendo assim, supondo v(z,y) = X (2)Y (y)

tem-se:

X"Y + XY" - B2°XY =0.
Dividindo por XY, obtém-se:

X// Y// 9
et - =0
xty f
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Entao
X// Y//
X -y =

1) X" —aiX =0 = X = C5 senh(ayz) + Cq cosh(a; ).
2) Fazendo Y7” = 72 tem-se
Y" =Y =0=Y = C; senh(y1y) + Cs cosh(yy) onde 5% = of + 7.

Desta forma
v = XY = [C5 senh(a1x) + Cg cosh(ayz)] [C7 senh(yyy) + Cs cosh(y1y)] .
Portanto, W;, = v é da forma

Wy, = Ajs senh(aqx) senh(v1y) + Ag senh(a;x) cosh(y1y) +

+A; cosh(agz) senh(y1y) + Ag cosh(a;x) cosh(y1y), (A-2.5)

onde As, Ag, A7 e Ag s@o constantes arbitrarias.

Portanto, a solucao final fica na forma:

W = W,+W,
W = A sen(ax) sen(vy) + Ay sen(ax) cos(yy) + Az cos(ax) sen(yy) +
+Ay cos(ax) cos(yy) + As senh(aix) senh(v,y) + Ag senh(ayx) cosh(y1y) +

+A7 cosh(agz) senh(yyy) + Ag cosh(ayx) cosh(my), (A-2.6)

onde as constantes Ay, com k=1, 2,...; 8, e os parametros «, v, a; e y; envolvidos
devem ser determinados segundo as condicoes de contorno apresentadas no capitulo

2.



ANEXO A-3 MATRIZES B

Serao apresentadas aqui as seis possiveis formas da matriz que incorpora

as condigoes de contorno, de acordo com o caso a ser abordado:

Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Apoiada:

1 000 0 000
3 —v(m)? 0 1 0 0 000
0 0 00 1 000
0 000 —v(m)* 0 10
Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Fixa:
10000000
01 000O0O0O
B =
00 0O01O0O0O0
00 0O0O0OT1TO0®O
Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Apoiada:
1 000 0 000
01 00 0 0 00
B =
0000 1 000
0000 —v(=)? 010
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Placa Apoiada-Fixa-Apoiada-Livre:

1000 0 0 00
0100 0 0 00
B= 2
0000 —v(=2) 0 10
0000 0 —@2-v) (=) 0 1
Placa Apoiada-Apoiada-Apoiada-Livre:
1 000 0 0 00
5 —v(2x)® 0 1 0 0 0 0 0
0 000 —v(mr) 0 10
0O 000 0 —(2-v)(m)?* 0 1
Placa Apoiada-Livre-Apoiada-Livre:
—y (mm)? 0 10 0 0 00
5 0 —@2-v)(2x)* 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 —v(mx)? 0 10
0 0 0 0 0 —(2-v)(m=)* 0 1




ANEXO A-4 AUTOVALORES DA PLACA
A-A-A-A

A partir da equacao
senh(pq) sen(gp2) = 0,

pode-se reescrevé-la da forma

senh <é mrnv K + 1) sen <é mrv K — 1) =0.
a

a

As raizes devem ser determinadas para o caso da placa apoiada-apoiada-apoiada-
apoiada e para tanto é preciso determinar os valores de K para que a equacao se

anule.

Como assumimos K > 1, entdo o termo senh (b mmy K + 1) nunca se

a

anulard. Portanto para que a equacgao seja satisfeita é preciso que

b
sen (—mw K—l) =0,
a

ou

b
—-mrv K —1=nr, comm, n=1.2, ...
a

Isolando K, vem:
2

Ko )

Agora serd definido o parametro adimensional de freqiiéncia A da seguinte
forma:

A = Km*n?,
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que conduz a

onde w = w,,, é a freqliéncia caracteristica da placa. Assim:

h 2
\ = Wy @° % = 72 [mz + n? <E> } ,(m, n=1,2, ...).
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