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RESUMO:

Neste trabalho, dado um corpo K de caracteristica zero, discutimos a
existéncia de ideais maximais da Algebra de Weyl A,(K) gerados por opera-
dores de ordem 1. Para a Algebra de Weyl A;(K), apresentamos exemplos
de ideais maximais ciclicos; para n > 2, entre especiais operadores de ordem
um, nos caracterizamos aqueles que geram ideais maximais. Finalmente, para
n = 2, mostramos que, para toda derivagao simples da forma d = 0, + 80,,
com 8 € K[X;, X, existe € € {1,—1} tal que As - (d + £X3) é um ideal
maximal de As(K) e que este resultado é 6timo, no sentido de que a condicio
“e € {1,—1}” nédo pode ser substituida por “c sempre igual a 17 ou por “c

sempre igual a —1”.

ABSTRACT:

In this work, given a field K of characteristic zero, we present examples of
cyclic maximal left ideals of the Weyl algebra A,(K’) generated by operators
of order one; for n > 2, among special operators of order one, we characterize
the ones which generate maximal left ideals. Finally, for n = 2, we show that
for every simple derivation of the form d = 8, + 89, with 8 € K[X;, X5)]
there exists ¢ € {1, —1} such that A; - (d + £X>) is a left maximal ideal of
A,(K), and that this condition is optimal in the sense that “c = 1” doesn’t

work always and “e = —1" doesn "t work always.
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1 INTRODUCAO

A histéria da Algebra de Weyl comega com o nascimento da Mecanica
Quantica. No ano de 1925, vérios pesquisadores estavam trabalhando na
tentativa de estabelecer os principios da mecénica a nivel dos fenémenos
atomicos. Um deles era o fisico alemdo Werner Heisenberg. Este percebeu
a necessidade de introduzir, em um novo modelo, varidveis de carater nao-
comutativo.

Paul Dirac escolheu como ponto de partida as relagGes entre as variaveis
dinamicas, abordagem que denominou Algebra Quantica. O ponto-de-vista
de Dirac envolve expresses polinomiais nas varidveis dinamicas momentum

(p) e posicéo (g) . Assume-se que estas satisfazem a relacdo (normalizada)
pq—qp=1

Isto é o que hoje denominamos a primeira Algebra de Weyl. Em particular,
Dirac mostrou como se poderia usar a relagdo entre p e ¢ para diferenciar
expressoes polinomiais em relagdo a estas variaveis. }ilgebras de Weyl de
indice superior surgiram quando se consideraram sistemas com vérios graus
de liberdade.

Hoje, denotamos por A, (K) = K [X3, ..., X,] (01, ..., On) & n—ésima dlge-
bra de Weyl sobre um corpo K de caracteristica zero (aqui, 8, denota a
derivagao usual 8/90X,).

O matematico Littlewood estabeleceu muitas das propriedades basicas
da Algebra de Weyl. Ele mostrou que os elementos desta dlgebra tém uma
forma candnica e que a Algebra de Weyl ndo possui divisores de zero. Ele
também mostrou que a relacdo pg — gp = 1 ndo é compativel com nenhuma
outra relacdo ou, como dizemos hoje, que o tinico ideal bilateral préprio desta

algebra é o ideal nulo.



Em 1963, a teoria da Algebra de Weyl foi relacionada com &lgebras de
Lie nilpotentes num trabalho de Dixmier (veja [4]).

O crescente interesse pelos anéis noetherianos ndo-comutativos, o intenso
desenvolvimento da teoria das dlgebras envolventes das 4lgebras de Lie e a
teoria de D—mddulos que surgiu na década de 70 contribuiram para manter
o interesse nas Algebras de Weyl.

Dado seu importante papel, é natural tentar conhecer a estrutura das
Algebras de Weyl. Como j4 mencionamos, Littlewood ja havia estabelecido
que a Algebra de Weyl nao possui ideais bilaterais ndo-triviais, ou seja, A, é
uma 4algebra simples. E, com relagédo a existéncia de ideais maximais princi-
pais, atualmente estdo sendo feitas varias pesquisas focalizadas neste aspecto
(cabe aqui mencionar que procurar ideais maximais principais & esquerda é
equivalente a procurar ideais maximais principais & direita - veja Capitulo
3):

O primeiro autor a abordar o problema da existéncia de ideais maxi-
mais foi Stafford [12] que, em 1985, exibiu explicitamente alguns exemplos
de ideais & direita maximais de A, (K) com K de caracteristica zero tal
que dimg K > n. Alguns destes exemplos foram generalizados por Couti-
nho [3] em 1999: partindo de uma derivagao d de K [Xi, ..., X,] que torna
K [X,, ..., X,] d—simples (veja Defini¢do 31), ele encontrou uma perturbagao
de d, isto é, um polinémio v € K [Xj,..., X;] tal que o ideal a esquerda
A,.(d + ) é maximal (aqui, pela primeira vez, encontra-se uma forte relagao
entre d—simplicidade de K [X, ..., X,,] e a existéncia de ideais maximais prin-
cipais de A, (K)).

Outros exemplos de Stafford foram ampliados por Bratti-Takagi [1] (2002),
mas paran = 2 e K = C e utilizando métodos analiticos. Estes mesmos re-

sultados foram generalizados por Lequain, Levcovitz, Souza Jr. [7] para n



qualquer, K qualquer e sem a utilizagdo de métodos analiticos.

Lequain, Levcovitz e Souza Jr. provaram também que se d é uma deri-
vagao e existe uma perturbagao v € K [Xi,...,X,] tal que A,.(d+7) é
maximal, entdo K [Xj, ..., X,] é d—simples.

Diante deste ultimo resultado, a questdo que naturalmente se impde é:
dada uma derivacdo d de K [Xj, ..., X»] que torna K [Xj, ..., X,,| d—simples,
podemos afirmar que sempre existe v € K [Xj, ..., X,] tal que A,.(d+7) é
um ideal & esquerda maximal? A resposta é afirmativa para o cason =2 e
d= 0, + B0, B € K [X;, X»), e, neste caso, prova-se inclusive que podemos
tomar v = X, para algum £ € {—1,+1}, sendo esta condigdo 6tima. Este
resultado encontra-se em Doering, Lequain, Ripoll [6], e é exatamente o
objeto principal desta dissertacao.

Tentou-se minimizar os pré-requisitos para a leitura deste trabalho. E
necessario um conhecimento das estruturas algébricas basicas (anel, corpo,
dominio, médulo e espago vetorial) ao nivel de seus conceitos e propriedades
mais elementares. Em particular, os conceitos de operador linear, isomorfis-
mo e endomorfismo de estruturas algébricas se fardao necessarios para a com-
preensdo de certas afirmagdes. As peculiaridades da divisao euclidiana em
anéis de polindomios e do conceito de fatoracao nestes anéis serao igualmente
exigidos em certas passagens. Finalmente, a familiaridade com o conceito
de derivada formal e dos resultados mais basicos envolvidos tornard também
mais naturais certas manipulagoes.

A seguir, apresentamos uma descrigdo de cada capitulo que compoe esta
dissertagao.

No capitulo 2, introduziremos a defini¢do da Algebra de Weyl A, (K) e
exporemos os resultados béasicos que serdo tteis ao desenvolvimento do tra-

balho. Em especial, definiremos o conceito de comutador e estabeleceremos



algumas férmulas importantes envolvendo o comutador de operadores de A,,.
Veremos ainda alguns aspectos gerais da estrutura de ideais desta algebra.

No capitulo 3, mostraremos que a Algebra de Weyl pode ser vista como
um K [Xj, .., X,] — médulo livre e apresentaremos a defini¢do de ordem de
um operador. Caracterizaremos também os operadores denominados deri-
vagdes. O conceito de involugdo padrao de A, (K) serd estabelecido e com
ele conseguiremos mostrar que estudar ideais maximais & esquerda de A,
equivale a estudar ideais maximais a direita.

No capitulo 4, enfocaremos a estrutura de ideais de A,,. Caracterizaremos
os ideais maximais principais de A, (K) (Teorema 67) e aplicaremos estes
resultados a teoria de d—simplicidade do anel de polinémios K [Xi, ..., X;].
Em particular, estabeleceremos uma relacdo entre d—simplicidade e ideais
maximais principais de A, (K). Alguns resultados importantes serdo parti-
cularizados para A, (K), ja com vistas ao objetivo final do trabalho.

Finalmente, no capitulo 5, mostraremos que em A, (K), dada uma deriva-
¢do d de K [X), X5], podemos sempre encontrar uma “perturbacdo” 7 de d,
v € K [X1, X3], de tal forma que d + gera um ideal maximal a esquerda de
A,. Mais até, provaremos que tal v pode ser sempre tomado igual a X5 ou a
—X>, e que este resultado é étimo no sentido de que 7 = X3 (ou vy = —X>)
nao funciona sempre.

Em relacdo & notacgdo utilizada neste texto, ressaltamos que:

- se escrevermos A para um conjunto qualquer que contenha o elemento
nulo, A* significard A\ {0};

- em todo o texto, K denotard um corpo de caracteristica zero e K [X]|
o anel de polinémios K [Xj, ..., X,] em n indeterminadas sobre K. Quando
quisermos salientar que diminuimos o nimero de indeterminadas, utilizare-

mos a notagdo K[Xi, .., Xn-1].



Para falarmos no grau de um polinémio, convém definirmos primeira-

mente o conceito de multi-indice:

Definigao 1 Um multi-indice o € um elemento qualquer de N™. O “com-

primento” do multi-indice a = (a, ..., ) € definido por |a| = a; + ... + an.

— dado o multi-indice & = (@y, ..., @,) , denotaremos por X* o mondémio
KD o KO

—dado f =) caX® € K [X] 0 grau de f, que é o multi-indice o de maior
comprimento para o qual X apresenta-se como parcela de f com coeficiente
nao-nulo, serd denotado por grau (f). Ao polindmio nulo, atribuimos o grau
—o0;

- grauy, (f) denotaré o grau de f como elemento de K[Xj, ..., Xn-1][Xn)].



2 A ALGEBRA DE WEYL COMO ANEL
DE OPERADORES SOBRE K[X]

Neste capitulo, a Algebra de Weyl é introduzida como um anel de opera-

dores sobre um espago de dimenséo infinita.

Sabe-se que o anel K [X| é um espago vetorial de dimenséo infinita sobre
K. Sua algebra de operadores lineares é denotada por (Endg(K [X]),+,-)
(onde por - estamos denotando a operagio de composigdo). Por questdo de
simplicidade, porém, escreveremos tao somente Endg (K [X]). Denotaremos
por 1 o operador identidade.

Em geral, dada uma K —élgebra R, denotaremos por Endg (R) a dlgebra

dos operadores lineares de R.

Como exemplos de elementos de Endk (K [X]), citamos os operadores

que sdo denotados por )?i, ...y Xy, € cuja agéo sobre um polinémio p € K [X]
¢é dada simplesmente por
X (p) = X;p, para cada i € {1,...,n}
(multiplicagdo por X;), e os operadores &4, ..., 0, definidos por
9; (p) = D8 para cada i € {1,...,n}
T 6X1 ? 3"y

(derivadas formais).

Dado p € K[X], denotaremos por p o operador “multiplicagio por p”.

A Algebra de Weyl é definida como uma subalgebra de Endg (K [X]):

Definiciao 2 A n—ésima Algebra de Weyl A,(K) (ou simplesmente A,,) é
a K —subdlgebra de Endy (K [X]) gerada pelos operadores X0y Ko 8056505



Escrevemos
An(K) = K[X1, .0, Xn] < O1y0y 80 > .
Por questdo de consisténcia, consideramos Ay = K.

Desta forma, os elementos de A, sdo combinacdes lineares sobre K de
mondémios nos geradores X, ..., Xy, 0y, ..., 0,. Porém, afirmamos que A, #
Endg (K [X]), mas deixaremos a demonstragao deste fato para mais adiante,

quando tivermos disponivel uma forma canénica para os elementos de A,,.

Como era de se esperar, A, nao é uma algebra comutativa: de fato, para
cada polinémio f € K [X], temos, usando a regra de diferenciacio de um

produto,
8- X (f) = Xibi () + f,
e, portanto,
0;- Xi=X;-0;+ 1L (1)

Concluimos assim que os operadores J; - X; e X; - 8; sdo distintos.
Mais conveniente é reescrevermos a formula acima usando comutador,
conceito que apresentamos a seguir num contexto mais geral. Em seguida,

veremos algumas propriedades do comutador envolvendo os geradores de A,.

2.1 O comutador e suas propriedades

Definigao 3 Seja R um anel, e sejam 11,72 € R. O comutador der; e

ro € denotado por [r1,72| e definido por

[Tls T2] =TT — Tl



Proposigao 4 (Propriedades do comutador):
Seja R um anel, e sejam r1,72,73 € R. Entdo:
i) [r1,7m2] € R;
i) [r1,72] = 0 & 71 comuta com To;
iii) [ry,m0] = — [r2, 1] ;

iv) (Identidade de Jacobi): Dados a,b,c € R,
fa,[b,l] + [e, [a, ) + [, [e, al] = 0. 2)

Se R for uma K —dlgebra, valem ainda as sequintes propriedades:
v) o comutador € bilinear;

vi) para todo A € K, [Ary,T2) = Alr1,72] = [r1, Ara).

Prova. Com efeito, sendo R um anel, temos o fechamento para as ope-
ragdes de produto e soma, e, portanto, claramente (%) é verificada. Provamos
a seguir apenas (v), j4 que as demais propriedades séo facilmente demons-
tradas (usando a definicdo de comutador e um célculo direto, obtemos a
Identidade de Jacobi) e a propriedade (vi) é conseqgiiéncia imediata da defi-
nicao de K —algebra.

Dados r € R, A\, Ay € K, temos, pela definicdo de comutador:

[T, '\lrl + )\2?‘2] =T (A]_T]_ + )\27‘2) o (A;Tl + )\27’2) i 3

Usando agora o fato de que R é uma K —algebra, obtemos o seguinte
desenvolvimento:
[r, it + Aor2] = (A1 + Aora) — (Miry + Ddora) T
= AT +rAars — M7 — Aorer
= M\NTT1+ AoTTo — \iT17 — AoToT
= A (rry —mir) + A2 (rre — 12r)

= Al [T', ‘f'l] + Ag [T', Tg] .

9



Fazendo uso de (7ii) obtém-se facilmente que
M1+ Ao, 7] = Ay [, 7] + A2 [ra, 7],
ou seja, o comutador é, de fato, bilinear. =
De (1) obtivemos que
[0, %] =1

Na verdade, A, é uma K —algebra ndo-comutativa onde, de certa forma, a
unica relacdo de ndo-comutatividade entre seus geradores é a que foi dada

acima. De fato:

Proposicao 5 (Comutador envolvendo os geradores de A,). Para cada
i ) S

) [6:55;] =85.1;

i) [6:;,0;]=0;

iti) [ X, Xj] =0.

Lembramos que §;; utilizado em (7) é o chamado “delta de Kronecker” e
que seu valor é 1, se i = j, e zero, se ¢ # j. Salientamos também que, por
(ii) da Proposicéo 4, as condigbes (i) e (#1i) acima nos dizem que &; comuta
sempre com J; e que X; comuta sempre com )/(;

Antes de seguirmos adiante, apresentamos mais alguns célculos envolven-
do o comutador e elementos de A, que nos serdo uteis neste trabalho.
Proposigao 6 Para cadai € {1,2,...,n} e para cada p € K[X],

i) [6:i,D) = m, ou seja, 0; -§=ﬁ-3i+m;

i) 6,-,5(?‘ = f;}?:l, ou seja, ai-)?} = 5(?‘ -3i+151:§:1;

—

W) |[OF, X;| = E@f'l, ou seja, OF - X =X oF _1_1:3?—1;

10



i) Formula de Leibniz:
k

ok X1 =" cldl (x})8k; 3)

1
j=0

—

v) [6‘5,3{—3] = Z;?:l Cio¢ (X.f)@f'j, ou seja,

5 e .
o - Xi=X!-of +) clol (x})or.

=1

Prova. i) Para cada f € K [X] temos:

6:,8] (f) = (8:-P—P-8)(f)
= 0;(pf) — poi(f)
= 0;(p)f + pOi(f) — pOi(f)
= ai(p)f

—

Ou seja, [8;, D] = Gi(p).

i) Basta aplicar a propriedade anterior, considerando p = )??‘ ’

211) Usemos indugdo sobre k.

Para k = 1, vale a Proposi¢ao 6 (i). Dado n > 1, suponhamos vélida a

propriedade para k = n e mostremos que a mesma vale para k =n + 1.

[ayﬂjc“}] = OMHX, - X0 = 909, X — X000, 2
= o (1+ )?';ai) — X:000;
= O+ KD, — X000 = 0" + [a;*,?,-] 8.

Usando agora a hipdtese de indugao, obtemos

o0+, %3] = &7 + 070 = (R + 1),

11



iv) Também aqui faremos a prova por indugéo sobre k.
Se k = 1, entdo, pondo f = X},
8: X! 2 X16; + ,(XY)
1

= Y ciaxhar.

=0

Vamos supor que a férmula de Leibiniz seja valida para k > 1. Entéo,

B o - .
X! = 89xi=28) clal(xho = ciosi(xhor 2
=0 =0
k — —_—
- > (o + aE(xD) ot
=0
k
- S cig X‘)S"”"+ZC”6’“ (Xhor
j=0 7=0
k T
— Z (X[ ak+1—3+zcjnlaj X[)ak-H.—J
j=0 j=1

s Cg I@"“—}-ZC‘?B’ Xt)ak+1-3

=1
ko— G e oy
+) CItol (Xt + CEa+ (XD
i=1
= ko o/~ ——\ —— . —
= Xior+ 3 (G4 ) FXDA + oK)

=1

ke~ ——— L —
= CL. XioF 1+ ol dxhait~ + citler (xh
=1

= Z Cgﬂ.ag (Xs)afﬂhj-
3=0

12



v) De (iv), temos
4% = 3 Cldl (et
j=0

= CPoP (XD)aE°+ Y Clol (xh)ok~

j=1
£ e et s g
= X{of+) Clol (x})or,
Jj=1
e, portanto,
o5, x1] = akxi- Xlof =
k P e e, g
= Ciaf (Xg)af_“?s
j=1
c.qd.m

Convengao: A partir de agora, denotaremos o operador 5(: , “multiplicagéo
por X;”, simplesmente por X;. Isto objetiva tornar a notagdo menos car-
regada. Da mesma forma, dispensaremos o sinal - para a multiplicacio em
A, bem como o indice 1 para os geradores de A;, escrevendo somente X e

0. Com isto, escreveremos apenas

A, = K[X]_,...,Xn] < 04, ...,6‘,, >0

2.2 A base canoOnica para o K—espaco vetorial A,

A base canénica para a Algebra de Weyl é mais facilmente descrita se
fizermos uso de uma notagao envolvendo multi-indice. Complementamos aqui

a definicao dada na Introducao:

Definicao 7 Um multi-indice o € um elemento qualquer de N*. O com-

primento do multi-indice o € definido por || = a1 + ... + an se a =

13



(a1, ..., @n). Definimos ainda o fatorial o! do multi-indice o como sendo

0 numero
al = ng...anl.

Notagao: Dado o multi-indice @ = (ay,...,a,), denotaremos por X¢
o monémio X7 - ... - X3». Notemos que o par (o, ) de multi-indices em
N" pode ser visto como um multi-indice de N??, fazendo sentido, portanto,
falarmos no comprimento de (a, #). Denotaremos por e; o multi-indice em
que todas as entradas sdo zero, com excegao da i—ésima entrada, que € igual
a 1. Dados os multi-indices , c € N*, denotaremos ainda por a+ ¢ o multi-
indice (a; + 01, ..., @n + 0,). Por exemplo, para cada a = (ay, ..., @,) , com
a; # 0, a — e; denotara o multi-indice (o, ..., ¥i—1, 0 — 1, @is1y .oy Q).
Lema 8 Sejam o, € N*. Temos:
i) Se |o| < |B| com o # B, entdo 8° (X°) = 0;
i) Se o = B, entdo 8° (X°) = B
iii) Se |o| > |B| mas eziste i € {1,...,n} tal que o; < 3;, entdo
9P (X°) =0;
i) Se |o| > |B| e ; = B; para todo i € {1,...,n}, entdo
T
o;! B
& (x%) = [ —=5 X7
| Sy
Prova. i) Como |o| < |B| com o # B,existe i € {1, ...,n} tal que o; < B;.

Assim, temos

i ; i i= i i n P_'5
BE(X7) = 8. 80500000000 (XD XD RRXS X)) T
] : : (-1 30 » veoi\ Props
= Gh g e (XN KD KT XX T
; ! ; o; 3 1 : i<B;
= 8. 3ol . 9 (Xf"---X:-’_‘I‘ 1-+‘£‘---Xn“6f"(Xf")) =

= &80 .08 (0)

14



i) o = f < (01,---,00) = (By,...,3,) . Portanto, temos

O (X°) = .0 (X7 X

n—1

(Xﬁl...x""-i Sn (X))

1 315,,- (Xﬁx___Xﬁ,. 18, ,) Prop.5
(X"i--- Xongt O3 (Xani")B,))
o (x

ﬁnzﬁ_ﬁ)

iii) Anélogo a (7).

iv) Inicialmente, observemos que se o; > f3;, entdo

X = 1 5),){“"5

Agora, como isto ocorre por hipétese para todo i, entdo temos

8% (X°) = 8%.00 (X0 .. xqm) P 2?
= O 8l (X7 Xons 80 (X))

On! Props
= 1 n=1 o1 a'n I X Xa',-.—,Bn ép
o0l (X0 X X

|
= 1 n—2 o1 0’:14-2 -1 O’n— On- XU"_‘B"
o (X0 X O (X 2

|
— _.—.._Xal_'si.__.i__x::n_ﬁn
(01 - ﬁl)! ' (on — Bn)!

k3 H(O’;— B! d‘_ﬁ"

o que completa a demonstracao. =
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Proposigao 9 O K —espago vetorial A, admite, para base, o conjunto
B={X°0°|a,feN}.

Prova. E ficil ver que os elementos de B geram a Algebra de Weyl
como um K —espago vetorial: considere um mondmio nos geradores de A,.
A férmula (1) nos permite reposicionar todas as poténcias de X; 4 esquerda
dos operadores “0;”. Assim, podemos de fato escrever um polinémio da
Algebra de Weyl como uma combinacao linear dos elementos de B.

Provemos agora a unicidade. Considere uma combinagao linear finita de
elementos de B, digamos D = Y capX%8”, cop € K. Vamos mostrar que se
algum c,p € ndo-nulo, entao D # 0, ou seja, existe um polindmio f para o
qual D (f) # 0. Construamos tal f.

Seja ¢ um multi-indice que satisfaz c,; 7 0 para algum indice o, mas
cap = 0, para todo 3 tal que |3| < |o| (note que é sempre possivel en-
contrarmos tal ¢ : se cas é ndo-nulo entdo tome o = [, onde [, satisfaz
|85 = min {|B|, cap # 0}). Afirmamos que f = X é tal que D(f) # 0. De
fato,

D(X%) = Y capX®0P(X)+ Y capX0P(X7)+ D capX0°(X7).
181<lel |8l=|ol 181>lo]

Pela escolha de o, a primeira parcela é igual a zero. A terceira parcela

também é nula, em virtude do Lema 8. Assim,

D(X%) = Y capX®9(X)
18l=lo]|
= 3 capX0 (X%) + ) capX 0 (X7)
[8i=lo| B=c
B#o

= J!E Cag X,
[ 4
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que € ndo-nulo, pois ¢, # 0 pela escolha de o.

Assim, D(X?9) # 0, como queriamos demonstrar. m

Exemplo 10 Vejamos como podemos obter a representacdo na base canénica

do operador 83X,8; X3 + X306, X. Fazendo uso da Proposicdo 5, temos

O03X105 X3 + X200 X1 = X1830: X3 + X30,.X,
= X105(1 + X30s) + X3(1 + X,61)
= X105 + X183 X305 + X3 + X3 X106,
= X105 + X1X30505 + X3 + X1 X306,
= X3+ X1 X0, + X183 + X1 X3030.

Estamos agora em condigbes de mostrar que A, # Endg (K [X]).
Proposigao 11 A, # Endg (K [X]).

Prova. Consideremos o operador linear D € Endg (K [X]) definido da

seguinte forma: para Y a,X" € K [X], n € N*,
n

2 (Z a, X ”) = ao,
n
onde o multi-indice 0 representa a n—upla (0,...,0). Suponhamos que D €
A,, ou seja, que possamos escrever
D= an,ﬁX“@g,
a,

onde a,3 € N" e ¢,3 € K. Por conveniéncia, reescrevamos D, ainda, na

forma

D= an,mX‘*@{“ - Z Cop X0, m e N.

a,m a8
;70 para algum i>2
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Primeiramente, observemos que

D |KIX1]= Z Ccr,mXaa;n:

a,m

pois, se f € K [Xi], 8% (f) = 0 se B; # 0 para algum i > 2 e, portanto,

S casX®(f) =0.
a,d
B3;70 para algum i>2
Como estamos supondo D € A, (K),em }_  ComX*0" teremos um niimero
finito de parcelas. Assim, a constante m, no somatdrio acima, atinge um valor
méximo, digamos, mg, COmM Co m, 7 0 para algum «. Notemos ainda que nao
é possivel ter cqam, = 0 para todo a e todo m, pois isto implicaria D (ag) = 0,
contrariando a definigdo de D se ag # 0.
Agora, aplicando o operador D no monémio X7, obtemos, por um lado,

D(X7™) = 0. Por outro lado,

D{Xr) = Z b XD ™)

= E & mX 5 X HEL
Dai concluimos que
0 Ca m X&Xmo—m
Z mg —m)!
0 que nos da
Cam = 0,

para todo a e todo m, ja que m!/ (mo —m)! # 0, o que contraria a hipétese
Ca,mo 7 0 para algum o.

Portanto, D ¢ A, (K). m

Antes de encerrarmos esta secdo, vejamos mais algumas férmulas que nos

serdo tteis e que envolvem os geradores e operadores de Ay:
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Proposicao 12 Sendo R wm anel associativo, para quaisquer u,v,w € R,

teremos
i) [vw,u] =v(w,u] + [v,u] w;

) [u, vw] = v [y, w] + [u,v]w.

Prova. i) De fato,

R € assoctativo

vw,u] = (vw)u — u(vw)
= YWuU — uvw
= WU — TUW + YUW — UVW

= v[w,u]+ [v,u]w.
i1) Prova andloga a de (7). m
Corolario 13 Sejam a, 3,0,n € N*. Temos:
[X°8P, X°0"] = X°[6P, X°)9" + X°[X*, 88",
Prova. De fato,

[X28°, X8| Rropd2(h) e [6°, X°0"] + [X°, X°5")0° Prop.12 (ii)
= X°X° [8°,87] + X [6°, X°] "

+X°[X2,8"0° + [X*, X°)0"° Prop.4 (i)
= 0+X°[0°, X7] 9" + X7[X", 8]0 + 0
= X [8°,X°) 8"+ X°[X*,8"8,
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Proposigao 14 Sejam o, f € N*, p € K [X] € cop5,¢ca € K. Entdo, para
cada i € {1,...,n}:

0, sea; =0
i) [6;, X =
a; X%, se a; # 0
0,seB;=0

1198 v.] —
zz) [a 1'){‘] { ;3,-3‘3'8"9 se )8:' #0;

iti) (8%, X®] = 6; [8°~%, X°] +[6;, X*] 85—, desde que tenhamos B; # 0;

) [86, p] = 0; [65“3", p] + [8;,p] 8°~%, desde que tenhamos (3; # 0;

0,se8;=0
anf 1 S H 1
0,seaq; =0

m') [Bi,cach'Bﬁ] — {

Q;iCop X% 08, se a; # 0.
Prova. i) Se a; = 0, temos
8, X = 8:X* — X8, 72° g, x> — 8,X* = 0.
Se ; > 1, vale a férmula (i) da Proposigéo 6:
[6;; X?] = 0i(X*) = oy X%,
i1) Se B; = 0 temos
[0°, %] = 8°X; — X:0° "2 X,0° — X;6° = 0.
E, se §; # 0, temos:
[, %] = &% —Xx:0° =Y
= o of XAy 08 — X007
~ o (xdf + 507 ol — X0t TED
= X;0° + B,0°% — X;0°
= B;0°.
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iii) Como B; # 0, podemos escrever 8° = §;0°¢. Daf temos:
[0°,x°] = [8:8°%, x°] "2
= §;[0°7%, X% +[6;, X°) 8°~=.

iv) Demonstragdo andloga ao item anterior.
v) Se B; = 0, temos
) _ a b anf Pr‘og._5 (1)
[CQ@‘X 0 ,Xi} = CagX a X;' = chaﬁx %) =
= CaﬁXa—}—eiaﬁ . cﬁﬁxa-i-e,—aﬁ = 1)
Se 3, # 0, temos
[capX%0P, X)) = CapX°OPX;— XicapX?0P T2
= CapX®0P .0 X000 B — cppXoteigh FTOREE)
— 6icaﬁXuaﬁ-e; % CQ5X°+e‘aG _ caﬁxn+e.-66

— ﬁ,-cagX“aﬁ_e".
vi) Se a; = 0 entdo

(0 casX°0%] = BicapX®0° — capX*0%0, Y

Il

CaﬁXaaﬁH-e" - caﬁXaaﬁ+ei =i,
E se a; # 0, temos:
Prop. (i
[0, casX20°] = BicapX 8’ — capX°9°0; HEY
: . Prop.6(ii
- Ca,ngtl-..agX?‘-.-X:“aﬁ _ cn;;X"‘a""'" rop.8 (i)
= CaﬁX;xl..- (Xf'"t?;- + ain"l) Xf'_;‘{‘...X,?"aa
—CaﬁX “85 e ngs @
= cag){“aﬁ*ei + cz,»cagX““’*a" — Cagxaaﬁ"'e"
= 0ceX 40",
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conforme queriamos demonstrar. m

Observagao: As férmulas (i) e (iv) no enunciado acima néo fariam sen-

tido se 8; = 0, pois §; nao estaria presente em 9°.

Corolério 15 Sejam o,3 € N* e D =}, 5¢03X?0° € A,. Temos:

‘ 0, se todas as parcelas de D tém 3; =0
i) [D, Xi] = 4 _— o
> a8 BiCasX 0P, se eziste i tal que B; # 0;
[ 870
0, se todas as parcelas de D tém a; =0
i) [61': D] = :
Y a8 QiCas X 40P, se existe i tal que a; # 0.
\ Ct.'?‘-‘ﬂ

Prova. E uma conseqiiéncia, respectivamente, dos itens (v) e (vi) da

proposicao anterior, tendo em vista a bilinearidade do comutador. =

Como conseqiiéncias da férmula de Leibniz (Proposi¢do 6 (iv)), temos

ainda as seguintes propriedades:

Proposicao 16 Sejama, B € N*, p,q € K [X] e a8, ¢ca € K. Entdo temos,
para cada i € {1,...,n} e para cada k € N,

i) (Generalizagdo da formula de Leibniz)
k . . -
=) " Clol () &7
j=0
ii) [0F,p] = j-, Cl0} () 87, ou seja
k
ofp=pdf + ) _Clo ()3
j=1
A= il gitl k—j
iit) [p8;, 0f] = = X Ci ol (p) &5
=0
o .
iv) [9,p0f] = —p 3 Ci&% (9) 8~
g=
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Prova. i) Escrevendo p = > _ c,X® e considerando a linearidade do
operador J; sobre K [X], é suficiente verificarmos a validade da férmula para

o monomio ¢, X*. Teremos:

: Prop.5
6§‘caX°‘ = 3kCQXC¥1 XCC: IXO,X::Ti' chn "OP (#)

i ; i Prop.6 (iv
= caX?l---X:_llan?‘X- +1..-X::" 91"-':( )

i+1

k -
= Gl T (Z Ciol (x5 af-f) i

=0

= ZC’&’ X XXX X &

7=0
= 3y o] (caX*) 3.
3=0
ii)
[8§7p] = 3fp—paf@
k
= > Clo! (p) 0~ — pok
=0
= p6’°+ZCJa’ (p) 87 — poF
J_
k
— ZC 3k—3
j=1
i)

[0, 05] = pok+ —op, &
k
= 3 - (Z C0; (p) 6{‘") 5,

— pak+1 p5k+1 ZCJ 81 (z 1)

k-1

= -2 A" @

3=0
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)

[, p85] 72" p[q,88] + [g,plo* &

k
= —p) Ciol ()87,
g=1

c.qd. m

2.3 O grau de um operador

O grau de um operador comporta-se, de certa forma, como o grau de

um polindmio. As diferencas ficam por conta da ndo-comutatividade de A,,.

Definicao 17 Seja D € A, e suponhamos que sua expressao na forma
candnica € D = Y, 5capX?9°. O grau de D, denotado por grau(D), é
o maior comprimento dos multi-indices (o, 3) tais que X°8° apresenta-se
como parcela de D com coeficiente ndo-nulo. Como ocorre com o grau de um

polinémio, convenciona-se que o grau do operador nulo é —oo.
Exemplo 18 O grau de 2X,0, + X, X36,8, € 6.

Proposicao 19 (Propriedades do grau) Sejam D e D' € A,. Entdo:
(i) grau(D+D') < max{grau(D), grau(D’)}, ocorrendo igualdade sem-
pre que grau(D) # grau(D');
(it) grau([D,D']) < grau(D) + grau(D’) — 2;
(ii) grau(X*9°X°d") = |a| + |B| + |o| + |n| . Mais precisamente,
X208 X707 = Xt°0P N+ parcelas de grau < |a| + |8| + |o| + |n| — 2;
(iv) grau(DD') = grau(D) + grau(D').

Prova. (i) Se D e D' estdo escritos na forma canénica, entdo D + D’

também estard e, portanto, concluimos que

grau(D + D') < max{grau(D), grau(D")}.
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E facil ver que se grau(D) # grau(D'), entdo ocorre igualdade na férmula.

Antes de provarmos os outros itens, mostraremos que

grau ([8°,X°]) < |a| + |8 — 2 (4)

grau (8°X®) = |a| +8]. (5)
Se |8] = 0, temos 8° = 1. Dai, [8° X?] =0, donde
grau ([0°, X°]) = —o0 < |a| + B8] — 2.
Ainda,
grau (8°X®) = grau(X®) = |a| = 0+ |a| = |o] + |8|.

Se |a| = 0, ou seja, X* € K, a demonstragdo é similar.
Seja k > 0 e suponhamos que os resultados sao validos sempre que |a| +
|8] < k. Suponhamos agora |a| + |8| = k com |a|, |B8| = 1, digamos, §; # 0

para algum 7; entdo, pelo item (iii) da Proposigdo 14,
(6P, X°] = 8;[6°~%, X°] + [8;, X*)0°~=.
Como
grau (0°7%) + grau (X®) = |B] — 1+ |a| <k,
da hipétese de inducdo para o item (4), obtemos que
grau ([0°7%,X°]) < |8l -1+ ]e| =2 =|a] + 8] - 3. (6)
Como
8, X2 29 9, (x*),
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teremos, naturalmente,
grau ([8;, X°]) < |o] — 1. (7)
Pelo Corolario 15 (i), temos que
grau (&[3’9_3", X)) < grau(8;) + grau ([8°~%, X?]). (8)
Dai, de (6), (7) e (8), temos, respectivamente, que

grau (8[0°7%, X)) < grau(8;) + grau ([07% . .X°)

< 1+4+|al+|8|—-3=la|+]|8]—-2<k

grau ([6;, X°]0°~%) = grau([6;, X*]) + grau (8°7%)

< lal=-1+18l—-1=|a|+|8] -2 < k.
Portanto, pelo item (i), temos
grau ([6°, X°]) = grau (8;(0°~%, X*] + [6;, X*]8°~%) < |a| + |B] — 2.

Além disso, visto que 8°X° = [8°, X°] + X287 e grau (X°8%) = |a| + |8
(pois X28° estd na forma canénica), teremos também, por (i), que

grau (0°X®) = |a| + 8]

(#1) Suponhamos
D=3 "cpX®® ¢ D'=)_ 0y X0,
af a1

Usando a bilinearidade do comutador, temos que:

[D,D] = Y lcapX?8?,c0nX°8"]

a‘ﬁ o ’n

= 3 Gt X0, X707

a8 o,n
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Dai, por (4) e pelo item (i),
grau([X°8°, X°9")) °Z" grau(X°[8°, X°)0" + X°[X*, 8")0%)
< max{grau(X*[8°, X°]0"), grau(X°[X*,8")6°)}
< la|+ 8|+ |o| + |n] — 2.

Assim,

graw([D, D)) < max {grau(cagcoX*0", X70"))}
— max {grau(X°(0%, X°J0" + X°[X*,570°)}
< Ql‘lggiqﬂd + 18l + |o] + |n| — 2}
= max{le| + |5} +max{|o]| +[nl} — 2
= grau(D) + grau(D') — 2.
(iii) Por (4), temos que grau([X?,0%)]) < |o| + |8] — 2. Mas [X?,8°] =
X°0° — 9°X°. Entdo, como grau (X°87) = |o| + ||, temos, por (i), que

necessariamente grau(8°X?) = |o| + |3 e, portanto,
9P X = X°0% + {parcelas com grau < |o| + |8| — 2}.
Logo,
Xe3PX79" = X°(X°9® + {parcelas com grau < |o| + 8| — 2})9"
= X°t99%+ 4 [parcelas com grau < |a| + |8] + |o| + |n] — 2}
(iv) Escrevendo

D=Y "X ¢ D'=) cuX"8",

a,B o,7

teremos

DD' = capeonX28°X°0".

Q‘B
a.n
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Entao, por (i), temos

grau(DD') < max {grau (capcsn X*9°X°9")} &)

aBo.m
= Jax {lo| +[B] + o] + nl}
= max{|a| + |0} +max {|o| + |n]}

= grau(D) + grau(D’).

Assim, grau(DD") < grau(D) + grau(D'). Afirmamos que ocorre até
igualdade.
Sejam

Z cap X*0? e z Coq X" O

|| +|8|=grauD |e|+|n|=graud’

todas as parcelas de D e D' que sdo responséaveis pelos graus de D e D’
respectivamente. Cada parcela cogConX g8 X?@" que aparece no produto

DD’ se reescreve, por (%ii), na forma
CofCon X 7207+ + {parcelas de grau < |a| + 8| + |o| + || — 2},
de modo que

DD = Z CaBCon X ®? 9% + {parcelas de grau

|a|+|Bl=grauD
|o|+[nj=grauD’

menor do que alguma parcela j4 listada acima}.

Suponhamos (por absurdo) que grau(DD') < grau(D) + grau(D').
Entao
Z CafCon X 0T 0P (9)
|a|+|B|=grauD

lo|+Inj=grauD’

é o operador nulo.



Afirmagdo 1: Se grau (DD') < grau (D) + grau (D'), entdo o expoente
de @ em todas as parcelas deste somatdrio é sempre o mesmo, isto é, 5, + n;
¢é constante para todo e qualquer i.

Sem perda de generalidade, provemos a afirmagio para o expoente de J,.
Suponhamos por absurdo que os expoentes [, + 7,, nao sao todos iguais.

Reescrevamos o somatério (9) na forma

s
0= Z CaBConX2T005*M = ZD,-(?,‘;,
|al+|8|=greuD i=0
fo|+|n|=grauD’
com D; € K[X,...,Xp] < O1,...,0n—1 >, para cada i € {0, ..., s}.
Seja ig 0 menor expoente de g, envolvido na expressao acima com coe-

ficiente nao-nulo. Entéo, separando a parcela com este menor expoente,

obtemos

D;, 0% = — Z D;&..

t=ig+1

Aplicando estes operadores num polinémio da forma
Xfiz_uf? f € K[Xla waxy X‘n—l]m

como 9°(X?®) = 45!, obtemos

Do (10! f (X1, ey Xn-1)) = i D;(0) =0,

t=ig+1

e, portanto ,

Dio(f(Xli sy Xﬂ—l)) =0

para qualquer polinémio f € K[Xj,..., Xn_1]. Portanto, D;, se anula sobre

B vy Bl



Afirmamos que D;; = 0, o que proporciona um absurdo pelo cardter
t

minimal de 3. De fato, dado g € K[Xj,..., X,], escrevamos g = Y f; X7,
j=0

com f; € K[Xy, ..., X,_1]. Entdo, como D;, ndo envolve 0,, temos
t t
Diy(g) = > DylfiXd) =Y XiDy(f;) =0,
2=0 7=0

sendo esta dltima igualdade valida porque D;, se anula sobre K[X, ..., X;_1].

Conclusao: se grau(DD’') < grau(D) + grau(D'), entdo todos os ex-
poentes de J, em (9) sdo iguais e, como o mesmo raciocinio se aplica para
d; (i =1,...,n), concluimos que o expoente de J é sempre o mesmo em cada

parcela do produto.

Afirmacdo 2: Analogamente, se grau(DD') < grau(D) + grau(D'),
entdo o expoente de X é sempre o mesmo em todas as parcelas do operador
(9).

Sem perda de generalidade, provemos esta afirmagao para o expoente de
X;. Suponhamos, por absurdo, que em (9) nem todos os expoentes de X,
sdo iguais. Reescrevamos o operador na forma

s
0= Z Gl X = ZX{fﬁﬁ"“”,

laj+|3I=graub =0
|lo|+|n|=grauD’

onde f; € K[Xa, ..., X,,] para todo i € {0,...,s}.

Seja ig 0 menor expoente de X, envolvido neste dltimo somatdrio com
coeficiente nao-nulo. Separando entdo a parcela com este menor expoente,
obtemos uma igualdade da forma

s
XiefudP= Y XH0°.
i=io+1
Aplicando tais operadores em X?*", teremos

X{“fioaﬁ“"'(Xﬂ“’): Z X;‘fiaﬁ-l-n(xﬁ:-n),

1=igp+1
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e fazendo uso do Lema 8, obtemos

s

B+mXPf = > (B+mXif

i=ig+1

Usando a igualdade de polinémios em K[X], concluimos assim que
fio =0= fis

para todo i € {ip+1,...,5}, 0 que é um absurdo, pelo cardter minimal de 7.

As Afirmagoes 1 e 2 acima nos permitem reescrever o operador (9) como

Z Caﬁc:o'” X&+O'6,6+7,|. (10)
|a|+|8|=grauD
lo|+Inl=grauD’

Afirmagdo 3: O somatdrio acima envolve na verdade uma unica parcela,
o que nos leva a um absurdo, pois entdo o operador (9) néo seria nulo.

De fato, se D envolvesse no minimo duas parcelas de grau méximo, di-

gamos
X X0 oD o5, 4+ XD X200 02,05,

entdo, ao multiplicarmos tais parcelas por cada parcela X1... X510, .0t

de D' de grau maximo, obteriamos DD’ envolvendo parcelas nos geradores
ol t +t
X;u+h.__X:ﬂﬁ-tnai-wha;zﬂz_"3;n+tn e Xf‘ 11."X:n+tn3f:+ 13;2 2_”6;:!1"""“

e necessariamente deveria ocorrer, para cada %, pelas Afirmagoes 1 e 2,

u; + ;= + L,

T +t; = 8 + ;-
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Desta forma, terifamos necessariamente r; = s; e u; = v;, Vi. Fazendo racio-
cinio andlogo para o operador D', concluimos que, de fato, o somatério (10)
envolve na verdade uma unica parcela.

Logo, para quaisquer D, D' € A,, grau(DD') = grau (D) + grau(D'),
cqd =

Salientamos que pode ocorrer igualdade na férmula (i) da proposiciao

anterior. Vejamos um exemplo:

Exemplo 20 Seja D = Y ¢, 3X%0° € A, e suponhamos que no multi-indice
a3

(e, B) de maior comprimento para o qual X®0® apresenta-se como parcela

de D com coeficiente nao-nulo, ou seja, na parcela que determina o grau de

D, tenhamos a; # 0. Entdo, pelo Coroldrio 15, teremos

[é?i, D] = Z Cn.gai.xa_e' 8‘3
a3
a; #0
e, portanto, grau ([0;, D]) = grau (8;) + grau (D) — 2.

Coroldrio 21 A, ndo possui divisores de zero nem a esquerda, nem a direi-

ta.
Prova. E conseqiiéncia imediata do item (iv) da Proposi¢do acima. m

Coroldrio 22 Os inicos elementos invertiveis de A, sdo os operadores cons-

tantes.

Prova. Também é uma conseqiiéncia imediata do item (iv) da Proposi¢ao

acima. ®
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3 A ALGEBRA DE WEYL COMO K [X] -
MODULO LIVRE

Nao obstante os significativos resultados que sao produzidos quando es-
tudamos a Algebra de Weyl como uma subdlgebra gerada pelos operadores
ey Op, X1, ..., X, mostraremos, neste capitulo, que ela também pode ser
vista como um K [X] —mddulo livre e estabeleceremos, nesta outra visio,

mais alguns importantes resultados técnicos.

3.1 A base canénica para o K [X]|— médulo livre A,

Notagao: Seja 8 = (0,,..,8,) € N". Escreveremos simplesmente p30° no
lugar de pgl‘_“;j"af‘ O, para cada pg, 5. € K [X].

..... n

E facil ver que A, é um K[X]—médulo a esquerda. Além disso,

Proposicao 23 A Algebra de Weyl A, é um K [X] —mddulo livre @ esquerda
com base B = {8° : B € N*}.

Prova. Seja D € A,,. Considerando a expressao de D na forma canénica

estabelecida na Proposicao 9, digamos,

D= Z CagXaa'B,
a,f

é claro que o conjunto B gera D: pondo

obtemos

D=> pgd”. (11)



Provemos agora a independéncia linear dos geradores. Considere uma

combinagao linear finita de elementos de B, digamos,
D= Zpg@s, com pg € K [X].
i}

Precisamos mostrar que se D = 0, entdo pg = 0 para todo 3. Pondo

Pg = Z COB.X“,

a

reescrevemos D na forma

D= Z (z cﬂsxa) 9° = ang){“aﬁ.
3 o a3

Dai temos, pela Proposi¢do 9, que se D = 0, entdo c,3 = 0 para todo
coeficiente c,g envolvido na expressao acima, de modo que pg = 0 para todo

polinémio ps envolvido na expressao (11). m

3.2 A ordem de um operador

Aqui também usaremos as notagoes de multi-indice e comprimento de

um multi-indice que foram estabelecidas na Defini¢io 7.

Definigao 24 Dado p € K[X] ndo-nulo, definimos a ordem de pd° como
sendo |B|. Para um operador D € A,, cuja ezpressdo, em termos da base B

ezplicitada acima, € da forma

2 = Z}’Jﬁas,
B

definimos a ordem de D como sendo a maior ordem dos operadores que
compdéem as parcelas nao-nulas de D. Ao operador nulo serd atribuida ordem

—00. Denotaremos a ordem de D por ord (D).
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Exemplo 25 A ordem de X309, + X[ X002 é 5.

Proposicao 26 (Propriedades da ordem) Sejam D,D’ € A,. Entdo valem
as sequintes propriedades:

i) ord(D+ D) < max{ord(D),ord(D')}; valendo a igualdade se
ord(D) # ord (D');

it) ord ([D, D')) < ord (D) + ord (D') — 1;

iii) ord(X*8°X°0") = |B| + |n|. Mais precisamente,

X°8°X°9" = X9 + parcelas de ordem < |B| + |n| — 1;
) ord (DD') = ord (D) + ord (D').

Prova. Expressando D e D’ em termos da base B explicitada na proposi-
cao acima, é facil mostrar-se (7).

A demonstragdo dos demais itens, em varios pontos, assemelha-se a de-
monstracao da Proposi¢do 19. Mostraremos as afirmacdes (i) e (iv) por
inducao sobre ord (D) +ord (D'). A afirmacdo (%ii) serd provada ao longo do
processo e ajudard a conclui-lo.

Se ord (D), ord(D') < 0, entao (iv) é imediato e (ii) segue de [D,D’] =
0. Seja k > 1 e suponhamos que as afirmacdes (ii) e (iv) valem quando
ord (D) + ord (D') < k. A partir desta hipétese, mostraremos, em primeiro
lugar, que os itens (ii) e (iv) serdo vélidos quando D' =p € K [X] e D = 8°.
Em seguida, obteremos a validade das afirmagdes quando D e D' forem da
forma D = pd® e D' = ¢8", com p,q € K [X], o que permitird generalizar (%)
para D e D' quaisquer. Finalmente, e usando estes resultados preliminares,
provaremos (iii) e estaremos em condigoes de generalizar (iv).

Primeiramente, tomemos entdo D' = p € K [X] e D = 8°, com || =k,

digamos, §; # 0. Entéo, pela Proposicao 14 (iv),
[6%,p) = 6; [6°~%,p] + [8:,p] 8P~
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Como ord(8°~%) + ord(p) = |8 =1+ 0 = k — 1 < k, podemos aplicar a

hipétese de indugao, obtendo
ord ([0°%,p]) < |8l -1+0—-1=k-2.

Agora, como ord(d;) + ord ([6°~%,p]) <1+ k—2=k—1 < k, aplicando

novamente a hipétese de indugao, obtemos
ord (6; [8*’3""',;:]) <k-—1.
Pela Proposigéo 6 (i), temos que
ord ([8;,p]) = ord(8;(p)) < 0,
e, portanto,
ord ([6;,p) 8°~%) < ord (@) =18 -1=k—1.

Desta forma, por (i),

Il

ord(|D, D)) ord ([6°,p]) = ord (8; [8°~%,p] + [8:,p] 8°~%) (12)
< max {ord (8; [0°~%,p]) , ord ([6:,p]8°~%)}
k—1=ord (8°) + ord(p) — 1

ord(D) + ord(D) — 1.

IA

II

Ainda, como 8°p = [8°,p] + pd°, entdo, por (i) e por (12), temos

ord(DD') = ord (8°p)
= ord ([6°,p] + pd°)
= max {ord ([8°,7)) , ord (p0°)}
= ord (pd°)
= k=ord(8%) +ord(p)
= ord(D) + ord(D).
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Suponhamos agora que D e D’ sejam da forma D = pd” e D' = ¢8”, com
|B| + |7] = k. Como a equacao (12) é satisfeita para todo multi-indice 4 com

|8 < k, entdo, tomando M = [85,q], temos que ord (M) < |B] — 1 e

DD = pdqd"
= p(q0°+[6°,q]) 0"
= pgd®t" +pM". (13)

Dai obtemos, por (%),

ord(DD')

[

ord(pgd°*” + pMa")

IA

max {ord(pgd®*"), ord(pMd")}
max{|B| + |7, 18] — 1+ |7[}
|8 + 7| = ord(D) + ord(D).

IA

Il

Reescrevendo a equagdo (13), temos
DD’ = pgd®* + Q,

onde ord (Q,) = ord(pM3") < |B|—1+|y| < ord(D)+ord (D')—1. Analoga-

mente,
D'D = pgd® + Qo,

com ord (Q2) < ord (D) +ord(D’') — 1. Logo, [D, D'] = @1 — Q2. Aplicando
(i),

li

ord ([D, D') ord(Q1 — Q2)

< max{ord(Q:), ord(Q2)}
ord (D) + ord (D) — 1,

o que conclui a indugao para este caso.
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Agora, dado que a férmula vale, como vimos acima, nos casos em que D e
D’ sdo da forma pd®, com p € K [X], o caso geral de (%) é uma consegiiéncia
da bilinearidade do comutador e de (7).

Estamos agora em condicoes de provar o item (iii). A demonstracao é
analoga a do item (%) do Teorema 19:

(iii) J4 sabemos que ord([X?,8°]) < |B| — 1. Por outro lado,

[X?,8°) = X°8° — 8°X° donde, por (i),

ord ([X°,0°]) = ord(X°8° — 8°X°)
< max {ord (X°8°), ord (6°X°)}

max {|3], ord (8°X°)},

o que nos faz concluir, também por (7), que
ord(9°X°) = |6|
e também que
8P X = X°9P + {parcelas com ordem < |8| — 1}.
Logo,

Xe3PX°9" = X*(X°0° + {parcelas com ordem < |3| — 1})9”

= X*t99%* 4 {parcelas com ordem < |B| + |n| — 1}
e, portanto,
ord(X°8°X°0") = |B| + |n| -

Completemos agora a prova de (iv). Tomemos D e D’ escritos na forma

> a5 CapX 0P, Pelo item (iv) da Proposigao 19,

grau(DD') = grau(D) + grau(D’).
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Entdo, dada a distributividade em A, e o item (%) acima, temos neces-
sariamente ord (DD') = ord (D) + ord (D'), o que conclui a demonstracao

também para o item (). ®

3.3 Derivagoes

Introduziremos, nesta segdo, os operadores de ordem 1 mais simples,
chamados derivagdes, bem como o conceito de derivacdo simples, assuntos

importantes no estudo de ideais maximais principais da Algebra de Weyl.

Definigao 27 Seja R um anel comutativo. Um operador lineard: R — R

€ dito uma derivag¢do (que se anula sobre K ) de R se satisfizer a regra de

Leibniz:
d(ab) = ad(b) + bd (a)
para todos a,b € R.

Denotaremos por DergR o conjunto de todas as K —derivagoes de R.
Assim, Derx K[X| C Endg(K [X]) e é facil ver que Derg R é um K —espago

vetorial.

Proposicao 28 i) Se d ¢ uma derivagdo de K [X], entdo, para todo i €
{1,...,n} e todo k € N,

d(Xf) = kX{71d(X5);
i) Se d é uma derivagdo de K [X], entdo

d= id(xi)as;
i=1
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it1) Toda derivagdo d de K[X] se escreve, de maneira inica, na forma

d= ipiais
i=1

onde py, ...,pn € K[X]. Ou seja, DergK|[X] é um K[X]|—médulo livre com
base B = {0, ...,0n}.

Prova. i) A prova € por indugéo sobre & : temos, para k = 1,

d(X;) = d(X}) = 1X}7'd(X;).

Seja k > 1 e suponhamos que d(X¥) = kXFd(X;). Entdo

d(XEY) = d(X:XF) = Xid(XF) + XFd(X)
= X:kXEN(X) + XEd(X)
= kXF(X:) + XFd(X:)
= (k+1)XFd(X;).

ii) Seja X* € K[X], com a = (ay, ..., @), e suponhamos, sem perda de

generalidade, que «; # 0 para todo i. Teremos:

dX®) =

A(X2 ... X0") = X&2.. X d(X®) + X d(Xg2...Xon) &
Xg2.. X%, XO1d( X)) + X d(XE2 ... X5

X282, X%y XP1Nd(X,) +

£ X (XS0, XOd(X2?) + X22d(XS3... X))

D J(X1)on X 1XS2. X0 + X XSS, X X321 d(X)
X0 X02d( X85, X0n)

d(X1)By (X21...X0) + d(X2)Bp( X ... X2") +

X0 Xg2d( X80, X0
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d(X1)By (X2 ... Xo") + d(X2)Ba(X ... X0 +
+ X7 X d( X5 X5)

= d(X1)0(X) + ... + d(X)8.(X%)
- (i} d(Xi)ai) (X7,
Como os mondmios X formam uma base para K[X], concluimos que
d= id(Xi)&-.
i=1
#i) E apenas caso particular de (ii): p; = d(X;), parai=1,2,...,n. =

Assim, temos que DergK|[X] C A,.
Ainda, dada a Definicdo 24, temos que os elementos de ordem 1 de A,

séo os elementos do conjunto
(Derx K[X]\ {0}) + K[X],

ou seja: um elemento de ordem 1 é da forma d + 7, com d uma derivagao

nao-nula e v € K[X|. Por exemplo, o operador
a]_ + a282 + was + anaﬂ_ + ’Y)

onde ao, ..., an,y € K [X], é um operador de A, de ordem 1.

Sobre estes operadores, temos 0s seguintes resultados técnicos:

Lema 29 Seja d = 101 + ... + an0n € A, uma derivagido e p € K [X].
Entdo

[d,p] =d(p).
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Prova. Temos

[d,p] = [010;1+ ... + @nBh, D)
= [alal,p]+...+[an8n,p].
Agora observe que, para cada 1,

Prop.6 (i)

[a53i113]=0¢i [0, = a;0; (p) -
Portanto,

[d,p] = 101 (p) + ... + ax0n (p) =d (p). m

Corolério 30 Seja S um operador de ordem 1, digamos, da forma S = d+,
com d uma derivagdo ndo-nula ey € K [X]. Entdo, para qualquer p € K [X],

[S,7) = d(p) € K [X].

Prova. Basta lembrar que [v,p] = 0, pois polinémios comutam. m

Trataremos agora do conceito de derivagao simples que serd usado para

aprofundarmos a caracterizacao dos ideais maximais de A,,.

Definicao 31 Seja d uma deriva¢ado de um anel R. Um ideal I de R é
um d—ideal (ou um ideal estdvel por d) se d(I) C I. Dizemos que R
€ d—simples e que d € uma derivagcdo simples de R se R ndo contém

d—ideais além dos triviais {0} e R.

Antes de darmos exemplos de derivacoes simples, provamos um resultado
que simplifica, em muitos casos, a constatagdo sobre a estabilidade de um
ideal, a saber, que mostra que, para verificarmos que um ideal I de um anel

R é um d—ideal, é suficiente verificar a d—estabilidade nos geradores de I.
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Proposicao 32 Seja I um ideal de um anel comutativo R gerado pelos ele-
mentos ai, ...,as, € seja duma derivagdo de R. Entdo I é um d—ideal se, e

somente se, d(a;) € I para todo i =1, ..., s.

Prova. (=) E 6bvia.
(«=) Suponhamos que d(a;) € I para todo i. Queremos mostrar
que, para todo a € I, ocorre d(a) € I.

.|
Seja a € I, ou seja, a = ) r;a;,0nde r; € R. Temos:

i=1

dle) = d (Z Tiai) = id(riai)

i=]
s

= ) (d(r:)a: + rid(as))

i=1

= > dr)ai+ Y rid(a).
i=]1

i=1
E, como d(a;) € I para todo i e I é ideal, temos de fato d(a) € I. m
Exemplo 33 K[X,] é 0,—simples.

De fato, Seja I C K[X;] um 0,—ideal ndo-nulo. Seja f € I um polinémio
gerador de I (lembramos que K|[X,| € anel a ideais principais). Sejan o grau
de f.

Pelo fato de I ser um 0y—ideal, temos que

a(f) e I.

Dai, se tivermos n > 0 entdo 0,(f) tem grau n —1 > 0 em I. Mas isto
contraria a minimalidade do grau de f. Portanto, n =0, ou seja, f € K* e,
consegiientemente, I = K[X,|. Assim, K[X;] ndo contém 8,—ideais proprios

nao-nulos.

Lema 34 Se d é uma derivagio de K[X], entdo, para todo ¢ € K*, as

derivacées d e cd tém ezatamente os mesmos ideais estdveis.
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Prova. Imediata. =

Proposicao 35 As derivagies simples de K|[X,] sdo precisamente os ope-

radores da forma c0, para algum ¢ € K*.

Prova. Pelo Lema 34 e pelo Exemplo acima, é claro que, para todo
¢ € K*, a derivagao cd; é simples.
Mostremos agora que se p € K[X;|\K, entdo d = pd; nao é uma derivacao

simples de K'[X,]. De fato, considerando o ideal I = pK[X;], temos

d(p) = pdi(p) € pK[Xa].

Desta forma, pela Proposicdo 32, pK'[X;] é um d—ideal de K[X;] que é ndo-
trivial se p ndo for constante, e, portanto, neste caso, d = pd; ndo é uma

derivacao simples. m

3.4 Involugao de médulos

Nesta segao, veremos que determinar ideais & esquerda de A, é equiva-

lente a determinar ideais & direita de A,.

Definigao 36 Seja R uma K—dlgebra. Uma involugdo de R é um iso-
morfismo de K —espacos vetoriais 7 : R — R que satisfaz as seguintes pro-
priedades: para quaisquer a eb € R,

(1) 7(ab) = 7(b)7(a);

(2) 7* = Id, onde Id € a aplicagdo identidade sobre R.

Sejam 7 uma involugdo de R e M um R—mddulo a direita. Vamos, a
partir de 7 e de M, construir um R—moédulo & esquerda que denotaremos

por M!, da seguinte maneira:

M=M
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como grupo abeliano e, para cada a € R e u € M*, definimos a acdo 2

esquerda de a em u por
a*u=ur(a). (14)

Esta ac@o & esquerda é chamada de agdo transposta. Munidos desta operacio,
afirmamos que M* é um R—médulo & esquerda. De fato, para quaisquer

u,v € M e a,b € R, teremos, jd que M é um R—mddulo & direita:

(a+b)*u = ur(a+b)=u(r(a)+ (b))
= ur(a)+ur(b)=axu+b*uy;
(ab) xu = wur(ab) =u(r(b)7(a))
= (ur (D)7 (a) =a* (ur (b)) =ax(b*u);
ax(u+v) = (u+v)7(a) =ur(a)+ vr(a)

= a*xU-+a=*7.
E se R é um anel com unidade 1, entao
1724 1 (r(1)) = 7(17(1)) = 72(1)r(1) = 17(1) = 7(1).
Dali,
Ivu=ur(l) =ul =u

Analogamente, a condi¢ao (1) da defini¢io acima nos permite transformar
um R—médulo & esquerda N num R—mddulo a direita N* como segue: N* =

N como grupo abeliano, enquanto que a operacgao externa é definida por
nor =7(r)n, (15)

paratodon € N, r € R.
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A condig@o (2) nos garante que, para todo R—maddulo & direita M e para
todo R—médulo & esquerda N, (M*)! = M e (N*)* = N. De fato, para
quaisquerr € R,u€ M ev € N,

ur = 7(r)su=uwor(r(r)) =uor;

ro = gor(r)=7(r(r)) xv=r¥v.

Proposigao 37 Sejam R uma K—dlgebra, T uma involugdo de R e M um
R—mddulo a esquerda (a direita). Entdo M’ é um R—submddulo d esquerda
(a direita) préprio de M se, e somente se, M"* é um R—submddulo a direita

(¢ esquerda) prdprio de M*.

Prova. Suponhamos M’ um R—submddulo & esquerda préprio de M.
Ja sabemos que M"™ = M’ como grupo abeliano, portanto, se M’ é um
subconjunto préprio de M, entdo M"™ é um subconjunto préprio de M:®.
Finalmente, o fato de M”" ser um R—submédulo & direita vem da forma
como definimos a agdo transposta em (14).

A volta prova-se de maneira andloga. =

Definicdo 38 Dizemos que um R—mddulo a esquerda (a direita) M € um
R—mddulo simples se M ndo possui R—submddulos a esquerda (d direita)

PTOpTios.

Coroléario 39 Sejam R wma K—adlgebra, T uma involu¢cdo de R e M um
R—médulo a esquerda (a direita). Entdo M € simples se, e somente se, M*
€ simples.

Prova. Suponhamos que M* é simples. Seja N um submédulo nao-nulo
4 esquerda de M. Pela Proposicao 37, N* é um submédulo ndo-nulo a direita

de M e, portanto, como M* é simples, N* = M*. Dali,

N = (NYt = (MYt = M,
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ou seja, M € simples.
Para provar a ida, basta lembrar que (M*)* = M e aplicar a mesma prova

acima. ®

Proposicao 40 Sejam R uma K—dlgebra, T uma involug¢io de R e M um
R—mddulo a esquerda (a direita).Entdo M’ é um R—submddulo d esquerda
(¢ direita) ciclico de M se, e somente se, M" é um R—submddulo a direita

(a esquerda) ciclico de M*.

Prova. E conseqgiiéncia da forma como foram definidas as a¢des trans-

postas em (14) e (15). =

Proposigao 41 Considere a K—dlgebra A,. A transformacdao linear T :

A, — A,, induzida por
T(f6%) = (-1)¥o°f
para cada f € K[X] e a € N*, € uma involugdo de A,.

Prova. Deixamos ao leitor conferir que 7 é um isomorfismo de K —espagos
vetoriais, e verificaremos aqui as condicoes (1) e (2) da Definicao 36.

Provemos inicialmente que 7(DD’) = 7(D)7(D’) para quaisquer D, D’ €
A,. Se algum dos elementos, D ou D' de A,, é o operador nulo, entdo a
igualdade se verifica trivialmente. Assim, podemos supor D # 0 # D' e
vamos provar a igualdade por inducdo em ord(D) + ord(D’). Se ord(D) +
+ord(D') = 0, entdo ord(D) = ord(D’) = 0, ou seja,

D= fe K[X], D'=ge K[X].
Dai
7(DD') = 7(fg) = (-1)8°fg = fg = gf = 7(D)r(D).
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Seja k > 1 e suponhamos que a igualdade 7(DD') = 7(D)7(D') se veri-
fique para quaisquer D, D’ € A, tais que ord(D) + ord(D’) < k. Tomemos
D, D' € A, tais que ord(D) + ord(D’) = k. Como 7 é linear, é suficiente
mostrarmos que vale a igualdade para o caso em que D = f§* e D' = gd°,

com f, g € K[X] e |a| + |3| = k. Neste caso, temos:

7(DD') = 7(f8%90°) = (f(g0* + (6%,9))8")
= 7(fg0*** + f[8%,9]0°)
= 7(fg8°?) + 7(f[0°, 9]6°).

Como, pela Proposigdo 26, ord(f[8%,9]0°) < |a| — 1+ 8| < k, podemos

aplicar a hipétese de indugao e escrever

n(DD) = 7(fg9*) +7(f[6,910") &
= 7(fg8>*?) +7(8°)r((0%, gD 7(f)
= (-1)lHBlgetsfg 4 (—1)P1P(r(8%9) — 7(90))f
= (-1)ltHBlge+bfg 4 (—1)9P7(8%g) f — (=1)P10°r(g0")f
e (_1)Ial+1ﬁ13a+ﬁfg & (—1)'ﬁlaﬁ-r(a°g)f = (_1)lﬁ|36(_1)lalaagf
- (_1)|a1+lﬁ|3a+ﬁfg o (_1)lﬁ|3ﬁ7(3ag)f o (_1)lal+lﬁlaa+ﬁfg
= (=1)P18%7(0%9)f. (16)

Se |a| = 0, entdo D = f e 7(D) = f. Assim, 7(DD') = (-1)P3Pgf =
= 7(D')7(D). Agora, se |a| > 1, entdo existe i € {1,...,n} tal que a; # 0.

Como

0%g

3"“""6,59

e Prop.6(i)
= 098 +[0ig) =
= 0"g8,+ 6"0,(a),

48



tomando E = %% e E' = g8;, podemos escrever
0%g = EE'+ 8°7%§(g).
Assim, como ord(0°7%0;(g)) = |a| — 1 < |a| — 1 + |B] < k, teremos

7(0%)

T(EE") + 7(8*%8;(q))
= T(EE) +7(&(9))r(6°)
(BE') + 8,(g)(~1)l-slg=e:
= H(EE)+(~1)e-18,(g)o
= T(EE) - (~1)F9,(g)o".

= T

Por (16), para quaisquer D, D' das formas D = f8* e D’ = gd°, teremos
7(DD') = 7(f8°98%) = (-1)¥19°7(5%9) f.
Entao, colocando E e E' nos lugares de D e D' na férmula acima, obtemos

r(BE) = 1(0°%g0)
= 7 (8eg0%)
= (-1)'0%r(6"=)
= (-1) 87 (6°g).

Aplicando a hipétese de indugao em 7(9* %g), teremos:

T(EE") =

Sabemos que [0;, g] = 8;9 — g&; = 8i(g). Logo, 0;g = 0;(g) + g0;. Entéo,
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7(0%) = 7(FE") - (_1)Ialai(g)aa—e,-
= (_1)ia|6i(9)6“-ei + (—l)lalgaz_aa—eg _ (_1)|a|8i(g)aﬂ_ei
= (-1)klge~, g

Usando (17), podemos reescrever a expressao em (16) obtendo

T(DD') = (-1)¥19°r(8%g)f
= (_1)Iﬁlaﬁ(_1)laigaaf
- (_1)Iﬁlaﬁg(_1)ka!3af
= 7(D)7(D),

o que demonstra (1) da Definicdo 36.

Agora, vamos mostrar que 72 = Id. Usando a definicdo de 7, teremos,

para cada gerador f0% com f € K[X|ea e N*:

r(r(f8%) = 7((-1)*8°f) = (-1)kir(e°f) B
= (-)P(-1)fo* = fo= = Id(fo").

Como 7 € linear, podemos concluir que 72 = Id. Assim, 7 é de fato uma

involucdo de A,. =

Definicao 42 A involugdo apresentada no lema anterior € conhecida como

a tnvoluc¢@o padrao de A,.

As proposigdes 37, 40 e 41 fundamentam o fato de que determinar ideais
principais maximais a esquerda de A, é equivalente a determinar ideais prin-
cipais maximais a direita de A,, que devera ser visto, neste caso, como um

A, —mobdulo livre.
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4 ESTRUTURA DE IDEAIS DA ALGEBRA

DE WEYL

Apesar de muitos anéis ndo-comutativos admitirem ideais bilaterais, ve-

remos que este nao é o comportamento de A,.

4.1 A simplicidade de A,

Definicao 43 Um anel € dito simples, se seu unico ideal bilateral préprio

€ o ideal gerado pelo zero.
Teorema 44 A dlgebra A, € simples.

Prova. Seja I um ideal bilateral ndo-nulo de A,. Tomemos um elemento
D # 0 de menor grau em I. Se D tem grau zero, ele é uma constante e
I = A,. Portanto, podemos supor que D tenha grau r > 0 e verificaremos
que isto nos leva a uma contradigao.

Suponhamos que (a, 3) é um multi-indice de comprimento r de D, isto
é, X®0P é uma parcela de D com coeficiente ndo-nulo tal que |a| + |8] = 7.
Se 3; # 0 para algum i, entdo [X;, D] é ndo-nulo e tem grau r — 1, dado o
Corolério 15. Visto que I é um ideal bilateral de A, e D € I, temos que
[X;, D] € I. Mas isto contradiz a minimalidade do grau de D. Desta forma,
temos 8 = (0,...,0). Agora, como 7 > 0, devemos ter a; # 0 para algum
i€ {1,2,...,n}. Assim, [8;, D] é um elemento ndo-nulo de I de grau r—1 (de

novo pelo Coroldrio 15), o que nos leva novamente a uma contradigdo. m

Observacgao 45 O conceito de ordem de wm operador permite também dis-

cutir a estrutura de ideais da A’lgebm de Weyl. Como exemplo, damos uma
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outra prova para o resultado acima, apoiados agora na propriedade (ii) da

Proposigao 26. A idéia da demonstragdo € essencialmente a mesma.

Outra prova para o Teorema 44. Seja I # 0 um ideal bilateral de A,,.
Tomemos um elemento nao-nulo D € I de ordem minima possivel. Suponha
que ord (D) > 1. Entdo, expressando D em termos da base B explicitada
na Proposicdo 23, temos que existe uma parcela nao-nula pd° de D, com
B; # 0 para algum ¢. Pelo Coroldrio 15, [X;, D] # 0; além disso, como D € I
e I é ideal bilateral, temos que [X;, D] € I. Mas, pela Proposicdo 26 (i),
ord ([X;, D]) < ord (D), o que contradiz a minimalidade da ordem de D em
I. Logo, concluimos que ord (D) = 0 e, portanto, K [X]| NI # {0}.

Desta forma, seja p um polinémio nao-nulo de grau minimo em I. Supo-
nha que grau (p) > 1. Seja kX* um mondémio de p, com ¢; # 0 para algum
i, sendo a = grau(p). Entdo, por um lado, [0;,p] € I, e, por outro lado, dado
o item (i) da Proposigéo 6, temos que [9;,p] = 8; (p) # 0. Mais até:

grau([0:,pl) = grau (8; (p)) < grau(p),

o que contradiz a minimalidade do grau de p em I. Assim sendo, p € K” e,

portanto, K NI # {0}, donde I = A,. Conseqiientemente, A, é simples. =

Sabe-se que todo anel comutativo simples é um corpo. No entanto, isto
nao necessariamente ocorre com anéis nao-comutativos, isto €, nem todo
anel ndo-comutativo simples é um anel de divisdo. De fato, apesar de A, ser

simples, temos:
Teorema 46 A dlgebra A, ndo € um anel de divisdo.
Prova. E conseqiiéncia imediata do Coroldrio 22. m

Corolério 47 Todo elemento nao-constante de A, gera um ideal unilateral
ndo-trivial.
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A .f\lgebra de Weyl nao é, tampouco, um anel a ideais principais a es-
querda (ou a direita).

Antes de continuarmos, convém lembrar o que foi estabelecido na secéo
anterior: o fato de que determinar ideais & esquerda de A, é equivalente a
determinar ideais a direita de A,: lembrando que um ideal & esquerda de
um anel R é precisamente um R—submddulo & esquerda de R, basta fazer
uso da involugdo padrao de A, apresentada na Proposi¢do 41. Assim, o que
estabelecermos, a partir de agora, para ideais & esquerda, valerd, igualmente,

para ideais a direita.

Proposigao 48 A, nao € anel a ideais principais a esquerda.

Prova. Para n = 1, prova-se que o ideal & esquerda J = A8} +

A, (X,0, — 1) ndo ¢é principal (veja [2], padg. 19, exerc. 4.8 € 4.9).
Para n > 2, afirmamos que o ideal & esquerda gerado por 0, ..., 0, néo
é principal. Com efeito, suponhamos que D € A, é um gerador deste ideal,

que denotaremos por I. Como 0; € I, existe D' € A,, tal que
6, =D'D. (18)

Assim, pela Proposicao 19, D tem grau 0 ou 1. Afirmamos que I é um
ideal nao-trivial, e portanto D tem grau 1. De fato, se tivéssemos I = A,,
entdao, dado k € K*, existiriam D, ..., D, tais que D18, + ... + D0, = k,
o que é impossivel por razdes de grau (ja que todos os termos nao-nulos
que estiverem no lado esquerdo da igualdade terdo, no minimo, grau 1).
Portanto, da igualdade em (18), obtemos que D' € K e D = ¢,0; para
algum ¢; € K~.

Desenvolvendo, agora, o mesmo raciocinio, com d; no lugar de 0,, obtemos
que D = c;0, para algum ¢; € K; uma contradi¢cdo. Portanto, / ndo é um

ideal principal. m
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Apesar de A, nao ser um anel a ideais principais & esquerda (ou & direita),
prova-se que todo ideal lateral de A, é gerado por dois elementos. Este é um
importante resultado devido a J. T. Stafford (veja [11]). Nos limitaremos,

aqui, a apresentar um exemplo, uma vez que nao faremos uso deste fato neste
trabalho.

Exemplo 49 O ideal a esquerda gerado por 8,,0, e O3 pode também ser

gerado por Dy = 01 e Dy = 8, + X,0;.

Prova. E claro que I = A, - (D1, Dq) C A, - (81,0,85) . E evidente
também que 9, € I. Afirmamos que 93 = [D;, D,] e, portanto, é um elemento
de I. De fato,

[D1,D5] = 01(0:+ X105) — (82 + X185) &,
= 0,02+ 0, X103 — 8,0, — X1830;
= 88+ (X101 +1)85 — 818 — X1510s
_—

Dai, 93 € I, donde 8, = Dy — X105 € I.
Concluimos, entdo, que A, - (D1, Da) = A, - (0y,02,0;). =

Passemos, agora, a procurar ideais principais maximais (note que, ten-
do em vista o Coroldrio 47, é uma questao natural perguntarmo-nos quais
ideais principais sdo maximais). De forma ainda mais especifica, o que vi-
mos na Sec¢ao 3.4 fundamenta a idéia de que abordar o problema de buscar
ideais principais maximais & esquerda em A, (K) é equivalente a determinar
ideais principais maximais a direita em A, (K): se 7 é a involugdo padrao de
A, (K) (veja Proposigdo 41) e SA, (K) € um ideal & direita maximal princi-
pal, entdo A, (K)7 (S) é um ideal & esquerda maximal principal de A, (K)
(veja Proposicoes 37 e 40).
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Preocuparemo-nos entdo, a partir daqui, exclusivamente com ideais ma-

ximais principais a esquerda.

4.2 A procura de ideais maximais principais a esquer-

da de A,

Concentraremo-nos nos geradores de ordem 1 e, nesta dire¢do, comegaremos
com os operadores de ordem 1 mais simples, a saber, as derivagées. No en-

tanto, o que obtemos sdo os seguintes resultados:

Proposigao 50 Uma deriwagao pd,, com p € K[X,], gera um ideal principal

magzimal a esquerda de A, se, e somente se, p € K*.

Prova. (<) Como K* C A;, ndo hé diferencas entre o ideal gerado por
pdy, com p € K*, e o ideal gerado por &;. Basta mostrar, entdo, que A;0, é
um ideal principal a esquerda maximal de A;.

Escrevendo os elementos de A; em termos da base {0¢ : § € N}, vemos

que os operadores ndo-nulos de A;0, sdo todos os operadores de A; do tipo

k
Zpg i com p; € K [X],
i=1

ou seja, que nao possuem um “termo independente”.

Seja agora J um ideal & esquerda de A; tal que A0, € J. Afirmamos
que J = A;. De fato, seja D um operador de J que ndo pertenga a A;0;.
Entéo, ele é do tipo

k
Zpiai + po, com p; € K [X;] e po # 0.
=1
Como —Zle pi®i € A0, G J, temos pg € J. Assim, Oipy € J (pois J €
ideal) e pod; € J (pois A101 & J); portanto

[31:}'70] € J:
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ou seja, pela Proposicdo 6, d; (py) € J.

Agora, pondo p; = 61 (po) € J, temos que py tem grau menor do que po;

dai, repetindo o raciocinio acima para pj, vamos concluir que
|
61 (po) e J.

Prosseguindo com este raciocinio, chegaremos a conclusdo que em J existe

um polindémio de grau zero:
KnJ#{0}

e, portanto, J = A,. Assim, A;0; é um ideal maximal de A,.

(=) Mostraremos que, se grau(p) > 1, entdo o ideal A;pd ndo é maxi-
mal.

Primeiramente, observemos que, pela Proposicao 19, para todo D €
Apd;, temos grau (D) > grau(pd,) > 2. Portanto, como grau(6,) = 1,
01 ¢ A1pd;.

Ainda, temos que
ApOy + A0 = A0y,

no qual, pela Proposicéo 26, s6 ocorrem operadores de ordem maior ou igual
a 1. Desta forma, como ord (1) =0, A;8; # A,.

Pelo exposto, concluimos que
Apd; G Aypd; + A0y = A0 G Ay
e, portanto, A;pd; nao € um ideal maximal. m

Proposigao 51 Para n > 2, nenhuma derivagdo de K[X]| gera um ideal

principal mazimal @ esquerda de A,.
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Prova. Seja
n
d= Zpiais
i=1
com p; € K[X] para todo i € {1,...,n}, uma derivagdo de K[X]. Afirmamos
que I = A,d ndo é um ideal maximal de A,,.
Inicialmente salientamos que o ideal J = A,0; + ... + A0, é um ideal

proprio. De fato, se ocorresse 1 € J entdo existiriam D,,...,D, € A, tais

que
D6, + ... + D0, = 1.
Aplicando os dois lados da igualdade em ¢ € K*, teremos
0= (D10 +...+Dpbp)(c) =1(c) =1le=g¢;

absurdo.

Vamos agora dividir a demonstrac¢do em dois casos.
1.°Caso: existe 7 € {1,...,n} tal que p; = 0.

Primeiramente, verifiquemos que
I=AdGJ=A0+..+ A0,

Que ocorre a inclusdo é trivial; que ela é prépria vem do fato de que 9; €
JN\J. Se ndo, vejamos: se tivéssemos 0; € I, entdo existiria D € A, tal
que Dd = §;. Porém, como p; = 0, §; deve estar presente em D. Assim,
ord (D) > 1 e, pela Proposicio 26, ord (Dd) > 2. Absurdo, pois Dd = 0.

Assim, temos
I=Ad G JG Ay,

e, portanto, I ndo é um ideal maximal de A,.
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2.°Caso: para todo i € {1,...,n}, temos p; # 0.

Afirmamos que, também aqui,
I=AdCJ=A0 +..+A,0,.

De fato, temos que 8, € J\I: por absurdo, suponhamos 8, € I, ou seja,
existe D € A, tal que

0 = Dd= Dzn:Piai = iDpiai
i=1

i=1

— Dp161 Tl Dp,,@n.
Desta forma, teremos
(1 = Dpy) 8, = Dp3Bs + ... + Dpp0hy.

Se ord(D) = m, entdo sabemos que ord(Dp;) = m. Pela Proposicio
16 (i), temos que os multi-indices de ordem m que aparecem em Dp; sdo os
mesmos que aparecem em D. Com isto, no lado esquerdo da igualdade acima,
os multi-indices de comprimento m+ 1 sdo da forma 3 +e;, com [ envolvido
em D, enquanto que, do lado direito, os multi-indices de comprimento m + 1
sao da forma [ + e;, com i > 2, o que é um absurdo, pela Proposigao 23.

Assim, novamente teremos
I=A,dCJGCA,

e I nao é um ideal maximal de A,. =

Passamos agora a examinar se é possivel operadores de ordem 1 do tipo
d+7, onde d é uma derivagio de K[X] e v € K[X], gerarem ideais maximais
de A,,.
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4.3 Sobre operadores de ordem 1 que geram ideais

maximais a esquerda de A,

Definicao 52 Sejam d wma derivagdo de K[X| e v € K[X]. Com relagdo

ao operador d + vy, denominamos v uma perturbacdo de d.
Para n = 1 nos restringiremos ao seguinte resultado:

Proposicao 53 Todo ideal da forma I = A,.(c;01 + ¢2), com ¢y,¢2 € K e
c; # 0, € um ideal mazimal de A, (K).

Prova. O caso ¢; = 0 j4 foi considerado na Proposigao 50. E, para c; # 0,
temos que ¢;8; +c3 e 8;+cz/c; geram o mesmo ideal. Assim, denotando cz/c;
simplesmente por ¢, resta-nos mostrar que todo ideal da forma A;. (0, +¢),
com ¢ € K*, é maximal.

Primeiramente, verifiquemos que 8, ¢ A,, e, portanto, I # A;. Com

efeito, se 0, € I, existe D € A, tal que
6=D-(01+¢).

Como grau(d,) = grau (8, +c) = 1, pela Proposigéo 19 (i), grau (D) = 0,
ie., D € K*, o que inviabiliza a igualdade acima, dado que ¢ # 0 (veja
Proposicao 23).

Antes de continuarmos a prova, vejamos duas afirmacoes que nos serao
uteis.

Afirmagdo 1:

k
G +0) =D cida. (19)

=0
De fato, trata-se da férmula do Bindmio de Newton que vale, neste caso, pois

0, comuta com c.

59



Afirmagdo 2: Todo elemento de A; pode ser expresso na forma
Z Di (31 + C)é 5
i=0
para algum m € N e com p; € K [X;] para todo i. Com efeito, o resultado é
trivial para o operador nulo. Seja D € A; um operador de ordem m, digamos
m
D=y hl.
1=0
Se m = 0, entdo o resultado é também trivial. Seja agora m > 0 e

suponhamos que a afirmagdo vale para todo operador de ordem menor ou

m+1 .
igual am. Se D = > h;8}, com hpy.; # 0, teremos
i=0
(19) m+1 ‘ m+1 ) . )
D = b1 Gr + )™ 2D S 1 — hnr Y CF 1, IO
i=0 7=0
m+1
s 07" + Z hiBf — ka1 — hnr Y Ch g 07,
i=0 J=1
Dai, obtemos
m+1
D — hmyy (01 + g = Z — hmi1 Z +1CJam+I_J
'3—0\,—/ = >
ord< m ord<m

Ora, o operador do lado direito da igualdade acima tem ordem menor ou
igual a m, pela Proposigdo 26. Dai, usando a hipétese de indugao no lado

direito da igualdade, tem-se

D — hm4r (61 + mH sz 31+C
i=0

onde p; € K [X], ou seja, escrevendo pmi1 = Am41, Obtemos

m+1

D=3 p@+o),

=0
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o que demonstra a Afirmacéo 2.

Seja agora J um ideal de A, tal que I G J. Verifiquemos que, neste caso,
J = A;.

Tomemos D um elemento de J que ndo pertenca a I. Dada a Afirmacéo

2, podemos escrever D na forma

m

D=3 p:(@+c),

i=0
com po # 0, pois se py = 0, teriamos D € I. Dai, como D —py € I G J,
temos que py = D — (D — po) € J.

Desta forma, temos que (81 +¢)pp € J e po (6, +¢) € I € J. Assim,
[61 + ¢,po] € J. Por outro lado

[51 + ¢, Po] = [alapo] ey [C, Po] = [31,100] Pm?——'s & 01 (po) -
‘—.V_/

=0
Portanto, 0, (py) € J e, analogamente, 8} (py) € J para todo k € N. Assim,
se grau(po) = I, 8 (po) € J e é tal que & (po) € K*, ou seja, J = A, e,

conseqiientemente, / é um ideal maximal de A;, c.qd. =m

Coutinho [3], que generalizou exemplos de ideais maximais apresentados
inicialmente por Stafford [12], foi o primeiro a evidenciar a forte relagao exis-
tente entre d—simplicidade de K'[X] e ideais maximais de A,: a partir de uma
derivagéo d que torna o anel K[X| d—simples, ele exibiu uma perturbacao
v € K[X] de d tal que d + <y gera um ideal & esquerda maximal de A,,.

Mais tarde, Lequain, Levcovitz e Souza Jr. (7] provaram que, com a
derivacdo d submetida a certas condigoes, se existe v € K|[X] tal que o ideal
A,.(d + ) é maximal, entdo K[X] é d—simples. Veremos este resultado no

préximo capitulo (Corolario 72).
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Nesta secao, buscamos uma caracterizaciao dos operadores de ordem 1 da

forma d + =y, onde
d=0,+ a0 + ... + an0,

e 7v,ai,...,an € K[X], que geram ideais maximais da Algebra de Weyl A,
quando n > 2. Conseguimos estabelecé-la no caso em que n = 2 e para
especiais operadores de ordem 1, numa generaliza¢ao do resultado de Bratti
e Takagi [1] e que foi obtido por Lequain, Levcovitz e Souza Jr. [7]. Para
n > 2, apenas resultados parciais sdo obtidos (veja Teorema 67).

Antes de iniciarmos com alguns lemas técnicos que prepararao a demons-
tracdo dos resultados mencionados no paragrafo acima, justificamos nossa
restri¢do ao estudo de operadores de ordem 1 envolvendo apenas derivagoes

da forma
d=10; + a0 + ... + @0, (20)

Inicialmente, observemos que, se d é uma derivagdo de K[X] e n > 2,
entdo nao temos, necessariamente, d|x,] C K[X]. Mas, se ocorrer d|xx,] C
K[X), teremos que d|kx,) serd uma derivagdo de K[X;] e tal que, se d for

simples, entdo d|k(x,) também o sera:

Proposigao 54 Suponhamosn > 2 e seja d uma derivagdo de K|[X] tal que

d|kix,) € uma derivagdo de K[X,]. Se d € simples, entdo d|kx,) também o €.
Prova. Escrevendo
mn
d= Zpiaia
i=1

com p; € K[X], se d|kx,) é uma derivagio de K[X], entdo devemos ter

dlK{X;I — plala com pl & K[X]_l.
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Considerando o ideal I = K[X]p;, como d é simples, devemos ter p; € K*.

Do contrério, teriamos

d(Pl) = d|K[X1] (Pl) = p10 (pl) & K[X]Pl

e, neste caso, I seria um d—ideal préprio de K[X].

Desta forma, pela Proposicao 35, d|kx,) é uma derivagdo simples de
K[X;]. m

Ora, como salientamos acima, queremos abordar o estudo de ideais maxi-
mais via derivacoes simples. Entdo, é um tanto natural considerarmos, inicial-
mente, o caso de operadores que provém de derivagoes que, quando restritas
a K[X,], ainda sejam derivagdes de K|[X;]. Ainda, se queremos que tais
derivacoes sejam simples, entdo, pelo Lema 34 e pelas Proposicoes 50 e 54,

necessariamente elas devem ser da forma (20).

Convencao: Em todo o restante deste texto, convencionaremos como
A,_, a K—subalgebra de A, gerada por X»,..., X, € 0,,...,0, (a0 invés de

X1,..., X1 € O1,y...,0p—1). Assim, teremos
A‘n—l [Xl] = K [Xla sesy Xn] (621 niay a‘n} = K [X] <a'2: vary an) H

e, com o que ja discutimos até o momento, é facil convencer-se que A, é um

A,_1[X1]—mébdulo livre:
An - @?;[}An—l[xl]af- (21)

Com esta observacao, ficard claro o significado de “a ordem de um ope-

rador em 0,”.

Lema 55 Seja R um elemento de A,—, [X;]. Entdo O,R = RO, + R/, onde
R' € A, [X1], e, portanto, [01, R] € An_y [X3].
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Prova. Dada a bilinearidade do comutador, é suficiente demonstrar ape-

nas o caso em que R é um mondémio. Suponhamos entéo
— a mn
R =X, . X280 ,.00,

onde a = (i, ...,an), B = (0,0,,....0,) € N* e c,p € K para todo a e todo

(. Neste caso, temos

OR = OicopX.. X202, 0%
= CapX$2..X2 (8, X2) 0.0 P2E
= CapX5?.. X2 (X0 + X Y) 852, 98m
= CapX{ .. X2 052,000, + a1cap XTI X0, X0 . 0Pn

e, portanto, O, R tem, de fato, a forma RO, + R, onde R' € A,,_; [X;]. =
Lema 56 (Algoritmo da Divisdo) Para toda derivacdo de A, da forma
d= 81 + (1232 T o Ct‘nan,

com g, ...,an € K [X], e para todo v € K [X], vale a sequinte propriedade:
dado D € A, ezistem inicos Q € A, e R € A,_1[X,] tais que

D=Q.(d+7v)+R.

Prova. Primeiramente, mostraremos que vale a propriedade para
D = 9F para todo k € N*, usando indugéo sobre k.

Observemos que a0 + ... + @0 +7 € Ap_1 [X1], de modo que podemos
escrever 0) = 1(d+ ) + Ry, onde Ry = —(a202 + ... + @n0n + 7).

Suponhamos, agora, k > 1 e que o resultado é valido para D = &F,
digamos, 0 = Q. (d + ) + Ry, com Qi € A,, R € Ay [X1]. Entéo

O = 0,0f "2 01 (Qk- (d+7) + Ri) = 01Qx- (d+17) + 1R
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Pelo Lema anterior, temos
6f+1 =010k (d + ’7) + R0y + Ry, Ry € A,y [Xl] .
Ainda, como temos, pela base de indugdo, 8, = (d + 7) + R, obtemos

k+1
0,

01Qk-(d+7) + R ((d+7) + R1) + R»
= (01Qk + Ry).(d+7)+ RcR, + Ro

e, portanto, ;™! é da forma
&1 =Q.(d+7)+R,

onde @ = (01Qk + Rx) € A, e R= RR; + Ry € A,_; [X,]. Isto completa a
inducao.

Agora, se D € A, é qualquer, podemos escrever D na forma
D = E0% + ...+ E8, + Ey,

onde k € N e E; € A,y [X,] para todo i € {0,...,k}. Assim, pelo que

acabamos de mostrar acima, temos
k
D=) E(Qi(d+7)+R),
i=0
onde Q; € A, e R; € A, [Xi] para todo i. Entao

k
D = > (BQ:(d+7)+ ER:)
=0

- l(ZEQ) d+q«)+ZER.

e, portanto, D é da forma D = Q.(d+~) + R, onde @ = Zf:o EQ; € Ap e
R=Y1,EiR: € Apy [Xy).
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Provemos agora a unicidade. Seja P € A, e sejam R, R’ € A,_, [Xj] e

Ql! Q2 = An tais que
P=Q1(d+7)+R=Q:(d+7)+R.

Entao,
Q-(d+7)=R —R€A,1[Xy], onde Q= Q1 — Q; € A,. (22)
Separando as parcelas de @ que envolvem 0, podemos escrever
Q=0Q0 +R,

com é €A,e Re An_1 [X;]. Levando também em conta que d+v = 8;+ R;,
onde R; € A,_; [X,], teremos que

Q-(@d+7) = (@& +R).(0+R)
= Q&%+ Qb\R, + RO, + RR, 2%
= Q&2 +Q(Ri& +R") + Ro, + RR,
= Q&+ (@'Rl + ﬁ) 8+ QR" + RR,,
onde R" € A, [X;].
Como Q. (d+7v) € Ap—1 [Xi], temos que a ordem de Q. (d+ ) em &, é
zero; concluimos, entao, que @ = 0, pois, caso contréario, olhando para é
como um polinémio em 9; com coeficientes em A,_; [X,], terfamos que @6{2

produziria o dnico termo de maior ordem em 8; em Q. (d+ ), absurdo.

Assim,
Q.(d+~) = Rd, + RR,.

Analogamente, concluimos que R = 0. Mas, daf, Q.(d+7) = 0, o que
implica @ = 0 e, portanto, por (22), R=R e@Q;=0Q;. m
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Lema 57 Seja d € A, uma derivagdo da forma d = 8) + 305 + ... + 0,0,
onde s, ...,an € K [X]. Entdo, para caday € K[X] e R € A,_; [X,], temos

[d'f"}’,R] € Ap [Xl] g

Prova. Escrevendo d+v = 8, + R, com R' = ao0s + ... + @0, + 7 €
A, [X,], temos

[d+7v,R) = [0 +R,R]
= [6,,R)+[R,R).

E claro que [R',R] € A, [X1]. E, pelo Lema 55, temos que [0,, R] €
An—l [Xll . Assim, [d + Y R] = An—] [Xl] -1

Lema 58 Seja d € A,, uma derivag¢do da forma d = 0, + 20 + ... + @, Op,
onde as,...,an € K [X]. Entdo, para cada v € K[X], temos que o ideal @

esquerda A,.(d + ) € um ideal mazimal de A, se, e somente se,
Apn.(d+7v)+AR=A,
para todo R € A, [X1]\ {0}.

Prova. (=) Inicialmente, afirmamos que, se R € A,_; [Xi]\ {0},
entdo R ¢ A,.(d + ). De fato: supondo que R € A,.(d + ), ou seja,
R = Q.(d+7) para algum @ € A,, podemos repetir a argumentagéo utilizada
na demonstragao da unicidade no Lema 56, chegando a contradicao de que
Q@ = 0 e que, portanto, R = 0. Desta forma, A,.(d +v) + A,R = A, pois,
por hipétese, A,.(d + 7) é um ideal & esquerda maximal de A, e A, R é um
ideal nao-nulo de A,,.

(<) Sabemos que A,.(d+7) é um ideal maximal de A, se, e somente

se, Ap.(d+7)+ AP = A, para todo P ¢ A,.(d+ 7).
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Suponhamos P ¢ A,.(d++). Pelo Lema 56, temos que P = Q.(d+7)+R
para algum Q € A, e R € A,_; [Xi] e, ainda, R # 0. Assim,

An.(d+7)+ AP = A,(d+7)+ A, (Q.(d+%)+ R)
= An(d+7)+A.R"PE* A,

como queriamos demonstrar. =

Lema 59 Seja d € A, uma derivag¢io da forma d = 0y + a0 + ... + pOy,
onde o, ..., € K [X]. Entdo, para cada v € K[X] e k € N, o operador 0}

se escreve de maneira unica na forma
O =([d+7)* + Rer.(d+7)* + .. + Ri(d+7) + Ry, (23)
onde R; € A, [X,] para todo i € {0,....,k — 1}.

Prova. O caso k = 0 é evidente, tanto para a existéncia quanto para a
unicidade. Para os demais casos, vejamos, primeiramente, a existéncia.

Observe que 9 = d+v+ R, onde R = —qp0s — ... — nOpn — 7y € Ay [X1],
de modo que o resultado é vélido para k = 1. Suponhamos agora k > 1 e

que o resultado é valido para k; digamos,
O =(d+7)*+ Brr-(d+7) + ... + Bi.(d +7) + Bo,

onde B; € A, [X,] parai € {0,...,k — 1}. Entao
- k -
g = 928y Bi(d+q)
=0
k . —
= Y 0B (d+7) B
i=0
k .
= Z(B;al +R;)(d+'7)t,
i=0
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onde R; € A,_; [X;]. Como 8; = (d + ) + R, temos:

ke
O = Y {Bi((d+7)+ R +R}.(d+7) =
-
= (d-{-f}f)kﬂ + Cy [d+’y)k+-..+cl (d+7) + Co, (24)

onde C; € A,_; [X;] para i € {0,...,k}.
Vejamos agora a unicidade. Suponhamos que haja duas seqgiiéncias de
coeficientes, digamos, Bg_,...,By € Bj_,,..., By, com B;, B € A,_; [X,],

satisfazendo a férmula (23). Entéo
(Bi-1 — Bio)(d+7) " + ..+ (By — BY) (d+7) + (Bo — By) =0.
Desta forma, ¢é suficiente mostrarmos que, para todo k € N, se tivermos
Bi(d+7)+ ..+ B (d+7)+ By =0,

onde B—,- €A, [X 1] para todo ¢, entao E,- = (0 para todo i. Mostraremos isto
por inducao.

Para k = 0 o resultado é 6bvio.

Seja k > 0 e suponhamos que o resultado é valido para k. Suponhamos

ainda
Bin (d+7) + Be(d+7)*+ ...+ By (d+7) + By =0, (25)
onde Eg € An_1 [X;) para todo ¢; por (24), podemos escrever
0 = B (B +C@d+) +..+Cd+7) + Co)
- i Bi(d+7),
i=0

onde C; € A,_; [X;]. Ou ainda, a expressdo acima se reescreve na forma

By105 + termos com ordem em 8; < k + 1= 0. (26)
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Desta forma, olhando para a expressdo (26), a tinica parcela que envolve 9 ™

€ a primeira. Assim, por (21), concluimos que Bjy.; = 0 e, portanto,

Agora basta aplicar a hipétese de indugdo para concluir que B;=0 para

todoi. m

Corolario 60 Sejad € A, uma derivagao da formad = Oy +a90x+...+0, Oy,
onde as, ...,a, € K [X]|. Entdo, para cada v € K [X], temos que o conjunto

{(d +~)™, m € N} € também uma base para o A,_,[X,|—mddulo livre A,,.

Nos lemas anteriores, nés consideramos operadores d + -y tais que o coe-
ficiente da derivagdo parcial 0; em d era, exatamente, 1. Para os préximos
dois resultados, nao precisaremos desta hipdtese e, para chamar a atencao
para este fato, utilizaremos a nota¢do S = d + v para denotar um operador

de ordem 1 qualquer (isto é, quando d é uma derivacéo qualquer).

Lema 61 Sejam S um operador de ordem 1 e R € A,_, [X,| um operador,

com ord(R) > 0, tais que
p[S,R] =nR (27)

para algum p € K [X]" ene K[X].
Entéo, existem R € An_1[X1], com ord(R) = ord (R) e 7 € K [X], tais
que
[S, IFE] = k.
Prova. Escrevamos R na forma

N
R= ) P00,

i'_!-i-...‘]'in =0

70



onde pi,..i, € K[X]. Dai, se wy denota o méaximo divisor comum dos

polinémios p;, _;, em K [X], podemos reescrever R na forma R = woR,

nao existindo agora fator irredutivel comum a todos os coeficientes de R.

Reescrevendo (27), obtemos
1[S, R] = nwoR

e, como y € K [X]", podemos concluir que todo fator irredutivel de p é

também fator irredutivel de nwy. Assim, podemos escrever
nwo = K
para algum ¢ € K [X]. Dai, podemos concluir que
[S,R]=¢R
ou, ainda,
[S, wgﬁ] = R.

A idéia agora é eliminar wg na expressao acima. Para tal, observe que
(R = [S,woR| 72"
= [Siwo] B+wo S, 1"%] .
Assim,

g [s, f%] = (¢ = [Su]) R=2E (28)

onde, dado o Coroldrio 30, A € K [X]. Novamente pelo fato de nao existir
fator irredutivel comum a todos os coeficientes de R, temos que wq divide
), ou seja, A = fjwo para algum 7) € K [X]. Desta forma, eliminando wp na

expressdo acima, obtemos
[S, f%] - #R.
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Finalmente, resta apenas observar que, como R = woR, é claro que R

tem mesma ordem que R. m

Observagao 62 E interessante observarmos o que aconteceria se a condi¢@o
‘ord (R) > 0” fosse simplesmente suprimida das hipéteses do lema anterior.
No caso em que R fosse uma constante nao-nula, teriamos [S,R] =0 e,

portanto, necessariamente n = 0. Bastaria entao tomar ) = 0 para obtermos

o resultado.
Jd no caso de R ser um polinémio nao-constante, teriamos (utilizando
as mesmas notagées da demonstragdo acima) R = wg € K [X|\K (isto €,

R= 1, também um operador de ordem zero) e, por hipdtese,

1 [, wo] = muwy, (29)

com u,n € K [X] e #0. Como [S,wp) € K [X], teriamos que p divide nw;
dai:

- se j dividisse n, obteriamos, cancelando p,
[S:wO] = '??&-’0; com ﬁ = K[X] 1

o que completaria a prova;
- ™as no caso em que p ndo divide m, € impossivel chegarmos a uma

expressdo da forma
[S, wo] = Tiwo,
jd que isto implicaria, reescrevendo (29):
LTwe = Nwo,

ou ainda,

absurdo, jd que p ndo divide 7.



O Lema a seguir explicita restrigdes ao operador de ordem zero, bem

como ao polinémio p, para que um resultado andlogo possa ser garantido:

Lema 63 Sejam S um operador de ordem 1 ep € K [X]\ K, digamos, com
graux, (p) > 0. Suponha que

g[S,p] = hp (30)

para algum g € K [Xy,...,Xn1]" e h € K [X].
Entdo, ezistem p € K [X]\K, com graux, (5) > 0, e h € K [X] tais que

[S:ﬁ] = Eﬁ

Prova. Expressemos p como um polinémio em X, :

N £
=) aX,

i=0

com ¢; € K [Xi,..., Xn—1] para todo i, e escrevamos p = wqp, onde wy € o
mdc dos polindmios ¢; em K [Xj, ..., X,_1], ndo existindo, portanto, fatores
irredutiveis de K[Xi, ..., Xn—1] comuns a todos os coeficientes de f. E claro
que grauy, (p) = grauy, (p). Ainda, por (30), é claro que g divide hp = hwgp.
Entao, pela definicdo de p, g divide hwy, digamos,

hwo = g¢
para algum ¢ € K [X]. Assim,
g[S, wob] = g[S, p] = hp = hwop = g(p,
donde

[S, wop] = (P
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Agora, com raciocinio andlogo ao que foi utilizado nesta etapa no Lema

anterior, chegamos a

Wo [S,ﬁ] = /\ﬁ

para algum A € K [X]. Como wy € K [X}, ..., Xn-1] €, por construgdo, néo
existem fatores irredutiveis comuns a todos os coeficientes de p (visto como
um polindmio em K [Xj, ..., Xp—1] (X»)), concluimos que wy divide A, ou seja,

A = hwy para algum k € K [X]. Desta forma,
wo [S, 5] = Xp = hwop,
donde
[S,5] = hp,

0 que completa a prova. m
Lema 64 Seja d € A, uma derivagdo da forma d = 8, + 202 + ... + Gn0hn,
onde oz, ...,0n € K [X], e sejam v € K [X] e R € A, [X;]. Se

[d+7,R] =nR

para algum n € K [X], entdo, para todo m € N, temos:

(@)™ Rl = 3 Beld+ )+ 3 Culd+7)*R,

onde B;, C; € An_1 [X1] para todo i € {0,...,m — 1}.

Prova. Mostraremos este resultado por indugédo sobre m. Para m = 1,
temos, por hipétese, que [d + 7, R] = nR. Neste caso, tomando By = 0 e

Cp = 1, temos a validade da afirmagao.
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Suponhamos agora que m > 1 e que o resultado é vélido para m. Entdo
existem E;, F; € A, [Xi],7=0,1,...,m — 1, tais que
[(d+~)™*, R] = (d+7)™"'R— R(d+ 7)™
= (d+7)d+)"R~-R(d+y)™"

= (d+7) (RA+")™+[(d+7)™ R]) — R(d+~)™ "

= (d+7) (R(d +3)™ + mi Ec(d+7)*+ mzh: Fi.(d+ 'y)kR)

k=0 k=0
—R(d +v)™*!
m—1
= (d+7RE+7)"+ Y ([@d+7)E(d+7)"
k=0

3

+ Y (@d+Fd+7)*R=R(d+y)"™" &
0

=
1

m—1
= (R(@d+7)+7R) [@d+7)™+ 3 (d+7)Ee(d+7)*
k=0
m=-1
+Z(d‘FT)Fk(d—l—r}z)kR_R(d_l_,y)m-ﬂ-
k=0

Pelo Lema 57, existem B Eel. [X,] tais que

[(d+7)™",R] = RA+7)™" +nR(d+7)"
2 (B(d+7) +E) (d+)*
Zi: (Fe(d+7)+F) @+ R=R(d+7)"™"
= pR(d+7)" +§ (Ek (@+7) + Bi) (@+7)*
+r§ (Fk (@+7)+F) @+ R
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Assim, reagrupando os termos da expressao acima, obtemos que o comutador

[(d+ y)™ 1, R] se escreve na forma

> Bi(d+v)"+ ) Ck(d+1)"R, onde B;,C; € Ay [X1],
k=0 k=0

c.qd. m
Antes de enunciarmos o Lema a seguir, que serd 1til na demonstragao do
teorema principal desta segao, salientamos que, se d € A,, é uma derivacao,

v€ K [X] e R€ A, [Xi], entdo, pela Proposicéo 26,
ord(|d + 7, R]) < ord(d +v) + ord(R) — 1 = ord(R),
nao ocorrendo necessariamente igualdade. No entanto:

Lema 65 Seja d € A, uma derivagdo da forma d = 0y + @202 + ... + @0h,
onde az € K[X1,X5],...,an € K[X1,X,], € sejam v € K[X] e R €
A, 1[Xy]. Seord(R) = N entdo os multi-indices de comprimento N das
parcelas envolvidas em [d + «y, R] jd ocorrem nas parcelas envolvidas na ez-

pressao de R.

Prova. Escrevamos R na forma

N
R= ) Duinls 0, (31)
1:2+A..+i-nv_—0
onde p;,,. i, € K [X]. Entdo
N ‘ '
[d+v.R] = z (01, Pis,...in 0 05|
ig+...+in=0

N n
& Z Z[asas,p,@,..‘,f,ﬁ%’---ai“]

io+...4in=0 s=2

N
* 2 [7, P dn (9{?...8,';“] (32)

to+..+in=0
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Queremos analisar os termos de ordem N em [d + <, R] que néo neces-

sariamente se cancelam.

Inicialmente, observe que, se denotarmos, por um momento, p;,...;, Sim-

plesmente por p, teremos

[61,p832...00) TTE p[0y, 622...8i] + (81, p) B0k
=0
Frees® o (p)ai2...o0n,

N io i - B
demodoque ) ;. . g [0y, pD3 ...8,;‘] s6 envolve mondémios com ordens que
ja séo envolvidas na expressao de R; em particular, as parcelas de ordem N

nesta expressao serao

> 01 (piy,..in) 0.5 (33)

o4 Fin=N

E, para s = 2, denotando novamente p;,, ;. por p, temos,

(000, pO2...0"] = o0up0F... 000 — pOR..Orandy B

= 0 (py + 2 (p)) Bi2...00n — POF...8ir By >N

= plT1OP...0i" + 0202 (p) 8.0
PO s 0,0... O a2€K[X1,X2] eProp.16

= 0ppd2tIOR. .0 4+ a0, (p) 0.0
—p(a0271033...05 + 1202 (r2) B3...0 + parcelas
de ordem menor do que i + ... + ip)

= 0, (p) 82...0" — pisds (o) 0.0 + parcelas

de ordem menor do que iy + ... + ip).

Assim, as parcelas de ordem N que aparecem em

N
E (282, pis....in 052 ... 07
i2+...+in=0
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D> (0282 (Pia,...n) — 12Pin,...inO2 (@2)) O2...00) . (34)

is4...tin=N

Analogamente, pode-se mostrar que os termos com ordem N em

N

5 (o],

to+...+in=0

onde j = 2,...,n, sao:

Y (05 (Piy.in) — 1sPis,..005 (0)) O ..85) . (35)

i2+...+in=N
Note que ord ([, Pig,...in057.-0]) < d2+ .+ —1 < N — 1 (veja
Proposicao 26 (ii)). Entao, por (33), (34) e (35), concluimos que os termos

com ordem N em (32) sdo:

3‘2 +---+£n =N

Y, (31 (Pizysin) + D (@05 (Bin,..n) = 41Pi.... 05 (%‘))) 5.0

.....

i=2
em (32) também o é. Assim, os multi-indices de ordem N com coeficientes

nao-nulos que eventualmente aparecem em [d + 7, R], j& aparecem em R. m
Definicao 66 Seja D um operador em A,. Um elemento

Re A [Xi)\K
é dito um operador de Darbouz para D em A,_; [X;], se

[D,R] € K [X]R.
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Teorema 67 Seja d uma derivagdo da forma d = 8, + a0 + ... + 0y,
onde ay, ...,on € K [X], e sejay € K [X].

(i) Se A,.(d+7) € um ideal ¢ esquerda mazimal de A,, entdo d+~ nédo
possui operadores de Darbouz em A,_, [X].

(it) E, quanto d reciproca: se a; € K [X1,X5],...,an € K [X1,X,] e,
além disso, d + y ndo possui operadores de Darbouzr em A,_; [X,], entdo

A,.(d+7y) é um tdeal mazimal de A,.

Prova. (i) Seja R € Ap—y [X1]\ K. Queremos mostrar que [d + v, R] ¢
K [X]R.

Sendo A,.(d + 7) um ideal maximal, entdo, pelo Lema 58, para tal
R, existem U,V € A, tais que

U(d+7v)+VR=1.

Pela igualdade acima, vemos que, se ords, (U) = m, entdo necessaria-

mente ordy, (V) =m + 1. Escrevamos U e V na forma:

—

U = Dmain+---+‘5lal+ﬁ0:
V = EBaudmtie.+ B8+ B,

onde 5,-, EJ- € A1 [X4], :'jm # 0, E’mﬂ # 0. Usando o Lema 59, segue que

podemos reescrever U e V' na forma:

U = Dp.(d+~7)™+..+ Di.(d+7)+ Dy,
= Epu.(d+7)™ + ...+ E1.(d+7) + Eo,

onde Di: EJ € An—l [Xl]‘l Dm 75 0: Em+1 # 0. Logos

m m—+1
1=U(d+7)+VR=> Du(d+7)"*" +)_ E.(d+7)R  (36)
k=0 k=0
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Suponhamos que [d + v, R] = nR para algum 5 € K [X] e verifiquemos

que isto nos leva a uma contradi¢do. Segue do Lema 64 que

[(d+7)™ Rl =" Bi(d+7)*+ zm: Cr(d+7)*R,
k=0 k=0

onde B;, C; € A,-1 [X)]; donde

(d+ ™R = R(d + 7)™ + i Bi(d+7)+ Y Cud+7)*R.  (37)

k=0 k=0
Reescrevemos, entdo, (36):
m m+1
1 = Di.(d+7)!+ > Ee(d+7)R
k=0 s
m—1 m
= > Di(d+7)*' + ) E(d+7)*R+ D (d+7)™"
k=0 k=0
+Bms (d+7)™ R7H
m—1 m
= Y Di(d+ 7+ Ei(d+7)*R+ D (d+4)™
k=0 k=0
+Em(R(@+7)™" +) " Bi(d+7)*+)_ Ci(d+7)*R)
k=0 k=0
= (Dm+BnaR) (d+7)™ + Y Bu(d+7)*+ > Ci(d +7)*R).
k=0 k=0

Como ordp, (1) = 0, temos necessariamente
Dp+ EpaR=0

(note que, como &, se faz presente unicamente nos fatores d + v, é do termo
(D + Ems1R) (d+ )™ que sairia o tinico termo de maior ordem em ;).

Assim,

Dp.(d+7)™" = —EnnR.(d +9)™". (38)
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Reescrevemos agora a expressao (36):

m+1

1 = Ud+9)+VR= ZDk @d+7)+ > Ep.(d+7)'R

k=0 k=0
m—1

= ZD" (d+7)F! + ZE" (d+7)*R + Dpp.(d + 7)™
k=0 k=0

+Eman.(d+ 7)™ R T

m—1

= > Di(d+7)*+ ZEk (d+7)*R — EpayR.(d + 7)™
k=0 k=0
+Ep41.(d+7)""R
m—1
= ZD" (d+7 k*l—t—ZEk (d+v)*R
k=0 k=0
+Ems1 ((d+9)™"R— R(d+7)™)

m—1

- ZD" (d+7) k+1+ZEk (d+7)* R+ B [(d+ 7)™, R].

k=0 k=0

Usando (37), podemos reescrever a expressao acima e obter

m—1
1=U(d+7)+VR=)_ F( d+'yk‘“1+ZGk (d+7)R
k=0 k=0

para alguns F, Gy € A, [X;]. Esta expressdo tem a mesma forma de (36),
mas ela envolve apenas as poténcias (d + '}')i com ¢ < m, € ndo mais até
m+ 1.

Repetindo o raciocinio m vezes, chegaremos a

1 = U(d+9)+VR=F(d+7)+GoR+ Gy (d+7) R “E®

= Fy(d+7)+GoR+ G, (R(d+7)+nR)
= (Fo+GiR)(d+7)+ (Go+nG1) R=GoR,

pois novamente, como ordp, (1) = 0, necessariamente Fy + G, R = 0.

Logo,



donde concluimos que R € K, uma contradigdo. Portanto, [d+ <, R] €
K [X]R.

Agora provaremos (77). Para tal, vamos mostrar que, dado d + 7 como
na hipétese e R € A,_;[X3]\{0}, temos A,. (d+ )+ A,R = A, e, portanto,
pelo Lema 58, segue que A,.(d + ) € um ideal & esquerda maximal de A,.

Suponhamos, inicialmente, ord(R) = N > 0. Essencialmente, a de-
monstragao consiste em, a partir de R, exibirmos operadores pertencentes
a An.(d+v) + A,R de ordem cada vez menor, o que culminaréd no fato de
que (A,.(d +7v) + A,R)N(K [X]\ {0}) # 0. Em seguida, continuando o pro-
cesso, iremos expor operadores em K [X|] de grau cada vez menor, chegando,
finalmente, a (A,.(d + ) + A,R)NK* # 0, donde poderemos entdo concluir
que A,. (d+v)+A,R = A,. Veremos ainda que a demonstragao para o caso
ord(R) = 0 saird como parte deste processo.

Escrevamos R na forma:

,,,,,,,,,,

t2+4...+in=0
sabendo que algum pj, . in,, COM iz, + ... + in, = N, € néo-nulo.
Como ord([d+~,R]) < ord(d+7) +ord(R)—1=1+N—-1= N,

também podemos escrever [d + v, R] na forma

N
d+7Rl= Y. G050, onde gi,.i € K[X].

io+...+in=0
Definimos agora o operador

—

R= Digg eeeving [d+~,R]— Pong e ing R.
E claro que o coeficiente de 6;2"...6:,"“ em R é o polinémio nulo. Afir-

mamos que, no entanto, R é ndo-nulo. De fato, caso contrario, teriamos
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Pizgywing [d+ 7, B] = Gizg,...ing 1, donde, pelo Lema 61, poderfamos obter um
operador de Darboux para d++y em A,_;[X)], o que ndo existe, por hipétese.

Assim,
0< ord(ﬁ) < N.
Observemos igualmente que
R = Pizguning 14+ 7, B] — ing-.sing B2
= Pizgying (A + 7R = R(d+7)) = Qing..ing B

= Pigying G+ V)R~ Pigg -.iing I1- (@)~ G s 2

= (—Psgo....,snoR) {d+%) — \(Pizu,...,;',,o (d +fy) — Qz‘za..-.,inﬁ)JR

Ehn Ehn

Portanto, encontramos em A, (d +4) + A,R um operador ndo-nulo R de
ordem menor ou igual a N, mas tal que o termo 8;2" ..o (que tem ordem N
e que efetivamente aparecia em R) ndo aparece em R (isto é, tem coeficiente
nulo).

Deste modo, se R possui outro termo com ordem N (isto é, se R ain-
da tem ordem N) podemos repetir o processo acima, com R no lugar de
R, eliminando também este outro termo de ordem N de R. Salientamos
que, devido ao Lema 65, o processo acima ndo permite o aparecimento de
outros termos de ordem N além dos j envolvidos em R (ou, agora, em R)
ou, em particular, o reaparecimento dos termos de ordem N que eliminamos
anteriormente.

Assim, apds um nimero finito de repeticdes deste processo, produziremos
um operador ndo-nulo em A,.(d +~) + A, R com ordem estritamente menor
do que N. Repetindo entdo o processo para este operador de ordem menor

do que N tantas vezes quanto necessario, chegamos a um operador nao-nulo
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de ordem zero em A,.(d + ) + A, R, ou seja:
(An-(d+7) + AnR) N (K [X]\ {0}) # 0. (39)

Seja entdo p € A,.(d+7)+A, R um polinémio ndo-nulo com o menor grau
possivel em X, digamos, m. Se m for estritamente maior do que zero, entao,
pelo algoritmo euclidiano usual aplicado a [d + v, p] = d(p) e p (considerados

como elementos de K (Xj, ..., Xn—1) [X,]), temos que

i T
d+7pl==p+—, 40
] = Pk (40)

onde n,,71 € K[X1,..., Xn-1, Xn), 3,72 € K[X1, ..., Xn21]\{0} com 7 /7y =
0 ou grauy, (r1/r2) < graux, (p).

De (40), obtemos, pondo t = 7,72 € K[Xj, ..., Xn-1]\{0},

td+~,pl=np+r,

onde 1,7 € K [X] e graux, (r) < graux, (p) ou r = 0. Afirmamos que,

necessariamente, r = 0. De fato,

r o= tld+v,p]—np
= t((d+7)p—p(d+7)—np
= —tp(d+7)+ d+7v)—-n)p
= po(d +7) + qop,

onde py, go € A,. Ainda, como p € A,.(d +7) + A, R, podemos concluir que
também 7 € A,,.(d + 7v) + A, R. Assim,

r € (An(d+7) + AR NK[X],

de modo que, se r fosse ndo-nulo, terfamos necessariamente grauy, (1) <

graux, (p), o que iria contrariar a minimalidade do grau de p em X, como
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elemento nao-nulo do conjunto (A,.(d +v) + A,R)N K [X]. Portanto, r = 0

e

td+~,p| = np,

com t € K[Xj,...,Xn-1]\{0}, 0 que também é uma contradi¢do, pois, pe-
lo Lema 63, obteriamos, assim, um operador de Darboux para d + v em
An_1[X).

Logo, 0 = m = grauy, (p).

Desta forma,
P E (An.(d+7) +AR) N (K [ Xy, ..., Xn-1) \ {0}) .

Queremos agora repetir o argumento para as demais indeterminadas e
concluir que p é necessariamente um polinémio que s6 envolve X;. Mas, para
tal, precisamos nos certificar que é possivel aplicar o Algoritmo da Divisdo
para [d+7,p] e pem K (X, ..., Xp—2)[X,-1]. Em outras palavras, precisamos
garantir que [d + 7, p] ndo envolve X,,. E, de fato, como p ndo envolve X, e

pela hipétese feita sobre os a's, temos

[d+7,p] “=* d(p)
= al(p) + 05252(?3) Tt an—la —1(P) EK [Xl, ...,Xn_l] 2

Isto nos permite repetir o raciocinio acima, dividindo [d + v, p] por p em
K (X1, ..., Xn—2) [Xn-1] €, assim, sucessivamente. Procedendo desta maneira,

obtemos que p é um polinémio que s6 envolve X; e, portanto,

(An-(d+7) + AnR) N (K [X1]\{0}) # 0.

Mas ainda, com p € K[X;], temos
[d +v,p] = d(p) = 0i(p),
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e, assim, conseguimos também baixar o grau de p.
Repetindo este novo argumento vérias vezes, comegando com o polinémio

01 (p) no lugar de p, finalmente, chegamos & conclusio que
(An.(d+7) +AR)NK" £ 0
e, portanto, A,.(d +7v) + A,R = A,, encerrando assim a prova para o caso
ord(R) > 0.
No caso em que ord(R) = 0, ou seja, R = p € K [X]\ {0}, temos que
p=0.(d+7)+1p€A,(d+7)+ AR

Portanto, temos

(An-(d+7) + ArR) N (K [X]N\{0}) # 0

e podemos repetir a argumentagao desenvolvida a partir de (39), acima, para

concluir que, também neste caso, A,.(d+v) + A, R=A,. m

Corolario 68 Seja d uma derivacdo de A, da forma d = 0y + 05, onde
B € K [X1,Xs| esejay € K [X;y,Xa]. Entdo As.(d+7) € um ideal a esquerda
mazimal de A, se, e somente se, d+ -y nao possui operadores de Darbouz em
A [Xy].

Observagao 69 O coroldrio acima € o resultado de Bratti e Takagi (veja

[1]) generalizado para um corpo qualquer de caracteristica zero.

4.4 Maximalidade x simplicidade

A seguir, queremos mostrar que o conceito de derivag@o simples é til
para aprofundarmos a caracterizagdo dos ideais maximais de A, gerados por
operadores de ordem 1. Mais precisamente, queremos mostrar que simplici-
dade é uma condigao necessaria para que certos operadores de ordem 1 gerem

ideais maximais. Comecemos com resultados preparatorios:
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Teorema 70 Seja d uma derivagdo de K [X] da forma d = 8, + 0285 + ... +
n0On, cOM o, ...,0n € K [X], e sejay € K [X]. Se Ap.(d+7) € um ideal &
esquerda mazimal de A,, entdo nenhum ideal principal ndo-trivial de K [X]

é um d-ideal.

Prova. Suponha que A,.(d+7) é um ideal maximal de A,,. Pelo Teorema

67 (i), temos que, para todo operador R € A,_; [X;]\ K,
[d+~,R] ¢ K[X]R.
Em particular, para todo p € K [X]\ K,

[d+7,p] € K [X]p.

Como [d + 7, p) Corg0 d(p), temos que d(p) ¢ K [X]p e, portanto, pela

Proposicao 32, o ideal gerado por p nao é um d—ideal. =m

Teorema 71 Seja d uma derivagdo de K [X| da forma d = 01 + a8y + ... +
Qn0On, com o; € K [X1,..., X;] parai = 2,...,n. Entdo as sequintes afirmag¢ées
sao equivalentes:

(i) K [X] € d—simples;

(i1) Nenhum ideal principal ndo-trivial de K [X] € um d—ideal.

Prova. Pelo prépria definicdo de d—simplicidade (Definicdo 31), é sufi-
ciente mostrar que (ii) implica (i).

Por contraposicdo, suponhamos que K [X| ndo é d—simples. Seja I um
d—ideal préprio ndo-nulo de K [X].

Seja f um polinémio ndo-nulo pertencente a I e com o menor grau em
X, digamos, [.

Se | > 0, entdo, pelo algoritmo da divisdo usual aplicado a d(f) e f

considerados como elementos de K (X3, ..., Xn-1) [Xx] , temos que
ga(f) =hf+r
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para certos g € K [Xi, ..., X,1]\ {0} e h,7 € K [X], com grauy, (r) <l =
grauy, (f) our =0.

Dai, como f € I eI éum d-ideal, temos r = gd (f)—hf € I. Pelo caréter
minimal com que foi tomado f em I, concluimos que, necessariamente, r = 0.

Assim,

hf =gd(f)=gld. f].

Mas entdo, pelo Lema 63, existem h € K [X] e f € K [X]\K com grau(f) >

0 tais que

7] =4
ou ainda

d(f) = hf,

e, portanto, pela Proposi¢ao 32, o ideal principal gerado por f é um d—ideal
néo trivial, j4 que grau(f) > 0.
Agora, se | = graux, (f) = 0, entdo I N K [X, ..., Xn—1] # (0). Como

a; € K [X;, ..., Xi], temos
d |kix1,Xnoa] (K [X1; 00y Xna]) € K [Xy, ey Xnma]

ou seja, d |k[x,..X._,) € uma derivagdo de K [Xj,...,X,_1]. Neste caso,

repetimos o argumento supondo, inicialmente,
m = graux,_, (f) >0

e aplicando o algoritmo da divisdo para d(f) e f considerados agora como
elementos de K (X1, ..., Xn—2) [Xn-1] . Novamente concluiremos, apés um pro-
cesso andlogo ao exposto acima, que existe um d—ideal principal nao-trivial
de K [X].
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Supomos, entdo, | = m = 0 e s = graux,_, (f) > 0, repetindo o argu-
mento pela terceira vez. E assim por diante.

Apés um nimero finito de repeticdes deste procedimento (n — 1 vezes,
para sermos mais precisos), obteremos que ou existe um d—ideal principal

nao-trivial de K [X], ou
INK[X;] #(0).

Mas isto € impossivel, pois, como d |g(x,)= 01, temos, por um lado, que

I N K [X1] é 0,—estével e, por outro, que K [X;] é §;—simples. m

Corolario 72 Seja d uma derivagdo de K [X| da forma d = 0y + a20; +
e +0n0p, com oy € K [Xy,..,Xi] parai = 2,..,n, e sejay € K[X]. Se
An.(d+ ) € um ideal a esquerda mazimal de A,, entao K [X]| € d-simples.
Em particular, para n = 2: se Ay.(d + ) € um ideal mazimal de A,, entéo

K [X3,X5] € d-simples.

Prova. Suponhamos que A,.(d + 7) é um ideal maximal de A,. Pelo
Teorema 70, temos que K [X] ndo possui ideais principais ndo-triviais que

sejam d-ideais. Dali, pelo Teorema 71, K [X] é d-simples. m

Este 1ltimo resultado nos da um ponto de partida na procura de ideais
maximais principais de A (K') gerados por operadores de ordem 1: as deriva-
coes simples de K [X;, X5] da forma d = ) + ax8; com az € K[X;, X5]. A
questdo que naturalmente se impde, neste caso, é: dada uma derivagao
simples d de K [X;,X>), existird sempre uma perturbagio v € K [X, Xo]
que torna A,. (d + ) um ideal maximal de A,?

Mais geralmente, a partir do Coroldrio acima, somos levados também a

seguinte conjectura:
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Conjectura 73 Sejad = 0y +a;0;+...+a,0, uma derivagdo de K[X], com
a; € K[X] para cada 1, tal que K[X] é d-simples. Entdo, eriste v € K[X]
tal que A,.(d + ) € um ideal mazimal de A, (K).

No préximo capitulo, veremos que, de fato, esta conjectura é verdadeira

no caso em que n = 2.
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5 IDEAIS MAXIMAIS DE A (K)

Retomamos agora a discussdo sobre a existéncia de ideais maximais prin-
cipais a esquerda de A, (K). J4 verificamos que as derivacdes ndo geram
ideais maximais de A, (K) se n > 2 (Proposi¢do 51). Nosso préximo pas-
so sera pesquisar se operadores do tipo d + 7, onde d é uma derivacdo de
K[X,,X,] da forma d = 8, + 30, com 3,7 € K[X, X2], podem gerar ideais
maximais de A, (K).

A questdo que naturalmente pode ser colocada é:

Questao 1: Existirdo operadores do tipo d + v que geram ideais maxi-

mais de A, (K)?

A resposta a esta questao é afirmativa: Coutinho [3], em 1997, partindo de
uma derivacéo d de K[X] que o torna d-simples, encontrou uma perturbagéo
v € K[X] tal que o ideal & esquerda A,.(d + 7) é maximal. Aparece ai,
entdo, pela primeira vez, uma forte relagdo entre d-simplicidade de K[X] e a
existéncia de ideais maximais principais de A,. Esta relacao é bem explicitada
no Corolério 72, devido a Lequain, Levcovitz e Souza Jr. (7].

Naturalmente, a proxima questao passaria a ser, entdo, caracterizar todos
os operadores da forma d + -y descrita acima que s&@o geradores de ideais
maximais de A, (K). Levando em conta o Coroldrio 72, um ponto de partida
seriam as derivacoes simples (pelo menos nos casos em que tivermos d =
01 + 20y + ... + @0y, com q; € K [Xi, ..., X;]). Dai surge, naturalmente, a

seguinte conjectura:

Conjectura 74 Seja d = 8 + 20 + ... + a0, uma derivagao de K[X],
com o; € K[X] para cada i, tal que K[X] € d-simples. Entdo, eziste uma

perturbagdo v € K[X] tal que A,. (d +~) € um ideal mazimal de A, (K).
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Neste capitulo, provamos a validade desta conjectura no contexto da
Algebra de Weyl A, (K), isto é, quando n = 2. Mais precisamente, mostraremos

que:

Teorema 75 Seja d = 8, + 82, com B € K[X1, Xz], uma derivagdo de
K[X1, Xs]. Entdo as sequintes afirmagées sdo equivalentes:
(i) d € uma derivagao simples de K[X, Xa];
(11) existe v € K[X,, X5] tal que As. (d+v) € um ideal mazimal de As;
(iii) eziste € € {—1,+1} tal que As. (d + £X5) € um ideal mazimal de As.

Mostraremos também que a condi¢@o (i) acima, a saber, “c € {—1,1}"
é 6tima, no sentido de que néo pode ser substituida por apenas “e = —1” ou
o

Vejamos, inicialmente, um lema técnico envolvendo a derivagao presente

no teorema acima e que sera util nas secoes subseqiientes.
Lema 76 Seja d uwma derivagdo de K[Xy, X5 da forma
d= 61 =+ ;882:

com B € K[X1,Xs). Entdo, para todo t € N e para todos p,y € K[X1, Xa],
teremos:
() 16908) = ((6) ~ 1902 (8) 0~ X €05 (8) 05
(i) [d + v, pd3] = (d (p) — tpde (8)) O —
o} (0™ (0) + A () &7
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Prova. (i) Temos:

(ii)
[d + v, pd%]

cqd. =m

[d,p0%] 2" p(d, &) + [d,p) &
p [0y + 58,,05) + [d,p] &

p ([61; a;] 4= [5@2’(9;}) = E [d‘ p] 3; LEH_i_aZQ
——

=0
D [Baz,ag] +d(p) & Prop.16 (iii)

t—1

—py Ci*6i (8) 657 +d(p) 0%

=0

t—1
—~ptd, (8) 85 —p > CIT05™ (8) 85 + d(p)

i=1

t—1
(d(p) — tpd2 (B)) 85 —p > CITo™ (8) 857

Jj=1

.98] + [y 5] 0P8
t=1
(d(p) — tpd; (8)) 35 — Z Cg'i‘lag-g-} ) paé_j
=1
t | .
-p) _Cl&(v) 857
Jj=1

(d(p) — tpd2 (8)) 8 —p Y (CIT'85™ (B) + Cids (v)) 857,

Jj=1

Para provar o Teorema 75, precisaremos antes abordar um caso particular,

a saber, o caso em que grauy, (8) = 1. Esta parte do trabalho é o assunto

da préxima se¢o e baseia-se em Lequain [5].
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5.1 Prova da conjectura para o caso n = 2 e d uma
derivagao da forma 8,+(aXs + b) 8>, com a,b € K [X]]

Nesta secdo, mostraremos que se a,b € K [X;] sdo tais que d = 9, +
(aXs + b) 0, é uma derivagao simples de K [X;, X»], entdo o ideal As. (d + X5)
é um ideal maximal de A,. Iniciaremos com uma série de resultados preli-
minares que apoiarao a prova deste resultado. O primeiro deles é um lema
devido a Shamsuddin [9] e que relaciona simplicidade com nao-existéncia de

solucao para uma equacao diferencial:
Lema 77 Seja d uma derivagio simples de K (X1, X»] da forma
d =01 + (aXz + b) 0y,
coma,b € K [X,]|. Entdo a equagdo
d(Z)=aZ+0b
ndo tem solugdo em K [X;].
Prova. Suponhamos que existe ¢ € K [X;] tal que
d(c) =ac+b.

Vamos mostrar que neste caso d ndo é simples. De fato, consideremos o

ideal I = (X3 — ¢) K [X}, X2|. Teremos:
d(Xa—c) = d(Xz)—d(c)
— 5; (XQ) e (CIXQ =+ b) 82 (XQ) —-d (C)
= aXys+b—(ac+b)
= aXq—ac
= G(Xg—C)E(XQ—C)K[Xl,XQ]-_—I.
Portanto, pela Proposicdo 32, I é um d—ideal préprio de K [X;, Xo|. =
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Lema 78 Sejam u,v,q,r € K[X,], com u # 0, tais que

v=uq+T7, (41)
com grau (r) < grau (u).
Seja f € K[X,]. Entao f € uma solugdo da equagio
Z'=uZ+v (42)
se, e somente se, f + q € uma solugdo da equagdo
Z'=uZ + (¢ +7r). (43)
Prova. De fato,
f € KI[Xj] é solucdo de (42)
& f=uf+v B uf +ug4+r "B
& f'+d=uf+ug+r+q
e (f+9 =u(f+q+d+7
< f + g é solugdo de (43),
0 que completa a prova. =
Lema 79 Sejam u,v € K[X;], u # 0. Considere a seqiiéncia de igualdades:
v=uq + T

q’1=u({2+1‘2

g = u0 + 741,
onde qy, ..., G¢, T1-., Tes1 € K[X1], grau (r;) < grau (u) para todo i e q; denota
a derivada formal de ¢; em K[X;].
Se u € K* entdo:

ZT,':D.

1=
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Prova. Suponhamos que u© € K*. Temos entéo:
v=1u (ﬁ’U) + 0, ou seja, r; = 0;
(%v)’ = iv’ =1Uu (;%57}’) + 0, ou Seja, Ty = 0=

n

(L) = Lv" =u(%v") +0, ou seja, r3 = 0;

0 = u0 + 0, ou seja, 1147 = 0;.
t+1
Assim, > r; =0. =
i=1
Lema 80 Sejamu,v € K[X;], u # 0 e consideremos a segiiéncia de polinémios
T1,...,Tes1 obtida no Lema 79.
As sequintes afirmacées sGo equivalentes:

(i) A equagdo Z' = uZ +v tem solugdo em K|[X;);
t+1

(‘Z.?,) ;’ﬁ' = (.

Prova. Seja f € K[X;]. Aplicando sucessivas vezes o Lema 78, temos:

v=uq+r1
—

fésoluciode Z/ = wuz+v

f+aq ésolugdode Z' = uZ+ (¢;+71) g tri=uga+ra+ry

f+a+qésolugiode Z' = uZ+(gu+r1+712) <=

de modo que, apés a t—ésima etapa, obtemos:

t
fésolucionde Z' = uZ+ve f+ Zqi é solucdo de
=1
t+1

t
& e UZ+Q;+E'P,; ='U.Z+Z'.-"i.
i=1

1=1

Notemos que

t+1
grau (Z r,-) < grau(u),

=1
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pois, para cada i, temos grau (r;) < grau (u). Daf:
t+1
- se grau (u) > 1, entdo, por razdes de grau, a equagao Z' = uZ + > r;

i=1
t+1
tem solucdo em K[X,] se, e somente se, Y r; =0 e a solugéo é o polinémio
i=l1
nulo;
~ t+1
- se grau (u) = 0, entdo r; = 0 para todo 7. Logo, > r; = 0 e, portanto,
i=1
t4+1

0 é solugdo de Z' =uZ + ) 1.
i=1
Concluimos que existe em K [X)] solu¢do para Z’' = uZ + v se, e somente

t+1

se, > . r;=0.m
=1
Proposicao 81 Seja d uma derivagdo de K [X;, X5 da forma
d =01 + (aXz + b) 02,

coma,b € K [X;]. Se d é simples entdo:

i) a #0;

i) se Ty, ...,Te11 denotam a seqiiéncia de polindmios obtida como no Lema
79 a partir deu=a ev = b, entdoﬁn # 0.

Prova. Vamos mostrar (i) por contraposi¢ao. Suponhamos que a =0 e
denotemos por [ b o polinémio de K[X,] cuja derivada é igual a b. Considere-

mos o ideal préprio I = (X, — [b) K[X;, X>]. Temos entéo

(5 ) = (=) s )

-b+b+0=0€l,

II

donde I é um d—ideal préprio e, portanto, d nao é simples.

Provemos agora (ii). Pelo Lema 77, se d é uma derivagéo simples de
K[X1, X2), entdo a equagdo d(Z) = aZ + b ndo tem solugdo em K[X;|. Ou
seja, a equagio Z' = aZ + b nao tem solugdo em K[X;]. Pelo Lema 80,

t+1

Z:Ti -'/—' 0. m
i=1
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Corolério 82 Seja d uma derivagdo simples de K [X,, X5] da forma
d =0+ (aX2+b) 0o,
coma,b € K [X;]. Entdo, grau(a) > 1.
Prova. Como d é simples, entdo, em decorréncia da proposi¢ao anterior,
a # 0 e ainda, considerando a seqiiéncia de polinémios 71, ...,7e41 € K[X}]

t+1
obtida como no Lema 79 a partir de u = a e v = b, temos ) r; # 0. Desta

=1
forma, pelo mesmo Lema 79, temos, necessariamente, também a ¢ K* e,

portanto, grau(a) > 1. =
Lema 83 Seja d uma derivagao de K (X, X>] da forma
d= 0 + (aX2 + b) Os,
coma,b € K [X;]. Entdo, para cada v € N*,
[d, 03] = —rad3, ou seja, 85d = dO; + rad;.

Prova. B conseqiiéncia do Lema 76, dado que, quando 8 = aXs + b e
p=1, teremos &; () = 02 (aX2+b)=a e05(3) =0ser>2. =

Lema 84 Seja d uma derivacdo simples de K (X1, X5] da forma
d=0, + (aX2+b) 0y,
coma,b € K [X;]. Seja g € K[Xy,X,] tal que
d(g) =ug +v,

com u € K[X3], v € K[X,, Xa], graux,(v) =t > 0. Entao:
(i) 857 (9) € K;
(i1) 8571 (g) = 0 se u # (t + 1)a.
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Prova. Aplicando 8;™ na igualdade d(g) = ug + v, obtemos:

o (d(g)) = O (ug +v) “E
= ubit(g) + B4 () TR

= ud;"(g). (44)
Por outro lado, pelo Lema 83, temos que:
95t1d = doE™ + (t + 1)ads™.
Usando esta expressdo em (44), obtém-se:
udst(g) = 05 (d(9)) = do5™(g) + (t + 1)ads™ (g),

ou seja,
d(0;"(g)) = dd5™(g) = (u — (t + 1)a)0;™ (g). (45)
EK[X1)

Desta forma, pela Proposicio 32, 85" (g)K[X1, X>] é um d—ideal de
K[X,, X5]. Visto que K[X;, X>] é d—simples, necessariamente este ideal é
trivial, ou seja, 857'(g) € K, o que completa a prova de (7).

Além disso, como consegiiéncia, obtemos d(85*(g)) = 0; daf, por (45),

concluimos que
(u— (¢t +1)a)d;™(g) =0,

donde 05"'(g) = 0 se u # (t + 1)a, pois K[Xj, X3] é um dominio, o que

completa a prova de (). ®
Lema 85 Sejam d uma derivagio de K [X1,X2] da forma
d= 31 s & (GXQ +b)62:
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com a,b € K [X,] e g € K[X,,X,] com graux,(g) > 1. Entdo, para cada
reN*e ca.dap (= K[X]_,Xg],

(1) |d,p85] = (d(p) — rap) 65;
(i1) [g,p85) = —rpBa(g)B5~* + termos com ordem < r — 2.

Prova. (i) De fato,

(4,p05] """ pld, 0] + [d, plog "
= pld, ) + d(p)d; “=*
= p(-rad})+ d(p)d;
= (d(p) — rap)d%.

(ii) Dado que graux, (g) > 1, teremos:

-y Prop.16 (iv = s i
l9,905] P2 —p > i (9) 85

j—l
= —rpd,(g) 8~ — Z G (g) 05~
= —rpd,(g) 85" + termos com ordem < 1 — 2,
cqd m
Lema 86 Sejam d uma derivagdo simples de K [X,, X5, da forma
d=0,+ (aXy+b) 0,

coma,b € K [X], v € K[X;1,X2] e R um operador de A, [X;] da forma

R= ipz'@%,

=0
comr > 1 ep; € K[X;, X5 para todo i, sendo p, # 0.
Se
[d+7,R|=fR (46)
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para algum f € K[X;, X,], entdo:
(i) pr € constante, digamos, p, =k, € K*:
(i) ra = —f;
(i1) p._1 € uma solugdo para a equagio d(Z) = —aZ + rk-0a(7).

Prova. (i) Por um lado, temos

T T

d+7R] = > [dpdi] + > [v,p:0h] 22
i=0 i=0
= (d(p;) —rap,) 05 + termos de ordem <r—1. (47)

Por outro lado, o termo de ordem r de fR é igual a

fpr03. (48)

Entéo, por (46), (47) e (48), temos

d(p;) — rap, = fpr,

ou seja,

d(pr) = (f +ra)p:. (49)

Portanto, pela Proposi¢do 32, K[X;, Xs|p, € um d—ideal. Como K[X;, X5
é d—simples, concluimos que p, € K.

(ii) E claro que d(k.) = 0. Entéo, de (49), obtemos que f +ra = 0, ja
que, por hipétese, p, # 0. Logo, ra = —f.

(iii) Vamos calcular o termo de ordem r — 1 de

[d+ v, R] = Z [d! p‘sa;] iz Z [’Y:pta;] .
i=0 i=0
Em vista do Lema 85, as contribuicoes vém exclusivamente das parcelas

[d, p,._lag*l] e [y, k-03). Mais precisamente:
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— em [d, pr-1857'] , a parcela de ordem 7 — 1 &
(d(pr-1) = (r — 1)ap,—1)05 7
— em [y, k03], a parcela de ordem r — 1 é
—rk.82(7)05 7"
Assim, o coeficiente de 85~ em [d + 7, R] é igual a
d(pr-1) — (r — 1)ap,—1 — 7k, 0(7) (50)
e, como o coeficiente do termo de ordem 7 — 1 de fR = —raR é igual a
—rap,_, (51)
por (46), (50) e (51), obtemos
d(pr1) — (r — 1) apy_y — Tk:D5(7) = —rapy_y,
ou seja,
d(pr—1) = —ap;_1 + k.85(7).
Portanto, p,_; € solugdo em K|[X;, X;] para a equagéo
d(Z) = —aZ + rk:0:(7),
como queriamos demonstrar. ®
Estamos agora em condicGes de provar o resultado principal desta sec¢do:
Teorema 87 Sejam d uma derivagdo simples de K (X1, X3] da forma
d = 0, + (aX5 + b) Os,

com a,b € K [X;]. Entao A;.(d+ X2) € um ideal a esquerda mazimal de
Ay (K).
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Prova. Pelo Corolario 82, temos grau(a) > 1. Em particular, a # 0.
Dado o Corolario 68, devemos mostrar que, para todo R € A; [X;] \ K,

[d + X2, R] € K[X;, X2)R.
Se ord(R) =0, i.e., se R € K[X;, X5| \K, entao é verdade que
[d+ X2, R] ©2* d(R) ¢ K[X1, X,)R,

visto que d é simples.

Suponhamos entdo ord (R) =r > 1 e que [d + X», R] = fR, para algum
f € K[X1,X,). Escrevamos R = 3 ._,p;05, com p; € K[X;, X,| para todo
i e pr # 0. Pelo Lema 86, p, = k. € K* e

d(pr—1) = —apr_y + 7k.02(X3) = —ap,—1 + Tk-. (52)

Como graux, (rk;) = 0, entdo, por (52) acima e pelo Lema 84 (pondo

t=0, u=—a, § = p-_1), temos
Bg-H (pf—l) =0,

jAque —a# (0+1l)a=aea#0.
Assim, p,_; € K [X)] e, portanto,

d (p,-1) = 01 (Pr-1) -
Reescrevendo (52), obtemos
O1(pr-1) = —apr-1 + 7k,

o0 que é um absurdo por questdes de grau, dado que graux,(a) > 1 ek € K.

Portanto, de fato,
[d+ Xo, R] ¢ K[X3, Xo]R
também no caso em que ord(R) > 1, o que completa a prova. ®
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5.2 A prova da conjectura para n =2

Queremos nesta se¢do provar o Teorema 75, resultado que confirma a

Conjectura no caso n = 2. Apresentamos antes alguns resultados preparatérios.
Lema 88 Seja d uma derivagdo de K[X1, X,] da forma

d =0, + 0,
com B € K[X,,Xz|. Se d é simples, entdo graux, (8) > 1.

Prova. Suponhamos graux, (3) = 0, ou seja, § € K [X;]. Denotemos
por [ o polinémio de K [X;] cuja derivada é 3, e consideremos o ideal

I =(X;— [ B) K[Xi, Xs]. Temos entdo:
(5 13) = - 1) -0 (5 ]3)

= 0-8+8-0=0€l.
Logo, pela Proposigao 32, I é um d—ideal préprio de K[X;, X»], o que con-

I

traria a hipétese de ser d uma derivagao simples. m

O resultado acima nos mostra que, na se¢ao anterior, consideramos deri-
vacoes das menos complicadas dentre aquelas com os quais nos propunhamos

trabalhar: as derivagoes simples.
Lema 89 Seja d uma derivagdo simples de K[X;, Xs] da forma
d = 0, + B0,
com 3 € K[X1,Xz). Sejam p,q € K[X),Xs],p#0, e
P(Z)=0,(2) +B0:(Z2)+p-Z +q.

Entdo, a equagio P (Z) = 0 tem, no mdzimo, uma solugdo em K[X;, Xs].
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Prova. Sejam hy, hs € K[X;, X;] tais que P (h)) = 0= P (hy). Entdo
P(hy) — P(h2) =0
& 0y (hy—ho)+ B2 (k1 — ko) +p- (hy — ha) =0
& d(h—h2) =—p(h1 — ho), (53)
e, portanto, o ideal a esquerda K [X;, X5] (hy — he) é um d—ideal de K[X;, X,].
Visto que d é simples, temos necessariamente (h; — hy) € K, do que re-

sulta d(h; — he) = 0. Entdo, de (53), concluimos que, necessariamente,

hi1 — ho =0, visto que p # 0. Ou seja, hy = hs, c.qd. =
Definicao 90 Seja d uma derivagdo simples de K[X,, X,] da forma
d = a1 *+ 1662!

com 3 € K[X;,X5]. Para cada m € N* e v € K[X;, X5] definimos uma

seqiiéncia de expressées da sequinte forma: comegamos com

Prm-1(Z,7) =8, (2) + 882 (Z) + 8 (B) Z — (C262 (8) + CL8: (7)) -

Se a equacdo Ppm-1(Z,7) =0 ndo tem nenhuma solugdo em K[X;, Xo]

ou se m = 1, paramos o processo e definimos

B (1) = {Prym-1(Z,7)} -

Se a equa¢@o Ppm-1(Z,7v) = 0 tem uma solugio em K[X,,X5] em > 2,
denotemos por €, ,_, esta solugdo. (Observe que, como d € simples, dado o
Lema 88, temos 82 (8) # 0. Desta forma, pelo Lema 89, a solug@o &, g €
unica.) Definimos entao

Pnm-2(Z,7) + =01(2)+p02(2)+20,(B) Z -
—(C2,183 (8) + Cr 182 (7)) bmum—1 —
— (C83 (B) + CR83 (7)) -
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Novamente, se a equacd@o Ppm-2(Z,7) = 0 ndo tem solucdo em

K[X,, X5] ou se m =2, paramos o processo e tomamos
B (‘T) = {Pm'm-l (Z! 7) ) Pm'm—2 (Z, 'Y)} :

Se a equagdo Ppm-2(Z,7) =0 tem uma solugdo em K[X,,X,] e se m > 3,
denotemos por &, ._, esta solugdo (inica, pelos mesmos motivos expostos

acima). Definimos entdo

Prm-3(2Z,7) (Z) + B02(Z) +38:(B) Z -
6§ ( ) * C}n——28° (‘T)) Em m—2
& (B)+ C2_18 (v )) S —

(O4 8 (B) +C83 (7)) -

— 8,
- (Cn
- (Cm

Por inducao, seja 2 <1< m e suponhamos que asS eTpressoes

Prm-1(Z,7) ;s Pmm-i (Z,7)

e 0s polinémios

lr>:m,m—11 "‘1‘5m,m—i+1 € KIXh XQ]

tenham sido jd construidos. Se a equag¢@o Py m—i (Z,v) =0 ndo tem nenhu-

ma solugdo em K[X;, X] ou se m = i, paramos o processo e tomamos

%m ('T) = {Pm,m-l (Za T) $oTY Pm.m—i (Z! '}')} *

Se a equagdo Pmm—i(Z,7) = 0 tem uma solugio em K(X;,X5] ei < m,

denotemos por &, ,_; esta (inica) solugdo e definamos

Pam-31 (Zy7) & = 61 (Z)+B0:(2)+ (i+1)0:(8) Z —
o

Z an+2z+383+2 ) + Cj+ t+JaJT1 ( )) gm,m—iﬂ' =

J=

(C':;r 20,7 (B) + Cor 05 (7)) - (54)
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Evidentemente, este processo cessard e, entdo, teremos construido um

conjunto de expressées

‘-B-m ('T) = {Pm,m—l (Zs ’)’) 3 eeey Pm,Jm('T) (Z: 'T)} 2

onde Jp, () € um inteiro tal que 0 < J, (y) <m — 1.
Em virtude do Corolério 68, estamos interessados em controlar o conjunto
{operadores de Darboux para d + v},

pois ele nos diz que d + 7 gera um ideal maximal & esquerda de As(K) se, e
somente se, este conjunto € vazio. O resultado a seguir nos mostra a relagéo

que existe entre a seqiiéncia de expressoes

Jm (7) H Pm,m—l (Z! '}') 3y eeey Pm.Jm('r) (Z= f}') ) gm,m—la veey gm,Jm['y)-kl

construida acima e a existéncia de operadores de Darboux de ordem m para
d+ 7. Ainda, nos mostra também que, quando o conjunto acima néo € vazio,
entdo todos os operadores de ordem m sdo da forma kRy.-, onde k € K* e

R4~ é um operador bem definido associado a d + 7.
Teorema 91 Seja d uma derivagdo simples de K[X;, X,] da forma
d = 0, + [0,
com B € K[X;, Xy]. Fizados m € N* ey € K[X;, Xy|, sejam
T (V)5 Pt (B7) 055 Padtey (857} Eommets s Empttapat

definidos como acima. Entao:
(a) As seguintes afirmagdes sao equivalentes:

(i) d-+~ admite um operador de Darbouz de ordem m em A, [Xy];
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(i) Jm (v) = 0 e a equagdo Prg(Z,7) = 0 tem uma (tinica) solugdo
Emo € K[ X1, Xo).
(b) Quando as condigées (i) e (ii) acima sdo satisfeitas, entdo:
(1) {operadores de Darbouz para d + ~y de ordem m} =K' B,

onde
m—1
Rui=00+) €,.0
i=0
(2) [d + 7, Rm] = =m0, (8) Rm.

Prova. (a) (i) => (i) Seja R € A;[X;] um operador de Darboux para

d + v de ordem m, digamos,

com p; € K[X;,X,] para cada i € p, # 0, e seja g € K[X;,X,] tal que
[d + 7, R] = gR, ou seja,

Y gpidi=gR=[d+7, Rl = [d+7,pdi (55)

1=0 i=0
Afirmagao 1: Se [d+ v, R] = gR, entdo p, € K* e g = —md, (8) .
De fato, pelo Lema 76 (%), temos que, para todo ¢ € {0, ..., m}, a i-ésima
parcela do somatdrio da direita € um operador de ordem menor ou igual a i

em 0;, de modo que o coeficiente de 07" em [d + v, R] € igual a

d(pm) — MmO (B) pm (56)

e, portanto, por (55), obtemos
9Pm = d (pm) — mOs (B) Prm,
donde

d (pm) = (g + M2 (8))Pm- (57)
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Mas, entdo, K[X1, Xs|pn é um d—ideal ndo-nulo de K[X;, X, e, como d é

simples, concluimos que
Pm € K*. (58)

Ainda, sendo p,, uma constante, temos d (p.,) = 0 e, voltando a (57), con-

cluimos, ja que p,, # 0, que

g=—md, (ﬁ) ) (59)

0 que completa a prova da Afirmacéo 1.

Olhemos agora para os coeficientes de 87 em (55), para 1 < i <
m. Aqui, também pelo Lema 76 (i), temos que o coeficiente de 85" em
[d + 7, R] é proveniente das parcelas [d + -, p;0%] onde t > m—i. Como, para
cada t € N, temos, pelo mesmo Lema 76 (%),

[d+7.p:05] = (d(p)—t0:(B)pe) O

t
N o ;i
—pe »_ (CIT05™ (8) + €8] (v)) 857,
j=1
obtemos que, para cada t > m — i, o coeficiente de 85"* na expressdo acima
é(t—j=m-—iquando j=t+i—m):
—Dy (Ctt+i—m+16;—§—i—m+l (6) i Cti+£—m3;+i—m ('T)) )

Assim, teremos que o coeficiente do termo 85*~* em [d + v, R é igual a

d(Pm-i) — (M =)0 (B) Pm—si
il Z D (C:-i-z'—m+la;+i—m+l (B) + C:+i—m3§+i—m (,},)) . (60)

t=m—i+1

Daf, olhando para os termos em 85*~! em (55), temos, por (60) e (59),

—mds (ﬁ) Pm—1 = d(pm—l) = (m i 1) o)) (ﬁ)pm—l
—pm (C205 (8) + Cr02 (7))
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ou seja,

d(pm—l) + 0s (ﬁ) Pm—-1 — Pm (Crznag (!3) + 0;62 ('T)) = 0.

Evidentemente, (pm-1/pPm) € K[X1,X2], visto que, por (58), pm € K™;

entdo, dividindo a equagao acima por p,,, obtemos

d (?1“——) +8,(8) 22t — (282 (B) + CLds (7)) =0,

m Pm

ou seja,

Pm,m-—l (p'ﬂ'__l':'Y) = 0
DPm

Por indugéo, suponhamos i < m e que, para todo j = m — 1,....m — i,
tenhamos Pp; (p;/Pm,7y) = 0. Entdo, chamando as solugbes p;/pn, de

€m,; € olhando para os termos em 95* "~ em (55), temos, por (60) e (59),

s (B) it = d(—s-t) = (2 =i — 1) 3o (B) Pmcic
= Z D (Ctt+z'—m+2a;+i—m+2 (ﬁ) g cv:+i—m+13£4.i_m+1 ('T))

t 1

ou seja,

d (Pm—i-1) + (i +1)02 (8) Pm—i-1
.4 Z P (C:+£—m+26;+i—m+2 (B) + Cr‘t+i—m+13é+:‘—m+l (’Y)) = 0.

t=m—1i

Entao, dividindo esta igualdade por p,,, obtemos

d (pm—i—l) iR (‘Z. =9 1)62 (,B) pﬂ;—iwl

Pm ™
m—1 ) . . ; Dt
B Z (Ctt+;«—m+28é+z—m+2 (B) + C:+'_m+18§+z_m+l ('T)) 5’;
t=m-—i

— (CE26572 (B) + Cif'o5T (7)) =0,

110



ou ainda,

d(g"l‘—"‘—l) + (i +1)8, () Pt

Pm Pm
m=1
— Z (Ctt+i—m+2aé+i-m+2 ( B) + c;:+;'—m+1 8%*‘**"‘“ ('Y)) §m,t
t=m—1

~ (Ci?8 (8) + Ci05* () = 0.
Agora, fazendo a mudanca de varidvel k = ¢ — (m — i), obtemos

d (p ”;"‘1) + (i +1)8; (8) Pm—it

m m

=
Z( -:+k k+2 (8) + C;H;-.- le f)) Em k+m—i
k=
= (C;T 2057 (8) + CHo5t (7)) =0,

ou seja (veja 54),

Pm—(i
Pm,m—(i-i—l) ( p'{ i ) 'Y) = 0.

Desta forma, concluimos que J,, (v) = 0 e que po,/pm € K[ X1, X3] é uma
solugdo da equacao P, (Z,7) = 0, e € tnica, pelo Lema 89.

(i) = (i): Suponhamos que Jy, (7) = 0 e que a equagao P, (Z,7) =0
tenha uma solugéo em K[X), X>]. Para cada ¢ = 1,..m, seja &, ,_; €
K[X, X5] a solugdo da equagdo Ppm—; (Z,7) = 0.

Tomemos
m
Rp =280 Y Lo i
]

Afirmamos que R,, é um operador de Darboux para d + -y. Mais precisa-

mente:

[d+71ﬁﬂ]=_m62(5)ﬁ'm=_m82 82 +Z m‘fmm 132( )3

i=1
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De fato,

[d+7% R = [d+7,07] + D _[d+7, Emm-iO5];

i=1
dai, por um lado, o coeficiente do termo 03 em [d + 7, Rn| é, pelo Lema 76,

dado exclusivamente pela parcela [d + v, 07"] e vale

d(1) = mds (8) = —mds (8). (61)

Por outro lado, para cada i € {1, ...,m}, temos que o coeficiente do termo
05~ 1 <i < m, em [d+7,Rn) é proveniente das parcelas [d + 7, 57

e [d+7,&,.05], com m —i <t <m, e, portanto, pelo Lema 76, é igual a

d (&m,m—i) = (m . 2) 82 (6) £m,m—i

m—1

ot Z Ems (C:+i—m+13;+i—m+1 (B8) + Gtt+i—m6§+i—m (’)’))

t=m—i+l

+ (CH185* (B) + CLAE (7))
= d (fm,m_g') + 10, (8) gm.m—i

m—1
- Z gm‘t (O:+z'—m+laé+i—m+l (ﬁ) o8 C'tt+z'—m8;+i—m (,.Y))

t=m—i+1

— (G167 (B) + 0 (7)) — B2 (B) €mm—i-

Fazendo a mudanca de varidvel j = ¢ — (m — i + 1), obtemos

d (gm,m—i) <+ 132 (ﬁ) ‘Em.m—i

i—2
= Z Svnssie (O0 L waO T B+ O @ (1))
=0

Prom—i (Em jm=i )=0

— (CE &5 (B) + Cd5 (7)) — D2 (B) Emym—i &
= —m0; (ﬁ) Pm—i-

Assim, de fato,

[d+ 7, Bm] = =m0, (B) Rm.
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(b) (1) Da prova de (i) acima, sabemos que R,, é um operador de Darboux
para d+ 1. E facil ver que, para todo k € K*, o operador kR, € também um

operador de Darboux de ordem m para d + 7, de modo que
K*R,, € {R; R é um operador de Darboux para d + v de ordem m}.

Reciprocamente, se

m
R = Zpl ;!
i=0

com p; € K[X,, X, para cada i e p,, # 0, é um operador de Darboux de
ordem m para d + 7, entdo j& vimos na prova de (i) = (i) da parte (a)
que, necessariamente, temos p,, € K~ e, para cada:=m —1,...,0, tem-se
(D:/Pm) = Emyi» OU S€j, P; = P&, ;- Assim,
m m m
R= Zpi h = megm,;'a; = Pm ng,iaé = PmBm € K" Rp.
i=0 i=0 i=0

(2) A igualdade [d + 7, Rn] = —m&2 (8) R, ja foi provada em (ii)=>(1)

acima. ®
Corolério 92 Seja d uma derivagdo de K[X;, Xs] da forma

d=61+ﬁ6'23

com B € K|[X1,X]. Entdo, para cada v € K[X,,X], as seguintes afir-
magoes sdo equivalentes:
(i) A,.(d+7) € um ideal mazimal d esquerda de A,.
(i) 1) d é uma derivagdo simples de K[X;, Xs];
2) Para cada n € N*, eziste j € {0,...,n— 1} tal que a equagdo
P,;(Z,~v) =0 ndo tem nenhuma solucio em K[X;, X|.

113



Prova. E uma conseqiiéncia do teorema anterior e dos Coroldrios 68 e

72. m
Finalmente, podemos apresentar o resultado que é o objetivo principal

deste texto. Reenunciamos aqui o Teorema 75:

Teorema 93 Seja d uma derivagdo de K[X;, X>] da forma
d= B]. =+ ﬁa%

com B € K[X,,X,]. Entdo as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) d € uma derivagdo simples de K[X1, Xo].

(ii) Eziste v € K[X,, X tal que As. (d+7) € um ideal mazimal de A,.

(1ii) Eziste e € {—1,+1} tal que Ay. (d + £X3) € um ideal mazimal de A,.

Prova. (i) = (it) Trivial.

(i) = (i) E conseqiiéncia do Corolario 72.

(¢) = (2i1) Visto que d é uma derivagéo simples de K[X, X»], pelo Lema
88, temos graux, (8) = 1.

Se grauy, (8) = 1, entdo, pelo Teorema 87, A,.(d + X5) é um ideal a
esquerda maximal de A,.

Suponhamos agora que grauy, (8) > 2 e, portanto, que 82 (3) # 0. Ini-

cialmente salientamos que, neste caso, ndo é possivel termos a0 mesmo tempo

(m—1)85 (8) = -2 (62)

(r—1)8; () =2, (63)
com m,r € N*. De fato, caso contrario teriamos

m—-1)8(B)+(r—1)83(8) =-2+2=0,
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ou seja,
((m+7)—2)0; (8) =0. (64)
e, como 0 (8) # 0, obterfamos necessariamente
m+r=2.

Mas também m # 1 # r (por (62) e (63)). Absurdo, uma vez que m,r € N*.
Com isso, temos que existe € € {—1,+1} tal que € ¢ — (82 (B3) /2) N.

Afirmamos agora que, para todo m € N*, a equagdo

(estabelecida como na Definicdo 90) ndo admite solucdo em K|[X,, X2, e,
assim, pelo Coroldrio acima, As. (d + £X3) é um ideal maximal de A,.
De fato, se a equagao Ppm-1(Z,€X5) = 0 tem uma solugdo f € K[X;, X5|,

entao
01 (f) + B2 (f) + 02(B) f — (m(m — 1) /2) 83 (B) — me = 0.
Esta igualdade, dada a férmula (3), também pode ser escrita como
01 (f) + 02 (Bf) — (m(m — 1) /2) 85 (B) — me = 0. (65)
Pela escolha de ¢, temos f # 0. De fato, se f = 0, teriamos
—(m(m 1) /2) 8 (8) —me =0,
ou seja,
m (((m—1)8 (8)) /2+¢) =0
e, portanto, como m # 0,
e=—(m-1)8(B)/2€~(65(8)/2) N,
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uma contradi¢do com a escolha de €.
Mas sendo f # 0, temos que a igualdade (65) é absurda, visto que o grau
em X & esquerda da igualdade é igual a grauy, (f) +graux, (8)—12>1, ja

que graux,(8) = 2, e, portanto, o lado esquerdo ndo pode ser o polinémio

nulo. =

Encerramos este trabalho mostrando que a condigao (iii) no Teorema 93 é
6tima, no sentido de que nao pode ser substituida por nenhuma das condigoes
“A, (d + X3) € um ideal maximal de A,” ou “A; (d — X3) é um ideal maximal
de A,” (veja Exemplo 96). Enunciaremos alguns resultados preliminares que

apoiardo esta afirmacao.

Lema 94 Seja d uma derivagdo de K[X,, Xs| da forma d = 0, + 302, com
B € K[X,, Xo| e graux, (8) > 2. Sejay € K[X;, X, tal que
grauy, () < graux, (8) — 1.

Entdo:
(a) Para cada m € N, as seguintes afirmagées sdo equivalentes:
(i) 82(7)=—(m—1)83(B)/2;
(it) A equag@o Ppm-1 (Z,7) = 0 tem uma solugdo em K[Xi, Xo].
Quando as condigées (i)-(ii) sdo satisfeitas, 0 € a unica solugdo desta
equagdo em K[X;, X>|.
(b) Se existe m € N* tal que a equagio Pmm-1(Z,7) = 0 tem uma solugdo
em K[X;, Xz), m € unico e igual a 1 — 28 (v) /03 (B).
Prova. (a) Para cada f € K[X;, X»], temos, pela Definigao 90,

Pama (F1) ¢ =0,(1)+805(1) +82(6) f -
~m) (("52) B0 +2()

- aw+a6n-m ((%52) #@+a0).
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Dali, se f # 0, entao

graux, (Pmm-1(f,7)) = graux, (8)+ graux, (f)—1

graux, (8)>2
> graux, (8)—1 e 1,
Desta forma, a equagdio Pmm-1(Z,7) = 0 tem uma solugdo em K[X;, X,]
se, e somente se, 0 é uma solugdo de P, ,-1(Z,7) = 0. E claramente, isto

OCOITe Se, € somente se,

m—1

(%) 2@+ o0 =0,
ou ainda, se, e somente se, m € tal que

_20:(7)

=" &6

0 que mostra que m € \nico.

(b) E uma conseqiiéncia imediata da demonstracio de (a). m

A seguir estabeleceremos uma completa caracterizagao dos polinémios 7,
com grauy, (7) < 1, que tornam A,. (d + ) um ideal maximal & esquerda
de A, quando d é simples e da forma d = 9, + 0,, com 8 € K[X;, X,] e
graux, (8) = 2. Uma completa caracterizagao dos polindmios -y para os quais
As. (d + ) é maximal quando grauy, (3) é qualquer pode ser encontrada em

[6].

Teorema 95 Seja d uma derivagdo simples de K[X;, X, da forma d =
Oy + s, com B € K[X;,Xo| e graux, (B) = 2. Seja v € K[X1,X5] tal que
grauy, (v) < graux, (8) —1 = 1. Entdo:
(a) as seguintes afirmagdes sao equivalentes:
(i) As.(d+7y) € um ideal mazimal a esquerda de As:;
(ii) 02 (v) ¢ — (1/2) 03 (B) N;
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(b) se B (y) = — (r/2) 83 (8), para algum r € N, entdo
{ Operadores de Darbouz para d +~ em A, [X1]} = K*85™'.

Prova. (a) (i) = (i?) Suponhamos que exista r € N tal que 0, (y) =

—(r/2) 82 (B). Entao, pelo Lema 76 (ii), temos que

[d+78%] = -+1)%0) 5" - (B @) +(r+1)2:(1)
r+1

—Z (CI1887 (B) + CL.1 83 (7)) 57

~ (r +1)8,(B) ™ € K[X1, X2]05*,

visto que 82 (y) = — (r/2) 85 (B), o que anula o coeficiente de 85, e, ainda,
graux, (8) = 2 e graux, (v) < 1, que fazem com que todas as parcelas do

somatodrio se anulem.

Desta forma, 857 é um operador de Darboux para d+ e, portanto, pelo
Corolério 68, As. (d + ) ndo é um ideal maximal de A,.

(22) = (2) Suponhamos que A, (d+ <) ndo é um ideal maximal de As.
Pelo Corolério 68, existe um operador R € A; [X;]\ K tal que [d + 7, R] €
K[X,,X,)R. Seja m = ord(R).

Afirmamos que, como d é simples, m > 1. De fato, caso contrario,

terfamos R um polinémio, e entao
[d+7, R “=% d(R).

Como [d + 7, R] € K[X1, X2)R, concluiriamos que d (R) € K[X;, X3]R, com
R nio constante, contrariando a d-simplicidade de K'[X;, X»].
Desta forma, pelo Teorema 91, a equagdo Ppn-1(Z,7) = 0 tem uma

solucdo em K[X,, X5|, donde, pelo Lema 94 (a),
_(m=1),

52 (7) = % (6) € ~53R ().
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(b) Se 0, (y) = —(r/2) 93 (B), entdo vimos na prova de (a) ((i) = (i)

que
[d + 7,35"’1] =—(r+1)6,(B) 85,

de modo que 957! é um operador de Darboux para d++ em A, [X;]. Agora,
pelo Lema 94, r+1 é o tnico inteiro m > 1 tal que a equagdo P ;m-1 (Z,7) =
0 tem uma solugdo em K[X;, X,]. Desta forma, d + + s6 admite operadores

de Darboux de ordem r + 1 e, portanto, pelo Teorema 91 (b),

{Operadores de Darboux para d ++ em A, [X;]} = K*0;*'. m
Exemplo 96 Seja d uma derivagdo de K[X,,X,] da forma
d= 0, + (?}'ng —p) O,

comn € {—1,+1} e p € K [Xi] de grau émpar. Entdo, temos que:

(a) d € uma derivagdo simples de K[X,, X>);

(b) se p = 1, entdo A,.(d+ X2) € um ideal mazimal @ esquerda de A,
mas As. (d — X2) ndo;

(c) se n = —1, entdo As. (d — X>) € um ideal mazimal a esquerda de A,,

mas Ao. (d + X») ndo.

Prova. (a) E um resultado de Maciejewski, Moulin Ollagnier e Nowicki
(veja (8], Teorema 6.2, pag. 5105).

(b)) Sen = 1, entdo B = nXZ —p = X2 — p é tal que 83 (B8) = 2. Dai,
pondo v = X, temos

92(v)=1¢ —(1/2)33 (B)N

e, pondo v = —X>, temos
& (7)=~-1€~-(1/2)8; (B)N.
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Desta forma, pelo Teorema 95, A,. (d + X5) é um ideal maximal de A,, mas
As. (d — X3) ndo o é.
(c) Prova analoga & prova de (b): Sen = —1, entdo 8 = —X3 — p é tal

que 83 (8) = —2. Dai, pondo 7 = X5, temos
& (7)=1€-(1/2)8; (BN
e, pondo v = — X5, temos
& (7)=-1¢-(1/2)8 (B)N.

Novamente fazendo uso do Teorema 95, teremos que A,. (d — X3) é um ideal

maximal de Ay, mas A,. (d+ X3) ndoo é. m
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