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RESUMO: 

Neste trabalho, dado um corpo K de característica zero, discutimos a 

existência de ideais maximais da Álgebra de Weyl An(K) gerados por opera­

dores de ordem 1. Para a Álgebra de Weyl A1(K), apresentamos exemplos 

de ideais maximais cíclicos; para n ~ 2, entre especiais operadores de ordem 

um, nós caracterizamos aqueles que geram ideais maximais. Finalmente, para 

n = 2, mostramos que, para toda derivação simples da forma d = al + {382, 

com {3 E K[X1, X2], existe é E {1, -1} tal que A2 · (d + éX2) é um ideal 

maximal de A2(K) e que este resultado é ótimo, no sentido de que a condição 

"é E {1, -1}" não pode ser substituída por "é sempre igual a 1" ou por "é 

sempre igual a -1". 

ABSTRACT: 

In this work, given a field K of characteristic zero, we present examples of 

cyclic maximalleft ideais of the vVeyl algebra A1(K) generated by operators 

of order one; for n ~ 2, among special operators of order one, we characterize 

the ones which generate maximalleft ideais. Finally, for n = 2, we show that 

for every simple derivation of the form d = 81 + {382 with {3 E K (Xll X2] 

there exists é E {1, - 1} such that A2 · (d + éX2 ) is a left maximal ideal of 

A2 (K), and that this condition is optimal in the sense that "é= 1" doesn 't 

work always and "é = -1" doesn 't work always. 
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1 INTRODUÇAO 

A história da Álgebra de Weyl começa com o nascimento da Mecânica 

Quântica. No ano de 1925, vários pesquisadores estavam trabalhando na 

tentativa de estabelecer os princípios da mecânica a nível dos fenômenos 

atômicos. Um deles era o físico alemão Werner Heisenberg. Este percebeu 

a necessidade de introduzir, em um novo modelo, variáveis de caráter não­

comutativo. 

Paul Dirac escolheu como ponto de partida as relações entre as variáveis 

dinâmicas, abordagem que denominou Álgebra Quântica. O ponto-de-vista 

de Dirac envolve expressões polinomiais nas variáveis dinâmicas momentum 

(p) e posição ( q) . Assume-se que estas satisfazem a relação (normalizada) 

pq-qp=l. 

Isto é o que hoje denominamos a primeira Álgebra de Weyl. Em particular, 

Dirac mostrou como se poderia usar a relação entre p e q para diferenciar 

expressões polinomiais em relação a estas variáveis. Álgebras de Weyl de 

índice superior surgiram quando se consideraram sistemas com vários graus 

de liberdade. 

Hoje, denotamos por .An (K) = K [X1, ... , Xn] (81, ... , Ôn) a n-ésima álge­

bra de \.Veyl sobre um corpo K de característica zero (aqui, Ôn denota a 

derivação usual â/8Xn)· 

O matemático Littlewood estabeleceu muitas das propriedades básicas 

da Álgebra de Weyl. Ele mostrou que os elementos desta álgebra têm uma 

forma canônica e que a Álgebra de Weyl não possui divisores de zero. Ele 

também mostrou que a relação pq - qp = 1 não é compatível com nenhuma 

outra relação ou, como dizemos hoje, que o único ideal bilateral próprio desta 

álgebra é o ideal nulo. 
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Em 1963, a teoria da Álgebra de Weyl foi relacionada com álgebras de 

Lie nilpotentes num trabalho de Dixmier (veja (4]). 

O crescente interesse pelos anéis noetherianos não-comutativos, o intenso 

desenvolvimento da teoria das álgebras envolventes das álgebras de Lie e a 

teoria de D-módulos que surgiu na década de 70 contribuíram para manter 

o interesse nas Álgebras de Weyl. 

Dado seu importante papel, é natural tentar conhecer a estrutura das 

Álgebras de Weyl. Como já mencionamos, Littlewood já havia estabelecido 

que a Álgebra de Weyl não possui ideais bilaterais não-triviais, ou seja, An é 

uma álgebra simples. E, com relação à existência de ideais maximais princi­

pais, atualmente estão sendo feitas várias pesquisas focalizadas neste aspecto 

(cabe aqui mencionar que procurar ideais maximais principais à esquerda é 

equivalente a procurar ideais maximais principais à direita - veja Capítulo 

3). 

O primeiro autor a abordar o problema da existência de ideais maxi­

mais foi Stafford [12} que, em 1985, exibiu explicitamente alguns exemplos 

de ideais à direita maximais de An (K) com K de característica zero tal 

que dilllQ K 2: n. Alguns destes exemplos foram generalizados por Couti­

nho [3] em 1999: partindo de uma derivação d de K [Xl! ... , Xn] que torna 

K [X1, ... , Xn] d-simples (veja Definição 31) , ele encontrou uma perturbação 

de d, isto é, um polinômio 1 E K (X1, ... , Xn] tal que o ideal à esquerda 

An· (d + 1) é maximal (aqui, pela primeira vez, encontra-se uma forte relação 

entre d-simplicidade de K [X11 ... , Xn] e a existência de ideais maximais prin­

cipais de An (K)). 

Outros exemplos de Stafford foram ampliados por Bratti-Takagi [1] (2002), 

mas para n = 2 e K = C e utilizando métodos analíticos. Estes mesmos re­

sultados foram generalizados por Lequain, Levcovitz, Souza Jr. [7] para n 
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qualquer, K qualquer e sem a utilização de métodos analíticos. 

Lequain, Levcovitz e Souza Jr. provaram também que se d é uma deri­

vação e existe uma perturbação r E K [X1 , ... , Xn] tal que .An. (d +r) é 

maximal, então K [X1 , ... , Xn] é d-simples. 

Diante deste último resultado, a questão que naturalmente se impõe é: 

dada uma derivação d de K [X1, ... , Xn] que torna K [X1, ... , Xn] d-simples, 

podemos afirmar que sempre existe r E K [X1, ... ,Xn] tal que An. (d +r) é 

um ideal à esquerda maximal? A resposta é afirmativa para o caso n = 2 e 

d = 81 + (382, (3 E K [X1, X2], e, neste caso, prova-se inclusive que podemos 

tomar r= EX2 para algum é E { -1, +1}, sendo esta condição ótima. Este 

resultado encontra-se em Doering, Lequain, Ripoll [6], e é exatamente o 

objeto principal desta dissertação. 

Tentou-se minimizar os pré-requisitos para a leitura deste trabalho. É 

necessário um conhecimento das estruturas algébricas básicas (anel, corpo, 

domínio, módulo e espaço vetorial) ao nível de seus conceitos e propriedades 

mais elementares. Em particular, os conceitos de operador linear, isomorfis­

mo e endomorfismo de estruturas algébricas se farão necessários para a com­

preensão de certas afirmações. As peculiaridades da divisão euclidiana em 

anéis de polinômios e do conceito de fatoração nestes anéis serão igualmente 

exigidos em certas passagens. Finalmente, a familiaridade com o conceito 

de derivada fo'TiT/,al e dos resultados mais básicos envolvidos tornará também 

mais naturais certas manipulações. 

A seguir, apresentamos uma descrição de cada capítulo que compõe esta 

dissertação. 

No capítulo 2, introduziremos a definição da .Álgebra de Weyl An (K) e 

exporemos os resultados básicos que serão úteis ao desenvolvimento do tra­

balho. Em especial, definiremos o conceito de comutador e estabeleceremos 
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algumas fórmulas importantes envolvendo o comutador de operadores de An. 

Veremos ainda alguns aspectos gerais da estrutura de ideais desta álgebra. 

No capítulo 3, mostraremos que a Álgebra de Weyl pode ser vista como 

um K [XI, .. , Xn]- módulo livre e apresentaremos a definição de ordem de 

um operador. Caracterizaremos também os operadores denominados deri­

vações. O conceito de involução padrão de An (K) será estabelecido e com 

ele conseguiremos mostrar que estudar ideais maximais à esquerda de An 

equivale a estudar ideais maximais à direita. 

No capítulo 4, enfocaremos a estrutura de ideais de A.n. Caracterizaremos 

os ideais maximais principais de An ( K) (Teorema 67) e aplicaremos estes 

resultados à teoria de d-simplicidade do anel de polinômios K [X1, ... , Xnl· 

Em particular, estabeleceremos uma relação entre d-simplicidade e ideais 

maximais principais de Ân (K). Alguns resultados importantes serão parti­

cularizados para A2 (K), já com vistas ao objetivo final do trabalho. 

Finalmente, no capítulo 5, mostraremos que em A2 (K), dada uma deriva­

ção d de K [X11 X2], podemos sempre encontrar uma "perturbação" f de d, 

f E K [XI, X2], de tal forma que d +f gera um ideal maximal à esquerda de 

A2 . Mais até, provaremos que tal f pode ser sempre tomado igual a X2 ou a 

-X2, e que este resultado é ótimo no sentido de que f= X2 (ou f= -X2) 

não funciona sempre. 

Em relação à notação utilizada neste texto, ressaltamos que: 

- se escrevermos A para um conjunto qualquer que contenha o elemento 

nulo, A* significará A"' {O}; 

-em todo o texto, K denotará um corpo de característica zero e K [X] 

o anel de polinômios K [X 1, ... , Xn] em n indeterminadas sobre K. Quando 

quisermos salientar que diminuímos o número de indeterminadas, utilizare­

mos a notação K[XI, .. ,Xn-I]· 
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Para falarmos no grau de um polinômio, convém definirmos primeira­

mente o conceito de multi-índice: 

Definição 1 Um multi-índice a é um elemento qualquer de Nn. O "com­

primento" do multi-índice a= (a1, ... , an) é definido por la l = a1 + ... + an. 

-dado o multi-índice Q = (ai, ... , an) l denotaremos por xa o monômio 

X O'.J xo.n. 
1 · ··· · n ' 

-dado f = La caXa E K [X] o grau de f , que é o multi-índice a de maior 

comprimento para o qual X 0 apresenta-se como parcela de f com coeficiente 

não-nulo, será denotado por grau (f). Ao polinômio nulo, atribuímos o grau 

-oo; 

- grauxn (f) denotará o grau de f como elemento de K[X1, ... , Xn-l][Xn]· 
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2 A ÁLGEBRA DE WEYL COMO ANEL 

DE OPERADORES SOBRE K [X ] 

Neste capítulo, a Álgebra de ·weyl é introduzida como um anel de opera­

dores sobre um espaço de dimensão infinita. 

Sabe-se que o anel K (X] é um espaço vetorial de dimensão infinita sobre 

K. Sua álgebra de operadores lineares é denotada por (EndK(K (X]),+,·) 

(onde por · estamos denotando a operação de composição). Por questão de 

simplicidade, porém, escreveremos tão somente EndK (K (X]). Denotaremos 

por 1 o operador identidade. 

Em geral, dada uma K -álgebra R , denotaremos por EndK (R) a álgebra 

dos operadores lineares de R. 

Como exemplos de elementos de EndK (K [X]), citamos os operadores 

que são denotados por~ ~ ... , Xn e cuja ação sobre um polinômio p E K (X] 

é dada simplesmente por 

X: (p) = Xip, para cada i E {1, ... , n} 

(multiplicação por Xi), e os operadores 81 , ••. , 8n definidos por 

8i (p) = :~i, para cada i E {1, ... , n} 

(derivadas formais). 

Dado p E K (X], denotaremos por p o operador "multiplicação por p ". 

A Álgebra de Weyl é definida como uma subálgebra de EndK (K (X]): 

Definição 2 A n-ésima Á lgebra de W eyl An(K) (ou simplesmente An) é 

a K -subálgebra de EndK(K [X]) gerada pelos operadores .Z, ... , Z e 81, ... , 8n. 
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Escrevemos 

An(K) = K[Z, ... ,Xn) < ât , ... , ân >. 

Por questão de consistência, consideramos Ao = K. 

Desta forma, os elementos de An são combinações lineares sobre K de 

monômios nos geradores Z, ... ,X:, 81, ... , Ôn. Porém, afirmamos que An =f: 

Endx (K [X)), mas deixaremos a demonstração deste fato para mais adiante, 

quando tivermos disponível uma forma canônica para os elementos de .An. 

Como era de se esperar, An não é uma álgebra comutativa: de fato, para 

cada polinômio f E K [X], temos, usando a regra de diferenciação de um 

produto, 

e, portanto, 

(1) 

Concluímos assim que os operadores âi · X: e X: · âi são distintos. 

Mais conveniente é reescrevermos a fórmula acima usando comutador, 

conceito que apresentamos a seguir num contexto mais geral. Em seguida, 

veremos algumas propriedades do comutador envolvendo os geradores de An. 

2.1 O comutador e suas propr ied ad es 

D efin ição 3 Seja R um anel, e sejam r1, r2 E R. O comutador de r1 e 

r2 é denotado por [rt, r2] e definido por 
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Proposição 4 (Propriedades do comutador}: 

Seja R um anel, e sejam r 1, r2, r 3 E R. Então: 

i} [r1, r2] E R; 

ii) [r1, r 2] = O {:::} r 1 comuta com r 2; 

iii) [r1 , r2} = - [r2, r1] ; 

iv) {Identidade de Jacobi): Dados a, b, c E R, 

[a, [b, clJ + [c, [a, b]] + (b, [c, a}] = O. 

Se R for uma K -álgebra, valem ainda as seguintes propriedades: 

v) o comutador é bilinear; 

vi) para todo À E K, [>.r1,r2] = >.[r1,r2] = [r1 , Àr2]. 

(2) 

Prova. Com efeito, sendo R um anel, temos o fechamento para as ope­

rações de produto e soma, e, portanto, claramente (i) é verificada. Provamos 

a seguir apenas (v) , já que as demais propriedades são facilmente demons­

tradas (usando a definição de comutador e um cálculo direto, obtemos a 

Identidade de Jacobi) e a propriedade {vi) é conseqüência imediata da defi­

nição de K -álgebra. 

Dados r E R, >.1, >.2 E K, temos, pela definição de comutador: 

Usando agora o fato de que R é uma K -álgebra, obtemos o seguinte 

desenvolvimento: 

[r, À1r 1 + À2r2] - r (>11r1 + À2r2)- (>.1r1 + À2r2) r 

- rÀ1r 1 +rÀ2r2- À1r1r- À2r2r 

- À1rr1 + À2rr2 - À1r1r- À2r2r 

- À1 (rr1 - r1r) + À2 (rr2- r2r) 

- À1 [r, ri] + À2 [r, r2} . 
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Fazendo uso de {iii} obtém-se facilmente que 

ou seja, o comutador é, de fato, bilinear. • 

De (1) obtivemos que 

Na verdade, An é uma K -álgebra não-comutativa onde, de certa forma, a 

única relação de não-comutatividade entre seus geradores é a que foi dada 

acima. De fato: . 

Proposição 5 (Comutador envolvendo os geradores de An). Para cada 

i,j E {1, ... , n} , 

iJ [ai , i;] = Çl,. 
ii} [ai, aj] = Ô; 

iii} [x;, x;] = ô. 

Lembramos que Óij utilizado em {i} é o chamado "delta de Kronecker" e 

que seu valor é 1, se i = j, e zero, se i =f; j. Salientamos também que, por 

{ii} da Proposição 4, as condições {ii} e {iii} acima nos dizem que ai comuta 

sempre com aj e que x; comuta sempre com i;. 
Antes de seguirmos adiante, apresentamos mais alguns cálculos envolven­

do o comutador e elementos de An que nos serão úteis neste trabalho. 

Proposição 6 Para cada i E {1, 2, ... , n} e para cada p E K [X], - -i) {ai,pj =ai (p) , ou seja, ai. fi= fi. ai+ ai (p); 

,;.;) [a x'kl k-xk-l · a x'k x'k a + k:--xk-1. ~~ i, i = i , ou se; a, i · i = i · i i , 

,;,;,;) ak x--- ,....kak-1 · ak x--- x- a k + --kak-1. ~.. i , i = ~ i , ou seJa, i · i = i · i i , 
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iv} Fórmula de Leibniz: 

- k __ 

âk ·X~=~ Ciâf (Xl)â~-i. 
t t ~ kt t t, 

j =O 

.I [ak "XL] - "'k c5;-(xl)ak-j . V; í , i - L.Jj=l kVi i i ' ou se;a, 

Prova. i) Para cada f E K [X] temos: 

[aí, P) (!) - (ai. fi- fi· ai) (f) 

- ai (pf) -pai(!) 

- ai(p)f +pai(!)- pai(!) 

- ai(P)f 

--Ou seja, {ai, pj = ai(p) . -ii} Basta aplicar a propriedade anterior, considerando p = Xf. 

iii} Usemos indução sobre k. 

(3) 

Para k = 1, vale a Proposição 6 (i). Dado n ;:::: 1, suponhamos válida a 

propriedade para k = n e mostremos que a mesma vale para k = n + 1. 

an+lx-: - x-:an+l - ana.x-: - -x.ana. ( l ) 
í t ti -itt tit-

- ar (1 +~ai)- ~arai 
ar+ ar~ai- ~arai = ar+ [ar,~] ai. 

Usando agora a hipótese de indução, obtemos 
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iv) Também aqui faremos a prova por indução sobre k. 

Se k = 1, então, pondo f = Xf, 

1.--- I: c{ôf(xf)a;-;. 
j=O 

Vamos supor que a fórmula de Leibiniz seja válida para k ~ 1. Então, 

- - k -- k--- . 
a;+~ xf = aia; xf = ai I: clôf (xf)a;-j = I: ctaiôf (xf)a;-; (t) 

j=O j=O 

k -- k---L ctôf(xf)a;+~-j +I: ctôf+1(Xf)a;-; 
j=O j=O 

k -- k+l------ I: ctôf(xf)a;+~-j +L ct18{(xf)a;+~-j 
j=O j=l 

---- k ~----- c~xta:+l + L cta{ (Xf)a;+l-j 
j=l 

k ----- ---+I: ct18{(xf)a;+l-j + c~a:+~(xi) 
j=l 

-- k (- ----) - -xta:+~ +L ct + ct-1 â{(xf)a;+l-j + 8f+1(Xf) 
j=l 

----- k ----- ---- -co x1a~+1 + "'"' cj â!(X!)a~+l-j + ck+~a~+1 (X!) - k+l l l L-t k+ l l l l k+l l l 

j=l 

k+l-----
"" ci a!(xl)(t+l-j - L-t k+l i i i . 
j=O 

12 



v} De {iv}, temos 
k __ 

a: X] = L ckâf (xf)atj 
j=O 
-- k __ 

- c2ap (xf)aik-o +L ctâf (xf)a;-j 
j=l 

- k __ 

- x:a: + L ckâf (xf)a;-j, 
j=l 

e, portanto, 

k __ 

'"""'ci !:li (xl)ak-j 
~ kVi i i ' 
j=l 

c.q.d. • 

Convenção: A partir de agora, denotaremos o operador X:, "multiplicação 

por X/', simplesmente por Xi. Isto objetiva tornar a notação menos car­

regada. Da mesma forma, dispensaremos o sinal · para a multiplicação em 

An, bem como o índice 1 para os geradores de A1, escrevendo somente X e 

8. Com isto, escreveremos apenas 

2.2 A base canônica para o K -espaço vetorial An 

A base canônica para a Álgebra de Weyl é mais facilmente descrita se 

fizermos uso de uma notação envolvendo multi-índice. Complementamos aqui 

a definição dada na Introdução: 

Definição 7 Um multi-índice a é um elemento qualquer de Nn. O com­

primento do multi-índice a é definido por lal = a1 + ... + an se a = 

13 



(ai> ... , an). Definimos ainda o fatorial a! do multi -índice a como sendo 

o número 

Notação: Dado o multi-índice a = (a1 , ... , an), denotaremos por XQ 

o monômio Xf1 
• ••• • x;:n. Notemos que o par (a,/3) de multi-índices em 

Nn pode ser visto como um multi-índice de N2n, fazendo sentido, portanto, 

falarmos no comprimento de (a, /3). Denotaremos por ei o multi-índice em 

que todas as entradas são zero, com exceção da i-ésima entrada, que é igual 

a 1. Dados os multi-índices a, CJ E Nn, denotaremos ainda por a+ CJ o multi-

índice (a1 + 0'1> .•. , an + O'n)· Por exemplo, para cada a= (ab ... , an), com 

ai =I O, a - ei denotará o multi-índice (a1, .. . , ai-1, ai - 1, ai+b ... , an)· 

Lema 8 Sejam CJ, /3 E Nn. Temos: 

i) Se Jal ::; l/31 com a =I= /3, então fJf3 (Xu) =O; 

ii) Se CJ = /3, então fJf3 (Xu) = /3!; 

iii) Se ICJI > l/31 mas existe i E {1, ... , n} tal que CJi < f3i> então 

iv) Se la I > 1/31 e O' i ~ f3i para todo i E {1, ... , n}, então 
n I 

af3 (X(7) = II O' i· x<:; - {3,. 
(O'·- /3·)! t 

i=1 l t 

P rova. i) Como la I ::; 1/31 com a =I /3,existe i E {1 , ... , n} tal que CJi < f3i . 

Assim, temos 

a{3 (X(7) .... 61 ...J'Jí-1 ... a, d'i+l f)f3n (XO'J XO'i-1 XO'iXO'i+l xO'n) Prop.S 
- al ... ai-1 Oi ui+l ... n 1 ... i-1 i i+l ... n -

.... 81 ...J'Ji-1 ~i+l f)f3n&.~i (XO'l x <:•-1 x<:i+1 xO'n X<!i) Prop.S 
- a1 ... ai-1 Oi+1 ... n t 1 ... t-1 t+1 ... n 1 

.... a1 ...J'J;-1 ~i+1 fJf3n (xu1 x<:i-1 x<:'+1 xunff'(X<!') ) u;<f3; 
- a1 ... ai-1 ai+1 ... n 1 ... t-1 t+1 ... n 1 t 

"'"1 ...J3,_1 "'Bi+t fJf3n (O) 
- al ... ai- 1 a i+l ... n 

- o. 
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ii} o-= /3 ~ (o-1, •.. , o-n) = (/31, ... , !3n). Portanto, temos 

&fl ... ~n (Xfl ... X~n) 

~1 a-en (x/31 Xl3n) Prup.5 
- C11···n 1"' n 

,-,61 !:13n-1 (x/31 x13n-1 af3 (Xf3 )) - (11 ... un-1 1 ... n-1 nn nn 

861 ,...,Bn-1 (x/31 Xl3n-1{3 r) Pr!!f.5 
- 1 ... an-1 1 ··· n-1 n· -

é/!1 ffn-2 (x{31 Xl3n-2 ,...,Bn-1 (XI3n-1 ){3 r) 
1 ... n-2 1 ... n-2 an-1 n-1 n· 

- af1 
... ctr:..-./ ( x~1 - --X~:.22 !3n- 1 !,Bn!) 

iii) Análogo a (i) . 

iv} Inicialmente, observemos que se ui ;:: {3i, então 

Agora, como isto ocorre por hipótese para todo i, então temos 

EJf3 (Xu) &f1 ... ~n (Xf1 ... X~n ) Prup.5 

,.,a1 rJJn-1 (Xe11 xC1n-1af3n(XC1n)) 
- 0'1 ... O'n-1 1 ··· n-1 n n 

...,J31 ~Bn-1 (xC1} xC1n-1 . Un! XC1n-13n) Prup.5 
- C11 ... un- 1 1 ··· n-1 ( _ a. )1 n 

Un f./n · 

- ,.,(31 !:l3n-2 (xC1l xC1n-2 ..... Bn-1 (XC1n-1) Un! XC1n-13n) 
Cil ... un-2 1 ... n-2 an-1 n-1 ( - {3 )' n 

Un n · 

o que completa a demonstração. • 
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Proposição 9 O K- espaço vetorial An admite, para base, o conjunto 

Prova. É fácil ver que os elementos de B geram a Álgebra de Weyl 

como um K -espaço vetorial: considere um monômio nos geradores de An. 

A fórmula (1) nos permite reposicionar todas as potências de Xi à esquerda 

dos operadores "ô/'. Assim, podemos de fato escrever um polinômio da 

Álgebra de Weyl como uma combinação linear dos elementos de B. 

Provemos agora a unicidade. Considere uma combinação linear finita de 

elementos de B, digamos D =L Caf3Xaôf3, Caf3 E K. Vamos mostrar que se 

algum Caf3 é não-nulo, então D =f O, ou seja, existe um polinômio f para o 

qual D (f) # O. Construamos tal f. 
Seja a um multi-índice que satisfaz Cau =f O para algum índice a, mas 

Caf3 = O, para todo {3 tal que 1!31 < lal (note que é sempre possível en­

contrarmos tal a : se Co:f3 é não-nulo então tome a = {30 , onde {30 satisfaz 

lf3ol = min {1!31 , Caf3 =f O}). Afirmamos que f= xu é tal que D(f) =f O. De 

fato, 

D (Xu) = L Caf3Xaô/3 (Xq) + L Caf3Xaô{; (Xu) + L Caf3Xaô/3 (Xu) · 
l/31<1ul l/31=1ul l/31>1ul 

Pela escolha de a, a primeira parcela é igual a zero. A terceira parcela 

também é nula, em virtude do Lema 8. Assim, 

L Caf3Xaô/3 (Xq) 

l/31=1ul 

L Caf3Xaô/3 (Xu) +L Caf3Xaô/3 (Xq) LemaS 

l/31=1ul f3=u 
{3:f:u 

- a! L CauXCi' 
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que é não-nulo, pois Ca17 =/= O pela escolha de <J. 

Assim, D(X17
) =/=O, como queríamos demonstrar. • 

Exemplo 10 Vejamos como podemos obter a representação na base canônica 

do operador ô~X1ô3X3 + X381X. Fazendo uso da Proposição 5, temos 

ô~X1ô3X3 + X381X1 - X1éfzâ3X3 + X381X1 

- X18g(l + X383) + X3(l + X1ô1) 

x1ag + x1~X383 + x3 + x3X181 

- x~ag + xlx3aga3 + x3 + x1X381 

- x3 + xlx3al + x~~ + x1x3aga3. 

Estamos agora em condições de mostrar que An =/= EndK (K [X ]). 

Proposição 11 An =!= EndK (K [X]) . 

Prova. Consideremos o operador linear D E EndK (K [X]) definido da 

seguinte forma: para L ~X11 E K [X], 7J E Nn, 
11 

onde o multi-índice O representa a n-upla (0, ... ,O). Suponhamos que D E 

An, ou seja, que possamos escrever 

D = "' c a X a 813 
L_; a,JJ ' 
o:,/3 

onde a, {3 E wn e co:/3 E K. Por conveniência, reescrevamos D, ainda, na 

forma 

o:,m o:,/3 
/3;=/:0 para algum i;:::2 
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Primeiramente, observemos que 

a ,m 

pois, se f E K [X1], âf3 (f) =O se f3i #O para algum i~ 2 e, portanto, 

L Ca,{3Xaâ{3 (f) = O. 
a,{3 

{3;-:f:O para algum i2:2 

Como estamos supondo DE An (K), em La,m Ca,mX
0
âi teremos um número 

finito de parcelas. Assim, a constante m, no somatório acima, atinge um valor 

máximo, digamos, mo, com Ca,mo #O para algum a. Notemos ainda que não 

é possível ter Ca,mo =O para todo a e todo m, pois isto implicaria D (ao) =O, 

contrariando a definição de D se a0 # O. 

Agora, aplicando o operador D no monômio X~0 , obtemos, por um lado, 

D(X~) =O. Por outro lado, 

a,m 

"" xa m! xmo-m 
- L.,; Ca,m (mo_ m)! 1 . 

a,m 

Daí concluímos que 

1 
O - "" m. xaxmo-m 

-L.,; Ca,m (mo_ m)! 1 , 
a,m 

o que nos dá 

Cam =O, 
' 

para todo a e todo m, já quem!/ (mo- m)! #O, o que contraria a hipótese 

Ca,mo # O para algum a. 

Portanto, D 1: An (K). • 

Antes de encerrarmos esta seção, vejamos mais algumas fórmulas que nos 

serão úteis e que envolvem os geradores e operadores de An: 
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Proposição 12 Sendo R um anel associativo, para quaisquer u, v, w E R, 

teremos 

i) [vw, u] = v [w, u] + [v, u] w; 

ii) [u, vw] = v [u, w] + [u, v] w. 

Prova. i) De fato, 

[vw, u] _ (vw)u _ u(vw) R éassociativo 

- vwu-uvw 

- vwu - vuw + vuw - uvw 

- v [w, u] + [v, u] w. 

ii) Prova análoga à de (i). • 

Corolário 13 Sejam a, /3, a, 7J E Nn. Temos: 

P rova. De fato, 

[Xa8.6,Xu81J) Prop.l2(i) Xa [8!3,Xu81J] + [Xa,Xu81J j8!3 Prop.l2(ii) 

- xa xu [ 8/3, 81)] + xa [ &!3, xu] 81J 

+Xu[xa,8TJ]8!3 + [Xa, xu)aTJa.B Prop.4(ii) 

- o+ xa [8.6, xu] 81J + xu[xa, 81J)813 +o 
- xa [8!3, xu] 8TJ +Xu[xa,8TJ]8.6, 

c.q.d • 
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Prova. i) Se ai= O, temos 

Se ai 2::: 1, vale a fórmula (i) da Proposição 6: 

ii) Se f3i = O temos 

(a.a,xi] = a13xi - xia13 Pr::!.s xia.B - xia13 =o. 

E, se f3i i= O, temos: 

[ af3, x i] - a.a xi - xiaf3 Prop.s (i) 

a.Bl '"'~· X· ~i+l n Bn - x .a.B Prop.6 (iii) 
- 1 · .. ai t~+1 ·· ·~ t 

,.../3 ( ,.../3. .--/3--1) ,.J3.+1 a.B X a.B Prop.S(i) a1 
1 
... X iCJ;,' + /3iCJ;,' ai.;_l ··· n" - i = 

- xia13 + {3ia.a-e; - xia.a 

_ {3iaa-ei. 
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iii} Como {3i =/=O, podemos escrever ()13 = ÔiÔ/3-ei . Daí temos: 

iv} Demonstração análoga ao item anterior. 

v) Se {3i =O, temos 

[ X o:aa x ] xo:af3x. - X · xo:a{3 Prop.s (i) Co:{3 , i - Co:f3 t t Co:f3 -

- ca13xa+e;â13 - ca13x o:+eiâ13 = O. 

Se {3i =!= O, temos 

[ X o:a/3 X] xo: !::!Bx. - X· xo: -:.a Prop.s (i) Co:f3 , i - Co:f3 v t t Co:f3 rT -

X
a,..,B1 â B; X · ~Bi+1 Ô8" _ xa+e; -:.B Prop.6(iii) 

- Caf3 0"1 ··· i tC/i+l .. . n Caf3 rT -

vi) Se ai =O então 

[â X o:â/3] Ô· X 0 Ô/3 - XaÔ/3Ô· Prop.S (i) 
i , Caf3 - t Co:(3 Caf3 t -

E se ai =!=O, temos: 

â . XaÔ/3 - XaÔ/3Ô· Prop.5(i) 
t Co:f3 Caf3 t -

X al Ô·Xo:; Xa" -:.B _ Xaâ/3+e; Prop.6(ii) 
- Caf3 1 · · · t i · · · n (J Caf3 -

X CX! (xa;a + xa;-1) XCXi+! xana/3 
Co:f3 1 · · · i i ai i i+l · · · n 

X
o:Ô/3 . e· Prop.5 (i) -Co:f3 .,.. , = 

Co:f3Xo: Ôf3+e; + aiCo:f3Xo:-e; Ô/3 - Co:f3Xo: Ôf3+e; 

aiCo:f3xo:-e; &13' 

21 



conforme queríamos demonstrar. • 

Observação: As fórmulas {iii} e {iv) no enunciado acima não fariam sen­

tido se f] i = O, pois âi não estaria presente em âf3. 

Corolário 15 Sejam a, /3 E Nn e D = .Z::::o:,,/3 ca,f3Xo:âf3 E An. Temos: 

i} [D,Xi] = 
{ 

O, se todas as parcelas de D têm f]i =O 

L o:,f3 /3ica,f3Xo:âf3-e,, se existe i tal que f] i =f O; 
f3;t-O 

{ 

O, se todas as parcelas de D têm ai = O 
ii} {âi, D] = L: o:,f3 aica,f3xo:-e, âf3, se existe i tal que ai =f O. 

o:; ;f-O 

Prova. É uma conseqüência, respectivamente, dos itens (v) e {vi} da 

proposição anterior, tendo em vista a bilinearidade do comutador. • 

Como conseqüências da fórmula de Leibniz (Proposição 6 (iv)), temos 

ainda as seguintes propriedades: 

Proposição 16 Sejam a, /3 E Nn, p, q E I< {X] e Ca,f3, Co: E I<. Então temos, 

para cada i E {1, ... , n} e para cada k E N, 

i} (Generalização da fórmula de Leibniz} 

k 

âk _ "" cj m ( ) ak-i. 
i p - ~ klli p i ' 

j=O 

.. J [ak ] ~k cj m ( ) ak-j . 1:z, i , p = L...Jj= l klli p i , ou seJa 

k 

âk _ M "" cj m ( ) ak-j. 
i P - poi + ~ klli P i ' 

j=l 

k-1 
.. ") [ â ak] - ~ cj+l m+l ( ) ak-j. 
t'/:l p i) i - - L...J k Ui p i ) 

j=O 

iv} [q,pâf] = -p t ctô{ (q) a:-;. 
j=l 
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Prova. i} Escrevendo p = L:a caXa e considerando a linearidade do 

operador ai sobre K [X], é suficiente verificarmos a validade da fórmula para 

o monômio caXa. Teremos: 

at~c~Xa a~ xat x~·-lxa;x~·+l xan Prog;,s (i) 
~ - t Ca 1 ··· t-1 t t+1 · ·· n 

ii} 

iii} 

X at Xai -t 8kXa'Xai+I xan Prop~ (iv) 
- Co: 1 · ·· i-1 i i i+l ·· · n -

c Xa1 X~'-t (~ ciaf (X'?'')â~-j) x~•+t X a" Pr~5(i) 
a 1 ·· · t-1 ~ k t t t t+1 ··· n 

j =O 

k 

~ cj ru ( xo:l XQi-IXO:;XOi+l xan) ak-j 
- ~ kVi Co: 1 ··· i - 1 i i+l ··· n i 

j=O 

k 

- L ctaf ( co:xo:) a;-;. 
j=O 

[ 
k ] 8k ak (i) ai·,P - iP -P i= 

k 

~ cj ru ( ) ak-j ak 
- ~ kUi p i - p i 

j=O 

k 

ak ~ QÍ ru ( ) ak-j ak - p i + ~ kLli p i - p i 

j=l 

[ a ak] ak+1 ak ~ - (i) P i, i . - P i - i Pvt -

- paf+l - (t ck~ (p) af-') ai 
l=O 

k 

- paf+l - paf+l- L eLa: (p) a;-<l-l) 
1=1 

k-1 

- - L, ct+1af+1 (p) a;-j. 
j=O 
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iv} 

[ ô~] Prop.12 [ ô~] [ ]ô~ (ii) q,p t p q, 1 + q,p t 

'-v-" 
=O 

k 

- -p L ctâf (q) a:-j, 
j=l 

c.q.d. • 

2.3 O grau de um operador 

O grau de um operador comporta-se, de certa forma, como o grau de 

um polinômio. As diferenças ficam por conta da não-comutatividade de An. 

Definição 17 Seja D E An e suponhamos que sua expressão na forma 

canônica é D = ~0:,{3 co:13X
0 âf3. O grau de D, denotado por grau (D), é 

o maior comprimento dos multi-índices (a, /3) tais que xoo/3 apresenta-se 

como parcela de D com coeficiente não-nulo. Como ocorre com o grau de um 

polinômio, convenciona-se que o grau do operador nulo é -oo. 

Proposição 19 (Propriedades do grau) Sejam D e D' E An. Então: 

(i} grau( D + D') ::; max {grau( D) , grau( D')} , ocorrendo igualdade sem-

pre que grau(D) =I grau(D'); 

{ii} grau([D, D'])::; grau(D) + grau(D') - 2; 

{iii} grau(Xo:[J/3 xa ff1) = lal + l/31 + la I + 1771- Mais precisamente, 

xo:of3 xao.,., = xo:+aéJf3+Tf+ parcelas de grau :S lal + 1/31 + lal + 1771 - 2; 

{iv) grau(DD') = grau(D) + grau(D') . 

Prova. (i} Se D e D' estão escritos na forma canônica, então D + D' 

também estará e, portanto, concluímos que 

grau(D + D') ::; max{grau(D), grau(D')}. 
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É fácil ver que se grau(D) =I grau(D'), então ocorre igualdade na fórmula. 

Antes de provarmos os outros itens, mostraremos que 

(4) 

e 

(5) 

Se 1.81 = O, temos 88 = 1. Daí, [fJP, xa] = O, donde 

grau ([a.B, xal) = -oo ~ lal + 1.81- 2. 

Ainda, 

grau ( fJf3 xa) = grau (X 0
) = la I = O+ I ai = I ai + 1.81 · 

Se lal = O, ou seja, xa E K , a demonstração é similar. 

Seja k > O e suponhamos que os resultados são válidos sempre que lal + 
1.81 < k. Suponhamos agora lal + 1.81 = k com lal, I.BI 2:: 1, digamos, ,Bi # O 

para algum i; então, pelo item (iii) da Proposição 14, 

Como 

grau (a.B-e;) +grau (Xa) = 1.81- 1 + lal < k, 

da hipótese de indução para o item (4), obtemos que 

grau ([Of3-e; l xol) ~ 1.81 - 1 + lal- 2 = lal + I.BI - 3. (6) 

Como 
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teremos, naturalmente, 

(7) 

Pelo Corolário 15 (ii), temos que 

Daí, de (6), (7) e (8), temos, respectivamente, que 

grau ( 8i(8B- e;, Xcrl) < grau ( Ôi) + grau ([8,13-e;, Xcrl) 

< 1 + lal + l/31 - 3 = lal + 1/31 - 2 < k 

e 

grau ([8i, Xcr]âl3-e•) grau ([8i, Xcr]) +grau ( OB- e;) 

< lal - 1 + 1131 - 1 = lal + 1131 - 2 < k. 

Portanto, pelo item {i}, temos 

Além disso, visto que 8!3 xcr = [88 , Xcr] + Xcrâ!3 e grau ( X cr8!3) = la I + 1,81 
(pois xcr8/3 está na forma canônica), teremos também, por (i), que 

{ii) Suponhamos 

D = L Ccr,BXCI' a.B e D' = L Cu7)xu 87). 
cr,(3 u,7) 

Usando a bilinearidade do comutador, temos que: 

cr,.B u,7) 

- LLccr.ecu11 [Xaa/3,Xu87)]. 
cr,,B u ,1] 
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Daí, por (4) e pelo item (i) , 

grau([Xa8.6, Xu 811}) Cor.l
3 grau(X0 [88 , X a]811 + Xa[X0

, 811]aB) 

< ma.x{grau(X0 [8.6, Xu] 811 ), grau(Xu[X0
, 811]8.6)} 

< I ai + I.BI + I(JI + 1771 - 2. 

Assim, 

grau( [ D , D']) < max {grau(ca.6ca11 [Xa:8.e , xu 8111)} 
a:,{3,u,11 

- max {grau(X0 [8.B, xu]811 + xu [X 0
, 811]8 f3) } 

o,,B,u,11 

< max {la l + I.BI + I(JI + 1771 - 2} o,{3,u,11 

- max{lal + l/31} + max{ ICJI + 1771} - 2 
a,{J 

- grau (D ) +grau (D') - 2. 

{iii) Por ( 4), temos que grau([Xq' 8f3]) ~ I(JI + I.BI - 2. Mas [Xq' 8.6] = 
xu 3.e - 3.e xu. Então, como grau ( xu 813) = ICJI + IPI , temos, por (i), que 

necessariamente grau(8f3 xu) = 10'1 + l/31 e, portanto, 

8.axu = xu8.e + {parcelas com grau~ 10'1 + I.BI- 2}. 

Logo, 

xa:(xu 3.e +{parcelas com grau~ lO' I+ I.BI - 2} )811 

xa:+u 813+11 + {parcelas com grau~ I ai+ I.BI + I(J I + 1771 - 2}. 

{i v) Escrevendo 

teremos 

D = L Ca.eXO: 8,6 e D' = L CuTJxu 811 ) 
a:fi q~ 

D D' = L Ca:,BCu11XO: 8.6 xu 81'J. 
a:,,e 
U,TJ 
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Então, por {i), temos 

grau(DD') < 

max {la'l + I.BI + lal + 1771} 
er,{3,u,1J 

- max {lcxl + 1.81} + max {lal + 1771} 
er,{3 u ,1] 

- grau (D ) +grau (D'). 

Assim, grau(DD') ~ grau (D) +grau (D'). Afirmamos que ocorre até 

igualdade. 

Sejam 

e 
Jerl+lf31=grauD lui+ITII=grauD' 

todas as parcelas de D e D' que são responsáveis pelos graus de D e D' 

respectivamente. Cada parcela Cerf3Cu11 Xerf)f3 xu ()11 que aparece no produto 

DD' se reescreve, por {iii) , na forma 

de modo que 

DD'-
lerl+lf31=grauD 
]u i+I7J ]=grauD' 

menor do que alguma parcela já listada acima}. 

Suponhamos (por absurdo) que grau (DD') < grau (D) +grau (D'). 

Então 

:2:.: Cerf3Cu1Jxer+u (Jf3+1J (9) 
ler l+lf31=grauD 
]ui+I7JI=grauD' 

é o operador nulo. 

28 



Afirmação 1: Se grau (DD') <grau (D) +grau (D' ), então o expoente 

de â em todas as parcelas deste somatório é sempre o mesmo, isto é, {3i + 1Ji 

é constante para todo e qualquer i. 

Sem perda de generalidade, provemos a afi rmação para o expoente de Ôn. 

Suponhamos por absurdo que os expoentes !3n + 1Jn não são todos iguais. 

Reescrevamos o somatório (9) na forma 

s 

o= L Caf3CuT)xo:+u aB+TJ =L Dia~, 
lo:!+l/3l=grauD i=O 
iai +I7JI=grauD' 

com Di E K [X 1 , ... , Xn] < 81, ... ,On-1 >,para cada i E {0, .. . , s }. 

Seja io o menor expoente de Ôn envolvido na expressão acima com coe­

ficiente não-nulo. Então, separando a parcela com este menor expoente, 

obtemos 

s 

D aio _ 
io n--

i= io+l 

Aplicando estes operadores num polinômio da forma 

s 

Dio(io!f(X I, ... , Xn-d) = L Di(O) =O, 
i=io+l 

e, portanto , 

para qualquer polinômio f E K [X1, ... , Xn-1]· Portanto, Dio se anula sobre 

K[X1, ... , Xn-d · 
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Afirmamos que Dio - O, o que proporciona um absurdo pelo caráter 
t 

minimal de io. De fato, dado g E K [X 1 , .. . , XnJ, escrevamos g = L fiX~ , 
j=O 

com fi E K[X1 , ... , Xn - rl· Então, como Dio não envolve Ôn, temos 
t t 

Di0 (g) =L Di0 (JjX~) = LX~Dio(Jj) = O, 
j=O j=O 

sendo esta última igualdade válida porque Dio se anula sobre K[X1 , ... , Xn- d · 

Conclusão: se grau(DD') < grau (D) + grau (D') , então todos os ex­

poentes de Ôn em (9) são iguais e, como o mesmo raciocínio se aplica para 

âi (i = 1, ... , n) , concluímos que o expoente de â é sempre o mesmo em cada 

parcela do produto. 

Afirmação 2: Analogamente, se grau (DD') < grau (D) + grau (D') , 

então o expoente de X é sempre o mesmo em todas as parcelas do operador 

(9). 

Sem perda de generalidade, provemos esta afirmação para o expoente de 

X 1 . Suponhamos, por absurdo, que em (9) nem todos os expoentes de X1 

são iguais. Reescrevamos o operador na forma 
s 

0= C C X o+a !:!6+1] _ '""'Xi f ·Ô(J+ry o{3 ary U' - L 1 t ' 

lo l+l/31=grauD i=O 
lal+l7Jl=grauD' 

onde fi E K [X2 , ... , Xn] para todo i E {0, ... , s }. 

Seja io o menor expoente de X 1 envolvido neste último somatório com 

coeficiente não-nulo. Separando então a parcela com este menor expoente, 

obtemos uma igualdade da forma 
s 

xio f ioa6+TJ = L xUiâf3+71_ 
i=io+l 

Aplicando tais operadores em xf3+ry, teremos 
s 

Xi0 hoâl3+71 (X f3+7J) = L X~fiâf3+7J(x{3+TJ) , 
i=io+l 
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e fazendo uso do Lema 8, obtemos 

s 

(/3 + ry)!Xio fio = L (j3 + ry)!Xtk 
i=io+l 

Usando a igualdade de polinômios em K[X], concluímos assim que 

para todo i E { i 0 + 1, ... , s}, o que é um absurdo, pelo caráter minimal de i 0 . 

As Afirmações 1 e 2 acima nos permitem reescrever o operador (9) como 

( 
L Caf3Cqry ) xo+q a(J+ry. 

lal+l/3l=grauD 
I(JI+I11I=grauD' 

(lO) 

Afirmação 3: O somatório acima envolve na verdade uma única parcela, 

o que nos leva a um absurdo, pois então o operador (9) não seria nulo. 

De fato, se D envolvesse no mínimo duas parcelas de grau máximo, di-

gamos 

X U! xun ar! ~T2 ~Tn + XVI xvn as! ~52 ~Sn 
1 · · · n 1 u2 ·· .un 1 · · · n 1 u2 · · .un ' 

então, ao multiplicarmos tais parcelas por cada parcela Xf1 
••. X~"of1 8~2 ••• a~" 

de D' de grau máximo, obteríamos DD' envolvendo parcelas nos geradores 

X u!+i} xun+lnar1+t1ar2+tz ~rn.+tn e xv1+h x vn+lnas!+t1 0s2+tz ~Sn+tn 
1 · · · n 1 2 · · .un 1 · · · n 1 2 · · .un 

e necessariamente deveria ocorrer, para cada i, pelas Afirmações 1 e 2, 

e 
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Desta forma, teríamos necessariamente ri = Si e ui = vi, \:li. Fazendo racio­

cínio análogo para o operador D' , concluímos que, de fato, o somatório (10) 

envolve na verdade uma única parcela. 

Logo, para quaisquer D, D' E An, grau (DD') = grau (D) +grau (D') , 

c.q.d. • 

Salientamos que pode ocorrer igualdade na fórmula (ii} da proposição 

anterior. Vejamos um exemplo: 

Exemplo 20 Seja D = L c0 ,f3X 0 Ôf3 E An e suponhamos que no multi-índice 
o,/3 

(ex, 13) de maior comprimento para o qual x aa/3 apresenta-se como parcela 

de D com coeficiente não-nulo, ou seja, na parcela que determina o grau de 

D , tenhamos cxi =I= O. Então, pelo Corolário 15, teremos 

[ôi, D] = L C0 ,f3CY.iXo:-e,ôf3 

o,/3 
Oí#O 

e, portanto, grau ([oi, D]) =grau (oi) + grau (D) - 2. 

Corolário 21 An não possui divisores de zero nem à esquerda, nem à direi-

ta. 

P rova. É conseqüência imediata do item (iv} da Proposição acima. • 

Corolá rio 22 Os únicos elementos invertíveis de An são os operadores cons-

tantes. 

P rova. Também é uma conseqüência imediata do item (iv) da Proposição 

acima. • 
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3 A ÁLGEBRA DE WEYL COMO K [X]-
, 

MODULO LIVRE 

Não obstante os significativos resultados que são produzidos quando es­

tudamos a Algebra de \Veyl como urna subálgebra gerada pelos operadores 

Ô1 , .. • , Ôn, X 1 , .. . , X n, mostraremos, neste capítulo, que ela também pode ser 

vista como um J( [X ] -módulo livre e estabeleceremos, nesta outra visão, 

mais alguns importantes resultados técnicos. 

3.1 A base canônica p ara o K [X ] - módulo livre An 

Notação: Seja f3 = (/31, .. ,(3n) E Nn. Escreveremos simplesmente PfJÔ13 no 

lugar de Pf3 1 , ••• f3" ôf' ... élnn . para cada Pf3, , .... fJ" E K [X ]. 

É fácil ver que An é um K [X ]- módulo à esquerda. Além disso, 

Proposição 23 A Álgebra de Weyl Ân é um K [X J- módulo livre à esquerda 

com base B = { 8!3 : f3 E Nn} . 

Prova. Seja DE An· Considerando a expressão de D na forma canônica 

estabelecida na Proposição 9, digamos, 

D = L ca13Xo:ô6
, 

a,{J 

é claro que o conjunto B gera D: pondo 

obtemos 

(11) 
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Provemos agora a independência linear dos geradores. Considere uma 

combinação linear fin ita de elementos de B , digamos, 

D = L Pf30f3, com Pf3 E I< [X ] . 
{3 

Precisamos mostrar que se D =O, então Pf3 =O para todo {3 . Pondo 

reescrevemos D na forma 

Daí temos, pela Proposição 9, que se D = O, então Cetf3 = O para todo 

coeficiente Cetf3 envolvido na expressão acima, de modo que P/3 =O para todo 

polinômio P/3 envolvido na expressão ( 11 ). • 

3. 2 A ordem d e um oper ador 

Aqui também usaremos as notações de multi-índice e comprimento de 

um multi-índice que foram estabelecidas na Definição 7. 

D efinição 24 Dado p E K [X] não-nulo, definimos a ordem de pf)f3 como 

sendo 1/31 . Para um operador DE An, cuja expressão, em termos da base B 

explicitada acima, é da forma 

definimos a ordem de D como sendo a maior ordem dos operadores que 

compõem as parcelas não-nulas de D . Ao operador nulo será atribuída ordem 

-oo. Denotaremos a ordem de D por ord(D). 
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Proposição 26 {Propriedades da ordem) Sejam D, D' E An. Então valem 

as seguintes propriedades: 

i} ord(D + D') ~ max {ord(D) ,ord (D')}; valendo a igualdade se 

ord (D) f ord (D'); 

ii} ord ([D, D']) ~ ord (D) + ord (D')- 1; 

iii) ord(Xo:ôf3 xu ôTI) = I.BI + 1771· Mais precisamente, 

xo:afJ xu ô'fJ = xo:+u a8+1) + parcelas de ordem~ I.BI + 1771 - 1; 

iv) ord (DD') = ord (D) + ord (D'). 

P rova. Expressando D e D' em termos da base B explicitada na proposi­

ção acima, é fácil mostrar-se {i}. 

A demonstração dos demais itens, em vários pontos, assemelha-se à de­

monstração da Proposição 19. Mostraremos as afirmações {ii} e {iv} por 

indução sobre ord (D) + ord (D'). A afirmação (iii) será provada ao longo do 

processo e ajudará a concluí-lo. 

Se ord (D), ord (D') ~ O, então {iv} é imediato e {ii} segue de [D, D'] = 

O. Seja k ~ 1 e suponhamos que as afirmações (ii} e (iv} valem quando 

ord (D) + ord (D') < k. A partir desta hipótese, mostraremos, em primeiro 

lugar, que os itens {ii} e {iv} serão válidos quando D' = p E K [X] e D = ôf3. 

Em seguida, obteremos a validade das afirmações quando D e D' forem da 

forma D = pôf3 e D' = qÕ', com p, q E K [X] , o que permitirá generalizar {ii} 

para D e D' quaisquer. Finalmente, e usando estes resultados preliminares, 

provaremos {iii) e estaremos em condições de generalizar {iv). 

Primeiramente, tomemos então D' = p E K [X] e D = ôf3, com 1.81 = k, 

digamos, f3i =f O. Então, pela Proposição 14 {iv}, 
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Como ord(ô/3-e;) + ord(p) = 1,81 - 1 +O = k- 1 < k , podemos aplicar a 

hipótese de indução, obtendo 

ord ([a/3- e; ,p]) :::; I.BI- 1 +O- 1 = k- 2. 

Agora, como ord(ôi) + ord ([a/3-e; ,p]) :::; 1 + k- 2 = k- 1 < k , aplicando 

novamente a hipótese de indução, obtemos 

Pela P roposição 6 {i), temos que 

e, portanto, 

Desta forma, por (i), 

ord([D, .DJ) - ord ( [ô!3,p]) = ord (ôi [al3-e; ,p) + (ôi,p] af3-e;) (12) 

< max{ord(ôi [af3-e;,p]), ord([ôi ,p]ô!3-e;)} 

< k - 1 = ord ( af3) + ord(p) - 1 

- ord(D) + ord(D) - 1. 

Ainda, como ôl3p = [ a.a, p] + pâ,a, então, por (i) e por (12), temos 

ord(DD') - ord (â.Bp) 

- ord ([â.B,p] + pô,a) 

- max { ord ( [ af3 , p]) , ord (paf3)} 

- ord (pal3) 

- k = ord ( a/3) + ord (p) 

- ord(D) + ord(D'). 
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Suponhamos agora que D e D' sejam da forma D = pâ/3 e D' = qÕ' , com 

1/31 + hl = k. Como a equação (12) é satisfeita para todo multi-índice ,B com 

I,Bl::; k , então, tomando M = [â!3,q], temos que ord(M)::; I,Bl-1 e 

D D' - pa/3 qâ'Y 

- p (qâ13 + [ 813 , q]) â'Y 

- pqa13+'Y + pM a~~. (13) 

Daí obtemos, por (i), 

ord(DD') - ord(pqâ13+'Y + pMâ'Y) 

< max { ord(pqa/3+'Y), ord(pM â'Y)} 

< max{l/31 + hl, 1/31 - 1 + I'YI} 

- 1/31 + hl = ord(D) + ord(D). 

Reescrevendo a equação (13), temos 

DD' = pqâ13-h + Q1, 

onde ord ( Q1) = ord(pMÕ') ::; 1/31-1 + hl $ ord (D) +ord (D') -1. Analoga-

mente, 

com ord(Q2 )::; ord(D) +ord(D') -1. Logo, [D,D'] = Ql- Q2. Aplicando 

{i), 

ord ([D, D']) - ord(Ql- Q2) 

< max{ord(QI), ord(Q2)} 

- ord (D) + ord (D')- 1, 

o que conclui a indução para este caso. 
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Agora, dado que a fórmula vale, como vimos acima, nos casos em queDe 

D' são da forma p8f3, com p E K [X ], o caso geral de {ii} é uma conseqüência 

da bilinearidade do comutador e de {i}. 

Estamos agora em condições de provar o item {iii}. A demonstração é 

análoga à do item {iii} do Teorema 19: 

(iii} Já sabemos que ord([Xu, 813]) < I.BI - 1. Por outro lado, 

[Xu, 813] = xu 8f3 - 8f3 xu donde, por (i), 

ord ([Xu, 8f3]) - ord(Xu 8/3 - 8f3 xu) 

< max { ord ( xu 8·6 ) , ord ( 8{3 xu)} 

- max {LBI, ord (813 xu)}, 

o que nos faz concluir, também por {i}, que 

e também que 

8{3 xu = xu 8{3 + {parcelas com ordem ::; 1.81 - 1}. 

Logo, 

xo:8/3 xu 811 - xo:(xq 8{3 +{parcelas com ordem ::; 1.81 - 1} )817 

- xo:+u 8J3+TJ + {parcelas com ordem ::; 1.81 + 1771 - 1} 

e, portanto, 

Completemos agora a prova de {iv). Tomemos D e D' escritos na forma 

~o:,/3 Co:f3Xo:8J3. Pelo item {iv) da Proposição 19, 

grau(DD') = grau(D) + grau(D'). 
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Então, dada a distributividade em An e o ítem (iii) acima, temos neces­

sariamente ord (DD') = ord (D) + ord (D'), o que conclui a demonstração 

também para o item {iv). • 

3.3 Derivações 

Introduziremos, nesta seção, os operadores de ordem 1 mais simples, 

chamados derivações, bem como o conceito de derivação simples, assuntos 

importantes no estudo de ideais maximais principais da Álgebra de v\Teyl. 

Definição 27 Seja R um anel comutativo. Um operador linear d: R--+ R 

é dito uma derivação (que se anula sobre K) de R se satisfizer a regra de 

Leibniz: 

d(ab) = ad(b) + bd (a) 

para todos a, b E R. 

Denotaremos por DerKR o conjunto de todas as K -derivações de R. 

Assim, DerKK[X] Ç EndK(K [X]) e é fácil ver que DerKR é um K -espaço 

vetorial. 

Proposição 28 i) Se d é uma derivação de K [X], então, para todo ~ E 

{l, ... ,n} e todo k E N· , 

ii} Se d é uma derivação de K [X] , então 

n 

d = L d(Xi)Ôii 
i =l 
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iii) Toda derivação d de K[X] se escreve, de maneira única, na forma 

n 

d = L Pi8i, 
i=l 

onde Pll ... , pn E K[X]. Ou seja, DerKK[X] é um K [X] -módulo livre com 

base B = {81 , ... ,8n}· 

Prova. i) A prova é por indução sobre k : temos, para k = 1, 

Seja k ~ 1 e suponhamos que d(Xf) = kXik-1d(Xi)· Então 

d(Xf+1
) - d(XiXik) = Xid(Xn + Xikd(Xi) 

XikXf-1d(Xi) + Xfd(Xi) 

kXfd(Xi) + Xfd(Xi) 

- (k + 1)Xfd(Xi)· 

ii) Seja xcr E K [X], com a= (a1 , ... , an), e suponhamos, sem perda de 

generalidade, que ai =F O para todo i. Teremos: 

d(Xcr) - d(Xf1 ••• X~n ) = X~2 • •• X~"d(Xf1 ) + Xf1 d(X~2 
••• X~") (i) 

- X~2 
•• • X~"a1Xf1- 1d(X1) + Xf1 d(X~2 

••• X~") 

- X~2 
••• X~"a1Xf1-1d(X1) + 

+Xf1 (Xf3 
... X~"d(X~2 ) + X~2d(Xf3 

••• X~")) 

~ d(X1)a1Xf1
-

1 X~2 
••• X~n + Xf1 Xf3 

••• X~"a2Xf2- 1d(X2) 

+ Xf1 X~2 d( Xf3 
•• . X~") 

- d(XI)8l(Xf1 
••• X~n) + d(X2 )82(Xf1 

••• X~") + 
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- d(Xr)â1(X0
) + ... + d(Xn)ân(X0

) 

- (tacx,)a,) ex•). 

Como os monômios xo formam uma base para K(X], concluímos que 

n 

d = L d(Xi)âi· 
i = l 

iii) É apenas caso particular de {ii): Pi = d(Xi) , para i= 1, 2, ... , n. • 

Assim, temos que DerK K(X] Ç An. 

Ainda, dada a Definição 24, temos que os elementos de ordem 1 de An 

são os elementos do conjunto 

(DerKK(X]"'- {O})+ K (X ], 

ou seja: um elemento de ordem 1 é da forma d + ( , com duma derivação 

não-nula e 1 E K[X]. Por exemplo, o operador 

onde et2, ... , Ctn, 1 E K [X], é um operador de Ande ordem 1. 

Sobre estes operadores, temos os seguintes resultados técnicos: 

Lema 29 Seja d = et1 81 + ... + CtnÔn E An uma derivação e p E K [X ]. 

Então 

[d,p] = d (p). 

41 



Prova. Temos 

[d, p] - [a1Ô1 + ... + anÔn,P] 

- [a1Ô1 ,P] + ··· + [anÔn ,P]. 

Agora observe que, para cada i, 

Portanto, 

Corolário 30 SejaS um operador de ordem 1, digamos, da formaS= d+1, 

com d uma derivação não-nula e 1 E K [X]. Então, para qualquer p E K [X], 

[S,p] = d(p) E K [X] . 

Prova. Basta lembrar que ['y,p] =O, pois polinômios comutam. • 

Trataremos agora do conceito de derivação simples que será usado para 

aprofundarmos a caracterização dos ideais maximais de An. 

D efinição 31 Seja d uma derivação de um anel R. Um ideal I de R é 

um d-ideal (ou um ideal estável por d) se d(I) Ç I. Dizemos que R 

é d- simples e que d é uma derivação simples de R se R não contém 

d- ideais além dos triviais {O} e R. 

Antes de darmos exemplos de derivações simples, provamos um resultado 

que simplifica, em muitos casos, a constatação sobre a estabilidade de um 

ideal, a saber, que mostra que, para verificarmos que um ideal I de um anel 

R é um d-ideal, é suficiente verificar a d-estabilidade nos geradores de I. 
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Proposição 32 Seja I um ideal de um anel comutativo R gerado pelos ele­

mentos a1, ... ,a5 , e seja duma derivação de R. Então I é um d-ideal se, e 

somente se, d(a,z) E I para todo i= 1, ... , s. 

Prova. ( =}) É óbvia. 

(.;:::) Suponhamos que d( ai) E I para todo i. Queremos mostrar 

que, para todo a E I , ocorre d( a) E I. 
s 

Seja a E I , ou seja, a= 2: riai,onde ri E R. Temos: 
i=l 

s 

- L )d(ri)ai + rid(ai)) 
i=l 

s s 

- L d(ri)~ +L rid(~). 
i=l i=l 

E, como d(ai) E I para todo i e I é ideal, temos de fato d(a) E J. • 

Exemplo 33 K [Xt] é 81-simples. 

De fato, Seja I Ç K[X1] um Ô1- ideal não-nulo. Seja f E I um polinômio 

gerador de I {lembramos que K[X1] é anel a ideais principais). Seja n o grau 

de f. 
Pelo fato de I ser um 81-ideal, temos que 

Daí, se tivermos n > O então ô1(!) tem grau n - 1 ~ O em I . Mas isto 

contraria a minimalidade do grau de f. Portanto, n = O, ou seja, f E K* e, 

conseqüentemente, I= K[X1] . Assim, K[X1] não contém 81 - ideais próprios 

não-nulos. 

Lema 34 Se d é uma derivação de K[X), então, para todo c E K*, as 

derivações d e cd têm exatamente os mesm os ideais estáveis. 
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Prova. Imediata. • 

Proposição 35 As derivações simples de K[Xd são precisamente os ope­

radores da forma c81 para algum c E K*. 

Prova. Pelo Lema 34 e pelo Exemplo acima, é claro que, para todo 

c E K*, a derivação c81 é simples. 

Mostremos agora que se p E K(X1]\K, então d = pô1 não é uma derivação 

simples de K [XI)· De fato, considerando o ideal I= pK[X d , temos 

d(p) = pôl(P) E pK[XI). 

Desta forma, pela Proposição 32, pK[X1] é um d-ideal de K[Xd que é não­

trivial se p não for constante, e, portanto, neste caso, d = pô1 não é urna 

derivação simples. • 

3.4 Involução de módulos 

Nesta seção, veremos que determinar ideais à esquerda de An é equiva­

lente a determinar ideais à direita de An. 

Definição 36 Seja R uma K -álgebra. Uma involução de R é um iso­

morfismo de K- espaços vetoriais r : R ~ R que satisfaz as seguintes pro­

priedades: para quaisquer a e b E R, 

{1) r(ab) = r(b)r(a); 

{2) r 2 = I d , onde I d é a aplicação identidade sobre R. 

Sejam r uma involução de R e M um R-módulo à direita. Vamos, a 

partir de r e de M, construir um R-módulo à esquerda que denotaremos 

por Mt , da seguinte maneira: 
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como grupo abeliano e, para cada a E R e u E Mt, definimos a ação à 

esquerda de a em u por 

a*u = ur(a). (14) 

Esta ação à esquerda é chamada de ação transposta. Munidos desta operação, 

afirmamos que Mt é um R-módulo à esquerda. De fato, para quaisquer 

u, vEM e a, b E R, teremos, já queM é um R-módulo à direita: 

(a+b)*u - ur(a + b) = u(r(a) + r(b)) 

- UT (a)+ UT (b) =a* U + b * u; 

(ab) * u - ur(ab) = u (r(b)r(a)) 

- ( UT ( b)) T (a) = a * ( UT ( b)) = a * ( b * U); 

a*(u+v) - (u + v)r(a) = ur(a) + vr(a) 

a *U+ a*V. 

E se R é um anel com unidade 1, então 

T 2 -Id 2 1 - r(r(1)) = r(lr(1)) =r (1)r(1) = 1-r(l) = r(1). 

Daí, 

1 * u = ur(1) = u1 = u. 

Analogamente, a condição (1) da definição acima nos permite transformar 

um R-módulo à esquerda N num R-módulo à direita Nt como segue: Nt = 
N como grupo abeliano, enquanto que a operação externa é definida por 

nor=r(r)n, (15) 

para todo n E N, r E R. 
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A condição (2) nos garante que, para todo R-módulo à direita Me para 

todo R-módulo à esquerda N, (Mt)t = M e (Nt)t = N. De fato, para 

quaisquer r E R, u E M e v E N, 

ur - T(r)*u=uor(T(r))=uor; 

rv- voT(r)=r(r(r))*v=r*V. 

Proposição 37 Sejam R uma K- álgebra, r uma involução de R e M um 

R-módulo à esquerda {à direita). Então lvf' é um R-submódulo à esquerda 

{à direita) próprio de M se, e somente se, M't é um R-submódulo à direita 

{à esquerda) próprio de Mt. 

Prova. Suponhamos M' um R-submódulo à esquerda próprio de M. 

Já sabemos que Mlt = M' como grupo abeliano, portanto, se M' é um 

subconjunto próprio de lvl, então M't é um subconjunto próprio de Mt. 

Finalmente, o fato de M't ser um R-submódulo à direita vem da forma 

como definimos a ação transposta em (14). 

A volta prova-se de maneira análoga. • 

Definição 38 Dizemos que um R-módulo à esquerda {à direita) M é um 

R-módulo simples seM não possui R-submódulos à esquerda {à direita) 

próprios. 

Corolário 39 Sejam R uma K -álgebra, T uma involução de R e M um 

R-módulo à esquerda {à direita). Então M é simples se, e somente se, Mt 

é simples. 

Prova. Suponhamos que Mt é simples. Seja N um submódulo nãcrnulo 

à esquerda de M. Pela Proposição 37, Nt é um submódulo nãcrnulo à direita 

de Mt e, portanto, como Mt é simples, Nt = Mt. Daí, 
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ou seja, M é simples. 

P ara provar a ida, basta lembrar que (Mt)t =Me aplicar a mesma prova 

acima. • 

Proposição 40 Sejam R uma K- álgebra, T uma involução de R e M um 

R-módulo à esquerda {à direita).Então M' é um R-submódulo à esquerda 

{à direita) cíclico de M se, e somente se, Mtt é um R-submódulo à direita 

{à esquerda} cíclico de M t. 

Prova. É conseqüência da forma como foram definidas as ações trans­

postas em (14) e (15). • 

Proposição 41 Considere a K - álgebra An- A transformação linear r 

An --. An, induzida por 

para cada f E K[X] e a E _Nn, é uma involução de An. 

Prova. Deixamos ao leitor conferir que r é um isomorfismo de K -espaços 

vetoriais, e verificaremos aqui as condições (1) e (2) da Definição 36. 

Provemos inicialmente que r(DD') = r(D)r(D') para quaisquer D, D' E 

An· Se algum dos elementos, D ou D' de An, é o operador nulo, então a 

igualdade se verifica trivialmente. Assim, podemos supor D # O # D' e 

vamos provar a igualdade por indução em ord(D) + ord(D'). Se ord(D) + 
+ord(D') = O, então ord(D) = ord(D') = O, ou seja, 

D =f E K[X], D' = g E K[X]. 

Daí 

1(DD') = r(fg) = ( - 1)1°18° fg = fg = gf = r(D')r(D). 
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Seja k ~ 1 e suponhamos que a igualdade T(DD') = T(D )T(D') se veri­

fique para quaisquer D, D' E An tais que ord(D) + ord(D') < k. Tomemos 

D, D' E An tais que ord(D) + ord(D') = k. Como T é linear, é suficiente 

mostrarmos que vale a igualdade para o caso em que D = f/JC' e D' = gôf3, 

com f, g E K[X] e JaJ + J.BJ = k. Neste caso, temos: 

T(DD') - T(jôcxgô(3) = T (f(gôcx + [ô'\ g])ô13 ) 

- T(j gôa+f3 + f[ôa' g]&f3) 

- T(j gâcx+f3) + T(j[âcx 1 g]â13 ). 

Como, pela Proposição 26, ord(f[ôa, g]&f3) ~ Jal - 1 + J.BI < k, podemos 

aplicar a hipótese de indução e escrever 

T(DD') - T(jgâcx+f3) + T(j[if ,g]âf3) h.i. 

- T(jgif+f3) + T(â13 )T([if,g])T(j) 

_ ( -1)1al+ll31aa+/3 fg + ( -l)lf3!aP(,.(8°g)- T(gôa))f 

_ ( -1)1al+ll31&a+f3 fg + ( - 1)1!31&!37 (&ag)f _ ( -l)lf31&!37 (gôa)f 

_ ( -l)lal+l!31&a+/3 fg + ( -l) lf31 &!37 (ôag)f _ ( - 1)1!31&!3( -l)lalaagf 

_ ( - l)lal+l!31&a+/3 fg + (-l)lf31&!37 (&ag)f _ ( - l)lal+ll31&a+/3 fg 

_ (-l)lf31&!3T(Ôcxg)j. (16) 

Se Jal = O, então D = f e T(D) = f. Assim, T(DD') = ( - 1)1131&f3g j = 

= T(D')T(D). Agora, se JaJ ~ 1, então existe i E {1, ... , n} tal que ai f. O. 

Como 

aa 9 - aa-e. &ig 

- Ôcx-e; (gâi + ( Ôi' g]) Prop.6 (i) 

- aa- e; gâi + aa-e; Ôi (g)' 
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tomando E = aa-e; e E' = gôi, podemos escrever 

ôag = EE' + aa-e,ôi(g). 

Assim, como ord(aa-e;ôi(g)) = lal - 1 ~ lal - 1 + 1,81 < k, teremos 

r(éPg) - r(EE') + r(aa-e;ôi(g)) 

- r(EE') + r(ôi(g))r(aa-e;) 

- r(EE') + Ôi(g)( -1)ia-e;laa- e; 

_ r(EE') + ( -1)1al- lf)i(g)ôa-e; 

r(EE')- (-1)1alf)i(g)ôa-e;. 

Por (16), para quaisquer D, D' das formas D = fôa e D' = gô!3, teremos 

Então, colocando E e E' nos lugares de De D' na fórmula acima, obtemos 

r(EE') = r(âa- e;gâi) 

_ T ( aa-e; gf}ei) 

- ( -1)lôe'r(ôa-e;g) 

( - 1) Ôir (aa-e'g). 

Aplicando a hipótese de indução em r(aa-e'g), teremos: 

r(EE') ( -1 )ôir( aa-e; g) 

_ ( -1)ôig( - 1)1a-e; lôa-e; 

- ( -1)( -1)1a-e;l(f)igÔa-e;) 

_ (-1)lal(ôigf)-ei). 

Sabemos que [ôi,g] = ôig- gôi = Ôi(g). Logo, Ôig = Ôi(g) + gôi. Então, 

r(EE') = ( -1)1al(ôi(g) + gôi)aa- e; 
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e, assim, 

r(8ag) - r(EE')- ( -l)lal8i(g)8a-e, 

( -1)1al8i(g)8a-e; + ( -1)1alg8i8a-e; _ ( _ 1)1al8i(g)8<:t-e; 

(17) 

Usando (17), podemos reescrever a expressão em (16) obtendo 

r(DD') - ( - 1) 1!31 8{3 r ( 8Q g) f 

- ( -1)1!318!3( -I)I<:tlg~ f 

- ( -1)1f318.Bg( -I)Iai8Q f 

- r(D')r(D), 

o que demonstra (1) da Definição 36. 

Agora, vamos mostrar que r 2 = I d. Usando a definição de r, teremos, 

para cada gerador f8a com f E K[X] e a E _Nn: 

r(r(f8Q)) - r(( -1)1al8a f)= ( -I)Ialr(8Q f) (l
7
) 

_ (-l)lal(-l)l<:tlf8a, = f8a = Jd(f~). 

Como r é linear, podemos concluir que r 2 = I d. Assim, r é de fato uma 

involução de An. • 

Definição 42 A involução apresentada no lema anterior é conhecida como 

a involução padrão de An. 

As proposições 37, 40 e 41 fundamentam o fato de que determinar ideais 

principais maximais à esquerda de An é equivalente a determinar ideais prin­

cipais maximais à direita de An, que deverá ser visto, neste caso, como um 

An-módulo livre. 
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4 ESTRUTURA DE IDEAIS DA ÁLGEBRA 

DE WEYL 

Apesar de muitos anéis não-comutativos admitirem ideais bilaterais, ve­

remos que este não é o comportamento de An. 

4.1 A simplicidade de Ân 

D efinição 43 Um anel é dito simples, se seu único ideal bilateral próprio 

é o ideal gerado pelo zero. 

Teorem a 44 A álgebra An é simples. 

P rova . Seja I um ideal bilateral não-nulo de An· Tomemos um elemento 

D =/= O de menor grau em I. Se D tem grau zero, ele é uma constante e 

I = An· Portanto, podemos supor que D tenha grau r > O e verificaremos 

que isto nos leva a uma contradição. 

Suponhamos que (a, /3) é um multi-índice de comprimento r de D , isto 

é, xcrô/3 é uma parcela de D com coeficiente não-nulo tal que lal + 1,81 =r. 

Se {3i i= O para algum i, então [Xi, D] é não-nulo e tem grau r- 1, dado o 

Corolário 15. Visto que I é um ideal bilateral de An e D E I , temos que 

[Xi, D] E I. Mas isto contradiz a minimalidade do grau de D. Desta forma, 

temos {3 = (0, ... , 0). Agora, como r > O, devemos ter ai =/= O para algum 

i E { 1, 2, ... , n}. Assim, [âi, D] é um elemento não-nulo de I de grau r - 1 (de 

novo pelo Corolário 15), o que nos leva novamente a uma contradição. • 

Observação 45 O conceito de ordem de um operador permite também dis­

cutir a estrutura de ideais da Álgebra de Weyl. Como exemplo, damos uma 
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outra prova para o resultado acima, apoiados agora na propriedade {ii) da 

Proposição 26. A idéia da demonstração é essencialmente a mesma. 

Outra prova para o Teorema 44. Seja I =f O um ideal bilateral de An. 

Tomemos um elemento não-nulo DE I de ordem mínima possível. Suponha 

que ord (D) ;::: 1. Então, expressando D em termos da base B explicitada 

na Proposição 23, temos que existe uma parcela não-nula pâ/3 de D, com 

/3i =f O para algum i. Pelo Corolário 15, [Xi, D) =f O; além disso, como D E I 

e I é ideal bilateral, temos que [Xi, D) E I. Mas, pela Proposição 26 {ii}, 

ord ([Xi, D)) < ord (D) , o que contradiz a minimalidade da ordem de D em 

I. Logo, concluímos que ord (D) =O e, portanto, K [X) n I i {0}. 

Desta forma, seja p um polinômio não-nulo de grau mínimo em I. Supo­

nha que grau (p) ;::: 1. Seja kXa um monômio de p, com ai i O para algum 

i, sendo a= grau(p). Então, por um lado, [âi,P] E I, e, por outro lado, dado 

o item {i} da Proposição 6, temos que [âi, p] = âi (p) i O. Mais até: 

grau ([âi,p]) =grau (âi (p)) <grau (p), 

o que contradiz a minimalidade do grau de p em I. Assim sendo, p E K• e, 

portanto, K n I i {0}, donde I= An· Conseqüentemente, An é simples. • 

Sabe-se que todo anel comutativo simples é um corpo. No entanto, isto 

não necessariamente ocorre com anéis não-comutativos, isto é, nem todo 

anel não-comutativo simples é um anel de divisão. De fato, apesar de An ser 

simples, temos: 

Teorema 46 A álgebra An não é um anel de divisão. 

Prova. É conseqüência imediata do Corolário 22. • 

Corolário 4 7 Todo elemento não-constante de An gera um ideal unilateral 

não-trivial. 
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A Álgebra de Weyl não é, tampouco, um anel a ideais principais à es­

querda (ou à direita). 

Antes de continuarmos, convém lembrar o que foi estabelecido na seção 

anterior: o fato de que determinar ideais à esquerda de An é equivalente a 

determinar ideais à direita de An: lembrando que um ideal à esquerda de 

um anel R é precisamente um R-submódulo à esquerda de R, basta fazer 

uso da involução padrão de An apresentada na Proposição 41. Assim, o que 

estabelecermos, a partir de agora, para ideais à esquerda, valerá, igualmente, 

para ideais à direita. 

Proposição 48 An não é anel a ideais principais à esquerda. 

Prova. Para n = 1, prova-se que o ideal à esquerda J - A18? + 

A1 (X181 - 1) não é principal (veja [2], pág. 19, exerc. 4.8 e 4.9). 

Para n ~ 2, afirmamos que o ideal à esquerda gerado por 81, ... , Ôn não 

é principal. Com efeito, suponhamos que D E An é um gerador deste ideal, 

que denotaremos por I. Como 81 E I, existe D' E An tal que 

81 = D'D. (18) 

Assim, pela Proposição 19, D tem grau O ou 1. Afirmamos que I é um 

ideal não-trivial, e portanto D tem grau 1. De fato, se tivéssemos I = An, 

então, dado k E K* , existiriam D1, ... , Dn tais que D 181 + ... + DnÔn = k, 

o que é impossível por razões de grau (já que todos os termos não-nulos 

que estiverem no lado esquerdo da igualdade terão, no mínimo, grau 1). 

Portanto, da igualdade em (18) , obtemos que D' E K e D = c181 para 

algum c1 E K*. 

Desenvolvendo, agora, o mesmo raciocínio, com 82 no lugar de 81, obtemos 

que D = c282 para algum c2 E K; uma contradição. Portanto, I não é um 

ideal principal. • 
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Apesar de An não ser um anel a ideais principais à esquerda (ou à direita), 

prova-se que todo ideal lateral de An é gerado por dois elementos. Este é um 

importante resultado devido a J. T. Stafford (veja [11]). Nos limitaremos, 

aqui, a apresentar um exemplo, uma vez que não faremos uso deste fato neste 

trabalho. 

Exemplo 49 O ideal à esquerda gerado por 81,82 e 83 pode também ser 

gerado por D1 = 81 e D2 = 82 + X183. 

Prova. É claro que I = Ân · (D1, D2) Ç An · (81, 82, 83). É evidente 

também que 81 E I. Afirmamos que 83 = [D1, D2] e, portanto, é um elemento 

de I. De fato, 

[D1, D2] - 81 (82 + X183) - (82 + X183) 81 

- 8182 + 81X183- 8281 - X18381 

- 8182 + (X181 + 1) 83 - 8182 - X18183 

- 83. 

Daí, 83 E I, donde 82 = D2- X183 E J. 

Concluímos, então, que An · (D1, D2) = An · (81, 82, 83). • 

Passemos, agora, a procurar ideais principais maximais (note que, ten­

do em vista o Corolário 47, é uma questão natural perguntarmo-nos quais 

ideais principais são maximais). De forma ainda mais específica, o que vi­

mos na Seção 3.4 fundamenta a idéia de que abordar o problema de buscar 

ideais principais maximais à esquerda em An (K) é equivalente a determinar 

ideais principais maximais à direita em An (K): se r é a involução padrão de 

An (K ) (veja Proposição 41) e SAn (K) é um ideal à direita maximal princi­

pal, então An (K) T (S) é um ideal à esquerda maximal principal de An (K) 

(veja Proposições 37 e 40). 
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Preocuparemo-nos então, a partir daqui, exclusivamente com ideais ma­

ximais principais à esquerda. 

4.2 A procura de ideais maximais principais à esquer­

da de An 

Concentraremo-nos nos geradores de ordem 1 e, nesta direção, começaremos 

com os operadores de ordem 1 mais simples, a saber, as derivações. No en­

tanto, o que obtemos são os seguintes resultados: 

Proposição 50 Uma derivação pô1 , com p E K [X1], gera um ideal principal 

maximal à esquerda de A 1 se, e somente se, p E K*. 

Prova. ( ~) Como K* c A1 , não há diferenças entre o ideal gerado por 

pô1, com p E K*, e o ideal gerado por 81 . Basta mostrar, então, que A181 é 

um ideal principal à esquerda ma..ximal de A1. 

Escrevendo os elementos de A1 em termos da base { ~ : {3 E N}, vemos 

que os operadores não-nulos de A181 são todos os operadores de A1 do tipo 
k 

2:Piô1, com PiE K [Xd, 
i=l 

ou seja, que não possuem um "termo independente" . 

Seja agora J um ideal à esquerda de A1 tal que A181 Ç J. Afirmamos 

que J = A1. De fato, seja D um operador de J que não pertença a A181. 

Então, ele é do tipo 
k 

2:Pi8i + Po, com PiE K [XI] e Po :;f O. 
i=l 

Como - 2:::~= 1 Piôi E A181 Ç J, temos Po E J. Assim, Ô1Po E J (pois J é 

ideal) e p081 E J (pois A181 Ç J); portanto 
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ou seja, pela Proposição 6, 81 (p0 ) E J. 

Agora, pondo p0 = 81 (po) E J, ternos que p0 tem grau menor do que p0; 

daí, repetindo o raciocínio acima para p0, vamos concluir que 

Prosseguindo com este raciocínio, chegaremos à conclusão que em J existe 

um polinômio de grau zero: 

KnJ=tf{O} 

e, portanto, J = A1. Assim, A1 81 é um ideal maximal de A1. 

(=?)Mostraremos que, se grau(p);::: 1, então o ideal A1p81 não é maxi­

mal. 

Primeiramente, observemos que, pela Proposição 19, para todo D E 

A1p81, ternos grau (D) ;::: grau (p8I) 2: 2. Portanto, corno grau (81) = 1, 

81 f}. Â1P81. 

Ainda, ternos que 

no qual, pela Proposição 26, só ocorrem operadores de ordem maior ou igual 

a 1. Desta forma, corno ord (1) =O, A181 # A1. 

Pelo exposto, concluímos que 

e, portanto, A1p81 não é um ideal maximal. • 

Proposição 51 Para n ;::: 2, nenhuma derivação de K[X] gera um ideal 

principal maximal à esquerda de An. 
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Prova. Seja 

n 

d = LPiai, 
i=l 

com PiE K[X] para todo i E {1, ... , n}, uma derivação de K[X]. Afirmamos 

que I = And não é um ideal maximal de A.n. 

Inicialmente salientamos que o ideal J = Anal + ... + Anan é um ideal 

próprio. De fato, se ocorresse 1 E J então existiriam D1 , ... , Dn E An tais 

que 

Aplicando os dois lados da igualdade em c E K*, teremos 

absurdo. 

Vamos agora dividir a demonstração em dois casos. 

l.°Caso: existe i E {1, ... , n} tal que Pi =O. 

Primeiramente, verifiquemos que 

Que ocorre a inclusão é trivial; que ela é própria vem do fato de que ai E 

AI. Se não, vejamos: se tivéssemos ai E I , então existiria D E An tal 

que Dd = ai. Porém, como Pi = O, ai deve estar presente em D. Assim, 

ord (D) ;:::: 1 e, pela Proposição 26, ord (Dd) ;:::: 2. Absurdo, pois Dd = al· 

Assim, temos 

e, portanto, I não é um ideal maximal de An· 
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2.°Caso: para todo i E {1, ... , n }, temos Pi =I= O. 

Afirmamos que, também aqui, 

De fato, temos que 81 E AI: por absurdo, suponhamos 81 E J, ou seja, 

existe D E An tal que 

n n 

81 - Dd = D L Pi8i = 2:Dpi8i 
i=l i=l 

- Dp181 + ... + Dpn8n· 

Desta forma, teremos 

Se ord(D) = m, então sabemos que ord(Dpi) = m. Pela Proposição 

16 {i), temos que os multi-índices de ordem m que aparecem em Dpi são os 

mesmos que aparecem em D. Com isto , no lado esquerdo da igualdade acima, 

os multi-índices de comprimento m + 1 são da forma j3 + e1 , com j3 envolvido 

em D, enquanto que, do lado direito, os multi-índices de comprimento m + 1 

são da forma j3 + ei, com i~ 2, o que é um absurdo, pela Proposição 23. 

Assim, novamente teremos 

e I não é um ideal maximal de Ân. • 

Passamos agora a examinar se é possível operadores de ordem 1 do tipo 

d+1, onde d é uma derivação de K[X] e 1 E K[X], gerarem ideais maximais 

de Ân. 
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4.3 Sobre operadores de ordem 1 que geram ideais 

maximais à esquerda de Ân 

Definição 52 Sejam duma derivação de K[X] e 1 E K[X]. Com relação 

ao operador d + 1 , denominamos 1 uma perturbação de d. 

Para n = 1 nos restringiremos ao seguinte resultado: 

Proposição 53 Todo ideal da forma I = A 1. (c1Ô1 + c2), com c1 , c2 E K e 

c1 #O, é um ideal maximal de A 1 (K). 

Prova. O caso c2 =O já foi considerado na Proposição 50. E, para c2 #O, 

temos que c181 +c2 e 81 +c2/c1 geram o mesmo ideal. Assim, denotando c2/c1 

simplesmente por c, resta-nos mostrar que todo ideal da forma A1. (81 +c), 

com c E K*, é maximal. 

Primeiramente, verifiquemos que 81 fÍ. A1, e, portanto, I # A1 . Com 

efeito, se 81 E I , existe D E A1 tal que 

Como grau(81 ) =grau (81 +c)= 1, pela Proposição 19 {iv}, grau (D) =O, 

i. e. , D E K* , o que inviabiliza a igualdade acima, dado que c # O (veja 

Proposição 23). 

Antes de continuarmos a prova, vejamos duas afirmações que nos serão 

úteis. 

Afirmação 1: 

k 

(8 )k "" 0 ; -18k-j 
1 + c = L-t kc...- 1 . (19) 

j=O 

De fato, trata-se da fórmula do Binômio de Newton que vale, neste caso, pois 

81 comuta com c. 
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Afirmação 2: Todo elemento de A1 pode ser expresso na forma 

m 

LPi (81 + c)i, 
i=O 

para algum mE N e com PiE K [Xd para todo i. Com efeito, o resultado é 

trivial para o operador nulo. Seja D E A1 um operador de ordem m, digamos 

m 

D = Lhiôi. 
i=O 

Se m = O, então o resultado é também trivial. Seja agora m ~ O e 

suponhamos que a afirmação vale para todo operador de ordem menor ou 
m+l 

igual a m. Se D = 'L hiôL com hm+l =I= O, teremos 
i=O 

m+l m+1 

D h (8 )m+l (19) ~ h ai h ~ cj ~iam+l-j 
- m+l 1 + C - ~ i 1 - m+l ~ m+l V 1 

i=O j = O 

m m+1 

h Ôm+l ~h ~ J.. am+l J.. ~ ci _jam+1-j 
- m+l 1 + ~ iU1 - '"m+l 1 - '"m+l ~ m+l t..- 1 · 

i=O j=l 

Daí, obtemos 

m m+1 

D- hm+l (81 + c)m+l =L hiôf- hm+l L ctn+lda~+l-j. 
i=O j = l 

~ ~-------v--------~ 
ord~ m ord~ m 

Ora, o operador do lado direito da igualdade acima tem ordem menor ou 

igual a m, pela Proposição 26. Daí, usando a hipótese de indução no lado 

direito da igualdade, tem-se 

m 

D- hm+l (81 + c)m+l = L pi(81 + c)i) 

i= O 

onde Pí E K [X1) , ou seja, escrevendo Pm+l = hm+l, obtemos 

m + l 

D = L Pi ( 81 + c) i , 

i=O 
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o que demonstra a Afirmação 2. 

Seja agora J um ideal de A1 tal que I Ç J. Verifiquemos que, neste caso, 

J =A1. 

Tomemos D um elemento de J que não pertença a I. Dada a Afirmação 

2, podemos escrever D na forma 

m 

D = L Pi ( 81 + c) i , 

i=O 

com Po =!= O, pois se Po = O, teríamos D E I. Daí, como D- p0 E I Ç J, 

temos que Po = D - ( D - Po) E J. 

Desta forma, temos que (81 +c) p0 E J e p0 (81 +c) E I Ç J. Assim, 

[81 +c, Po] E J. Por outro lado 

Portanto, 81 (po) E J e, analogamente, 8f (Po) E J para todo k E N. Assim, 

se grau (po) = l, 8i (p0 ) E J e é tal que 8i (p0 ) E K*, ou seja, J = A1 e, 

conseqüentemente, I é um ideal maximal de A1 , c.q.d. • 

Coutinho [3), que generalizou exemplos de ideais maximais apresentados 

inicialmente por Stafford [12], foi o primeiro a evidenciar a forte relação exis­

tente entre d-simplicidade de K[X] e ideais maximais de An: a partir de uma 

derivação d que torna o anel K[X] d-simples, ele exibiu uma perturbação 

1 E K[X] de d tal que d + 'Y gera um ideal à esquerda maximal de An. 

Mais tarde, Lequain, Levcovitz e Souza Jr. [7] provaram que, com a 

derivação d submetida a certas condições, se existe 'Y E K[X] tal que o ideal 

An. (d + 1) é maximal, então K[X] é d-simples. Veremos este resultado no 

próximo capítulo (Corolário 72). 
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Nesta seção, buscamos uma caracterização dos operadores de ordem 1 da 

forma d + 1, onde 

e 'Y, a1, ... , an E K[XJ, que geram ideais maximais da Álgebra de Weyl An 

quando n ~ 2. Conseguimos estabelecê-la no caso em que n = 2 e para 

especiais operadores de ordem 1, numa generalização do resultado de Bratti 

e Takagi [1] e que foi obtido por Lequain, Levcovitz e Souza Jr. [7] . Para 

n > 2, apenas resultados parciais são obtidos (veja Teorema 67). 

Antes de iniciarmos com alguns lemas técnicos que prepararão a demons­

tração dos resultados mencionados no parágrafo acima, justificamos nossa 

restrição ao estudo de operadores de ordem 1 envolvendo apenas derivações 

da forma 

(20) 

Inicialmente, observemos que, se d é uma derivação de K[X] e n ~ 2, 

então não temos, necessariamente, diK!X1J c K[Xt]. Mas, se ocorrer diK{Xd C 

K[X1], teremos que diK[x1J será uma derivação de K[X1] e tal que, se d for 

simples, então diK!Xd também o será: 

Proposição 54 Suponhamos n ~ 2 e seja duma derivação de K[X] tal que 

diK!Xd é uma derivação de K [X1]. Se d é simples, então diK!Xd também o é. 

Prova. Escrevendo 

n 

d = LPiÔi, 
i=l 

com Pi E K(X], se diK!Xd é uma derivação de K [X1], então devemos ter 

diK!Xd = P1Ô1, com P1 E K[X1]. 
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Considerando o ideal I = K[X]p1 , como d é simples, devemos ter p1 E K*. 

Do contrário, teríamos 

e, neste caso, I seria um d- ideal próprio de K[X]. 

Desta forma, pela Proposição 35, d!K!Xd é uma derivação simples de 

K[X1]. • 

Ora, como salientamos acima, queremos abordar o estudo de ideais maxi­

mais via derivações simples. Então, é um tanto natural considerarmos, inicial­

mente, o caso de operadores que provêm de derivações que, quando restritas 

a K[X1], ainda sejam derivações de K[X1]. Ainda, se queremos que tais 

derivações sejam simples, então, pelo Lema 34 e pelas Proposições 50 e 54, 

necessariamente elas devem ser da forma (20). 

Convenção: Em todo o restante deste texto, convencionaremos como 

An-1 a K-subálgebra de A n gerada por X2, ... ,Xn e 82 , ... ,8n (ao invés de 

X 11 ... , Xn-1 e 81 , ... ,8n-1)· Assim, teremos 

e, com o que já discutimos até o momento, é fácil convencer-se que An é um 

An-1 [X1]-módulo livre: 

(21) 

Com esta observação, ficará claro o significado de "a ordem de um ope­

rador em 81". 

Lema 55 Seja R um elemento de An-1 [XI]. Então 81R = R81 +R', onde 

R' E Ân-1 [XI], e, portanto, [81, R] E Ân-1 [XI] . 
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Prova. Dada a bilinearidade do comutador, é suficiente demonstrar ape­

nas o caso em que R é um monômio. Suponhamos então 

R - c x o:l xan af32 !:l(3,.. - o.(3 1 · · · n 2 · · .un ' 

onde a:= (a:1, ... ,a:n), {3 = (0,{32 , ... ,{3n) E _Nn e Caf3 E K para todo a: e todo 

{3 . Neste caso, temos 

a1 R a C X Ql xa-n ,.,{32 !:lf3n 
- 1 o.(3 1 . . . n a2 .. . un 

Xo2 xon (a Xo. 1 ) ,..,{32 aB Prop.6 - Caf3 2 · · · n 1 1 <Y2 • • • n n = 

X 0:2 xa-n (xo.la ..L xol-1) ~(32 f}f3n Co.(3 2 ·· · n 1 1 • 0:1 1 U2 · · · n 

C X o:l xo.n af32 !:lf3n a + ,.., c xo.1 - 1 xo:2 xa:n ..... a2 !:lf3,.. - a:(3 1 .. . n 2 ... un 1 ~1 o:(3 1 2 . .. n a2 ... un 

e, portanto, a1R tem, de fato, a forma R81 +R', onde R' E An_1 [X I). • 

Lem a 56 {Algoritmo da Divisão) Para toda derivação de An da forma 

com a:2, ... , a:n E K [X], e para todo 1 E K [X], vale a seguinte propriedade: 

dado DE An, existem únicos Q E An e R E Ãn-1 [X1] tais que 

D = Q. ( d + 1) + R. 

P rova. Primeiramente, mostraremos que vale a propriedade para 

D = af para todo k E N"', usando indução sobre k. 

Observemos que a:2Ô2 + ... +a:nÔn +1 E Ân-1 [X1], de modo que podemos 

escrever Ô1 = 1 (d + 1) + R1, onde R1 = - (a:2â2 + ... + O:nÔn + 1). 

Suponhamos, agora, k ~ 1 e que o resultado é válido para D -

digamos, a~ = Qk. (d + !) + Rk, com Qk E An, Rk E An-1 [X1]. Então 
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Pelo Lema anterior, temos 

Ainda, como temos, pela base de indução, 81 = ( d + 1) + R1, obtemos 

8f+l - 81Qk. (d + 1) + Rk ((d + T') + R1) + R2 

- (81Qk + Rk). (d + 1) + RkR1 + R2 

e, portanto, a:+l é da forma 

onde Q = (81Qk + Rk ) E An e R= RkR1 + R2 E An-1 [Xt]. Isto completa a 

indução. 

Agora, se D E An é qualquer, podemos escrever D na forma 

onde k E N e Ei E Ân-1 [Xd para todo i E {0, ... , k}. Assim, pelo que 

acabamos de mostrar acima, temos 

k 

D = L Ei ( Q i. ( d + I) + ~) ' 
i=O 

onde Qi E An e ~ E An- 1 [X1] para todo i. Então 

k 

D = L (EiQi. (d +I)+ Ei~) 
i=O 

- (t.E,Q,) . (d+ 7) + t. E,R; 
""'k e, portanto, D é da forma D = Q. (d + 1) +R, onde Q = L....,i=O EiQi E An e 

R= L::=o Ei~ E An-1 [XI]. 

65 



Provemos agora a unicidade. Seja P E An e sejam R, R' E Ân-l [X1] e 

Ql, Q2 E Ân tais que 

P = Ql. (d +I)+ R= Q2. (d + 1) +R'. 

Então, 

Q. (d +I) = R'- R E Ân-1 [XI], onde Q = Ql - Q2 E An· (22) 

Separando as parcelas de Q que envolvem 81 podemos escrever 

- -Q = Q81 +R, 

- -
com Q E An e R E Ân-1 [XI] · Levando também em conta que d+1 = 81 +R1, 

onde R1 E Ân-1 [Xl], teremos que 

Q. (d +I) (Q81 +.R). (81 + R1) 

Q8i + Q81R1 + Rô1 + RR1 LemaSS 

- 2 - - -Q81 + Q (R181 +R")+ R81 + RR1 

- Q8f + (QRl +.R) 81 + QR" + RRl, 

onde R" E Ân-1 [XI]. 

Como Q. (d + 1) E Ân- 1 [X1], temos que a ordem de Q. (d +I') em 81 é 
- -

zero; concluímos, então, que Q = O, pois, caso contrário, olhando para Q 

como um polinômio em 81 com coeficientes em Ân-1 [X1], teríamos que Q8i 

produziria o único termo de maior ordem em 81 em Q. (d + 1), absurdo. 

Assim, 

- -Q. ( d + 1) = R81 + RR1 . 

Analogamente, concluímos que R = O. Mas, daí, Q. (d + 1) - O, o que 

implica Q =O e, portanto, por (22), R= R' e Ql = Q2. • 
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Lema 57 Seja d E An uma derivação da forma d = 81 + a2ô2 + ... + CtnÔn, 

onde a2, ... , Ctn E K [X]. Então, para cada 1 E K[X] e R E An- 1 [X1], temos 

Prova. Escrevendo d + 1 = Ô1 + R', com R' = a2Ô2 + ... + CtnÔn + 1 E 

An-1 [Xr], temos 

[d+1,R] - [ô1 + R' ,R] 

- [81, R]+ [R', R ]. 

É claro que [R', R] E An-1 [X1]. E, pelo Lema 55, temos que [81, R] E 

An-1 [X!]. Assim, [d + 1, R] E An-1 [XI]. • 

Lema 58 Seja dE Ân uma derivação da forma d = Ô1 + a2Ô2 + ... + CtnÔn, 

onde a2, ... , Ctn E K [X]. Então, para cada 1 E K [X ], temos que o ideal à 

esquerda A,~, . (d + 1) é um ideal maximal de An se, e somente se, 

para todo R E Ân-1 [X1] ""-{O}. 

Prova. (::::::::?) Inicialmente, afirmamos que, se R E Â.n-1 [Xt] ""-{O} , 

então R rt An.(d + 1). De fato: supondo que R E An.(d + 1), ou seja, 

R = Q.(d+l) para algum Q E Ân: podemos repetir a argumentação utilizada 

na demonstração da unicidade no Lema 56, chegando à contradição de que 

Q = O e que, portanto, R= O. Desta forma, An.(d + 1) + AnR = An, pois, 

por hipótese, An.(d + 1) é um ideal à esquerda maximal de An e AnR é um 

ideal não-nulo de An· 

( {:=) Sabemos que An· ( d+1) é um ideal maximal de An se, e somente 

se, Ân.(d + 1) + AnP = Ân para todo P rt Ân.(d + 1). 
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Suponhamos P ~ An.(d+1) · Pelo Lema 56, temos que P = Q.(d+1)+R 

para algum Q E Ân e R E Ân-l [XI] e, ainda, R =f. O. Assim, 

An.(d + 1) + AnP - An.(d + !) + An (Q.(d + 1) +R) 

Ân.(d + !) + AnR hip~ese Ân, 

como queríamos demonstrar. • 

Lema 59 Seja dE An uma derivação da forma d = 81 + a:2Ô2 + ... + O:nÔn, 

onde 0:2, ... , <l'n E K [X}. Então, para cada "f E K[X} e k E N, o operador 8~ 

se escreve de maneira única na forma 

â~ = (d + !)k + Rk-l·(d + !)k- 1 + ... + R1.(d + !) + Ro, (23) 

onde~ E Ân-l [X1] para todo i E {0, ... , k- 1}. 

Prova. O caso k = O é evidente, tanto para a existência quanto para a 

unicidade. Para os demais casos, vejamos, primeiramente, a existência. 

Observe que 81 = d+1+R, onde R= -a:2Ô2- ... -anÔn -1 E Ân-1 [XI], 

de modo que o resultado é válido para k = 1. Suponhamos agora k 2: 1 e 

que o resultado é válido para k; digamos, 

onde Bi E Ân-l [Xd para i E {0, ... , k- 1}. Então 

k 

at+l = 81~ h.i. 81 I: Bi. (d +,)i 
i=O 

k L âlBi· (d + !)í Lema 55 

i = O 
k 

- L (Biâl+R).(d +!)i, 
i=O 
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onde J4 E Ân-1 [XI]· Como 81 = (d + 1) +R, temos: 

k 

a~+l :L {Bi ((d + 1) +R)+~}. (d + 1 )i 8~1 

i=O 

- (d + '"'t)k+l + ck (d +r(+ ... + C1 (d + 1) +Co, (24) 

onde Ci E Ân-1 [XI] para i E {0, ... , k }. 

Vejamos agora a unicidade. Suponhamos que haja duas seqüências de 

coeficientes, digamos, Bk- 1 , .•• , Bo e B~_ 1 , ... , Bó, com Bi, B~ E Ân-1 [X I], 

satisfazendo a fórmula (23). Então 

(Bk-1 - B~_ 1 )(d + rl- 1 + ... + (B1 - B~) (d + !) + (Bo - Bb) =O. 

Desta forma, é suficiente mostrarmos que, para todo k E N, se tivermos 

onde Bi E Ân-1 [Xd para todo i, então Bi = O para todo i . ivfostraremos isto 

por indução. 

Para k = O o resultado é óbvio. 

Seja k ~ O e suponhamos que o resultado é válido para k. Suponhamos 

ainda 

- k·!.l - k - -Bk+t(d+r) · +Bk(d+!) + ... +Bl(d+!)+Bo=O, (25) 

onde Bi E Ân-l [X1] para todo i; por (24), podemos escrever 

o = Bk+1 (a~+1 + Ck(d + rl + ... + CI(d + 1) +Co) 

k 

+ L Bi ( d + I) i l 

i=O 

onde Ci E An_1 [XI]. Ou ainda, a expressão acima se reescreve na forma 

Bk+1a~+l +termos com ordem em a1 < k + 1 =o. (26) 
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Desta forma, olhando para a expressão (26), a única parcela que envolve 8~+1 

é a primeira. Assim, por (21), concluímos que Bk+l =O e, portanto, 

k 

o = L Bi( d + I') i . 

i=O 

Agora basta aplicar a hipótese de indução para concluir que Bi = O para 

todo i . • 

Corolário 60 Seja dE An uma derivação da forma d = 81 +a:282+ ... +a:n8n, 

onde a2, ... ,on E K [X]. Então, para cada I' E K [X], temos que o conjunto 

{(d + !')m, m E N} é também uma base para o An-dXt]-módulo livre An· 

Nos lemas anteriores, nós consideramos operadores d +I' tais que o coe­

ficiente da derivação parcial 81 em d era, exatamente, 1. Para os próximos 

dois resultados, não precisaremos desta hipótese e, para chamar a atenção 

para este fato, utilizaremos a notação S = d + I' para denotar um operador 

de ordem 1 qualquer (isto é, quando d é uma derivação qualquer). 

Lema 61 Sejam S um operador de ordem 1 e R E An-1 [XI] um operador, 

com ord(R) > O, tais q'u,e 

JL [S, R]= 'T]R (27) 

para algum JL E K [X]* e 'T] E K [X] . 

Então, existem R E An- 1 [Xt] , com ord(R) = ord (R) e r, E K [X] , tais 

que 

[s, R] =r, R. 

Prova. Escrevamos R na forma 
N 

R = L Piz, ... ,in a~z ... a~n ' 
iz+ ... +in=O 
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onde Pi2 , ... ,i" E K [X] . Daí, se wo denota o máximo divisor comum dos 

polinômios Pi2 , .. . ,i" em K [X], podemos reescrever R na forma R = w0R, 
não existindo agora fator irredutível comum a todos os coeficientes de R. 
Reescrevendo (27), obtemos 

1-L [S, R] = ryw0R 

e, como /-L E K [X]*, podemos concluir que todo fator irredutível de /-L é 

também fator irredutível de TJWo. Assim, podemos escrever 

TJWo = J.J-( 

para algum (E J( [X] . Daí, podemos concluir que 

[S,R] =(R 

ou, ainda, 

A idéia agora é eliminar w0 na expressão acima. Para tal , observe que 

(R - [ S, woR] Pr~.l2 

- [S,wo] R+ wo [s, R.) . 

Assim, 

w 0 [s,.R) = ((- [S,wo]) R= ÀR, (28) 

onde, dado o Corolário 30, À E K [X ]. Novamente pelo fato de não existir 

fator irredutível comum a todos os coeficientes de R, temos que wo divide 

À, ou seja, À= f]w0 para algum f] E K [X ]. Desta forma, eliminando wo na 

expressão acima, obtemos 
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Finalmente, resta apenas observar que, como R = w0R, é claro que R 
tem mesma ordem que R. • 

Observação 62 É interessante observarmos o que aconteceria se a condição 

((ord (R) > O" fosse simplesmente suprimida das hipóteses do lema anterior. 

No caso em que R fosse uma constante não-nula, teríamos [S, R] =O e, 

portanto, necessariamente TJ = O. Bastaria então tomar f] = O para obtermos 

o resultado. 

Já no caso de R ser .um polinômio não-constante, teríamos (utilizando 

as mesmas notações da demonstração acima) R = wo E K [X ] \K {isto é, 

R = 1, também um operador de ordem zero) e, por hipótese, 

J.L [S, wo] = T)Wo, (29) 

com J.L, 1J E K [X ] e J.L i= O. Como [S, w0] E K [X], teríamos que J.L divide T)Wo; 

daí: 

- se J.k dividisse TJ, obteríamos, cancelando J.k, 

[S, wo] = f]wo, com f] E K [X] , 

o que completaria a prova; 

- mas no caso em que J.L não divide TJ, é impossível chegarmos a uma 

expressão da forma 

[S, wo] = f]wo, 

já que isto implicaria, reescrevendo {29}: 

ou ainda, 

absurdo, já que J.L não divide TJ. 
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O Lema a seguir explícita restrições ao operador de ordem zero, bem 

como ao polinômio J-L, para que um resultado análogo possa ser garantido: 

Lema 63 Sejam S um operador de ordem 1 e p E K [X] ""'K, digamos, com 

grauxn (p) >O. Suponha que 

g [S,p] = hp (30) 

para algum g E K [X1 , ... , Xn_1]* e h E K [X]. 

Então, existem p E K [X] ""'K, com grauxn (fi) > O, e h E K [X] tais que 

[S,fi] = hp. 

Prova. Expressemos p como um polinômio em Xn : 

N 

p = Z: qiX~ , 
i= O 

com qi E K [X1 , ... , Xn-1] para todo i, e escrevamos p = w0p, onde w0 é o 

mdc dos polinômios qi em K [X1 , ... , Xn- IJ, não existindo, portanto, fatores 

irredutíveis de K[X1, ... , Xn-1] comuns a todos os coeficientes de p. É claro 

que grauxn (p) = grauxn (p). Ainda, por (30), é claro que g divide hp = hw0p. 

Então, pela definição de p, g divide hw0 , digamos, 

hwo = g( 

para algum ( E K [X ] . Assim, 

g [S, wofi] = g [S, p] = hp = hwofi = g(p, 

donde 

[S, wofi] = (fi. 
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Agora, com raciocínio análogo ao que foi ut ilizado nesta etapa no Lema 

anterior, chegamos a 

wo [S,p] = Àp 

para algum À E K [X] . Como wo E K [X1, ... , Xn-d e, por construção, não 

existem fatores irredutíveis comuns a todos os coeficientes de p (visto como 

um polinômio em K [X1 , ... , Xn-1] (Xn) ), concluímos que wo divide À, ou seja, 

À= hw0 para algum h E K [X ]. Desta forma, 

w0 [S, .P] = Àp = hwo.P, 

donde 

[S,p] = hp, 

o que completa a prova. • 

Lema 64 Seja dE An uma derivação da forma d = 81 + a:282 + ... + a:n8n, 

onde a:2 , ... , O:n E K [X], e sejam 1 E K [X] e R E Ân-1 [XI]. Se 

[d+1,R] = ryR 

para algum 'TI E K [X], então, para todo mE N*, temos: 

m -1 m - 1 

[(d + f')m, R] = L Bk(d + f')k +L Ck(d + f')k R, 
k=O k=O 

Prova. Mostraremos este resultado por indução sobrem. Param= 1, 

temos, por hipótese, que [d +'"'f, R] = ryR. Neste caso, tomando Bo = O e 

Co = ry, temos a validade da afirmação. 
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Suponhamos agora que m ~ 1 e que o resultado é válido para m. Então 

existem Ei, Fi E Ân-1 [X1], i= O, 1, ... , m- 1, tais que 

[(d + !)m+l, R] = (d + l)m+l R- R(d + !)m+1 

- (d+!)(d+l)mR- R(d+l)m+l 

- (d + !) (R(d + !)m + [(d + ')')m, R])- R(d + ')')m+l h.i. 

- (d+'J') ( R(d+'J')"' + ~E.(d+'Y)' + ~F.(d+'J')'R) 
-R(d + !)m+l 

m-1 

- (d + !)R(d + !)m + L (d + I)Ek(d + l)k 
k=O 

m-1 

+ L)d + !)Fk(d + !)k R- R(d + l')m+l hip. 

k=O 
m-1 

- (R(d + ')') + 7]R) (d + !)m + L)d + I)Ek(d + !)k 
k=O 

m-1 

+ L)d+ r)Fk(d+r)kR-R(d+r)m+1
. 

k=O 

Pelo Lema 57, existem Ei, fi E An-1 [X1] tais que 

[(d + r)m+l, R] = R (d + r)m+l + 7JR (d + r)m 
m-1 

+L ( Ek(d +r)+ .Ek) (d + 1)k 
k=O 
m-1 

+L (Fdd+r)+Fk) (d+r)k R - R(d+r)m+l 
k=O 

m-1 

- 7]R(d+r)m+ L (Ek(d+I)+Ek) (d+l)k 
k=O 

m-1 

+ L ( Fk ( d + ') + Fk) ( d + 'l R. 
k=O 
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Assim, reagrupando os termos da expressão acima, obtemos que o comutador 

[(d + 'Y)m+l , R) se escreve na forma 

m m 

k=O k=O 

c.q.d. • 

Antes de enunciarmos o Lema a seguir, que será útil na demonstração do 

teorema principal desta seção, salientamos que, se d E An é uma derivação, 

"I E K [X] e R E An-l [X1] , então, pela Proposição 26, 

ord([d +/, R]) $ ord(d + 'Y) + ord(R) - 1 = ord(R ), 

não ocorrendo necessariamente igualdade. No entanto: 

Lema 65 Seja dE An uma derivação da forma d = 81 + 0:282 + ... + O:n8n, 

onde o:2 E K [XI, X2], ... , O:n E K [XI, XnJ, e sejam 1 E K [X] e R E 

Ân-I [XI]. Se ord(R) = N então os multi-índices de comprimento N das 

parcelas envolvidas em [d +/,R] já ocorrem nas parcelas envolvidas na ex­

pressão de R. 

P rova. Escrevamos R na forma 

N 

R= "' p. . 8Í2 8Ín L.-t tz , ...• ~n 2 · · · n > 

i2+ ... +in=O 

onde Pi2 , . .• ,in E K [X]. Então 

[d +/,R] = 

N 

L [ 81) Pi2, ... ,Ín 8;2 
... 8~n] 

N n 

+ L L [ O:s8s , Pi2, ... ,in 8~2 · · .8~n] 
iz+ ... +in=O s= 2 

N 

+ L b) Pi2 , ... ,in 8;2 
• • • 8~n] 

iz+ ... +in=O 
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Queremos analisar os termos de ordem N em [d +/,R] que não neces­

sariamente se cancelam. 

Inicialmente, observe que, se denotarmos, por um momento, Pi2 , •.• ,in sim­

plesmente por p, teremos 

[ô Ôi2 Ôi"] Prop.l2 [â ()i2 Ôi"] + [ô j ()Í2 Ôin 
l,P 2 ··• n - P 1, 2 ··· n 1, p 2 ·•· n ...__,___.., 

=0 

Pr0f:_6 (i) Ô ( )()i2 Ôin 
1 P 2 ··· n' 

de modo que L~+ ... +in=O [ô1,pÔ~2 ••• ô~n] só envolve monômios com ordens que 

já são envolvidas na expressão de R; em particular, as parcelas de ordem N 

nesta expressão serão 

L Ô1 (Pi2, ... 
1
Ín) Ô~2 ••• Ô~n • (33) 

h+ ... +in=N 

E, para s = 2, denotando novamente Pi2 , •.. ,in por p, temos, 

!:!Í2+lai3 ain + â (p) !:!Í2 8Ín 
- 0:2Pv2 3 · · · n 0:2 2 u2 · · · n 

Ô
h Ô Ôi3 Ôin a:2EK[Xt,X2] eProp.l6 

-p 2 0:2 2 3 · · · n -

Ôi2+lai3 ain + ô ( ) !:!Í2 ôin - Ci2P 2 3 . . . n a2 2 p v2 . . . n 

( !:!i2+lâi3 Ôi" , · Ô ( ) !:!i2 Ôi" + 1 - p Ci2V2 3 . . . n T t2 2 Ci2 V2 . . . n parCe as 

de ordem menor do que i2 + ... + in) 

- a 2Ô2 (p) 8~2 ••• ô~n - pi2Ô2 (a2) Ô~2 •• • Ô~" +parcelas 

de ordem menor do que i2 + ... + in) . 

Assim, as parcelas de ordem N que aparecem em 

N 

L [0:2Ô2 , Pi2 1 ... 1Ín Ô~2 ••• Ô~"] 
i2+ ... +in=O 

77 



são 

L ( ( a282 (pi2 , ... ,in) - Í2Pi2 , ••• ,in 82 ( a2)) 8~2 ... 8~") . (34) 
Í2+ ... +in=N 

Analogamente, pode-se mostrar que os termos com ordem N em 

N 

L [aiai ,Pi2 , ... ,in8~2 •.• 8~n], 
Í2+ ... +in=Ü 

onde j = 2, ... , n , são: 

L ( ( ajaj (pi2, ... ,iJ - ÍjPi2, ... ,in aj ( aj)) 8~2 ... a~n) . (35) 
Í2+ ... +in=N 

Note que ord((r,Pi2 , •..• in8~2 ••• 8~n]) :::; i2 + ... +in - 1 :::; N- 1 (veja 

Proposição 26 (ii)) . Então, por (33), (34) e (35), concluímos que os termos 

com ordem N em (32) são: 

. L ( a1 (Ph, ... ,in ) + t ( ajaj (Pi2, ... ,iJ - ÍjPi2, ... ,in aj ( aj) )) 8~2 •• • a;;. 
t2+ ... +tn=N ]=2 

Observe agora que, para i2+ ... +in = N, se o coeficiente Pi2 , ... ,in de 8~2 ••• 8~n em 

(31) é nulo, então o correspondente coeficiente 

n 

81 (p · · ) + ""' (a ·8· (p· · ) -i ·p· · 8· (a ·)) t2, ... ,tn ~ ] J t2, ... ,tn J t2, •.. ,tn J J 

j=2 

em (32) também o é. Assim, os multi-índices de ordem N com coeficientes 

não-nulos que eventualmente aparecem em [d +/, R], já aparecem em R. • 

Definição 66 Seja Dum operador em An. Um elemento 

R E An- 1 [XI] "'-K 

é dito um operador de Darboux para D em Ân-1 [X1], se 

[D, R] E K [X ]R. 
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Teorema 67 Seja d uma derivação da forma d = 81 + a 2ô2 + ... + O:nÔn, 

onde 0:2, ... , O:n E K [X], e seja')' E K [X]. 

(i) Se An.(d + -y) é um ideal à esquerda maximal de An, então d + 'Y não 

possui operadores de Darboux em An- l [X1]. 

(ii} E, quanto à recíproca: se 0:2 E K [XI , X2], ... , O:n E K (Xll Xn] e, 

além disso, d + ')' não possui operadores de Darboux em An-I (XI], então 

An. ( d + ')') é um ideal maximal de An. 

Prova. (i) Seja R E An-1 [XI] ""-K· Queremos mostrar que [d +')', R) r/: 

K[X]R. 

Sendo An.(d + -y) um ideal maximal, então, pelo Lema 58, para tal 

R, existem U, V E An tais que 

U. ( d + 'Y) + V R = 1. 

Pela igualdade acima, vemos que, se ordth (U) = m, então necessaria­

mente orda1 (V)= m + 1. Escrevamos U e V na forma: 

u - Dmô~ + ... + D1ô1 +Do, 
- 1 - -V - Em+la~+ + ... + E1ô1 + Eo, 

onde Di, Ei E An- l [XI], Dm # O, Em+l # O. Usando o Lema 59, segue que 

podemos reescrever U e V na forma: 

U - Dm.(d + -y)m + ... + DI.(d + 'Y) + Do, 

V - Em+l·(d + !)m+l + ... + E1.(d + !) + Eo, 

m m+l 

l=U.(d+-y)+VR= LDk.(d+-y)k+1 + LEk.(d+-y)kR. (36) 
k=O k=O 
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Suponhamos que [d +/,R] = TJR para algum TJ E K [X] e verifiquemos 

que isto nos leva a uma contradição. Segue do Lema 64 que 

m m 

[(d + 'Y)m+l, R]= L Bk(d + 'Y)k + L Ck(d + 'Y)k R, 
k=O k=O 

m m 

(d + 'Y)m+l R= R(d + 'Y)m+l + L Bk(d + 'Y)k + L Ck(d + 'Y)k R. (37) 
k=O k=O 

Reescrevemos, então, (36): 

m m+l 

1 = L Dk.(d+'Y)k+l + L Ek.(d+'Y)kR 
k=O k=O 
m-1 m 

- LDk.(d+'Y)k+l + L Ek.(d+'Y)kR+Dm(d+'Y)m+l 
k=O k=O 
+Em+l (d + l)m+l R Por (37) 

m-1 m 

- I: Dk.(d + !)k+l + L Ek.(d + 'Y)kR + Dm (d + ')')m+l 
k=O 

m m 

+Em+l(R (d + 'Y)m+l +I: Bk(d + 'Y)k +L Ck(d + 'Y)k R ) 
k=O k=O 

m m 

- (Dm + Em+IR) (d + 'Y)m+l + L Bk(d + 'Y)k + L Ck(d + 'Y)k R). 
k=O k=O 

Como orda, (1) = O, temos necessariamente 

(note que, como 81 se faz presente unicamente nos fatores d + 1, é do termo 

(Dm + Em+1R) (d + 1)m+1 que sairia o único termo de maior ordem em 81). 

Assim, 

(38) 
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Reescrevemos agora a expressão (36): 

m m+l 
1 = U(d+I)+VR= LDk.(d+1)k+1+ L Ek.(d+ 1)kR 

k=O k=O 
m - 1 m 

- L Dk.(d + 'Y)k+l + L Ek.(d + J')k R+ Dm.(d + 'Y)m+l 
k=O k=O 
+Em+l·(d + 'Y)m+l R Por (38) 

m-1 m 

- L Dk.(d + J')k+l +L Ek.(d + 'Y)k R- Em+lR.(d + 'Y)m+l 
k=O k=O 
+Em+l·(d + J')m+l R 
m-1 m 

- L Dk.(d + 'Y)k+l +L Ek.(d + 'Y)k R 
k=O k=O 
+Em+l ((d + 'Y)m+l R- R.(d + /')m+l) 
m - 1 m 

- L Dk.(d + 'Y)k+l +L Ek.(d + 'Y)kR + Em+l [(d + 'Y)m+l, R]. 
k=O k=O 

Usando (37) , podemos reescrever a expressão acima e obter 

m-1 m 

1 = u (d +I)+ v R= L Fk(d + 'Y)k+l +L Gk(d + 'Y)k R 
k=O k=O 

para alguns Fk, Gk E An-1 [XI]. Esta expressão tem a mesma forma de (36), 

mas ela envolve apenas as potências (d + 'Y)i com i ::::; m, e não mais até 

m+l. 

Repetindo o raciocínio m vezes, chegaremos a 

[d ' 'Y R]-17R 
1 - U(d+I)+VR=Fo(d+I)+GoR+GI(d+I)R -r ' -

- Fo(d+I)+GoR+GI(R(d+I)+77R) 

- (Fo + G1R) (d + 1') +(Co+ 77GI) R= GoR, 

pois novamente, como orda1 (1) =O, necessariamente Fo + G1R = O. 

Logo, 

1 =CoR, 
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donde concluímos que R E K, uma contradição. Portanto, (d +"'(,R] ~ 

K(X]R. 

Agora provaremos (ii}. Para tal, vamos mostrar que, dado d + "Y como 

na hipótese e R E An-dXI}\ {0}, temos An. (d +"f)+ AnR = An e, portanto, 

pelo Lema 58, segue que An.(d + "Y) é um ideal à esquerda maximal de An· 

Suponhamos, inicialmente, ord(R) = N > O. Essencialmente, a de­

monstração consiste em, a partir de R, exibirmos operadores pertencentes 

a Ân· (d + "Y) + AnR de ordem cada vez menor, o que culminará no fato de 

que (An.(d + "Y) + AnR)n(K [X]"'. {O}) i= 0. Em seguida, continuando o pro­

cesso, iremos expor operadores em K [X] de grau cada vez menor, chegando, 

finalmente, a (An.(d + 1) + AnR) n K* i= 0, donde poderemos então concluir 

que An· ( d + "Y) + AnR = An. Veremos ainda que a demonstração para o caso 

ord( R) = O sairá como parte deste processo. 

Escrevamos R na forma: 

N 

R = L Pi2 , .•. ,i., 8~2 •• • a~n , onde Pi2, ... ,i.. E K [X] , 
i2+ ... + in=0 

sabendo que algum Pi20 , .. . ,ino, com i20 + ... + Ín0 = N , é não-nulo. 

Como ord([d+1, R}) ~ ord(d+"Y) + ord(R)- 1 = 1 + N- 1 = N, 

também podemos escrever [d +"'(,R} na forma 

N 

[d+1,R} = L: E K (X] . 

Definimos agora o operador 

R - p · . [d ...!.-"" R] - q· . R - t2o , ... ,lno ' t' l2o , ... ,tno • 

É claro que o coeficiente de 8~20 .. • a~no em R é o polinômio nulo. Afir­

mamos que, no entanto, R é não-nulo. De fato, caso contrário, teríamos 
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Pi20 , ... ,in0 [d +"'f, R] = qi2
0

, ...• in
0
R, donde, pelo Lema 61, poderíamos obter um 

operador de Darboux para d+! em An-dX1], o que não existe, por hipótese. 

Assim, 

O$ ord(R) $ N . 

Observemos igualmente que 

R - Pi20 , ..• ,ino [d +/,R]- qi20 , ... ,i,.,
0
R 

- Pi20 , ... ,in0 ((d +!)R- R.(d + !)) - qi20 , ... ,in
0
R 

- Pi20 , ... ,in0 (d +!)R- Pi20, ... ,in0 R. (d + !) - qi20, ... ,in0 R 

- (-Pi20 , ... ,in0 R) .(d+!)- (Pi20 , ... ,in0 (d+!) - q i20, ... ,in0 ) R. 

Portanto, encontramos em An ( d + 1) + AnR um operador não-nulo R de 

ordem menor ou igual a N, mas tal que o termo Ô~20 .•• ô~no (que tem ordem N 

e que efetivamente aparecia em R) não aparece em R (isto é, tem coeficiente 

nulo). 
- -Deste modo, se R possui outro termo com ordem N (isto é, se R ain-

da tem ordem N) podemos repetir o processo acima, com R no lugar de 

R, eliminando também este outro termo de ordem N de R. Salientamos 

que, devido ao Lema 65, o processo acima não permite o aparecimento de 

outros termos de ordem N além dos já envolvidos em R (ou, agora, em R) 

ou, em particular, o reaparecimento dos termos de ordem N que eliminamos 

anteriormente. 

Assim, após um número finito de repetições deste processo, produziremos 

um operador não-nulo em An.(d + 1) + AnR com ordem estritamente menor 

do que N. Repetindo então o processo para este operador de ordem menor 

do que N tantas vezes quanto necessário, chegamos a um operador não-nulo 
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de ordem zero em An.(d + '!') + AnR , ou seja: 

(An.(d + '!') + AnR) n (K [X)"- {O})# 0. (39) 

Seja então p E An.(d+'!')+AnR um polinômio não-nulo com o menor grau 

possível em Xn, digamos, m. Sem for estritamente maior do que zero, então, 

pelo algoritmo euclidiano usual aplicado a [d + 'f' ,p] = d(p) e p (considerados 

como elementos de K (X1, ... , Xn- 1) [Xn]), temos que 

(40) 

onde rh,r1 E K[X1, ... , Xn-b XnJ, 7]2,r2 E K[X1, ... ,Xn- 1)\{0} com rdr2 = 

O ou graux" (rdr2) < graux" (p). 

De (40), obtemos, pondo t = 772r2 E K[X1, ... , Xn-1)\{0}, 

t[d+'f',p] = ryp+r , 

onde 7], r E K [X) e grauxn (r) < graux" (p) ou r = O. Afirmamos que, 

necessariamente, r = O. De fato, 

r t[d+')',p)-1JP 

- t ((d + 'Y)P- p(d + '!')) -1Jp 

- -tp.(d + 'Y) + (t(d + '!') -1]) p 

- Po(d + 'Y) + QoP, 

onde p0 , q0 E An· Ainda, como p E An.(d + '!') + AnR, podemos concluir que 

também r E An.(d + 'f')+ AnR· Assim, 

de modo que, se r fosse não-nulo, teríamos necessariamente graux" (r) < 

graux" (p), o que iria contrariar a minimalidade do grau de p em Xn como 
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elemento não-nulo do conjunto (An.(d +r)+ AnR) nK [X]. Portanto, r= O 

e 

t [d + r,P] = 7]p, 

com tE K [Xl, ... ,Xn-1]\{0}, o que também é uma contradição, pois, pe­

lo Lema 63, obteríamos, assim, um operador de Darboux para d + r em 

Ân-l[XI]· 

Logo, O= m = graux" (p). 

Desta forma, 

p E (An.(d +r)+ AnR) n (K [X1, ... , Xn-d "-{O}). 

Queremos agora repetir o argumento para as demais indeterminadas e 

concluir que pé necessariamente um polinômio que só envolve X 1. Mas, para 

tal, precisamos nos certificar que é possível aplicar o Algoritmo da Divisão 

para [d+r,P] e p em K(X1 , ... , Xn-zHXn-1]. Em outras palavras, precisamos 

garantir que [d + r,P] não envolve Xn· E, de fato, como p não envolve Xn e 

pela hipótese feita sobre os a~s, temos 

[d + r,P] Corol.30 d(p) 

Ô1(p) + a2ô2(p) + ... + frn-1Ôn-1(p) E K [X1, ... , Xn- d. 

Isto nos permite repetir o raciocínio acima, dividindo [d + r.P] por p em 

K (XI> ... , Xn- 2) [Xn-d e, assim, sucessivamente. Procedendo desta maneira, 

obtemos que pé um polinômio que só envolve xl e, portanto, 

Mas ainda, com p E K[X1], temos 

[d+r,Pl = d(p) = ôl(p), 
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e, assim, conseguimos também baixar o grau de p. 

Repetindo este novo argumento várias vezes, começando com o polinômio 

81 (p) no lugar de p, finalmente, chegamos à conclusão que 

e, portanto, An.(d +f) + AnR = Ân, encerrando assim a prova para o caso 

ord(R) > O. 

No caso em que ord(R) = O, ou seja, R= p E K [X)""- {0}, temos que 

p =O. (d +f) + l.p E An.(d +f)+ AnR. 

Portanto, temos 

(An.(d +f)+ AnR) n (K (X)"'- {O}) # f/J 

e podemos repetir a argumentação desenvolvida a partir de (39) , acima, para 

concluir que, também neste caso, Ân.(d +f) + AnR = Ân. • 

Corolário 68 Seja d uma derivação de A2 da forma d = 81 + [382, onde 

(3 E K [X1, X2) e seja f E K [X 11 X2). Então A2.(d+f) é um ideal à esquerda 

maximal de A2 se, e somente se, d + f não possui operadores de Darboux em 

A1 [X1). 

Obser vação 69 O corolário acima é o resultado de Bratti e Takagi (veja 

{1]} generalizado para um corpo qualquer de característica zero. 

4 .4 Maximalidade x simplicidade 

A seguir, queremos mostrar que o conceito de derivação simples é útil 

para aprofundarmos a caracterização dos ideais maximais de An gerados por 

operadores de ordem 1. Mais precisamente, queremos mostrar que simplici­

dade é uma condição necessária para que certos operadores de ordem 1 gerem 

ideais maximais. Comecemos com resultados preparatórios: 
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Teorema 70 Seja d uma derivação de K [X ] da forma d = 81 + a 282 + ... + 
O:n8n, com 0:2, ... , O:n E K [X], e seja 1 E K [X]. Se An.(d + 1) é um ideal à 

esquerda maximal de An, então nenhum ideal principal não-trivial de K [X] 

é um d-ideal. 

Prova. Suponha que An.(d+!) é um ideal maximal de An. Pelo Teorema 

67 (i) , temos que, para todo operador R E An-1 [XI] "'K, 

[d+1,R] ~ K [X ]R. 

Em particular, para todo p E K [X] "'K, 

[d + /,P] ~ K [X] p. 

Como [d + / ,P] Corol.
30 d (p), temos que d(p) ~ K [X] p e, portanto, pela 

Proposição 32, o ideal gerado por p não é um d-ideal. • 

Teorema 71 Seja duma derivação de K [X] da forma d = 81 +a282 + ... + 
O:n8n, com ai E K [Xll ... , Xi] para i= 2, .. . , n . Então as seguintes afirmações 

são equivalentes: 

(i} K [X ] é d-simples; 

(ii} Nenhum ideal principal não-trivial de K [X] é um d-ideal. 

Prova. Pelo própria definição de d-simplicidade (Definição 31) , é sufi­

ciente mostrar que (ii) implica (i). 

Por contraposição, suponhamos que K [X ] não é d-simples. Seja I um 

d-ideal próprio não-nulo de K [X]. 

Seja f um polinômio não-nulo pertencente a I e com o menor grau em 

Xn, digamos, l. 

Se l > O, então, pelo algoritmo da divisão usual aplicado a d (f) e f 

considerados como elementos de K (X1, ... , Xn-1) [Xn] , temos que 

gd(f) = hf +r 

87 



para certos g E K [X1 , ... , Xn-1] ""-{O} e h, r E K [X] , com grauxn (r) < l = 

grauxn (f) ou r = O. 

Daí, como f E I e I é um d-ideal, temos r= gd (f) -h f E I. Pelo caráter 

minimal com que foi tomado f em I, concluímos que, necessariamente, r = O. 

Assim, 

hf = gd(f) = g [d,f]. 

Mas então, pelo Lema 63, existem h E K [X] e f E K [X] ""-K com grau(J) > 

O tais que 

ou ainda 

d(j) = hj, 

e, portanto, pela Proposição 32, o ideal principal gerado por f é um d-ideal 

não trivial, já que grau(J) > O. 

Agora, se l = graux" (f) = O, então I n K [XI, ... , Xn-d =J (0). Como 

ai E K [X1 , ... , Xi}, temos 

ou seja, d lx[Xt, ... ,Xn-d é uma derivação de K (X1, ... , Xn-d. Neste caso, 

repetimos o argumento supondo, inicialmente, 

m = graux"_1 (f) > O 

e aplicando o algoritmo da divisão para d (f) e f considerados agora como 

elementos de K (XI , ... , Xn-2) [Xn-d. Novamente concluiremos, após um pro­

cesso análogo ao exposto acima, que existe um d-ideal principal não-trivial 

deK[X ]. 
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Supomos, então, l = m = O e s = grauxn _2 (!) > O, repetindo o argu­

mento pela terceira vez. E assim por diante. 

Após um número finito de repetições deste procedimento ( n - 1 vezes, 

para sermos mais precisos), obteremos que ou existe um d-ideal principal 

não-trivial de K [X} , ou 

In K [XI] =f (O). 

Mas isto é impossível, pois, como d IK[X1J= 81, temos, por um lado, que 

In K [Xd é Ôr-estável e, por outro, que K [X1} é 81-simples. • 

Corolário 72 Seja d uma derivação de K [X] da forma d = 81 + cx2Ô2 + 
... + CXnÔn, com cxi E K [X1 , .. . , Xi} para i = 2, ... , n, e seja 1 E K [X}. Se 

An.(d + 1) é um ideal à esquerda maximal de An, então K [X} é d-simples. 

Em particular, para n = 2: se A2.(d + 1) é um ideal maximal de A2, então 

K [X1, X2] é d-simples. 

Prova. Suponhamos que An. ( d + 1) é um ideal maximal de An. Pelo 

Teorema 70, temos que K [X] não possui ideais principais não-triviais que 

sejam d-ideais. Daí, pelo Teorema 71, K [X] é d-simples. • 

Este último resultado nos dá um ponto de partida na procura de ideais 

maximais principais de A2 (K) gerados por operadores de ordem 1: as deriva­

ções simples de K [X1 , X2] da forma d = Ôr + a2Ô2 com a2 E K[Xr , X2]. A 

questão que naturalmente se impõe, neste caso, é: dada uma derivação 

simples d de K[X1,X2], existirá sempre uma perturbação 1 E K[X1,X2} 

que torna A2. (d + 1) um ideal maximal de A2? 

Mais geralmente, a partir do Corolário acima, somos levados também à 

seguinte conjectura: 
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Conjectura 73 Seja d = 81 +a182+ ... +an8n uma derivação de K[X], com 

ai E K[X] para cada i, tal que K[X] é d-simples. Então, existe 'Y E K [X] 

tal que An. (d + 1) é um ideal maximal de An (K). 

No próximo capítulo, veremos que, de fato, esta conjectura é verdadeira 

no caso em que n = 2. 
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5 IDEAIS MAXIMAIS DE A2 (K) 

Retomamos agora a discussão sobre a existência de ideais maximais prin­

cipais à esquerda de An (K). Já verificamos que as derivações não geram 

ideais maximais de An (K) se n ~ 2 (Proposição 51) . Nosso próximo pas­

so será pesquisar se operadores do tipo d + 1 , onde d é uma derivação de 

K[X1,X2] da forma d = 81 +{382, com {3,1 E K [X1, X2], podem gerar ideais 

maximais de A2 ( K) . 

A questão que naturalmente pode ser colocada é: 

Questão 1: Existirão operadores do tipo d + 1 que geram ideais maxi­

mais de An (K)? 

A resposta a esta questão é afirmativa: Coutinho [3], em 1997, partindo de 

uma derivação d de K [X] que o torna d-simples, encontrou uma perturbação 

1 E K[X] tal que o ideal à esquerda An.(d + 1) é maximal. Aparece aí, 

então, pela primeira vez, uma forte relação entre d-simplicidade de K [X] e a 

existência de ideais maximais principais de An· Esta relação é bem explicitada 

no Corolário 72, devido a Lequain, Levcovitz e Souza Jr. [7]. 

Naturalmente, a próxima questão passaria a ser, então, caracterizar todos 

os operadores da forma d + 1 descrita acima que são geradores de ideais 

maximais de An(K). Levando em conta o Corolário 72, um ponto de partida 

seriam as derivações simples (pelo menos nos casos em que tivermos d = 

81 + a 282 + ... + O::nÔn, com ai E K [X1 , ... , Xi]). Daí surge, naturalmente, a 

seguinte conjectura: 

Conjectura 74 Seja d = 81 + azôz + ... + anÔn uma derivação de K [X], 

com ai E K[X] para cada i, tal que K[X] é d-simples. Então, existe uma 

perturbação 1 E K [X] tal que An. (d + 1) é um ideal maximal de An (K). 
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Neste capítulo, provamos a validade desta conjectura no contexto da 

Álgebra de VVey l A2 ( K), isto é, quando n = 2. Mais precisamente, mostraremos 

que: 

Teorema 75 Seja d = 81 + {382 , com {3 E K[X1, Xz], uma derivação de 

K[X1 , Xz]. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) d é uma derivação simples de K [X 1 , Xz]; 

{ii) existe 'Y E K [X1, X2] tal que A2. (d + 'Y) é um ideal maximal de Az; 

{iii) existe ê E { -1, +1} tal que A2 . (d + EX2) é um ideal maximal de Az. 

Mostraremos também que a condição {iii) acima, a saber, "é E { -1, 1}" 

é ótima, no sentido de que não pode ser substituída por apenas "E= - 1" ou 

"E= 1" . 

Vejamos, inicialmente, um lema técnico envolvendo a derivação presente 

no teorema acima e que será útil nas seções subseqüentes. 

Lema 76 Seja duma derivação de K [X 1,Xz] da forma 

teremos: 
t-1 . . . 

(i) [d,pâ~] = (d (p) - tpâz ({3)) â~- p 2: ct+l~+l ({3) a~-); 
j=l 

(ii} [d +,,pô~]= (d (p)- tpâ2 ({3)) â~-

-p t ( ct+l 84+1 (f3) + ct 84 b)) a~-j. 
j=l 
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Prova. (i) Temos: 

(ii) 

[ d, pô~] Prqp.
12 p [ d, â~] + [d, P] Ô~ 

- p[â1+,Bâ2,â~] + [d,p]â~ 

- P ( ~ + [.68,, àl)) + (d, P] iJl L"'"' 
29 

- p [.882, â~] + d (p) Ô~ Prop~ (iii) 

t - 1 

- -p L c/+184+1 (.8) a;-j + d (p) a~ 
j=O 

t - 1 

- -ptâ2 (,B) a~- P L cf+l84+1 (,B) a;-j + d (p) a~ 
j=1 

t-1 

- ( d (p) - tpâ2 (,B)) a~ - P L ct+l 84+1 (,B) a~-j. 
j=1 

[d at] [d ât] [ ât] (i)ePr~.16(iv) + /,P 2 - ,p 2 + /,P 2 -

t-1 

- ( d (p) - tpâ2 (,B)) a~ - L cf+I 84+1 (.8) pa;-j 
j=l 

t 

-p L ct84 (I) a;-j 
j=1 

t 

- (d(p)- tpâ2 (,B)) a~- P L (Cf+184+1 (.8) + C/84 ('Y)) a;-j , 
j=l 

c.q.d. • 

Para provar o Teorema 75, precisaremos antes abordar um caso particular, 

a saber, o caso em que graux2 (,B) = 1. Esta parte do trabalho é o assunto 

da próxima seção e baseia-se em Lequain [5]. 
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5.1 Prova da conjectura para o caso n = 2 e d uma 

derivação da forma 81+(aX2 + b) 82, com a, b E K [X1] 

Nesta seção, mostraremos que se a, b E K [X1] são tais que d = 81 + 

(aX2 + b) 81 é uma derivação simples de K [X1, X2], então o ideal A2. (d + X2 ) 

é um ideal maximal de A2 . Iniciaremos com uma série de resultados preli­

minares que apoiarão a prova deste resultado. O primeiro deles é um lema 

devido a Shamsuddin [9] e que relaciona simplicidade com não-existência de 

solução para uma equação diferencial: 

Lema 77 Seja duma derivação simples de K [X1, X2] da forma 

com a, b E K [X1]. Então a equação 

d(Z) = aZ + b 

não tem solução em K [X I]. 

Prova. Suponhamos que existe c E K [X1] tal que 

d(c) = ac + b. 

Vamos mostrar que neste caso d não é simples. De fato, consideremos o 

ideal I = (X2 - c) K [X1, X2] . Teremos: 

d(X2- c) d(X2)-d(c) 

- 81 (X2) + (aX2 + b) 82 (X2) - d (c) 

- aX2 + b - ( ac + b) 

- aX2- ac 

Portanto, pela Proposição 32, I é um d-ideal próprio de K [X1, X2]. • 
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Lem a 78 Sejam u, v, q, r E K[Xd, com u =I O, tais que 

v= uq+r, ( 41) 

com grau (r) < grau (u). 

Seja f E K[X1]. Então f é uma solução da equação 

Z' = uZ +v (42) 

se, e somente se, f + q é uma solução da equação 

Z' = uZ + ( q' + r) . (43) 

Prova . De fat o, 

f E K [X1] é solução de ( 42) 

{:} 
1 (41) scnna.ndoq' 

f = uf + v = uf + uq +r {:} 

{:} f' + q' = u f + uq + r + q' 

{:} (f+ q)' = u (f + q) + q' +r' 

{:} f+ q é solução de (43), 

o que completa a prova. • 

Lema 79 Sejam u, v E K[X1], u =I O. Considere a seqüência de igualdades: 

v= uq1 + r1 

cft = uq2 + r2 

q~ = uO + rt+l, 

onde q1, . .• , qt, r 1 ... , rt+l E K[X1], grau (ri) < grau (u) para todo i e q~ denota 

a derivada formal de Qi em K [Xt]. 

Se u E K* então: 
t+l 

L ri= O. 
i=l 
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P rova. Suponhamos que u E K*. Temos então: 

v= u (~v) + O, ou seja, r 1 =O; 

(~v)'= ~v'= u c;2v') +O, ou seja, r2 =O; 

(~v')'= ~v"= u (;3 v11

) +O, ou seja, r3 =O; 

O = uO +O, ou seja, Tt+l = O; . 
t+l 

Assim, L ri = O. • 
i=l 

Lema 80 Sejam u , v E K[X1], u =I O e consideremos a seqüência de polinômios 

r 1, ... , Tt+l obtida no Lema 19. 

As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) A equação Z' = uZ +v tem solução em K[X1]; 
t + l 

(ii) L ri = O. 
i=l 

Prova. Seja f E K[XI]. Aplicando sucessivas vezes o Lema 78, temos: 

f é solução de Z' 

f + Q1 é solução de Z' 

f + Q1 + Q2 é solução de Z' 

... , 

de modo que, após a t-ésima etapa, obtemos: 

t 

f é solução de Z' = uZ + v <=> f + 2:: qi é solução de 
i=l 

t t+l 

Z' - uZ + q~ + L ri = uZ + 2:: ri. 
i=l i=l 

Notemos que 

(

t+l ) 
grau ~ri <grau (u), 
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pois, para cada i , temos grau (ri) < grau (u) . Daí: 
t+l 

- se grau (u) :;::: 1, então, por razões de grau, a equação Z ' = uZ + L:>i 
i =l 

t+l 
tem solução em K (Xd se, e somente se, L ri= O e a solução é o polinômio 

i=l 
nulo; 

t+I 

-se grau (u) =O, então ri= O para todo i. Logo, L ri= O e, portanto, 
i=l 

t+l 
O é solução de Z' = uZ + L: ri. 

i=l 

Concluímos que existe em K[X1] solução para Z' = uZ +v se, e somente 
t+l 

se, L Ti= O. • 
i =l 

P roposição 81 Seja d uma derivação de K [X1 , X 2] da forma 

com a, b E K [X1]. Se d é simples então: 

i} a# O; 

ii} se r 1 , . .. , Tt+I denotam a seqüência de polinômios obtida como no Lema 
t+l 

79 a partir deu= a e v= b, então L ri =f. O. 
i=l 

P rova. Vamos mostrar (i) por contraposição. Suponhamos que a= O e 

denotemos por f b o polinômio de K[X d cuja derivada é igual a b. Considere­

mos o ideal próprio I = (X2 - f b) K[X1,X2]. Temos então 

d ( X2 - f b) - 81 (x2 - f b) + b82 ( X2 - f b) 

- - b + b + O= O E I , 

donde I é um d-ideal próprio e, portanto, d não é simples. 

Provemos agora (ii} . Pelo Lema 77, se d é uma derivação simples de 

K(X1 , X2], então a equação d(Z) = aZ + b não tem solução em K [X1l· Ou 

seja, a equação Z' = aZ + b não tem solução em K [Xt]. Pelo Lema 80, 
t+l 
L Ti =I- O .• 
i = l 
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Corolário 82 Seja duma derivação simples de K (X1, X2] da forma 

com a, b E K [XI]. Então, grau( a) 2:: 1. 

P rova. Como d é simples, então, em decorrência da proposição anterior, 

a =!= O e ainda, considerando a seqüência de polinômios r 11 . .. , rt+1 E K [X1] 
t +l 

obtida como no Lema 79 a partir deu= a e v= b, temos I: ri =!=O. Desta 
i=l 

forma, pelo mesmo Lema 79, temos, necessariamente, também a ~ K* e, 

portanto, grau(a) 2:: 1. • 

Lem a 83 Seja duma derivação de K [X1, X2] da forma 

com a, b E K [X 1] . Então, para cada r E N*, 

[d, 82] = -ra82, ou seja, 82d = d8~ + ra8~. 

Prova. É conseqüência do Lema 76, dado que, quando {3 = aX2 + b e 

p = 1, teremos 82 ({3) = 82(aX2 + b) =a e 82({3) =O se r~ 2. • 

Lema 84 Seja duma derivação simples de K [X1, X2] da forma 

com a, b E K [X1). Seja g E K[X11 X2] tal que 

d(g) = ug +v, 

com u E K[XI], v E K(X1 , X2J, graux2 (v) = t ~O. Então: 

{i) 8i+l(g) E K ; 

{ii} ôi+1(g) =O seu=!= (t + l)a. 
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Prova. Aplicando â~+I na igualdade d(g) = ug +v, obtemos: 

(44) 

Por outro lado, pelo Lema 83, temos que: 

Usando esta expressão em (44), obtém-se: 

ou seja, 

d (a~+ 1 (g)) = dâ~+I(g) = (u- (t + l)a)â~+l(g). (45) 

EK[Xl) 

Desta forma, pela Proposição 32, a~+1 (g)K(X1 ,X2) é um d-ideal de 

K[Xb X2). Visto que K[X1, X2] é d-simples, necessariamente este ideal é 

trivial, ou seja, â~+1 (g) E K, o que completa a prova de (i). 

Além disso, como conseqüência, obtemos d(â~+l(g)) = O; daí, por (45), 

concluímos que 

(u- (t + l)a)â~+l(g) =O, 

donde â~+l(g) = O se u =!= (t + l)a, pois K[X1 , X2} é um domínio, o que 

completa a prova de (ii) . • 

Lema 85 Sejam duma derivação de K [X1 , X2] da forma 
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com a, b E K [XI] e g E K[X1, Xz ] com graux2 (g) 2:: 1. Então, para cada 

r E N* e cada p E K [X1, X2], 

{i) [d,p82] = (d(p)- rap) 82; 

{ii) [g,p82] = -rpôz(g)a;-1 + termos com ordem:::; r- 2. 

Prova. (i) De fato, 

[d,p82] Prop.12 p{d, 82] + {d, p]82 Lema29 

p[d, 82] + d(p)ô; Lema83 

p ( -ra82) + d(p )ô; 

(d(p)- rap)ô;. 

(ii) Dado que graux2 (g) 2:: 1, teremos: 
r 

[ ar] Prop:.!_6 (iv) - """ Ci -:::.1 ( ) ar-j g,p 2 - P ~ rU2 9 2 
j=l 

r 

- -rpôz (g) a;-l- p L C!~ (g) a;-j 

j=2 

- - rpÔz (g) 82-l +termos com ordem~ r- 2, 

c.q.d. • 

Lema 86 Sejam duma derivação simples de K [X1 , Xz], da forma 

com a, b E K [X1], 1 E K [X1, Xz ] e R um operador de A1 [XI] da forma 

i=O 

com r 2:: 1 e Pi E K[X1, Xz] para todo i, sendo Pr =I O. 

Se 

[d+1,R] = fR 
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para algum f E K[X1 , X2], então: 

{i) Pr é constante, digamos, Pr = kr E K*; 

{ii) ra =-f; 

{iii) Pr-1 é uma solução para a equação d(Z) = -az + rkra2(J). 

Prova. (i) Por um lado, temos 

i=O i = O 

- (d(pr)- rapr) a;+ termos de ordem ::; r- 1. (47) 

Por outro lado, o termo de ordem r de f R é igual a 

(48) 

Então, por (46), (47) e (48), temos 

ou seja, 

(49) 

Portanto, pela Proposição 32, K [X1 , X2]Pr é um d-ideal. Como K [X1,X2 ] 

é d-simples, concluímos que Pr E K. 

(ii) É claro que d(kr) = O. Então, de (49), obtemos que f + ra = O, já 

que, por hipótese, Pr i= O. Logo, ra = -f. 

(iii) Vamos calcular o termo de ordem r- 1 de 

r r 

[d +,,R]= L [d,pia~] +L [!,pia~]. 
i=O i=O 

Em vista do Lema 85, as contribuições vêm exclusivamente das parcelas 

[d,Pr-1a;-1] e [r, kra2]· Mais precisamente: 
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- em [d,Pr-182- 1
] , a parcela de ordem r- 1 é 

- em b, kr82], a parcela de ordem r - 1 é 

Assim, o coeficiente de 82- 1 em [d +/,R] é igual a 

(50) 

e, como o coeficiente do termo de ordem r - 1 de f R = -r aR é igual a 

-rapr- 1, (51) 

por (46), (50) e (51), obtemos 

d(Pr-1 ) - (r- 1) apr- 1 - rkr82(1) = -rapr- b 

ou seja, 

Portanto, Pr-1 é solução em K [X1 , X2] para a equação 

como queríamos demonstrar. • 

Estamos agora em condições de provar o resultado principal desta seção: 

Teorema 87 Sejam d uma derivação simples de K [X1, X2] da forma 

com a ,b E K [X1J. Então A 2.(d + X 2 ) é um ideal à esquerda maximal de 

A2 (K). 
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Prova. Pelo Corolário 82, temos grau(a) ~ 1. Em particular, a i= O. 

Dado o Corolário 68, devemos mostrar que, para todo R E A1 [X1] \ K, 

Se ord (R) =O, i.e., se R E K[X1, X2] \K, então é verdade que 

[d + X2, R] corg.Jo d (R)~ K [X1, X2]R, 

visto que d é simples. 

Suponhamos então ord (R) = r ~ 1 e que [d + X2 , R] = f R, para algum 

f E K[X1, X2]. Escrevamos R = L~=oPi~, com Pi E K[X1, X2] para todo 

i e Pr =I O. Pelo Lema 86, Pr = kr E K* e 

Como graux2 (rkr) = O, então, por (52) acima e pelo Lema 84 (pondo 

t =O, u = -a, g = Pr- 1), temos 

já que -a =I (O+ 1) a = a e a =I O. 

Assim, Pr-1 E K [X1] e, portanto, 

Reescrevendo (52), obtemos 

o que é um absurdo por questões de grau, dado que graux1 (a) ~ 1 e rkr E K. 

Portanto, de fato, 

também no caso em que ord( R ) 2:: 1, o que completa a prova. • 
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5.2 A prova da conjectura para n = 2 

Queremos nesta seção provar o Teorema 75, resultado que confirma a 

Conjectura no caso n = 2. Apresentamos antes alguns resultados preparatórios. 

Lema 88 Seja duma derivação de K[X1, X 2] da forma 

com {3 E K[X1, X2]. Se d é simples, então graux2 ([3) ~ 1. 

Prova. Suponhamos graux2 ({3) = O, ou seja, {3 E K [Xt]. Denotemos 

por f {3 o polinômio de K [X 1] cuja derivada é {3, e consideremos o ideal 

I= (X2- f !3) K [X1, X2]. Temos então: 

d ( X2 - f f3) - 81 ( x2- f f3) + fJ82 ( x2 - f f3) 
- O- (3 + (3- O= O E I. 

Logo, pela Proposição 32, I é um d-ideal próprio de K [XI> X2], o que con­

traria a hipótese de ser d uma derivação simples. • 

O resultado acima nos mostra que, na seção anterior, consideramos deri­

vações das menos complicadas dentre aquelas com os quais nos propúnhamos 

trabalhar: as derivações simples. 

Lema 89 Seja duma derivação simples de K [X1, X2] da forma 

P(Z) = 81 (Z) + (382 (Z) + p · Z + q. 

Então, a equação P (Z) =O tem, no máximo, uma solução em K [X1 , X2). 
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P(hi)- P(h2) =O 

{::} 81 (h1 - hz) + f38z (h1 - hz) + p · (h1 - h2) = O 

{::} d (h1 - hz) = -p (h1 - hz), (53) 

e, portanto, o ideal à esquerda K[X1 , X2] (h1- h2) é um d-ideal de K[Xb X2]. 

Visto que d é simples, temos necessariamente (h1 - h2 ) E K, do que re­

sulta d (h1 - h2 ) = O. Então, de (53), concluímos que, necessariamente, 

h1 - h2 = O, visto que p =I O. Ou seja, h1 = h2, c.q.d. • 

Definição 90 Seja duma derivação simples de K[X1 , X2] da forma 

com {3 E K[X1, X2]. Para cada m E N'" e 1 E K(X1, X2] definimos uma 

seqüência de expressões da seguinte forma: começamos com 

Pm,m-1 (Z, !) := 81 (Z) + {382 (Z) + 8z ({3) Z- (C!âi ({3) + c:n82 (!)). 

Se a equação Pm,m- 1 (Z, 1) =O não tem nenhuma solução em K [X1, X2] 

ou se m = 1, paramos o processo e definimos 

~m (!) = {Pm,m-1 (Z, 1)} · 

Se a equação Pm,m-l (Z, !) = O tem uma solução em K[X1, X2] em;::: 2, 

denotemos por Çm,m- 1 esta solução. (Observe que, como d é simples, dado o 

Lema 88, temos 82 ({3) =I O. Desta forma, pelo Lema 89, a solução Çm,m-1 é 

única.) Definimos então 

Pm,m- 2 (Z, r) : = 81 (Z) + {382 (Z) + 282 ({3) Z-

- (C!-~8i ({3) + C~-182 (!)) Çm,m-1 -

- (C!â~ ({3) + C!8i (r)). 
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Novamente, se a equação Pm,m- 2 (Z, 1) = O não tem solução em 

K[X1, X2] ou se m = 2, paramos o processo e tomamos 

~m (f)= {Pm,m-1 (Z,/), Pm,m-2 (Z,1)} · 

Se a equação Pm,m-2 (Z, 1) =O tem uma solução em K[X1, X 2] e sem~ 3, 

denotemos por Çm,m-2 esta solução {única, pelos mesmos motivos expostos 

acima). Definimos então 

Pm,m-3 (Z, i) : = 81 (Z) + /38z (Z) + 382 ({3) Z-

- ( C!-28i ({3) + c:n_282 (I)) Çm,m-2 -

- (C!_1~ (/3) + C!_18i (I)) Çm,m-1-

- (C! 8~ ({3) + C! 8~ ( 1)) . 

Por indução, seja 2 ~ i ~ m e suponhamos que as expressões 

Pm,m-1 (Z, i), ... , Pm,m-i (Z, i) 

e os polinômios 

tenham sido já construídos. Se a equação Pm,m-i (Z, 1) = O não tem nenhu­

ma solução em K [X 1, X2] ou sem = i, paramos o processo e tomamos 

~m (f)= {Pm,m-1 (Z, I), ... , Pm,m-í (Z, 1)} · 

Se a equação Pm,m-i (Z,1) = O tem uma solução em K[X~, X2] e i < m, 

denotemos por Çm m-i esta {única) solução e definamos 
' 

Pm,m-{i+l} (Z, 1) : = 81 (Z) + f38z (Z) +(i+ 1) 82 (/3) Z-
i-1 
'"""' j+2 "+2 j+l "+1 ) -- ~ (Cm-í+i~ ({3) + Cm-i+i~ (i) Çm,m-í+j 
j=O 

- (c:;z8~+2 (!3) + ~:18á+l (I)). (54) 
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Evidentemente, este processo cessará e, então, teremos construído um 

conjunto de expressões 

~m (r) = { Pm,m-1 (Z, I), ... , Pm,Jm(T) (Z, I)}, 

onde Jm (r) é um inteiro tal que O~ Jm (J) ~ m- 1. 

Em virtude do Corolário 68, estamos interessados em controlar o conjunto 

{operadores de Darboux para d + 1} , 

pois ele nos diz que d + 1 gera um ideal maximal à esquerda de A2 (K) se, e 

somente se, este conjunto é vazio. O resultado a seguir nos mostra a relação 

que existe entre a seqüência de expressões 

Jm (J), Pm,m-1 (Z, I)' ... , Pm,Jm(-r) (Z,1)' Çm,m-1' ... , Çm,Jm(-r)+l 

construída acima e a existência de operadores de Darboux de ordem m para 

d+l· Ainda, nos mostra também que, quando o conjunto acima não é vazio, 

então todos os operadores de ordem m são da forma kRd+"f: onde k E K* e 

Rd+'Y é um operador bem definido associado a d + J. 

Teorema 9 1 Seja duma derivação simples de K[X1 , X2] da forma 

Jm (J), Pm,m-1 (Z, I), ... , Pm,Jm(r) (Z, I)' Çm,m-1' ... , Çm,Jm('Y)+l 

definidos como acima. Então: 

(a) As seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) d + 1 admite um operador de Darboux de ordem m em A1 [XI]; 
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{ii) Jm ('y) =O e a equação Pm,o (Z, 1) =O tem uma {única) solução 

Çm,o E K[Xll X2]. 

{b) Quando as condições {i) e {ii) acima são satisfeitas, então: 

{ 1) {operadores de Darboux para d + 1 de ordem m} = K* Rm, 
onde 

m-1 

Rm := a::+ :z= çm,iô~; 
i=O 

{2) [d + {, Rm] = -mô2 (!3) Rm. 

Prova. (a) {i) ===? {ii) Seja R E AI(X1] um operador de Darboux para 

d + 1 de ordem m, digamos, 
m 

R= LPiÔ~, 
i= O 

com Pi E K[X1, X2] para cada i e Pm =J O, e seja g E K[X1, X2] tal que 

[d +{,R]= gR, ou seja, 
m m 

L9PiÔ~ = gR = [d +,,R] = L [d + {, piô~]. (55) 
i=O i=O 

Afirmação 1: Se [d +{,R]= gR, então Pm E K* e g = -mô2 (!3). 

De fato, pelo Lema 76 {ii), temos que, para todo i E {0, ... , m }, a i-ésima 

parcela do somatório da direita é um operador de ordem menor ou igual a i 

em 82, de modo que o coeficiente de 82 em [d +{,R] é igual a 

(56) 

e, portanto, por (55), obtemos 

donde 

(57) 

108 



Mas, então, K[X1,X2]Pm é um d-ideal não-nulo de K[X1,X2] e, como d é 

simples, concluímos que 

Pm E K*. (58) 

Ainda, sendo Pm uma constante, temos d (Pm) = O e, voltando a (57), con­

cluímos, já que Pm i= O, que 

g = -m82 (/3) , (59) 

o que completa a prova da Afirmação 1. 

Olhemos agora para os coeficientes de 8~-i em (55), para 1 :::; i :::; 

m. Aqui, também pelo Lema 76 (ii), temos que o coeficiente de 8~-i em 

[d +/,R] é proveniente das parcelas [d + /, Pt8~] onde t ~ m - i. Como, para 

cada tE N, temos, pelo mesmo Lema 76 {ii), 

[d + /, Pt8~] = (d (pt)- t82 (/3) Pt) 8~ 
t 

-Pt :L (cf+l~+l (!3) + ct~ (J)) 8~-j, 
i=1 

obtemos que, para cada t > m - i , o coeficiente de 8~-i na expressão acima 

é ( t - j = m - i quando j = t + i - m): 

Assim, teremos que o coeficiente do termo â~-i em [d + 1, R] é igual a 

d (Pm-i) - ( m - i)82 (/3) Pm-i 
m _ L Pt (C:+i-m+18~+i-m+l (/3) + c:+i-m8~+i-m (T)). (60) 

t=m-i+l 

Daí, olhando para os termos em 8~-1 em (55) , temos, por (60) e (59) , 

- m82 (/3) Pm-1 = d (Pm-1)- (m- 1) 82 (/3) Pm- l 

-Pm (C~8i (/3) + c:n82 (T)), 
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ou seja, 

Evidentemente, (Pm-1/Pm) E K[X1, X2), visto que, por (58), Pm E K*; 

então, dividindo a equação acima por Pm, obtemos 

ou seja, 

n (Pm-1 ) .rm,m-1 Pm 'I = O. 

Por indução, suponhamos i <me que, para todo j = m- 1, ... , m- i, 

tenhamos Pm,j (pi/Pm, 1) = O. Então, chamando as soluções Pi/Pm de 

Çm,j e olhando para os termos em 8;:--í-1 em (55), temos, por (60) e (59), 

- m82 ({3) Pm-i-1 = d (Pm-i-1)- (m- i- 1) 82 ({3) Pm- i-1 
m - L Pt (C:+i-m+28~+i-m+2 ({3) + c:+i-m+18~+i-m+l (I)) 

t=m-i 

ou seja, 

d (Pm-i-d +(i+ 1)82 ({3) Pm- i-1 
m - L Pt ( c:+i-m+2 8~+i-m+2 (!3) + c:+i-m+1 8~+i-m+l (I)) = o. 

t=m- i 

Então, dividindo esta igualdade por Pm , obtemos 

d (Pm-i-1) + (i + 1 )82 ({3) Pm-i-1 
Pm Pm 

m-1 - L . ( c;+i-m+2 8~+i-m+2 (!3) + c;+i- m+1 8~+i-m+l (I)) :~ 
t=m-t 

- (c:28~+2 (!3) + c:18~+1 ('Y)) =o, 
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ou ainda, 

d (Pm-i-1 ) +(i+ 1)82 (,8) Pm-i-1 
Pm Pm 

m-1 _ I: ( c;+i-m+28~+i-m+2 (,8) + c:+i-m+la~+i-m+l (-y)) .;m,t 

t=m-i 

Agora, fazendo a mudança de variável k = t- (m- i), obtemos 

d (Pm-i-1) +(i+ 1)82 (,8) Pm-i-1 
Pm Pm 

i-1 
~ (ck+2 8~c+2 (.8) . ck+l 8k+1 ( )) c - L m-i+k 2 1 m-i+k 2 'Y '>m,k+m-i 
k=O 

- ( c;:2 8~+2 (,8) + c;: 1 8~+1 (-y)) = o, 

ou seja (veja 54), 

n (Pm-(i+l) ) 
.r m,m-(i+l) Pm ''Y = O. 

Desta forma, concluímos que 1m (r) = O e que p0/ Pm E K [X 1 , X2] é uma 

solução da equação Pm,o (Z, 'Y) =O, e é única, pelo Lema 89. 

(ii} => (i): Suponhamos que 1m (-y) =O e que a equação Pm,o (Z, 'Y) = O 

tenha uma solução em K[X1, X2]. Para cada i = 1, ... m, seja Çm,m-i E 

K[XI. X2] a solução da equação Pm,m-i (Z, 'Y) =O. 

Tomemos 
m 

Rm := 8;" + L .;m,m-i8;;--i. 
i=l 

Afirmamos que Rm é um operador de Darboux para d + 'Y· Mais precisa-

mente: 
m 

[d + "(, RmJ = -m82 (,8) Rm = -m82 (,8) 8;" +L -11'LÇm,m-i82 (,8) a;;--i. 
i=l 
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De fato, 
m 

(d+1,Rm] = (d+')',8~] + L(d +/,Çm,m-io~-i]; 
i=l 

daí, por um lado, o coeficiente do termo 8Jt em (d + /, Rm] é, pelo Lema 76, 

dado exclusivamente pela parcela (d + ')', 8Jt] e vale 

d (1) - mô2 (/3) = -m82 (/3) . (61) 

Por outro lado, para cada i E { 1, ... , m}, temos que o coeficiente do termo 

a~-i, 1 :::; i < m, em [d + ')', Rm] é proveniente das parcelas [d + ')', 8f] 

e (d + ')', Çm,t8~], com m- i :::; t < m, e, portanto, pelo Lema 76, é igual a 

m-1 

_ L çm,t (c:+i-m+la~+i-m+l (/3) + c:+i-ma~+i-m b)) 
t=m-i+l 

+ (c;: 1a~+l (/3) + c:na~ (I)) 

- d (Çm,m-i) + i82 (/3) Çm,m-i 

m-1 _ L çm,t (Ci+i-m+la~+i-m+l (/3) + c:+i-ma~+i-m b)) 
t=m-i+l 

Fazendo a mudança de variável j = t - ( m - i + 1), obtemos 

d (Çm,m-i) + Í02 ({3) Çm,m-i 
i-2 
""" j+2 '+2 j+l '+1 ) 

- ~Çm,m+j-i+t (Cm+j-i+t~ (/3) + Cm+j-i+t~ (I) 
j=O 

- (d;tlô~+l (/3) + c:nô~ (I))- mÔ2 ({3) Çm,m-i Pm,m-i(~m.m-i)=O 

- -m82 (/3) Pm-i · 

Assim, de fato, 

(d + ')', Rm] = -m82 (/3) Rm. 
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{b} (1) Da prova de {i} acima, sabemos que Rm é um operador de Darboux 

para d+"f. É fácil ver que, para todo k E K*, o operador kRm é também um 

operador de Darboux de ordem m para d + 'Y, de modo que 

K* Rm Ç {R; R é um operador de Darboux para d + 'Y de ordem m}. 

Reciprocamente, se 

m 

R= LPiÔ~, 
i=O 

com Pi E K[X1, X2] para cada i e Pm =!= O, é um operador de Darboux de 

ordem m para d + "(, então já vimos na prova de (i) ==:> (ii) da parte (a) 

que, necessariamente, temos Pm E K* e, para cada i= m- 1, ... , O, tem-se 

(pi/Pm) = Çm,i' ou seja, Pi = Pm{m,i· Assim, 

m m m 

R= LPiÔ~ = LPm{m,iÔ~ =PmL{m,iÔ~ =PmRm E K*Rm,. 
i=O i=O i=O 

(2) A igualdade [d +"f, Rm] = -mô2 (/3) Rm já foi provada em {ii}=:> {i} 

acima. • 

Corolário 92 Seja d uma derivação de K[Xb X2] da forma 

com {3 E K [X1, X2]. Então, para cada "f E K [X1, X2], as seguintes afir­

mações são equivalentes: 

{i} A2 . ( d + 'Y) é um ideal maximal à esquerda de A2 . 

{ii} 1} d é uma derivação simples de K[X1 , X2]; 

2} Para cada n E N*, existe j E {O, ... ,n -1} tal que a equação 

Pn,j (Z,'Y) =O não tem nenhuma solução em K[X1,X2]. 
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Prova. É uma conseqüência do teorema anterior e dos Corolários 68 e 

72. • 

Finalmente, podemos apresentar o resultado que é o objetivo principal 

deste texto. Reenunciamos aqui o Teorema 75: 

Teorema 93 Seja duma derivação de K [X1 , X2] da forma 

com /3 E K [X 1 , X2]. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

{i) d é uma derivação simples de K[X1,X2]. 

{ii) Existe 1 E K[X1, X2] tal que A2. (d + 1) é um ideal maximal de A2. 

{iii) Existe e E { -1, +1} tal que A2. (d + eX2 ) é um ideal maximal de A2. 

Prova. (iii) ==> (ii) Trivial. 

(i i) :::::} (i) É conseqüência do Corolário 72. 

(i) :::::} (iii) Visto que d é uma derivação simples de K[X 1, X2J, pelo Lema 

88, temos graux2 (!3) ~ 1. 

Se graux2 (/3) = 1, então, pelo Teorema 87, A2 . (d + X2 ) é um ideal à 

esquerda maximal de A2. 

Suponhamos agora que graux2 (/3) ~ 2 e, portanto, que âi (/3) i- O. Ini­

cialmente salientamos que, neste caso, não é possível termos ao mesmo tempo 

( m - 1) âi (/3) = -2 (62) 

e 

(r - 1) âi (/3) = 2, (63) 

com m, r E N* . De fato, caso contrário teríamos 

(m- 1) ôi (/3) +(r- 1) âi (/3) = - 2 + 2 =O, 
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ou seja, 

( ( m + r) - 2) âi ({3) = O. (64) 

e, como âi ({3) =?O, obteríamos necessariamente 

m+r = 2. 

Mas também m =? 1 =?r (por (62) e (63)). Absurdo, uma vez que m, r E N*. 

Com isso, temos que existe é E { -1 , + 1} tal que é fJ.- (âi ({3) / 2) N. 

Afirmamos agora que, para todo m E N* , a equação 

(estabelecida como na Definição 90) não admite solução em K[X1 , X2], e, 

assim, pelo Corolário acima, A.2 . (d + éX2) é um ideal maximal de A.2 . 

De fato, se a equação Pm,m- l (Z, éXz) =O tem uma solução f E K [X1, X2], 

então 

Ô1 (f)+ f3âz (f)+ Ôz ({3) f- (m (m - 1) /2) âi ((3) -mE = O. 

Esta igualdade, dada a fórmula (3), também pode ser escrita como 

81 (f)+ Ôz ({3!) - (m (m- 1) /2) âi ((3)- mE= O. (65) 

Pela escolha de é, temos f =:J. O. De fato, se f= O, teríamos 

- (m (m- 1) /2) âi ((3)- mE= O, 

ou seja, 

m ( ( ( m - 1) ai ({3)) / 2 + é) = o 

e, portanto, como m =? O, 

é = - ( m - 1) âi ({3) /2 E - ( âi ((3) /2) N, 
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uma contradição com a escolha de é . 

Mas sendo f# O, temos que a igualdade (65) é absurda, visto que o grau 

em x2 à esquerda da igualdade é igual a graux2 (!) + graux2 ({3)- 1 ~ 1, já 

que graux2 ({3) ~ 2, e, portanto, o lado esquerdo não pode ser o polinômio 

nulo. • 

Encerramos este trabalho mostrando que a condição (iii) no Teorema 93 é 

ótima, no sentido de que não pode ser substituída por nenhuma das condições 

~:A2 (d + X2) é um ideal maximal de A2" ou "A2 (d- X2) é um ideal maximal 

de A2n (veja Exemplo 96). Enunciaremos alguns resultados preliminares que 

apoiarão esta afirmação. 

Lema 94 Seja d uma derivação de K[X1, X 2] da forma d = 81 + {382, com 

{3 E K[X1, X2] e graux2 ({3) ~ 2. Seja 1 E K[X1, X2] tal que 

Então: 

(a) Para cada mE N, as seguintes afirmações são equivalentes: 

{i) 82 (r) = - (m- 1) 8i ({3) /2; 

{ii} A equação Pm,m-l (Z, 1) =O tem uma solução em K[Xll X2]. 

Quando as condições {i}-{ii} são satisfeitas, O é a única solução desta 

equação em K[X1, X2]. 

{b} Se existem E N* tal que a equação Pm,m- 1 (Z, 1) = O tem uma solução 

em K[X1, X2], m é único e igual a 1- 282 (r) /8i ({3) . 

P rova. (a) Para cada f E K[X1, X2], temos, pela Definição 90, 

Pm,m-1 (f , I) = 81 (f)+ {382 (f)+ 02 ({3) f-

- ( m) ( ( m ; 
1

) oi ({3) + 82 (r)) 

- 81 (!) + 82 ({3 f) - ( m) ( ( m ; 
1

) 8~ ({3) + 82 ( 1)) . 
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Daí, se f =j: O, então 

graux2 (Pm,m-1 (!, 1')) - graux2 (.B) + graux 2 (!) - 1 
graux2 (.6)2:2 

> graux 2 (.B) - 1 ~ 1. 

Desta forma, a equação Pm,m-1 (Z,'J') =O tem uma solução em K[X1,X2] 

se, e somente se, O é uma solução de Pm,m-l (Z, 1') = O. E claramente, isto 

ocorre se, e somente se, 

ou ainda, se, e somente se, m é tal que 

o que mostra que m é único. 

(b) É uma conseqüência imediata da demonstração de (a). • 

A seguir estabeleceremos uma completa caracterização dos polinômios 'J', 

com graux2 h) :::::; 1, que tornam A2. (d + 1') um ideal maximal à esquerda 

de A2 quando d é simples e da forma d = 81 + .Bâ2, com .B E K [X1, X2] e 

graux2 (.B) = 2. Uma completa caracterização dos polinômios 1' para os quais 

A2. (d + 1') é maximal quando graux2 (.B) é qualquer pode ser encontrada em 

[6]. 

Teorema 95 Seja d uma derivação simples de K[Xl> X2} da forma d = 
81 + ,Bâ2, com .B E K [X1, X2] e graux2 ({3) = 2. Seja 1' E K [X1 , X2} tal que 

graux2 h) :::::; graux2 (.B)- 1 = 1. Então: 

(a) as seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) A2. (d + 1') é um ideal maximal à esquerda de A2; 

(ii) â2 h) rf. - (1/2) âi (.B) N; 
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(b} se Ô2 ('y) =- (r/2) â? (/3), para algum r E N, então 

{Operadores de Darboux para d + 1 em A 1 (Xd} = K*â;+ 1
. 

Prova. (a) (i) ::;. (ii) Suponhamos que exista r E N tal que 82 ('y) = 
- (r /2) âi (/3) . Então, pelo Lema 76 (ii) , temos que 

[d + /, 82+1
] = -(r+ 1) 82 (/3) 82+1 

- er~l)r 8i (/3) +(r+ 1) 82 ('y)) 82 

r+l 

-'L ( ct~i~+l (/3) + ct+l~ h)) 8;+1-j 
j=2 

-(r+ 1) 82 (/3) 82+1 E K (X1, X2]82"+1, 

visto que Ô2 ( 1) = - (r /2) 8i (/3) , o que anula o coeficiente de 82, e, ainda, 

graux2 (/3) = 2 e graux2 ('y) ~ 1, que fazem com que todas as parcelas do 

somatório se anulem. 

Desta forma, 82+1 é um operador de Darboux para d+i e, portanto, pelo 

Corolário 68, A2 . (d + 1) não é um ideal maximal de A2. 

(ii) ::;. (i) Suponhamos que A2 (d + 1) não é um ideal maximal de A2. 

Pelo Corolário 68, existe um operador R E A1 [Xd ""'K tal que [d +/,R] E 

K [X11 X2]R. Sejam= ord(R) . 

Afirmamos que, como d é simples, m > 1. De fato, caso contrário, 

teríamos R um polinômio, e então 

[d +/,R] Corol.30 d(R). 

Como [d +/,R] E K[X1 , X2]R, concluiríamos que d(R) E K[X1 , X2]R, com 

R não constante, contrariando a d-simplicidade de K[X1 , X2l· 

Desta forma, pelo Teorema 91 , a equação Pm,m-1 (Z, 1) = O tem uma 

solução em K[X1, X2], donde, pelo Lema 94 (a), 

Ô2 ('y) = - (m - 1
) âi (/3) E -~âi (/3) N. 

2 2 
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(b) Se 82 ('y) =- (r/2)8'i (!3), então vimos na prova de (a) ((i)=> (ii)) 

que 

[d + ,, 82+1
] = -(r+ 1) 82 (j3) 82+1

' 

de modo que 82+1 é um operador de Darboux para d+r em A1 [X1]. Agora, 

pelo Lema 94, r+ 1 é o único inteiro m 2: 1 tal que a equação Pm,m-l (Z, r) = 
O tem uma solução em K [X1 , X2]. Desta forma, d +r só admite operadores 

de Darboux de ordem r+ 1 e, portanto, pelo Teorema 91 (b), 

{Operadores de Darboux para d +r em A1 [X1]} = K*82+ 1
. • 

Exemplo 96 Seja d uma derivação de K[X1 , X2] da forma 

com 17 E { -1, +1} e p E K [X1] de grau ímpar. Então, temos que: 

(a) d é uma derivação simples de K [X 1,X2]; 

{b} se 1J = 1, então A 2. (d + X 2 ) é um ideal maximal à esquerda de A2, 

mas A2. (d- X2) não; 

(c) se 17 = -1, então A2. (d- X 2) é um ideal maximal à esquerda de A2, 

mas A2. (d + X2) não. 

Prova. (a) É um resultado de Maciejewski, Moulin Ollagnier e Nowicki 

(veja [8], Teorema 6.2, pág. 5105). 

(b) Se 17 = 1, então j3 = ryX? - p = X? - p é tal que 8i (/3) = 2. Daí, 

pondo r = X 2 , temos 

e, pondo f = - x2, temos 

82 ('y) = -1 E - (1/2) 8~ (/3) N. 
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Desta forma, pelo Teorema 95, A2. (d + X2) é um ideal maximal de A2, mas 

A2. (d- X2) não o é. 

(c) Prova análoga à prova de (b): Se 7J = -1, então {3 = -Xi - pé tal 

que 8i (/3) = -2. Daí, pondo 1 = X 2, temos 

e, pondo 1 = - X2, temos 

Novamente fazendo uso do Teorema 95, teremos que A2. (d- X2) é um ideal 

maximal de A2 , mas Az. (d + X2 ) não o é. • 
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