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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema de Dirichlet ndo linear
Au+b(|2|)f(u)=0 em B
{ u=0 em JB,
onde B é a bola unitaria de RY, com N > 3. O exemplo tipico corresponde ao caso
particular em que b(|z|) = |2|' e f(u) = |u|""'u, com { > 0 e 7 > 1. Nesse caso, provamos
que o problema possui uma solucao cldssica, positiva, radialmente simétrica  para
T L %‘}%ﬁ e que nao possui solucdo para 7 > N—h‘b,‘z_%z" A solugao do problema é obtida
usando um método variacional, procurando um ponto critico de um funcional. Na obtencao

desse ponto critico é usado o conhecido Teorema da Passagem pela Montanha devido a

Ambrosetti e Rabinowitz.

ABSTRACT

We study the nonlinear Dirichlet problem
Au+b(|z])f(u) =0 on B
{u =) on 0B,
where B is the unit ball of RY, with N > 3. The typical example corresponds to the case
b(|z]) = |z|' and f(u) = |u|""'u, with I > 0 and 7 > 1. In this case we prove that the
above problem has a classical positive radially symmetric solution if 7 < ’—‘%‘;"":‘531 and has
no solution if 7 > N—*‘-Nz_—‘%?—' The solution is obtained by a variational method, searching for

a critical point of a functional. To this end we use the well known Mountain Pass Theorem

of Ambrosetti and Rabinowitz.
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INTRODUCAO

No presente trabalho vamos estudar o problema de Dirichlet nao linear
Au+b(|z])f(u)=0 em B
0-1) {u =i{ em 0B,
onde B é a bola unitaria de RN e sobre b e f imporemos algumas condigdes . Mostraremos
que o problema (0.1) possui uma solugao positiva, radialmente simétrica.

O exemplo tipico corresponde ao caso particular em que b(|z]) = |z|' e f(u) = |u|" u,

com [ > 0 e 7 > 1. Nesse caso, teremos o problema (0.1) na forma
{ Au+|z|f'lul"'u=0 em B
(0.2)
u={ em 0B,
com N 22, 120, £51.

Encontrar uma solugdo radial de (0.2), onde r = |z|, é equivalente a resolver o seguinte
problema de contorno para uma equagao diferencial ordinaria:

' ND,(*N1Diu) 4+ v'|u|"*u =0, parare(0,1)
e {&Mm:0e1MJx&

A equagao da forma (0.3) com [ = 0 é conhecida na astrofisica desde o inicio deste
século como sendo a equagio de Lane-Emden.

Consideremos o modelo de estrela em que a propagagdo da energia se da preferen-
cialmentie por convecgao e nao por irradiagio . Suponhamos ainda que a estrela esta em
equilibrio gravitacional e convectivo. Por equilibrio convectivo se entende que as supertficies
de nivel da densidade e da temperatura se mantém constantes. Nestas condigdes sabe-se,
de [C], que estamos diante de um processo adiabatico e politrépico, valendo as seguintes

equagoes :
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D, M, = 4zr*p, E= K

(0.4)

GM,p R

D,P=-—"E P==yl,
r J7

onde P é a pressao , p é a densidade, T é a temperatura, M, é a massa no interior da esfera
de raio 7, p é o peso molecular, G é a constante gravitacional, v, R e K sdo especificadas
em [C].

Reduzimos estas duas equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem a uma equagio

diferencial ordinaria de segunda ordem, eliminando M;; P ¢ p e usando T como variavel

dependente:
1/(v=1) v/(v=1) 1/(v=1)
g | ey po (B >, l=1)
K ’ I K
Além dieso,
GM,p

.
D.P = =D,(pT) = —
a4

=)
e da primeira equagao de (0.4) obtemos
=7 R 1 1/(v=1)
DD = =L s Bl 2o P21/ 0-1),
¥y R i KK
Introduzimos uma nova variavel y, definida por T' = yT, onde T é a temperatura no centro

da esfera. Deste modo, y vale 1 no centro e ¥ < 1 no restante da esfera. Introduzindo nova
variavel z, dada por:
1/(7v=1)
2 a1k, SR (2-)/(r-1)
B =1 47 G 13 ;
¥ R p K
obtemos a equagao

D.(«*D.y) + 201 = 0.

A razao pela qual transformamos a equagao do equilibrio nessa forma é para obtermos
uma expressao que contenha somente o parametro 4. E usual tomar y =1 + (1/n), onde

n é chamado de indice politrépico.



A equacao diferencial fundamental que uma esfera gasosa em equilibrio convectivo deve
obedecer é

2D, (2®D,y) + y" = 0.

Esta expressio é chamada Equacio de Emden e corresponde a equagao (0.2) com u
radialmente simétrica, [ =0 e 7 = n.
Em 1930, Matukuma , um astrofisico , propos o seguinte modelo matemadtico para

descrever a dinimica de aglomerados globulares de estrelas:
(0.5) Au+ (14 |2>)'u? =0,

onde « € R® p>1, u representa o potencial gravitacional (portanto u > 0),
p=—(47)""Au = {47(1 + |2|*)} '« representa a densidade e [ [ [pdx representa a
massa total. Ja que o aglomerado globular possui simetria radial, estamos interessados em
solugdes positivas radialmente simétricas de (0.5).

Em 1973, Henon pro_ o a equacao (0.3) com ! £ 0 para descrever a estrutura estelar
esférica e estudou sua estabilidade através de computacio numérica. Além disso, o caso
N>3,l=0e7=(N+2)/(N —2)érclevante para o Problema de Yamabe em Geometria
Diferencial. Dada uma variedade riemanniana M com uma métrica gy, e de curvatura Ry
e dada uma fungao real R definida em M, o Problema de Yamabe consiste em procurar
uma nova métrica g em M que seja pontualmente conforme a gq, isto é, da forma ¢ = wqy
onde w > 0 ¢ uma fungdo real C*, tal que, com a nova métrica, a curvatura escalar seja

R. Escrevendo w = u"/V~=%) vale a seguinte relagio :
(0.6) Lo'h‘. = —TQAUU, —+ Rgu = Rua,

# . . - ¥ - . -~
onde Ay é o laplaciano com respeito a gg, Yo = ﬂj\ff;l, a =L+ e N éa dimensio da

variedade riemanniana M. Como caso particular, podemos considerar (M, g) como sendo
o RN com a métrica usual. Nesse caso Ag = A é o laplaciano usual, Ry = 0 e reduzimos a
equagdo (0.6) a seguinte equagdo :

4N —1)

Au 4 KuWN+2/(N=2) _ o
N -2

(0.7)



[Fazendo u = av, obtemos

4(N -1)

oo S T VY ST hfa[:\’-!-?)}(x\f—?jU(N+2)/[N——2} =1
N =2

i e T T £ N-=2)/4
Dai vemos que existe a > 0 tal que i(t,—\,‘w_—,‘.lla = oN+2/IN=2) dado por a = [ﬂfi}-_;llt 4 ;

donde basta estudarmos a equacao
Au+ K (z)uN+WN=2) = ¢,

Para resolver o problema (0.2) vamos usar um método variacional, ou seja,

consideraremos um funcional J : £ — R da forma

1
J(u) = §L|Vu|2dx—fla|x|‘F(u)d$,

onde E é o completamento das fungbes radialmente simétricas em C®(B) e

F(t) = A “ords (Flw) = !F“E‘;)

e procuraremos um ponto critico de J, isto é, u € E tal que J'(u) = 0. Neste caso, u sera

uma solugao fraca ou geieralizada para o problema (0.2), isto é,

LV?:.VU(IJ: = ./B |z [u|" uvdz, Yo € E.

Posteriormente sera verificado que a solugdo fraca de (0.2) é na verdade uma solucéao
classica.

Para a obtengao do ponto critico de J, o principal ingrediente serd o bem conhecido
Teorema da Passagem pela Montanha, devido a Ambrosetti e Rabinowitz.

A presente dissertacao ¢é dividida em cinco capitulos e um apéndice. No primeiro
capitulo encontraremos definicoes e resultados basicos dos elementos envolvidos na dis-
sertagdo , como por exemplo, o Teorema de Imersao de Sobolev, o Teorema de Rellich-
Kondrachov e as aplicagées de Nemytskii, entre outros. No segundo capitulo obtemos
uma série de resultados referentes a principios do maximo para operadores diferenciais

uniformemente elipticos lineares da forma



N N
Lu=— Z (Lij(lfjf),'ju + Zb"(;lr]l)iu + ¢(2)u,
t,i=1 1=1
onde @7 = o para i,j=1,..,N, z€ QCRN (Q aberto), com N > 2 e existem

constantes positivas A e A tais que

N

MEPS S di@)Eg <AEP, VYze, VéEeRN

ij=1
Dentre os principios do maximo que consideraremos neste capitulo esta o Principio do
Méximo de Hopf que é bastante conhecido no caso ¢(z) > 0 (ver [PW]) e que serd provado
vambém para o caso ¢(2) < 0.
No terceiro capitulo serd provado que qualquer solu¢do wu do problema
—Au= f(u,r) em B
(0.8) u=70 em OB
w>0,u#0 em B,
¢ radiamente simétrica, se f e D, f sio continuas e f decrescente em r. No quarto capitulo
estabeleceremos alguns resultados referentes a nao existéncia de solu¢ées nido triviais para
o problema (0.2). Para isso serd provada a Identidade de Pohozaev. No quinto capitulo

trataremos o problema (0.1) e provaremos que ele possui uma solugdo classica, positiva,

radialmente simétrica para
N+2+21
i,
N -2
Para isso usaremos o Teorema da Passagem pela Montanha, ao qual dedicamos o apéndice
do presente trabalho. Além desse teorema, usaremos outros resultados para achar a solugio
radial classica do problema (0.1), como por exemplo, o Lema Radial, o Lema de Compaci-

dade e alguns resultados importantes da Teoria da Regularidade Eliptica.



1 - PRELIMINARES

Dado © C R" aberto, definimos C'°(£2) como sendo o conjunto das fungdes ¢ € C*(f2),
cujo suporte é compacto. Podemos escrever = U2, K, onde I;, C intl,; e K, é

compacto para todo n. Dado K C £ compacto, temos que
Dy = {p € C=(9)|supp(¢) C K}

¢ um espago de I'réchet com as semi-normas

Pa(@) = sup [D%(z)],
r€N;|al<n

onde a = (ay, ...,an) é uma N-upla de nliimeros inteiros ndo negativos com |a| = &N, a;
-
Plel

023 023 0a"

Deste modo, obtemos C'(§2) = Up2 Dy, onde Dy, C intDy,,,. Cada Dy, é de Fréchet

D(J

e a topologia que Dk, ., induz em Dy, coincide com a topologia original de Dg,,. Vamos
colocar em C2°(f2) a maior topologia localmente convexa que induz sobre os Dy, a topologia
original. Anotamos por D(Q) o espaco C'2°(§2) com esta topologia. Denotamos por D'(£)
ao conjunto das distribuigdes em €, ou seja, T € D'(Q2) se, e s6 se, T : D()) — C é
um funcional linear continuo. Denotamos, daqui em diante, D;u como sendo a derivada
parcial da fungdo u em relagdo a j-ésima variavel. Dadas u,v € L}, (), dizemos que v é a
derivada parcial de u no sentido das distribuigées e denotamos por v = D;u se, e somente

se,

D; d:c:—f vdz,

para toda ¢ € C°(2). Antes de enunciarmos alguns resultados importantes, definimos os



seguintes espagos:

H'(Q)={ue L?(Q)IDJru € L*(Q) no sentido das distribuigoes }.

O produto interno em H'(Q) é dado por

hl'
ol T / uﬁda:+/ Z]Jju.Dj'ﬁdx
Q s
=1

que induz a norma
Ai'

|]“||?;1(Q) = ||“||?,2(n} +> II‘D.?'UH?’B(Q}'

1=1
H(R) é o fecho das fungdes C(§2) em H'(Q).
HYQ)={TeD(Q)|T=fo+ XN, D;if;, f; € L}(Q)}.

Se 1 for limitado, temos que a norma definida acima ¢é equivalente a norma

lullo = ( [ 1Vufdz)?

em I}(Q). Neste caso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1. Seja Q C RN aberto limitado. Entio a aplicagdo
—A: HY Q) — HY(Q) = (HI(Q))

¢ uma isometria de H}(Q) sobre H™'(9).
No caso de € nao ser limitado, a proposigaio continua valendo se substituirmos —A
por 1 —A e usarmos a norma || - ||, (q). Outro resultado importante ¢ a proposigao abaixo,

que é um caso particular do Teorema de Imersao de Sobolev.

Proposigio 1.2. Seja Q@ C RN aberto, com N > 3. A inclusdo

I 2 HY(S) — LPNIN=2)(q)

: :\.';C-'__. \
v o
% ._.<‘(':h



€ continua.

Corolario 1.3. A aplicagao adjunia da inclusao acima
I': (L5 (Q)) — (HY(Q)Y

¢ continua, ou seja,

I': I2NINR2(Q) o HY(Q)

é conlinua.

Proposicio 1.4. (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q@ C RN aberto limitado,
com N > 3. Entio qualquer que seja g < 2N[(N —2), o espago H} () estd compactamente
imerso em LI(£1).

Embora aqui N > 3 sempre temos que, para N = 2, o Teorema de Rellich nos diz que
a imersio de H}(Q) em L%(Q) é compacta se Q for limitado.

Nosso préoximo objetivo é expor alguns resultados referentes as aplicagoes de Nemytskii.

Definigao . Seja 2 C R" aberto, com N > 1. Uma fungdo f: Q2 x R — R é dita uma
funcao de Carathéodory se:

(a) para cada s € R fixo, a fungdo & — f(z,s) é mensurdvel a Lebesgue em ;

(b) para z € 0 fixo, a fungao s — f(z,s) é continua em R.

Seja M o conjunto de todas as fungbes mensuraveis u : . — R. Deste modo, uma
fungaio de Carathéodory [ define uma aplicagio Ny:M — M, dada por
(Nyu)(z) = f(z,u(z)), que € chamada uma aplicagdo de Nemytskii. Estamos interessados

em saber quando N; aplica um certo espago L? num outro espago L9.

Proposicao 1.5. Suponhamos que ezistam uma constante ¢ >0, uma fungao



b(z) € LI(Q),1 <¢g< o0, er >0 tais que |f(z,s)| < c|s|"+ b(z), Vz €N, VseR.
Entao :
(a) Ny aplica L7 () sobre L4(Q);
(b) N; € continua e limitada (isto €, aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados).
No entanto, precisamos de certas no¢ées de diferenciabilidade para estas aplicagées de

Nemytskii. Para isto, vamos utilizar a seguinte definigao :

Definigao . Sejam I um espago de Banach real e J : £ — R um funcional. Dizemos que
J ¢é Tréchet-diferenciavel em u € I se existir uma aplicagao linear continua L = L(u) :

E — R satisfazendo: para qualquer € > 0, existe § = §(e, u) > 0 tal que
[T (u + ) = Ju = Lo < efjo]

para todo ||v|| < §. A aplicagio L é usualmente denotada por J'(u). Se J for Fréchet-
diferenciavel em todos os pontos, dizemos que J é continnamente Fréchet-diferencidvel se
a aplicagio J' : E — E' for continua. Notemos que J'(u) € E’. Um ponto u € E é dito
ponto critico de J se J'(u) = 0, isto é, J'(u)p = 0 para todo ¢ € E. O valor de J no ponto

critico u é chamado valor critico de J.
Seja f(z,s) uma fungdao de Carathéodory para a qual existem constantes m > 0,

1 < p < oo e uma fungao b(z) € LP/™(Q) tais que |f(z,s)| < ¢|s|™ + b(z). Denotando por
Fls,8)= ]; f(a, 7)dr,
obtemos que |F(z,s)| < ¢;|s|™*! + ¢(z), onde ¢(z) € LP/(m+1)(Q). Entao
Ny: LP(Q) — LP™(Q) e Np: LP(Q) — LP/m+)(Q),
Em particular, se p = m + 1 as desigualdades acima tornam-se
(1.1) F(@,)| < clsP™ + bz, bla) € L7 ()

L
p
|F(z,8)| < cilsl” +e(z), cfz) € LY(Q)



e temos que N : LP(Q) — L? (Q) e Np: LP(Q) — L'(Q).

Proposicao 1.6. Suponhamos que valem as condi¢ées (1.1). Entdo

lIJ(u]=/QF(3;,u(:zt))d.r

define um funcional continuo W : LP(£1) — R que € continuamente Fréchet-diferencidvel e

vale

Ulu)w = ]‘._ f(z,u)v dz,Yv € H)(Q).
!
Consideremos o problema de Dirichlet

{—J_\u = f(z,u) em Q
=0 em 0f),

(1.2)

onde £ é um dominio limitado suave em R, N > 2 e 90 denota sua fronteira. Suponhamos
que f:Q xR — R é uma func¢io de Carathéodory. Entendemos por solugao cldssica de
(1.2) como sendo uma fungio u € C*Q) N C°R) que satisfaz a equagio em cada ponto
z € ) e que se anula na fronteira. Entendemos por solugdo generalizada ou fraca de (1.2)

como sendo uma funcao de u € Hj(Q) que satisfaz (1.2) no sentido fraco, isto é,

(1.3) /n Vu.Vudz = fﬂf{;r:,u)u,Vu e CZ(Q).

Vemos que, para (1.3) estar bem definida, a funcao f(z,s) deve obedecer algumas
condigdes de crescimento na varidvel s para garantir que f(z,u)v seja integravel. Nio
especificaremos quais sdo , ja que uma hipétese mais forte serd suposta, quando olharmos
para solugdo generalizada formulamos (1.2) como sendo um problema com ponto critico

de um funcional. A saber, consideramos

(1.4) @(u):%/ﬂ|Vu|2—an(x,u)dm,

10



onde F(z,s)= /3_f(3‘,7)(f1'.
0

Para termos @ : H}(©2) — R bem definido exigimos que F'(z,u) € L'() para u € Hj(R).
Devido ao Teorema de Imersio de Sobolev, Hj(Q) estd continuamente imerso em LP(Q)
sel<p<(2N)/(N—-2)se N >3el <p<ooseN =2. Assim, usando a Proposicao

1.6 exigimos que f satisfaca a condigdao

(1.5) |f(2,8)] < clsP™" + b(a),

|~

onde p satisfaz as condigdes de Imersdo de Sobolev e b(z) € LP, L + L = 1. Usando,

=

1
P
novamente, a Proposicao 1.6 concluimos que:

Se f satisfaz a condigao (1.3) entao o funcional @ definido em (1.4) é continuamente

Fréchet-diferenciavel, isto é, ® € CY(H}(Q); R), e vale

(1.6) @'[u).v:/nVu.Vvda:—.Lf(m,u)vda:,vve HY(Q).
11
WEROS  CEMGECAR T et
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2 - O PRINCIPIO DO MAXIMO CLASSICO

O propésito deste capitulo é estender os principios do maximo classicos para o operador

de Laplace para operadores diferenciais uniformemente elipticos lineares da forma

N N
(2.1) Lu=— Y a"(2)Diju+ Y b (z)Diu + ¢(a)u,

i,J=1 1=1
onde ¢V = @' parai,j=1,...,.N, 2 € QC RN, com N > 2 e existem constantes positivas

A e A tais que,
N

AMEPS Y a¥(2)6g S A€
t,7=1
Vae VEe RN A menos de mengio contrdria, supomos que a”, b, ¢ sio funcoes
limitadas e u € C*(Q) NC°(QY).
E importante salientar que o principio do méximo é uma caracteristica das equagdes
elipticas de segunda ordem que as distingue das equagbes de ordens superiores e dos
sistemas de equagoes .Para muitas aplicacoes ¢é suficiente termos o seguinte principio do

maximo fraco.

Teorema 2.1 (Principio do Maximo Fraco). Seja L um operador da forma (2.1) num

dominio limitado §). Suponhamos que

(2.2) Lu<0 (Z0) emQ, ¢c=0 em Q.
Entio o mdzimo (minimo) de u em Q ¢ atingido em 9, isto ¢,
(2.3) 51}12]) u= 5;1{{) u (igf = ig}}fu).

E evidente que a conclusdo continua vdilida se a”,b' € C°(2). Também, se u nio for

continua em Q, a conclusio (2.3) pode ser substituida por

(2.4) sHp= lim sup u(z) (uafu = hxn_l'ér&fu(z:)).

=



Demonstragao . De fato, se Lu < 0 em () entao vale o principio do mdximo forte, isto é, u
nao pode assumir maximo no interior. Suponhamos ¢ ponto de maximo de v com zo € .
Neste caso temos que Du(zo) = 0 e a matriz Hessiana D*u(zq) = [D;;u(zo)] é ndo positiva.
Mas, como L é uniformemente eliptico, a matriz [a(zo)] é positiva. Conseqiientemente
N
Lu(zq) = — Z aij(xg)D;ju(xg) >0,
1,5=1
conforme obsevagao apos a demonstragdo , contradizendo Lu < 0. Consideremos agora o
caso geral, ou seja, Lu < 0. Como 0° é limitado para i = 1,..., N, entao , ja que a'! > ),

existe v na constante suficientemente grande 7 para a qual
Le™ = (=72’ +bY)e™ < —)\(72 — %) < 0.
Portanto, para qualquer ¢ > 0, L(u + £¢™) < 0, donde

sup (u + e ) = sup (u + ™)
Q an
pelo que vimos acima. Fazendo € tender a zero, vemos que

supu = sup u O
0 ax

Observagao 2.2. Vamos demonstrar um resultado elementar de Algebra Linear utilizado

na prova do teorema acima. Sejam A = (a;;) e B = (b;;) matrizes simétricas reais NxN

nao negativas. Entao
N

E b2 0,

1,7=1

13



Demonstragao .

12 Caso. A é uma matriz diagonal. Neste caso

A 0
A=
0 AN
com \; =< Ae;,e; >> 0. Da mesma forma temos b;; =< Bej,e; >> 0. Logo vemos que
N N
> aijbiy = 3 Ajbj; 2 0.
13=1 i=1

22 Caso (geral). A é uma matriz simétrica. Neste caso A é diagonizavel numa base
ortonormal, ou seja, existe ) matriz inversivel tal que Q" = Q™' e A = Q*DQ com D
diagonal. Como A é ndao negativa, todo autovalor é nao negativo pois se Av = Av entdo
0 << Av,v >=< Av,v >= A < v,v >, donde A > 0. Logo A = Q" DQ com

A 0
D=
0 AN
e; 2 0paraj=1,..,N. Seja (¢;;) = C = AB*. Entao

N N N
cij = apbp; = > aubjr, donde c;; =Y airbi.
k=1 k=1 k=t
Dai obtemos que

N N
tr(AB™) =) ci= D aizbi
=1

ij=1

Em nosso caso B = B*. Mas tr(AB) = t:f'(Q"}f)(-',‘)B)’1 = tr(DQBQ"), pois tr(RS) = tr(SR)
para todas as matrizes 2,5 NxN. Basta verificar que Q BQ™ é nao negativa e recaimos no
12 Caso. Porém, < (QBQ")z,z >=< B(Q*z),Q "z >> 0. Além disso, QBQ" é simétrica,
pois (QBQ*)" = (Q)"B*Q™ = QBQ". Logo QBQ* é nao negativa. ¢

Observagiao 2.3. E claro, da demonstracio do Teorema 2.1, que ele continua vélido sob
a hipétese fraca de que a matriz de coeficientes [a7] é ndo negativa e que para algum k o

quociente |b*|/a** é localmente limitado.
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I conveniente introduzir a seguinte terminologia, sugerida pelo principio do maximo:
uma funcao satisfazendo Lu = 0(<£ 0,2 0) em § é uma solugdo (subsolugao ,
supersolucao ) de Lu = 0 em Q. Quando L é o laplaciano estes termos correspondem
respectivamente as fun¢oes harmonica, sub-harmonica e super-harmonica.

Suponhamos, mais geralmente, que ¢ > 0 em Q. Considerando o subconjunto Q* C Q
em que u > 0, vemos que se Lu < 0 em 2, entao

N N
Low = — z aingju + Zb"D‘-u < —cu<0

11427 t=1

e =+ b =+ g
em 0, donde o méaximo de u em " deve ser atingido em d1" e portanto também em 90Q.

Assim, escrevendo ut =max{u , 0} , v~ =min{u,0}, obtemos

Corolério 2.4. Seja L um operador da forma (2.1) num dominio limitado §). Suponhamos

que, em 1,
(2.5) Lu<0(>20), c=0.
Entdo

. ' < * (infu > infu™).
(2.6) 5Lr12p'u < s;g)u (1Hfu > g}]fu )
Se Lu =0 em Q, entdo
(2,7) sup |u| = sup |u].

Q N

Neste corolario, a condicao ¢ > 0 nao pode ser relaxada para admitir ¢ < 0, como é
evidente da existéncia de autovalores negativos ' para o problema: —Au+ Ku =0 em (,
u =10 em 90.

Uma aplicacio imediata e importante do principio do maximo fraco é o problema de
unicidade e dependéncia continua de solugdoes com valores de fronteira. Do Corolario 2.4
segue automaticamente um resultado de unicidade para o problema de Dirichlet classico

para operadores L.
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Teorema 2.5. Seja L um operador da forma (2.1) em Q, com ¢ > 0 em . Suponhamos
que u e v sio fungies em C*(Q) N CYUQ), satisfazendo Lu = Lv em Q, u = v em ON.
Entdo u=v em Q.

Embora o principio do maximo fraco seja suficiente para a maioria das aplicagoes , é,
muitas vezes, necessario termos a forma forte que exclui a existéncia de maximos interiores
nao triviais.

Devemos obter um resultado semelhante para operadores uniformemente elipticos local-
mente, fazendo uso do seguinte lema de ponto na fronteira. O dominio 2 é dito satisfazer

uma condigdo esférica interior em zy € JS0 se existir uma bola B C Q) com z4 € 9B.

Observagao 2.6. Seu € Cl(ﬁ), u>0, 20 € 0N e u(zg) =0entao Dyu(ze) <0. Olema

abaixo reforga esta desigualdade se Lu > 0.

Lema 2.7. Suponhamos L um operador da forma (2.1), ¢ =0 e Lu > 0 em Q. Seja
zo € 0N tal que

(i) u € continua em xzy;
(#) u(zo) < u(z) Vo € Q;
(it7) O satisfaz uma condi¢do esférica interior em xy. Entdo a derivada normal

exterior de u em xq, se existir, salisfaz a desigualdade estrita
(2.8) D,u(zg) < 0.

Se ¢ > 0, as mesmas conclusées valem desde que u(zo) < 0.

Demonstragao . Ja que (Q satisfaz uma condi¢ao esférica interior em zy , existe uma
bola B = Br(y) C Q com z¢ € dB. Para 0 < p < R, introduzimos uma fungdo auxiliar v,
definindo v(z) = ¢ — ¢~*®* onde r = |z — y| > p e @ é uma constante positiva ainda a

determinar. Célculos diretos nos dao
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N

S @ (@ —yi)(aj — y; +’QZ( ‘=B ‘—Uf))]+cvs

Lj=1

Lv(z) = e™°" [—40'?

<e ltiaz)u +ZGE( f bz - y,-))+c].

i=1

Por hipétese, a',b'e ¢ sio limitados. Portanto, a pode ser escolhido de tal modo que
Lv < 0 em toda regiao anular A = Bpr(y) — B,(y). J& que u — u(zg) > o0 em 9B,(y),
existe ¢ > 0 para o qual u — u(zo) — ¢ v 2 0 em dB,(y). Esta desigualdade é também
satisfeita em dBgr(y) onde v = 0. Deste modo, temos L(u — u(zg) — € v) > —cu(zg) > 0
em A e u—u(zg) —e v > 0em dA. O principio do maximo fraco (Coroldrio 2.4) implica

que u — u(xg) —e v > 0 em todo A. Utilizando a Observacao 2.6, obtemos
D,u(zo) <€ D,v(ze) =ev (R) < 0.9

Mais geralmente, quer exista ou ndo a derivada normal exterior, obtemos

(2.9) Boing o) =3E)

z=zo  |a — ag|
onde o angulo entre o vetor  — x¢ ¢ a normal em x4 ¢ menor que 7 /2 — § para algum § > 0
fixo.
Embora a condigao esférica possa ser levemente relaxada, ndo é possivel afirmar (2.9)
sem conveniente suavidade de 99 em zy. Por exemplo, seja L = —A e Q o primeiro
quadrante em R2, entio para u(z) = —z;22 em Q temos u < 0 em £, u(0) =0 e

—Au = 0, entretanto,

lim u(z)

z—0 Ia:l

=W

donde (2.9) é falso.
O resultado a seguir, devido a Hopf, é bastante conhecido no caso ¢(z) > 0 (ver [PW])

e menos conhecido no caso ¢(z) < 0. No capitulo 3, este resultado sera utilizado diversas
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VezZes.

Teorema 2.8 (Principio do Méximo de Hopf). Sejam Q € RN aberto, B bola com
BCQ,pe(0)naB eue C*Q)NCYQ U{p}). Suponhamos L um operador da forma
(2.1) com Lu > 0,u > 0,u # 0 e u(p) = 0. Entdo D,u(p) <0, no sentido de que

u(p) —u
lim M <0
v |p—gq
quando ¢ — p ao longo do raio.
Demonstragao . Vamos usar o caso ¢(z) = 0 para provar o caso geral. Definimos

v(z) = e"*u(z), para a > 0 ainda a determinar. Célculos elementares nos déo
N

Lu(g) = L(e“”‘v(:::)) = gt [— > a’(z)Dyv + ) b(z)Div — 2a Za“(x)D;v]-}-

4= i=1 =1

-+ |:c(:z,) + b (x)a — a'l(z)a’ | e,

Como a''(z) > A > 0 e b’ e csao limitados, temos que ¢(z) + b'(z)a — a''(z)a? < 0 para
a suficientemente grande. Logo obtemos que
N . N . N )
L'(v)=— 3" a’(z)Dyjv + > b (2)Div —2a Y _a"(z)Div >0
1,7=1 =1 i=1
em (2. Como v(p) = 0, temos pela forma usual do Principio do Maximo de Hopf D, v(p) < 0.

Mas, D, v(p) = (e7*"* D, u)(p) < 0, donde D, u(p) < 0. ¢

Teorema 2.9 (Principio do Maximo Forte). Seja L um operador da forma (2.1),
c=0¢eeLu £0 (= 0) num dominio ! (ndo necessariamente limitado). Entédo , se u
atinge seu mdzimo (minimo) no interior de §, u € uma constante. Se ¢ 2 0 e ¢ € limitado,
entdo u ndo pode atingir um mdzimo nao negativo (minimo nao positivo) no interior de
Q, a menos que seja constante. A conclusdo conlinua vdlida se L satisfizer (2.1) apenas

localmente e b' e ¢ forem localmente limitados.
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Demonstragao . Suponhamos que u é ndo constante e atinge seu maximo M > 0 no
interior de (0, entio o conjunto 2~ no qual u < M satisfaz Q= C Q e Q™ NQ # ). Seja
zo € O~ tal que ¢ estd mais préoximo de dQ2~ do que de 99, e considere a maior bola
B C Q= com centro em 2o. Entdo u(y) = M para algum ponto y € 9B, enquanto u < M
em B. O Lema 2.7 implica Du(y) # 0, o que é impossivel num maximo interior y.{

Se ¢ > 0 em algum ponto, entdo a constante do teorema é obviamente zero. Teoremas
de unicidade para outros tipos de problemas de valores de fronteira sio consequéncias do
Lema 2.7 e do Teorema 2.9. Em particular, temos o seguinte teorema de unicidade para o

problema de Neumann classico.

Teorema 2.10. Seja u € C*(Q) N C%Q) uma solugio de Lu = 0 num dominio limitado
Q, onde L é um operador da forma (2.1), ¢ > 0, ¢ € limitado e Q) satisfaz uma condigdo
esférica interior em cada ponto de J). Se a derivada normal estd definida em toda fronteira
de Q e D,u= 0 em 92, enlao wu € constante em Q. Se, também, ¢ > 0 em algum ponto
de Q, entio u=0.

Demonstragao . Se u for nao constante, podemros supor que u ou —u atinge um maximo
nao negativo M num ponto zy € 92 e € menor que M em (1, pelo Teorema 2.9. Aplicando

o Lema 2.7, em 2y temos que D u(ag) # 0, contradizendo as nossas hipéteses. ¢
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3 - SIMETRIA DA SOLUCAO POSITIVA DO PROBLEMA DE
DIRICHLET

Este capitulo é dedicado ao estudo das propriedades de simetria da solugdo do seguinte

problema

—Au= f(u) em B
(3.1) u=>0 em dB

u >0 em B,

onde B = {z € RV l |z| < 1} e f é uma funcdo sobre a qual imporemos algumas condigdes

Enunciamos, a seguir, alguns teoremas que serao demonstrados no decorrer deste

capitulo.

Teorema 3.1. Seu € C*(B) € solugio de (3.1), com f € CY(R;R) entdo u € radialmente

stmélrica e D,u < 0 ser > 0.

Teorema 3.2. A mesma conclusio do Teorema 3.1 vale se f = f(u,r) com f e D,f
continuas e f decrescente em r. Em particular, a equagio pode ser —Au+ g(u) = p(|z|),

com p(r) decrescente.

Teorema 3.3. Se u € solugdo de

—Au = f(u,r) em B
(3.2) u=0 em OB
u>0,u#®l em B,
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com f como no Teorema 3.2 ¢ N > 2 entao u > 0 em B e, em conseqiéncia, vale a

conclusao do Teorema 3.1.

Observagao 3.4. Se N =1 a conclusao do Teorema 3.3 pode nao valer, pois

u(z) = 1 — cos2nx é solugio de

u +47%(u—1)=0 em (-1,1)
(3.3) w(—1)=u(1)=0
w>0,u#0 em (—1,1) .
Entretanto, u(0) = 0.
Antes de prosseguirmos faz-se necessario fixar algumas notagbes que serao usadas

daqui em diante.

Notagdo . Fixamos e € RN com |e| = 1. Para 0 < X < 1, sejam

a= {:c € BII.&))\} , Ty= {:z:ERﬂm.e:)\}

e seja Y, a imagem de ¥, refletida em relagio a 7). Para z € 0B seja
v(z) = (v1(z), ..., ux(x)) o vetor normal exterior unitdrio no ponto z. Ainda, z* denota a
imagem de z € ), refletida em relagio a 7).

Para demonstrar os trés teoremas citados acima usaremos os resultados de dois lemas,

a saber:

Lema 3.5. Seja f = f(u,z) tal que f e D, f sdo continuas e vale uma das duas alterna-

tivas:
(i) f(0,z) >0 Vz € B, ou
(ii) f(0,z) <0 Vze B.
Se m € 0B, com wn(z)>0, €>0, B.={z€B||z—zo| <e}, ueC¥B),



u>0, u#Z0em B, u(z) =0sez € B e |lrv—a¢] <&, —Au= f(z,u) em B. entdo
existe § > 0 tal que Dyu < 0 em B;.

Demonstragido . Ja que v(20) > 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que
vi(z) > 0sez € OB e | — zo| < €. Este fato mais a hipdtese de que u > 0 em |z —z¢| < €
implica que Dyu < 0 Va € 9B com |z — 29| < . Se Dyu(zo) < 0, o resultado segue por
continuidade. O caso Dyu(zo) = 0 é mais delicado. Neste caso, como u = 0 em B, N 9B,

segue que Vu(zo) = 0. Para completar a demonstragio consideramos os dois casos citados

no enunciado do lema.

Caso (7). f(0,z) >0V € B.

Neste caso, aplicando o Teorema do Valor Médio a variavel u temos que
0< f(0,2) = —Au— f(u(z),z) + f(0,z) = —Au — D, f(0(z)u(z), z)u(z),

onde 0 < #(z) < 1. Tomando L = —A — D, f no Teorema 2.8, obtemos que Dyu(z) < 0,

ficando provado o lema.

Caso (7). f(0,z) <0 Vz € B.
J4 vimos que Dyu < 0 em B. N dB. Basta provar que Djju > 0 em Bs, se § > 0 é
suficientemente pequeno. Para isto é suficiente verificar que Dyju(zo) > 0. Se N > 2, para
k€ {2,...,N}, tomamos y = (—wvi(20),0,...,0, 1(z0),0,..,0), onde vy(zo) estd na k-ésima
coordenada. Dai vemos que y é tangente a dB em zy. Logo existe ¢ : (—1,1) — 9B de
classe C? tal que ¢(0) = z¢ e ¢ (0) = y. J& que Dyu(zp) =0 e Dyu < 0 em B,NIB, vemos
que Dyu(4(t)) tem um méaximo local em ¢t = 0. Em particular, temos que

0= %[Dtu(é(t))] L_O = VD1u(xo).y = Dnyu(zo).(—vi(%0)) + Dixu(zo)va(zo) 3

ou seja,
(3.4) Diyu(zo)vi(zo) = Dygu(zo)v1(o)-
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Por outro lado, como u(¢(t)) = 0, derivando duas vezes em relagio & varidvel t em ¢ = 0,

obtemos "
> Diju(zo)$;(0)¢;(0) + Vu(ao).4"(0) =0,
t,7=1
ou scja,
(35) D”u(.‘l:o)lfk(l‘g)2 = 2D1ku($g)vl($g)vk(mg) + Dkku(xo)bﬁ(.‘ro)z =0,

Combinando as estimativas (3.4) e (3.5), vemos que
) q

Dyu(zo)vr(20)? — 2Dy u(2o)vr(z0)? + Dipu(zo)ry(z0)? = 0,

isto é,

Dyu(zg) = (VL( )) Dyiu(zo)

vi (o)

para todo k € {2, ..., N}. Logo temos que

N

Au(xg) :{I+Z(

e 0)) ]D]]'U.('Lo)

Como u(zg) = 0, obtemos que

B A . N (I) 2
0 < —1(0,20) = Aulwo) = Diyu(ao) [1+z( )],

k=2 Ul(xi})
donde Dyyu(ag) > 0.

Se N = 1, o resultado segue trivialmente pois no ponto z = 1,u" (1) = —f(0) > 0.9

Lema 3.6 Sejam B a bola unitiria de RN ¢ zo € B, com vy(z) > 0. Sem perda de
generalidade, suponhamos que e = (1,0,...,0). Seja f = f(u,z) wma fung¢do tal que
f,D.f sdo continuas e f(s,z) < f(s,a*), Ve € Ty, YA €[0,1), Vs > 0. Seja u € C*B)
tal que

—Au= f(u,z) em B
(3.6) u=0 em OB

u>0,u#0 em B.
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Suponhamos que, para um certo X € [0,1), valem

(3.7) Diu<0 em Zj.

(3.8) u(z) < u(z®) para todo z € ;.
(3.9) u(x) # u(;r:'\) em X,.
Entao

(3.10) w(z) < u(z) para todo x € Xy,
(3.11) Dyu(z) <0 para todo z € T\N B.

Demonstragao . Seja v(z) = u(2?). Entdo vemos que —Av = f(v,z*) em ¥,. Pondo

w=v—u,temos w >0, w#ZOem X, e
—Aw=—Av+Au= f(v,2") — f(u,z) > f(v,2) — fu,z) =

= Duf((1 = 0(2))u(x) + 0(x)v(z), z) (v — u),

com 0 < 0(z) < 1, pelo Teorema do Valor Médio aplicado a primeira variavel. Daf obtemos

—Aw+c(z)w>20 em X,
(3.12) w>0, w#0 em X,

w=0 em Ty N B,
onde ¢(z) = —Duf((l — O(z))u(z) + ﬂ(x)v(:a:],:r:). Pelo Teorema 2.8, temos que Dyw > 0
em T) N B. Mas Dyw(z) = —Dyu(a*) — Dyu(z). Logo Dyju = —3D;w < 0 em T\ N B, ou
seja, vale (3.11). Escrevendo ¢ = ¢t + ¢~, onde ¢t = max{c,0} e ¢~ = min{c,0}. Como
—Aw + cw 2 0 em X obtemos
(3.19) { —Aw+ctw>0 em Xy

w>0, w#0 em X,
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pelo Teorema 2.9, segue que w > 0 e X,. Logo vale (3.10).

IEnunciamos, a seguir, um resultado que segue imediatamente do Lema 3.5.

Corolario 3.7. Seja u € C*(B) solugio de

(3.13) {-Au = flau) en B

=0 em dB,

com f satisfazendo as mesmas hipdteses do Lema 3.5 sabendo-se que u £ 0 e u > 0 numa
vizinhanga da fronteiva de B, seque que w > 0 numa vizinhang¢a de 0B.
Demonstragao . Como a fronteira de B é compacta, basta provar que, para o € dB qual-
quer, existe uma vizinhanca de xo em B onde u > 0. Supondo, sem perda de generalidade,
que v;(x0) > 0 o resultado segue do Lema 3.5. ¢

Agora estamos em condicoes de demonstrar os teoremas enunciados no inicio deste
capitulo.
Demonstracao do Teorema 3.2. Como o problema é invariante por rotagdes , basta
provar que, para A = 0, vale u(2°) = u(z) e que Dyu(z) < 0 se z; > 0. Consideremos a

condigao

(3.14) u(z) < u(zd), Diu(z) <0 para todo z € I,

Pelo Lema 3.5, a condigao (3.14) vale para A suficientemente préximo de 1. Vamos
dimi-

nuindo A até atingir um valor critico y, onde (3.14) deixa de valer ou onde g = 0. Vamos
mostrar que p = 0. Mais precisamente, seja p definido por

fie= inf{/\ > 0| (3.14) vale para 3,\}.

Suponhamos, por absurdo, que g > 0. Por continuidade, como (3.14) vale para todo A > g,
entdo valem (3.7) e (3.8) para p. Para todo z € (0 2,) \ T,, como z* € B, temos
0 = u(z) < u(z*). Logo vale também (3.9) e, portanto (3.14), para p. Pelo Lema 3.6, valem

(3.10) e (3.11) para p. Além disso, aplicando o Lema 3.5 nos pontos de T, N dB e usando a
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continuidade de D,u, temos que existe € > 0 tal que Dyju <0 em ¥,_.. Como p é infimo,
existe uma sequencia (A;) com 0 < A; T p, existem x; € 3y tais que u(z;) > u(x;\’)
Também existe uma subseqiiéncia, ainda denotada por (z;), tal que z; — z € fp. Entao
x?’ — z#. Logo u(z) 2 u(z"). Como vale (3.14) para 3°,, segue que z € d1,. Se z € T,
entao z € dB e z* € B. Entio 0 = u(z) < u(z"), o que nos da uma contradigao . Logo
z €T, ez* =2 Mas o segmento de reta [:rj,.r;v\’] C B. Pelo Teorema do Valor Médio
existey; € [a:j,:r?’] tal que Dyu(y;) 2 0. Mas, y; — z, donde Dyu(z) 2 0, o que nos da um

absurdo. Isso mostra que ¢ = 0. Portanto u(z) < u(z®) e Dyu(z) < 0 para todo z € Y.

Por reflexio , temos que u(z) > u(z?) e, portanto, u é simétrica em relagido a Tp. €

Demonstragio do Teorema (3.3). Suponhamos que exista y € B tal que u(y) = 0.
Pelo Corolério 3.7, existe a < 1 tal que qualquer um destes y satisfaz |y| < a. Podemos
entao supor que y tem norma maximal. Como A e f sdao invariantes por rotagao , podemos
supor, sem perda de generalidade, que y = (6,0,...,0) com § > 0. Entao existe ¢ > 1/2,
para o qual nio vale (3.10) e, portanto, ndo vale pelo menos uma das condigées (3.7),

(3.8) ou (3.9). Definimos ¢ por
¢ =infls € [0,1)](3.7),(3.8) e (3.9) valem em £, para todo t € (s,1)}

Pelo Lema 3.5, temos que ¢ < 1. Logo § < ¢ < 1. Por continuidade valem (3.7) e (3.8)
em Y. Se ndo valesse (3.9) em ¥, terfamos u(z¢) = u(z) em ¥. Pela figura (3.15),
vemos que isto nos da uma contradi¢ao . Logo valem (3.7), (3.8) e (3.9) em >_.. Pelo
Lema 3.6, vale (3.11) para Y, isto ¢, Dyu(x) < 0 para todo # € T¢ N B. Pelo Lema 3.5,
temos que Dyu(z) < 0 para todo @ € T, N dB. Logo obtemos Dyu < 0 em T¢ N B. Por
compacidade, existe 77 > 0 tal que Dyu < 0 em 3., . Afirmamos que existe v € (0,7) tal
que YA € (( —7,(), Yz € ¥, vale u(z) < u(z?).

De fato, se ndo existisse tal 7, entao existiriam seqiiéncias A, T ¢ e z, € 25, tais que

u(z,) > u(z)*). Podemos supor, sem perda de generalidade, que z, — z € 3_.. Como

u(z') = Jim u(z)") < lim u(zn) = u(2),
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concluimos que z ¢ 3¢, pois em ¥, vale (3.10). Logo z € (OB)UT,. Sez € TeNB
entao zp — 2¢ = z. Pelo Teorema do Valor Médio existiria y, no segmento [z,, z}"] tal
que Dyu(y,) > 0. Mas, para n suficientemente grande, y, € Y_._,, contradizendo o fato de
que Dyju < 0 em 3-._,. Logo z & T¢ NB,donde z€ @B ez > (. Paraz € 'fc definimos

w(z) = u(z¢) — u(z). Como (3.10) vale em }¢, temos que w > 0 em Y. Mas,
u(z%) = lim u(zl") < Jim u(z,) < u(z) =0,

n—oo 1==+00

donde w(z) = 0. Pelo Teorema 2.8, vemos que Dyw(z) < 0. Mas,
Dyw(z) = —Dju(2) — Dyu(z) e u(2f) =0, 2 € B, u >0,

isto ¢, 2z ¢ um ponto de minimo local de u. Dai obtemos Dju(z) = 0 e
u(z) =0, z € 0B,1y(z) >0, u >0, donde D;(z) < 0. Mas isto nos da Dyw(z) > 0, o

que contradiz a conclusdo acima. Logo realmente existe v € (0,7) tal que
VA € (¢ —7,¢), Yz € By vale u(z) < u(z?).

Portanto, para todo A € (¢ — 7,(] valem (3.7),(3.8) e (3.9). Isto contradiz a definigio de

¢ como infimo. Finalmente, concluimos que nao existe y € B tal que u(y) = 0.¢

(3.15)

U>0  Pelo
Corolario 3.7

T

Observagao 3.8 O Teorema 3.1 é valido para f localmente de Lipschitz, como podemos
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ver em [GNN], pg. 220. No entanto, o exemplo a seguir mostra que é falso se f for apenas

Holder-continua. Para p > 2 definimos

r (1 - [2f?y s o] <1

w:RY 5 R, uw(z) =
se |z| > 1.

Dai, vemos que

I }\{ e ] '
—Aw=w + w' = —2p(p — 2)w' P4

7

+2p(N +2p — 2)w'? = f(w),

donde f é uma fungdo Hélder-continua com expoente 1 — 2/p. Fixamos zg como |zo| = 3

e definimos u(z) = w(z) + w(x — x¢). Entdao wu satisfaz a condigdo

—Au= f(u) em|z|<5
(3.16) =1 em |z] =5
u>0 eu#0.

No entanto, v nao é radialimente simétrica e tem zeros no interior. Mesmo w tem zeros no

interior.

Observagao 3.9. A construgao acima mostra que sempre que o problema

—Aw = f(w)
(3.1}

w >0,

w= =0 o

em B
em 0B

w Z 0.

tiver uma solugéo , ¢ possivel construir uma solugdo w > 0 numa bola grande, ndo radial,

COIN ZEros no interior.

Observagao 3.10. A conclusao do Teorema 3.2 pode ndao valer se f nao for decrescente

em r. Isto pode ser visto, como segue:

Seja w autofungao nao radial de

(3.18) {

w=10

Aw+4Aw=0 emB

em J0B.



Para € > 0, seja u(z) = 1 — |2|® + ew. Logo, Au = —2N — e\w e, portanto, u satisfaz a

condigao
—Au=MNu+r*—=1)4+2N em B
(3.19) { ( )
u=0 em 0B.
Como D,(1 — |z]*) = =2, segue que u > 0 em B se ¢ for suficientemente pequeno. No
entanto, u nao tem simetria radial . O Teorema 2.3 nao pode ser aplicado

porque f(u,r) = AMu+r*> —1) + 2N nao é decrescente em r.
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4 - IDENTIDADE DE POHOZAEV

Estabeleceremos neste capitulo alguns resultados referentes a nao existéncia de solugdes

nao triviais para o problema

Au = |z|'lu/u em Q
(4.1)

u=0 em 90
onde [ > 0, 7 > 1 e sobre a geometria de €2 imporemos algumas restrigoes .

Para simplificar, pensaremos primeiro no caso { = 0 e demonstraremos a Identidade de
Pohozaev que é bastante 1til para responder as questoes de existéncia de solugao para o

problema (4.1). Antes disso, porém, precisamos provar a seguinte

Proposigio 4.1. Seja Q C RN aberto, limitado com fronteira de classe C'. Seu € C?(Q),

comu =0 em 0, enlio

(4.2) A[Q(w.Vu)Au + (N = 2)ulAu]dz = -/‘;)Q(D,,u)g(x.u)dcr.

Demonstragao . Através de calculos elementares obtemos a seguinte identidade
2(Vu.Vv)Au = div[2(Vu.Vo)Vu — |Vu|*Vu]+
+|Vul*Av — 2 ZV: DiuDijvDju.
fi=1
Usando a identidade acima, com v = |2|*/2, temos que

2(z.Vu)Au = div[2(2.Vu)Vu — z|Vul?] + N|Vu|* — 2|Vul%
Integrando a expressdo acima em (2, obtemos
) f (z.Vu)Audz = f div[2(z.Vu)Vu — 2| Vu|?)dz+
Q Q

+(N =2) /Q |Vu|?dz.

Aplicando o Teorema da Divergéncia, segue que
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2/9(:1?.‘?1;)&15(1:5 = /an[z(a;.vu)(u.vu) — |Vuf*z.v]do + (N —2)/Q |Vul*dz

Como u = 0 em 99, temos que Vu = %|Vu|lv em 9Q, donde |Vu|* = (D,u)* em 9.
Segue também que (2.Vu)(v.Vu) = |Vu|*z.v = (D,u)*z.v,donde

2 ] (z.Vu)Auds = ] (Dl zade+ (N =9) f Vu[?dz.
Q a9 Q
Como u = 0 em Jf1, integrando por partes, vemos que

/|\7u|2d:c = —] uAudz.
Q Q

Finalmente, obtemos

I [ _ 9 > 2
/ﬂ[..(:x..Vu)Au + (N = 2)uAu]dx ./an(D”u) z.wvdo.§

Corolario 4.2.(Identidade de Pohozaev). Seja 2 C RN aberto, limitado com fronteira

de classe C*. Sejam f: R — R continua, com f(0) =0 e u € C*(Q) uma solu¢do de

(43) { —Au= f(u) em)
u=1_ em O00) .
Entao wvale

(4.4) 9N /Q F(w)dz — (N - 2) /ﬂ wf (u)di = /3 _(Dou)(w.v)do,

onde F(t) = [; f(s)ds.

Demonstragao . Primeiramente, observemos que

V(F(u)) = F'(u)Vu = f(u)Vu = —(Au)Vu em Q.

Logo, temos que

LQ(z.Vt:)Audm = —/f;Q:B.V(F(u))da:.
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Integrando por partes, obtemos

/ﬂ 92.V(F(u))dz = /a 2Aa0)Flu)do — /Q Flu)div(2z)dz.

Como u =0 em dQ e I'(0) = 0, segue que

/a _2Aar)F(u)do =0,

Logo, vemos que
9 e 2 W i
-/K)Z.L.G(I(u))d&, ...WfQJ (u)dz,

ou seja,

./ng(:l,'.vu)A'ud.‘L‘ :?.I\’-[S?F(u)d:r.

Fin.!mente, usando a Proposigao 4.1 e como f(u) = —Au em €2, concluimos que

2N -/n F(u)de — (N - 2) /Q uf(u)de = /an(Duu)g(x.u)dU.O

Como aplicagdo do Corolario 4.2 vemos o seguinte

Exemplo 4.3. Seja Q ¢ RN aberto estrelado, com fronteira de classe C'. Seja
f(u) = |u|"u. Se 7 > T2 entdo o problema
(4.5) { —Au= f(u) emQ
w=10 em 0}
nao tem nenhuma solugio nao trivial u > 0.
Demonstragao . Como () é estrelado, temos que z.r > 0 em 9€). Supondo que exista

u € C%(9) solugdo cldssica de (4.5), obtemos do Corolario 4.2 e do fato de § ser estrelado

que vale
" preee ) — 2 3 >
N /; F(u)dz — (N —2) /ﬂ wf(u)dz ] (Do) (z.v)do > 0,
ou seja,
2N 5
S I - G =
[‘r ] (N 2)] /n |u|™ dz > 0.
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Se u é solugdo nao trivial de (4.5) entao

] Juf™ = 0.
Q

2N
741
donde 7 < (N + 2)/(N — 2). Vamos mostrar que o caso 7 = (N + 2)/(N — 2) nao pode

Logo

—(N_Q)zoa

ocorrer. Se 7 = (N 4+ 2)/(N — 2) entdo

2N

De (4.4) segue que
/{JQ(D,,u)z(n:.u)do =l
donde D,u = 0 em 5.
Como estamos procurando solugbes nao  negativas para (4.5), temos que
—Au = |u|"'u = |u|” = 0 em . Dai vemos que valem
—Au>0 em ()
u=10 em Jf)
u>0,uz0 em
Pelo Teorema 2.8 resulta que D,u < 0 em £, o que nos dd uma contradigio . Logo, se

7> (N +2)/(N —2) entdo o problema (4.5) ndo tem solugao nao trivial u > 0.

Observagio 4.4. O Exemplo 4.3 nos mostra que se 7 > (N + 2)/(N — 2) entdo o
problema (4.5) nao possui solugdo nao trivial, mesmo nao satisfazendo u > 0. Também
vale que se 7 = (N + 2)/(N —2) entdo o problema (4.5) ndo possui solugdo nédo trivial
De fato, se 7 = (N +2)/(N —2) e u é solugao de (4.5) vemos, pelo Exemplo 4.3, que vale
—Au—fu=0 em)
{u=Dyu=0 em 0f,
onde f = |u|™"! é limitada. Daf, pelo Teorema de Calderon, segue que u = 0 em Q como

podemos ver em [M], pg. 252.
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Vamos considerar agora uma generalizagio do problema (4.5). Para isto necessitamos
de uma generalizacao da Identidade de Pohozaev.
Consideremos o seguinte problema
{ —Au=g(z,u) em
u=0 em Of.

Nosso objetivo é provar que vale

(4.6)

(4.7) f 22.V.G(z, u(z)) + 2NG(z, u(z)) + (N — 2)uAu)dz = fa (D) (z.v)do,
Q
onde
t
Gz, t) =/ g(z,s)ds.
0
Primeiramente, vemos que

V[G(J:,u(a:))] = (V.6)(2,u(2)) + D.G(z, u(z))Vu,
o 8ej5,
v [Gla,u(@)] = (V2G)(@, u(2)) + g(a, u(z)) Vu.
Em (2, temos
V[G(.r,u[:c))] = (VLI el =B
izl o prodiste interns por &, segus:que

:f:.V[G(:f:,u(:c))] = 2.(V.G)(z,u(z)) — (z.Vu)Au,

ou seja,
2(z.Vu)Au = 23;.V,:[G(:c, u(:t:))] - 2z.V [G(a:,u(:z:))].

Integrando em Q, temos que

(4.8) /Q 2(e.Vu)hudz = [ 2x.v,_[c;(x,u(z))]dx- ]ﬂ 2m.V[G(:1:,u(a:))]d:c

e, integrando por partes, vemos que

2¢.V|G(z,u(z))|de = | G(z,u(2))(2z.v)do — | G(z,u(z))div(2z)dz.
f29 o) ie= [ J
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Como u =0 em I e G(z,0) = 0, segue que
fan G(z,u(z))(2z.v)de = 0.
Logo, verificamos que
2 r = —
[ J;.V[G(&:,u(m)]}dx 2N [ Gle,u(z))dz.
Usando a relacao (4.8), concluimos que vale
(4.9) /ﬂ 9(e.Vu)Auds = /Q 2:5.?71_{6'(3:,1:(3;))]:1:.: +2N fg Gz, u(z))dz.

Juntando as relagées (4.9) e (4.2) segue, imediatamente,(4.7).O

Exemplo 4.5. Seja B={z € RN||.1:| < 1}. Consideremos o problema

~Au = |z|'|u|"'v em B
(4.10)

=10 em dB,com!l>0e7>1.

Neste caso z.v = R > 0 e g(z,u) = |¢|'|u[""*u. Célculos elementares nos dio

t t .li|r+1
61£=/ lg — fopm=1 t_:I'I’ll
(2:0) = [ gl s)ds = [ foflsl " sds = E2—,
ou seja,
olful*
G ‘-’ - -
(z,u) —
Dai vemos que
”mli—zlulrm
VIG ) = )
(@ (@) = LK
donde
R e
N, yu(e)) = ———
z.V.G(z,u(z)) sect il

Se suposermos que o problema (4.10) possui solugédo , pela relagio (4.7) e do falto de

que z.v = R > 0 em 99, concluimos que
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/[21|:ﬁ]"|u|”1 N || e
Q

= ) { T+1 -
e LIl Mgl

= [ (Dyu)*(z.v)do >0,
89[ u)(z.v)do > 0

ou seja,

[ 2l 2N

_ N—Q]/ Nl dz > 0.
o el )| Jo T e 2

Se (4.10) possuir solucao nao trivial entao

z||u x>0
[tttz > 0

Logo,
21 2N
—(N-2)>0,
r+l T W2
donde
;< N 2% ‘23'
- N-=2
Vamos provar que o caso
_N424+2
=" -3
niao pode ocorrer. Se
_ N+24 21
TTTN -2
entao
2(1+ N)
—=—(N-2)=0.
T+1 ( ) =0

De (4.7) segue que
D,u)*(z.v)do =0,
-/é;ﬂ( ) (l U)

donde D,u = 0 em 9. No entanto, estamos procurando solugdes niio negativas para o

problema (4.10), o que nos da

—Au = |z|'|u["'« >0 em B.
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Dai temos que valem
—-Au=>=0 em I3

=0 em B
u>0u#z0 emB.

Pelo Principio do Maximo de Hopf (Teorema 2.8) resulta que D,u < 0 em 9B, o que nos

da uma contradigao . Logo, se
N +2+21
T

entao o problema (4.10) nao possui solugao nao trivial nao negativa.

Observacao 4.6. Peclo mesmo raciocinio [eito na Observagao 4.4 obtemos que se

7 2 )
o N+2+421
- N-=-2

entdo o problema (4.10) nao possui nenhuma solu¢io nao trivial.
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5 - UM PROBLEMA DE DIRICHLET NAO LINEAR
NA BOLA UNITARIA DO RN

Neste capitulo consideramos o seguinte problema eliptico de fronteira

—Au=b(r)f(u) em B
(5.1) { (r)f ()
u=>0 em dB3,
onde r = |z|, B é a bola unitdria RN, b(r) e f(z) sio fungdes satisfazendo as seguintes
hipéteses:
(5.2) b(r) é uma fungao Holder-continua (localmente), ndo negativa, com 5(0) = 0
eb# 0 em B.
(5.3) b(r) = O(r') em r = 0, para algum [ > 0.
(5.4) f é uma funcao Holder-continua (localmente), f(z) > 0,Vz > 0, f(2) = o(2)
emz=0e f(z)/z — o0 a0 z — o0.
(5.5) If(2)] £ C( +|z])", onde p < ((N +2 + 21)/(N —2)).
(5.6) Existem constantes ¢ € (0,1/2) e M > 0 tais que

Pl = /0 T J(0)dt < 0=1(z),

para z > M.
Observamos que a condicdo (5.2) implica (5.3), onde ! é o expoente de Holder-

continuidade (local) de b. Enunciamos (5.3) explicitamente para enfatizar a dependéncia
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do comportamento de f(z) para z grande, em (5.5), em relagio ao comportamento local

de bem r = 0.

Ambrosetti e Rabinowitz em [AR] tratam o problema (5.1) com um termo nao linear
mais geral g(z,u), e um dominio arbitrario (limitado) com fronteira suave. Entretanto, em
[AR], o crescimento de g em u deve ser menor que |u|?, para algum p < (N+2)/(N —2), que
¢é justamente a poténcia de crescimento que mais nos interessa aqui, conforme ressaltamos
no capitulo de introdugio . De fato, a Observacao 4.4 mostra que o problema (5.1) ndo

possui solugao nao trivial no caso em que
b=1, f(u)=|u/ u, 72 (N+2)/(N-2)

e {1 é um dominio estrelado. Portanto , (5.1), em geral, ndio tem solugdo quando f(z)
cresce mais rapidamente que z(V+2)/(N=2),

O objetivo principal deste capitulo é demonstrar o seguinte

Teorema 5.1. Sob as hipoleses (5.2), (5.3), (5.4), (5.5), (5.6), o problema (5.1) possui
uma solugdo cldssica positiva.
Enfatizamos que o ponto interessante aqui parece ser o expoente de crescimento de f

no infinito.

Observagao 5.2 Consideremos o caso b = ' e f(u) = |u/™'ucom I >0e7 > 1. Se
l=0er < (N +2)/(N —2) vamos provar que (5.1) possui uma solugido cldssica positiva
e, portanto, pelo Teorema 3.1, esta solugio serd radialmente simétrica. No entanto, a
existéncia de solugdes nao radiais com sinal ndo constante é um problema em aberto,
como se¢ pode ver em [Na]. Sel >0er < (N +2+20)/(N —2)ndo poderemos aplicar
o Teorema 3.3, pois |z|' ndo é decrescente. No entanto, provaremos que o problema
(5.1) possui uma solugao cldssica, positiva, radialmente simétrica e ficara em aberto a
existéncia de solugdes nao radiais (mesmo positivas), como se pode ver em [Na]. Antes

de prosseguirmos, vamos fazer algumas definigoes .
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Definigao . (A Condicao de Palais-Smale). Sejam E um espac¢o de Banach real e
denotemos por C''(£2;R) o conjunto dos funcionais que sio [Fréchet-diferencidveis e cujas
derivadas de Fréchet sio continuas em E. Dado J € C'(E;R), dizemos que J satisfaz
a condigao de Palais-Smale (daqui em diante denotada por (PS)) se qualquer sequéncia
(u,) C E para a qual J(u,) ¢ limitada e J'(u,) — 0 a0 n — oo possui uma subseqiiéncia

convergente. A condicao (PS) é importante pois implica que
K.={ueE[J(u)=ce J'(«)=0},

isto é, o conjunto dos pontos criticos, tendo o valor critico ¢, ¢ compacto para qualquer
¢ € R. A demonstracio do Teorema 5.1 usa o importante resultado abaixo devido a

Ambrosetti e Rabinowitz.

Teorema 5.3. (Teorema da Passagem pela Montanha). Secjam E um espago de
Banach ¢ J € C'(E;R) satisfazendo a condigao (PS). Suponhamos que valem:

(7) J(0)=0 e J(e)=0 para algum e#0,e € E;

(1) existem p € (0,]le]l) e a >0 tais que J(u) > a,Vu € S, ={u € E|||u][ = p}.

Enlao J tem um valor critico positivo

¢ = inf max J(h(t)) 2 a >0,
kel tefo,1)

onde T' = {h € C([0,1]; E)|h(0) = 0,h(1) = e}.
A prova do Teorema acima é feita no Apendice.

Outro resultado importante para a prova do Teorema 5.1 é o seguinte:

Lema 5.4. (Lema Radial).Denotando por B a bola unildria de RN, toda u € H}(B)

fungdo radial é continua em B\{0} e satisfaz

. 1 |Vl L2
o 02 s

onde wy € a drea da superficie da bola unitdria de RV,
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Observagao 5.5. Quando dizemos que u ¢ continua, queremos dizer que na sua classe de

equivaléncia existe uma fungao continua, isto é, existe v continua tal que v = v q.t.p.

Demonstragao do Lema Radial.

12 Caso. u € CY(B) com u =0 em dB. Do Teorema Fundamental do Célculo temos

que
1

u(l) —u(z) = /[;Iu'(ii)dt.

Assim, usando a desigualdade de Holder, obtemos

lu(z)] < fu ' (ehe < ( /H 1u'(z)|2.a=\"-uu)’“.( ‘ t“”dt)m.

[

Mas,

2 , 1 1 1 1
1-N . =
|1-|t = 1’\’-—‘2(]:{?]""2 1) = *

1. 4 ; 1 N .
o' () 2.4Vt = — / ([ ' (@))24¥dt) w(0)do =
e wy J Jjal

1 1
- — Vultdy < — || Vull2
ww Jeigtan ' = IVl

onde dy = tN"1w(0)dtdo0.
22 Caso (geral).u € Hy(B) radial qualquer. Usando a densidade de C}(B) em H}(B)
tomamos uma sequiéncia u, € C}(B) tal que u, — w em H}(B), u, radial para todon € N
Pelo caso ja provado, temos que

1 1t — o112 m)

|tn () = um(z)| < )
(N —2uy |22/

Dai segue que, para todo § > 0, (u,) converge uniformemente em [§,1]. O limite dessa
seqiiéncia é u(x), pois como u, — u em H}(B) e, portanto, em L*(B), uma subseqiéncia
de (u,) deve convergir quase sempre a u. Logo u é continua em [6,1] para todo § > 0.

Segue que u é continua em B\{0}.
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Novamente, pelo caso anterior

1 ]IVUH||L2(B)

) <
()| £ =T

Va € B\{0}.

Fazendo n — oo, como u, — u(z) e ||Vug| 28y, = ||Vl 22(B), segue que

; 1 | Vul 2
lu(z)| < \/m — 2wy W2 ¢

Para tornar a prova do Teorema 5.1 transparente, provamos primeiro o seguinte caso

particular e entio indicamos as modificagdes necessarias para obter o Teorema 5.1.

Teorema 5.6. O problema eliptico de valor de fronteira

(5.8) {—Au = |z|'|u|""'u em B

=10 em OB
possui uma solugdo cldssica positiva se T € (1,(N + 2+ 2l)/(N —2)), onde l > 0.

Demonstragao . Em vez disso, devemos provar que
{-—Au = |z|'|u|” em B
(5.9)
y=_0 em 0B

possui uma solugio nao trivial v em B. Intdo , como —Au > 0 em B, pelo Teorema 2.9
temos que u > 0 em B, donde u sera também solucao de (5.8).

Seja I o completamento das fungdes radialmente simétricas em CZ°(B) com a norma
|ull% = [5|Vul*dz. Entao £ é justamente o subespago de Hj(B) formado pelas fungdes
radialmente simétricas, isto é, as normas sao equivalentes.

Consideremos J : £ — R dado por

(5.10) Jiu) = %/B|Vu|2d:r - _/B|:z:|fF(u)d:c,

onde

F(t) = ]; Is|"ds,
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ou seja,
Jul"u
T+ 1

A verificagdo das hipoteses do Teorema da Passagem pela Montanha para J depende do

F(u)=
seguinte lema de compacidade:

Lema 5.7.(Lema de Compacidade). Para m > 0, a aplicagio u — |z|™.u de E em

L?(B) € compacta, para p € [1,71), onde

2N ‘\ -2
s { Nes—am 1 Sem<
M=

0o , caso conlrdrio.

Demonstragao . No caso m = 0 temos, pela Proposi¢io 1.4, que a inclusdo de E em
LP(B) é compacta para todo p < 3=;. Para m > 0, usando o Lema 5.4., temos que

T,;'\ -1

'/BI:"'"mp-l'“lpdx < Cp'/B?.mP T l)dr w(0)do. ”vu“LQ[B)

]

oo O s P
=0 WN- T SN2 —m —1) .]]Vu||L2{B},
D 1 b ARLEEE
onde C T Dal obtemos que
Ljm < C 1/p 1 /e v
(511) ||l] u‘lLP(B} =~ r.('{UN) j\T — p(N/Q o 1)] “ “LQ(B)

Isto nos mostra que a aplicagdo é continua para todo p € [1,2N/(N — 2 — 2m)). Agora
provaremos a compacidade. Primeiro notemos que a Proposicio 1.4 implica que F esta
compactamente imerso em L'(B). Entao , pela desigualdade de Hélder para a € (0,1),

vemos que
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(5.12) /‘B(].’u["‘.[u|)"’d::: :j:g ||™P. |uP~* . Julde <

a 1=-a
< ( / |u|d:zr) ( / |x|"”’“'—“>.|u|{=’-“lfl1-"}d$) .
B B

Somente precisamos verificar que

. D=4 2N *._(mp )/(pma)
(5.13) ¥ = < A onde m" =  —a o

sem < (N —2)/2 (ja que m™ > m). IS facil verificar que (5.13) vale se, e somente se,

(5.14) p(N'—2 = 2m) < 2N(1 <a)+a(N —2).

Assim, para um p < 2N /(N —2—2m) fixo, (5.14) pode ser facilmente conseguido escolhendo

a suficientemente pequeno. De (5.11) e (5.12) concluimos

(5.15) lle|™ oy < Cululshtpy IVl Gral?,

onde a > 0 e é pequeno. A aplicagao linear u — |z|™.u é uma aplicagdo compacta de E
em LP(B) para p € |1,2N/(N —2 — ?.m)). De fato, se (u,) ¢ uma seqiiéncia em F com
llunllg < 1, entdo existe uma subseqiiéncia u,, — u em L'(B), pois a imersio de E em

LY(B) é compacta. Usando a desigualdade (5.15) obtemos

a|™ (. = ttn, o) S Colttny — tn, [0 5y | Vit — Vg, ||/

Como u, — u em LYB) e ||lu,llzg <1 vemos que |uy, — uyn, |15 tende a zero
e ||Vun, — Vg, |2 2. Logo |z|™u,, ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP(B), donde
converge em LP(B). ¢

Agora podemos concluir a prova do Teorema 5.6. Primeiro vemos que (5.10) esta bem

definido, ja que
Al 1oy (7Y A+, )T H
z|.|u dz = / T u dz < oo

pelo Lema 5.4 e supondo que 7 < (N + 2 + 20)/(N —2). Em seguida, temos que verificar

que J satisfaz a hipétese do Teorema 5.3. Ja que 7 > 1, 7+ 1 > 2, por (5.11) temos que

[leltp(u)(l.‘t::O (||Vu||iz(5}) em u=0
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(onde m = 1/(7 + 1),p =7+ 1). Assim, (ii) do Teorema 5.3 est4 cumprido, pois usando a

estimativa (5.11) com p =7+ 1 , obtemos

1
J(w) = 5IVulas) — [ |l F(u)de >

1 " 1
2 '2'“V“”§.?{B) = CIIWIIJ{‘B) > i
se p = ||Vu||12(g) é suficientemente pequeno, isto é, J(u) > fa,Yu € S,. A condigdo (i)

do Teorema 5.3 é facil de ser verificada, pois da expressao

1T+l
oy /B|u]7uda:,

para todo t > 0 e do fato que 7 > 1 segue quese u € £, comu >0eu#0

i'Z
J(tu) = = fB Vul?de —

lim J(tu) = —o0

e, portanto, que existe u € £ com ||u|| > p e J(u) < 0. Para completar a demonstragio
do Teorema 5.6, resta mostrar que J satisfaz a condicdo (PS). Seja (u,) uma seqiiéncia,

com (J(u,)) limitada e J'(w,,) — 0. J& que
J' (u)(v) = /B(Vu).(vu)d:s~/B|$|".lu|7.vd:c,

J'(uy) — 0 implica

1 () w)] = | IV tallEagey = [, Jol el nda] < 119" ()|t < lualle

para n suficientemente grande e

J(u,)| £ C é equivalente a

1
‘5”‘7“71“12{3) (- fB |$|1-F(un)d:c| <C.

Dai concluimos que
2 & 2 l T
IVunlliam < 2C + — 1|/B]:c] | unda| <

; 2 2 2
S ZC + o 1||Vun||Lz(B) e T—_HHVun”Lz(B),
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isto é,

9 9
& 2 &
(l = —T n 1)||Vun||Lz(_,;) S 2C -+ ——T’ 31 ||Vun[[bz(5).

Como 1 — %m > 0, segue que (u,) é¢ uma seqiiéncia limitada em E. Definimos 7" : £ — E

por
< Duwpp= -[B |z|"|u|".vdz, Vv € E.
Entdo , < —ATu,v >12(g)=< |z|"|u|",v >12(p),Yv € E e, portanto, Tu = —A~(|z|".|u|").

Assim, T pode ser decomposto como segue:
T:uv |27 2|7 Ju| - |2 u|” — |z]'|u]” — Tu

E__El__)LZ-\"r,f(N-{-?]&LQNT/'{N{—Q}&}L‘Z;’Vﬂf\r-}-?}ﬁ}}]—l —1:5—),8.

Pelo Lema 5.7 T3 é compacto, ja que temos

2Nt 2N
Nt2 “N-2-1Z

se [/T < (N —2)/2 (da hipétese 7 < (N +2+20)/(N —2)). Ty é claramente continua. T3 é

continuo como mostra a Proposi¢ao 1.5. A continuidade da imersao T} é implicada pelo

Corolério 1.3, e pela Proposicdo 1.1 vemos que T5 = —A~! é uma isometria de H~! em
H} = E. Assim, fica provado que T'= T5 0 Ty 0 T3 0 T3 0o T} é uma aplicagio compacta de

E em E. Além disso, temos que
Iy o= / (V. Vo = |2 |ug | v)de =< uy, — T(un),v >,Vv € E.
B

O Teorema da Representacdo de Riesz para um funcional linear continuo num espago de

Hilbert implica que

J'(un)|ler = ||un — T'(un)||z. Mas, do fato de (u,) ser limitada e
como J'(u,) — 0 ao n — oo obtemos u, — T'(u,) — 0 em E, donde (u,) possui-uma
subseqiiéncia convergente. Isto demonstra que J satisfaz a condigio de Palais-Smale.
Portanto, o Teorema da Passagem pela Montanha assegura que J tem um valor critico nao

trivial, donde J possui um ponto critico nio trivial u € E. Resta provar que u € C?(B) e,
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portanto sera uma solugao cldssica do problema 5.8. Para isso usamos alguns resultados da
Teoria da Regularidade Eliptica, que podem ser vistos em [LU] e [GT], os quais passamos
a enunciar. Nos Lrés teoremas que vamos citar supomos que Q C RN é um aberto limitado

satisfazendo a condigio do cone exterior uniformemente e

N -
Lu=— 3" Di(a;j(z)Dju+ bi(z)u) + > ci(x) Diu + d(z)u
1,=1 i=1
é tal que 3\ > 0 com
N
ST ai()&; = MEP, vz € Q.96 € RY
i,7=1

€ dj; = Uy € ]JOO(Q) para ﬁ,j = Liwer, N.

Teorema 5.8. Além das hipdteses acima, suponhamos que as fungées
bie; € L9(Q),d € L*(Q), f* € L7(9), g € LX)

para algum q > N. Se a frontcira de Q ¢ de classe CP) ¢ w € HY(Q) € solugdo fraca de

N .
Lu=g+) Dif

=1

em Q, salisfazendo uma condigao de fronteira
ul € CM(0), isto ¢, Ip e COA@)

tal que u — ¢ € H}(Q) entdo 3o € (0,1) tal que u € CO(Q).

Teorema 5.9. Suponhamos que as funcgdes ai;,b; sdo uniformemente lipschitzianas em
Q,
ci, d € L=(Q), fe L), pe H}(Q)
e a fronteira de Q) de classe C*. Se uw € H'(Q) € solugao de
Lu=f em §, no sentido fraco
{u — @ € Hy(2)



entio u € H*(Q) e a equagio Lu = [ € satisfeita em quase todo ponto.

Teorema 5.10. Suponhamos que as fungées a;j,b;,ci,d, f € CH(Q), onde €N e
a € (0,1), ¢ € CH22)N(Q) ¢ a fronteira de Q ¢ de classe CU2°), Se w € H*(Q) N L*®(Q)

€ solugao de

{Lu = F em §Q
u—@€ H}(Q)
entdo u € CH3°)(Q) e € solugdo clissica do problema acima.

Para completar a demonstracao do Teorema 5.6 enunciamos a seguinte proposigao |,

onde a fungdo wu é o ponto critico do funcional J obtido anteriormente.

Proposigido 5.11. Sejam B a bola unitdria de RN,1> 0 ¢
N+2+42]
N-2 ~
Seja u € HY(B) radial solugdo fraca de Au+ r'u™ = 0,u> 0 em B. Entdo u € C*B) e

j Bl o

€ uma solugdo cdssica de
{Au +r'u"=0 em B

u=10 em 0B.

Demonstragao Devemos pensar na equagao diferencial na forma Au + du = 0, com
d = r'u™. Para aplicar o Teorema 5.8 acima, precisamos mostrar que d € L%?(B), para
algum ¢ > N. Como u € H}(B) é radial temos, pelo Lema 5.4, que existe uma constante
¢ > 0 tal que u(r) < e'=N/2, Segue dai que para uma constante positiva, ainda denotada
por ¢, temos ru”"! < ep!=(T-DIN2=1) Nz

N+2+421

N—-2 7 :

ou seja, 0 < 7—1 < (4+21)/(N —2), donde 0 < (7 —1)(§ —1) <2+ 1. Portanto, obtemos

<1<

que

[ (rtur)ide < [ =Dy < 0o
B 0
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sc
N N
= (r=1)(5 -+ N=1>-1, ou melhor, N>{(r—1)(5 —1)~1]

Como (7 — 1)(§ — 1) = < 2 pelo célculo feito acima, vemos que esta iiltima condigio &
satisfeita para algum § > &. Tomando ¢ = 27, temos que ¢ > N e d € L/*(B). Segue, pelo
Teorema 5.8, que Ja € (0,1) tal que v € C**)(B), donde d € L>°(B). Como a fronteira
de B é de classe C*° obtemos do Teorema 5.9 que u € L*®(B). Aplicando o Teorema 5.10

obtemos que u € C*°)(B) e é uma solugao cléssica do problema
{ Au+ru"=0 em B
u=20 em dB.

Como generalizagdo desta proposigdo obtemos o resultado propo..o pelo Teorema 5.1,

como segue:

Demonstragio do Teorema 5.1. Neste caso, temos a equagao diferencial da forma
Au+ b(r)f(u) = 0. O raciocinio é 0 mesmo feito na demonstragdo da Proprosi¢ao 5.11,

Consideramos a equagio Au + d(r)u = 0, onde

W) ()
u(r)

e u é radial. Pela hipotese (5.2), vemos que f(u) = o(u) em u = 0, donde f(u)/u estd bem

d(r)

definida e se anula em v = 0. Como b(r) é continua em [0,1] segue que b(r) é limitada.
Este fato junto com a hipdtese (5.3) implica que existe uma constante ¢ > 0 tal que
0 < b(r) < !, para todo r € [0,1]. Como u € H}(B) é radial segue, pelo Lema 5.4, que

u(r) < er'~N?, para todo r € [0,1]. Dai obtemos que
EJ(?‘)'U.T < cr!-(f—l}[N,"Z—l}

para
N+2+42]

1< 7 N—2
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Pela hipdtese (5.5) temos que existe uma constante ¢ > 0 tal que

J(z)

Z

Lgrm

para z grande. Dai segue que
/(z)

o
=

<c(l+42"1),

para todo z € [0, +00). Portanto, concluimos que existe uma constante ¢ > 0 tal que
0 & d(?'] £ C(Tl'—{‘r—l)(Nf?—l] + ?J)’

para todo 7 € [0,1]. Usando a Proposicao 5.11, obtemos que d € L(B) para algum ¢ > N

e, portanto u € C*(B) é solugio cldssica do problema (5.1). ¢
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APENDICE

O TEOREMA DA PASSAGEM PELA MONTANHA

Neste apéndice vamos provar a versao usual do Teorema da Passagem pela Montanha.
As idéias envolvidas na prova deste teorema sao muito simples. Um ingrediente chave nesta
demonstracio ¢ o Teorema da Deformacio . Antes de provar este teorema precisamos

enunciar uma definicio e um lema, a saber

Definigao . Sejam E um espago de Banach real, U C E aberto e J € C'(U;R). Entao

v € E é dito um vetor pseudo-gradiente para J em u € U se valem:

(A.1) o]l <21V (0] e

(A2) J' (e > (17w

Daqui em diante, denotaremos pseudo-gradiente por p.g. Notemos que um vetor p.g. nao
é fnico e qualquer combinag¢io convexa de vetores p.g. para J em u é também um vetor
p.g. para J em u.

Sejam J € C'(E;R) e I = {u € E|J' (v) # 0}. Entio V : E — E é dito um campo
vetorial p.g. em I se V ¢é localmente de Lipschitz e V(x) é um vetor p.g. para J para todo
T € E.

Para demonstrar o lema abaixo usaremos um resultado conhecido dos Espagos Métricos.
Uma familia C = (C))er de subconjuntos de um espago topdgico X chama-se localmente
finita quando todo ponto z € X possui uma vizinhanca que intersecta apenas um nimero
finito de conjuntos Cy. Dadas duas coberturas C e C" de um espaco topolégico X, dizemos

que C é um refinamento de C' quando para todo C € C existe algum C' € C' tal que
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C c C'. Um espaco topolégico X chama-se paracompacto quando toda cobertura aberta
de X possui um refinamento que ¢é localmente finito. Todo espago métrico é paracompacto.

Vamos usar o fato de que I é paracompacto para provar o

LEMA A.1. Se J € CY(E;R), existe um campo velorial p.g. para J em E.
Demonstragio . Para cada wu € [, podemos achar um vetor w € E tal que |jw|| =1
e J'(w)w > 2/3||J(u)]|- Entio 2z = 3/2||J (u)||w é um vetor p.g. para J em u com
desigualdades estritas em (A.1) e (A.2). Pela continuidade de J' vemos que z é um vetor
p.g. para todo v € N,, onde N, é uma vizinhanga aberta de u. Ja que {N,|u € E} é
uma cobertura aberta de [, ela possui um refinamento localmente finito que denotamos
por {M;}. Denotemos por p;(z) a distancia de 2 ao complemento de M;. Entao p;(z)
¢ de Lipschitz e pj(z) = 0 se ¢ ¢ M;. Seja f;(z) = pj(z)| Tw pr(z). O denominador de
cada f; é uma soma finita, ja que cada z € E pertence a um nimero finito dos conjuntos
M. Cada conjunto M; esté contido em algum N, . Seja z; = 3/2||J"(u;)||w;, o vetor p.g.
para J em N, construido acima e tomemos V(z) = ¥, z;8;(z). Jd que 0 < Bi(z) < 1le
Y Bi(z) = 1, para cada z € E,V (z) é uma combinagao convexa de vetores p.g. para J
em z. Além disso, V é localmente de Lipschitz. {

Definimos A, = {u € E|J(u) < s} e K, = {u € E|J(u) = s e J'(u) = 0}. Agora

queremos provar a seguinte versao do Teorema da Deformacao .

Teorema A.2. (Teorema da Deformagao ). Sejam E uwm espago de Banach real e
J € C'(E;R) satisfazendo (PS). Se c € R,E > 0, e O ¢ uma vizinhanga qualquer de K.,
entdo ezistem € € (0,€) e n € C([0,1] x E; E) tais que:

(A.3) 7(0,u) = u para todo v € E.
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(A.4) n(t,u) = u para todo t € [0,1] se J(u) ¢ [c—E,c+E].

(A.5) 1(t,u)é um homeomorfismo de E em E para cada t € [0,1].
(A.6) |n(t,u) —u|| £ 1 para todo t € [0,1] e u € E.

(A.7) J(q(t,n)) < J(u) para todo t € [0,1] € u € E.

(A.8) (1, Aere\O) C Acee.

(A.9) Se K. = 0,01, Acse) C Ace.

Demonstragao . A fung¢do 7 desejada é construida como sendo a solu¢ido de um fluxo gra-
diente negativo para J modificado convenientemente. Alguns preliminares sio necessdrios
antes de tomarmos a equagao diferencial citada acima. Pela (PS), K, é compacto. Seja
Ns = {u € E|d(u, K.) < ¢}, onde d(u, K.) denota a distancia de u até I,. Escolhendo
6 > 0 suficientemente pequeno, obtemos Ny C 0. Notemos também que se K, = §) entao
Ng = 0, assim vale (A.9) em vez disso. Exigimos que existam constantes b, £ > 0 tais que

vale
(A.10) || > b para todo u € A,2\(A,_zU Nygs) -

Caso contrario, existem seqiiéncias b, — 0, & — 0, e u, € A \(A._sU Nys) tais
que ||J'(uy)|| < bn. Pela (PS), temos que existe uma subsequéncia de u, convergindo a
u € K.\ Ng/s. Mas, este conjunto é vazio. Portanto, existem as constantes b, £ em (A.10).

Ja que (A.10) continua valido se & for diminuido, podemos supor, além disso, que

53



bé b*
(A.11) 0 < & < min(E, 39’ %, %) ;

Escolhendo qualquer ¢ € (0, &), definimos
A={ue E|J(u) Lc—E}U{u€ E|J(u) 2 c+ &)}

e B={u€Elc—e<J(u)<c+e}
Portanto, AN B = . Toma

_ d(z, A)
= d(z, A) + d(z, B)

9(z)

Entio g =0em A, g =1em B,0 < g <1, e g ¢ de Lipschitz em E. Similarmente,
existe uma fungao de Lipschitz f em E tal que f = 1 em E\Ny4, f = 0 em Ny, €
0 < f £ 1. Em seguida, definimos h(s) = 1 para s € [0,1] e h(s) = 1/s para s > 1.J4 que
J € CY(E;R), pelo Lema A.1, existe um campo vetorial p.g. V para J em E. Finalmente,
tomamos W(z) = — f(x)g(z)h(||[V(2)|)V(2)xz, onde x5 denota a fungdo caracteristica
de E. Entio , pela maneira como foi construida, W é localmente de Lipschitz em E com
0 < |[W(z)|| £ 1. Agora podemos definir a aplicacdo de 7. Consideremos o problema de

Cauchy:

d
(A.12) Z=Wm), 10,u)=u

O teorema de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais ordinarias implica que,
para cada u € F, (A.12) tem solugdo dunica, definida para ¢ num intervalo maximal
(t=(u),t*(u)). Afirmamos que t¥(u) = oo. Para isto, suponhamos que t+(u) < oo.

Tomamos ¢, Tt7(u). Integrando a expressdo (A.12), obtemos

(A4.13) In(tns1, ) = 9(tn, )| < [tnsr —tal, j& que [[W()| < 1.
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Mas, entdao 7(tn,u) € uma seqiiéneia de Cauchy e, portanto, converge para algum @
ao t, — t*(u). A solucao para (A.12) com dado inicial @ fornece uma continuagio de
n(t,u) para valores maiores que t¥(u), contradizendo a sua maximalidade. Similarmente,
provamos que ¢~ (u) = —oo. A dependéncia continua de solugbes de (A.12) com dado
inicial u implica que n € C([0,1] x £; E) e de (A.12) segue (A.3). JAque € > £, g(z) =0
em A, donde (A.4) é satisfeito. A propriedade de semigrupo para solugées de (A.12) nos
dé (A.5). Integrando (A.12), usando o fato que ||[W(:)|]| £ 1 e (A.3) obtemos (A.6). Para
verificar (A.7), notemos primeiro que se W(u) = 0, n(t,u) = 0 é solugio de (A.12) (pela
unicidade), assim (A.7) é trivialmente satisfeito. Se W(u) # 0, entio u € E e assim V(u)
estd definida, bem como V(7(,u)) e de (A.2) segue

n(t, u d
(A.14) ﬁ1§L2=wﬂﬂhwh£=

= =J'(n(t,u))f(n(t,w))g(n(t, w)R(|[V(n(L, u)) DV (n(t,u)) < 0,
donde obtemos (A.7).

Resta somente verificar (A.8),0u ainda, que (1, Actc\Ns) C Ac—e. Se u € A, entdo

J(n(t,u)) € ¢ — ¢ por (A.7). Deste modo, necessitamos somente provar que
u €Y = Acpe\(Ae—c U Ns) implica que 7(1l,u) € A.—..

Seja u € Y. O raciocinio usado para provar (A.T) mostrou

dJ(n(t,u))

(A.15) :

<0.
Ja que g = 0 em A__z,a orbita n(¢,u) nao pode entrar em A__;. Portanto, (A.15) implica

(A.16) J((0,w)) — J(y(t,u)) L e +E< 28

para todo ¢ > 0. Suponhamos que u € Y e n(t,u) € Z = Acye\(Ac—e U Ngp2) para s € {0,1).
Isto, certamente, acontece quando t for suficientemente pequeno. Entdo , para tal s,

n(s,u) € E (por (A.10)) e f(n(s,u)) = 1 = g(n(s,u)). Por (A.16) temos que
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222> [ ~J (s, u)) IV (n(s, DIV (n(s,w))ds =
= [ BV s, DD (s, )V (s, w)ds 2

> [ bV s DI (s, w)lPds 2

(417) > b [ WY (s, DD (s, )l >

v

g -/ut RV (p(s, u))IDIV (n(s, w))||ds >

v

g“ /Ot h(llv(n(s’u))”]V(?}'(S,U))d.s” =

b, b
= 21| [ Wnts,u)dsll = Zlin(t, ) — ull,
< 0 &
onde usamos, sucessivamente, (A.2), (A.10) e (A.1). Portanto, por (A.17) e (A.11),

42

In(t,u) —ul| < Y %

.

| on

Deste modo, a 6rbita 7(¢,u) nao pode sair de Z entrando em Nj/,. Conseqiientemente,
o tdnico modo para o qual n(t,u) pode sair de Z é entrando em A._.. Afirmamos que
isto ocorre para algum t € (0,1), ficando, assim, provado (A.8). Caso contrario, teriamos

n(t,u) € Z para todo t € (0,1) e como em (A.17), vemos que

(A15) LD < (v ate, )19 tat I
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Se, para algum ¢ € (0,1), valem ||V (n(t,w))|| < 1, R(||V(n(t,u))]]) = 1, (A.10) e (A.18)

implicam

W) ¢

(A.19) i

Por outro lado, se para algum ¢ € (0,1), valem

V)l <1, AV u))) = 1V (o)™,

donde (A.1) e (A.18) nos déo

dJ(n(t,u)) 1
g —_— < ——,
(A.20) T 8=

Conseqiientemente, para todo ¢ € (0,1), temos

dJ(n(t,u))

P
< —min(®?, =),
Il < —min(b ,4)

Integrando (A.21) e combinando esse resultado com (A.16), segue que
1
min(b?, E) < J(u) — J(n(t,u)) < 28,

o que contradiz (A.11). ¢

Uma decorréncia imediata do Teorema A.2 é o

Coroldario A.3. Seju E wm espago de Banach real. Suponhamos que J € C'(E;R),
satisfazendo (PS). Para s,c € R, tomemos K. = {u € ElJ(u) =ceJ(u) =0} e
A, ={u € E|J(u) <s}. Secnao € um valor critico de J, dado qualquer € > 0, existem

€ € (0,) en € C([0,1] x E; F), tais que:

(A.22) 7(1l,u) = u se J(u) ¢ [c—F,c+E],
(A.23) (s Ause) © Asie
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Finalmente, podemos provar o seguinte:

Teorema A.4. (Teorema da Passagem pela Montanha). Sejam E um espago de

Banach real ¢ J € C'(E,R) satisfazendo (PS). Suponhamos que J(0) = 0 e que valem

(A.24) existem constantes p,a > 0 tais que J >«
2B,

3

(A.25) existe ¢ € E\B, tal que J(e) <0 .
Entao J possui um valor critico ¢ 2 «, caracterizado como

(A.26) c¢c=inf max_ J(u),
9€l’ ueg([0,1])

onde I' = {g € C([0,1]; E)|g(0) = 0,9(1) = e}.
Demonstragdo . A maneira como ¢ foi definido nos mostra que ¢ < c0. Se g € T,

g([0,1]) N 9B, # 0. Portanto, por (A.24) segue que

max_J(u) > inf J(w) > a.
ueg(io,1]) wEG B,

Conseqiientement 2, ¢ > a. Suponhamos que ¢ nao seja um valor critico de J. Entdo , pelo

Coroléario A.3, com € = a/2, vemos que ¢ € (0,%) e n é da forma dada pelo Corolario A.3.

IEscolhamos ¢ € T', tal que

<
(A.27) uer;]{?é}.{l]] Ju) <c+e

e consideremos h(t) = 7(1,¢(t)). Claramente, & € C([0,1]; £). Também, g(0) = 0 e
J(0) =0 < § < ¢—¢ implicam /(0) = 0 por (A.22). Similarmente, g(1) = e e J(e) < 0

implicam que k(1) = e. Conseqiientemente, h € I' e por (A.26) segue que

= ¢ L
(A.28) c< ué}}{&fﬂ}‘](u)

Mas, por (A.27), g([0,1]) C A.4., assim (A.23) nos da h([0,1]) C A.—., isto &,
2 <ec-—
(A.29) uel}}{?ﬂ),[l]}J(u] <c-—g,

contradizendo (A.28). Deste modo, ¢ é um valor critico de J. ¢
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