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RESUMO

Nesta dissertacao, apresenta-se um estudo sobre esquemas numéricos
de alta precisao para modelagem matemadtica de camadas de mistura compressiveis
em desenvolvimento temporal. O objetivo central é analisar condi¢cdes de transicio
em camadas de mistura para diferentes nimeros de Reynolds e Mach. Apresenta-se,
em primeiro lugar, a motivacao a utiizagao de esquemas numéricos de alta pre-
cisao que visem obter solucoes de problemas de escoamentos que envolvern diversas
escalas de tempo e espago, os parametros fisicos relevantes para o tipo de escoa-
mento aqui analisado e algumas definicoes essencials como camada de mistura e
instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Descrevem-se, na continuagao, as equagoes que
governam os escoamentos viscosos compressiveis, a adimensionalizagao correspon-
dente dessas equagoes, o sistema de equagoes adimensionais e as condi¢oes iniciais
e de contorno. A Teoria da instabilidade Linear Hidrodindmica para escoamentos
livres incompressiveis € compressiveis é revisada onde, em particular, mostra-se a
importéancia da escolha da taxa de amplificacdo méxima no tocante aos efeitos de
compressibilidade e de viscosidade e constata-se a instabilidade do perfil tangente
hiperbdélica. Sao descritos os esquemas de diferencgas finitas implicitos compactos de
alta que permitem obter melhores resultados que os de ordem inferior com menor
custo computacional. Sdo demonstradas aproximagbes para a primeira e segunda
derivadas e formulagoes para a fronteira da primeira e segunda derivadas, cujos resul-
tados sao aproximados aos dos métodos espectrais com a vantagem de usar dominios
e condicoes de fronteira mais gerais. Em seguida, faz-se uma andlise dos erros dos
esquemas numéricos. Por iltimo, apresentam-se alguns dos resultados obtidos de
simulacoes numeéricas comparando-se com toda a teoria fisica estudada para diversos
nimeros de Mach e Reynolds. Em particular, analisa-se a evolugao temporal dos

vértices coerentes para diferentes condicoes de compressibilidade e viscosidade.
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ABSTRACT

In this work a study about high precision numerical schemes for the
mathematical modeling of compressible temporal mixing layer is presented. The
main objetive is to analise the transition conditions for the mixing layer with dif-
ferent Reynolds and Mach numbers. Firstly, the motivation of using high precision
schemes to solve flows problems that involved different time and length scales is
presented, along with the description of the main physical parameters and others
definitions such as mixing layers and Kelvin-Helmholtz instability. Then, the go-
verning equations for compressible viscous flows, their adimensionalisation and the
corresponding initial and boundary conditions are established. The linear stabi-
lity theory is revised for both incompressible and compressible free shear flows. In
parti-cular, it is showed the importance of the choice of the maximum amplifica-
tion rate for the compressibility and viscosity conditions adopted and it is verified
the instability of the hyperbolic tangent profile. Then the high precision compact
finite differences are presented along with approximation for the first and second
derivatives for the central and boundary region of the computational domain. Fi-
nally, some results obtained from numerical simulations with differents Reynolds
and Mach numbers are presented and the temporal evolution of coherent vortices is

analysed.
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1 INTRODUCAO:

Grandes esfor¢os tém sido dispensados, e com tendéncia de crescer ao
longo do tempo, para o desenvolvimento de ferramentas numéricas que possam ser
empregadas tanto para a realizacao do que hoje se chama experimentacao numérica
quanto para a obtencao de informagoes para a aplicacao imediata em atividades de
engenharia. Dentre as maiores dificuldades para o desenvolvimento da modelagem

matemadtica dos escoamentos encontra-se a problemética da turbuléncia.

A majoria dos escoamentos na natureza sao turbulentos. Este fenémeno
estd entre os mais complexos e espetaculares encontrados na natureza. Por isso o
desafio de compreender os mecanismos fisicos que os governam. Os escoamentos
turbulentos sao instdveis e contém flutuac¢oes que sdo dependentes do tempo e da
posi¢cao no espago. A turbuléncia e a transi¢ao 4 turbuléncia a partir de um regime
laminar, tém sido um dos assuntos cientificos mais seriamente pesquisados no 1l-
timo século. E grande o investimento em pesquisas relacionadas & compreensio e ao
controle dos escoamentos turbulentos, devido & enorme gama de implicacoes préti-
cas advindas. envolvendo sistemas de transportes (aeronaves, navios, automoveis),
sistemas de conversao e transmissao de energia (motores, turbinas, compressores,
trocadores de calor) e também aplicagoes geofisicas (metereologia, qualidade do
ar) e biofisicas. Fisicos, quimicos, engenheiros (mecanicos, aecronduticos, nucleares,
termo-hidraulicos), matemdticos, bidlogos, médicos, socié-logos, economistas, me-
tereologistas e astrofisicos, cada um com suas motivacoes particulares geradas pela
busca de compreender seus problemas, tornam a necessidade de modelos matemati-

cos e de métodos de solucao de equagoes cada vez mais crescente.

A transicao a turbuléncia, identificada experimentalmente por Reynolds
(1883), & caracterizada pelo aparecimento de instabilidades num escoamento ori-
ginalmente estaciondrio as quais se multiplicam por um processo nao linear e degene-

ram-se finalmente em um regime turbulento completamente desenvolvido. Em qual-



quer tipo de escoamento, o processo de transicdao pode ser generalizado como sendo

o resultado da amplificacao de perturbacoes injetadas por variadas fontes de ruidos.

Os escoamentos em transicao ou turbulentos sao governados pelas equa-
coes de Navier-Stokes, tanto para os fluxos compressivels como para os incom-
pressiveis. Porém, devido ao nimero de graus de liberdade que envolve um escoa-
mento turbulento (Lesieur, 1997), sua solugdo torna-se dificil e honerosa, principal-
mente em dominios tridimensionais. O presente trabalho tem por objetivo principal
simular numericamente condigoes de transigao em camadas de mistura compressiveis
bidimensionais utilizando esquemas numéricos de diferencas finitas de alta precisao.
Os escoamentos que serao tratados aqui sao os viscosos e compressiveis. Mas, serao
feitas andlises tedricas sobre vérios tipos de escoamentos: viscosos € nao viscosos,

compressivels e incompressiveis.

1.1 Parametros fisicos:

Os parémetros fisicos mais importantes em escoamentos compressiveis

turbulentos sao:

e o niimero de Reynolds, Re = QE;L, indica a magnitude relativa das

forcas de inércia e de viscosidade.

e o nimero de Prandtl, Pr= p2 = £ mede a razao da difusividade

do momentum e difusividade do calor.

e 0 mimero de Mach, Ma = %, mede a velocidade do movimento do
fluido em relagdao a velocidade do som. E, portanto, mede o grau de
compressibilidade do fluido, uma vez que, a = /Y1 (gases perfeitos)

e, pela equacao dos gases perfeitos, RT = %, tem-se que a = /"'Tf’.



O mimero de Pr refere-se as propriedades do fluido, enquanto os niimeros
de Reynolds e Mach referem-se ao movimento do fluido. Sendo assim, neste trabalho,

fez-se Pr constante e variaram-se Re e Ma para as simulacoes numéricas a realizar.

1.2 Camadas de mistura compressiveis:

Os escoamentos cisalhantes livres sao caracterizados pela auséncia de
paredes e obstdculos no seu interior ou nos seus limites e pode ser subdividido em trés
tipos: camadas de mistura, jatos e esteiras (Firsh, 1998). Neste trabalho, analisar-se-
& simulagoes de escoarnentos do tipo camada de mistura (Brown & Roshko, 1974).
Este tipo de fluxo é encontrado em um nidmero grande de aplicagbes industriais,
em aerodindmica interna de motores de combustao ou externa no descolamento de

camadas limites, e geofisicas como a formacao de camadas de mistura na atmosfera

€ I10S oceanos.

Uma camada de mistura caracteriza-se por uma regiao altamente ciza-
lhante que separa dois escoamentos uniformes com velocidades paralelas diferentes

U, e U, (figura 1.1).
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Figura 1.1: Perfil de velocidade média de uma camada de mistura espacial.

Pode-se analisar uma camada de mistura através de um desenvolvi-

mento espacial ou através de uma aproximacao temporal, como serd descrito a seguir.

1.2.1 Camada de mistura em desenvolvimento espacial:

A figura 1.2 ilustra uma camada de mistura em desenvolvimento es-
pacial (Silveira Neto,1998). A camada de mistura se forma quando duas correntes
de velocidades médias constantes de médulos Uy e U,, separadas horizontalmente
por uma placa separatriz, se encontram ocasionando a formacao de um campo de
velocidade inflexional. Neste caso e como sera visto a seguir, o escoamento torna-se
inst4vel. £ a denominada instabilidade de Kelvin-Helmholtz (Drazin & Reid, 1981),
dando origem & formacao de estruturas turbilhonares ou vértices. Estes vértices
sao transportados pelo escoamento médio & medida que vao se acoplando (pairing)
entre voértices vizinhos (Lesieur, 1997). Na figura 1.2 (b), tem-se uma visualizagao

experimental de uma camada de mistura incompressivel (Brown & Rosko, 1974),

4



mostrando os estdgios bidimensionais desde a placa separadora e o comportamento
qualitativo dos grandes vértices da turbuléncia. Estas estruturas turbilhonares bem
organizadas nas grandes escalas sao também conhecidas como estruturas ou vér-
tices coerentes. A descoberta destas estruturas levou a se acreditar que, pelo menos
a nivel das grandes escalas, a turbuléncia apresenta um certo nivel de organizagao.
Para ser caracterizados como coerentes, diversos requerimentos sao exigidos dos vér-
tices. Assim, Lesieur (1997), caracteriza uma estrutura turbulenta como coerente se

ele apresenta:
e uma concentragao espacial de vorticidade (w);

e um tempo de vida maior que o tempo de rotacao local (w™?);

e possuir a propriedade de imprevisibilidade, no sentido da sensibilidade

as condicoes iniciais.

Figura 1.2: Camada de mistura em desenvolvimento espacial.



1.2.2 Camada de mistura em desenvolvimento temporal:

Tomando-se um sistema de referéncia que se move com uma velocidade

média;
. U+ U,

: (1.1)

Un

e desprezando o alargamento lateral na direcao y, acha-se a camada de mistura

temporal com velocidade:

i -
- ll';_U? = U 5 Vs _ U (1.2)
Ui+ U, Uy — U,
Up—m ——— = = _ —
2 5 5 U

Assim, a distancia longitudinal z, no desenvolvimento da camada de

mistura espacial corresponde ao tempo transcorrido:

£ 2z
_U1+U2

(1.3)

na camada de mistura temporal (figura 1.3).
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Figura 1.3: Perfil de velocidade média para

uma camada de mistura temporal.

Na figura 1.3, L é o comprimento longitudinal do dominio computa-
cional e §; = 26 é a espessura de vorticidade inicial da camada de mistura. O fluxo
é periédico na diregao x, logo tem-se uma camada de mistura fixa no espaco e com

desenvolvimento temporal.

Neste trabalho, serd considerada unicamente a camada de mistura na
aproximagao temporal, porque o dominio de célculo é menor, o que nos permite es-
colher nimeros de Reynolds maiores. No caso da camada de mistura compressivel,
o pardmetro relevante é o nimero de Mach convectivo, Mc = %ﬁ%, onde U; e U,

sao as velocidades do escoamento e a; e ay as velocidades do som das duas cor-

rentes paralelas (Papamoschou & Roshko,1988). Considerando o desenvolvimento

=1



temporal da camada de mistura, tem-se que:

Uh-U, Ha-22 a7 a;U.
Me=—"—YZ=a @ _ = 22 (14)
aj + as a; + as a1+ as a;+as

e tomando-se a; ~ as, entao:

&
Il
|
=
|
S
|
|
I
1<

(15)

aq T 2

Assim, o nimero de Mach convectivo para a camada de mistura com-
pressivel em desenvolvimento temporal é igual a semi-diferenca das velocidades das

correntes paralelas.

As instabilidades que se desenvolvem em escoamentos do tipo camada
de mistura sao o resultado do processo de amplificagao de pertubagoes. Existe, neste
caso, um numero de onda () que serd amplificado com taxa de amplificacio mé-
xima e que se manisfetard em primeiro lugar. Posteriormente, estas instabilidades
induzirao outros harménicos e subharménicos que se constituirao em novos nimeros
de onda até a degene-ragao em turbuléncia. A primeira manifestacao acontece com
a oscilacao da napa cisalhante de fluido com o comprimento de onda () correspon-
dendo 4 méxima taxa de amplificacao prevista pela Teoria linear de instabilidade,
como ilustra a figura 1.4 (a). Quando estas instabilidades aparecem observa-se a
geragao de cristas e vales na napa cisalhante inicialmente uniforme, conforme nos
mostra a figura 1.4 (b). E natural que sobre as cristas a pressio seja menor que
no interior dos vales uma vez que as velocidades sao maiores e menores, respectiva-
mente. Além disso, as cristas entram em zonas rdpidas e os vales emn zonas lentas
do escoamento. devido as velocidades serem diferentes (U; # U,). Desta forma, as
cristas serao transportadas mais rapidamente que os vales, o que resulta no processo
de enrolamento mostrado na figura 1.4 (¢). O mecanismo descrito denomina-se

instabilidade de Kelvin-Helmholtz. O mesmo foi evidenciado em um grande nimero



de experiéncias de laboratério (Winant e Browand, 1973) e numéricas ( Comte et

al, 1992).

Figura 1.4: Visualizacao da formagao de um vértice.

9



2 EQUACOES GOVERNANTES:

O nosso problema consiste na andlise da transicao a turbuléncia de
escoamentos de fluidos viscosos e compressiveis. Neste capitulo serao apresentadas
as equagoes que representam estes tipos de escoamentos que sao descritas, entre

outros, por Fletcher (1991).

2.1 Sistema de equagoes:

Considere-se o vetor velocidade U (z,y) = (u(z,y),v(z,y)). Para fluidos
viscosos compressivels € necessério resolver as equacgoes da conservagao da massa,

do momento e da energia:

o () , D(pv)

B o e 0 (2.1)
d(pw)  O(pw®) O(pw) = 8p  OTer | OTye
ot 4 or | 8y _5;+ Ox " Oy (2:2)
d(pv)  O(puwv) O (pv*) _ _Op | Orgy  Omy
ot ¥ Oz * oy 8y+ Ox Oy e
O(pE)  O(pEu) O(pEv)  9(pu) 9O(pv) , 0(uTz) | O (uTqy)
ot L Ox * oy B or Oy * oz 4 Ay *
O(WTya) | 0(vTyy) _ 9 Qs - 9 Qy ¢
C oz % Ay Oz Ay (@4)
ou na forma compacta:
..(?.é 4 ?_E - ?E =0 (2 5)
ot or By '

10



onde:

4 pu
W+ P — Tyx
4= |8 & put +p—1,
pY PUU — Tgy
pE (pE+p_Tzz)u_U7yz+Qz
pv
UV — Tyg
s B = O 7% (2.6)
pot 40— Ty
] (PE+p— Tyy) v — uToy+ Qy ]

As tensoes de cisalhamento sao dadas por:

2 ou

Tex = —-ng+2,&% (27)
2 ou

Ty = —§#D+2ﬂ»@

Ou Ov
Ty = Tyn:':#(a_y'!‘%)

onde D =V.U = ‘?—a: + % é a dilatagao, Q‘f—- —k% é a razao local de transferéncia
de calor por unidade de drea na direcio de z;, E = e + 0,5U? é a energia total por
unidade de volume, € = ¢, T a energia especifica interna, U? = U.U = u?+v% 0, 5U2

a energia cinética.

Pode-se observar que o nosso sistema tem quatro equagoes e cinco incég-
nitas, a saber: p, u, v. p e T. Sendo assim, e como se trata de fluidos compressiveis,

acrescenta-se a equagao de estado para gases perfeitos:
p=pRT (2.8)

onde p é a pressao, T é a temperatura e R é a constante universal dos gases.

11



2.2 Adimensionalizagao das equagoes:

Para obter o comportamento do fluxo de forma similar com minimo es-
forgo computacional é desejdvel agrupar todas as varidveis do problema em mimero
adimensionais (Fletcher(1991), Sandham & Reynolds (1990)). Dois escoamentos
sao dinamicamente similares se os nimeros adimensionais que os governam tém os
mesmos valores, embora os pardmetros contidos nos nimeros adimensionais tenham
valores diferentes. A melhor maneira para identificar os grupos adimensionais apro-
priados é adimensionalisando as equagoes governantes e as condigoes de fronteira.

Assim, considerem-se as seguintes escalas:

L escala de comprimento
Us escala de velocidade

to = L/Uy escala de tempo

Po ' escala de densidade

Do escala de pressao

To escala de temperatura
Eq escala de energia

Lo escala de viscosidade

ko escala de condutividade

as varidvels adimensionais ficam:

& = Lo (2.9)
y = Ly
¢ = (L/Uo)ta—> t=(Dla)ts

u = Upu, = u=a0a1u,
v = Uy, =>v=1av;
B = HoHa
P = PoPUa



B 8N >
Il

i~}
I

kok,
ToT,
EoE,

PoUaDa => P = Pya’pe

2.3 Sistema de equagoes adimensionais:

Substituindo os mimeros adimensionais nas equagoes (2.1)

eliminando o indice "a” para facilitar a leitura, obtém-se:

3 3w , d(pn)

-

ot
a (pu)

oz
9 (pu?)

oy
0 (puv)

ot
a(pv) |

oz
9 (puv)

dy
3 (pv?)

ot
9 (pE) &

or
0 (pEu)

oy
4+ BleEy)

ot Oz Ay

ou na forma compacta:

onde:

_Op, 10m, 107,

= e (2.11)

ax
_Op

Re Oz
1 874y

Re 9y
1 Oy,

= b (2.12)

Sy Re 8z ' Re Oy
A(pu) d(pv) 1 O(urs)
8z By +EET+
1 O(utgy) | 1 O(v7ye) 1 9(v7yy)
Re Oy Re Oz Re 0y

L1 801, 1 0T
PrRedz \ Oz PrRedy

o) @13

0A  OF oG
ot

5t =

2 1
put+p— 7:Tas
x
pur — Re To:y

) kc‘)T
PrRe " 8z

_ (PE +P— 5=Taz) U — R¥Tyz —

13

a (24) e

(2.10)

0 (2.14)




pu
1
puv-w—e-7'x
e G = , (2.15)
pv +p_§7_yy
1 kﬂ

(PE+P— 2Tww) v~ RUTey — Frms ay

Vé-se que surgem dois grupos adimensionais:

Re=% e pr= o>

e > (2.16)

Assim, dois escoamentos sao dinamicamente similares se eles tém os mesmos valores
de Re e Pr embora os valores caracteristicos (L ou Uy ou v), etc, sejam diferentes

para os dois fluxos.

2.4 Condigoes iniciais:
Sejam um escoamento de velocidade média longitudinal:

U (y) = (a(y),0) (2.17)

que é solugao de Navier Stokes e uma perturbagao de amplitude infinitesimal super-

posta ao escoamento:

U(z,y) = (@(z.y),7(z,9)) (2.18)

A velocidade do escoamento U (z,y) = (u(z,y) ,v (z,y)) serd decomposta da seguinte

forma:

u(y) +u(z,y) (2.19)

I~
"
A

I

(z,9)

c
—
8
e
S

Il

<)
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O perfil de velocidade médio para a camada de mistura compressivel

serd dado por:

(y) =U tanh (%y) (2.20)

onde §; = 26¢ € a espessura de vorticidade inicial e [J = Mec (1.5) na camada de

mistura temporal (figura 1.3).

A perturbacao acrescida ao escoamento médio seré:

—

U(z,y) =N [U (y)expia (z — ct)] (2.21)

onde R representa a parte real do nimero complexo.

O parametro & é€ o nimero de onda na direcao z e L = % & o seu com-
primento de onda. Se o mimero de onda a é real, pode-se ver que (2.21) se torna uma
funcao de senos e cossenos na diregao z. Assim, é fcil ver que existe peridiocidade
em z € o problema é de desenvolvimento temporal. Porém, se o é complexo, (2.21)
¢ uma fun¢ao exponencial em z, logo o problema seria de desenvolvimento espacial.

No nosso caso, serd usado « real, para que o problema seja temporal.

As fungées U (y) = (u(y),v(y)) sdo as autofuncoes e ¢ = ¢, + ic; os
autovalores da solugao do problema de instabilidade linear de Rayleigh, como serd

Visto a seguir.

Pode-se. entao, reescrever (2.21) como segue:
U(z,y) =R |U (y) exp acitexpia (z — c,t)} (2.22)

onde ¢, é a velocidade de fase e ac; é a taxa de amplificagdo da perturbagao. Dai,

pode-se ver que quando:



ac; >0 solucao instdvel ou amplificada
ac; <0 solugao estdvel ou amortecida

(2.23)

ac; =0 estabilidade marginal ou neutra

Os valores dos nossos pardmetros o, ¢, Re e Mc sao obtidos a partir da
teoria da instabilidade linear hidrodindmica.

2.5 Condicoes de contorno:

A condigao de contorno é periédicaem x, ou seja, f (z,y) = f (z + 27, y),

para toda funcao f. Jd em vy, usam-se condi¢oes de deslizamento livre, quer dizer:

9u _
o (2.24)
v=_0

ou seja, (% = 0 porque u é constante em relacao a y e v = 0 porque néo existe
velocidade vertical. Isso pode ser observado na figura 1.3.
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3 TEORIA LINEAR DE INSTABILIDADE
HIDRODINAMICA:

3.1 Escoamentos incompressiveis:

Para o estudo da transicao a turbuléncia serao vistos alguns conceitos de
instabilidade linear hidrodindmica para escoamentos incompressiveis (Drazin & Reid
(1981), Lesieur (1997), Schlichting (1968)). Depois, estes conceitos serao estendidos

para escoamentos de fluidos compressiveis.

O teorema de Squire (Drazin & Reid, 1981) para fluidos ideais e sua
extensao para fluidos viscosos, nos permitem fazer a andlise de instabilidade con-

siderando unicamente perturbagcoes bidimensionais.

Seja U = (u,v) a velocidade de um escoamento bidimensional. Conside-
re-se um escoamento paralelo U = (#(y), 0), de massa especifica constante
(p = poe) € com u(y) (2.20) solucao da equagao de Navier-Stokes. Seja também

uma perturbacao de amplitude infinitesimal superposta ao escoamento:

u(z,y,t) = u(y)+u(z,yt)
v(z,y,t) = U(z,yt)
plz,y,t) = Plz.y)+P(z.y.t) (3.1)

onde:

iz, y,t) = u (y)expic (x — ct)

fleant) = v (y)expicx (z — ct) (3.2)
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Substituindo (3.1) nas equagbes de Navier-Stokes incompressiveis:

oU 1 5
Bt +({UV)U = - pr +vVU (3.3)

e linearizando-se as equagoes, obtém-se:

%+Eg—+%’% = —%%%+v (%-kvzﬁ) (3.4)
%g +ﬁg§ = ——%g-g + vV (3.5)

Ainda tem-se que: ~ 5
% + % =0 (3.6)

dado que 9u/0x + 9v/0y = 0 € solugao de Navier-Stokes. Assim, (3.4), (3.5) e
(3.6) sdo as equagoes finais para as perturbacdes. Tem-se trés equacoes com trés
incégnitas: u, v e p. As condigdes de contorno exigem que % e U sejam nulas
suficientemente longe da zona rotacional. Para eliminar p, introduz-se a funcao

corrente:

V(z,y,t) = (a(y),0) (3.7)
onde u = 0¥ /0y e v = —3¥ /Iz e a funcgao vorticidade:

_%_BU_F 9
@-_'8_;; ay— Avaal} (3.8)

Assim, substituindo w = W+ na equagao de transporte de vorticidade:

Dw 9
caataal O 3.9
B VAVAS (3.9)

obtém-se a equacao linearizada para a perturbacao de vorticidade w:

il Ll 1—5 = vV (3.10)
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A fungao corrente pode também ser decomposta em:
C=U+7 (3.11)
Introduz-se uma perturbacao do tipo:
U (z,y) = @ (y) expia (z — ct) (3.12)

correspondente ao campo de velocidades % = 8 /8y e T = —OV /dx.
Substituindo (3.12) em (3.10) obtém-se a equacao de Orr-Sommerfield

que, na sua forma adimensional, & dada por:

: [ *
(@—c) (3" — 02) — 7 = ﬁ (-@—2 = a2) : (3.13)

As condigdes de contornosaou =7 =0em y = y4 € y = yp, ou seja:
P=0e®=0 (3.14)

As derivadas da funcao ® aqui sao com respeito a y.

A equagao (3.13) com (3.14) é formar um problema de autovalores e
autovetores. Dado u(y), a equacao (3.13) contém quatro pardmetros: a, Re, ¢, e
¢;. Para o nosso caso, o nimero de Reynolds (Re) e o comprimento de onda da
perturbagdo (A = 27/a), sao dados. Assim, a equagdo (3.13) com condigdes de
contorno (3.14) fornece uma autofungao ®(y) com autovalor complexo ¢ = ¢, + ic;,

para cada par de valores a e Re.

Supondo que os efeitos viscosos sejam despreziveis na evolugao de ¥, a

equacao de Orr-Sommerfield (3.13) se reduz a:

(@—c) (8" — a’®) — TP =0 (3.15)
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que é denominada equagao de Rayleigh, com condicoes de contorno® =0 em v = y4

€Y =1YsB-

Assim, dado u, tem-se que determinar os valores de « (real) e ¢ (com-

plexo), para os quais a equagao de Rayleigh admite autofuncéao complexa ®.

Na equacao de Rayleigh (3.15), se @, € solucao correspondente a dupla
a,c, entao P, .. = @, . também € solucao, onde * denota o conjugado complexo.
Sendo assim, e sem perda de generalidade, pode-se restringir nossa procura aos
valores de a > 0, pois para toda solucao amortecida ac; < 0 pode-se associar uma
solugao amplificada a(—c;) > 0. Quer dizer, a procura por uma solugao instédvel se

reduz & procura por modos nao-neutros (¢; # 0).

Os pontos onde u(y) = ¢, denominada camada critica, s6 existem nos
modos neutros (¢; = 0), visto que %(y) é real. Assim, fun¢es préprias correspon-

dentes aos modos instdveis devem satisfazer (3.15) dividido por (Z(y) — ¢), ou seja:

<If==[ % +a2]¢ (3.16)

u—c

Para analisar as condigoes necesséria e suficiente de instabilidade as-

sume-se que ¢; # 0 e, assim, T — ¢ # 0. Multiplicando (3.16) por ®*:

(@ - a20) 3" = L E= gy (3.17)
[ — cl
e integrando no intervalo entre y4 € yg:
Ve ¥B i (_.. ] e i)
_ f (m? +a? |<1>|2) dy =f Tl il ) S f 1B —=—dy (3.18)
|z — ¢l |z — |
va va va



Uma vez que a parte imagindria da igualdade (3.18) precisa ser nula

para a sua veracidade e sendo ¢; # 0, entao:

Ys
=

U

@~ ¢’

|®)? dy=0 (3.19)

va

Como |®| # 0. tem-se que u” deve trocar de sinal ao menos uma vez no intervalo
[ya,yB]- Isso quer dizer que T(y) tem ao menos um ponto de inflexdo. Este é o
chamado critério de instabilidade nao viscosa do ponto de inflexdao de Rayleigh.
Esta é uma condi¢ao necessiria mas nao suficiente. A condicao suficiente obtém-se

da andlise da parte real de (3.18):

yB vB T (@ )
T (T — e
= / (127 + o |2[*) dy =/ || Wd?; (3.20)
VA
Seja ¢, = %U(ys) onde ys € o ponto de inflexdo, entao:
/ 3k ('”‘ cr)dy <0 (3.21)

para a veracidade da igualdade (3.20). Para que (3.21) seja verdadeira, @’ (7 — ¢,)
deve ser negativa. Assim, para que o escoamento seja instavel deve-se ter @’ (T — ¢;)

negativa em algum lugar, ou seja, . Esta é a

condigao suficiente, chamada critério de Fjortoff (Drazin & Reid, 1981).

Betchov & Szewczyk (1963), apresentam uma solu¢ao numérica para o
problema da camada de mistura temporal viscosa da equagao de Orr-Sommerfield
(3.13). Os resultados calculados para o perfil de velocidade (2.20), com /=L =1

e L correspondendo a &y, podem ser observados através do gréfico da figura 3.1.
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Figura 3.1: Solu¢ao da equacao de Orr-Sommerfield para uma

camada de mistura temporal viscosa incompressivel.

Pode-se observar da figura 3.1 que a curva neutra separa a regiao estével
(cc; < 0) da regiao instével (ac; > 0). Constata-se, ainda que para Re > 30 — 40,
a variacao do nimero de Reynolds nao altera a taxa de amplificacéo (ac;). Entéo,
para valores de Reynolds altos a taxa de amplificagao (a¢;) nao é mais afetada pela

viscosidade e a instabilidade pode ser considerada nao viscosa.

Um outro resultado importante para esse tabalho foi obtido por Michalke
(1964). Ele resolveu o problema nao viscoso de autovalores ¢ = ¢, +ic; e autofungoes
P = @, +i9,, dado pela equacao de Rayleigh (3.15), para o perfil de velocidade
(2.20). A partir de uma tabela para os valores de a e ¢;, Michalke (1964) obteve o
gréfico da figura 3.2.



100

T

o075

v

§ gos0

0025

Figura 3.2: Méaxima taxa de amplificacao para uma camada

de mistura temporal nao viscosa incompressivel.

Assim, constata-se que para o perfil tangente hiperbdlica, a méxima
taxa de amplificacao ocorre para o = 0,4446. Portanto, o nimero de onda de

méxima taxa de amplificacao serd:

amax_éﬂ = 0 5 44

B = 00,4485 (3.22)

e o seu correspondente comprimento de onda:

27 B 2n
Omox 0,446,

= 14,2860 ~ 76; (3.23)

)\max

E interessante observar que, na figura 3.1, para Re altos, a méxima

taxa de amplificacdo ocorre também para oy,, = 0,4446. Sendo assim, para Re
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altos, vé-se da figura 3.1 que o mimero de onda @, que corresponde & maxima

taxa de amplificacao é o mesmo e o seu comprimento de onda é Ap. = 76;.

Para obter, em uma simula¢ao numérica, a méxima taxa de amplifica¢ao
das perturbagoes deve-se dimensionar o dominio de célculo como multiplo de Apax-
Assim, serd falado de cédlculo a ”"n” comprimentos de onda fundamentais quando o

dominio tenha um comprimento L = nApax-

A partir do estudo da Teoria da instabilidade linear hidrodindmica
pode-se garantir, também, que o perfil de velocidade % (y) (2.20) , que esta-se uti-
lizando neste trabalho, satisfaz as condigoes necessédria e suficiente para a ocorréncia

da instabilidade. Analise-se os graficos de @ (y), @ (y) e @ (y).

10

Ty D (W S-S

PSRRI SRR Ty

10
15 -1

Figura 3.3: Perfil de velocidade % (y) e suas derivadas @ (y) e u” (y).

Observa-se que % () tem ponto de inflexao, visto que @’ (y) troca uma
vez de sinal. satisfazendo o critério de Rayleigh. Além disso, u”.7 é sempre negativa,
logo satisfaz o critério de Fjortoff. Portanto, (2.20) é instédvel do ponto de vista nao

V1SCOSO.



3.2 Escoamentos compressiveis:

Agora a teoria da instabilidade linear hidrodin&dmica serd estendida a
escoamentos compressiveis. Sandham e Reynolds (1990), em uma anélise da estabi-
lidade nao viscosa para fluidos compressiveis verificou os efeitos do mimero de Mach
Mec para a taxa de amplificacao méxima (w; = ac;) de ondas bidimensionais. Isso

pode ser mostrado no gréfico da figura 3.4.

04

<
" lad
o D (|

£
c
L]

@

t L T T T T Y .' T
u 0.25 050 075 Loo 125 50 LS
=<

12
2
L4
LB
L

Figura 3.4: Taxa de amplificacao mdxima para

camada de mistura nao viscosa compressivel.

Pode-se observar que o fator de amplificagao destas ondas é rapidamente
reduzido & medida que Mc cresce. Deve-se escolher o nimero de onda ., que tem
méxima taxa de amplificacao, conforme j4 foi visto, para adimensionalizar o dominio
de cdlculo. Assim, para Mc = 0.4, por exemplo, ter-se-4 ma, = 0,756; e

2n 27

R = = 7. 8545; 3.94
A YT (a2




é a dimensao do dominio necessdria para representar graficamente um vértice. Neste
trabalho, serao feitas representacoes graficas de n = 4 vdrtices, logo a dimenséao total

do dominio de célculo para esse valor de Mc seré:

L = nhmax = 4 X 7,8546; 2 325; (3.25)

Encontrou-se em Sandham e Reynolds (1990) outro resultado impor-
tante como pode-se ver na figura 3.5. As escolhas dos nimeros de Re e Mc¢ in-
fluenciam na natureza da instabilidade linear. Para que se tenha maéxima taxa de
amplificacdo, independente da viscosidade, deve-se escolher os mimeros de Reynolds
onde as curvas referentes aos diferentes valores de Mc apresentam-se constantes.
Isto quer dizer que quanto maior o nimero de Mach, maior deve ser o nimero de
Reynolds, para que a taxa de amplificacao seja maxima. Na prdtica, isto nao é sem-
pre possivel devido ao grande nimero de graus de liberdade necessdrios para simular

numericamente escoamentos turbulentos com nimeros de Reynolds elevados.
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Figura 3.5: Curvas da taxa de amplificagao m: xima para

camada de mistura viscosa compressive..



4 RESOLUCAO NUMERICA:

4.1 Esquemas de diferencas finitas compactos:

Muitos fenédmenos fisicos possuem um conjunto de escalas de tempo e
espaco, sendo um exemplo bem comum disso os escoamentos de fluidos turbulentos.
Simula¢oes numéricas diretas destes processos requerem todas as escalas relevantes
para que sejam apropriadamente representados no modelo numérico. Para isso se
torna necessirio o uso de esquemas de alta precisao, o que tem conduzido ao uso de
métodos espectrais (Lele,1991). O uso de métodos espectrais é, entretanto, limitado
a escoamentos com dominios e condicoes de fronteira simples. Estas dificuldades po-
dem ser superadas pelo emprego alternativo de aproximagdes numéricas (Lele,1991),
como por exemplo, esquemas de diferencas finitas implicitos e explicitos. Simulagoes
diretas de escoamentos turbulentos usando estes esquemas alternativos € um assunto

relativamente novo.

Para um esquema de diferencas finitas explicito tradicional de 2°ordem
seriam necessarios 3 pontos, para um de 4%ordem seriam necessdrios de 5 pontos,
para um de 6%ordem seriam necessdrios de 7 pontos, e assim por diante. Serao a-
presentados aqui esquemas de diferengas finitas implicitos. Ver-se-4 que um esquema
implicito de 6%ordem utiliza apenas 5 pontos. Portanto. esquemas de diferencas fini-
tas implicitos comparados aos esquemas de diferencas finitas explicitos tradicionais
apresentam a mesma precisao com menor nimero de pontos. Devido a isso sao
denominados esquemas compactos. Este aspecto leva-os préximos a métodos espec-
trais, enquanto que existe uma liberdade na escolha da geometria da malha e das

condicoes de fronteira.

[ S4]
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4.1.1 Aproxrimacao da 1°derivada:

Dados os valores de uma funcao em um conjunto de nds, a aproximacao
por diferenca finita para a derivada da funcao é expressa como uma combinagao
linear dos valores da fungao dada. Considere-se uma malha uniformemente espacada
onde os nés sao indexados por i. As varidveis independentes nos nés sao
z; =h(i—1) paral < i < N e os valores da func¢do nos nés f; = f (z;) sdo dados.
A aproximacao por diferencas finitas f] para a primeira derivada (df /dz) (z;) no
né i depende dos valores da fungdo em nds préximos a i. Para diferengas centrais
de segunda e quarta ordens a aproximacao f! depende dos conjuntos (fi—1, fit1)
e (fi=2, fi-1, fi11, fiy2), respectivamente. Nos métodos espectrais, entretanto, os
valores de f! dependem de todos os valores nodais. Os esquemas de diferengas finitas

compactos imitam esta dependéncia global como pode-se ver das aproximagoes:

f£+3 T fé——3+bfi+‘2 — Ji-2 +a‘fi+1 Dl fi—-l

Bfio+afi 1+ fitafia+Bfia=c o T o

(4.1)

A equagao (4.1) serd utilizada para pontos no interior do dominio com
i variando de 4 a (N — 3), pois sao dados os valores das fun¢oes conhecidas de z : fi,
fa2, f3,..., fn. Para os demais pontos na fronteira serao usados relagoes apropriadas

que serao vistas mais adiante.

Fazendo 7 variar de 4 até (N — 3) na equacao (4.1) obtém-se, entdo, um

sistema que pode ser representado na forma matricial por:

I

jos

X=Y (4.2)

[N}
o0
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onde X é o vetor de derivadas desconhecidas, Y é o vetor de funcdes de z conhecidas

e A é a matriz pentadiagonal:

/ﬁala[)’ \

B a l a B

g alalp (4.3)
\ ﬁala,ﬁ‘)

Sendo assim, esse sistema linear é denominado sistema pentadiagonal ciclico. Neste
trabalho, serd feito o uso de sistemas tridiagonais, isto é, 3 = 0. Estes sistemas

lineares podem ser resolvidos numericamente utilizando algoritmos para matrizes

tridiagonais (Strikwerda, 1989).

Para determinar as relacoes entre o, 3 e a, b, ¢ igualam-se os coeficientes
das séries de Taylor de vdrias ordens na equacao (4.1), como pode ser visto no anexo

1. Estas relacoes sao:

-

a+b+ec=14+2a+20 2%rdem
a+2% + 3% =23 (a+2%8) 4%rdem
a+2'%+ 3% =23 (a+2'8) 6%rdem
a+ 2% + 3% = 2Z (e + 2%3) 8%rdem
a+2% + 3 =25 (a+2%8) 10%rdem

(4.4)

Se as varidveis dependentes sao periédicas em z, entao as relagoes do
P P ; ¢
sistema (4.4) escritas para cada né podem ser resolvidas junto com um sistema linear

de equacoes para valores de derivadas desconhecidos (4.1).

Para pontos no interior do dominio serao usados esquemas com precisao

de 6%rdem. Deve-se. portanto. resolver um sistema com as trés primeiras equagoes
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de (4.4), de onde obtém-se:

(9+a) e o i~ 0 sea (=% (45

= 15 10

B =

Essa é uma familia de um parametro (@) do esquema de 6°ordem. Fazendo uma

escolha de a = 1, tem-se:

B=0 a=~19£ b——*1 c=0 (4.6)
Assim, a equagao (4.1) fica:
3 2 L. 1 T
§f£—1 + fi T '3’ £+1 = é"g}"l (fi+2 = fi—z) -+ —9—}; (f,'+1 e fi—l) (47)

que é uma aproximagao de 6%rdem para a 1°derivada. FEssa equacdo forma um
sistema de equacbes quando 7 varia de 1 a N. E, como j4 foi dito, serd utilizado o

algoritmo de Gauss para resolver este sistema.

O erro de truncamento é obtido a partir dos primeiros coeficientes das
séries de Taylor de vérias ordens nao igualados na equagao (4.1). Assim, para essa
famflia de um parametro de 6%ordem, o erro de truncamento é dado por = h%f(",

como pode ser visto no anexo 2.

Este esquema apresenta trés incégnitas (f{_,, f/, fi;;) nolado esquerdo

da equacgao (4.1) e cinco fungdes de valores conhecidos ( fi—2, fi-1, fi, fiz1, fit2) no

lado direito desta equagao.
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4.1.2 Aproximacao da 2%derivada:

As aproximacoes para a 2%derivada sao escritas na forma:

Bfly+afi + ' +affiy+Bfle=

cf!.-r—S :}{;‘1'1‘-:—3 + bfw—z 2f:+fz— +af:+] "i££+fi~l

(4.8)

Igualando, na equacao (4.8), os coeficientes das séries de Taylor de

vérias ordens, obtém-se as relacoes entre a, J e a, b, ¢ abaixo:

,

a+b+c=1+20+28 - 2%rdem
a+2%+3% =3 (a+228) 4%rdem
a+2%+3% =% (a+28) 6°%rdem

Também para a 2°derivada serao utilizados esquemas de 6%ordem para
pontos no interior do dominio. Assim, resolvendo um sistema com as trés primeiras

equagoes do sistema (4.9) obtém-se
1 E 1
a=§(2ﬂ—3a) b=—5—(24a—3) c=— (1-l—a) (4.10)

denominada familia de um pardmetro de 6°ordem para a 2%derivada de um sistema

tridiagonal (8 = 0):

Fazendo a = 1—21 tem-se:
a:—{ b=— ¢c=0 (4.11)

e a equagao (4.8) fica:

2 f-' (i " 3 12
11 ekl 1fi+1 = W(fe-rz =2k + fia) ¥z 112 (firr —2fi+ fi-1) (412)
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que é uma aproximacao de 6%ordem para a 2°derivada. Da mesma forma que na
aproximagao para a l°derivada, fazendo i variar de 1 a N obtém-se um sistema de

equagoes que serd resolvido numericamente pelo algoritmo de Gauss.

O erro de truncamento para esta familia de um pardmetro de 6%ordem,
que € obtido a partir dos primeiros coeficientes de Taylor nao igualados na equagao

(4.8), serd — %%h.sf(s).

Este esquema apresenta trés incégnitas ( Feas B I +1) no lado esquerdo
da equagao (4.9) e cinco fungoes de valores conhecidos (fi-a, fi—1, fi, fit1, fi+2) nO

lado direito desta equagao.

4.1.3 Formulagao na fronteira para a 1° derivada:

Uma aproximagao para a 1°derivada na fronteira i = 1 pode ser obtida

de uma relacao da forma:

fi+afs= % (afy + bfs + cfs + dfs) (4.13)

Igualando os coeficientes das séries de Taylor de vérias ordens na equacao

(4.13), obtém-se as relacoes entre a e a,b, ¢, d :

;

a+b+c+d=0

b+2c+3d=14+a 1%rdem

§ b+2%2¢c+3%=2la 2%rdem (4.14)
b+2%c+3%A=32%a 3%rdem

ara a fronteira 7 = 1 serd usado um esquema de 3%or ) 1 -
P fronteira? = 1 d q de 3%ordem. Assim, deve

se resolver o sistema (4.14) com as quatro primeiras equagoes obtendo a familia de
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um pardmetro de 3*ordem:

11 4 2 6 —«a 2a — 3 2—«
S . S = d= —— 4.15
¢ 6 b==3 =g 6 (4:19)
E, fazendo a = 2, tem-se:
a= —5/2 b=2 e=1/2 d=0 (4.16)

Assim, a aproximagao de 3%ordem na fronteira ¢ = 1 fica representada

fi+2fy=3 (~3h+2n+3h) (417)

Procedendo da mesma forma em ¢ = N obtém-se também a = 2,
a=-5/2,b=2,c=1/2ed =0. Jdparai=2ei= N -1, serd utilizado
procedimento andlogo, porém com aproximacao de 4% ordem, obtendo a = 1/4,

a=3/4,b=c=d=0, nos dois casos.

4.1.4 Formulagao na fronteira para a 2* derivada:
A aproximacao para a 2°derivada na fronteira i = 1 pode ser obtida da

relacao:

1 tafy = % (afi +bfz +cfs +dfa+efs) (4.18)
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Igualando os coeficientes das séries de Taylor de vérias ordens na equacao

(4.18) obtém-se as relacdes entre o e a,b,¢.d, e :

s

a+b+c+d+e=0

b+2c+3d+4e=0

b+2%+3%d+ 4% =2 (1+a) 1%rdem

3 (4.19)
b+ 22¢c+ 3%d + £ = 3o 2%ordem

b+ 2%+ 3% + 4le = ;—ia 3%rdem

Também serd utilizado na fronteira 7 = 1 para a 2°derivada. esquemas
de 3%rdem. Assim, tem-se que resolver o sistema (4.19) com as cinco equagoes,

obtendo uma familia de um pardmetro de 3°ordem:

a_11a+35 _ ba+126 c_a+19 d_a-14 e__11—4::r
12 B 3 2 -8 12
(4.20)
E, tomando a = 11, tem-se:
g= 13 b= -27 c=15 d=-1 e=0 (4.21)

Assim, a aproximacao de 3°ordem na fronteira 7 = 1 é dada por:

{11 = o (13- 27 fo + 155 — ) (122)

De forma anéloga, obtém-se os mesmos resultados da fronteira 7 = 1
para a fronteirai = N. Jiemi = 2ei = N — 1, serao utilizados procedimento
analogo. porém com aproximacao de 4° ordem, obtendoa =1/10, a =6/5,b=c =

d = e = 0, para ambos.



As equacoes das aproximagoes de 6%rdem para a 1% 2°derivadas for-
mam, cada uma delas, um sistema de equagoes, como foi visto, quando faz-se i variar
de 1l a N. E, como também j4 foi dito, utiliza-se o algoritmo de Gauss para resolver

este sistema.

4.2 Analise de Fourier dos erros:

A andlise de Fourier do esquema de diferenciacao nos mostrard qual
aproximacao por diferencas apresenta os melhores resultados, ou seja, os resulta-
dos mais préximos da solugao exata (Lele,1991). Seja o dominio periédico [0, L],
isto &, f; = fn41, para toda f e h = L/N. As varidveis dependentes podem ser

decompostas em seus coeficientes de Fourier:

k=N/2

f@=3 fexp (2“;’“"‘) (4.23)

k=-N/2

onde 1 = y/—1.

Introduz-se um numero de onda:

2zkh  2xnk
> = = 4.24
e uma coordenada s = z /h. Assim:
k=N/[2
[(s)="" Jrexpl(iws) (4.25)
k=1

el <w< .
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2.1 Anadalise do erro para a 1°derivada:
4 pa

A primeira derivada exata da expressao (4.25), com respeito a s, gera

a funcao com coeficientes de Fourier:
fl = iwfy (4.26)

O erro de diferenciacao do esquema para a 1*derivada pode ser calculado compara-
ndo os coeficientes Fourier das derivadas obtidas pelo esquema de diferencas fini-
tas (ﬁ) ” com os coeficientes de Fourier exatos ﬁi. Para esquemas de diferencas
centrais (f})eqs = 1w’ fy, onde a cada esquema de (4.1) corresponde uma funcao

particular:
asen(w) + (b/2) sen(2w) + (¢/3) sen(3w)

w(w) = 1+ 2a cos(w) + 23 cos(2w)

(4.27)

A diferenciagao exata corresponde a funcao w(w) = w. Os métodos espectrais

apresentam w(w) = w para w # 7 e w(w) = 0 para w = 7.

O conjunto de nimeros de onda sobre o qual o mimero de onda modi-
ficado w(w) aproxima da diferenciagao exata w(w) = w com um erro de tolerdncia
define um conjunto de ondas bem resolvidas. E razogvel que este erro de tolerancia
seja fixado quando compara-se diferentes esquemas de diferencas finitas. O erro de

tolerancia é definido como:
@/ (w) ~ ul

n

= (4.28)

w

Veja os graficos dos niimeros de onda modificado w'(w) versus mimero

de onda w para aproximagoes da 1°derivada na figura 4.1.
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3

w'(w)
B

A

Numero de onda modificado:

[

0.0

Figura 4.1: Gréfico do nimero de onda (w) versus mimero
de onda modificado (w'(w)) para as aproximacoes da

1*derivada para os diferentes esquemas compactos.

O caso em que se estd trabalhando refere-se a letra "e”, ou seja, um
esquema tridiagonal de sexta ordem com 8 = 0, ¢ = 0, @« = 1/3. Fazendo-se uma
andlise das solucoes de alguns esquemas comparando-os com a solugao exata (item
j), pode-se observar pela figura 4.1 que um esquema central de 2%rdem (item a)
consegue representar menos de 20% das solugdes exatamente, sendo bastante impre-
ciso. Ja o esquema espectral (item i) apresenta os melhores resultados, isto €, 80%
das solugoes sao obtidas exatamente. Porém, este método tem uso mais restrito
podendo ser utilizado para condigoes iniciais e de contorno bem simples. Assim,
escolhe-se trabalhar com o esquema tridiagonal de 6°ordem (item e), que apresenta
mais de 50% das solucoes obtidas com exatidao e com a possibilidade de uso de

condicoes iniciais e de contorno mais amplas.
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4.2.2 Andlise do erro para a 2'derivada:

A anélise do erro de aproximacoes para a 2*derivada procede similar-
mente & andlise para a 1°derivada. A 2%derivada exata de (4.25), com respeito a s,

gera a fungao com coeficientes de Fourier:

fr = —w*fi (4.29)
As aproximagdes numéricas (4.8) correspondem a (f}')eqr = —w" f; onde:

g 2a(1 = cos(w)) 4 (b/2) (1 — cos(2w)) + (2¢/9) (1 — cos(3w))
W)= 1 + 2a cos(w) + 203 cos(2w) (2.:30)

A diferenca entre w” (w) e w?

¢é a medida do erro da aproximacao para a 2*derivada.
O conjunto de mimeros de onda sobre o qual o mimero de onda w” (w) aproxima a
diferenciagao exata w? com um erro de tolerancia especifico:

lw” (w) — w?|

w2

<e (4.31)

define o conjunto de ondas bem resolvidas.

Veja na figura 4.2 os gréficos do nimero de onda modificado w’” (w)

versus nimero de onda w.
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w'(w)
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Numero de onda modificado:

9.8 o5 1.8 1.5 3 s 13
Numero de onda:
W

Figura 4.2: Gréfico do mimero de onda (w) versus mimero
de onda modificado (w”(w)) para as aproximacoes da

2%derivada para os diferentes esquemas compactos.

Para a 2°derivada também utilizou-se um esquema tridiagonal de 6%or-
dem (letra "€”) com § = 0,¢ = 0, a = 2/11. Compare-se as solugoes de alguns
esquemas com a solu¢ao exata (item j). Pode-se observar, pela figura 4.2, que um
esquema central de 2°ordem (itern a) tem apenas aproximadamente 28% das suas
solugoes obtidas exatamente. Jd o esquema espectral (item i) consegue obter mais de
90% das solugoes exatamente. Este método apresenta os melhores resultados, mas,
como ja foi comentando anteriormene, métodos espectrais tem uso mais restrito.
Assim, escolhe-se trabalhar com o esquema tridiagonal de 6%ordem que consegue

apresentar aproximadamente 70% de suas solu¢oes exatamente.
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4.3 Awvanco no tempo:

O desenvolvimento da simulacao no tempo é feito pelo método de
Runge-Kutta de 3%ordem. Um membro de uma familia do esquema de Runge Kutta
de 3%rdem é usado para o avanco no tempo das equagdes (2.10). Estes esquemas

aplicados & equagao modelo:

% = ) (4.3)

sao definidos por:
uH) = oF + At (e f (u®) + dif (u®0)) (4.33)
onde k = 1, K indica o subpasso num passo de tempo At e K é o numero de

subpassos num passo de tempo. O conjunto particular de parametros usados aqui
sao:
K=3

c1=8/15 dy=0

¢y =5/12 dy=—17/60 (4.34)

c3=3/4 dy=—5/12
Este esquema é compacto no sentido de que requer armazenagem e aritmética de
2%rdem , mas com precisao de 3%rdem. Esquemas de Runge-Kutta de 3%ordem

sao estéveis para mimeros de CF L menores que v/3.
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5 RESULTADOS NUMERICOS:

5.1 TESTES PRELIMINARES:

O programa de célculo com o qual realizou-se as simulacgoes foi desen-
volvido por E. Lamballais e J. Silvestrini com o objetivo de ter uma ferramenta
numérica de alta precisao para calcular escoamentos turbulentos ou em transicao
compressiveis bi e tridimensionais em geometrias cartesianas. Para primeira apli-
cagao fol necessdrio realizar uma série de testes de validagao como de otimizacao de

subrotinas.

Comecgou-se a testar o programa para Ma = 0,4 e Re = 500 no que se
refere & condicao inicial, dado que nosso interesse fundamental nesse trabalho é a
camada de mistura temporal. Fez-se, assim, trés testes com a condi¢do inicial for¢ada
para que ocorrecem 2 " pairings ”. Isto implica num célculo a quatro vértices de tal
forma que ocorrecem as passagens de quatro para dois e de dois para um vértices.
Primeiro fez-se uma simulagédo com uma condigao inicial forgada para a velocidade

flutuante longitudinal do tipo:

- 2rx 27x .

u(z,y) = Af(y)sen(T) + Bf(y)se’n,?(—L—) (5.1)
Esta funcao é dada pela soma de duas fungoes seno: uma que provoca a formacao
dos dois vértices (dois comprimentos de onda no dominio) e outra provocando a
formacao de apenas um vértice (um comprimento de onda no dominio). Os gréficos

obtidos realmente apresentaram-se como se esperava. Houve a formagao inicial de

dois vértices, depois um pairing e o vértice final resultante.
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No segundo teste, acrescentou-se na condicao inicial forgada uma funcao

seno de periodo quatro:

i(z,9) = Af@)sen(222) + Bf (n)oen2(25) + O )sent(T5)  (52)

que serd responsavel pela formagao dos quatro vértices iniciais. Porém, os gréficos
nao apresentaram quase nenhuma diferenca para com o primeiro teste. Isso quer
dizer que houve uma tendéncia muito forte para a formagao inicial de somente dois

vértices.

Entao. num terceiro teste, retirou-se da condic¢ao inicial forcada os ter-
mos referentes aos periodos um e dois, deixando sé o termo de periodo quatro, como
segue:

2%z

W(z,9) = Cfw)send(=) (5.3)

Houve, como era esperado, a formacao de quatro vértices em todos tempos. Isso
levou a necessidade de diminuir a energia dos modos referentes aos periodos um e
dois, para amenizar a tendéncia de ocorréncia de um e dois vértices, permitindo
assim a ocorréncia dos quatro vértices. Assim, foram feitas mais uma série de
testes onde dividiu-se os coeficientes A e B pelos respectivos constantes até obter a
formagao de quatro vértices iniciais. Desta forma, foi obtida a condicao inicial que

ficou finalmente na forma:

27T 27z

i(e,y) = 5 1W)sen(222) + 2 f()sen2(F2) + Crw)sens(5D)  (5.4)

onde fol possivel visualizar a melhor formacao dos quatro, dois e um vdrtices e,
conseqiientemente, dos dois " pairings”. Todos os resultados encontrados daqui em

diante foram computados com essas condi¢oes iniciais.



5.2 RESUMO DAS SIMULACOES
REALIZADAS:

Em seguida, comegou-se a calcular os resultados utilizando um dominio
de comprimento L, = L, = 256;, onde L, e L, representam os comprimentos do
dominio nas direcées = e y. respectivamente. Utilizando uma matriz de tamanho
nr = ny = 151, conseguiu-se obter os resultados para Re = 250 e Re = 300.
Porém, para Re = 1000 foi necessdrio aumentar o nimero de pontos da matriz.
Aumentou-se para nz = ny = 201, porém, devido a obtengao de CFL > 1, geraram-

se perturbagoes nos gréficos, pois perdeu-se a estabilidade do esquema numérico.

OCFL &

CFL= ('z,t.:l:c):—i-I—('aric)-::fE (5.5)
Y

e, para menores dz e dy foi necessério reduzir dt (ou aumentar h):

Ly _—
dr = —T;,; (06)

Ly -
dy = ey (5.7)

Primeiro, tentou-se reduzir o dt, o que nos levou a mais uma série de
testes. Porém. em seguida, viu-se que a resposta para o problema era aumentar
o comprimento do dominio L, = L,. Isso foi verificado teoricamente na teoria da

instabilidade lincar. Chegou-se, pela teoria, aos seguintes resultados da tabela:
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Ma 0.2 0.4 0.6 0.8

Omax | 0.875 | 0.75 | 0.625 0.5

Amsx 7.181 | 7.854 | 10.053 | 12.568
L:=L,| 29 32 40 50

Tabela 5.1: Comprimentos do dominio computacional

para os vérios nimeros de Ma.

Como foi visto, @max € 0 nimero de onda para a taxa de amplificacao
méxima obtida para cada mimero de Mach da figura 3.4 e Apax € Ly = L, foram

calculados a partir das férmulas (3.24) e (3.25).

Como foi visto pela teoria, o desenvolvimento é temporal. Assim, a
simulagao evolui ao longo do tempo, de itime = 1 até itime = 7.000. De 500 em 500
itimes foi-se guardando os resultados da vorticidade e da pressao em arquivos de
dados separados. Isso nos dd um total de quinze arquivos de dados para a vorticidade
e quinze para a pressao, referentes aos quinze tempos diferentes: 0, 25, 50. ..., 350.
Assim, para cada simulacao tem-se trinta graficos. Foram feitas doze simulagoes

variando os nimeros de Re e Ma, conforme a tabela:

Re = 250 | Re = 500 | Re = 1.000
Ma = 0.2 X X X
Ma =04 X X X
Ma = 0.6 X X
Ma = 0.8 X

Tabela 5.2: Tabela das simulagoes realizadas.
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Dessas doze conseguiu-se os resultados completos, isto &, para itime
de 1 a 7.000 para os que estdo assinalados com "X”. Assim, tem-se 270 gréficos
plotados. Para os casos nao assinalados nao foi possivel encontrar todos os resultados
porque, segundo a tabela 5.1, para Ma = 0,6 deve-se ter L, = L, = 406; e para
Ma = 0,8 deve-se ter L, = L, = 506;. Porém, utilizou-se em todas as simulacoes

L, = L, = 32,

Sao apresentadas aqui algumas das nove simulacoes, a saber:

e Ma=0,4eRe=500

e Ma=20,4 e Re=1000

o Ma=0,4et=100 (Re = 250, Re = 500 e Re = 1.000)

e Ma=0,4et=350 (Re = 250, Re =500 e Re = 1.000)

e Re=250et="75(Ma=0,2; Ma=0,4; Ma = 0,6 ¢ Ma =0,8)
e Re=250et =125 (Ma= 0,2; Ma=0,4; Ma=0,6e Ma=0,8)

e Re=250et =225 (Ma=0,2; Ma=0,4; Ma=0,6e Ma=0,8)

5.3 RESULTADOS DAS SIMULACOES PARA
Ma=0,4 e Re =500 e 1.000:

Analisando os graficos da pressao e vorticidade para Ma = 0.4 e
Re = 500 (figura 5.1), vé-se o perfeito desenvolvimento ao longo tempo com os
vértices centrados no dominio que corresponde ao desenvolvimento temporal da

camada de mistura. Pode-se enumerar as seguintes etapas:

e 1%tapa: escoamento laminar (t = 0);
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e 2%tapa: inicio da transigdo com o aparecimento dos quatro vértices

(t = 25,50,75);

e 3%etapa: ocorréncia do primeiro "pairing”, ou seja, passagem de quatro

para dois vértices (¢t = 100, 125);

e 4°etapa: primeiro "pairing” concluido, ficando somente dois vdrtices

(t = 150, 17h);

e S%etapa: ocorréncia do segundo ”pairing”, ou seja, passagem de dois

para um vértice (¢ = 200, 225, 250, 275);

e f°etapa: segundo "pairing” concluido, restando apenas um vértice

(t = 300,325,350).

E importante notar que o grifico da pressao também nos retrata o
mimero de vértices do tempo em questéo, correspondendo ao nimero encontrado
no gréfico da vorticidade. Em ¢ = 50, na figura 5.1, pode-se observar que existem
quatro vdrtices no gréfico da vorticidade e oito curvas no gréfico da pressao. Como
era esperado, fisicamente, existem duas curvas fechadas no gréfico da presséo para
cada vértice no grafico da vorticidade. Cada uma dessas curvas representa a pressao
baixa e a pressao alta. As curvas com cores tendendo ao vermelho representam as
altas pressoes e com tendéncia ao azul, as baixas pressoces. Entao, pode-se ver que
a uma perfeita sincronia com o grifico da vorticidade. Observando os graficos da
pressao, neste tempo, vé-se primeiro uma curva amarela que representa a pressao
baixa e depois urna curva rosa que representa a pressao alta, para o primeiro vértice.
Pode-se ver que a curva correspondente a pressao baixa ocorre quando estd-se no
pico do vortice e vice-versa. E, de fato, é fisicamente constatado que no pico do
vértice a pressao € mais baixa do que no seu vale. Pode-se observar também que,
ao longo do tempo, o nimero de curvas no gréfico da pressao acompanha o nimero
de vértices no grafico da vorticidade, para um mesmo tempo. Quer dizer, quando

passa-se dc quatro para dois vértices o mimero de curvas da pressao diminui de oito
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para quatro; assim como quando passa-se de dois para um vdrtice, o nimero de

curvas da pressao diminui de quatro para duas.

Toda a andlise feita para Ma = 0,4 e Re = 500 (figura 5.1) pode ser
constatada para Ma = 0,4 e Re = 1.000 (figura 5.2) e para as demais simulagoes
feitas mas nao apresentadas aqui. O aumento do nimero de Reynolds, como seré
visto a seguir, acelera o desenvolvimento dos vértices, ou seja, acelera a transigao a

turbuléncia.

54 INFLUENCIA DO NUMERO DE
REYNOLDS:

Por uma anédlise em Ma = 0,4 e t = 100 (figura 5.3) eem Ma =0,4 ¢
t = 350 (figura 5.4) dos gréficos da pressao e vorticidade para Re = 250, Re = 500
e Re = 1.000, vé-se que quanto maior o nimero de Reynolds mais rapidamente
se desenvolve o processo, quer dizer, mais cedo ocorrem os ”pairings”. Isso ocorre
porque a viscosidade do fluido é inversamente proporcional ao mimero de Reynolds.
Assim, quanto maior o mimero de Reynolds, menor a viscosidade e, quanto menor a
viscosidade, menor a resisténcia do fluido ao movimento. Portanto, vemos a influén-
cla da viscosidade no desenvolvimento da turbuléncia.. Observou-se que quando o
problema ¢ compressivel, isto é, o nimero de Mach é maior que 0.3, quanto maior
o mimero de Mach, maior deveréd ser o nimero de Reynolds (figura 3.5), para que
a taxa de amplificacao sejJa maxima. No caso de Ma = 0,4, para nao haver a in-
fluéncia da viscosidade, seria necessdrio tomar o valor de Re onde a curva referente

a Ma = 0,4, na figura 3.5. apresenta-se constante (Re > £1.000).



5.5 INFLUENCIA DO NUMERO DE MACH:

Agora, serao comparados os resultados graficos para o mesmo mimero
de Reynolds (Re = 250) e valores de Mach diferentes (Ma = 0,2; Ma = 0.4
Ma = 0,6 e Ma = 0,8). Para isso escolheu-se trés dos quinze tempos para os
quais tem-se os graficos da pressao e vorticidade plotados. Escolheu-se o tempo
t = 75 de ocorréncia dos quatro vértices (figura 5.5), o tempo ¢ = 125 de ocorréncia
do primeiro " pairing” (figura 5.6) e o tempo ¢ = 225 de ocorréncia do segundo
"pairing” (figura 5.7). Pela figura 5.5 (t = 75), vé-se que para este mesmo tempo
tem-se quatro vértices para Ma = 0,2, uma passagem de quatro para dois para
Ma = 0.4, dois vértices para Ma = 0,6 e apenas um vértice para Ma = 0, 8. Isso
pode ser constatado, também, analisando o nimero de curvas nos gréaficos da pressao
(cada duas curvas nos gréficos da pressao representam um vértice no grédfico da
vorticidade). Observou-se que os vértices ficavam mais elipticos (menos circulares)
a medida que aumenta o nimero de Mach e a evolugao do processo se torna mais
rapido. Isso era esperado porque como viu-se o niimero de Mach é diretamente
proporcional & densidade. Assim, quanto maior o nimero de Mach maior a densidade
do fluido, ou seja, maior a variagao da massa especifica por unidade de volume o
que aumenta a compressibilidade do fluido. Para valores de Mach baixos pode-
se observar vértices mais cilindricos (figura 5.1). O aumento do mimero de Mach
(e, conseqiientemente, da compressibilidade), provoca a formacao de vértices menos
cilindricos (quer dizer, os vértices se tornam mais “achatados”). Como conseqiiéncia,

pode-se observar os " pairings” ocorrerem de forma mais rapida.

O mesmo pode ser constatado para t = 125 (figura 5.6) e t = 225
(figura 5.7). Portanto, vemos aqui a forte influéncia da compressibilidade do fluido

no desenvolvimento da turbuléncia.



0,4 ¢ Re =500 (t =0, 25, 50)

Grificos da pressao e da vorticidade, respectivamente,
para Ma

Figura 5.1
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Continuacao (t =75, 100, 125)

Figura 5.1
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Figura 5.1: Continuacdo (t = 150, 175, 200)
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225, 250, 275)

cio (t=

Continua

Figura 5.1
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: Continuacio (t = 300, 325, 350)

Figura 5.1
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0,4 e Re =1000 (t =0, 25, 50)

para Ma

Figura 5.2: Graficos da pressao e da vorticidade, respectivamente,
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: Continuacio (t =75, 100, 125)

Figura 5.2
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Continuacao (t = 225, 250, 275)

Figura 5.2
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Figura 5.2: Continuagio (t = 300, 325, 350)
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Graficos da pressao e da vorticidade, respectivamente,

Figura 5.3

100 para Ma=0,4 e Re =250, 500 e 1000:

no tempo
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Figura 5.4: Graficos da pressio e da vorticidade, respectivamente,
no tempo = 350 para Ma=0,4 e Re = 250, 500 e 1000:
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0.2, 0.4)
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Graficos da pressao e da vorticidade, respectivamente,

para Re

Figura 5.5
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Continuagao (Ma = 0,6; 0,8)

Figura 5.5
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Figura 5.6: Grificos da pressio e da vorticidade, respectivamente,
para Re =250 no t empo = 125 (Ma = (.2, 0.4)
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0,8)
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(Ma=0,6

Continuagao

Figura 5.6
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Figura 5.7: Graficos da pressio e da vorticidade, respectivamente,
para Re =250 no t empo = 225 (Ma = 0.2, 0.4)
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0,6; 0,8)

Continuacdo (Ma

Figura 5.7
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6 CONCLUSOES E SUGESTOES:

Neste capitulo apresentam-se as conclusoes gerais e ainda se indicam
sugestoes para trabalhos futuros como possiveis continuagoes da pesquisa da presente

dissertacao.

O estudo da turbuléncia usando esquemas numeéricos compactos é re-
lativamente novo. A questao da turbuléncia é um assunto muito abordado devido a
maior parte dos escoamentos na natureza serem turbulentos. Além disso, entre as
maiores dificuldades para o desenvolvimento da modelagem matemadtica dos escoa-
mentos encontra-se a problemadtica da turbuléncia. Assim, a presente dissertagao
pretende ser uma contribuicao para futuros usudrios que buscam solugao para os

seus modelos matemadticos de problemas envolvendo escoamentos turbulentos.

Apresentou-se no capitulo 1 (Introdugao) a motivagao para o estudo
de esquemas numéricos para a obtencao de solucoes de problemas envolvendo a
turbuléncia. O tipo de escoamento que foi utilizado aqui foi a camada de mistura
compressivel. Foram abordados também neste capitulo os parametros utilizados
neste tipo de escoamento e algumas definicoes essencials como camada de mistura
e instabilidade de Kelvin-Helmhotz. E importante enfatizar que. nesta dissertaco,

fez-se uma andlise da camada de mistura em desenvolvimento temporal.

No capitulo 2 (Equagdes Governantes), apresentou-se as equagodes que
representam escoamentos viscosos e compressiveis que sao as equacoes de Navier-
Stokes. Para facilitar o trabalho computacional foi feita uma adimensionalizacao
dessas equacoes. A estas equacoes adicionou-se a equacao de gases perfeitos para
que o problema ficasse bem posto. Apresentou-se também as condigoes iniciais e de
contorno para o nosso problema. A velocidade do escoamento que foi utilizada aqui
neste trabalho consta de um perfil médio (perfil tangente hiperbdlica) mais uma

perturbagéo, acrescida ao escoamento para que haja a instabilidade.



O capitulo 3 (Teoria Linear de Instabilidade Hidrodindmica) foi acres-
centado a esta dissertacao devido & necessidade do cuidado na escolha dos pardme-
tros nas simulacoes. Muitos fatores que levaram o programa a nao poder ser e-
xecutado tinham sua explicagao na indevida escolha do comprimento do dominio,
na quantidade de pontos da malha, no passo de tempo dt.etc. E a escolha desses
valores depende de uma andlise da teoria da instabilidade linear hidrodindmica.
Apresentaram-se conceitos sobre a teoria da instabilidade linear hidrodindmica para
escoamentos incompressiveis e estendeu-se para escoamentos compressiveis. Verificou-
se que o perfll tangente hiperbdlica usado nesta dissertacao satisfaz as condigoes

necessdria e suficiente para ser um perfil instdvel.

Foi visto que a taxa de amplificacao nao se altera para valores de
Reynolds suficientemente altos. Isto quer dizer que o nosso problema pode ser con-
siderado nao viscoso quando escolhe-se valores de Reynolds elevados, o que justifica
o estudo de transicao em camadas de mistura a partir da instabilidade nao-viscosa
(3.15). Sendo assim, o comprimento do dominio, o nimero de pontos da matriz,
o passo de tempo, etc. independem do niimero de Reynolds. Isto facilita o nosso
trabalho na escolha das simulagoes. Mas, quando o problema é compressivel (isto é,
varia o numero de Mach) quanto maior o nimero de Mach maior deverd ser o mimero
de Reynolds para que a taxa de amplificagao seja maxima. Assim, o problema passa

a nao ter a influéncia da viscosidade.

Para os diferentes nimeros de Mach, verificou-se qua a taxa de amplifi-
cacao maéxima reduz-se bruscamente 4 medida que Mach cresce. Observou-se, assim,
que o comprimento do dominio computacional deve variar junto com a médxima taxa
de amplificacéo, para cada niimero de Mach. Porém. nesta dissertagao, utilizou-se
o dominio computacional constante e igual a 326; para todos os nmimeros de Mach.
Devido a isso viu-se que, para algumas simulacoes, nao fol possivel encontrar os

resultados completos.
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No capitulo 4 (Resolugdo Numérica) apresentararn-se esquemas de dife-
rengas finitas implicitos compactos, isto €, esquemas com maior ordem de precisao e
menor nimero de pontos. Apresentaram-se aproximacoes para a primeira derivada,
para a segunda derivada e formulacoes para a fronteira da primeira e¢ da segunda
derivadas. Estas aproximac¢oes numéricas apresentam resultados aproximados aos
dos métodos espectrals com a vantagem de poderem ser usadas para dominios e
condicoes de fronteira mais gerais. Em seguida. fol feita uma andlise dos erros
dos esquemas numéricos onde observou-se que o esquema utilizado para a primeira
derivada consegue apresentar exatamente mais de 50% das solucoes e, para a segunda
derivada, mais de 60%. Também foi comentado sobre o Método de Runge-Kutta de

3%ordem, que foi usado para fazer o avanco no tempo.

No capitulo 5 (Resultados Numéricos) verificou-se que o esquemna com-
pacto em questao apresenta uma 6tima performance, visto que nos forneceu resul-
tados esperados fisicamente em todas as nossas simulagoes. Todos os resultados
encontrados tiveram explicagoes respaldadas na teoria da linear e nao linear de

instabildade hidrodindmica e nos conceitos fisicos mais gerais.
Como continua¢ao futura do presente trabalho tem-se a intencao de:
e simular numericamente uma camada de mistura tridimensional para
analisar o efeito da compressibilidade na turbuléncia tridimensional.
o estudar esquemas compactos de 8%ordem que utilizam apenas trés pon-

tos (Mahesh, 1998).

Finalmente, como a maior parte dos escoamentos na natureza sao tur-
bulentos e a turbuléncia é uma das maiores dificuldades no desenvolvimento da
mo-delagem matematica dos escoamentos, o problema aqui estudado tem bastante

aplicagao em diversas atividades da engenharia.
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ANEXO 1

Cédlculo do sistema de relacoes entrece S ea,bec:

Para obter a relacao entre e 3 e a, b e ¢ consideremos a equagao

sz 2+a z—l | f’+af1+1+6 - ft+36hfi fz+24h fz+l2 f: 1 (6 1)

Desenvolvendo cada funcao derivada no lado esquerdo da equacao (6.1)

em série de Taylor obtemos:

(2A3:)2 o (2A$)3 _(4)+ (2A$)4 §5) (QAI) f(B)

fn = BBl + 540 -

J%;ff 0 _ o (Ad)

fia = fi-Az f”+A = 4y ”"sfé‘” f,"") Eféﬁu%ﬁffn—o(m?)

i = f§+A$fi'+%g"fI"+AIa 0+ o fé*’”+£-T—5f§6)+Ag—“ff£”+o(Ax7)
fur = fivonopy+ B0 g CAT) o, CRO) ) QOS] e

m”"") f‘” o (A48)2)

Agora, multiplicando em (6.2) f; , por 3, f{_; por a, fi,; porae fi,,

por 3 e somando:

A=pfi st afi_s +fi+afiy+8fiie

obtemos o lado esquerdo da equagao (6.1):

2 (Ct+ 225) Amszrr+ (a B 24 )A:LAf(s}

E‘S)! (@ +2°8) Az G ¢ 5 (Az®) (6.3)

A= (1+22+28)f+=
+



Da mesma forma com o lado direito da equacao (6.1), desenvolvemos

cada funcao conhecida de 2 em série de Taylor obtendo:

fow = fi-sho s B g B0 GOy BOI o,

(SA:B) 622 @), (aq)
Jice = fi—20zf/+ (f\;) poF (22;")3 e (2‘5“’) 7 _@%ﬁfﬁs) &

+£2%§f 78— o (a77)
Jio1 = fi‘"A:rf;+ém—2£’-—-A3—lff:” A_“"dfz_(‘i) ff"r') &3" ft-(ﬁ)—o(A:I:?)
fon = Jbtafa S 50 f”’+&j 018210 L 2240 4o (ad)
fur = fi+2Aa:f;+(2A2!x) R (2Az) o, (mm) (282)° @)

(2A$) \202) 8 4 o (AsT)
fus = fi+3AzfT +(32:0)2 i (3/_\3:) o (3Az:) [, (3A:r) BA7)° ),

43‘“’) 79+ o0 (a6

Multiplicando em (6.4) fiss € fi-3 por &, fiz2 € fi-a por 3 € fiy1 e
fi-1 por 3; e fazendo:

f1+3 f -3 f‘i+2_ fi—? fi-l—] =T fi—l
LS S T G A

obtemos a parte direita da equacao (6.1):

[f 4 (SA:B) fm (SA'T) f?(5J (3A$) f("') ( ):l i

1 k3

|:f LT (2'/—\‘3‘) fm (2.&.’13) f(5) . (2‘&:8 f(n + 0 (A‘I‘ )

A?

A A 5
= B o, {,—fz@}“ﬁ“—;—ffﬂ"’o(ﬁx‘g)] (6.5)

+a [f—l—



Comparando o lado esquerdo (6.3) com o lado direito (6.5) obtemos

para aproximacoes de:

2%ordem = a+b+c=1+42a+ 20
e 4%ordem =5 a+ 2% + 3% = 2% (o + 2%3)
e 6%rdem = a+ 2% + 3% = 2% (o +2'4)

e 8%rdem = a+ 200+ 3% = 2L (o +2°3)

10%rdem = a+ 28 + 3% = 2% (a+ 283)

o |
o



ANEXO 2

Célculo do erro de truncamento do esquema de sexta ordem:

O erro de truncamento de um esquema é, como vimos, obtido a partir
dos primeiros termos das séries de Taylor nao igualados nos lados esquerdo e direito
da equacao (6.1). Para o caso do esquema de sexta ordem, séo os termos que contém

Az®. Assim, o erro de truncamento deste esquema ser4 dado por:

% (@4 2% + 3°c) Axtf" — % (o + 288) A28 =

= % (a 45804 366) - ; (a + 266) Amﬁf,-m

Sendo, @ =1/3,a=14/9,b=1/9 e ¢ = 0, assim o erro serd:

4 . 6,



[]

(6]

[7]

BIBLIOGRAFIA

BETCHOV, Robert & SZEWCZYK, Albin. Stability of a Shear Layer be-
tween Parallel Strearns. The Physics of Fluids, vol. 6, n°10, pp. 1391-1396,
1963.

BRIEL, Jeffrey C. A Hybrid Numerical Method for Three-Dimensional
Spatially-Developing Free-Shear Flows. Journal of Computational Physics,
vol. 95, pp. 313-338, 1991.

BROWN, Garry L. & ROSHKO, Anatol. On density effects and large struc-
ture in turbulent mizing layers. J. Fluid Mech., vol. 64, part 4, pp. 775-816,
1974.

COMTE, Pierre, LESIEUR, Marcel & LAMBALLAIS, Eric. Large and
small-scale stirring of wvorticity and a passive scalar in a 3-D temporal
mizing layer. Physics Fluids A, vol. 4, n°12, pp. 2761-2778, 1992.

DAUBE, O. Resolution of the 2D Nawvier-Stokes Equations in Velocity-
Vorticity Form by Means of an Influence Matriz Technics, vol. 103, pp.
402-414, 1992.

DRAZIN, P.G. & REID, W.H. Hydrodynamic Stability. Cambridge Uni-

versity Press.

FASEL, H. Investigation of the stability of boundary layers by a finite-
difference model of the Navier-Stokes equations. J. Fluid Mech., vol. 78,
pp. 355-383, 1976.

FASEL, H. & KONZELMANN, U. Non pardllel stability of a flat-plate
boundary layer using the complete Navier-Stokes equations. J. Fluid Mech.,
vol. 221, pp. 311-347, 1990.



[13]

(14]

[15]

FLETCHER, C.A.J. Computational Techniques for Fluid Dynamics II:
Specific Techniques for Different Flow Categories. 2 ed.,(Springer Series
in Computational Physics), 493 p., Berlin, 1991.

FRISCH, Uriel. Turbulence: the legacy of Anatol Kolmogorov. Cambridg
University Press,1998.

GUJ, G. & STELLA, F. A Vorticity-Velocity Method for the Numerical
Solution of 3D Incompressible Flows. Journal of Computational Physics,

vol. 106, pp. 286-298, 1993.

LAMBALLAIS, E., METAIS, O. & LESIEUR, M. Dynamic Model for
Large-Eddy Simulations of Turbulent Rotating Channel Flow. Theoret.
Comput. Fluids Dynamics, vol. 12, pp. 149-177, 1998.

LELE. S. K. Compact Finite Difference Schemes with Spectral-like Reso-
lution.Journal of ComputationalPhysics, vol. 103, pp. 16-42, 1992.

LESIEUR, Marcel. Turbulence in fluids. 3 rd, 515 p., london, 1997.

LESIEUR, Marcel, STAQUET, Chantal, ROY, Pascal Le & COMTE,
Pierre. The mizing layer and its coherence examined from the point of
view of two-dimensional turbulence. J. Fluid Mech., vol. 192, pp. 511-534,
1988.

MAHESH, Krishnan. A Family or High Order Finite Difference Schemes
with Good Spectral Resolution. Journal of Computation Physics, vol. 145,
pp- 332-358, 1998.

MICHALKE, A. On the inviscid instability of the hyperbolic-tangent velo-
city profile. J.JE M., pp. 543-556, 1964.

PAPAMOSCHOU, D. & ROSHKO, A. The compressible turbulent shear
layer: an experiment study. J. Fluid Mech., vol.197, pp. 453-477, 1988.



[19]

120]

23]

[24]

[25]

[26]

27]

RAGAB, Saad A. & SHEEN, S. Large-Eddy Simulation of a Mizing Layer.
ATAA J. n°91-0233, pp. 1-16, 1991.

SANDHAM, N.D. & REYNOLDS, W.C. Three-dimenstonal simulations of
large edies in the compressible mizing layer. J. Fluid Mech., vol. 224, pp.
133-158, 1990.

SCHLICHTING, H. Boundary-Layer Theory. McGraw-Hill, Inc, 1968.

SILVESTRINI, J.H., LAMBALLAIS, E. & LESIEUR, M. Spectral-dynamic
model for LES of free and wall shear flows, International Journal of Heat
and Fluid Flow, vol. 19, pp. 492-504, 1998.

SILVESTRINI, J.H. Dynamics of coherent vortices in mizing layers using
direct numerical and large-eddy simulations, em: 1 Escola de Primavera,

Rio de Janeiro.

SILVEIRA NETO, A. da. Simulagio das grandes escalas de escoamentos

turbulentos, em: I Escola de Transi¢ao a Turbuléncia, Rio de Janeiro.

SILVEIRA NETO, A. da. Fundamentos da turbuléncia nos fluidos, em: 1

Escola de Transicao & Turbuléncia, Rio de Janeiro.

STRIKWERDA, John C. Finite Difference Schemes and Partial Differen-
cial Equations. I'TP-International Thomson Publishing, 382p.. New York,
1989.

VREMAN, Bert, GEURTS, Bernard & KUERTEN, Hans. Large-eddy si-
mulation of the turbulent mizing layer. J. Fluid Mech., vol. 339, pp. 357-
390, 1997.

WINANT, C.D. & BROWAND, F.K. Vortez pairing: the mechanism of
turbulent mizing-layer growth at moderate Reynolds number. J.F.M., vol.

63, pp. 237-255, 1973.

76



