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RESUMO

Este trabalho é o resultado do nosso interesse em estudar os principios
fundamentais que envolvem a questdo do desenvolvimento sustentdvel, mais es-
pecificamente a questao do gerenciamento econdmico 6timo de recursos biolégicas
renovaveis. Modificamos modelos populacionais extremamente simples incluimos
retirada continua. Em relacdo a pesca, examinamos com maior detalhe o modelo de

producao geral de Schaefer.

Calculamos e analisamos a estabilidade linear em cada ponto de equi-
librio dos sistemas com os quais trabalhamos. O comportamento dinamico global é
obtido pela integragdo numérica. A partir da modelagem de exploragao de recur-
sos bioldgicos, introduzimos o conceito de produgdo méxima sustentdvel (MSY),
que é o objetivo de muitas agéncias de gerenciamento de recursos renovaveis. Apés
observarmos a ineficiéncia da M SY por ndo incorporar os custos de exploragao de
recursos, estudamos o modelo bioecondémico de Gordon, e a definicio de producio
méxima econdmica (MFEY'). Aprendemos da teoria econémica padrao o conceito
de “desconto”, que reflete o valor do tempo, e entdao o problema dindmico é for-
mulado para determinar a fun¢do que maximize o valor presente descontado. Apéds
uma breve discussao sobre o problema variacional linear e a teoria de controle, con-
cluimos que, ao considerar os custos de exploragao e o valor do tempo, a politica de
retirada 6tima consiste na politica de aproximagdo mais rapida (M RAP) ao nivel
do estoque de equilibrio 6timo, ao qual corresponde a producgao econémica 6tima
(OEY). Como casos especiais, observamos que se ambos os custos de exploracao e a
taxa de desconto forem nulos, entdo a M SY é 6tima; e se a taxa de desconto for zero
mas o custo de exploragao for maior que zero, entao a M EY é 6tima. Finalmente,
incluimos também um exemplo baseado no modelo de Schaefer, no qual podemos
observar que o nivel do estoque de equilibrio 6timo pode ser muito sensivel a taxa

do desconto.
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ABSTRACT

We are interested in studying the fundamental principles underlying
the problem of sustainable development, more specifically the economics of optimal
management of biological renewable resources harvesting. We modify extremely
simple population models to allow for continuous harvesting. Concerning fisheries,

we examine in greater detail the Schaefer’s general production model.

We calculate and develop the linear stability analysis for each equili-
brium state of the systems we are concerned with. The global dynamic behavior
is obtained by numerical integration. From the modeling of biological resource
exploitation, we introduce the Maximum Sustainable Yield (MSY) concept, which
is the objective of many resource management agencies. After realizing the failure
of MSY to incorporate costs of resource exploitation, we study the bioeconomic
Gordon’s model and the definition of Maximum Economic Yield (MEY). We learn
from standard economic theory the “discounting” concept, for reflecting the “value of
time”, and so the dynamic problem is formulated as to determine the function effort
that maximizes the discounted present value. After a brief discussion about linear
variational problem and control theory, we conclude that, when both exploitation
costs and value of time are considered, the optimal harvest policy consists of the most
rapid approach policy (MRAP) to the optimal equilibrium stock level, corresponding
to the Optimal Economic Yield (OEY). As special cases, we observe that if both
exploitation costs and the discount rate are zero, then MSY is optimal; and if the
discount rate is zero but the costs are greater than zero, then MEY is optimal.
Finally, we also include examples based on the Schaefer model, from which we can
observe that the optimal equilibrium stock level can be quite sensitive to the rate

of discount.



1 INTRODUCAO

Quantas toneladas de peixes podem ser pescadas neste ano, de um
estoque particular, de modo que no ano seguinte exista uma quantidade de peixes
suficiente que permita a pesca nas mesmas quantidades? A idéia central para a

solucdo deste problema é a capacidade de se ter uma produgdo sustentdvel.

No caso da industria pesqueira, a informagao desejada é saber qual a
quantidade méxima que pode ser pescada sem prejudicar a produgdo dos préximos
anos. Pesquisadores da University of Bath (HAYWARD 1992) usaram um modelo
nao realistico com o qual auxiliam o entendimento de como um estoque pode crescer
e decrescer em tamanho e como pode ser pescado sem danificar futuras produgées. O
estudo mostra também a relagdo entre tamanho de estoque, quantidade de esfor¢o
despendido para a pesca e producao sustentdvel. A figura 1.1 ilustra o modelo
citado, mostrando de forma esquemadtica, o crescimento do estoque de uma espécie
de peixe que vive durante 3 anos. O primeiro ano inicia com 2 peixes, um macho
e uma fémea, cada um com uma unidade de biomassa. No segundo ano, ambos
crescem uma unidade de biomassa e produzem ovos fertilizados, o suficiente para
recrutar (adicionar) 2 novos peixes a populagdo, com uma unidade de biomassa
cada um. O estoque tem agora 6 unidades de biomassa. Repetindo o processo, no
terceiro ano, o estoque é de 14 unidades de biomassa. No quarto ano, os 2 peixes
originais morrem apés a terceira desova. Os peixes presentes no estoque crescem
uma unidade de biomassa cada um e 8 novos recrutas sao agregados a populagdo. O
total de biomassa agora ¢ de 22 unidades. Foi observado que o tamanho do estoque
em quatro anos depende:

1- do tamanho do estoque inicial (S);
2- do acréscimo de biomassa por crescimento dos peixes existentes (G);
3- do acréscimo de biomassa por recrutamento (R);

4- perda de biomassa por mortalidade (M).
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Figura 1.1: Um modelo simples de crescimento de biomassa de um estoque. (a) 1
ano; (b) 2 ano; (c) 3 ano; (d) 4 ano.

Ao combinar estes termos, é obtida uma importante equagao:
S, =8-1+G+R- M,

onde S, é o tamanho do estoque atual e S,,_; é o tamanho do estoque no ano
anterior. Por exemplo, a situacdo de 22 unidades de biomassa em (d) pode ser
obtida a partir das 14 unidades em (c), como segue: 14+ 6+8—6. Como o estoque
de biomassa nao pode crescer indefinidamente, existem fatores naturais que fazem
a taxa de crescimento diminuir, atingindo um certo tamanho de equilibrio (K) no
qual a quantidade permanece a mesma por anos (S, = S,—;). Esta é uma situacao
de equilibrio entre a morte natural e o crescimento e recrutamento de biomassas,

isto 6, G+ R— M =0.

A estimativa de parametros pode se dar pela obtencdo de informacdes
junto aos pescadores sobre quais 0s mecanismos- usados para a pesca e quais o0s
tamanhos das malhas das redes utilizadas para cada classe de peixes. Estes dados
sdo, entdo, complementados por exames em embarcagOes pesqueiras onde pode-se,
por amostragem, classificar os peixes por tamanho e idade. Tais amostras habilitam
os bidlogos a calcular a taxa de crescimento (G) através da identificacdo da idade

do peixe e a estimar a média de biomassa em cada grupo etario.



A mortalidade total pode ser estimada anotando o niimero de peixes em
cada classe etdria e sua variagao ao longo dos anos. Assim, subtraindo a mortalidade
por pesca da mortalidade total pode ser calculada a mortalidade natural (M). O
recrutamento (R) pode ser estimado calculando o nimero de ovos que cada fémea
pode produzir, levando em consideracao que a sobrevivéncia da larva depende de
fatores ambientais tais como temperatura da agua, disponibilidade de alimento e
acao de predadores. As informacdes sobre a sobrevivéncia das larvas (ARINO,
O., HBID, M.L. & LAPARRA 1998) fornecem dados inestimaveis aos biélogos no
sentido de poder predizer quando serda boa ou nao a pesca de determinada espécie,
permitindo o gerenciamento e, principalmente, a alteracao das estratégias de pesca
para que os estoques sejam conservados em anos pobres e mais explorados em anos

bons.

A diferenca entre crescimento (nascimento e recrutamento) e morte
natural representam a producdo (Y) excedente, que é a quantidade de peixes que
se pode pescar sem danificar o estoque. Analisando este excedente, verifica-se que o
mesmo cresce com o crescimento do tamanho do estoque. Entretanto, os estoques
nao mantém a mesma taxa de crescimento sempre. Esta taxa pode decrescer em
funcgao de alteragoes no meio ambiente e o estoque passa a ter uma nova quantidade
de equilibrio. Para qualquer tamanho de estoque, onde a producdo excedente é

madxima, temos a maxima producao sustentdvel M SY (maximum sustainable yield).

O gerenciamento de recursos renovaveis, onde tem sido aplicado, é
baseado na M SY. Para a maioria das populagdes, o nivel de MSY é encontrado

entre 40% e 60% (CLARK 1990) da capacidade de suporte do meio ambiente.

O conceito de M SY tem beneficiado a exploragao de recursos ignorando
o lado dos custos. Qualquer indistria comercial pesa os beneficios juntamente com
os custos de exploraciao. Existem fatos que nos mostram resultados que hoje sao
considerados 6timos do ponto de vista dos exploradores de recursos, mas podem
estar longe do 6timo considerando o ponto de vista social. Com a intencdo de cor-

rigir esta falha, surgiu a tendéncia de trocar o conceito de MSY pelo conceito de



producao 6tima sustentavel OSY (optimum sustainable yield). A idéia fundamental
do gerenciamento 6timo de recursos é baseada no critério de custo-beneficio padrao
de maximizacao do valor presente dos rendimentos econémicos liquidos (SILBER-
BERG 1990). Este critério é relevante para tomada de decisdes tanto no ambito

publico quanto no privado.

A crescente preocupagao com a preservacao dos recursos naturais tem
levado pesquisadores ao estudo de “quanto” e “como” estes recursos podem ser
explorados. Mais especificamente, na area da peéca, estudos sobre a coexisténcia
das espécies nas cadeias alimentares ((KOOI, B.W., BOES, M.P. & KOOIJMAN
1999), (WANIEWSKI & JEDRUCH 1999), (DAI & TANG 1998)) que podem en-
volver variacdes do meio ambiente (BRAUMANN 1999), faixas etdrias ((ZHANG,
X., CHEM, L. & NEUMANN 2000), (SONG & CHEN 2001)), retardo no tempo,
efeitos sazonais entre outros fatores que afetam o sistema, fazem parte da politica de
ceifa 6tima, que estabelece quanto e de que modo pode-se pescar sem comprometer
a existéncia da espécie retirada bem como de outras espécies que fazem parte da

mesma. cadeia alimentar.

O aspecto econdmico é outro alvo de interesse entre os pesquisadores.
As pesquisas na drea de controle dtimo de produgdo ((ALVAREZ 1999), (WILLIAMS
1996), (BUSONI & MATUCCI 1997)) envolvem a dinamica custo-preco (HANSON
& RYAN 1998) na busca do equilibrio bioeconémico (BHATTACHARYA & BEGUM
1996).

Nosso objetivo no presente trabalho é investigar os efeitos causados
por diferentes tipos de pesca nas populagoes envolvidas, determinando os pontos
de equilibrio, a estabilidade ou instabilidade de cada ponto, o limite maximo de
retirada que o sistema suporta sem que haja extincdo da espécie pescada bem como
o tempo de recuperagdao que a populagao necessita para atingir um novo estado de

equilibrio.



No capitulo 2, que inicia com uma revisdao de modelos continuos unidi-
mensionais sem termos de pesca enfatizando os modelos de Malthus e de Verhulst,
acrescentaremos a equacao logistica de Verhulst os termos de retirada: EX (esforco

constante), Uy (cota constante) e Tv“gf_;(z (retirada com um limite dado por B).

No capitulo 3, ap6s revisar o modelo de Lotka-Volterra, estudaremos um
modelo presa-predador com resposta funcional tipo Holling II, primeiramente sem
pesca e depois com a inclusdo, na equagao que representa o predador, dos mesmos
termos acrescentados no capitulo 2. A cada termo incluido, encontraremos os pontos
de equilibrio, a producao sustentdvel, analisaremos a estabilidade e o tempo de
recuperacao da populacao retirada ¥ nos pontos de equilibrios assintoticamente

estaveis.

No capitulo 4, apresentaremos alguns conceitos econémicos, a fungao
produgdo e a politica de ceifa étima, onde abordaremos trés técnicas diferentes
para solucdo de problemas de maximizagao do valor presente, que sao: método da
aproximacao formal, método do controle linear e teoria do controle 6timo. Faremos
um breve estudo do aspecto econémico referente ao tipo de pesca que envolve esforgo
constante FX, quando acrescentado a equacao logistica de Verhulst. Utilizando a
teoria do controle 6timo, deduziremos, para este modelo, uma expressiao para a taxa

de desconto continua anual, através da maximizagdo do valor presente.



2 MODELOS POPULACIONAIS
CONTINUOS PARA UMA UNICA
ESPECIE

Como na natureza as espécies interagem fisica e biologicamente, ecolo-
gistas tém composto ecossistemas em laboratdrios, para organismos reais, tais como
Paramecium, Drosophila e outros, com o objetivo de observar o comportamento
individual de cada espécie (SMITH 1974). Tais modelos bioldgicos tém sido uma
ponte entre modelos matemdticos e ecossistemas reais, fornecendo uma boa idéia
dos efeitos que influenciam a dindmica de tais populacoes. Sendo X (¢) a populagdo
de uma espécie no tempo t, entao a equacao de conservacao para a populacao tem
a forma:

dX
dt

= (taxa de nascimentos)-(taxa de mortes)+(taxa de migracdes). (2.1)

Genericamente, a dindmica de uma populagdo é dada por:

dX
— =P(X.t 2.2
= = F(X.9) (22)
onde F(X,t) é uma fungdo de X e de t. Se F(X,t) nao depender de ¢, entdo
dX .
T f(X), (2.3)

e, nesse caso, diz-se que se trata de um modelo auténomo.

Define-se estado estaciondrio ou ponto de equilibrio, como a solugao X*,

tal que %'x:x- = 0, isto é,
f(X*)=0. (2.4)

Isto significa que, em X = X*, a taxa de variacao da populag@o em relagao ao tempo

é nula.

Para determinar se um ponto de equilibrio € estdvel ou instavel, tomare-
mos valores de X (¢) préximos a X* e consideraremos um pequeno afastamento (),

negativo ou positivo, tal que



X(t) = X* + o(2). (2.5)

Efetuando a expansao em série de Taylor de f(X*+¢(¢)) em torno de X*, a equacio

(2.3) torna-se:

d(X‘a_;SQ(t)) - f(X‘ L (P) ~ f(X*) + i,Df'(X‘) 4 0(902). (2.6)

Lembrando que f(X*) = 0 e considerando pequenos deslocamentos em
torno de X*, desprezamos os termos de ordem maior ou igual a dois em ¢, donde

obtemos genericamente, em torno de qualquer ponto de equilibrio X*,

d ' *
=~ pf (X), (2.7)
que tem como solucdo:
lo()] = ce” ¥ = | X (t) = X*| = cel KN, (2.8)

onde ¢ é uma constante arbitraria. Com a condigdo inicial, X (0) = X, temos

¢ = | Xo — X*| e portanto,

IX(t) — X*| = | Xo — X*|ef' X, (2.9)

Da solucéo (2.9), podemos observar que se Xy # X*, o sinal de f'(X*)
determina se a distancia |X(¢) — X*| cresce ou decresce com o passar do tempo t.
Se f'(X*) > 0, entdo |X(t) — X*| — oo, significando que qualquer perturbagdo,
afastando o sistema do equilibrio, cresce em mddulo quando ¢ — oo e identificando,
desta forma, X* como um ponto de equilibrio instdvel. Por outro lado, se f'(X*) <0
entdo a distancia |X(¢) — X*| = 0, quando ¢t — oo, isto é, qualquer perturbagao
imposta ao sistema, a partir do ponto de equilibrio, nos leva de volta a ele e, as-
sim, X* é um ponto de equilibrio linearmente assintoticamente estdvel (BOYCE &
DIPRIMA 1999). Se X, = X*, entdo |X(¢) — X*| = 0 indicando que nao existe

varia¢ao da populagdo em relacao ao tempo.



Na solug¢do (2.9), observamos que caso f'(X*), que tem dimensio de
inverso de tempo, seja negativo, a escala de tempo da resposta da populagdo a
uma pequena perturbacao, a partir de um valor de equilibrio X*, é da ordem de
|f/(X*)|7}, por este motivo, para um problema descrito por (2.3), |f/(X*)|™* é de-
nominado tempo de recupera¢do para o estado de equilibrio X*. O célculo do tempo

de recuperagao so6 faz sentido quando o equilibrio for estavel.

2.1 Dois modelos continuos para uma espécie, sem ceifa

2.1.1 Modelo de Malthus: Pontos de equilibrio e andlise de
estabilidade

Nos modelos mais simples, desconsiderando a taxa de migracdo e sendo
as taxas de nascimento bX (¢) e mortalidade dX (t) proporcionais a X (¢), com b > 0

e d > 0, temos de (2.1):

%‘? =bX — dX, (2.10)
que tem por solugao:
X(t) = Xoel®—9, - (2.11)

onde X(0) = X, é a populacdo inicial (¢ = 0). Para b > d e Xy # 0, visuali-
zamos o modelo e sua solugdo nas figuras 2.1 e 2.2, respectivamente. Represen-
tando por colchetes as dimensdes das varidveis e parametros temos: [b]=[d]= [t]™ e

[X]=[populagao).

A taxa de crescimento per capita, neste caso, é uma constante, pois de

(2.10) temos:
ke QN . (2.12)
O modelo da equagac (2.10) proposto por Malthus (1798), citado em

(MURRAY 1993) nao representa um modelo realistico, pois pela solugdo (2.11),

considerando Xy # 0 e b > d, a populagdo cresce exponencialmente.



dxsdt

Figura 2.1: Grdfico de % x X (equagdo(2.10)), para o modelo proposto por Malthus

(1798), com b > d > 0.

X ol

Y

Figura 2.2: Grdfico da solugdo (2.11), com b > d > 0 mostrando um crescimento
ezponencial da populagdo a partir de um valor X, > 0.

A partir da condigao %]x:x- = 0, obtemos da equacdo (2.10) um
tinico ponto de equilibrio que ¢ X* = 0. Usando (2.9) com f(X) = (b — d)X, de

onde decorre que f'(X*) =b—d > 0, observa-se que este ponto sera instavel.

2.1.2 Modelo de Verhulst: Pontos de equilibrio e andlise de
estabilidade

Visto que o modelo de Malthus nao correspondia a realidade, quanto

ao crescimento populacional, Verhulst sugeriu, em 1836, incluir um processo autoli-
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mitante que deveria entrar em operagao sempre que a populacao se tornasse muito
grande. Ele propos o seguinte modelo:

dx X
= =X (1 = E) : (2.13)

onde K > 0, denominada capacidade de suporte do ambiente determinada pelos
recursos disponiveis (comida, espago, predadores e outros), tem a mesma dimensio
de X er > 0 é a taza de crescimento intrinseco per capita da populagdo, que tem

por unidade [t]~!. Esta equagdo é denominada equacdo logistica e observamos que

X

2), € uma fungao de X.

a taza de crescimento per capita 7(1 —

Figura 2.3: Grdfico de %X x X, para o modelo logistico (Verhulst (1836)).

Do grafico de ‘%_—— em funcdo X (figura 2.3), vemos que % cresce quando

X cresce de 0 até % e decresce quando X cresce de % até K. O valor maximo de

dx =
= ocorre quando X =

K
B

Igualando a zero o lado direito da equacdo (2.13), encontra-se os pontos
de equilibrio que sdo, neste caso, X* =0 e X* = K que podem ser visualizados na

figura 2.3. Tem-se da equagdo (2.13):

& X
FX)=rX (1 = E) :



11

donde

2X*
X*) = 1= . 21
e =r(1-22) (2.14)
Visto que f'(0) = r > 0, concluimos que X* = 0 é um ponto de equilibrio instdvel.
Por outro lado, visto que f'(K) = —r < 0 tem-se que X* = K é um ponto de

equilibrio linearmente assintoticamente estédvel, e a ele corresponde um tempo de

recuperacao
1 1
N = == 2.15
&N = e = 7 (215)
Fazendo X (0) = Xj, a solugdo da equagdo (2.13) é
_ KX 51
X(t) = i (2.16)

K+ Xg(eﬂ - 1),
de onde observa-se que quando ¢ tende a infinito, para Xj # 0, a populagao tende &

capacidade de suporte, ou seja

lim X(t) = K. (2.17)

t—o0
Conclui-se, portanto, que a capacidade de suporte K determina o tamanho da popu-
lacao no estado de equilibrio estdvel, enquanto que a taxa de crescimento intrinseco
r dd4 uma medida da taxa com a qual este equilibrio é alcangado, isto é, é uma

medida da dinamica populacional.

O gréfico da solugdo (2.16) é apresentado na figura 2.4, para um de-
terminado K e trés valores diferentes de Xy # 0. Vemos que, se Xy > K, a curva
que representa X (t), decresce (£ < 0) monotonicamente aproximando-se de K se
Xy < K, X(t) cresce (% > 0) monotonicamente aproximando-se de K, existindo

neste caso trés situacgoes a serem analisadas;

(a) se 0 < Xo < ¥, X(t) tem forma sigmoidal, isto ¢, a curva tem um ponto de

inflexdo em t = t,, = %En (—K—;{O‘&ﬂ) > 0, que corresponde a X (¢,,) =

Fig
272

(b) se £ < X, < K ndo se verifica ponto de inflexao para valores positivos de t,
(c) se Xo = & o ponto de inflexdo situa-se sobre o eixo X.

Este modelo de crescimento proposto por Verhulst, é o modelo nao

linear mais simples, mais usado e que mais variages recebe (LEVIN 1989).
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Figura 2.4: Grdfico da solugdo (2.16) com diferentes valores de Xo: (a) 0 < X < &,
()5 < Xo< K, (¢c) Xo=K e (d) X, > K.

2.2 'Trés modelos continuos, para espécie unica, com termo

de ceifa (harvesting)

A partir desta se¢do, trataremos especificamente de populagoes de peixes.
Portanto, o termo cezfa (harvesting) serd, de agora em diante, usado como sinénimo

de pesca ou retirada.

Representando por F(X) a funcdo que fornece a taxa de crescimento
natural da populacéo, e u(X), a taxa de remogdo ou de pesca, que iremos supor
ser funcao apenas da populacdo existente, o modelo para exploracido de recursos
biolégicos que usaremos tem a forma:

o = F(X) ~ u(X). (2.18)

Neste modelo nao estao sendo considerados efeitos sazonais, retardos
no tempo, nem faixas etdrias, e supoe uma distribui¢gdo espacialmente homogénea
da populacdo. De (2.18), observamos que se u(X) = F(X), temos % = 0; por isso,
diz-se que F(X) é a producdo sustentdvel, que pode ser pescada enquanto o nivel da

populac¢ao é mantido constante.
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O gerenciamento de recursos renovaveis geralmente tem se baseado no
conceito de producdo mdzima sustentdvel, abreviado por MSY (maximum sustai-
nable yield) que considera o fato de que um estoque de recursos nio pode ser ex-
cessivamente explorado, sem que haja uma perda de produtividade. A MSY, por
sua vez, é baseada em um modelo de crescimento biolégico que supde que em uma
populagdo com o numero de individuos abaixo da capacidade de suporte do meio
ambiente (K') exista uma producao excedente que pode ser eternamente retirada sem
alterar o nivel do estoque. Por outro lado, se o excedente nao for retirado, ocorrera
um crescimento no nivel de estoque, que acabard se aproximando da capacidade de
suporte K, o que corresponde a uma produgao excedente nula. Visto que a popula-
cao excedente é igual a produgdo sustentdvel, em cada nivel populacional, segue que
a MSY é alcancada no nivel populacional onde o excedente é maximo, isto é, onde
a taxa de crescimento da populagdo é maximizada. Para F'(X) do tipo logistico, a
produc¢ao méaxima é dada por 3%"— Quando a producao excede a MSY ocorre uma

super exploracao.

E necessério desenvolver uma estratégia que seja ecologicamente aceitével
para explorar recursos renovaveis como plantas, peixes ou animais, e é importante
também conhecer qual a produ¢do maxima sustentdvel que podemos ter com um
minimo de esfor¢o despendido. As espécies em geral tém uma taxa de crescimento
que depende do tamanho de sua populagdo, que a mantém aproximadamente cons-
tante e igual & capacidade de suporte (K). Em outras palavras, as taxas de cresci-
mento e de mortalidade sao quase iguais. A ceifa altera a taxa de mortalidade, e
mostraremos que se ela nao for excessiva, a populagao se adapta e tende a um novo
ponto de equilibrio X* < K. O problema é como maximizar a produ¢ao sustentavel
ao determinar, em um modelo populacional, uma taxa de ceifa, que mantenha a

populagdo numa taxa de crescimento maximo.

Nas secOes seguintes, analisaremos o efeito de trés tipos distintos de
retirada, para uma populagdo cujo crescimento natural é do tipo logistico, isto €,

em (2.18) substituiremos F(X) por rX (1 — %). Nesta equagdo, 7 e K sio cons-

73
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tantes positivas sendo K a capacidade de suporte do meio ambiente e 7 a taxa de
crescimento intrinseca per capita da populagao, com unidades [¢]~! e [populacio],

respectivamente.

2.2.1 Retirada com esforgo constante - EX

Comecaremos por incluir, na taxa de variacao %, o termo de taxa de
retirada u = EX, que é proporcional a prépria populagao, e representa a quantidade
pescada por unidade de tempo. E tem a mesma unidade que a taxa de crescimento
intrinseco 1, isto é, [E] = [t]~!, donde poderiamos denominar E' como uma taxa de
mortalidade per capita devido & pesca. Nesta expressdo, tem-se £ = ge sendo e
a quantidade de esfor¢o cuja unidade é, por exemplo, [barcos] e ¢ uma constante
chamada coeficiente de captura com unidade [barco|™![t]"!. A equacdo diferencial

resultante é conhecida como modelo de Schaefer (MURRAY 1993), e possui a forma:

dX X .
E =5X (1 — E) = EA, (219)
obtida a partir de (2.18), com
F(X)=rX (lﬁ—g—) e u(X)=EX. (2.20)

De u = geX, temos que para um esfor¢o e fixo, a taxa de captura é
proporcional a abundancia do estoque. Também podemos escrever ¥ = ¢X, donde

vemos que a captura por unidade de esforgo é proporcional a abundancia de estoque.

Pontos de equilibrio, andlise de estabilidade e aspecto dinamico

X

- 0, obtém-

Impondo na equagéo diferencial (2.19), a condi¢ao

se como ponto de equilibrio, além de X* = 0, um novo ponto

Xg:K(1&§),

r
desde que E seja menor que r (caso contrario, terfamos X}, < 0). Se o esfor¢o para a

pesca E for maior que a taxa de crescimento linear r, quando a populacao for baixa,
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a espécie se extinguird. Ou seja, se E > r, o tinico estado de equilibrio realistico é

X* =0. Na figura 2.5, tracamos de

[A]

2

—
—

f(X):rX(l-%)—EX, e.

para trés valores distintos de E.

A
fX)

(b)

E

Figura 2.5: Grdfico de f(X) x X, que corresponde a equacio diferencial (2.19) para
o modelo logistico com ceifa, onde em (a) E <1, (b)) E=5 e (c) E> .

De (2.19) e (2.9) temos

f(X)=r (1 - ?-X—) B, (2.22)

Usando (2.22) juntamente com os equilibrios existentes, dependendo do

valor de E, construimos a seguinte tabela:

O sinal de f' em cada ponto de equilibrio também pode ser verificado

a partir do grafico apresentado na figura 2.5, através da declividade no ponto.

O estado estaciondrio X; tem populagdo menor do que aquele sem
termo de pesca (X* = K), e corresponde a uma quantidade pescada ou produgio

(Y) igual a:

Y(E) = EXy = EK (1 = §) . (2.23)

T
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E Equilibrios Estabilidade
SeE<r|X*=0 f'(0) =7r—E > 0 = instavel
(=K (1-E&) | f(Xz) = E—r <0 = linearmente est4vel
SeB=r|X*=10 f'(0) =r — E = 0 = neutralmente estdvel
SeE>r|X*=0 f'(0) =r — E < 0 = linearmente estdvel

Tabela 2.1: Sintese da andlise dos equilibrios para o modelo de Schaefer, com esfor¢o
constante de pesca E.

E=r

y E>r

Figura 2.6: Determinagdo dos pontos de equilibrio de (2.19), a partir da intersec¢do
da curvay = F(X) com a reta u = EX, dados valores distintos para E.

Uma outra forma de determinarmos os pontos de equilibrio é ilustrado
na figura 2.6, onde podemos ver a interseccao da reta que representa o termo de
pesca EX com a fungdo F(X) (equagdo 2.20). Estas interseccbes sao os pontos de
equilibrio, onde a quantidade pescada nao altera o tamanho da populagao. Podemos
observar que para E > r existe somente um ponto de equilibrio, chamado trivial,
que é X* = 0. Para qualquer outro valor de E que seja menor que 7, sempre haverd
r

dois pontos de equilibrio, sendo um deles o trivial. Quando £ = §

é X

0 outro equilibrio

:E
2

no qual mostraremos a seguir que temos a produ¢ao maxima sustentavel.
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Figura 2.7: Grdfico Y(E) x E de (2.23); quando E = § temos a produ¢cdo mdzima
sustentdvel Yy = £,

-

Na figura 2.7, apresentamos a curva producdo sustentavel Y (F) versus
esfor¢o E, onde observamos que em E = 7 temos a produ¢ao méxima sustentavel
(Ya), sem prejuizo para a espécie, cujo valor pode ser obtido a partir da equagio

(2.23), como segue:

rK
Yu =Y(B)lp=g =
que corresponde a
* * K
XE!YM = XE=-'2: = Eﬂ (2'24)

Outro aspecto interessante de se observar é a suavidade da relagao entre o esforgo
e a producdo sustentdavel no modelo de Schaefer. Com niveis crescentes de esforgo,
a producao sustentdvel sobe suavemente até um nivel maximo em E = 5 e entdo
declina igualmente suavemente até zero em E = r. Esta relagiao suave é altamente
desejavel em pesca, visto que implica em métodos incrementais que podem ser bem

sucedidos quando aplicados em politicas de gerenciamento.

O tempo de recuperagdo (ver subsecgao 2.1.2) correspondente a X}, para

E < r, é dado por

Ifyr=yi—1 __ 1 ¢
PRI = —% (2

[S]
2
L4
—
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No caso onde nao existe retirada, ou seja £ = 0, o tempo de recuperaciao Tx é
da ordem O(i—) que é a escala de tempo de crescimento reprodutivo, o que esta de

acordo com o que obtivemos em (2.15). Se E #0e 0 < E < 7, temos que o tempo

TRE) 4
TRO)

Figura 2.8: - Grdfico de %[{‘E"}) x E, da equagdo (2.26).

de recuperagdo do equilibrio X7, numa situagao de pesca é

1

Tr(E) = O(—F);

e a razdo entre Tr(E) e Tgr(0) é de

Tr(E) -1 1
7n(0) ‘O( %E) ‘0(1—%)' -

Assim, para um r fixo, como ilustrado na figura 2.8, a razdo entre o

tempo de recuperacio com retirada Tr(E) e sem retirada T(0) aumenta, & medida

que E aumenta. Para E = §, que corresponde & produg¢ao mdzima sustentdvel ¥

(ver figura 2.7) obtém-se de (2.26) Tr (E = §) = 2T(0).

Visto que o que se mede é a producdo Y, é de interesse obter uma
expressio para o tempo de recuperacdo, em funcao de Y. Para isso, resolvemos a
equacio (2.23) para E em termos de Y:

(H:\/:%T), (2

e

(S0 |
SV}
[Rv]
=]

S
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e que substituido em (2.26) fornece:

Tr(Y) 2
w0~ \ay) |

Yor

O lado direito da equagao acima, esta representado na figura 2.9 onde os ramos L+

e L— sao obtidos das raizes positiva e negativa, respectivamente.

A

TR

RO |

104
. L‘
51 N
i o Y=YM
05 VIYM 1

Figura 2.9: Grdfico de % X T}T? da equagao (2.28).

Quando E aumenta até I = § onde Y = Yy, (ver figura 2.7), estaremos
em L+, e se continuarmos aumentando E passaremos para o ramo L—. Mostraremos
a seguir que ficar no ramo L+ ¢ vantajoso, enquanto que no ramo L— é desastroso.
Suponhamos iniciar uma pesca com um esforco () pequeno, a populagao de peixes
no equilibrio X* = A'(1 — %] esta proxima a A e X* > % que é a populacao de
equilibrio para a maxima produgao Yj. Como inicialmente a razao entre os tempos

= i TR(E) oy 1: 1 lo E ¢ saiiente te
de recuperacao T ¢ aproximadamente 1, aumentando [ e conseqiientementc

a producao, estaremos no ramo L+ em direcao a producao maxima (Yys), com

A" decrescendo para "7‘ Neste ramo, a populagao continua aumentando, s6 que
. : % .

em quantidades menores. Quando chegamos ao ponto onde = = 1 (ver ligura

2.9). estaremos com X~ = % e £ = . Se continuarmos aumentando E. teremos

X= < -‘} o tempo de recuperacao é também aumentado sé que com um decréscimo

da producao; estaremos entao no ramo L—, que podera levar a populagao a extingao,
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devido a super exploragao. O ideal é manter a populacio em equilibrio X* > % e
bem préximo a %- O risco é ultrapassar o ponto onde X* = % passando assim, do

ramo L+ para o ramo L—.

2.2.2 Taxa de retirada constante - Uj

Considerando uma taxa de retirada constante igual a Uy, independen-
temente do tamanho da populagdo de peixes, como uma estratégia alternativa para
a pesca, temos para o modelo de crescimento logistico:

dX X
—=rX[(1-=)-Uy= f(X). 2.29
S =rx (1-%) - ta= 1) (2.29)

Pontos de equilibrio, andlise de estabilidade e aspecto dinamico

Da equacdo (2.29), encontramos os seguintes pontos de equilibrio:

* K 4I’0 * K 4'[0
- == e —_ — il R 9

F 3
Kr . Y
4 '
|\
: = F(XJ
i
1
$ Uo <¥m
nf ! .
| 1 !
] : ]
| |
i f [
1 [ !
| ; ’
: : : K .
g X7 K X2 X

Figura 2.10: Pontos de equilibrio X e X5 para o modelo logistico com taza de reti-
rada constante Uy (equagdo (2.29)).

Para que os valores de X* sejam niimeros reais é necessario que Uy < &I,
e, sempre que esta condicdo for satisfeita, observa-se que X, X; > 0. Em Uy = £
temos de (2.30) que X; = X3 = £. A figura 2.10, mostra de forma gréifica a

obtencao dos pontos de equilibrio, dada uma cota constante de pesca.



Obtemos a estabilidade ou instabilidade dos pontos de equilibrio subs-

tituindo X7 e X3 na equacao

XY =r (1 - %—) : (2.31)

Usando (2.31) juntamente com os equilibrios (2.30), construimos a seguinte tabela:

Us Equilibrios Estabilidade

Se Up < £z | X} = f'(X3) > 0 = instavel

f'(X3) < 0 = linearmente estdvel

=
o

AN N
—t
|
—
|
s
S’

it
+
-
|
5
S’

g

Se Uy = KT X = -"22 F(X*) = 0 = semi-estavel

Se Uy > % nao existe equilibrio

Tabela 2.2: Sintese da andlise dos equilibrios, para a equacdo logistica de Verhulst,
com retirada constante Uy.

Y
Y(Uo)
BN i o e Lo s Yia
4 1

‘
1
1
1
|
1
1
1
1
1
)
]

0 ke G
4 o

Figura 2.11: Grdfico de Y (Uy) x Uy onde temos a produgdo mdzima sustentdvel -

Y = % em Up.
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Ainda, das figuras 2.10 e 2.13 temos que aumentando Up, os equilibrios
X{ e XJ se aproximam um do outro, mais rapidamente. Quando o ponto estdvel
X5 estd muito préoximo de X[, uma pequena perturbagdo em X, pode levar a
populagdo X para valores X < X7, fazendo com que X — 0 em um tempo finito.

Em X7 = XJ temos a producao méaxima sustentavel Y, que apresentamos na figura

2.11, no grafico de Y (Uy) x Up.

Tr(Up) ()
Tr(0) |

=
Yo

M

[=}
2]
(&)
o

. # Tr(U g
Figura 2.12: Grdfico de % » %"; da equagdo (2.38).

O tempo de recuperagido de uma populacdo no ponto de equilibrio X3
dado em (2.30), com uma cota de retirada fixa 0 < Uy < Y)s é dado por

1

TR(UO) — % (2.32)
U
r (1 - Tf;)
Entdo, a razao entre Tr(Up) e Tr(0) é da ordem de
Ta(lo) =0 ———1-——1 com Yy = & (2.33)
TR(O) (1 _ L}D_) 2 4
M

Logo, para r e K fixos, aumentando U, aumenta o tempo de recuperagao (figura

2.12) e

Tr(Uo)
Tr(0)

['s) quando Uy — Yar.

Este modelo é muito mais sensivel a qualquer perturbagao que o modelo anterior,



23

* /\
4 R A e e S "

aumerto de

Figura 2.13: Taza de crescimento f(X) da equagdo diferencial (2.29) com produgdo
Up.

nédo sendo por isso, uma boa estratégia de produgao.

2.2.3 Taxa de retirada com limite B

O modelo descrito a seguir, foi proposto por Ludwig (1978) quando
estudava o desfolhamento do abeto (por larvas) que é um tipo de arvore resinosa,
da familia das pindceas (conhecida como arvore de natal), muito comum no Canada
(LUDWIG, D., JONES, D.D. & HOLLING 1978). Utilizaremos este modelo em
uma populagdo de peixes. A dinamica de X (¢) é governada pela equagéo
dX ( X ) BX?

@ -\ E) T mexe

= (2.34)

onde B é a quantidade limite de retirada e, visto que u(X = N) = ig—, N é o valor do
nivel populacional de presas quando a taxa de retirada da populagdo é a metade de
seu valor méximo, sendo B e N constantes positivas com dimensdes [populag@o]x

[t~!] e [populacao], respectivamente.

Nota-se na figura 2.14, pela forma sigmoidal da curva, que o ponto de
inflexdo é um valor limite no qual se a populacao X estiver abaixo deste ponto a

retirada é pequena e a curva cresce lentamente até o limite B enquanto que se X
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Figura 2.14: Grdfico de %5, com B fizo e N variando (Ny > Ny > N3 ).

estiver acima, a retirada é grande e a curva se aproxima rapidamente de B. Portanto,

quanto menor o valor de NV mais rapidamente o limite B é atingido.

A adimensionalizagdo além de proporcionar a redugdo do nimero de
parametros, tem a vantagem de salientar os parametros relevantes do problema.
Por exemplo, dizer que uma populagao X é pequena ou grande nao tem significado

£ entre uma populagdo

em numero absoluto de individuos; por outro lado, a razao
e a capacidade de suporte do meio ambiente € um nimero adimensional que tem o
significado desejado. Freqlientemente, existe mais de uma possibilidade de adimen-
sionalizacao de um mesmo modelo; a escolha dependera do aspecto que se queira
focalizar. O primeiro passo para se efetuar uma adimensionalizacgio é investigar as

unidades de todas as quantidades envolvidas no modelo em questao.

Para as unidades dos parametros da equagdo (2.34) temos:
[Kl=N1=[x], []=[" e [B]=[X]x[],

de onde resulta que pode ser adimensionalizado através da definicao da variavel

dependente s e varidvel independente 7, de acordo com:

X _ Bt
=y & 9 =

T=E —. 2:30
N N 2:86)
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Dessa forma, a partir de (2.34) obtemos

ds s s2
—— 1 — . — u— — .
o T8 ( QL) 1152 f(31 T, fh): (2-36)

que envolve apenas dois pardmetros adimensionais definidos por:

nE gy L (2.37)

Pontos de equilibrio, andlise da estabilidade e aspecto dinamico

Os pontos de equilibrio sao solucao de

s g2

flsir, @) =0, mis (1 - —) = ; (2.38)

q) 1+s2
Um dos pontos de equilibrio s = 0 é facil de ser identificado em (2.38), os outros, se

existirem, sao solucoes de

S s
i (1 — q—l) = s 32.' (239)

E conveniente neste caso, determinarmos as solu¢des de (2.39) grafica-
mente (LUDWIG, D., ARONSON, D.G. & WEINBERGER 1979), como mostram

as figuras 2.15 e 2.16.

As linhas retas nos gréficos representam o lado esquerdo de (2.39), com
um q; fixo e trés valores diferentes para r; e a curva representa o lado direito da
mesma equagao (r; e g, serdo apresentados a seguir, em (2.40)). A cada intersec¢ao

entre a reta e a curva, temos uma solugdo que representa ponto de equilibrio.

As fronteiras da cispide, figura 2.17, sao obtidas sob forma paramétrica,

de acordo com (MURRAY 1993):

2a3 e 2a®
a2 -1 T A+ ae?)?

g = para a > 1, (2.40)

sendo que o ponto P corresponde a a = /3.
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f;(s)" I;Es}"__
061 [ D@
) (c) D.A'l /
o] [N ey |
I| '\‘\ l (d’
fI"' . N N 02|
021 e I | e
I @ T =N 1,(5):5:’{1442] ! e
I| -~ "ﬁ.._\__“-. ‘N:\‘—--\\‘ . | g, o =
0 : .-H\;: S =9
“] 2 & s b il 10 0 (2] 2 4 5 é 8 10
IFigura 2.15: As intersec¢oes da reta com a curva, dadas por fi(s) = ri(l — <) ¢
g § p q1
fals) = 1—:—;;, respectivamente, nos fornecem os equilibrios com q; = 10
e ry variando: (a)ry = 0.3, (b)r; = 0.5, (¢)ry = 0.7, (d) r; = 0.383971
e (e) ry = 0.559525
A —al
fisray) e A
fsruay) AT
.". \ . {a, I\\
O}
II\\ LY
. ’ 51 %3\ " " g ; G
. 5‘2 o \ S 3
T TN % . ‘
(M 2

Figura 2.16: (1) Neste grifico a curva central mostra trés pontos de equilibrio além
de s* = 0 com valores de parametros ¢ = 10 ¢ ry = 0.5; (2) Para
q1 = 10, as curvas (d) com ry = 0383971 € (¢) com r; = 0.559525

mostram dois pontos de equilibrio além de s* = 0.

Iixiste um intervalo nos dominios dos parametros ¢, e r, onde encon-
tramos trés pontos de equilibrio além de s* = 0, como podemos ver nas figuras

2.15(2) e 2.16(2) e representado pela regiao (2) da figura 2.17. Para os valores de
¢ = 10 fixo, ry = 0.383971 ¢ r; = 0.559525 onde encontramos dois pontos de
equilibrio (figuras 2.15(2) e 2.16(2)), temos os pontos sobre a curva da ligura 2.17 e
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0.56
]

0.381

Figura 2.17: Dominio dos parametros vy e ¢ para pontos de equilibrio positivos. A
curva € dada parametricamente pela equacdo (2.40), para a > 1.

um ponto de equilibrio nas regies (1) com ¢; = 10 e r; > 0.559 e (3) com ¢; = 10
er <0.383.

Dos gréficos da figura 2.16 vé-se que f'(0) > 0 (s* = 0 é equilibrio
instével) em todas situaces apresentadas; quanto aos demais pontos de equilibrio
(raizes de (2.39)), seus valores bem como sua estabilidade é apresentada na tabela

2.3 o que estd de acordo com a declividade observada na figura 2.16.

O valor da declividade pode ser obtido de (2.36), como segue:

f)t

f(s)=mn (1 = ) (1+57%)" - 25" 1)

A instabilidade de s* = 0 pode ser demonstrada substituindo s* por 0
em (2.41) que resulta f'(s*) = r; e a estabilidade ou instabilidade dos outros pontos
é obtida substituindo em (2.41) os valores de gy, 71 e s* correspondentes; f'(s*) <0

para linearmente estdvel, f'(s*) > 0 instdvel e f'(s*) = 0 semi-estdvel.

Na situacao em que s* significa a populagao de equilibrio apés ser acres-
centado um termo de pesca, podemos afirmar que o ponto de equilibrio desejavel é
o s3 por ser aquele equilibrio estdvel que corresponde a um nivel da populagao X

alto. Embora s} seja também estdvel, estd muito préximo de zero.
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Curvas | Valores de r; | Pontos de Equilibrios | Estabilidade
s; =0.32 linearmente estavel
(a) |rm =03 55 =4.84 —2.701 —_
s; = 4.84 + 2.701 —
57 = 0.68 linearmente estdvel
(b) |r =05 =32 instavel
55 = 7.32 linearmente estdvel
57 =0.85-0.71 —
(c) ry =07 55 =085+ 0.7 —
53 = 8.30 linearmente estavel
57 =044 linearmente estavel
(d) | r =0.383971 | s5 =4.78 semi-estdvel
s3 =4.78 semi-estavel
51 =114 semi-estavel
(e) rp = 0.559525 | 55 = 1.14 semi-estavel
83 =T7.72 linearmente estavel

Tabela 2.3: Sintese da andlise dos equilibrios nao nulos da equagdo (2.36), para cada

uma das curvas tragadas nas figuras 2.15 e 2.16.

Um gréfico para a quantidade pescada, andlogo ao apresentado na figura

2.7, poderia ser construido variando B e calculando os equilibrios estdveis correspon-

dentes e substituindo os pontos de equilibrio s* em

O tempo de recuperacao, quando o equilibrio for linearmente estavel para B # 0, é

dado por Tr(B) = O (—l—-) onde f’'(s*) é dada por (2.41), que juntamente com

I'(s7)

Y(B)

B BS¢2
T
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(2.15), fornece:

Tr(B) _ 1
Ta(0) ~ (1 s 28_) __ 2 e

¢ r1(1 + 5*2)2

No préximo capitulo, acrescentaremos os mesmos termos de retirada

tratados aqui em um sistema composto por duas espécies do tipo presa-predador.
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3 MODELOS POPULACIONAIS
CONTINUOS DO TIPO
PRESA-PREDADOR PARA DUAS
ESPECIES INTERAGENTES

Os seres vivos, quando interagem, afetam a dindmica populacional de
cada uma das espécies envolvidas na cadeia trdfica. Estas cadeias criam comu-
nidades estruturalmente complexas. Para descrever o crescimento populacional e as
interacoes entre seus componentes, em uma cadeia tréfica, os modelos matematicos
que enfocaremos sao compostos por sistemas de equagoes diferenciais, considerando

as seguintes hipéteses (MAY 1976):

a) A densidade de uma espécie pode ser representada por uma varidvel

simples, ignorando-se as diferencas de idade, sexo e genétipo (constitui¢ao hereditéria).

b) Os fenomenos considerados podem ser descritos por equacoes deter-

ministicas.

c) Os efeitos da interacao intra-espécie (entre individuos da mesma

espécie) e inter espécie (entre espécies distintas) sdo instantaneas.

Na classificagdo que faremos a seguir, os sinais entre parénteses sao os
sinais dos termos de interagao, nas equagoes diferenciais, para a taxa de crescimento
de cada uma das populagdes. O sinal (+) indica que a espécie estd sendo beneficiada
pela interagdo com a outra espécie, e o sinal (—) indica que a espécie estd sendo
prejudicada e sua densidade populacional diminui pela interacdo com a outra espécie.
A alterac@o na taxa de crescimento se dd pelo aumento ou diminuigio na taxa de

natalidade e/ou aumento ou diminui¢do na taxa de mortalidade.
Existem trés tipos principais de interacgoes entre duas espécies, que sao:

1. Predacdo (—,+), situag@o presa-predador, onde a taxa de cresci-

mento de uma populacao diminui enquanto a outra aumenta.
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2. Competicao (—, —) se da quando a taxa de crescimento da densidade

populacional de cada espécie diminui, devido & interacao entre as espécies.

3. Mutualismo ou comensalismo (+,+), a taxa de crescimento da den-

sidade populacional de cada espécie aumenta.

3.1 Modelo de Lotka-Volterra

Volterra, em 1926, propds um modelo simples para a predagao de uma
espécie por outra, para explicar os niveis oscilatérios de certa captura de peixes no
Adridtico. Lotka, em 1925, havia derivado esta mesma equacao para uma reagdo
quimica hipotética e, por isso, o modelo abaixo descrito é chamado de modelo de
Lotka-Volterra. Representando a populagao de presas por X(t) e a populagdo de
predadores por Y'(t), em um tempo ¢, podemos reproduzir o modelo de Lotka-
Volterra, que é dado pelo seguinte sistema de equagbes diferenciais: (MURRAY
1993)

dX :
‘a? = X(a e b}’)
(3.1)
dY
-&? = Y(C_X £ d),

onde a, b, ¢ e d sao constantes. Este modelo pressupoe as seguintes hipdteses (MAY
1976):

1. Na auséncia de predacao, a populagao de presas cresce exponencialmente de
forma Malthusiana, isto é, conforme o termo aX; supondo-se, portanto, a existéncia
de alimentos disponiveis em abundancia para as presas.

2. O efeito da predacao é o de reduzir a taxa de crescimento da populacdo de presas
por um termo proporcional as populacoes de presa e predador, que € o termo —bXY
onde b representa a freqiiéncia de captura por predador.

3. A auséncia de presas para o sustento do predador resulta no seu decaimento de

acordo com uma taxa —dY’; os predadores sobrevivem alimentando-se de presas.
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4. O termo cXY ¢€ a contribuicao da populagdo de presas para a taxa de cresci-
mento da populacdo de predadores, isto é, é proporcional a quantidade de presas
disponiveis, bem como ao tamanho da populagao de predadores, onde c é a freqiiéncia

de nascimento de predadores por presa consumida.

Os termos bXY e cXY representam a conversio de energia de uma
espécie para outra. Para a andlise do modelo de Lotka- Volterra, inicialmente adi-
mensionalizaremos (SEGEL 1972) o sistema (3.1) que tem as dimensdes das varidveis

e parametros dados por:

[X]=[¥]=lpop], la=ld=[" e [B]=[d=[pop]™" x[]7", (32)

definindo

e XS
d * Yr)= a

T=at, «

d
= 3.3
: (3.3)
tais que, o tempo 7 seja a nova varidvel independente adimensional, as popula¢ées

u (presas) e v (predadores) as novas varidveis dependentes adimensionais e o um

parametro adimensional. Deste modo, o sistema (3.1) torna-se:

2
I~
&

= R(u,v), — = S(u,v), (3.4)

5
-..]

sendo
R(u,v) = u(l —v) e S(u,v)=oav(u—1).

Neste novo sistema, além de todas as quantidades envolvidas serem adimensionais, o
niimero de parametros ficou reduzido de quatro (a, b, ¢,d) para um tnico parametro
« igual a razdo entre a taxa de mortalidade dos predadores e a taxa de crescimento
linear da populacdo de presas. Os pontos de equilibrio sdo as solugdes (u*,v*) do

sistema algébrico

w*(l—v*) =0

av*(u*—1) = 0,

(3:5)

de onde obtemos (u*,v*) = (0,0) e (u*,v*) = (1,1).
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No plano de fase uv, as trajetérias sdo solucdes da equacgio diferencial:

@_a'v(u—l)
du u(l—-v)’

as quais tem a forma
ou+v—In(u*v) =M (3.6)

onde M > M,;, € uma constante arbitraria: M,,;, = 1+ a é o menor M de todo o
plano uv e ocorre quando u = v = 1. Para cada conjunto de condigoes iniciais u(0)
e v(0), determina-se um valor para a constante M, que substituido em (3.6), fornece
uma solugdo do sistema (3.4). Cada solucdo representa uma trajetéria fechada,
mais especificamente uma oscilagao no espacgo de fase uv em torno do ponto (1,1),
implicando em solugoes periédicas em 7 para u e v como nos mostra a figura 3.1.

Temos, ainda, que, para qualquer deslocamento a partir de uma certa trajetéria, a

Mgy

o

n

Figura 3.1: Trajetoria no plano de fase uv

solugdo serd movida para outra trajetéria cujos pontos nao estarao a mesma distancia
da solucéo original. Como as solugdes sio estruturalmente instdveis, este modelo nao

¢ o mais adequado para descrever sistemas reais do tipo presa-predador.

Uma outra razao que torna nao realistico o modelo de Lotka-Volterra, é
o fato de que, na auséncia de predagao, a populagao de presas cresce indefinidamente

(abundéncia de alimentos para as presas). Conforme foi escrita a equagio (3.1), os
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termos do lado direito representam as taxas de crescimento, as quais dependem da
densidade da populagao de uma forma especifica. As taxas de crescimento per capita
de cada espécie dependem apenas da populagdo da outra espécie. Para estarmos mais
préximos da realidade, a taxa de crescimento per capita de cada populagdo deveria

depender tanto da populagdo de presas quanto da populacio de predadores.

Um modo de tornar o modelo de Lotka- Volterra mais realistico é consi-
derar como logistico o crescimento da populacao de presas na auséncia de predadores.
Assim, a populagao cresceria tendendo a um valor limite mdximo, o qual é a capaci-
dade de suporte do meio ambiente. Além disso, deveriamos levar em consideracéo,
no termo de interacio, a relagio entre a quantidade de presas presentes e a voraci-

dade dos predadores.

3.2 Modelo com resposta funcional tipo Holling II e presa

com crescimento logistico

Uma das diferencas entre o modelo de Lotka- Volterra e o modelo presa-
predador, que estudaremos a seguir, é quanto ao tipo de resposta funcional. O
primeiro apresenta uma resposta funcional tipo I, ou seja, a resposta do predador
R(X) a mudancga na densidade de presas X é bX, que cresce de forma linear a
medida que X cresce enquanto que o segundo, usa a resposta funcional do tipo /1,
onde a populagao de presas, quando se torna muito grande, tem como resposta do

predador a este aumento a captura de cada vez menos presas (Apéndice A).

Na natureza, a interacdo presa-predador pode resultar em um com-
portamento oscilatério das populacoes. Espera-se que, se a populacao de presas
aumentar, a populagao de predadores aumente também. Mas o que ocorre é que o
aumento do nimero de predadores aumenta o consumo de presas, cuja populacao
comeca a decrescer. Com menos alimento, a populagdo de predadores também de-
cresce e quando este nivel populacional chega a valores muito baixos, permite o

crescimento da populagdo de presas, reiniciando o ciclo. Dependendo do sistema,
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tais oscilagbes podem crescer, decair ou tender a uma oscilagao tipo ciclo limite ou
até mesmo exibir um comportamento cadtico, embora no ultimo caso, para modelos
continuos, é necessario no minimo trés espécies interagentes. Visto que, para os
estudos que abordaremos neste capitulo, optamos por nos restringir a valores de
parametros que nos resultem em ciclos limites, citamos a seguir um teorema muito
util quando se quer garantir a existéncia dos mesmos (ALIGOOD, K.T., SAUER,
T.D. & YORKE 1996).

Teorema de Poincaré-Bendixson: “Seja R uma regido limitada e fechada con-
sistindo de pontos ndo singulares de um sistema r = G(r), ¥ € R? tal que alguma
trajetoria H do sistema esta inteiramente dentro da regiao R. Entdo, ou H é uma
trajetéria fechada ou se aproxima de uma trajetéria fechada ou ela termina em um

ponto de equilibrio”.

O teorema nos diz, em particular, que, se uma trajetéria H permanece

dentro da regido fechada R, entdo R deve conter uma soluc¢io periddica (ciclo limite).

A andlise grafica que faremos, nas préximas se¢des, do modelo presa-
predador com resposta funcional tipo Holling II, serd feita através do plano de fase,
onde serdo determinadas as isdclinas com inclinac¢do nula (nullclines) e o campo de

direcoes. Estas isdclinas sao obtidas de %}\; =0e % = 0 e nas intersec¢Oes em que

% =0e % = 0 temos os pontos de equilibrio. Se colocarmos setas indicando o
elemento do campo de diregoes em cada ponto do plano de fase entdo, poderemos
tomar as curvas que tangenciam essas setas e formar trajetérias que nos mostrarao

como o sistema evoluird (HASTINGS 1996).

Para ilustrar, temos a figura 3.2, cujo gréfico foi obtido a partir do
seguinte sistema presa-predador: |
dX X
— =RX (1—-—= ]| —-bXY
dT f ( K )
dY

T = eXY —d¥,

onde b, ¢, d, R e K sdo constantes positivas e K > <.
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F Y
dY/dT <0 m

dX/dT <0
; | dY/dT >0
1L» X=0 (Sr

~

dX/dT =0 dX/dT =0
dy/dT <0 deﬂTbn Y=0

= B(1-2
¥ b(‘l K}

Xy

Figura 3.2: Fsquema das dire¢ées e pontos de equilibrio no plano de fase.

Asretas X =0e Y = £ (1 - £) constituem as nullclines correspon-

dentes a % = 0, enquanto que sobres as retas Y = 0 e X = ¢ tem-se % =0. Os

c

pontos de equilibrio neste caso sdo (0,0), (K,0) e (4,2 (1 - %)).

Vejamos agora, o sistema de equagdes diferenciais ordindrias que cons-
tituem o modelo presa-predador com resposta funcional tipo Holling II, no qual

supoe-se crescimento logistico para a populagao de presas na auséncia de predadores.

dX X\ CiAXY

ar X (1 KD) B, + X 57
@y _ AXY o '
dT ~ Bi+XxX

onde o termo E;i-ll-T representa a resposta funcional (tipo II) do predador Y a den-
sidade da presa X, a constante C; ' (adimensional) é a taxa de conversdo de presa-
predador para a espécie Y, Ry a taxa de crescimento intrinseco da populagao X, Ky
a capacidade de suporte do meio ambiente para X e D, a taxa de mortalidade da

espécie Y.
As dimensoes das varidaveis e parametros sao:

[Bi] = [Ko] = [Y]=[X] e [4]=[Di]=[Ro]=[T]™". (3.8)
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Para adimensionalizar o sistema (3.7), definimos as novas varidveis z,

y e t como:
X Y
P Y ——, AT (3.9)
Ky 0
e 08 novos parametros r, a; € d;, como segue:
Ry Ky D
==, =—, d=—. 3.10
TSy WMEpr ASF _—
Desta forma, obtemos o seguinte sistema adimensional:
i =rz(l—z)— Py
dt 1+az
(3.11)
@ I C
dt 1+ a1z ay

3.2.1 Pontos de equilibrio, andlise da estabilidade e aspecto dinamico

Fazendo ‘j—f =0e % = 0, encontramos para o sistema (3.11) os seguintes

pontos de equilibrio:

(ahat)= (00 (s =(L:0); D= ( e _dl))-

01(1 — dl), G?(l i d1)2

Para que o ponto (z3, y3) tenha coordenadas positivas, é condi¢ao necessaria
que:

d
1—dy

dl <1 e > (312)

Os valores dos parametros 7, a; e d;, que serao utilizados em todo este
capitulo, foram escolhidos de forma a obtermos ciclo limite em torno do ponto de

equilibrio (z3,y;) e seus valores sao:

r=l14. ;=18 e d =015 (3:13)
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Figura 3.3: Isdclinas de inclinagd@o nula do sistema (3.11), com os wvalores de
parametros dados em (8.13); a reta paralela ao eizo y satisfaz % =0e
a pardbola satisfaz % = 0.

Na figura 3.3 estdo representados, plano de fase, os trés pontos de

equilibrio determinados pelas interseccoes das curvas isdclinas de inclinagao nula

(nullclines), do sistema (3.11), dadas como segue: de % = 0 temos z = 0 e

y=wede%=otemosy=083=ﬁ;—l)-

Para investigar a estabilidade dos equilibrios (z*,%*), consideramos o
sistema linearizado (equacdo B.5 do apéndice B) em torno do cada um dos pon-
tos. Em relagdo aos pontos (z,y) que estejam em uma vizinhanca préxima de um

equilibrio (z*,y*) do sistema (3.11), podemos escrever:

d(z — z*) ay” anz”
i, S S/ ~ 1 - 2 * o TN _ * i e _— *
dt [‘r( o (1+ a1z*)? &) 1+a,z* v —v") (3.14)
d(y — y*) ay” az’ '
Vi e Mg e — ] Bp—ag®)
dt (1+ alx*)i’(x z) 1+ az* 1| v=v")
que pode ser escrito em forma matricial;
dAz " a1y’ oz
R RGO OIS I
dt ( ) (1+ ayz*)? 1+az* e (3.15)
dAy | ay* mzt p ’ )
dt (1+ ayz*)? 1+ az* tf [Ay

onde Az = (z —2") e Ay = (y — y*) e a matriz 2 x 2 é a matriz Jacobiana (J).
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Substituindo cada ponto de equilibrio em (3.15) obtemos:

e Para (z},y7)=(0,0) (figura 3.4) a matriz Jacobiana ¢ dada por:

r 0
J = , (3.16)
0 —d;
de onde encontramos detJ = —rd;, os autovalores A\; = r e A\, = —d; e 0s autovetores
1 0
vV = e w=
0 1

Como o determinante da matriz J é negativo, temos que o ponto é
de equilibrio instdvel tipo ponto de sela. Podemos ver também que os autovalores

sS40 numeros reais com sinais opostos, o que identifica um ponto de sela conforme

Apéndice B.

Y A

0.1 -\‘ T e T T T T e e e

\,, e T T T T e T T T e T g e e g et

e e T T AT e e

e T T T T T e e e e

e S B A P ety

N S T ——

\_ T T e T T T T —

e T T T T e e e e
_ e e e

Moy = i gkl

T =T

e

Nl A —

T, S ——
D02 T
——
—_—

s = —-

0.02 ' 0.08 04 %

L.

Figura 3.4: Ponto de sela -Plano de fase para o sistema (3.15) prézimo ao equilibrio
(z7,97) = (0,0), com os valores de parametros dados em (3.13).

As solucoes do sistema (3.15) proximas ao ponto de equilibrio (0, 0) tem
a forma:
z(t) =z + Cie™" e y(t) =y + CieH*,

O campo de diregoes da figura 3.4 nos mostra que existe aproximagao ao ponto de

equilibrio (0,0) seguindo a dire¢io do vetor w e afastamento em qualquer outro
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ponto, inclusive na dire¢ao do vetor v.

e Para(z3,y;) = (1,0) (figura3.5) temos a matriz Jacobiana dada por:

ap
R +a
J= . = 1 (3.17)
0 > —d
1+ aq :
com autovalores A\; = ﬁ-iﬂ— d, e Ay = —r e autovetores correspondentes:
a 1
v = (1+al)('_r—)‘l) e Iw:
1 0

As solugdes do sistema (3.15) préximas ao equilibrio (1,0), sdo dadas

por:

(1 + a]_)(“*‘r = d]_) — a4

y(t) = v; + CrelTFar )t

33(1‘,) = .’.B; -+ Cl e(ﬁ!ﬁ_dl)t + 026—31

y /P -~
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Figura 3.5: Ponto de sela -Plano de fase do sistema (8.15) prozimo ao equilibrio
(z3,95) = (1,0), com os valores de parametros dados em (3.13).

O trago e o determinante da matriz (3.17) sdo dados por:

aq a;
trd = — +d; — =r e ) 3
T (T‘ dl 1 al) e detd 7 (dl 13 al) (3 18)
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Para qualquer valor que satisfaga a condi¢do (3.12), o determinante ser4
sempre negativo, indicando um ponto de equilibrio instdvel do tipo ponto de sela,
que pode ser visto na figura 3.5. Temos também que os autovalores sio nimeros

reais € Ay < 0 < A;, 0 que caracteriza um ponto de sela.

d]_ ?‘(a]_(l = d]_) = dl)
P *] * —_ ;
 Para (23, 43) (a1(1 —d)’ a2(1-dy)
de existéncia para este ponto de equilibrio é a mesma dada em (3.12). Substituindo

) (figura 3.6), temos que a condi¢do

(z3,v3) em (3.15), obtemos

rdy(1+ay(dy — 1) + di)

-
dy—1
¥ a1(dx ) , (3.19)
—T(Gl(dl = 1) + dl) 0
a;
cujos traco e determinante sao:
dy(1 = - —

try =1 il aaldi— )iy e det)= riblosfdr— 1) +d1)- (3.20)

a.l(d1 e 1) a,

Pela condicdo (3.12), teremos sempre detJ > 0 e com os valores de
parametros dados em (3.13) encontramos (z3,y3;) = (0.11,0.91) e os autovalores e

autovetores da matriz J, dados por:

A1 =0.02-040 e X;=0.02+0.401

—0.38 — 0.021 —0.38 + 0.027
g E W= . (321)
-1 . I

Visto que o trago e o determinante sao positivos, temos, entao, um
ponto de equilibrio instdvel. Os autovalores sao nimeros complexos com a parte
imagindria ndo nula, portanto, a solugio envolve e%0%e*04/t que implica em um
comportamento oscilatério tipo espiral e, como a parte real é positiva, temos uma

espiral instdvel (Apéndice B).
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Figura 3.6: Espiral instdvel -Plano de fase do sistema (3.15) prézimo ao equilibrio
(z3,¥3), com os valores de parametros dados em (3.13).

Do sistema (3.11), préximo ao equilibrio (z3,y3) = (0.11,0.91), temos
que a solugao z(t) é z; adicionado a uma combinagdo linear de €%%*c0s0.40¢ com

e%%%sen0.40t e y(t) e y; adicionado a outra combinagio linear das mesmas funcdes.

Nas figuras 3.7(c) e 3.8(a), partindo de (z(0),y(0)) = (1,1) longe do
equilibrio, podemos observar a aproximagio em espiral e a formacao do ciclo limite
em torno do equilibrio (z3,y3). As figuras 3.7(a) e (b) mostram as oscilagoes dos
niveis dos estoques das populagdes z(t) e y(t) correspondentes. Para uma condicio
inicial (z(0),y(0)) = (0.1,0.7) préxima ao ponto de equilibrio, hd um afastamento
do ponto tendendo ao ciclo limite (figura 3.8(b)). Isto estd de acordo com o teorema
de Poincaré-Bendixon enunciado no inicio da se¢do 3.2, pois podemos determinar
uma regiao fechada na qual as solugoes sdao periddicas. Para o ciclo limite observa-se:

Tmin = 0.02, Tpee = 0.42, Ymin = 05e Ymaz = 1.45.

No capitulo 2, onde tratamos da equagdo logistica para uma inica
espécie, vimos que o tempo de recuperagio no caso de um ponto de equilibrio estdvel
(f'(X*) < 0) é estimado pelo inverso do médulo de f'(X*). Neste capitulo 3, ao
tratarmos o sistema (3.11) observamos a existéncia de um ciclo limite contornando
um ponto de equilibrio instdvel. Quando o ponto de equilibrio (z*, ¥*) for um ponto

instavel e existir um ciclo limite contornando-o, podemos estimar o tempo de recu-
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08 1
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0.4
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(a)

Figura 3.7: Grdficos do sistema (8.11): (a) e (b) mostram a evolugdo das populagdes
T ey no tempo e (c) uma trajetoria no plano de fase de x X y com
(z(0),y(0)) = (1,1), para os valores de pardmetros dados em (3.13).

peragao do ciclo em questao, a partir de uma linearizagao para solugdes proximas
ao ciclo limite. Se partissemos de um ponto exterior ao ciclo, teriamos o tempo de
recupera¢ao como sendo o tempo de aproximagao ao ciclo no sentido “de fora para
dentro” e, da mesma forma, se o ponto estivesse dentro do ciclo limite, o tempo de
recuperacao seria o tempo de aproximagcao ao ciclo, no sentido “de dentro para fora”.
Neste caso, a solucao seria do tipo Ae™%+sen(wt+¢)+ Bsen(wt+¢) onde o primeiro
termo constitui a parte transiente da solugdo e a expressido Bsen(wt + ¢) representa
a parte estacionaria oscilatéria periédica da solugao (ciclo que permanece); entdo,
o tempo de recuperagao pode ser estimado através de %, esta medida dd uma idéia

da escala de tempo na qual decresce a amplitude da oscilagio até fixar-se em B.
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Figura 3.8: Ciclo limite formado em torno do ponto de equilibrio (z3,y3) com CI:(a)
z(0) = 1, y(0) = 1 e (b) z(0) = 0.1, y(0) = 0.7 e com valores de
pardmetros dados em (3.13).

Aplicando esta idéia ao ciclo limite que circunda o ponto de equilibrio

(z3,y3) do sistema (3.11), obtemos:

Tr=0 (ﬁ) = 0(50).

Nas secoes que seguem, acrescentaremos em cada uma, um termo de
retirada no modelo presa-predador com resposta funcional tipo Holling II, dimen-
sional, dado em (3.7). Este termo representard o modo como é feita a pesca e serd
adicionado & equacéo diferencial que representa a taxa de varia¢ao da populacao do
predador Y. Analisaremos os novos equilibrios obt.idos, apos o acréscimo dos termos

de retirada.

3.3 Acrescentando um termo de retirada EY ao modelo

presa-predador com resposta funcional tipo Holling II

Como visto no capitulo 2, adicionar um termo de retirada proporcional
a populacdo de predadores Y, ou seja, EY, representa o uso de uma medidae de

esfor¢o (indicador) (E = ¢e) constante para a pesca. Em alguns casos, a unidade
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de medida de esforgo é simplesmente o nimero total de barcos-dia por unidade de
tempo; em casos mais detalhados, é considerado o niimero de redes, o tipo de malha
usada entre outros. A razao entre a quantidade pescada e o esforgo é quase sempre

uma boa indicacao do nivel de estoque da populagao.

Acrescentando EY a equagdo para a taxa de variagao % em (3.7),

obtemos

dX X\ CiAXY
d_T_'ROX(l Ku) B+ X
(3.22)
dY A XY
(-i?___Bl-}-X_-DlY EY,

onde E tem dimensao [t]™ .

Para adimensionalizar o sistema (3.22), definimos as novas varidveis

como as dadas em (3.9) e os novos parametros como:

RD KQ Dl E

r= Al: a = B], dl Als o Al’ (3 3)

de onde obtém-se:

dzx a, T
= =r2(l - 1) - ——— = f(z,y)
dt 1+ T (3 94)
ol O e i -
dt 1+az 1Y 1Yy =9\%,Yy)-

Neste novo sistema, todas as quantidades envolvidas sdo adimensionais
e, além disso, o niimero de pardmetros ficou reduzido de sete (A, By, Cy, Dy, E, Ky, Ry),
para quatro (ay,d;,r, ;). Mantendo os mesmos valores de parametros: r; = 1.4,
a; = 1.6 e d; = 0.15 da secao anterior, introduzimos o novo parametro «; com
o valor 0.25. O valor de a; = 0.25 foi escolhido por nos fornecer um ponto de

equilibrio, onde a populagao pescada y nao corre risco de extingao.
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[Migura 3.9: Solugoes do sistema (3.24), com parametros dados em (3.13), onde (a)
yx b, (b)xxt (¢) yx x Valores de o) em cada curva: (1) ay = 0.25;
(2) o1 = 0.3; (3) ay = 0.35; (4) ay = 04; (5) oy = 0.45.

O método utilizado para a escolha de a, foi o de tentativas, iniciando
com oy = 0.1 (que apresentava producao baixa) e aumentando gradativamente até
0.45. Os efeitos das variacoes de oy foram observados nas curvas dos graficos de
x(1) x tey(l) x ¢t bem como no plano de fase, sendo que aquelas que correspondem
a alguns valores de a; > 0.25 estdao apresentados na figura 3.9. Queremos observar
que este método de tentativas foi o utilizado para a escolha dos parametros que

envolvem os termos de retirada. nas proximas secoes deste capitulo.
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3.3.1 Pontos de equilibrio, andlise da estabilidade e aspecto dinamico

Os trés pontos de equilibrio encontrados para o sistema (3.24) sio:

(=1, 91) = (0,0), (z3,92) = (1,0) e
S d; + o —r((ay +1)(d1 + 1) — a1)
(23, 35) = (al(l—-dl - )’ a?(dy + oy —1)? )

As condigOes necessirias para que o ponto de equilibrio (z3,v3) seja

realistico (coordenadas positivas) sao:

oy < 1- d.l e a; > (dl s = 05]_)(1 + (11) (320)

A

Y .r i J ‘/’ e ————— e B b b e e e e
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Figura 3.10: Isdclinas de inclinag¢do nula do sistema (3.24) no plano de fase com
campo de direcies onde os valores de pardmetros saéo dados em (3.13)

e ap = 0.25.

A figura 3.10 mostra os trés pontos de equilibrio, no plano de fase, do
sistema (3.24) com 7, a; e d; dados em (3.13) e @y = 0.25. Asisdclinas com inclinacéo
nula para a presazsdioz =0ey = iﬁl@—-ﬁif‘—xl que satisfazem f(z,y) = 0 e para
o predador (y) sioy=0ez = ﬁ'{{;l—) que satisfazem g(z,y) = 0. Comparando

os pontos de equilibrio (z3,y;) sem termo de retirada (figura 3.3) e com o termo

a1y (figura 3.10) podemos observar que o ponto foi deslocado para a direita sobre
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r(l1—z)(1+a;z)

acurva y = T

indicando um aumento no nivel do estoque da populacao
z que passou de 0.11 para 0.42, enquanto a populagao y decresceu de 0.91 (sem o

termo de pesca) para 0.85 (com o termo de pesca), aproximadamente.

Para determinarmos a estabilidade ou instabilidade de cada um dos
pontos de equilibrio, linearizamos o sistema (3.24) em torno de um equilibrio (z*, y*),

donde obtemos

d(z —z*) ; ay* R az' "
T [r(l 2¢%) T 05 ") ~ g %)
( ) (3.26)
dy-vy") . ay . @zt .
dt T (14 ayz7)? =Yk [1 +az* % al] (v =",
que, em forma de matriz é
dAz A of of
i & oz 0
di z oy
~J com J= ; (3.27)
dAy & dg Og
s . 2 2
- oz Oyl (z,y")
Do sistema (3.26) temos que a matriz J é dada por:
P ary” "
N ) PO e ST
r{l=2z) (1+ ayz*)? 1+ ayz*
J= ‘ (3.28)
a1y az*
(1+ ayz*)? 1+ az* =

A seguir, verificaremos o tipo de estabilidade ou instabilidade de cada

um dos trés pontos de equilibrio encontrados.

e Ponto (z7},y;)=(0,0) (figura 3.11).
Substituindo (z7,y{)=(0,0) em (3.28) obtemos
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cujos os autovalores sio \; =7 e As = —d; — o e 0s autovetores sio:
1 0
V= € W =
0 1
¥ AN
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Figura 3.11: Ponto de sela -Plano de fase do sistema (3.27) prézimo ao equilibrio
(z7,v3), com valores de pardmetros dados em (3.13) e oy = 0.25.

As solugdes do sistema (3.24) préximas ao equilibrio (0, 0) tem a forma:

z(t) = z7 + Cie™

y(t) =y} + Cre— (D1 t 1)t

Dado que o detJ = —r(d; + ;) € negativo e Ay < 0 < A, podemos

concluir que o ponto é de equilibrio nstdvel tipo ponto de sela.

Na figura 3.11, podemos ver que a aproximagao ao ponto ocorre somente
na direcao do vetor w e se afasta do ponto, em qualquer outra direcao, caracterizando
um ponto de sela.

e Ponto (z3,y5)=(1,0) (figura 3.12)

No ponto (z3,y3), temos a matriz Jacobiana como segue:

ap
id "3 4a
S . ! , (3.30)
0 : B d] —R:

T4 o

|
o
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cujos autovalores e autovetores sao dados por:

(451
Y = L e
1 1t o dl @y € )\2 T
3 1 (3.31)
R (1+01)(d1+0.’1—7')—a1 5 Wi
1 0

Temos que as solugdes do sistema (3.24), préximas ao equilibrio (1, 0),
sao dadas por:

ay
l+a)(di+01—71)—ay

a
(_LH‘“I -—dl-oq)t.

e g
e(“"l % “‘)t%—Cge'”

z(t) = x5+ Cy

y(t) =y*C) +e

y

S
0] .~ 7 r v .2 e T T e Y e e e e e
ity i s W U S N L S e T
B i R A M e e e e e
— = AP LY e T T P T N e T e e,
1 = i B N S S N S

~

e T T e e e —
P T T e T e e
e e e T e e e
e T T e e e
“\ e T T T e e
s e

R

0.084 ———

EAAELLALALS AT

\

e e

Figura 3.12: Ponto de sela - Plano de fase do sistema (3.27) prézimos ao ponto
de equilibrio (z3,y3), com os valores de pardmetros dados em (3.13) e
Qy = 0.25.

Dada a condigao (3.25), temos que o determinante

ag
det] = — —dy —
€ T(1+a1 1 O.’l)

¢é negativo e Ay < 0 < A, entao, podemos concluir que a singularidade é um ponto

de sela, como mostra a figura 3.12.
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3. No Ponto (z;,y;)z( d + o —r((a1+1)(di + 1) — al))

0«1(1 —dy — 051)’ G%(dl o a1)2

temos que a matriz J é dada por:

r(a(l+a; (—1+2d) +aq)+2d1 +a1 ) +di (1+ar (d1—1)+dy))

ar(di—1+a1) —di —
J= . (332)
_r((a1 +1)(d + 1) —a1) 0
ay

Para investigar a influéncia de «;, no sistema que corresponde aos
parametros fixados em (3.13), poderiamos prosseguir fazendo a substituicdo destes
valores, deixando «; arbitrdrio. No entanto, resolvemos substituir na matriz J além
dos parametros a;, 7 e d; com valores fixados em (3.13), substituir também a; pelo
valor escolhido 0.25 (previamente justificado), de onde obtemos:

—0.256 -04
J= : (3.33)

cujos os autovalores e autovetores correspondentes sao, respectivamente;

A =-013+042] e A =-0.13-0.427 (3.34)

—0.86 — 0.261 —0.86 + 0.261
V= e w= s (3.35)
I —I

Encontramos os seguintes valores para o traco e o determinante da
matriz J no ponto (z3,73) = (0.42,0.85): trJ=—0.256 e detJ=0.196. Como o
determinante € positivo podemos ter um ponto de equilibrio tipo espiral ou tipo
nodo e o traco negativo nos indica estabilidade do ponto de equilibrio (Apéndice B).
Por serem os autovalores niimeros complexos com parte imagindria ndao nula, temos
uma aproximacgao oscilatéria ao ponto (z3,y3) tipo espiral e como a parte real é
negativa existe estabilidade. Portanto temos uma singularidade tipo espiral estdvel

que ¢é ilustrada na figura 3.13.
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Figura 3.13: Espiral estdvel - Plano de fase do sistema (3.27) prézimos ao ponto

de equilibrio (z3,vy3), com os valores de parémetros dados em (3.13) e
) = 0.25.

As solugdes do sistema (3.24) préximas ao equilibrio (23, y3) = (0.42, 0.85)
sao obtidas como segue: z(t) resulta da adigdo de z3 a combinacdo linear de

e~ 013 050.42t com e %13sen0.42t e y(t) da adicdo de y5 a outra combinacdo li-

near das mesmas funcoes.

A determinacgdo do tempo de recuperacao para este equilibrio pode ser
feita a partir da solugao do sistema linearizado perto deste ponto de equilibrio, donde

concluimos que

Tl =0.26) =0 (6173“) ~ O(1.7). (3.36)

Analogamente a (2.23) do capitulo 2, obtivemos para a produgio sus-

tentdvel (adimensional) em relacdo a populagio y, o valor:

—qu((al -+ 1)(d1 + 011) = Gl)
a%(dl = 1+C¥1)2 A

ay; = (3.37)

de onde tracamos o grafico da produgao sustentével (PS) em funcao do parametro
a; (esfor¢o adimensional) como mostra a figura 3.14. Para y; = 0.85 e oy = 0.25

temos a producdo sustentdvel PS = 0.2125 e para a; = 0.32 a producdo médxima

sustentdavel PS,,.. = 0.24.
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Ps 4
0.25

0.21 \

0.14

0.051

=y

Figura 3.14: Grdfico PS x oy de (3.37) com valores de pardmetros dados em (3.18)e
oy = 0.25. Para a; = 0.32 temos a produg¢ao mdzima sustentdvel.

Comparando os niveis de estoque das populacdes = e y sem o termo
de pesca (figura 3.7) e com o termo a;y (figura 3.15) com a; = 0.25, podemos ver
que a populagdo y passa de uma oscilagao apresentado na figura 3.7 entre 0.5 e
1.45, aproximadamente, a um estado de equilibrio em torno de 0.85 enquanto que
a populacao = passa de uma oscilagao entre 0.02 e 0.42, aproximadamente, a um
estado de equilibrio em torno de 0.42. Neste sentido, podemos dizer que este termo

de pesca estabiliza o sistema.

Na figura 3.16 podemos ver a evolu¢ao das duas populacoes = e y si-

multaneamente, ao longo do tempo.
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Figura 3.15: Solugdo do sistema (3.24), com valores de pardmetros dados em (3.13)e
oy = 0.25: (a) populagdo z x t; (b) populagdo y x t.

0.951

1 &)

0.8+

Figura 3.16: Trajetdria do sistema (3.24) no plano de fase, que corresponde aos
grdficos apresentados na figura 3.15.
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3.4 Acrescentando um termo de retirada Uy ao modelo

presa-predador com resposta funcional tipo Holling II

Nesta secao, a estratégia de pesca se caracteriza pela retirada de uma
gquantidade constante de peixes do estoque, dada por Uy. Entao, adicionando um

termo —Uj a equagao diferencial para a taxa de variagao % do sistema (3.7) obtemos

X X\ CiAXY
ar i (1 KO) Bi+ X
(3.38)
&Y  AXY
(—if; = m‘- DY - U,.

As dimensoes das varidveis e parametros sao dadas em (3.8). Definindo

as novas variaveis tal como em (3.9) e os novos pardmetros:

RO .Ku D] Cl U{]
= — =—, di=— = ;
r AI 3 ax B]_ 1 1 Al € A] Koa (3 39)
obtém-se o seguinte sistema adimensionalizado:
dr _ azy
E = TI(l .'L') (1 + 012?) = f(msy)
(3.40)
dy  azy

— = —dyy — s = g(z,y).
dt  (1+az) W= o2 =9(z,)

Para os parametros a;, r e d; adotaremos os mesmos valores dados em
(3.13). Quanto a a3, poderiamos prosseguir o estudo da sua influéncia no sistema,
deixando-o arbitrario, optamos por fixar o seu valor em 0.06, que mantém a popula-
¢do y em um nivel fora do perigo de extin¢ao. O método para a escolha de a; = 0.06

foi o mesmo relatado, na se¢do anterior, para a escolha de a.

A figura 3.17 nos mostra o grafico de y x ¢ para cinco valores diferentes
de s, onde as curvas (a) ap = 0.059, (b) az = 0.06 e (¢) @z = 0.061 mostram que
para estes valores de a», a populagdo y pode se recuperar e em (d) as = 0.0615 e (e)
ap = 0.0616 mostram que uma pequena variagao no ap de 0.0001 leva a populagio

y do ciclo limite para a extingao.
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Figura 3.17: Grdfico de yxt, do sistema (3.40) com valores de parametros dados em
(3.13), para os sequinles valores de ay: (a) as = 0.059, (b) a; = 0.06,
(¢) ag = 0.061, (d) oy = 0.0615, (¢) ay = 0.0616.
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Figura 3.18: Isoclinas de inclina¢io nula e pontos de equilibrio do sistema (3.40),
com valores de parametros dados em (3.13) ¢ ay = 0.06.

3.4.1 Pontos de equilibrio, andlise da estabilidade e aspecto dinamico

Os pontos de equilibrio encontrados sao:
(z1,y7) & (0.94,0.13) ¢ (23,y3) = (0.17,0.92)

Os dois pontos de equilibrio estao representados na figura 3.18, pelas

: - o o T -~ r{l—a)(1+a)r) f
intersecgoes das curvas isoclinas de inclinagao nula: y = =———= que satisfaz



fEuy)=0ex = G?(“f{%f%@ que satisfaz g(z,y) = 0, para o caso particular do

sistema (3.40) com o = 0.06 e os valores dos pardmetros a,, r e d;, dados em (3.13).

Analisaremos a seguir o tipo de estabilidade ou instabilidade de cada
ponto de equilibrio encontrado; para isto, linearizamos o sistema (3.40) em torno de

um equilibrio (z*,%*), de onde podemos escrever:

dAz o e

3 il —~28) (1+ ayz*)? 1+a2* Az

dAy ar1y* az* B Ay
dt (1 + ayz*)? 1+ a7

onde definimos Az =z —z* e Ay=y—y .
e Ponto (z},y}) ~ (0.94, 0.13) (figura 3.19).
Neste ponto de equilibrio, no caso especifico onde os valores de parametros sao os

dados em (3.13), encontramos a matriz Jacobiana como segue:

~1.96 —0.60|
J= , (3.42)
0.03 0.45

cujos autovalores e autovetores sao dados por:

Al=-125 e A =044

—9.81 0.36

v = e w=

0.20 —-1.03
As solugoes do sistema (3.40), préximas ao equilibrio (27, y7) = (0.94, 0.13),
sao dadas por:

z(t) = z} + C1(—9.81)e %% + C5(0.36)e™**

y(t) = yi + C1(0.20)e™ 1% 4 Cp(—1.03)e44!

Como A < 0 < A e o determinante da matriz J é —0.55, portanto negativo, temos

um ponto de sela. A figura 3.19 mostra graficamente a instabilidade neste equilibrio.
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Figura 3.19: Plano de fase do sistema (8.41) prézimo ao ponto de equilibrio
(z3,y1) = (0.94,0.13) com wvalores de parametros dados em (3.13) e
as = 0.06 (ponto de sela).

e Para (z3,y3) =~ (0.17,0.92) (figura 3.20) encontramos:

0.01 —0.21
J= , (3.43)

com autovalores e autovetores, respectivamente:

M =004+044] e A =0.04—-0.44] (3.44)

—0.48 — 0.037 —0.48 4+ 0.031
v= e W= g (3.45)
I -1

Do sistema (3.40), préximo ao equilibrio (z3,y3) = (0.17,0.92) temos
que a solucdo z(t) é =3 adicionado a uma combinagio linear €*%cos0.44¢t com

%% sen0.44t e y(t) é y; adicionado a outra combinacao linear das mesmas funcdes.

Da matriz Jacobiana dada em (3.43) podemos ver que tanto o traco
quanto o determinante sdo positivos o que indica um equilibrio instavel. Dos auto-
valores A\, e A2, que sdo numeros complexos com a parte real positiva, temos que o

ponto é um espiral, ou seja, (z3,y3) é um ponto do tipo espiral instdvel.
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Figura 3.20: Plano de fase do sistema (8.41) prézimo ao ponto de equilibrio
(x3,93) = (0.17,0.92) com valores de pardmetros dados em (3.13) e
ay = 0.06 (espiral instdvel).

O equilibrio (z3,y3) = (0.17,0.92) representado na figura 3.20 é do tipo
espiral instavel, e as setas do campo de direcées proximas a ele tém o sentido “para

fora” .

Comparando as figuras 3.21 e 3.22 com a figura 3.7 podemos veri-
ficar que a adicao do termo de retirada —Uj ao sistema (3.7), para os valores de
parametros utilizados, ndo alteram o tipo de comportamento oscilatério (tendendo
a um ciclo) das populagées = e y mas, o ciclo limite apresenta uma amplitude maior
do que a de antes da inclusao do termo, pois a populacao z oscila agora, em niveis
mais elevados devido ao fato de seu predador y estar sendo pescado. Na figura 3.22
estd representado o ciclo limite formado em torno do ponto de equilibrio (z3,%3). As
condicoes iniciais z(0) = 1 e y(0) = 1 estao fora do ciclo limite e podemos observar
uma aproximacao em direcao ao ciclo enquanto que as condigoes iniciais z(0) = 0.12
e y(0) = 0.9 estdo dentro do ciclo limite e observamos um afastamento em relagdo
ao ponto, isto porque (z3,y5) € instavel (figura 3.20), o sistema estabiliza no mesmo
ciclo limite. O comportamento descrito, estd de acordo com o enunciado do teorema

de Poincaré-Bendixon, apresentado anteriormente.

Para o cdlculo do tempo de recuperagao deste ciclo, remetemo-nos a

situagao analoga obtida na secao 3.2, quando tratamos do sistema sem retirada.
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Para este tipo de retirada a produgio é constante e igual a a,.

L I

) 10 20 0 0 130 %0 30

Figura 3.21: Grdficos da solugao do sistema (3.40): (a) %1 € (b) yx 1, com valores
de parametros dados em (3.13) € ay = 0.06.

Figura 3.22: (Ciclo limite) Plano de fase do sistema (3.40) com (x(0),y(0)) = (1,1)
e (2(0),y(0)) = (0.12,0.9). Os valores dos parametros sio dados em
(3.13) ¢ az = 0.06 .
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3.5 Acrescentando um termo de retirada, limitada pelo

parametro B, ao modelo presa-predador com resposta

funcional tipo Holling II

Vimos no capitulo 2, que o termo de retirada

BY?

N 1v? (3.46)

foi proposto por Ludwig quando estudava o desfolhamento do abeto.

Acrescentaremos, a seguir, este mesmo termo ao modelo presa-predador
com resposta funcional tipo Holling II e investigaremos os efeitos que este tipo de

retirada causa nas populacoes, quando existem duas espécies interagindo.

Como feito nas secoes anteriores com EY e Uy, acrescentaremos esta
estratégia de pesca & equacao que representa a taxa de variagao da populacido de

predadores no sistema (3.7), como segue:

dX _ XN CulXY
ar = X (1 KD) B+ X
(3.47)
2
nglXY_DIY_%’
dT’ B+ X N2+4+Y2

onde as dimensoes das varidveis e dos parametros sao como dadas em (3.8) e com

[B]=[pop.]x[t]"! e [N] = [pop.].

Definindo as novas varidveis iguais as dadas em (3.9) podemos adimen-

sionalizar o sistema (3.47) que resulta em:

dz a Ty
_— = ]_ -_— — — y
dt R %) 1+az f(@:y)
2 (3.48)
d T o
_y = _.l'__y_ B sy = g(mr y)'

&= 1tar W i4me

onde definimos os novos parametros a; e J como:

_ _BK, g= (Ko .
= ANCy =\NG /)
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Com a adimensionalizagao, conseguimos reduzir o nimero de parimetros
de 8 (Ay, By, B, Cy, Dy, Ky, N, Ry) para 5 (a;, dy, 7, as, 8), onde B e N estdo presentes
somente em a3 e . Desta forma, se mantivermos os mesmos valores de parametros
estabelecidos em (3.13), a; = 1.6, r = 1.4 e d; = 0.15, os valores escolhidos para
os pardmetros a3 = 2.5 e = 10 fornecerdao um ponto de equilibrio estavel apds a
inclusdo do termo de retirada (3.46) ao sistema (3.7). O método utilizado para a
escolha dos valores de a3 e § foi o de tentativas, isto é, primeiro fixamos 3 e vari-
amos a3 apos fixamos a3 e variamos § e por ultimo variamos os dois pardmetros ao
mesmo tempo até encontrarmos um ponto de equilibrio onde a populagéo retirada

y ndo corresse risco de extincao.

3.5.1 Pontos de equilibrio, analise da estabilidade e aspecto dinamico

Os trés pontos de equilibrio para o sistema (3.48) com os valores de

parametros estabelecidos acima, a saber:
a1 =186, r=14, di=015 w&=25 e =10, (3-49)

foram determinados pelas interseccdes das curva iséclinas de inclinagéo nula (figura

3.23), dadas por:

(1 —z)(1+ a1z)
ax
g di(1+ By?) + azy
a1[1 + By*(1 — dy) — dy — a3y’

de f(z,y)=0 s=0 e y=

de g(z,y)=0 y=0 e

Como segue:
(z1,91) = (0,0), (23,93) = (1,0) e (z3,93) =~ (0.44,0.84).

Os valores de z3 e y; podem ser determinados com maior precisdo como segue:

isolando y a partir da equagdo f(z,y) = 0 e substituindo em i%’ﬂ = 0, obtém-se:
T 2 asr(z — 1)(1 + a1z)
5 | 9 37
1+ 2(x — 1)2(1 z)?
az o 1 2 Bri(z ),,( + az)

1
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Figura 3.23: Isdclinas de inclinagdo nula do sistema (3.48) com walores de
pardmetros dados em (8.49).

que pode ser reescrito sob a forma fi(z) = f2(z), onde definimos:

sty asr(z — 1)(1 + a1z)
1\E) = L B -1+ alx)Q] ~ (3.50)

af

a1xr
l4+a1z

e folz)=d; — - [1

Observamos que os parametros a3 e 3 sao envolvidos apenas em fo(z).
A intersecgao das curvas f; e fo tracadas na figura 3.23(a), para os valores dos
parametros dados em (3.49), fornece z3, que pode ser visto na mesma figura. O valor
de y3 pode ser determinado substituindo o valor obtido para z}, ou em f(z3,y3) =0

ou em g(z3,43) = 0.

Equivalentemente, poderiamos ter comecado por determinar y;. Para

isso, isolamos z em g(z,y) = 0 e substituimos em (z %) = 0 e obtemos a equagdo:
rb+_ di(1+ By?) + osy ]_ ay -
By (d - 1) +di+asy—1)] di(1 + By?) + asy ’

© By?(dy—1)+dy +azy—1
que pode ser reescrita sob a forma ¢;(y) = g2(y), onde definimos

di(1+ By?) + asy .
Q(dl = 1) + dl +.O.’3y < 1)

=" |1+ o

a1y
di(1+ By?) + azy
By?(dy — 1) +dy +azy — 1

9:(y) =

1—
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Como antes, a interseccao das duas curvas resulta em y3, que esta
apresentado na figura 3.24 (b) onde os valores de parametros usados siao os dados
em (3.49). O valor de 27 pode agora ser obtido apds substituir y; por este valor ou

em f(23,y5) =0 ou em g(z3,y3) = 0.

1 f;{X) gl{x)
] file) __—
o -
-’//
D61 7T
04— A ey
] -
/o | falx) \ L
/o . \ 4
027 / ! ' !
JIIIJ' : I 3 ——— o I:
(@3 04 (;‘.: §31 | - X M o83 *r!}"‘1 2 ):

Figura 3.24: Grdficos usados na delerminagdo de: (a) x5~ 0.44 ¢ (b) y5 = 0.84; os
valores de paramelros sao dados em (5.49).
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¥ y 1 -
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0.54- m_. / "':—} 3 08 - _Ql ___«’: s ‘”\
—— ‘\ 2 E
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| e S———— / I ii e —m————
0 | o - d | A -
i 7z 3 7 7
\. X 1% 2 X
\/
i (&)
1)

Figura 3.25: Delerminagao de ."rg, a partir da equagdo fi(z) = [o(x) dadas em (3.50)
coma; = 1.6, r = 1.4, di = 0.15 ¢ {(¢)8 = 10 e (1) as = 3.5; {2
as = 2,9; (3) as = 2.5; () 02 =2 (8) 02 =25 ¢ (1) § = 6: (2
8=9:(3)8=12;(4)B8=15

A figura 3.25 mostra outros pontos de equilibrio que podem ser obti-

dos da mesma forma (mesmas equagoes) que o grafico (a) da figura 3.24, no caso
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especifico dos valores de parametros dados em (3.13) e com uma variacio em a3 ou
em 3. No grifico (a) para # = 10 variamos a3 conforme as curvas: (1) az = 3.5;
(2) a3 = 2.9; (3) a3 = 2.5; (4) a3 = 2; para a3 ~ 2.9 encontramos dois pontos de
equilibrio. No gréfico (b) para o = 2.5 variamos 8 conforme as curvas: (1) 8 = 6;
(2) B =09; (3) B =12; (4) B = 15; para § =~ 9 temos também dois pontos de

equilibrio.

A fim de determinarmos a estabilidade ou instabilidade de cada um
dos pontos de equilibrio encontrados, linearizamos o sistema (3.48) em torno de um

equilibrio (z*,y*) e, obtivemos:

dA.’.L‘ * a’ly‘ alI*
1 —28%) — —2 L i
dt A ) (1-4ayz*)? 1+az* Az
~~ (3.51)
dAy a1y* a1 " 2a3y" A
— ——e ——d - —— Yy
dt (1 4+ a1z*)? 1+ az* (1+ By*?)?

onde definimos Ar =z —z"e Ay =y —y*.

A seguir, analisaremos a estabilidade ou instabilidade de cada ponto de

equilibrio encontrado.

e Ponto (2}, y7)=(0,0) (figura 3.26).

Substituindo o ponto (z3,y;)=(0,0) em (3.51) obtemos a matriz Jaco-

biana dada por:

J= : (3.52)
0 —d,

cujos autovalores A;, A, e os autovetores v, w sao dados por:

1 0
)\1=T, A2=—d1 eE V= , W=

0 1

Temos que as solugdes do sistema (3.48) tém a forma:
z(t) = z} + Cre™

y(t) =y} + Coe~.
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Figura 3.26: Plano de fase do sistema (3.51) prozimo ao equilibrio (0,0), com valo-
res de parametros dados em (3.49) (ponto de sela).

Como o detJ = —rd; < 0 e Ay < 0 < \;, podemos concluir que o ponto

é de equilibrio instdvel tipo ponto de sela, que pode ser visto na figura 3.26.

A figura 3.26 mostra o plano de fase com campo de diregdes do sistema

(3.51), préximo ao ponto de equilibrio (0, 0).

e Para (z3,y3)=(1,0) (figura 3.27), obtemos para a matriz Jacobiana:

r o
1+ ay
J= , (3.53)
ay ;
0 —d
1 -+ aj 1
. = di(l+a;)—a
cujos autovalores sdo A\; = — 1 7 +L) L Xy = —7 e 0s autovetores correspon-
1
dentes v, w como segue:
1 1

2
Il

v =
a(dy—1—=r)+dy—71

1+a
E, as solugdes do sistema (3.48) sdo dadas por:

—dy (1+n| )—aj

o) = 25+ Cre I gen

d—1—7)+dy -7\ (zt0ten-e
y(t) =4 +C (al( 1 i r) o(FHR=)e
1+(11
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Temos que A, < 0 para qualquer r > 0. Por outro lado, para os
parametros a; e d; adotados, vale -—1— > d;, donde concluimos que A; > 0 e neste
caso, o determinante dado pela expressio det] =—r ((1 oy d;) serd negativo

ficando caracterizado que a singularidade é do tipo ponto de sela.

Y A o
oi{~--22r1 } O e O S e G S
AL ERE T I N R S R AN e e
L A2A2727 7 1 TH N NN RSN S T,
B o B T e e T SR N
T EmM L NN RN R e e
lomomp B W N N L N, N R
e atal 0 | 3 e e e M e
i Al i i ol R N . N E N T S N
DDE' P /d f_‘ i »\ B e T L Sl
B Jee = e P R B N S L L S
1= = »r T RN T S T e Y e
.: e o P e o B -\ e T T e e e -
e = T e e
b N T T S e e e
i s P Ir s, T, T P T P e e e
po2d ———— Vs T T e
: ——— b R
——————— | T - -
— e g W
09 1 1.4 X

Figura 3.27: Plano de fase do sistema (3.51) prozimo ao equilibrio (1,0) com valores
de parametros dados em (3.49) (ponto de sela).

Graficamente podemos visualizar este tipo de singularidade na figura

3.27, onde a aproximacgao ao ponto se dd somente na diregao do vetor w.

e Ponto (z3,y;) =~ (0.44,0.84) (figura 3.28).

Substituindo o equilibrio (0.44,0.84) e os valores dos parametros dados

em (3.49) no sistema (3.51), obtemos a matriz Jacobiana:

~0.29 —0.41
J= : (3.54)
0.46 0.20

de onde resulta:

detJ = 0.14 trJ = =0.09.
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Figura 3.28: Plano de fase do sistema (3.51) prozimo ao ponto de equilibrio
(z3,y3) = (0.44,0.84), com valores de pardimetros dados em (3.49) (es-
piral estdvel).

Como detJ > 0 e trJ < 0 temos a indicacao de estabilidade. Os autovalores e

autovetores sdo dados por:

A =—-0054+0.36] e A;=-0.05-0.361

—0.78 — 0.521 —0.78 + 0.521
v= ; e W= . (3.55)
-

Os autovalores sao complexos determinando uma aproximagao oscilatéria e como
a parte real é negativa, o ponto é uma espiral estdvel, como mostra a figura 3.28
onde o sentido dos elementos do campo de direcoes ao longo da trajetéria apontam

a aproximacdo ao ponto de equilibrio.

Resolvendo o sistema (3.48) préximo ao equilibrio (z3, y3) = (0.44,0.84)
temos que as solugoes sao como segue: z(t) é a soma de z3 a uma combinagéo linear
de e=9%c050.36t com e *%tsen0.36t e y(t) é y; adicionado a outra combinagao

linear das mesmas funcoes.

A figura 3.29 mostra nos gréficos (a) e (b) o comportamento das popu-
lagoes e y, respectivamente, ao longo do tempo, e em (c) o plano de fase correspon-

dente, sob o efeito de retirada com limite B, com condigdes iniciais z(0) = y(0) = 1.
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Os valores de pardmetros sao dados em (3.49), e observa-se a estabiliza¢do no ponto
(z3,y3) cujas coordenadas determinamos anteriormente.
Comparando as figuras 3.7 (sem termo de retirada) e 3.29 (retirada com

limite B) observamos que as populagdes = e y passam de um ponto de equilibrio

instdvel (z3,y3) = (0.11,0.91), com ciclo limite no qual y oscilava entre 0.5 e 1.5,

para um ponto de equilibrio estavel (z3,y;) = (0.44, 0.84)

1
11\)( y#
1.21
0.81
1.
0.61 *ﬁ‘
0.6 til.jr\-’(\ﬁ-
|
M 05 '[
/
0.2‘ {
0411/
- - —— . >
i 100 200 t” 0 100 200 t
(@ (b)
i)
Y
1.21
1.
0.81
0.6
0.4-
: - . . —> X
(c) 02 0.4 06 08 1

Figura 3.29: Grdficos do sistema (3.48): (a) z xt, (b) yxt e (¢c)yxz, com valores
de pardmetros dados em (3.49).

Como j& vimos, o acréscimo do termo de retirada (3.46) ao modelo

presa-predador (3.7), fez com que o sistema (3.48) apresentasse um ponto de equilibrio
estdvel no lugar de ciclo limite, apresentado no sistema sem termo de retirada. Neste

sentido, poderiamos dizer que o termo de retirada tem um efeito estabilizante no
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sistema. Este resultado deve-se a escolha dos parametros as e . Podemos verificar
pela figura 3.30 que lixando 3 = 10 e variando a3 e tomando como condigoes iniciais
2(0) = y(0) = 1, encontra-se em as = 2 (curva (1)) ou ag < 2, solugéio assintotica
periédica, enquanto que de az = 2.1 a az = 2.66 (curvas (2), (3), (4)) temos um
ponto de equilibrio com aproximacao tipo espiral (oscilatoria) tanto para a popu-
lacao x. grafico (a), quanto para a populagao y, grafico (b). Para a; > 2.67 as
populacoes ficam em equilibrio nao nulo estavel, sendo que a populagao de presas x
é alta (curva (5) do grafico (a)), enquanto que a populagao de predadores y é muito

pequena (curva (5) do grafico (b)) (ver tabela 3.1).

valores de a3 | Tipo de Equilibrio do Ponto (a*,y")
com r~ e y* nao nulos

0a?2 equilibrio instavel (ciclo limite)
2.2 a 2.66 | equilibrio estavel
2.67 equilibrio estavel com

™ alto e ™ muito pequeno

Tabela 3.1: Eslados assinloticos do sistema (3.48) com valores de parametros dados
em (3.13), mantendo fixro 3 = 10 ¢ variando as.

x‘l \ Y F
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li ! I | ( uﬂl“gfww\“g‘{,_q!uxm; m;«-—-»-«-«.@
L. W rfhwem—— 52 J'?h \ a
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Figura 3.30: Solugdo do sistema (3.48), grdficos: (a) zxte(b)yxtcomp=10
€ ag variando: (1) a3z =2, (2) a3 =22, (3) az =24, (}) az = 2.66 ¢
(')') g = 2.(1?.



valores de /3

Tipo de Equilibrio do Ponto (™, y")
com z* e y* nao nulos

a8

equilibrio estdavel com
com z™ alto e y™ muito pequeno

a cima de 8 até 11

equilibrio estavel

a cima de 12

equilibrio instavel (ciclo limite)

Tabela 3.2: Estados assinloticos do sislema (3.48) com valores de parametros dados

em (3.13), mantendo fixo a3 = 2.5 ¢ variando 3.

XA
l ¥y
1.41
S~ |
— 121
lh . ; f=9 _wyy},ﬂwywnﬂwS;g
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0 ) 2 &7y @ i

Figura 3.31: Solugdo do sistema (3.48):(a) « x 1 ¢ (b) y x| para az = 2.5 € 3

variando de 8 a 12.

Na figura 3.31, onde (a) ¢ o grafico de @ xt e (b) yx{. fixamos a3 em 2.5
e variamos o [J de 8 a 12 de | em 1, mantendo os mesmos valores de parametros de
(3.13). Tomando as condigoes iniciais #(0) = y(0) = 1, verificamos que para 3 < 9
o nivel de estoque de y fica muito baixo (grifico (b)). e podera ir a extingao caso
ocorra alguma variacao no meio ambiente. Para 3 de 9 a 11. encontramos solucao
assintotica do tipo ponto de equilibrio estavel com aproximagao oscilatéria e para

3 > 12 aparece ciclo limite (tabela 3.2).

O tempo de recuperagao da populacao y, sob uma retirada com limite

B. quando os parametros sao tais que o equilibrio é dado por (a3,y3). é obtido
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analogamente a equacao (3.36) por:

Thlioy = 0.5, §=10) =0 (0%) = 0(20). (3.56)

A produgao sustentdvel (adimensional) para este tipo de pesca, com os

parametros dados em (3.49), é dada por:
ps= - o,
1+ Bys? |

Da comparacéao entre os trés tipos de retirada abordados neste trabalho,
constatamos que uma retirada com limite fixo, do tipo da equagdo (3.46), é tdo
“aplicdvel” ao modelo presa-predador apresentado no sistema (3.7), para os valores
de parametros escolhidos, quanto o termo de retirada com esfor¢o constante do tipo
incluido no sistema (3.22), cujos resultados sdo bem conhecidos. Quando usamos
a palavra “aplicavel”, referimo-nos ao fato de que, para o conjunto de parametros
usados neste trabalho, tal tipo de retirada descreve uma pesca sem risco de extin¢ao
da espécie. Ja o termo de cota fixa incluido no sistema (3.38), exige maior atencao,
visto que, quando esta cota for a quantidade mdxima, uma pequena alteracdo no
meio ambiente pode provocar a extin¢ao da espécie. Este tltimo método de retirada é
utilizada para a pesca de baleias onde existem dados mais precisos sobre a quantidade
de estoque e a fixacdo das cotas é gerenciada pela International Whaling Commission
estabelecida em 1946 para controlar a pesca da baleia no Atlantico Norte (CLARK
1976).
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4 GERENCIAMENTO OTIMO DE
RECURSOS RENOVAVEIS

Até pouco tempo atrds, o gerenciamento de recursos renovaveis era
praticado somente por nagoes consideradas ricas. Entretanto, nos dias de hoje,
tornou-se uma necessidade para qualquer pais, pois, através do gerenciamento dos
recursos naturais, pode-se ter um controle bioeconémico sobre a exploragao destes
recursos. A questao da devastagdo ambiental e o problema da renovacao de recursos
tém preocupado a humanidade. Escreve CLARK, em seu livro (CLARK 1990) , que
este é o resultado de decisdes individuais economicamente racionais tomadas a cada

dia, por todos nés.

Como vimos no capitulo 2, a produ¢ao médxima sustentdvel MSY é
baseada em um modelo de crescimento biolégico que apresente produgio excedente.
Para a maioria das populagoes em que este modelo se aplica, o nivel de M SY situa-se
entre 40% e 60% (CLARK 1990) da capacidade de suporte do meio ambiente.

O objetivo da M SY com o qual lidamos nos capitulos 2 e 3 é, do ponto
de vista da biologia, muito significativo mas pela concepg¢io econdémica, peca por
nao considerar os custos de produgao, ou seja, ignora a relacao custo-beneficio. Em
vista disso, surgiu a tendéncia de trocar o conceito de M SY pelo de OSY (optimum

sustainable yield) que é a produgdo détima sustentdvel.

O conceito de gerenciamento 6timo de-recursos renovaveis, tratado aqui,
baseia-se no critério custo-beneficio padrao de maximizar valores presentes dos rendi-
mentos econdomicos liquidos. Este critério padrao é relevante quanto a decisoes
gerenciais, tanto do ponto de vista publico quanto privado, embora a especificagio
de custo e beneficio ndo seja, necessariamente, a mesma em ambos os casos. Para
a iniciativa privada é considerado somente os custos internos (custo de producio)

enquanto que os 6rgaos publicos contabilizam também o custo social.
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4.1 Conceitos econémicos

A seguir, definiremos alguns termos da édrea bioecondmica que serao
utilizados neste capitulo e representaremos por letras minusculas as populacgoes.
Consideraremos, neste trabalho, os custos (¢) por unidade de esfor¢o de pesca e o
preco unitéario (p) do produto no mercado, como constantes e um tnico explorador,

que pode ser uma empresa privada ou um agente governamental.

Relacionamos abaixo as unidades de medidas tipicas das varidveis e
parametros que utilizaremos neste capitulo; a medida de esfor¢o E utilizadas nos
capitulos 2 e 3, com unidade [E] = [t]~!, serd neste capitulo substituida através de

E =eq.

R s i [t]=dias

taxa de crescimento intrinseca ...... [r]=1/dia
capacidade de suporte ................... [K]=tonelada
estoque de Peixes ........cocccvrereerennens [x]=tonelada
BRIOIED o scinmscimemumnuansny |BJ=DAIGOS
coeficiente de captura ................... [q]=1/(barcoxdia)
taxa deé Captura v [u]=tonelada/dia
EUEED: UNIEALHO osuscssmsimssmanssovasninis [c]=1/(barcoxdia)
Prego UNItATio ....cocovvicueerveaeennenne [p]=1/tonelada

Com relagdo as unidades acima apresentadas, observamos que, onde
colocamos “toneladas” (medida de biomassa), poderiamos equivalentemente usar
“nimero de peixes”, quando esta unidade for mais conveniente. Da mesma forma,

em vez da unidade de tempo “dia”, poderiamos evidentemente ter “més” ou “ano”.

Bem de capital - Por defini¢do, o valor de um bem de capital é igual ao valor
presente do rendimento liquido futuro, que se espera produzir. Esta defini¢do se
aplica para todos os bens de capitais tradicionais, estendendo-se aos recursos natu-

rais. Um estoque de recursos, de uma propriedade de uso comum, é valioso para a
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sociedade, pelo potencial produtivo. Exploragdes irregulares de tais recursos, tém
reflexos na produtividade futura. A super exploracdo é basicamente um problema
de m4 alocagdo de recursos no tempo, no sentido em que o uso excessivo de recursos

no presente conduzem a perdas no futuro.

Lucro Marginal - Se L(k) é o lucro total de & unidades vendidas de um produto,
entdo o lucro marginal, quando k = k + 1, é dado por L'(k + 1), ou seja, lucro
marginal é a taxa de variagdo do lucro total quando a (k + 1)-ésima unidade é ven-
dida, apds k£ unidades serem vendidas. A fun¢do L' é chamada fun¢éo lucro marginal

(LEITHOLD 1988).

Receita Total Sustentdvel (TR) - Dada uma producdo sustentdvel Y(e) (definida
no capitulo 2), medida em biomassa, resultante de um certo nivel de esforco (e), e

considerando p o preco constante por unidade de biomassa pescada, a funcao
TR =pY(e) (4.1)

representa a receita total sustentdvel resultante do esforco e.

Total de Custos (TC) - Considerando o caso mais simples de custo total como sendo

proporcional ao esforgo (e) despendido, temos
TC =:ce, (4.2)

onde ¢ é um valor constante e pode representar, por exemplo, o custo operacional

de um barco pesqueiro, em um dia no mar.

Rendimento Econémico Sustentdvel - E a diferenca TR — T'C, entre a receita total

sustentavel e o custo total.

Valor Presente (V P) e Valor Futuro (VF).
Quando um valor em dinheiro é investido no mercado financeiro a juros compostos,
e sendo 4 a taxa de juros instantidnea por unidade de tempo, este valor (se § > 0)

cresce exponencialmente de acordo com a equagdo diferencial:

av
— =4V,
dt '
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que, com a condigao inicial, em ¢t = 0, V/(0) = V4, tem por solugdo V(t) = Vyezp[dt],
de onde resulta a equagdo que relaciona os valores V(73) e V(71) em dois tempos

T5 e T7, como segue:

V(Tg) = V(Tl)e:t,‘p[é(Tz = Tl)].

Observamos que se T > T3, entdo teremos que V(T3) € o valor futuro
enquanto que V' (7}) pode ser denominado valor presente; por outro lado, se 75 < Ty,

entdao V(T}) passa a ser o valor futuro, e V(73) o valor presente.

Algumas vezes, 0 que representa a taxa de juros instantidnea anual é
referido como uma taxa de desconto instantanea anual, com capitalizacdo continua.
Descontar o valor dos pagamentos futuros, é simplesmente o processo inverso da
composigao dos pagamentos presentes (SILBERBERG 1990). Neste caso, o d repre-

senta a taxa de desconto anual.

Taxa de desconto e taxa de juros sdo termos sinénimos, normalmente
aplicados quando os pagamentos futuros sdo descontados ou quando os pagamentos
presentes sao capitalizados, respectivamente. Queremos observar que, embora as
taxas de juros sejam habitualmente imaginadas positivas, é possivel que tenham

valores negativos ou zero.

O valor presente total (VP) de pagamentos P(¢) em tempo continuo

0 <t <T édado por:
T
VP= f P(t)ezp[—otldt, (4.3)
0

Nesta expressao, o tempo 7 pode ser finito ou infinito.

4.2 A Funcgao Producao

A funcdo Q(z, €), que relaciona os fatores de produgdo e e z, é chamada

fung@o produ¢do. Em uma populagido de peixes onde a taxa de pesca u(t) seja



determinada por duas quantidades: o tamanho do estoque corrente z = z(t) e a

taxa de esfor¢o de pesca e = e(t), temos:

u=Q(z,e) (4.4)

Para propdsitos econométricos, é conveniente supor que a funcao produgao

seja igual ao produto de poténcias do tipo:
Q(z,€) = ae®z?, (4.5)

onde a, a e 3 sdo constantes positivas e sempre que a fungido produgao for linear
em e, entdo teremos a = 1. Referindo-nos aos tipos de retirada, apresentados no

capitulo 2, o esfor¢o constante ez corresponderiaaa=a = =1.

No que segue, neste capitulo, consideraremos
u= Q(z,e) = G(z)e, (4.6)

onde G(z) é uma fun¢do ndo decrescente de z, da qual az? é um caso particular.
A linearidade em e conduzird a um modelo de otimizacao linear. A hipétese de
que G(z) seja uma funcdo nao decrescente de z, é desejavel porque a taxa de re-
tirada correspondente a um dado esfor¢o e nao deve decrescer se aumentar o nivel

populacional.

4.3 Funcional Objetivo

Assumindo o preco (p) e o custo (¢) como sendo fixos, por unidade
pescada da populacdo z, a receita econémica liguida R(z,e) produzida por uma

intensidade de esfor¢o eAt em um tempo At deve ser tal que
RAt = R(z,e)At = [pu — ce]At,

visto que pu indica a receita bruta e ce o custo correspondente. Considerando que

a func¢ao producao tenha a forma dada em (4.6) poderemos escrever:

RAt = [pG(z) — cleAt,
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ou ainda,

RAt = [p - @u(%ﬂ G(z)eAt = [p — b(z)JuAt, (4.7)

onde definimos

C

b(l}') = G—(J;)“.

(4.8)
Visto que cada unidade de pesca uAt acarreta um custo igual a:

C
ceAt = EZEUAt = b(ﬂ’))'U.Af = b(ﬁ:),

concluimos que b(z) é o custo da pesca por unidade (ou tonelada), quando o nivel
da populagao é z. Visto que G(z) é uma fung¢ao nao decrescente, o custo da unidade

c = . :
pescada 5-(-—)*:;!37: ¢ uma func¢@o nao crescente de z.
z

Digamos que uma industria pesqueira deseje maximizar o total de re-
ceitas liquidas descontadas, obtidas da exploracdo de recursos naturais. Se § > 0 é
uma constante que representa a taxa de desconto, este objetivo pode ser expresso
como a maximizacao do seguinte valor presente, obtido a partir de (4.3) substituindo

P(t) pela receita economica liquida R(z, e):
T
VP= / exp(—06t|R(z, e)dt, (4.9)
0

que, com R(z,e) dado em (4.7), fornece:

VP = /:o exp[—dt]{p — blz(t)] }u(t)dt, (4.10)

como o funcional objetivo. Como jéd vimos, e:r:p{—ét] ¢ o fator que representa a
descapitalizacdo de valores futuros em um tempo arbitrario ¢ > 0. De acordo com
nossa hipétese, a industria pesqueira tenta utilizar uma taxa de pesca v = u(t)
que resulte no maior valor possivel da expressdo (4.10). As varidveis z(t) e u(t)
devem satisfazer as restrigdes z(f) > 0 e u(¢) > 0. Na terminologia moderna, a
maximizacdo da expressdo (4.10) sujeita a estas condig¢ées, é um problema da teoria

de controle dtimo.
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4.4 Equilibrio bioeconémico: o modelo de Gordon

A teoria econOmica da pesca em dreas de livre acesso foi desenvolvida
por H. S. Gordon em 1954. O modelo de Gordon, freqiientemente denominado
modelo de Gordon-Schaefer, é um modelo de equilibrio baseado na curva parabdlica
producdo X esforgo relacionada ao modelo de Schaefer (figura 2.7) que representa a
produgao sustentavel Y (e) = gez* = gKe (1 — %), em fungdo do esforco e, aplicado

a pesca.

Segundo a teoria de Gordon, na pesca em dreas de livre acesso, o es-
forco tende a alcancar um equilibrio (bionomic equilibrium, que traduzimos por
equilibrio bioeconémico) no nivel e = ey, no qual a receita total TR é igual ao
custo total TC (CLARK 1990). Em outras palavras, o esfor¢o e, que corresponde
ao equilibrio bioeconémico (determinado por pardmetros bioldgicos e econdmicos)
é, segundo Gordon, aquele que corresponde a dissipacdo completa do rendimento

(lucro) econdémico, isto é:
TR-TC=0 quando e = eu, (4.11)

além da condicdo de equilibrio biolégico % = 0, que evidentemente deverd também
¢ q gico )

ser satisfeita.

Substituindo em (4.11) TR e TC de acordo com as equagdes (4.1) e
(4.2), obtemos:

PY (ex0) — CEoo = 0. (4.12)

Se representarmos por T, 0 nivel de estoque que corresponde ao equilibrio
bioeconémico, concluimos que, para o modelo de Schaefer, o seguinte sistema devera
ser satisfeito:

TZoo (1 — 22 ) — gooToo =0
o (1= ) — geoctec (4.13)

PEosTos — CEso = 0.

Da segunda equacdo, no sistema (4.13), e considerando que e ndo pode

ser negativo, obtemos as solu¢des como segue:
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a) ex = 0, que substituido na primeira de (4.13) fornece zo, = 0 ou T, = K ou

b) s >08 8 = %, que substituido em (4.13) fornece e, = 5 (1 - p;K), desde

que seja satisfeita a desigualdade ¢ < pgK.

Observamos que, se forem dados os parametros bioldgicos r, ¢ e K,
entdo e, depende apenas da razao § (custo/prego). Além disso, para qualquer que
seja o valor do esforco e, > 0, tem-se sempre z,, > 0; isto €, o0 modelo de Gordon

jamais leva a extingao da espécie.

TC TC

E(a)_D BEEJ Ensy e ) r.?'q e

Figura 4.1: Determinag¢do do esforgo e, que corresponde ao equilibrio bioeconémico

de Gordon, para (a) ¢ > pgK, (b) c < pgK e e < emsy, (¢) ¢ < pgK

e egﬁ,) > EMSY -

Graficamente um equilibrio bioeconémico de Gordon é representado por

um ponto de intersec¢do entre a curva (pardbola):
fi(e) = TR = pY (e) = pgKe (1 = iﬁ) (4.14)
e a reta
fa(e) = TC = ce, (4.15)

como mostramos na figura 4.1, para diversos valores da razao 7; esta razao diminui
na medida em que é aumentado o preco p do peixe no mercado ou é reduzido (por
exemplo através de alguma inovagido tecnoldgica) o custo ¢ da pesca. Observamos

ainda, que a pardabola TR na figura 4.1 é obtida a partir daquela apresentada para
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Y (e) na figura 2.7 multiplicando-se as ordenadas pelo preco unitario p-de acordo
com a equacdo (4.14). A reta (a) representa uma situagdo de custos muito altos
com relagdo ao preco do peixe (¢ > pgK), para a qual, como mostramos acima, nao
corresponde ao equilibrio bioeconémico de Gordon; este resultado estd de acordo
com o que poderia se esperar (a pesca ndo compensa). Diminuindo o valor da
razdo £, temos as situagdes das retas (b) e (c), nesta ordem, que correspondem
respectivamente a €, < epsy € & € > Enrsy, sendo epsy = 5% o esforgo que cor-
responde & maxima producao sustentavel biolégica (figura 2.7). Em outras palavras,
na situacado (b) nao ocorre pesca em excesso sob o enfoque biolégico enquanto que na
situagao (c), onde a razdo custo/preco é muito baixa, tal excesso é observado, sendo
que neste caso se conseguirmos reduzir o esforco, terd o duplo efeito de aumentar

receitas e decrescer custos de pesca.

A andlise de Gordon sugere que quando o preco do peixe aumenta ou
quando alguma inovagao tecnoldgica reduz o custo da pesca, poderd acarretar uma
pesca em excesso do ponto de vista biolégico e também do ponto de vista econdémico,

fato este que foi observado historicamente.

4.5 Politica de reducao do esforgo

Consideremos, por exemplo, uma drea de pesca com livre acesso, que
tenha o seu equilibrio bioeconémico de Gordon (lucro nulo), caracterizado por uma
pesca biologicamente excessiva, isto é, quando a retirada com esfor¢o (e) constante

excede a produgao méxima sustentédvel (capitulo 2.2) (ponto A da figura 4.2).

Suponhamos que seja contratada uma empresa de gerenciamento para
operar nesta drea. A primeira providéncia tomada por empresas reguladoras é re-
duzir o esforco de pesca, através de restri¢des quanto ao tipo de utensilios usados,
quantidade pescada e redugao das estagoes de pescas. Restrigbes deste tipo, geral-

mente aumentam os custos. Por exemplo, restri¢oes sobre o uso de certos utensilios
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reduz a eficiéncia do esforco. Periodos de proibi¢do de pesca também diminuem a

eficiéncia pois muitos pescadores ficam ociosos durante tais periodos.

E ébvio, entretanto, que um aumento de custos de pesca pode ser uma
forma efetiva de se obter uma diminui¢do do esforgo, e conseqiientemente um au-
mento na produgao sustentdvel. A reta de custos pode ser ajustada para encontrar
a curva de receita (fo = pY(e)) no ponto de MSY, que entdo se torna o ponto
de equilibrio bioeconémico quando f; = ce (ponto B da figura 4.2). Entretanto,
economistas ligados a industria pesqueira criticam severamente tais métodos de
controle alegando a introdugdo deliberada da ineficiéncia econdomica (despesa em

excesso).

3 custos regulados

) custos ndo regulados
receitas 5

fy=pY(e)

Figura 4.2: Grdfico ($ x Esforco) da regulamentacdo através do aumento de custos
para pesca. As retas representam os custos TC e a curva, receitas TR.

Visto que o nivel de esforco e, do eqﬁih’brio bioeconémico de Gordon é
ineficiente, foi posteriormente sugerido que o nivel 6timo de esforco de pesca poderia
ser aquele que maximizasse o rendimento econémico sustentavel (lucro) TR — TC
(ver figura 4.2). O problema, no entanto, desta sugestao esta no fato de que estaria
sendo deixado um ingrediente essencial do problema que é a dindamica de ambos
0s processos econdmico e biolégico. E evidente, por exemplo, que partindo de um
equilibrio bioeconémico como o ponto A da figura 4.2, a decisdo de reduzir o nivel

de esforco de pesca com o objetivo final de aumentar sua produgdo sustentavel terd,
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antes de atingir este objetivo, um efeito imediato de decréscimo na sua producio
Y = gez, para depois de um certo intervalo de tempo voltar a aumentar e por
fim ultrapassar a inicial. Concluimos, portanto, que para ter producoes futuras

aumentadas, deve-se “pagar o prego” de ter niveis de pesca no presente reduzidos.

O problema fundamental é, portanto, o de determinar o “balan¢o”
6timo a ser constituido entre produto presente e produto futuro. A ferramenta
padréo para resolver questoes de ganhos econdmicos intertemporais é o desconto tem-
poral, cujo conceito introduzimos na se¢ao 4.1; € o que usaremos na se¢ao seguinte.
Cabe observar que o conceito de maximizar o rendimento econdémico sustentdvel
equivale a assumir, no enfoque que abordaremos a seguir, uma taxa de desconto
nula; isto significa que baseia-se em supor que os sacrificios no presente sao irrele-

vantes, desde que levem ao final a crescimentos permanentes nos ganhos econémicos.

No que segue, neste capitulo, nosso objetivo ndo serd o de determinar
um método 6timo de controlar o esforco, mas sim o de maximizar o valor presente
expresso na equacao (4.10). Para tanto vamos supor que seja possivel encontrar um
meétodo de controle que nao implique em aumento de custos de pesca. Iremos supor,

entao, que os custos de esfor¢o de pesca possam ser fixados.

4.6 Politica de Ceifa Otima

O modelo linear de pesca tratado aqui (a varidvel de controle u(t) é
linear em e) é baseado na hipdtese que a taxa de retirada nao afeta o prego do
produto no mercado. Esta hipotese é razodvel para pequenas dreas de pesca que
suprem uma pequena fragdo do total do produto colocado a disposi¢cao do mercado

consumidor (CLARK 1990).

A anélise de modelos nao lineares, implica em estudos mais aprofunda-
dos da teoria economica e situagdes especificas de mercado. Como o objetivo deste

capitulo é dar somente uma idéia do aspecto econémico que envolve o processo de
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produgao étima sustentavel, nos concentraremos em modelos unidimensionais line-

ares.

Veremos a seguir trés técnicas matematicas que podem ser usadas para
determinar a politica de retirada u(¢) que maximize o funcional objetivo definido na

equagao (4.10).
4.6.1 Meétodo de Calculo Variacional
Esta técnica utiliza a equacdo de Euler (ver apéndice C equagao C.7)

para a solucdo de problemas de maximizacao.

Acrescentando uma taxa de retirada u(t) a equagao logistica de Verhulst

(capitulo 2, equacao (2.13)) obtemos

i—': = F(z) —u(t), onde F(z)=r (1 — %) : (4.16)
Substituindo u(t) por F(z) — ¢ em (4.10), obtemos:
VP = [D " eap|—dt]lp — b@)][F(z) — Fldt. (4.17)

Esta integral tem a forma

/qﬁ(t,x,x’)dﬁ,

e podemos aplicar a condicao classica de Euler ((C.7) apéndice C) para um méaximo
dp d oo
el S Y 4.1
dr dtoz (4.18)

Em nosso caso. temos

% = 2 fexpl-6tllp - b@IIF(z) - i1}
= eapl-3t{~V@)IF(z) - 4] + [p ~ b2) F'(2))

= gi{—esf:p[—ét][p - b(z)]}
= exp[—d8t]{é[p — b(z)] + V' (z)z},

49
dt 0z
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que substituida em (4.18) fornece:

Y (z)F(z)
p—b(z)

Em geral, a equacdo de Euler tem como resultado uma equacio diferencial para

6 =F'(z) - (4.19)

uma fungdo z(t) desconhecida; porém, neste caso, leva a uma equacao numérica
(4.19), implicita para a populagdo z, que é chamada de caso singular, em célculo
variacional. Assumindo-se aqui, que z = zg4,, ~ € a tnica solugdo para a equagao
(4.19) e dada uma populagdo inicial z(0), temos que a politica de retirada 6tima
utiliza uma taxa de retirada ug,.  (t) para levar o nivel da populagdo z = z(t) em
direcao ao equilibrio 6timo zg,. . tdo réapido quanto possivel. Se 4., denota a

taxa de retirada médxima, temos como resultados:
Umnaz quando (g 7
Yotimo(t) = § F(T51m0) quando T =2z4,, (4.20)
0 quando T B e

Cabe salientar que este resultado nao pode ser obtido diretamente do calculo varia-

cional.

=

)

U=Umsy

4

._
r

/

u=0

Figura 4.3: Trajetdria dtima x = z(t).

A figura 4.3 mostra o nivel 6timo da populagdo z = z(t). Se a condicdo inicial z(0)
estiver no ponto A, entdo a taxa de retirada maxima ume, reduz a populacao de
z para Ty, ; em outras palavras, a curva (a) ¢ a solugdo da equacdo (4.16) com

U = Umaz; S€ z(0) estiver no ponto B, a pesca é suspensa (u = 0) até a populacdo
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x (que crescerd) atingir x4, a curva (b) representa a solu¢do da equagio (4.16)

com u = 0.

A politica de retirada étima resulta em uma producdo equilibrada ao
longo do tempo, diferente da forma “pulse fishing” através da qual, o estoque é
altamente retirado e depois é dado um intervalo de tempo suficiente para que o

estoque se recomponha.
Uma interpretagao de ¢ em termos do rendimento econémico sustentavel

Para verificarmos como a taxa de desconto, no tempo, afeta a producio

6tima Yg,. = F(z4,..,), iniciaremos por reescrever a equacao (4.19) da forma:

2 {lp ~ b(a)]F(z)} = dlp — b(a)]. (4.21)

Nota-se que pela implicagao u(t) = F(z), para a produgdo sustentada, a expressio

p(z) = [p - b(z)]F (z)

representa o rendimento econémico sustentdvel para o nivel populacional z. Assim,

de (4.21) temos:
2 = 5lp—b(z)]. (4.22)

Esta equagao tem uma interpretagao marginal. Considerando o nivel populacional
no equilibrio z* (como nos caps. 2 e 3, usaremos z* para representar z no equilibrio)
como uma variavel de decisdo, entdo um decréscimo marginal em z (Az = 1) produz
uma receita liquida imediata igual a [p — b(z)]Az = p — b(z). Isto também causa
um decréscimo no rendimento sustentdvel igual a Ap = p'(z)Az = p'(z). O valor

presente desta perda de rendimentos é dado por:

1dp

/0 ezp[—6t]p (z)dt = 532

Da equagdo (4.22) temos que quando o nivel da populagdo z é 6timo, o lucro marginal

imediato deve ser igual ao valor presente da perda marginal futura.



4.6.2 Controle Linear

Este método nao requer a aplicagdo do calculo variacional, e isto se deve

a linearidade do problema de otimizacao, em relagdo a variavel de controle u(t).

Agora, consideremos um problema geral de controle linear unidimen-

sional cujo funcional objetivo é da forma:
131

max | [fo(t, z(2)) + go(t, z(2))u(?)]dt, (4.23)
onde de (4.10) temos fo = p.ezp[—dt] e go = b(z)exp[—dt] e z(t) satisfaz a equacdo
de estado

i—j = fi(t,z(t)) + g1 (¢, z(2))u(t). (4.24)

As funcdes fo e go do funcional objetivoe f; e g; da equacao de estado, sdo assumidas

serem continuamente diferencidveis.

A classe U de controles admissiveis u = u(t) consiste de fun¢des continuas

por partes u(t), no intervalo ¢y < t < ¢, que satisfazem a restri¢io:
U < U(E) < upg, (4.25)

onde u,, e uys sd0 constantes ou, mais geralmente, funcdes de z e £. O tempo inicial
to e final ¢; sdo fixos e finitos. No nosso caso, que é de retirada 6tima em uma 4rea
de pesca, podemos ter t; = co pois o estoque de recursos (peixes) é limitado. Este
limite da populagdo estd entre 0 e a capacidade de suporte do meio ambiente K.
Podemos verificar que a politica de retirada 6tima, para problemas com um tempo
final infinito, é dada pela aproximacdo mais rdpida de z(0) em dire¢ao & solugao

otima z 2

Stimo €M UM tempo o <t < 1y, e se mantém em qualquer tempo seguinte

(t = 00). A varidvel estado z(t) assume valores iniciais e finais:

..’C(to) = Ty, $(t1) = 2. (426)

Sendo g, (¢, z) # 0, podemos eliminar u(¢) do nosso problema isolando-o

em (4.24) e substituindo-o em (4.23), onde obtemos:
ty

max | [G(z,t) + M(z,i)z]dt, (4.27)

TeX #
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com

. go(z, 1) f1(z, 1) _ go(z, 1) .
G(z,t) = fo(z,t) — ™ E) e M(z,t) = g—l(m,t)x’

onde X é a classe de funcGes suaves por partes z(t) que satisfaz as condicoes iniciais

(4.26) e a restrigao (4.25) que assume a forma
Ly, 1) < 3(t) < Lo(s, 1), (4.28)

Exceto por esta restricdo, este é um problema simples de célculo variacional do tipo
max [ f(t,z,)dt, mas como fz; = 0 a teoria cldssica ndo pode ser aplicada (CLARK
1990). De fato, podemos verificar que na auséncia da restricao dada por (4.28),
o problema variacional (4.27) ndo pode ser resolvido, na forma que se apresenta.
Agora, dada a restri¢ao (4.28), se aplicarmos o método cldssico que utiliza a equagio
de Euler (4.18), no problema variacional (4.27), teremos:

of _ 3G oM

dr Oz Oz

d0f _d . oM oM
dtor dt ' ot oz
donde, igualando as duas equagdes, obtemos:

oG _ o

or Ot

T,

(4.29)

Esta equacao estabelece uma relagdo implicita entre = e . Qualquer fun¢do suave
por partes x4, (t) que satisfaca a equagio (4.29) é chamada de solugdo singular

do problema.

Suponhamos que a equagao (4.29) determine um unico caminho singular

T =2I4

Stimolt); PaTaty <t < ty. Observa-se que 24, (t) ndo deve ser a solugao 6tima

desejada a ndo ser que tenhamos a coincidéncia de zg,,  (to) = zo € zg,,  (t1) = 7.
De qualquer forma, z,, (f) € o caminho mais proximo que se pode ter, isto é, a
solucdo 6tima z(t) estd tao proxima de x4, (t) quanto possivel, sujeita as condigoes

de contorno (4.26) e a restrigao (4.28).

Se, z(to) = To # Tgumo(to) € z(h) = =1 # x4, .(t1) forem as

condigoes de contorno, e representando por t, o instante de tempo em que z(t)
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encontra zg,, (t), isto é, tal que z(t,) = x4, (ta), temos os intervalos de tempo
to<t<t, ety <t<t (ver figura 4.4) onde z é diferente do caminho singular

T4,molt) (intervalo [ts,5]) e portanto a igualdade de (4.29) ndo se verifica.

Figura 4.4: Trajetoria dtima (curva solida) para um problema de controle linear.

O teorema a seguir (CLARK 1990), prova que para estes intervalos de

M
tempo a equacao (4.29) torna-se g—f o %—t >0e:

1- Se zo > z4,,,,,(to), entdo o caminho 6timo z(t) usa a taxa de decréscimo mais

rapida possivel; isto é
&= Lz, 1); z(ty) = o,

até o caminho singular zs,. . o(t) ser encontrado. Da mesma forma, se 2o < .’L‘éﬁmo(to),

entdo z(t) usa a taxa mais rapida de crescimento
¢=L2($,t), $(t0) = Ty,

até que z4,,  (t) seja alcangado.

2- Se zy # g, (t1), entdo z(t) é a solugdo da equagdo apropriada de restricdo para

b Sty

3- Finalmente, z(t) = x4, (f) para t, < ¢ < ¢, que é o caminho singular dado por

(4.29).
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Teorema

Suponha que

oG . ol
oz ot

oG _ ou
0z ot

onde z4,. (t) é a Unica solugao da equagdo (4.29). Além disso, assumimos que

sempre que T > x4, (),

(4.30)

sempre que T <zy,. (1),

Tpimo(t) € uma trajetéria possivel, no sentido em que se ug,, . () é definido pela
equagdo (4.24) usando z(t) = zg4,, (), entdo ug,. (t) € U para todo t. Entdo a
solucdo étima para o problema apresentado em (4.27) e (4.28) é a trajetdria mais

prozima possivel z(t) (ver figura 4.4).

Se a desigualdade dada pela equagdo (4.30) for -%—i < %‘1’5, a solucao dada pelo

teorema é uma minimizacao.

Prova. A prova é baseada na aplicac¢do do teorema de Green no plano, a qual decorre
da possibilidade de escrever o funcional objetivo dada por (4.27) como uma integral
de linha:
t1
f [G(z,t) + M(z,t)z]dt = / [Gdt + Mdz],
to C

onde Cé a curva z = z(t), para to <t < ¢;.

Supondo que a situacao seja, como mostrado na figura 4.5, tal que a
curva sélida z(t) denotada por PSRTV ¢ a dita trajetéria 6tima (z(t) = z4,,, (t))-
Considere uma outra curva arbitraria possivel z;(t) indo de (¢, o) para (¢1, ), re-
presentada pela linha tracejada PQRUYV. Visto que a curva z(t) satisfaz a igualdade

da restricdo £ = A(z,t) para t < t, (ver figura 4.4) , é claro que
2(t) <3(t) para to<t<t,.
Suponhamos, que

z1(t) < z(t) para ty<t<tg,
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W

Figura 4.5: Prova do teorema da aprozimacdo mais rdpida.

e z1(tr) = z(tr). Temos entao, pelo teorema de Green, que

tr tr
f [G(I, t) -+ AJ(I, t)i]dt L / [G(Il, t}_) -+ J’l’f(ﬂ:l, tl)l:]_]dt
to tﬂ
= Gdt + Mdz — Gdt + Mdz

PSR PQR
oG oM
= // [gx- =~ —a?-] dzdt

onde a integral dupla se estende sobre a regido contornada pela curva PQRSP. Visto
que, a regido fica abaixo do caminho singular z5,.  (t) = z(t), a primeira hipétese

dada pela equagéo (4.30) implica que

0G oM

na regido em questao. Portanto, a integral dupla acima é positiva.
Para o mesmo célculo aplicado ao intervalo tg < t < t;, onde z;(t) > z*(¢), temos a
segunda desigualdade de (4.30) e a orientacao da curva de contorno correspondente

RTVUR é no sentido contrario. Portanto, obtemos

/ (G2, 8) + M(z, )ildt > f "Gl t) + M(zy, )21 ]dt

Este argumento se estende sobre todas as configuragoes geométricas geradas pela

curva z(t), estando assim o teorema provado.
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4.6.3 Teoria do Controle Otimo

A teoria do controle dtimo, é uma técnica mais completa que resolve pro-
blemas de otimizacao. Esta técnica é uma extensao do cdlculo variacional classico
que resolve problemas lineares, nao-lineares e multidimensionais, e que possuam

restri¢cdes envolvendo desigualdades.

4.6.3.1 Problema de Controle Unidimensional

Consideremos o funcional objetivo dado por:

maxf0 gl(z, t,u(t)]dt, (4.32)

uelU

e a equacao diferencial continua de trés varidveis reais z, t e u
— = fl=z, t,u(t)], VR (4.33)
com a condicdo inicial

z(0) = zo. (4.34)

A varidvel z = z(t) é chamada de varidvel de estado pois normalmente descreve o
estado de algum sistema, em um tempo ¢. A equagdo (4.33), chamada de equacdo
de estado, descreve a evolugao do sistema, apds a aplicacao de um controle u = u(t)

e o tempo final T é suposto finito.

A classe U de controles admissiveis definida em (4.25), é a classe de
todas as fungdes reais continuas por partes u(t) definidas no intervalo 0 < ¢t < T

que satisfazem
u(t) € Uy, (4.35)

onde U; é chamado conjunto de controle. Dado um controle particular u(t), com
0 <t <T,asolucdo z(t) da equagdo (4.33) é dita ser a resposta para este problema.

Assim, define-se um controle possivel como sendo qualquer controle admissivel tal
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que a resposta satisfaca as condi¢oes inicial e final. O principio do méximo, que
apresentaremos a seguir, estabelece condi¢oes necessarias que devem ser satisfeitas

para um controle 6timo.

O Principio do maximo é convenientemente formulado nos termos de:
H = [z(t),t,u(t); A(t)] = glz(t), £, u(t)] + A(t) flz(t), t, u(t)], (4.36)

chamado de Hamiltoniano, onde A(t) é uma funcdo desconhecida chamada de varidvel
adjunta. Se u(t) é um controle 6timo e z(t) é a resposta correspondente, entdao o
principio do méximo expressa a existéncia de uma varidvel adjunta A(t) tal que as

seguintes equacoes sao satisfeitas, para todo t, 0 <t < T*

A\ _ O0H _ 09 ,,.0f
dt 0z oz A) oz’ (4.57)
H = [z(t),t,u(t); A@R)] = ?e%}f%[x(t)’ t,u; A(t)). (4.38)

Estas equacoes se referem ao controle 6timo u(t), associado & resposta z(t) e a
correspondente varidvel adjunta A(¢). Elas sdo as condig¢oes necessarias que devem
ser satisfeitas pelo controle 6timo e pela resposta. Das equactes (4.37) e (4.38)
temos trés funcdes desconhecidas a determinar: z(¢), u(t) e A(t). Para estas trés
funcbes, temos trés equacdes: a equacdo de estado (4.33), a equacdo adjunta (4.37)

e o Hamiltoniano (4.38).

A equagao (4.38) referida como o principio do méximo expressa que, em
um dado tempo ¢ o valor u(t) do controle 6timo deve maximizar o valor da expressao
Hamiltoniana, sobre todos os valores admissiveis de u satisfazendo a restricao de

controle (4.35).

Multiplicando-se por (—1) a equag@o adjunta (4.37) temos

D _ By 0f

*—EE = B + (f) A (439)

A interpretagdo econémica dada por Chiang (CHIANG 1992) é a de que o lado

esquerdo da equagao (4.39) denota a taxa de decréscimo do prego projetado, sobre
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o tempo, ou a taxa de depreciacdo do preco projetado. O primeiro termo do lado
direito, representa a contribuicdo marginal do estoque (populagdo) para o lucro
corrente, e o segundo termo representa a contribui¢do marginal da populacdo, no
aumento da quantidade do estoque (para os economistas z representa capital e para

néds, populacio).

Observa-se que se o controle 6timo u(t) pertencer ao interior do intervalo

de controle U, entdo a equagio (4.38) implica que

oH
== =0. (4.40)
Estas equagdes (quase sempre) implicam na equagdo de Euler (apéndice C (C.7)).

Como uma aplicac@o do principio do médximo, consideremos o seguinte
problema variacional linear, que consiste em maximizar o funcional J dado pela

integral abaixo:
T
Frae [ Gz, 8) + M(z, 8)idt, (4.41)
0

Li(z,t) < £(t) < La(z,t). (4.42)

Se a equagao de estado (4.33) for dada por

dx

= = (4.43)

temos para o Hamiltoniano (4.36), deste problema
H=[G+Mul+du=G+ M+ MNu. (4.44)

De acordo com a equagao (4.38), o controle u(t) deve maximizar esta expressao. A

funcéao troca (switching) o(t) é definida como
o(t) = M(z,t) + A(t). (4.45)
Entao, u(t) deve satisfazer

Ly(z,1), sempre que >0
aly= { B b & (4.46)
Li(z,1), sempre que o< 0.
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O controle que utiliza estes valores extremos é chamado de controle bang-bang.
Quando a fungdo troca se anula o(t) = M(z,t)+ A(t) = 0 (estamos sobre o caminho
singular), o Hamiltoniano torna-se independente de u, tal que o principio do mdximo
néo especifica o valor do controle. O controle singular pode entdo ser determinado
como segue:

do _ 0Mdz  OM _ d)

@& T Grdt ot &
usando (4.37) temos:

do oM oM O0H

—_— = —_—Y t— = —
dt oz | Ot 0z
_ oM OM _9G oM
T 0z ot 0z Oz
_ oM,
-
Assim, o caso singular o(t) = 0 corresponde a solugao singular z = z5, e o
controle singular correspondente é simplesmente & = zg,. .
dz

Portanto, o principio do mdximo implica que um controle 6timo u = s
para este problema linear deve ser uma combinagao dos controles bang-bang e singu-
lar. Por exemplo, na figura 4.4 o controle bang-bang deve ser aplicado nos intervalos

[to,ta] € [te, 11] € O controle singular u(t) = z4,. , no intervalo [, 2]

Condigoes de transversalidade - Em certos problemas, o valor final z(T") néo é
especificado para a varidvel de estado, sendo referido como um problema de valor
final livre (equacédo (C.9) apéndice C). Neste caso, o principio do méximo adiciona

entao a condiciao de transversalidade
XMT)=10. (4.47)

Por exemplo, suponhamos que o nivel final do estoque z(7") néo seja especificado no
modelo (capitulo 2):

= = Flz)-uft), 0<t<T,

#(0) =y,
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Ji= /:" exp[—6t){p — c(z) }u(t)dt. (4.48)
O Hamiltoniano para este problema é dado por
H = exp[—6t]{p — c(z)}u+ A){F(z) — u}, (4.49)
e a funcdo troca é
o(t) = ezp[—-otl{p — c(z)} — A(D). (4.50)
Entao, ao longo do caminho singular o(t) = 0 temos

A(t) = ezp[-dt}{p — c(z)}- (4.51)

Como p > ¢(zg;,,): @ condicdo de transversalidade (4.47) implica que devemos

abandonar o caminho singular z = antes de ¢ = 7. E quando fora do caminho

6timo
singular, devemos usar o controle bang-bang u = 0 ou %p,,. E claro que u = 0 nao é
6timo (producgdo nula), mas % = Ume, para t proximo de T produz uma contribuicio

relevante para o valor presente.

Figura 4.6: Caminho étimo para z(t) (curva sélida).

Assim, a condigao de transversalidade segue uma légica: a politica de
retirada étima segue um caminho singular para ¢ < ¢, e entao usa a taxa de retirada
6tima u = Uy, paraty < t < T (figura 4.6). O verdadeiro valor de z(7T') alcancado,
deve satisfazer T, < z(T) < g, . Nos casos de desconto positivo (6 > 0), em

modelos de recursos renovaveis, 7' = oc € ignorado.
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4.6.3.2 Problema de Controle Multidimensional

Aqui, trataremos de problemas de controle linear, na maximizacao de
lucros, em modelos com duas ou mais espécies. As varidveis de estado e de controle
tornam-se quantidades vetoriais multidimensionais, as condi¢oes finais sdo generali-
zadas e um pagamento final é incluido no funcional objetivo. Consideremos entao,
o0 seguinte sistema de equagoes:

dﬁ','i

g FlnvsBatiaotnd); 0SE€T, i=1%u:n0 (4.52)

O vetor x = (z1,...,Z,) é chamado de vetor de estado e as componentes z; sio
chamadas de varidveis de estado. Da mesma forma, u = (uy,...,unm) € 0 vetor de
controle e suas componentes sao as varidveis de controle. Admitimos, aqui, que cada
u; seja uma funcao continua por partes, no tempo t, que o valor inicial da varidvel
estado seja x(0) = x°, que o conjunto de controle u(t) € U; e U; seja um conjunto
fechado e, finalmente, que as condicdes finais sejam conhecidas para as k primeiras

componentes:

z(T)=12f, i=1,2,..k, onde 0<k<n. (4.53)

A equagdo de estado pode ser escrita de uma forma mais simplificada,

ou seja,
X
— =f(x,u,t), 0<t<T, (4.54)
e o funcional objetivo tem a forma
T
T = / Oz, t, w)dt + Glz(T), T. (4.55)
0

O termo G[z(T),T], com T fixo, representa o pagamento final. O problema é encon-
trar um controle 6timo que seja possivel, isto é, um controle no qual a resposta z(t)
satisfaca as condigdes finais dadas em (4.53) e que maximize .J(u). Embora conside-
remos que o controle u(t) € U;, ndao podemos assegurar que o controle 6timo exista.

Muitos controles admissiveis sao encontrados mas falham, sob certas condi¢des, na
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obtencao de uma solugdo 6tima. Nestes casos, é necessdario uma reformulacdo, que
consiste na alteragdo da classe de solu¢bes matematicamente aceitdveis e em casos
mais complicados, muitas vezes é preciso uma reformulacao do problema. Como

exemplo, podemos citar o problema da se¢ao 3.4.2:

t1 )
mazimize flxt.x)dt, x(L) =%,
to

com f(x,t,%) linear em X. Este problema nao possui solugdo em uma classe usual
de curvas suaves por partes z(¢). Um modo de resolver isto é restringindo & classe

de solugdes admissiveis, isto é, por meio de desigualdade em X.

Principio do maximo- Se o problema de controle dado por (4.53)-(4.55) possui
uma solucdo 6tima u(t) com resposta z(t), o principio do méximo estabelece algumas
condicOes necessarias que deverdo ser satisfeitas. O primeiro passo é a introdugio
do Hamiltoniano
n
H(x,u,850) = dofo(x,1,8) + D N(B) fulx,u,2), (4.56)
=1
onde \q é constante e \;(t), com i = 1,2, ..., n, sdo incégnitas chamadas de varidveis

adjuntas. Estas varidveis adjuntas devem satisfazer a equagdo adjunta

d); a?{___z“: A i

dt  0z;

i=1,2,..,n, (4.57)
=0

e devemos ter (A\g)? + D7 Ai(t)? # 0, isto é, todos os multiplicadores ndo podem ser

nulos a0 mesmo tempo e
=0 ou M=1 (4.58)
E mais, devemos ter ¢, 0 < ¢ < T para

Hix(2), u(t), & M#)] = max Hlx(2), u(t), & A(D)) (4.59)

uel;

Finalmente, para cada varidvel de estado que ndo tenha o valor final especificado
por (4.53), temos uma correspondente condi¢ao de transversalidade ((C.9) apéndice
C):

oG

’\E(T) = 8:1?"

t =K ey (4.60)
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Se o tempo final T nao for pré-estabelecido, entdao temos uma condi¢ao adicional

oG
H+ 3T = 0 pora t=T. (4.61)

Em resumo, se u(t) for um controle 6timo para um dado problema e z(t) a resposta
correspondente, entdo deve existir um vetor A(¢) tal que todas as condi¢Ges nas
equagoes (4.57) a (4.61) sejam satisfeitas. O caso em que Mg = 0 em (4.58) é
considerado anormal e ndo pode aparecer quando n = 1, pois neste caso recai-se em

um problema unidimensional.

4.6.4 Aplicagao ao modelo de Schaefer

A seguir, aplicaremos a teoria do controle 6timo ao modelo de cresci-
mento logistico de Verhulst com um termo de pesca u(t)=gez conhecido como

modelo de Schaefer. Entao, dada a equacao de estado

dz z
=T (1 - E) — gez, (4.62)
e o funcional objetivo
2 c
VP= makf exp[—dt] (p - —) gexdt, (4.63)
0 T
sujeito a
0<e< ema (4.64)

encontramos o Hamiltoniano como segue:
H = exp[—dt](pgz — c)e + A\[F(z) — gez]. (4.65)
O caminho singular aparece quando o coeficiente de e no Hamiltoniano é zero, ou
seja:
o(t) = exp[—6t](pgz — ¢) — Az = 0, (4.66)

de onde obtemos a condicao de transversalidade dada pela expressao, para a variavel

adjunta A\, que é

A = exp[—6t] (p - i) . (4.67)

qzxr
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Da equagao adjunta

== (4.68)
temos
dA .c c dz
b= exp[~6t] l*—é (p = q—x) = Q?EE] (4.69)
e
B —exp[—dtlpge + Age — F'(z)]. (4.70)

oz

Substituindo A dado em (4.67) em (4.70) e igualando novamente (4.69) e (4.70)

temos:

et [—5 (p . q%) 4 q%%} p———T [pqe - (p - qim)} lee — F'(z)].

dz
Simplificando a expressao acima, reconhecendo o F(z) — gex e isolando § temos

b(z)F(z)

§=F'(z) + —-———qx(pq — o)’

(4.71)

que concorda com a equacdo (4.19) para o estoque 6timo no equilibrio z*, notando

c
que temos b(z) = =

O principio do maximo afirma que e(t) deve ser tal que a expressao
Hamiltoniana (4.65) é maximizada. Como na equagdo (4.46), isto significa que e(t)
deve ser um controle singular ou e(¢)=0 ou e,,,,. Para se obter a aproximacio mais

rapida, devemos ter

o gquando z(t) > Zg4ms

e(t)=4q F(z) quando  z(t) =z, (4.72)

0 guando  z(t) < x4

Otimo

onde o controle singular aparece quando z(t)=xzg,, .
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Calcularemos a seguir o Z 44ime> SUDstituindo F(z) pela equacdo logistica

em (4.21) e considerando b(z) = £; obtemos:

He-2)nt-pl=o-5)

Apés diferenciarmos esta equagao torna-se uma equagdo quadratica em z, onde a

solugao positiva é dada por:
K c 4 ¢c &\ 8
. = — 14+ —— — | L R . !
“Gime ( peK ?‘) ! \/( " paK r) T prK s

Para simplificar esta expressdo, introduziremos as seguintes quanti-

dades adimensionais:

T&,: % c
Otimo 0
il S Ty 2 = =i = -. 475
Otimo K o K Dq K i i r ( )
Entdo, z4,,  representa a biomassa como uma proporgao da capacidade de suporte

do meio ambiente, z., é o nivel de biomassa de dissipa¢@o de rendimentos correspon-
dente, determinado pela razao IEJ (ver segao 4.4 Modelo de Gordon) e v é a razdo da
taxa de desconto pela taxa de crescimento intrinseca da populacdo, & qual podemos

nos referir adequadamente como a razao do crescimento bioeconémico.

Substituindo as quantidades adimensionais (4.75) em (4.74), temos a

expressao que calcula z4,. ~ dada por:

1
“Otimo — Z[l oy =Y ¥ \/(1 + 200 — '}')2 & Szooﬂf]' (4-76)

A taxa de desconto § = 0 (y = 0) produz um nivel de populagdo
Z8umo = 5 T+ 3% que é sempre maior que o nivel de MSY, zysy = 0.5. Isto
estd de acordo com o que foi discutido no final da secao 4.5, visto que uma taxa
de desconto nula equivale & politica de gerenciamento “mais conservativa” de maxi-
mizacdo do rendimento econdmico sustentédvel, pois significa que as receitas futuras

nao siao descontadas com relagdo as receitas atuais(do presente); neste caso, o sa-

crificio necessédrio dos lucros atuais nao afeta a decisao de otimizagdao porque, nao
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importando quao pequeno nem qudo a longo prazo, ird durar para sempre e, nao

sendo descontado, justifica qualquer perda (sacrificio) no presente.

Taxas de desconto positivas conduzem a niveis de populaciao étima
Z8uimo PTOGTESSIVamente decrescentes que se aproximam de z,, quando 7y = g - +00.
De fato, o caso § — 400 constitui a extremidade oposta a § = 0 do espectro e cor-
responde a politica “menos conservativa” de dissipagao do rendimento econémico,
como no modelo de Gordon; adotar uma taxa de desconto infinita, significa explorar
a pesca exatamente no mesmo nivel de estoque que seria alcangado sob condigoes
de livre acesso (atribui-se valor nulo as receitas futuras). A solugdo para taxas de
desconto positivas e finitas situa-se sempre entre os dois extremos § =0 e § — +oo.
A variagao de zg,,  em fungdo de 2z, para vérios valores da taxa de crescimento

bioeconémico vy = g, é apresentada na figura 4.7; neste gréfico, podemos verificar as

observagdes que fizemos acima.

A figura 4.8 mostra os valores de z5,, =~ como uma fungdo de y para
diversos valores de z.. Um caso extremo aparece quando z, = 0, que ocorre
quando os custos da pesca forem nulos; neste caso, a equa¢do (4.76) reduz-se a

= 1. L. A i , &
Z8iime = 3 — 57+ Além disso, zg,, ~ neste caso € sempre menor que zy sy €, sempre
que a razao de crescimento bioecondmico ¥ > 1, o nivel populacional de equilibrio
6timo torna-se zg,, = 0. Isto significa que, nesta situagdo, a politica de pesca
6tima leva a extingdo mais rapida possivel da populagao de recursos. Isto pode ser
explicado intuitivamente, visto que quando 7 > 1, tem-se que a taxa de desconto §
¢ maior que a taxa de crescimento intrinseca r da populacdo; entdao se assumirmos
que a receita obtida com a pesca possa ser aplicada em outro tipo de investimento

produzindo uma taxa de juros continua maior ou igual a ¢, isto certamente paga o

investimento na pesca, além de realizar o investimento alternativo.

Para ilustrar a teoria, Clark (1990), faz uma comparagdo entre as
aplicacdes do modelo de Schaefer a duas populagoes especificas: o hipoglosso (hali-
but) que é uma espécie de peixe encontrado no norte do oceano Pacifico e a baleia

com barbatana (fin) encontrada na Antértica. Foram escolhidas estas duas espécies
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de eresetmento bioeconomico y para vdrios valores de = .

porque elas possuem taxas de crescimento bastante distintas: 0.71 por ano para o

hipoglosso e 0.08 por ano para a baleia.

Além disso, sao sugeridos os seguintes parametros dentro do modelo de

Schaefer para o hipoglosso (halibut):

K =80.5 x 10%g

e Tu = 17.5 % 10%kg,
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donde obtemos zysy = & = 40.25 x 10%kg. Para a baleia com barbatana (fin),
o modelo logistico ndao é muito adequado porque sua curva de crescimento nao é
simétrica; no entanto, para ilustrar, continuaremos usando o crescimento logistico

com:
K =400.000 baleias e =z = 40.000 baleias,

donde obtemos imediatamente zysy = & = 200.000 baleias.

Para cada uma destas populagoes, apés substituir os valores acima em:

K Teo & Too 0\ | 8Zeod
o g [ g TR ]l B
Towmo = L | 'K r+\/(+K r) T Er
obtida de (4.75) e (4.76), tragamos os graficos de x4, = x d correspondentes, apre-

sentados na figura 4.9. Em ambos os graficos, podemos verificar que lims_o0z4,;
confere com o valor de z., utilizado. Além disso,

a) para 0 = 0, tem-se, tanto para o hipoglosso quanto para a baleia,

K
Tgtimolsmo > Tasy = o
b) & medida que J cresce, zy,, = decresce até se aproximar de T, quando § — +o0;
isto vale para ambas as espécies.
¢) quando J é pequeno, a reducdo do nivel do estoque T 8me & medida que J cresce
faz-se sentir muito mais na populacdo de baleias do que na de hipoglosso; observa-se
que para ¢ da ordem de 20%, z4,, = da populagdo de baleias ji tem uma grande
redugdo com relagdo aquele quando § = 0.
d) devido a taxa de crescimento intrinseco (r = 0.71), da populagdo de hipoglossos

ser muito alta, tem-se que para § < 27%, zg,, = > Tysy, O que significa que o valor

6timo de z corresponde a uma pesca em excesso, do ponto de vista bioldgico.

O valor do desconto temporal § depende do quanto o empresario estd
disposto a reduzir o nivel de pesca no presente, para garantir maiores produgoes no

futuro.
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Figura 4.9: Grdfico da populagdo 6tima z 4, ., em fung¢do da taza de desconto anual
(a) hipoglosso (halibut) (b) baleia de barbatana (fin whale).

Para cada uma dessas populagoes, apresentamos na figura 4.10 os grafi-
cos da correspondente produgdo anual sustentdvel 6tima Qg,, ., também em fungao

de 4, obtida a partir de:

e 1T Lo
Q’ ) = ros J s Otimo
Otimo Otimo K )

onde z4,. ~ foi calculado anteriormente. Para cada populagdo também podemos

calcular a producdo anual maxima sustentdvel a partir de:

.'L'Mr_gy) _ rK

MSY = rxpysy (1 K T

pois Zpysy = %; desta forma, obtivemos para o hipoglosso:
MSY = 14.29 x 10°kg

e para a baleia com barbatanas:

MSY = 8.000 baleias.

Com relacao aos graficos apresentados na figura 4.10, observamos que:

a) tanto para a populagao de hipoglossos quanto para a de baleias, Qg,,, =~ comega
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por crescer até atingir o valor deM SY, quando z passa por z,sy e depois, decresce
até chegar ao valor Q.

b) para o hipoglosso que tem um alto valor de 7, Qg,, ~ ¢ praticamente insensivel
a ¢; talvez se o modelo de Schaefer ndo fosse tdo simplificado, ndo ocorresse tal
“insensibilidade”.

¢) para a populagao de baleias, ao contrario da situacio relatada em b), um ¢ de 20%
jé reduz Qg,,,., & metade de M SY’; este efeito do desconto pode ser parcialmente
responsavel pela resisténcia dos pescadores de baleias em concordar com medidas

mais severas de conservacao.

N Qétimo (x108 kg ) halibut 39:)0r Qs fin whale
144

12_/\ 70001

10 —_—

5 ]

6 50001

4]

2 s

U(a) 02 06 1 14 18 22 26 35 5 01 02 03 04 85%

Figura 4.10: Grdfico da produgdo anual sustentdvel Q s, = em fungdo da taza de
desconto anual § (a) hipoglosso (halibut) (b) baleia de barbatana (fin
whale).

Antes de encerrar este capitulo, é importante enfatizar que o modelo de
Schaefer, no qual esta teoria é baseada, ndo leva em conta varios fatores tais como es-
trutura etdria, por exemplo, constituindo uma supersimplificacao das caracteristicas

bioldgicas e econdmicas destes recursos.
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5 CONCLUSAO

Recursos ecoldgicos sao economicamente importantes e modelos mate-
maticos podem ser muito uteis em aprimorar nossa compreensao a respeito, princi-
palmente pela expectativa da conseqiiente implementagdo de um bom gerenciamento
destes recursos. Em particular, tem sido atribuido grande relevancia aos modelos
que lidam com a economia de recursos, devido as suas implicag¢des no gerenciamento
dos mesmos. Face a esta motivagdo, nosso objetivo neste trabalho foi o de estu-
dar os principios basicos que norteiam o problema do desenvolvimento sustentdvel,
mais especificamente a economia do gerenciamento 6timo da ceifa (harvesting) de

recursos biolégicos renovaveis.

Comecamos por revisar dois modelos muito simples da dindmica de
populagdes: o modelo de crescimento logistico (equagdo (2.13)), para uma populacio
de uma tnica espécie, e 0 modelo presa-predador (equag¢io (3.7)), para um sistema
de duas espécies interagentes, cujo termo de interacao tem uma resposta funcional
do tipo Holling II. Depois de calcular os estados de equilibrio, efetuamos a analise
de estabilidade linear para cada um, e, através da integracdo numeérica, obtivemos

o comportamento dindmico global do sistema.

A seguir, como queriamos estudar politicas de pesca, modificamos estes
modelos biolégicos, de modo a incluir pesca continua. Em especial, consideramos
o modelo de Schaefer (equacado (2.19)), para o qual a taxa de pesca é proporcional
tanto ao esforco de pesca quanto ao estoque de peixes. Esfor¢co de pesca é uma me-
dida da intensidade da pesca: o nimero de barcos ativamente usados para pescar em
um certo tempo. Com tais modelos modificados, que agora contemplam exploracao
de recursos biolégicos, nos perguntamos: qual é a taxa “6tima” de pesca? Qual é
a pesca sustentavel maxima? Introduzimos, entdo, o conceito de Maxima Produgao
Sustentdvel (MSY') (secdo 2.2), que é de fundamental importéincia. Este é o ob-
jetivo desejavel de vérias agéncias de gerenciamento de recursos, visto que implica

na preservacao perpétua do estoque de recursos renovaveis e na maximizagao da
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produgao total a longo prazo. Qualquer taxa de pesca mais alta levard em algum

momento a extin¢gao da populacio.

Um dos problemas com a MSY é que, sob este enfoque bioldgico, sao
ignorados todos os aspectos econdmicos da exploragao de recursos, que para serem
incorporados exigem que se leve em conta os custos desta exploracdo. Apéds reco-
nhecer que o conceito de MSY nao é adequado, mostramos que houve historica-
mente uma tendéncia de substitui-lo por algum conceito de Produgéo Otima Sus-
tentdvel (OSY) (secdo 4.6). Introduzimos, entao, alguns principios fundamentais
relacionados 4 economia de recursos renovéveis (se¢oes 4.1, 4.2 e 4.3), antes de estu-
dar o modelo de Gordon (se¢éo 4.4). Este, é um modelo bioeconémico estédtico (de
equilibrio) segundo o qual o nivel 6timo de esforco, almejado pelo proprietério pri-
vado, é aquele no qual é maximizado o rendimento econémico liquido sustentavel;
construiu-se, assim, o conceito de Maxima Producdo Econémica (MEY’). Outra
predi¢cao do modelo de Gordon era de que em uma pesca de “propriedade comum”,
o esforgo alcancaria um nivel de equilibrio no qual a receita liquida sustentdvel se-
ria nula. Parecia tornar-se consenso, entdo, que em vez da MSY, passaria a ser
desejada a MEY, o que implicaria em gerenciar o esforco de modo a reduzi-lo de
alguma forma. Mais tarde, esta predi¢do também mostrou-se inadequada, visto que
nao levava em conta o “valor (custo) do tempo”. Mostramos que, de fato, os lucros
nao aumentam imediatamente, pois leva um certo tempo para que o novo equilibrio

se estabilize - a recuperacao dos recursos leva tempo.

Retomou-se, entdo, os estudos de economia para construir um modelo
dindmico que corrigisse o erro anterior de omitir o valor do tempo. Apresentamos
a ferramenta padrao, que na economia reflete o valor do tempo, denominada “des-
conto” (subsecdo 4.6.1). A teoria econdmica padrao preconiza que o proprietério
privado de um estoque de recursos estaria motivado a escolher uma estratégia de
producao que maximizasse o seu valor presente. Dessa forma, tomando por base
o critério padrao custo-beneficio de maximizacao de valores presentes de receitas

econdmicas liquidas (equagdo (4.10)), mostramos que o problema de determinar
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a funcdo esforgo (funcdo do tempo) que maximiza o valor presente descontado é
um problema de “controle 6timo” (secdo 4.6), ou classicamente falando, de célculo
variacional. Depois de apresentar uma breve discussdo sobre problema variacional
linear e teoria de controle, mostramos que o equilibrio é a solugédo singular de teoria
de controle e que a pesca 6tima consiste na Politica de Aproximacao Mais Répida
(MRAP) ao nivel de estoque (biomassa) de equilibrio 6timo (subsegdo 4.6.2). B
importante lembrar que a linearidade do problema e a auséncia de custos fixos foram
duas suposi¢des que simplificaram muito o modelo. A politica de pesca 6tima é uma
combinacdo de controles singular e bang-bang. Obtivemos também uma condic¢ao
necessaria para este nivel de equilibrio 6timo, denominado por Clark como o Teorema
Fundamental da Economia de Recursos Renovaveis. A este equilibrio 6timo, para
o qual se levou em consideragdo tanto os custos de exploragdo quanto o “valor do
tempo”, corresponde uma Producido Econdmica Otima (OEY). Mostramos que
se os custos de exploragdo e o “valor do tempo” (taxa de desconto) forem nulos,
recaimos na situacdo em que a M SY é 6tima; por outro lado, se a taxa de desconto
for nula, mas os custos forem positivos, entdo recaimos na situa¢io em que a MEY

é Otima.

De acordo com os enfoques estudados, as conclusdes podem ser rela-

cionadas como segue:

a) Existe um nivel populacional de equilibrio 6timo = = x4, que é

determinado pela equagdo (4.19).

b) O nivel populacional 6timo z4,, = é uma fungio da taxa de desconto

d e de outros parametros econdémicos e biolégicos do problema.

c¢) O valor de z4,  estd entre o nivel de rendimentos maximizados z,

Otimo
(que corresponde a § = 0) e o nivel de rendimentos dissipados =, (que corresponde a
§ = o0). Este valor reflete o inevitdvel comprometimento entre a producao desejada

no presente e as receitas futuras.
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d) Quando o nivel inicial da populagdo z(0) for diferente de z

Otimo?

politica de retirada 6tima é da “aproximacdo mais rdpida”, levando a populacio z

a

para o nivel zs,. ~ tao rapidamente quanto possivel.

Por fim, incluimos também exemplos baseados no modelo de Schaefer
(secdo 4.6.4), a partir dos quais verificamos que o nivel de estoque de equilibrio
6timo que satisfaz o Teorema Fundamental da Economia de Recursos Renovaveis

pode ser bastante sensivel a taxa de desconto.

Enfatizamos que nosso estudo constitui apenas os primeiros passos em
teoria dinamica de gerenciamento de recursos renovaveis. Trata-se de uma relevante
area interdisciplinar de pesquisa, envolvendo biologia, matematica e economia, e que

envolve interesses diversos.

Ha indimeros aspectos que nao foram levados em consideragao no tra-
balho extremamente simplificado que apresentamos. Citamos a seguir algumas das
questdes que ndo foram abordadas.

a) A simplicidade da regra M RAP para a pesca decorreu da linearidade do modelo
de harvesting com relagdo ao esforgo; a receita liquida é uma fungdo linear do es-
forgo: a receita é uma funcao linear da taxa de pesca e o custo é uma func¢ao linear
do esforgo. Serdo estas linearidades razoaveis? Isto depende muito da escala relativa
da industria pesqueira que estd sendo modelada. No caso de uma indistria de pesca
pequena, a taxa de pesca provavelmente terd pouco efeito no preco de mercado do
peixe; mas para grandes industrias pesqueiras, as taxas de pesca tém sérios efeitos
nos niveis de preco. Uma empresa particular que explora tal recurso poderia bem
estar motivada a limitar a pesca simplesmente para manter um nivel de preco satis-
fatério. Entao, teriamos um modelo de controle nao linear.

b) A situagdo estudada supde uma situagao nao usual de controle centralizado, isto
é, para um proprietdario particular do estoque de recursos. E importante, entao,
estender esses modelos para casos envolvendo o controle de multiplos usudrios dos
recursos.

¢) Nao foram considerados modelos com estrutura etdria - uma populacao de peixes
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poderia ser modelada em coortes, onde em cada coorte estdo todos os peixes de uma
mesma idade.

d) Nao foram considerados efeitos de retardo e periédicos (sazonais).

e) Nao foram considerados efeitos espaciais nem de difusio.

f) Tampouco foram considerados a incerteza e o desequilibrio - na medida em que
entramos em mais detalhes e realismo em modelos bioeconémicos, a possibilidade
e o desejo de se ter solucoes de equilibrio torna-se questiondvel. Estoques de re-
cursos estdo sujeitos a varios efeitos estocasticos. O crescimento, a mortalidade
e as taxas reprodutivas de populagtes de peixes variam de uma forma aleatéria.
Variacoes aleatorias em estoques de recursos acarretam importantes conseqiiéncias
bioeconoémicas: levam a “desconto de risco” e resultam em incerteza tanto no que
se refere ao modelo quanto aos parametros. Além disso, existem situagdes nas quais
pensar em equilibrio no gerenciamento de recursos pode ser inapropriado. Flu-
tuacgOes em recursos naturais, particularmente em estoques de peixes, sao sujeitos a

mudancas naturais de larga escala em abundancia.
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APENDICE A RESPOSTA FUNCIONAL

Este apéndice trata dos trés tipos de resposta funcional do predador a

densidade de presas, citado no capitulo 3.
Dado um sistema presa(X )-predador(Y’) do tipo

. I (1 - 5) — YXR(X)

éf{i K (A.1)
— = —dY + Y XR(X),

temos, na primeira equacao diferencial, que R(X) é a resposta funcional e K é a
capacidade de suporte para a presa quando ¥ = 0. O termo —Y X R(X) é chamado
de termo de predacao da populacgao de presas. Esta resposta funcional também pode
ser incluida na equagao diferencial que descreve a taxa de variacao da populacgao de
predadores, como apresentado em (A.1); neste caso, inclui-se uma constante multi-
plicativa ¢ > 0, denominada fator de conversdo, para indicar o quanto a predacdo
contribui para o aumento da populagao de predadores. A resposta funcional dos
predadores a densidade de presas, mede a taxa na qual as presas estao sendo cap-

turadas pelo predador, como uma funcao da densidade de presas.

Holling classifica em trés tipos as respostas funcionais de um predador

a densidade de presas (SMITH 1974):

1. tipo I: R(X) = b > 0, o predador captura as presas(X) numa taxa
constante, sendo b a freqiiéncia de captura de presa pelo predador,
como no modelo de Lotka-Volterra (figura A.1);

/ p AT e —aX
2. tipo II: R(X) = BiX ou R(X) = (—Xe__)

sdo constantes positivas; esta é a resposta funcional tipica de predador

, onde A,B e a

invertebrado (figuras A.2 e A.3);

3, tipo II1: B(X) = ﬁ%,

de predador vertebrado (figura A.4).

onde A é uma constante positiva, tipico
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Tanto a resposta funcional do tipo 7T quanto a do tipo JII apresentam
situagOes em que, quando a populagdo de presas se torna muito grande, a resposta
do predador a este aumento seja a de capturar cada vez menos presas. O que
distingue esses dois tipos, na classificacao de Holling, é seu comportamento para um
pequeno nimero de presas: o predador vertebrado (tipo /I1) “nao nota” a presenca

de presas, quando a popula¢do destas é muito pequena.

-

B+ X
representa o nivel populacional de presas, para o qual este termo é a metade de seu

O pardmetro B na expressao (figura A.2),com A>0e B > 0,

valor méaximo, visto que se trata de uma fun¢ao monotonicamente crescente e

AX A 1 AX
= —=_1 . A2
B+X|yp 2 zx‘_‘&(mrx) (A2)
’\R(X) AKRN
b
0 (a) x>” (b) e

Figura A.1: Grdficos de: (a) resposta funcional ﬁpo I - R(X) = b; (b) resposta
XR(X)=0bX do predadorY a densidade de presas X, para a resposta
funcional tipo I.
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R

e

(a)

Figura A.2: Grdficos de: (a) resposta funcional tipo II - R(X) = X+B’ (b) resposta

do predador X R(X) = 5(% a densidade de presas X, para a resposta

funcional tipo 11.

™ OXROO

*
=]

o
(a)

Figura A.3: Grdficos de: (a) resposta funcional tipo II - R(X) = A[j\—.nxl; (b)
resposta do predador XR(X) = A[l — e™*X] & densidade de presas X,
para a resposta funcional tipo I1.

™ @09

>
3

Figura A.4: Grdficos de: (a) resposta funcionai tipo IIT - R(X) = B“ (b) re-
sposta do predador XR(X) = ,\J+Bz a densidade de presas X, para a
resposta funcional tipo 111.
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APENDICE B ANALISE NO PLANO DE
FASE - SISTEMA
BIDIMENSIONAL

Os sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem po-
dem ser classificadas como sistemas autonomos e sistemas nao auténomos. Quando
auténomos, esses sistemas tém a forma:

dx; ;
-Etl == fi("rl:x2: "":xﬂ) L= 1,2,....,?1 (B}-)
onde as fungbes f; nao dependem do tempo. Na forma vetorial o sistema acima é

dado por:

= = f() (B.2)

onde x(t) = {z:1(¢), z2(2), ..., za() }, z(t) € R™.

Os sistemas autonomos podem ser classificados como lineares ou nao
lineares dependendo da forma de cada uma das f;. Um sistema auténomo de
equacdes é linear se cada uma das fungbes f;, i = 1,2,...,n for uma funcdo li-
near das varidveis dependentes zj, 2o, ....%,; caso contrario, é dito ser nao linear.
Aqui discutiremos brevemente um sistema com duas equagoes diferenciais ordinarias
autéonomas de primeira ordem da forma:

dz dy

i F(z,y), P G(z,y), (B.3)

onde F(z,y) e G(z,y) sao funcdes de = e y. As curvas de fase ou trajetorias de fase
sao solugoes de:

dr _ F(z,y) dy _ G(z,y)

dy ~ Glmy) O dz Flzy)

(B.4)

Através de qualquer ponto (zp,yo) existe uma idnica curva exceto em pontos de

equilibrio (z*,y*) onde

F(z",y") =G(z",y") = 0.
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Sendo F' e G analiticas préximas a (z*,y*), podemos fazer uma expansio em série
de Taylor das equagdes (B.3), em torno do ponto (z*,y*) e mantendo somente os

termos lineares em (z — z*) e (y — y*) obtemos:

dAz
dt Az
sk , B.5
any| =% |y e
dt

onde definimos Az =z — z* e Ay = y — y*, e 2 matriz A é da forma:

F; F,
s (| N Y (B.6)
az1 Q22 G Gy (z*,y")

Quando z = z* e y = y*, temos Az = 0 e Ay = 0, respectivamente.

Sejam A; e Ay os autovalores de A como definidos na equacio abaixo:

a;; — A a
‘A—-AI‘=0 =3 [ ¥ g,
Q91 Aoz — A

que pode ser escrita como:

A% — (trA)X + detA =0,

donde
trA &+ \/(trA)? — 4detA
)\},)\2 — = \/(7?.9 ) ) - (BT)
Se os autovalores forem distintos, as solugdes de (B.5) sao dadas por:
A
T = civiet + cvpe (B.8)
Ay

onde ¢; e ¢; sdo constantes arbitrarias e v; e v, sdao os autovetores de A correspon-
dentes a A; e Ao, respectivamente. Caso os autovalores sejam iguais, as solucoes sao

proporcionais a (¢; + cot)eM.



117

As solugdes (B.8) sao vilidas apenas para pontos que no plano de fase
estao situados em uma pequena vizinhanga em torno de um equilibrio (z*, ¥*); nesta
regiao, as curvas de fase podem ser aproximadas pelas solu¢oes da equacéio diferencial

que se obtém a partir da equacgdo (B.5), apds eliminar a varidvel t.

Classificagao das singularidades no plano de fase

De acordo com (MURRAY 1993) temos:

1. )\; e )\, reais e distintos
(a) A1 e Ag reais e com o mesmo sinal.
Suponhamos que Ay < A\; < 0. Entdo, de (B.8), por exemplo, para

¢ =0e c; # 0 temos:

Az Mt
=1 vVi€ . 5 (Bg)
Ay
assim, a solugao no plano de fase simplesmente move-se ao longo de
v, em direcdo a origem quando ¢t — oco. De (B.8) vemos que toda
solucéo tende a (z*,y*) quando ¢ — co uma vez que, com A2 < Ay < 0,

e*t = O(eM?) quando t — oo e assim:

Ax
Ay

At

~ cvie™t quando t — oo. (B.10)

Para pontos em uma pequena vizinhanca do equilibrio (z*, y*), todas as
solucdes se aproximam deste ponto, ao longo de v;. Esta é chamada sin-
gularidade do tipo nodo. Para A, < A; < 0 este ponto € um nodo estdvel
(tipoI). Se A\; > Ay > 0 este ponto é um nodo instdvele (z,y) — (z*,y*)

quando t — —o0.

(b) A1 e Az reais e com sinais diferentes.

At

Suponhamos, por exemplo, A; < 0 < Ay; entao vie™* — 0 ao longo
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de v; quando t — oo enquanto que voe*?* — 0 ao longo de v, quando
t — —oo. Existem assim, sentidos diferentes em v; e vo. Dependendo
do valor das constantes as solugbes se afastam ou se aproximam em
sentidos diferentes. Esta é uma singularidade do tipo ponto de sela.
Esta singularidade é sempre instdvel, exceto estritamente ao longo de
v,, e qualquer pequena perturbacdo em torno de (z*,y*) a solucdo se

afasta exponencialmente.

2. A\; e Az complexos: A\ =a i, B #0.
As solugdes de (B.8) envolvem e*e*** as quais implicam uma aproxi-
macao oscilatéria & origem, com amplitude que depende da parte real
Q.
(a) @ # 0. Neste caso, temos uma espiral, que é estivel se a < 0 e
instavel se a > 0.
(b) @ = 0. Aqui, as curvas no espago de fase sao elipses. Esta singulari-
dade é chamada de centro e é neutralmente estavel, pois uma pequena
perturbacdo em uma destas curvas nos dd uma outra solugdo. No caso
de singularidades do tipo centro, determinadas por uma solucdo do
sistema nao linear (B.3), devemos observar os termos de ordem mais

elevada na expansao em série de Taylor das fungoes F(z,y) e G(z,y)

em torno do ponto em questao, para determinar sua estabilidade.

3. A1 = A2 = A. Autovalores iguais.
(a) Em geral, para solucdes envolvendo termos como tel existe um
tinico autovetor v ao longo do qual as solugdes tendem a (0,0). Esta é
uma singularidade do tipo nodo (tipo II).
(b) Se as solucdes nfo contém o termo te* temos uma singularidade do

tipo estrela que pode ser estdvel ou instavel, dependendo do sinal de A.

A tabela (B.1) mostra, resumidamente, o tipo de ponto critico e a

estabilidade para cada par de autovalores A; e As.
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Autovalores | Tipo de Ponto Estabilidade tr(A) e
Critico det(A)
AL > X >0 Nodo Instével det(A) >0 e tr(A) >0
A <A <0 Nodo Assintoticamente | det (A) >0 e tr(A) <0
Estavel
A2 < 0 < A; | Ponto de Sela Instavel det (A) <0 e tr(A) >0
A=Ay >0 Nodo Instavel det(A) >0 e tr(A) > 0
M=X<0 Nodo Assintoticamente | det (A) >0 e tr(A) <0
estdvel
a>0 det(A) >0e
Instdvel tr(A) >0
A =a+1i8 | Ponto espiral
Ag = — 35
a<0 det(A) >0e
Assintoticamente tr(A) <0
Estavel
Ai=i8 Centro Neutralmente det(A) >0e
Ao=—1f3 Estével tr(A) =0

Tabela B.1: Propriedades da estabilidade linear de ponios de equilibrio (z*,y*) en-
volvidos no cdlculo da matriz A em (B.6).

Na figura B.1, apresentamos a visualizacao desta classificagao, valendo-
nos de um sistemas de eixos ortogonais em um plano, sendo um deles para irA e o

outro para detA.
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Figura B.1: Resumo mostrando como o trA e detA determinam o tipo de singula-

ridade no plano de fase.
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APENDICE C EQUACAO DE EULER

Uma técnica usual (BUTKOV 1968) para determinar o caminho 6timo

z(t) entre dois pontos a e b com a < ¢ < b, que minimize ou maximize o funcional

J= f bF(:c,a':,t)dt, (C.1)

onde o valor de J depende do caminho entre t = a e t = b, é 0 uso da equacdo de
Euler.
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b t

Figura C.1: C, representa a curva étimapara a <t <b e C, uma curve vizinha

Na figura C.1, temos a curva 6tima Cy que é dada por = = z¢(t) para
a <t < bea curva vizinha C, dada por z = z(t)= z(t) + €u(t), onde u(t) é uma
funcao diferencidvel arbitraria de t, e € uma constante. Consideremos a classe de

curvas vizinhas a curva 6tima, para as quais corresponde

b
o= f Wl e b e i (C.2)
Para que tenhamos de J um minimo ou méximo, para z(t) = x¢(t), devemos ter
%i = ( para € = 0. De (C.2) temos
€

dJ [0F dz OF di
= = f [%E*Eﬁ&?} dt, (C.3)
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que, para € = 0, fornece:

ﬁ{
de

[ [ ;
‘=n_ . amxu 6:&# ( .4)

que deve ser nulo para z(t) = zo(t), que define a curva 6tima, para t € [a,b].

Integrando por partes o segundo termo do integrando de (C.4), obtemos:
b oF OF1® [* d (OF
—pdt = |p—| - — | ==
ezt [“aa:-]a fa“dt(c'?:'c)dt’

que, substituido em (C.4) resulta que, para z(t) = z¢(t):

oF1®  [* [8F d (8F
= ———|=]|dt=0. 5
[#3$'L+_/a ”[ax dt(azi:)} " )
Obtemos entdo, as seguintes condigdes suficientes para o caminho 6timo zy(%):
oF1°
® ], -0
(C.6)

o[-0 mms

Se z(a) e z(b) forem fixos, entdo p(a) = p(b) = 0 e automaticamente a condicéo (1)

de (C.6) estard satisfeita.

Quanto a condigédo (2) em (C.6), utilizaremos o Teorema Fundamental

do Cilculo Variacional que enunciaremos a seguir:

Teorema - Se f(z) é continua no intervalo (zg,z,) e a integral

/ [ (@)g(a)ds

é igual a zero para todas as funcoes diferencidveis g(z) em (zo, ;) e para z = z; e

T = I, entdo

f(z) =0 pare zo <z <.

Aplicando o teorema acima, podemos concluir da condicdo (2) de (C.6)

que

OF d [(OF "
5;—'&}(—3';)—0 (Ca‘)



Esta é a equacao de Euler; é a condi¢do que deve ser satisfeita pelo caminho 6timo
se = for conhecido nas extremidades do caminho. Se, por outro lado,  nao for pré-

estabelecido em ambas extremidades do caminho, entao além da equagao de Euler

(C.7), tem-se a condigdo (1) de (C.6):

oF1®
3,
ou seja:
oF oF
u(b) == e wla) == - (C.8)

Se z nio for dado em nenhuma das extremidades, p é completamente arbitrario,

entdo impoe-se que:

OF| _o . 9F| _,
d |,—, % Ly
Se z for dado em t = a, entdo p(a) =0e
&l =s
dz t=>b

Temos entdo a condicido de transversalidade dada por

OF

= =0 (C.9)

no ponto em que z nao é pré-estabelecido.
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